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CATEGORIAS Y FUNTORES*

1. Introduccion

Cuando se dice ‘“sea G un grupo...”, todos comprenden de
modo inmediato que se trata de un “grupo abstracto”. Cierta-
mente, se habla a veces también de “grupo abstracto” para indi-
car que el grupo del que se va a tratar no posee estructura
suplementaria, por oposicién, por ejemplo, con la expresion
“grupo topoldgico”, pero no mantendremos aqui este uso. El
adjetivo “abstracto” es un testimonio de la evolucién historica:
la nocién de grupo fue introducida primitivamente a través de
los grupos de los desplazamientos, de las transformaciones o de
las, permutaciones. Es en un estadio relativamente avanzado
cuando fue propuesta una definicién axiomatica y las propieda-
des de los grupos se estudiaron independientemente de su papel
geométrico o combinatorio. Igualmente, sélo después de una
prolongada exploracién de las propiedades de las partes de un
espacio euclideo se antepuso una definicidn axiomatica de los
espacios topoldgicos abstractos.

Si, desde un punto de vista arbitrario, consideramos como
abstracciones de primer nivel a conceptos tales como conjunto,
grupo, espacio topolégico, cuerpo..., la nocién de categorfa es
entonces una abstraccidn de segundo nivel ya que sus concreti-
zaciones aparecen en teorfa de conjuntos, en teorfa de grupos,
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en topologia, etc. De igual manera a como hemos indicado que
la noci6bn axiomdtica de grupo o de espacio topoldgico estaba
presente mucho antes de que se explicitara, igualmente la no-
cidn de categoria, asf como los conceptos de funtor y de trans-
Jormacion natural que la acompafian, se transparentaba en fili-
grana en la literatura matematica mucho antes de que fuera
abstraida y formalizada. Ademas, junto a la teoria de grupos y la
de topologia que, hoy, son teorias de una amplitud y compleji-
dad impresionantes, la teoria de categorias se ha desarrollado
siguiendo libremente sus propias tendencias, guiadas evidente-
mente por las exigencias de aplicaciones a otras partes de la
matemaitica.

No entra en mis intenciones exponer la teoria de categorias,
sino mds bien introducir los conceptos base, conceptos que me-
recen ocupar un lugar en el bagaje de todo matematico. Aqui,
un paralelismo con la teoria de grupos o la topologia es legitimo
y esclarecedor. (Se podria establecer un paralelismo alin mas
claro con la teoria de conjuntos: todo hombre honesto debe
estar familiarizado con el lenguaje de la teorfa de conjuntos.
Ello ha conducido, en numerosas reformas propuestas para la
educacién matemdtica, a confundir esta auténtica exigencia con
la necesidad ilusoria, en este estadio precoz, de una exposicion
desmesurada de una voraz teoria de conjuntos.) Todo matemati-
co debe saber lo que es un grupo y tiene necesidad, ademss, de
los conceptos de grupo conmutativo, homomorfismo, subgrupo,
subgrupo distinguido y grupo cociente asf como un conocimien-
to de sus enlaces fundamentales. Por el contrario, las delicadas
cuestiones que se refieren a la estructura de los grupos finitos
por eiemplo son tema del especialista. O igualmente, todo mate-
mitico debe estar familiarizado con el concepto de espacio to-
poldgico, parte abierta y parte cerrada, aplicacién continua, es-
pacio-cociente, espacio compacto, poliedro, variedad, homoto-
pia, pero los problemas mas finos de la topologia algebraica o de
la diferencial no son de su incumbencia. Se puede sostener de la
misma forma que las nociones presentadas aqui son indispensa-
bles al matemdtico bien formado.
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2. Categorfas

Para definir una categorfa C , son necesarios tres tipos de
datos:

1.° Una clase de objetos A, B, C, ... ) '

2° A todo par de objetos (A,B) de C estd asociado
un conjunto C (A,B) de morfismos de A hacia B;

3° A toda terna de objetos (A,B,C) de C correspon-
de una ley de composicion:

C(AB) X C(BC) —> C(AC).

Antes de citar los axiomas que definen una categoria, dgrps)s
una terminologfa auxiliar y algunas notaciones que gerrr.u’tuan
ver que aquello de lo que tratamos aqui es una generalizacion de
nociones familiares. ,

. Si f pertenece a C (A,B), escribiremos
f
f: A ———»B obien A —— B.

El conjunto C(A,B) X C (B,C) esti formado por los pares
ordenados (f,g) donde ‘

f g
A——>B y B ——> C.

La composicién de f y g se escribira f o g o, simplemente, fg,
asi:

fg
A —>C.

Un ejemplo (o categoria concreta) es la categoria _Con:i cuyos
objetos son los conjuntos, los morfism,os son.las aphcaclone~s y
la ley de composicion es la composicion habitual dfe la.1§ aplica-
ciones. El Gnico punto inhabitual en nuestra descmpmor} de la
categoria Conj es designar la compuesta de f y g por fg mientras
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que el lector estd acostumbrado sin duda a escribir g(f(a)) o
también gf(a) para la imagen del elemento a de A por 1a aplica-
cién compuesta. Es puro asunto de convencibn y, con ocasion
de presentar un conceptc nuevo, no deseamos ni proponemos
arrastrar con nosotros los inconvenientes de esta desafortunada
tradicién que impone escribir “gf”” para decir “hacer primero fy
después hacer g”.

Volvamos a los axiomas. El primero es, de hecho, una con-
vencion, pero los dos siguientes son mds sustanciales.

A 1 Los conjuntos C(A;,B;)y C(Az,B;) son disjuntos salvo
SiAl :Ag yBl :Bg.

f g h
A2SiAe—p»pB , B——> C , C——> D ,entonces
f(gh) = (fg)h.

A 3 Para cada objeto A hay un morfismo 15: A ———> Atal
que, para todo f:A —— By todog € —— A, se
tiene:

Ipf=1f y glpa=sg.

Se ve inmediatamente que A determina el morfismo 1 de
manera Gnica. Omitiremos corrientemente el indice y escribire-
mos 1 en lugar de 1 5. Por ejemplo: 1f={y gl =g. Estas Gitimas
igualdades ilustran la forma con la que utilizaremos el simbolo 1
para designar el morfismo del axioma A3.

La categoria Conj de los conjuntos verifica manifiestamente
los axiomas A2 y A3: la composicion clsica de las aplicaciones
es asociativa y cada conjunto tiene una aplicacion identidad. Es
de esta interpretacion en Conj de la cual el morfismo 1 obtiene
su nombre de morfismo identidad.

Es necesario decir unas palabras sobre la interpretacion del
axioma Al en Conj. Por ejemplo sea la funcion seno. Como
existe una extension bien conocida de esta funcidn al cuerpo
complejo, es necesario precisar, cuando se habla de la funcion
seno, si se trata de sen: R —>»R o de sen: C—>C porque,
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con toda claridad, ambas funciones son distintas. Incluso si se
restringe al cuerpo real, podemos pensar en la funcién seno
como aplicacién de R en R o como aplicacion de R en el inter-
valo [-1,1] ya que todas las imdgenes por la funcidn seno
pertenecen a este intervalo. Podria parecer pedante insistir sobre
la diferencia entre estas dos funciones y sin embargo sefialare-
mos nitidamente esta distincién. Veremos en efecto que es ttil
precisar claramente tanto la imagen de una aplicacién como su
dominic. De hecho, como dominio e imagen (respectivamente A
y B) juegan papeles simétricos en el axioma Al, es natural, y es
un uso que se extiende cada vez mds, reemplazar el término
“imagen” por el término “codominic”. Notemos que la compo-
sicién de f y g no esta permitida mds que si el codominio de f es
¢! dominio de g.

Diremos que el morfismo f: A—3B de C es inversible si
y solo si existe un morfismo g: B—A de C tal que:

fg=1, vy gf=1y.

Si f es inversible, escribiremos g = ™1 y diremos que Ay B
son equivalentes. Es inmediato ver que se trata de una relacidn
de equivalencia. Hay que destacar que en la categoria Conj los
morfismos inversibles son las biyeccicnes. Que “una aplicacién
es inversible si vy solamente si es inyectiva y suprayecti-
va sobre su codominio” es un teorema en Conj.

Examinemos algunos ejemplos de categorias (o categorias
concretas). En cada uno de ellos, la ley de composicion no es
otra que la composicidén usual de las aplicaciones.

[oey

. La categoria Conj de los conjuntos y de las aplicaciones.

2. La categoria Top de los espacios topoldgicos y de las
aplicaciones continuas.

3. La categorfa Gr de los grupos y de los homomorfismos
de grupos.

4, La categoria Ab de los grupos conmutativos y de los

homomorfismos de grupos conmutativos.
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5. La categorfa Vi de los vectoriales sobre el cuerpo K y
de las aplicaciones lineales,

6. La categorfa G.,, de los grupos topoldgicos y de los
homomorfismos continuos.

Es evidente que esta lista podria ser prolongada indefinida-
mente, También, que cada categoria lleva en sf su propia
nocién de morfismo inversible y de objetos equivalentes. Asi,
en Top los morfismos inversibles son los homeomorfismos; en
Gr , Ab y Vg los isomorfismos; en Gggpy, 10s isomorfismos
continuos de inversa continua. Si el enunciado “Un morfismo
es inversible si y solamente si es inyectivo y suprayectivo
sobre su codominio” es un teorema en Gr. no lo es en
Geont- Por ello es nefasto definir un isomorfismo de grupos
como homomorfismo inyectivo y suprayectivo sobre su codo-
minio, .

Veamos ahora dos ejemplos de naturaleza muy diferente.
Permitirdn ampliar la perspectiva del concepto de categoria.

Sea un grupo G. Definimos una categorfa C(G) tomando
como Unico objeto el grupo mismo y como morfismos las
traslaciones por la derecha de los elementos de G. Asi, a todo
elemento g de G, asociamos la aplicacién

Rg :G—>G
definida por
X Rg = Xg

para todo elemento x de G. Estd claro que Rg define a gy, por
consiguiente, podemos identificar los elementos de G con los
morfismos de C(G). Los axiomas de grupo garantizan el cumpli-
mientc de los axiomas de categorias perc afiaden también una
propiedad muy particular: en la categoria C (G), todo morfismoes
inversible. Esta situacidn muestra cdmo la nocién de categoria
generaliza la de grupo.

Consideremos ahora un conjunto ordenado (S, <). Forma-
mos una categoria C(S) en la cual los objetos son los elementos
de S. Si x e y son elementos de S, C (S)(x,y) es vacio salvo que
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X Sy en cuyo caso estd formado por el @inico simbolo “x < y”.
La ley de composicion expresa simplemente la transitividad de
Ia relaci6én de orden:

x<y)o(y<z)=(x<13z)

y la existencia de las identidades procede de la reflexividad de la.
relacién de orden.

El lector podria tener la impresion de que, en los dos
Gltimos ejemplos, se juega con las palabras. ;Nada de eso! Se
puede efectuar en las categorias un gran nimero de construc-
ciones-tipo que, incluso en tales situaciones, tienen un sentido.
Obtenemos asi partido de la unificacién introducida por el
concepto de categoria. Ademds, este verdadero doble juego,
concepto general abarcando una situacién particular, sugiere
que no se obtendrin teoremas profundos en teoria de catego-
rias mds que particularizando nuestras categorfas. Esta perma-
nente blsqueda del equilibrio entre generalidad y profundidad
constituye el arte de una teoria matematica.

Volviendo a nuestros seis ejemplos, podemos notar el hecho
siguiente: en los ejemplos 3 a 6, la categoria G en cuestidn
posee un objeto O tal que, para todo objeto X de C, los
conjuntos C(X,0) v C(0,X) se reducen a un solo elemento.

En los ejemplos 3 y 4, todo grupo de un elemento es dicho
objeto 0; en el ejemplio 5, tenemos el vectorial nulo y, en el
ejemplo 6, todo grupo topolégico de un elemento. Es facil
probar que, si una categorfa C posee un objeto 0, cualquier
otro candidato a ser 0 le es equivalente. Ademds, C(X,Y)
posee en este caso un motfismo particular Oxy que se puede
factorizar de la manera siguiente:

X > 0 > Y

y, para todo
f:W ——3pX ytodog: Y ——>» Z
en C tenemos:

fOxy = Owy y Oxy &= 0xz,



22 EL LENGUAIJE DE CATEGORIAS

Al igual que en el caso del morfismo identidad, suprimire-
mos los indices y escribiremos simplemente O por Oyxy. Las
igualdades precedentes explican claramente el empleo de la
expresion morfismo nulo. El objeto O habitualmente se deno-
mina el objeto nulo.

Volvamos al ejemplo 1 en el cual C = Conj, la categorfa de
los conjuntos (y, sobreentendido, de las aplicaciones; esta
omisién es usual cuando se sabe sin ambigiiedad cuiles son los
morfismos de la categorfa considerada).

En esta categoria, hay un objeto ¢ (el conjunto vacio) tal
que Conj (¢,X) es un conjunto unitario, y un objeto {p}
(conjunto unitario) tal que Conj (X, {p }) queda reducido a un
inico elemento. Decimos entonces que ¢ es un objeto inicial de
Conj mientras que {p} es un objeto terminal de Conj. Un
objeto nulo es un objeto que es inicial y terminal a la vez. Se
establece ficilmente que si C posee un objeto nulo, entonces
todo objeto inicial y todo objeto terminal son equivalentes a
0. Se sigue inmediatamente que Conj no puede fener un
objeto nulo; en efecto, si fuera éste el caso, todo objeto inicial
de Conj deberfa ser equivalente a todo objeto terminal
mientras que, manifiestamente, ¢ no es equivalente al unitario
{p} Por la misma razdn, Top no puede contener un objeto
nulo.

El lector notard que los argumentos utilizados son de dos
tipos: los argumentos puramente “categdricos” (por ejemplo
“en tcda categoria, todos los objetos iniciales son equivalen-
tes”) y los argumentos propios a la categoria particular
considerada (por ejemplo, “ ¢ no es equivalente a {p }). Ello
es caracteristico de los razonamientos modernos; Saunders
Mac LANE ha calificado de “general abstract nonsense”
(generalidad abstracta sin interés) a la parte puramente categd-
rica de una argumentacibn matemitica pero no es preciso
concluir de una boutade asi que esta parte sea siempre trivial.
Sin embargo, del hecho de la gran generalidad de los concep-
tos utilizados en teoria de categorias, se espera que la parte
dificit del trabajo consista en la verificacibn de que una
categorfa particular, o un objeto de una categoria particular,

OSSR
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posea una propiedad sobre ia cual “las generalidades abstractas

sin interés” puedan ejercerse.

3. Funtores .

En una categorfa dada, los conjuntos de morfismos
C (X,Y) sirven para establecer las conexiones entre los diver-
sos objetos de la categoria. Ahora bien, el lenguaje de
categorfas ha sido desarrollado para describir los diversos
dominios de la matemdtica y una buena parte de la metodolo-
gla matemdtica contempordnea estudia las relaciones que
pueden ser establecidas de una manera natural entre estos
dominios. Es pues necesario definir la nocidén de transforma-
cibn de una categoria en otra. Se llamari funtor a toda
transformacion de este tipo. De manera precisa, un funtor

F: C——>D

es una regla que asocia a todo objeto X de C un objeto XF
de D y a todo morfismo f de C(X,Y) un morfismo (fF) de
D (XF,YF), cumpliendo las condiciones:

(D (fg) F = (fF) (gF)
2) LxF=1xp,

Sin duda el lector evocara las propiedades de los homomor-
fismos algebraicos. De hecho, una categoria, como un grupo,
posee cierta estructura y a los funtores se les impone respetar
dicha estructura. En particular, el funtor identidad 1:C m——3C
corresponde al automorfismo identidad de un grupo.

Antes de exponer ejemplos de funtores, hagamos algunas

_notas o introduzcamos un concepto importante. Ante todo,

dados los funtores
F:CoooaD y G: D-—>§
una ley de composicion evidente da lugar al funtor

FG: ¢ ————————> §,
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Por tanto, podemos hablar de funtores inversibles y de
categorias equivalentes. Todo ello nos sugerirfa introducir la
“categoria de las categorfas” U, cuyos objetos serian las
categorias y por “morfismos” se admitirian los funtores. Sin
embargo, quienes conocen la paradoja de Russell saben que
ello serfa exponerse a multitud de peligros fundamentales: la
familia de los funtores de ‘U, hacia U, no puede ser conside-
rada, salvo riesgo de contradiccidn, como un conjunto. Actual-
mente, la nocién de pequeria categoria, es decir categoria cuya
coleccién de objetos es un conjunto, juega un papel importan-
te en la literatura sobre las categorias ya que la familia de los
funtores de una pequefia categoria C hacia otra D es
claramente un conjunto. Sin embargo, no basta para cubrir
todas las necesidades y se han realizado numerosos trabajos
para bordear estas dificultades conjuntistas. El desarrollo mas
apasionante hecho en este sentido quiza sea la introduccidn
reciente por F. W. LAWVERE de la categoria de categorias
como fundamento de la matemética (Proceedings of the La
Jolla Conference on Categorical Algebra; Springer 1966).

He aquf algunos ejemplos de funtores. Dejamos al lector el
cuidado de verificar que cumplen las condiciones funtoriales

My @)

1. Para toda categoria C, existe una nocidén evidente de
subcategoria CO,. La prolongacion de C) en C es un
funtor. Por ejemplo, podemos prolongar la categoria Ab de
los grupos conmutativos en la categorfa Gr de grupos, o la
categoria de espacios compactos en la categoria Top de
espacios topologicos. Son ejemplos de lo que se llaman
prolongamientos de subcategoria-plena o prolongamientos
plenos:

C, es una subcategoria plena de C si, siendo X e Y
objetos de C, se tiene Cy(X,Y) = C (X,Y).

Contraejemplo: la categoria de espacios compactos y de
prolongamientos topoldgicos no es subcategoria plena de
Top.
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2. A partir de cualquier grupo G, se puede obtener un grupo
conmutativo G, “abelianizando” G. Se puede considerar a
G, como el grupo construido sobre G agregando las
relaciones: gh = hg, para cualesquiera g y h de G, o, de
manera equivalente, por paso al cociente G; = G/G” de G
por el subgrupo conmutador (o derivado) G’. Entonces,
todo homomorfismo § : G —=>H en Gr aplica G* en
H’ y, por tanto, provoca un homomorfismo & : G;—»H, .
Asi, poniendo GAb = G, y § Ab = T |, se define un funtor

Ab: Gt ———>» Gr

lamado funtor de abelianizacion.

3. Sea C un conjunto. Podemos construir el grupo abeliano
libre A sobre C. Toda aplicacion f : C ——»F induce, de
manera natural, un homomorfismo A;: A¢ ——3>Ap que

provoca el funtor abeliano libre
Fr: Conj —3Ab
definido por CFr = Ac y fFr = Ay. Existen evidentemente

otros funtores libres del mismo tipo, por ejemplo, de Conj
hacia Gr o de Conj hacia V.

4. Todo espacio topoldgico tiene un conjunto-base: el conjun-

to sobre el cual esta definido. Se obtiene un funtor de
olvido

U: Top ———>» Conj

dejando de lado (“olvidando™) la estructura topoldgica. El
lector no tendri dificultad alguna para reunir gran nimero
de funtores de olvido. A primera vista, estos funtores
podrian parecer fantasias. Nada de eso: los funtores de
olvido juegan un papel primordial, no solamente en las
formulaciones funtoriales, sino también en los desarrollos
realmente elaborados de la teoria de categorias.
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5. El conjunto de grupo fundamental es uno de los mais
conocidos y de los mis importantes de la topologia.
Permite asociar un grupo 7 (X,xp)a todo espacio X en el
cual se ha distinguido un punto x,.Se puede considerar a
7 como un funtor de la categorfa Top* de los espacios
topolégicos de punto distinguido y de las aplicaciones con-
tinuas que respetan los puntos distinguidos hacia la caiegoria
de grupos.

6. Hemos mostrado que todo.grupo puede ser considerado
como una categorfa. Desde esta perspectiva, los funtores
entre estas categorias son precisamente los homomorfismos
de grupos.

Antes de llegar a la Gltima de las nociones centrales que
serd expuesta en este capitulo, la nocién de transformacion
natural, llamaremos la atencién sobre una técnica muy Util.
Dada una categoria C, podemos construir una nueva catego-
ria Cor (con ‘“‘op” por “opuesta”) que tiene los mismos
objetos que C pero tal que

CoP(X,Y) = C(Y,X)
y cuya ley de composicibén se deriva naturalmente de la de C.

Se dice frecuentemente que CoP se ha obtenido a partir de C
“poniendo las flechas al revés”; en efectio:

f:X—3Y enC°Psiysolosif: X&—YenC,
Este uso formal nos permite definir un funtor contravariante

C v D como funtor C —3DOP. Hay que sefialar que,
para un funtor contravariante F . C ——3 D se tiene:

Sif€C(X,Y) entonces fF € fD(YF,XF), (fg)F = (gF) (fF).

Un solo ejemplo deberfa bastar: el concepto de espacio
vectorial dual da lugar a un funtor contravariante

*:VK—-———-}VK.

I
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4. Transformaciones naturales

La idea que abordamos puede considerarse la fuente primiti-
va de la teoria de categorias ya que EILENBERG y Mac LANE
fueron llevados a introducir el lenguaje de categorias y funtores
al intentar precisar la nocion de transformacion natural.

Sean F y G funtores de la categoria C hacia la categoria D .
Una transformacién natural t de F hacia G es una regla que
asocia a todo objeto X de C un morfismo

ty : XF ——>XG de D

tal que, para todo morfismo f: X———»Y de C , el diagrama

ty
XF —»XG

fF fG

. ,
YF Y -3>YG

sea conmutativo, es decir que
tx° fG =1{F °ty.

Si, para. todo X, tg es inversible, entonces t se llama

equivalencia natural, 1La definicidn
(J(-1 )X = tX_l

provoca en este caso una equivalencia natural de G hacia F. Si
C es una pequefia categoria, podemos formar una categoria
cuyos objetos (que forman una clase) son los funtores de C
hacia 9 vy cuyos morfismos son las transformaciones naturales
de estos funtores. Se dispone en efecto de una definicion
evidente de la composicion de las transformaciones naturales y
las equivalencias naturales son exactamente las transformaciones
que son inversibles para esta composicion.
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Veamos unos ejemplos. El Gltimo de ellos es precisamente la
primera situacién en la cual se observa una transformacién
natural.

1. Sea un grupo G y su abelianizado G;. Se sabe que existe una
suprayeccidon natural

tg : G—»G; =G/G’

y t es una transformacién natural del funtor identidad sobre
Gr hacia el funtor de abelianizacién sobre Gr.

2. Sea A un grupo abeliano y Aj el grupo abeliano libre sobre
A. Se dispone visiblemente de un homomorfismo

ty 1 A —>A

(que deja en su lugar cada elemento de A) y t es una
transformacidén natural del funtor UL : Ab ~—— Ab hacia
el funtor identidad sobre Ab. Aquf U : Ab ———3Conj es el
funtor de olvido y L : Conj ——3»Ab es el funtor libre.

3. (Para quienes estan familiarizados con la topologia algebrai-
ca.) El célebre homomorfismo de HUREWICZ (ver, por
ejemplo, HILTON y WYLIE, Homology theory, Cambridge
University Press 1962, p. 349) entre grupos de homotopia y
grupos de homologia es una transformaciébn natural entre
funtores de Topx hacia Ab.

4. Sea V un vectorial sobre el cuerpo K, V¥ y V** gu dual y
bidual respectivamente. Existe una aplicacion lineal iy, de V
en V** definida por

Oxiy) = f

para todo x de V y todo f de V* Por tanto, i es una

s
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transformacién natural del funtor identidad de Vi hacia el

funtor bidual ** sobre V. Designemos por‘V{( la subcatego-
ria plena de Vi constituida por los vectoriales de dimension
finita sobre K. Un teorema-clave de 4lgebra lineal enuncia
que la restriccion de i a Vi es una equivalencia natural. La
demostracién de este teorema descansa en el hecho de que, si
V es de dimension finita, entonces V' y V¥ son isomorfos. Sin
embargo, este Gltimo isomorfismo, contrariamente al isomor-
fismo iy, no es “natural”: para definirlo, es necesario fijar
una base (V1s¥y) de V y hacerle corresponder la base dual
(Vi V) de V¥ Asi, el isomorfismo Vi e———— V]
depende de la eleccion de una base y, por ello, no posee el
caricter natural del isomorfismo iy entre V y V#¥ Sin
embargo, podemos definir un funtor dual:

4]
*: Vg —>VEP

(es decir, un funtor contravariante de Vg hacia Vi) que
aplica todo vectorial sobre su dual v toda aplicacion lineal
sobre su-traspuesta. Este funtor dual * establece un isomog-
fismo (en el sentido de las categorias) entre la categorias Vi
y su categoria opuesta.

5. Conclusion

Este capftulo no es en forma alguna un alegato para la
introduccion de la teorfa de categorias como disciplina matema-
tica indispensable. He expuesto, simplemente, los rudimentos
del vocabulario fundamental del lenguaje de categorfas y de
funtores. Sin embargo, estoy convencido que este lenguaje
deberfa ser familiar, y lo serd pronto, a todo estudiante que
aborde un ciclo matemaitico en la Universidad y sin duda alguna
incluso antes. Creo ademds que el lenguaje de categorfas
mostrard cudn  proximas se encuentran numerosas teorias
matematicas diferentes e indicard como pueden ligarse unas a
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otras. Por su generalidad, la teoria de categorias es una fuente
preciosa de conjeturas matematicas significativas; en contrapar-
tida, siempre en virtud (! ), de su generalidad, también es rica en
teoremas superficiales.

Para quienes deseen proseguir, recomiendo ia obra de S. Mac LANE y G.
BIRKHOFF, Algebra, Mac Millan, N.Y. 1967 (598 p.), traducida -al
francés en Gauthier-Villars donde se ha publicado en dos tomos
(1970-1971) y se ha honrado con un prefacio de J. Dieudonné. Se trata
de una exposicién de ilgebra moderna en la Optica categdrica. (En
castellano, Ed. Tecnos tiene en preparacion la publicacién de esta obra.)
Fl experto en potencia consultard el libro mis especializado de B.
MITCHELL, Theory of Categories, Academic Press, New York 1965, 273p.

2

EL LENGUAIJE DE CATEGORIAS EN LA
ENSENANZA SECUNDARIA*

1. Introduccion

Constituye para mi una satisfaccién esta ocasibn que me
permite presentar mis reflexiones sobre la conveniencia del
lenguaje de -categorias en el panorama matemitico de la
ensefianza secundaria y en el cuadro de la formacion de los
profesores de matemdtica que ensefiardn en este nivel. He
meditado largamente esta cuestibn y no se presta a una
comunicacion breve. Sin embargo, me parece que en el curso de
estas dos lecciones de hora y cuarto, seguidas de un tiempo
sustancial de discusion, deberfa ser capaz de presentaros una
introduccién amplia y accesible al problema y comunicar mis
ideas sobre esta materia.

Vosotros juzgaréis si he logrado el objetivo.

En general, una exposicion avanza segln cinco etapas:
motivacion, definicion, argumentacion, ilustracion y aplicacion,

He aqui algunos comentarios respecto a estas cinco compo-
nentes de mi comunicacidn.

En primer lugar, la motivacion deberia preceder, desde mi
punte de vista, a la definicibn. No lo digo por iniciar una
controversia sobre la oportunidad de las motivaciones. Cierta-
mente, es practica corriente en los cursos de matemditica
organizados, comenzar por el enunciado de las definiciones. Y,

* Texto de dos conferencias de HILTON, pronunciadas ante el Primer
Congreso Internacional de ZWIN (Knokke, mayo 1972), organizado por el
Centro Belga de Pedagogia matematica.



32 EL LENGUAJE DE CATEGORIAS

desde luego, ello es perfectamente aceptable en un articulo
matemético ya que el lector puede cubrir, si lo cree oportuno,
su deseo de motivacién antes de abordar la lectura de las
definiciones precisas. Por el contrario, estimo que es desafortu-
nado comenzar una charla enunciando la lista de las definiciones
precisas. Carente de motivacion, se exige al auditorio en este
caso una atencibn muy sostenida pero totalmente Cciega.
Evidentemente, se podrfa temer que presentando la motivacion
en primer lugar, no se delimiten con precision los conceptos
motivados. No creo que exista obstdculo insuperable y, en todo
caso, este argumento es insuficiente para convencerme de
comenzar una conferencia sin motivar las definiciones.

Mi segunda observacion se refiere a la diferencia que conviene
sefialar entre la aplicacion y la ilustracion, Supongamos que nos
ocupamos de una zona particular A de la matemitica y de
cualquier otro tema B (que puede ser matematico o no). En este
caso, diré que B es una ilustracidn de A si y solo si una
comprensién de B esclarece el sentido de A. Por otro lado, B es
una aplicacién de A si y solo si la comprensién de A clarifica B.
En los cursos habituales de matemdtica, en todos los niveles, las
ilustraciones se proponen frecuentemente en lugar y sitio de las
aplicaciones. No sblo este proceso no es honesto sino que,
ademds, deja en mal lugar al profesor que quiere persuadir a su
piblico de la utilidad real del dominio matemético del que
habla. Por el contrario, una ilustracién, presentada como tal,
juega un papel muy importante y no corre el peligro de no hacer
gracia incluso si se muestra como muy artificial. Las ilustracio-
nes son indispensables sobre todo cuando se introducen nuevas
nociones matematicas. Adoptan muy frecuentemente la forma
de casos particulares cuyas interacciones no habfan sido

sefialadas atin. ) ) ]
Precisado lo anterior, querria desarrollar ahora una motiva-

cién a las grandes ideas de la teorfa de categorifas, motivacion
que satisfaga las exigencias de las personas preocupadas por la
ensefianza de la matemdtica en el nivel secundario o en los
primeros afios de la Universidad.

Se puede sefialar en primer término que la teorfa matemética
actualmente necesaria es elemental, es decir, simple.
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Si se comparan los pasos utilizados en teoria elemental de
categorias con los que corrientemente se utilizan en un curso
tradicional de geometria por ejemplo, no hay duda alguna de
que los razonamientos geométricos son incomparablemente mas
elaborados y, por consiguiente, mds dificiles. Esta diferencia se
debe al hecho de que la estructura matematica de la geometria
euclidea es mucho miés rica que la de la teoria de categorias.
Que no se venga pues a oponerse a la introduccién de la teoria
de categorfas con el pretexto de que seria complicada: jes
verdaderamente trivial! Ahora bien, trivialidad y generalidad
van muy frecuentemente unidas. En el estudio o la ensefianza de
la matemdtica, no siempre es posible evitar la trivialidad, pero es
esencial reconocer siempre explicitamente sus intervenciones y
no recurrir a ella mis que en la medida en que se muestre Gtil.
La utilidad de un razonamiento trivial depende de su generali-
dad; ahora bien, yo pretendo justamente que los razonamientos
triviales de la teoria de categorfas son {tiles porque el lenguaje
de categorias es una lengua universal para la matemdtica. Es una
lengua que se apoya sobre la unidad profunda de los conceptos
matermdticos y la pone de relieve de manera decisiva. El lenguaje
de categorias rompe las barreras artificiales y atn va més alla:
sirve para expresar y explicar los enlaces que unen las diversas
partes de la matemdtica y suministra una manera de traducir las
construcciones de un dominio matemético en otro. En fin,
permite poner de relieve las etapas fundamentales que en
matemética son la abstraccibn, la generalizacién y la aplicacion.
Ilustraré estos diversos puntos con ejemplos concretos desde que
disponga de las definiciones precisas indispensables.

Un segundo argumento que viene en favor del lenguaje de
categorias es que éste, no contento con sefialar la unidad de la
matemdtica, nos hace capaces de distinguir las partes profundas
de las partes triviales de un razonamiento matematico. Todo el
que esté al corriente de las investigaciones actuales, especialmen-
te en dlgebra y topologia, no habra dejado de sorprenderse por
la repeticién siempre creciente, en contextos no necesariamente
particulares, de pequefias deducciones elementales cuya acumu-
lacidn acaba por formar una parte enmarafiada y delicada del
razonamiento global. El lenguaje de categorias es un cedazo que



