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0. Introduction

Ceci n’est pas le résumé de ma conference. J’alléguerai une bonne excuse :
je n’ai jamais donné ma conference. Ce travail est plutôt le résumé de la
conference que j’aurais bien voulu donner. Je remercie Pier Luigi Papini par
sa précieuse aide dans le rassemblement des références. Merci également à
Alberto et à Noem ¡ qui se sont attelés sans peine à la tâche si ingrate de la
relecture.

On cherche ici à donner une introduction aux espaces isotropes et à ex-
poser l’état de quelques questions liées au problème des rotations de M. S.
Mazur. Rappelons qu’un espace normé est dit isotrope (ou transitif) lorsque
son groupe d’isométries (linéaires et surjectives) opère transitivement sur la
sphère unité. C’est à dire, l’espace normé X est isotrope si, quels que soient
x, y dans la sphère unité S(X), il existe une isométrie T : X → X telle que
y = Tx.

Nous sommes aussi interessés aux espaces quasi isotropes. Un espace normé
est quasi isotrope (ou encore quasi transitif) si les orbites de l’action du groupe
des isométries sont denses dans la sphère unité (c’est à dire, X est quasi iso-
trope si quels que soient x, y ∈ S(X) et ε > 0 on peut trouver une isométrie
T : X → X telle que ‖y − Tx‖ < ε). Les seuls exemples immédiats d’espaces
isotropes (ou même quasi isotropes) sont les espaces hilbertiens. Quant au
problème de l’existence d’espaces isotropes non hilbertiens on ne connâıt que
des réponses partielles. Par exemple, les espaces hilbertiens sont les seuls es-
paces (quasi) isotropes de dimension finie, comme l’ont montré MM. S. Mazur
et H. Auerbach. Il y a, par contre, des espaces normés à une infinité de dimen-
sions qui ne sont pas isomorphes à aucun espace hilbertien. On connâıt des
espaces de Banach isotropes non séparables et des espaces normés isotropes
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séparables non complets non hilbertiens, mais on n’a pas réussi à trouver un
tel exemple qui soit à la fois séparable et complet.

Problème. Un espace de Banach séparable isotrope est-il isométrique à
L2 ?

Ce problème (dit des rotations) est posé par M. S. Mazur d’après M. S.
Banach [8, p. 242]. Il parâıt difficil à résoudre. En fait, on ne sait ni démontrer,
ni réfuter que tout espace normé isotrope, séparable et complet soit isomorphe
à L2. Malheureusement, on ne sait non plus si tout espace super réflexif est
isomorphe à un espace (quasi) isotrope. Il faut remarquer qu’un espace X
est isomorphe à un espace isotrope si et seulement si son groupe d’automor-
phismes (noté Aut(X) dans la suite) contient un sous-groupe borné agissant
transitivement sur les droites de X. Ceci découle de que tout sous-groupe
G borné de Aut(X) est aussi un sous-groupe du groupe des isométries d’un
rénormage de X (qui peut être construit en prenant

‖x‖G = sup
T∈G

‖Tx‖,

où ‖ · ‖ est n’importe quelle norme donnant la topologie de X). Ainsi, tous
les résultats (et tous les problèmes) qu’on trouvera dans la suite concernent la
structure des sous-groupes bornés des groupes d’automorphismes des espaces
en considération.

Revenons sur terre. Bien que la question de Mazur reste ouverte, il existe
des espaces de Banach quasi isotropes séparables. Dans ce travail, la plupart
des espaces quasi isotropes connus actuellement sont présentés : les espaces
Lp (pour 0 < p < ∞), l’espace de Gurarij, les espaces de Lusky et l’espace
C[0, 1] (muni d’une norme équivalente à la usuelle). Nous remarquons les liai-
sons entre les espaces quasi isotropes et ceux isotropes et la séparabilité : on
montre que les ultraproduits des familles d’espaces quasi isotropes sont tou-
jours espaces de Banach isotropes (en fait, la plupart des espaces isotropes
connus sont obtenus par ultraproduit d’une famille d’espaces quasi isotropes).
D’autre part, tout espace isotrope (étant en général non séparable) contient
toujours des sous-espaces séparables quasi isotropes. De plus, pour la plu-
part des familles d’espaces de Banach définies par structures algébriques (par
exemple, les M -espaces abstraits ou les algèbres de Banach), l’existence d’un
espace isotrope équivaut à l’existence d’un espace quasi isotrope appartenant
à la famille.

Enfin, nous présentons quelques problèmes liés a ce sujet, ainsi qu’une
étendue bibliographie.
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1. Espaces de dimension finie

Dans cette section, nous étudions le problème de Mazur pour les espaces de
dimension finie. La plupart des résultats sont bien connus depuis longtemps.

Théorème 1.1. ([40],[6]) Tout espace quasi isotrope de dimension finie
est hilbertien.

Presque toutes les démostrations du théorème 1.1 que nous avons trouvées
dans la bibliographie sont bassées sur le théorème suivant (due à H. Auerbach)
qui est au même temps un résultat sur points fixes et rénormages.

Théorème 1.2. ([3]) Soit X un espace de dimension finie. Pour chaque
sous-groupe G borné des automorphismes de X, il existe un produit scalaire
G-invariant.

C’est à dire, il existe un produit scalaire 〈·, ·〉 tel que 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉
pour x, y ∈ X et T ∈ G. La norme hilbertienne induite par 〈·, ·〉 est aussi
G-invariante et le théorème 1.1 découle du théorème 1.2 à travers du principe
élémentaire suivant.

Principe de comparaison. Soit (X, ‖ · ‖) un espace normé isotrope (res-
pectivement, quasi isotrope) ayant groupe d’isométries G. Toute norme G-
invariante (respectivement, G-invariante et ‖ · ‖-continue) cöıncide avec ‖ · ‖
à un facteur scalaire près.

Remarques et questions. Il y a plusieurs façons d’obtenir le produit
scalaire du théorème 1.2. Par exemple :

(a) On peut prendre les ellipsöıdes de Löwner associés à une norme dont
le groupe des isométries contient G ([1, p. 46], [46, p. 408]).

(b) D’après un produit scalaire arbitraire sur X prennant la moyenne

〈x, y〉µ =
∫

Ĝ
〈Tx, Ty〉dµ(T )

où Ĝ designe le complété de G et µ est la mesure de Haar sur le groupe Ĝ qui
est toujours compact.

(c) Soit G un groupe borné d’automorphismes de l’espace de dimension
finie X. Soit ‖·‖ une norme G-invariante sur X, B sa boule unité, λ la mesure
de Lebesgue normalisée sur B et L2 = L2(B, λ). Posons Bil(X) pour l’en-
semble des formes bilinéaires sur X. Considérons l’ensemble fermé et convexe
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(dans L2)

C = {f ∈ L2 : f(x) = ϕ(x, x), ϕ ∈ Bil(X), k‖x‖2 ≤ f(x) ≤ K‖x‖2},

où k et K son telles que C soit non vide. Il est clair que la meilleure ap-
proximation de la fonction ‖x‖2 ∈ L2 par rapport à C détermine un produit
scalaire G-invariant sur X (voir [14]).

Le théorème 1.2 ne reste plus valable pour espaces de Hilbert de dimension
infinie. En 1955 Ehrenpreis et Mautner montront qu’il existe un groupe borné
d’automorphismes de l2(N) n’admettant aucun produit scalaire invariant (c’est
à dire, non unitarisable). L’exemple dans [24] est un groupe algébriquement
isomorphe à SL2(R). Plus tard on trouva des exemples plus simples : tout
groupe libre Fn (n ≥ 2) est représentable comme un groupe borné non unita-
risable d’automorphismes de l2(N).

Les groupes ci-dessus sont, évidemment, non moyennables. Il est clair que,
étant G une représentation bornée d’un groupe moyennable dans les auto-
morphismes d’un espace hilbertien H, on peut toujours trouver un produit
scalaire G-invariant sur H (théorème de Dixmier [22]). Il suffit d’agir comme
à (b) en remplaçant la mesure de Haar par une moyenne invariante sur le
groupe.

Á présent la question semble être la suivante.

Problème 1.3. ([22], [45, p. 2]) Sont les groupes moyennables les seuls
groupes dont toutes les représentations bornées (dans le groupe des automor-
phismes d’un espace hilbertien) sont unitarisables ?

D’autre part, on ne connâıt pas si le théorème 1.2 reste vrai pour espaces
isomorphes à un espace hilbertien :

Problème 1.4. Un espace normé (quasi) isotrope et isomorphe à un es-
pace hilbertien est-il nécessairement isométrique à un espace hilbertien ?

Quelques résultats dans [14] et [17] suggèrent une réponse positive. Ce
problème se rattache à donner une preuve de 1.1 sans l’aide de 1.2. Une telle
preuve (bassée sur la compacité locale des espaces de dimension finie, donc
toujours insuffisante pour résoudre 1.4) se trouve dans [14].

On peut remplacer dans le théorème 1.1 l’hypothèse sur l’espace par une
autre concernant la structure du groupe des isométries. Rappelons ([14], [16])
qu’une isométrie T est dite de dimension finie si T = Id + F , où F est un
opérateur de range fini. Il est facilement verifié que l’ensemble des isométries
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de dimension finie est un sous-groupe du groupe des isométries. On peut alors
généraliser le théorème 1.1 comme il suit.

Théorème 1.5. ([14], [16]) Tout espace normé dont les isométries de di-
mension finie opèrent transitivement sur la sphère unité est isométrique à un
espace hilbertien.

La preuve de 1.5 est bassée sur l’analyse des sous-espaces invariants par
les isométries de dimension finie :

Fait. ([14], [16]) Soit Γ un ensemble d’isométries de dimension finie d’un
espace normé X. Il existe un sous-espace (pas nécessairement fermé) H de X
tel que :

(a) H est Γ-invariant et non nul ;
(b) On peut munir H d’un produit scalaire (pas nécessairement comparable

avec la restriction de la norme de X) rendant unitaires tous les opérateurs de Γ.

Ceci établi, soit Γ le groupe des isométries de dimension finie de X. Si
Γ opère transitivement sur S(X), alors les sous-espaces Γ-invariants (fermés
ou non) de X sont triviaux, donc H = X. D’après (b) il existe une norme
hilbertienne Γ-invariante sur X. Cette norme est un multiple de la norme
originelle de X en vertu du principe de comparaison, ce qui montre que X
était hilbertien.

Il faut remarquer qu’on ne sait pas si 1.5 subsiste pour espaces dont le
groupe des isométries de dimension finie opère quasi transitivement sur la
sphère unité, étant la réponse positive si l’espace est isomorphe à un espace
hilbertien. Quelques résultats dans [14] suggèrent la question suivante.

Problème 1.6. Tout espace normé (quasi) isotrope dont le groupe des
isométries contient une perturbation finie-dimensionelle (non-triviale) de l’iden-
tité est-il hilbertien ?

Nous trouvons quelques solutions partielles dans la série de travaux [49],
[16], [10] et [11]. Précisement, si X est un espace quasi isotrope et G(X) (le
groupe d’isométries de X) contient une isométrie (non triviale) de dimension
1 alors X est hilbertien (voir [49] pour le cas réel et [16] pour le cas com-
plexe). Pour résultats plus géneraux nous renvoyons le lecteur à [10] et [11].
Signalons finalement que tous les résultats de cette section restent valables
pour espaces quasi-normés (car tout espace quasi normé quasi transitif ayant
une fonctionelle linéaire continue non nulle est un espace localement convexe
étant sa quasi norme une norme [14], [17]).
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2. Espaces (quasi) isotropes de dimension infinie

Comme nous l’avons déjà dit à l’introduction, l’isotropie ne caractérise pas
les espaces hilbertiens parmi les espaces de Banach. Le théorème suivant (dont
un cas particulier est dû à Pelczynski et Rolewicz [43], [46, p. 412]) montre
qu’on peut même trouver des espaces isotropes non localement convexes.

Théorème 2.1. ([28]) Soit µ une mesure homogène.
(a) L’espace Lp(µ) est quasi isotrope pour tout 0 < p < ∞.
(b) Si de plus µ est non σ-finie, l’espace Lp(µ) est isotrope pour tout

0 < p < ∞.

Une mesure est dite homogène si toutes les algèbres obtenues par restric-
tion aux ensembles de mesure finie sont isomorphes. D’après le théorème de
Maharam [38] (voir [47, pp. 466-477]) tout espace Lp(µ) est représentable
(comme espace réticulé et isométriquement) moyennant

Lp(µ) = lp(Γ)⊕p

( p∑

i∈I

Lp(λmi)
)
,

où Γ et I sont des ensembles (peut-être vides), les mi sont des cardinaux
infinis et λ est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. La mesure µ est σ-finie si
et seulement si Γ et I sont dénombrables et elle est homogène si Γ est vide
et tous les mi cöıncident. L’exemple de Pelczynski et Rolewicz correspond à
Γ = ∅, |I| = ℵ1, mi = ℵ0 (ou, ce qui vient de même, Γ = ∅, I = R, mi = 1).
Á titre ilustratif, nous donnons une preuve de 2.1. Elle est basée sur le fait
suivant.

Fait.([28]) Soit f ∈ Lp(λ) = Lp[0, 1] normée et p 6= 2, 0 < p < ∞. Il existe
une isométrie (linéaire et surjective) T : Lp(λ) → Lp(λ) telle que T (1[0,1]) = f
si (et seulement si) λ{0 ≤ t ≤ 1: f(t) = 0} = 0.

La nécessité decoule facilement d’une remarque de Banach [8, p. 176] qui
exprime le fait que deux fonctions g, h ∈ Lp(µ) (p 6= 2, 0 < p < ∞) soient
disjointes par la rélation linéaire métrique suivante :

‖h + g‖p + ‖h− g‖p = 2
[‖h‖p + ‖g‖p

]
.

Ainsi, les images de deux fonctions disjointes par une isométrie sont en-
core deux fonctions disjointes. En particulier les isométries laissent invariant
l’ensemble des fonctions qui s’annulent sur un ensemble à mesure nulle. Ceci
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montre aussi que si la mesure µ est finie (ou σ-finie) l’espace Lp(µ) n’est jamais
isotrope (sauf si Lp(µ) = K ou p = 2, bien sûr).

Réciproquement, soit ‖f‖p = 1 avec λ{f(t) = 0} = 0. Il s’agit de trouver
une isométrie T de Lp(λ) telle que T (1[0,1]) = f. Il est clair qu’il existe une
isométrie de Lp(λ) transformant f en |f |, donc il suffit de considérer le cas où
f est positive. Soit

ϕ(t) =
∫ t

0
f(s)pds, 0 ≤ t ≤ 1.

La sommabilité de fp entrâıne que ϕ est une fonction absolument continue
sur [0, 1]. Définissons

Tg(t) = g(ϕ(t))f(t)

Évidemment, T (1[0,1]) = f. De plus T conserve la norme de Lp(λ), car

‖Tg‖p
p =

∫ 1

0
|Tg(t)|pdt =

∫ 1

0
|g(ϕ(t))f(t)|pdt

=
∫ 1

0
|g(ϕ(t))|p dϕ

dt
(t)dt =

∫ 1

0
|g(ϕ(t))|pdϕ(t) = ‖g‖p

p.

Nous laissons au lecteur le soin de justifier les calculs et la surjectivité de T
(la construction de T peut surprendre un peu, mais une lecture attentive du
théorème I de la page 178 du livre de Banach montre que T est la plus simple
isométrie de Lp satisfaisant T (1[0,1]) = f. Banach n’a jamais publié une preuve
de ce théorème. Une démonstration complète s’appuyant sur un résultat de
von Neumann [41] est due à Lamperti [33]). Ceci établi, nous avons :

Fait.[28] On peut remplacer λ par λm ci-desuss (m étant un nombre car-
dinal quelconque). Ainsi, si f, g ∈ Lp(λm) sont telles que ‖f‖p = ‖g‖p = 1
et λm{t : f(t) = 0} = λm{t : g(t) = 0} = 0, il existe une isométrie T de
Lp(λm) telle que g = Tf. Évidemment, la même conclusion reste vraie si λm

est remplacée par une mesure homogène σ-finie quelconque.

En effet, soit f ∈ Lp(λm) normée telle que λm{t : f(t) = 0} = 0. Étant f
mesurable, elle ne depend que d’une quantité dénombrable des coordonnées
de l’espace produit [0, 1]m. Soit J un sous-ensemble dénombrable de m conte-
nant les indices correspondants à ces coordonnées. Les mesures λJ et λ étant
isomorphes, on peut suposser que |J | = 1. Si l’on écrit f = f(t, s), t ∈
[0, 1], s ∈ [0, 1]m−1, il est évident qu’on peut construire une isométrie dans
Lp(λm) = Lp(λ × λm−1) = Lp(λ,Lp(λm−1)) transformant 1 = 1(t) ⊗ 1(s) en
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f = f(t) ⊗ 1(s). Il suffit de prendre l’extension de la transformation définie
par

T ⊗ Id
( ∑

i

gi ⊗ hi

)
(t, s) =

∑

i

Tgi(t)⊗ hi(s),

où T est une isométrie dans Lp(λ) telle que T (1) = f.
Maintenant, soit µ une mesure homogène non σ-finie et f, g ∈ Lp(µ)

normées. Considérons les ensembles A = {w : f(w) 6= 0} et B = {w : g(w) 6=
0}. Visiblement les mesures µ|A et µ|B sont σ-finies et homogènes. Il existe
donc un isomorphisme isométrique de Lp(µ|A) dans Lp(µ|B) transformant
f |A en g|B. Cette isométrie se prolonge à une isométrie

Lp(µ) = Lp(µ|A)⊕p Lp(µ|Ac) → Lp(µ|B)⊕p Lp(µ|Bc) = Lp(µ)

qui transforme f en g et montre la deuxième partie du théorème.
Dans [28] on peut voir que les conditions sur la mesure ci-dessus sont,

non seulement suffisantes, mais aussi nécessaires pour la (quasi) isotropie de
l’espace Lp(µ) si p 6= 2. Il faut dire que les résultats de [28] sont établis
seulement dans le cas 1 ≤ p < ∞, bien qu’ils restent valables pour 0 < p < 1.
Les espaces isotropes du théorème 2.1(b) sont, il est clair, non séparables. Il
y a des espaces normés isotropes séparables non complets : soit µ une mesure
et posons

L0
p(µ) = {f ∈ Lp(µ) : µ{w : f(w) 6= 0} < ∞}.

Le lecteur peut vérifier sans peine les exemples suivants.

Exemples 2.2. (a) Si la mesure µ est homogène et infinie, l’espace (non
complet) L0

p(µ), 0 < p < ∞, est isotrope.
(b) En particulier, si µ est la mesure de Lebesgue sur la droite réelle,

l’espace L0
p(µ) est séparable et isotrope.

(c) Pour chaque 0 < p < ∞, l’espace vectoriel engendré dans Lp(−∞,∞)
par les fonctions indicatrices des intervalles est isotrope.

(d) Si Lp(µ) et X sont quasi isotropes, alors le produit tensoriel naturel
Lp(µ,X) est aussi quasi isotrope ([28]).

(e) Le complété d’un espace normé quasi isotrope est un espace de Banach
quasi isotrope.

Le cas p = ∞ a été exclu de la discussion précédente. La raison est bien
simple : étant L∞(µ) une B∗-algèbre conmutative unitaire, il est isométrique
à un espace C(K) dont les isométries sont de la forme

Tf(x) = σ(x)f(ϕ(x)),
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où ϕ : K → K est un homeomorphisme et σ est une fonction continue sur
K telle que |σ(x)| = 1 pour tout x ([8], [2]). Ainsi l’orbite de la fonction 1
n’est jamais dense dans la sphère unité (sauf si K est réduit à un point) et
la norme usuelle dans C(K) n’est pas quasi transitive. Toutefois il existe des
espaces quasi isotropes dont la structure locale est la même des espaces C(K),
le premier desquels a une curieuse histoire.

L’espace de Gurarij. En 1966 Gurarij [30] construit un espace de Banach
Γ séparable de disposition universelle, c’est à dire, jouissant de la propriété
d’extension suivante :
(*) Étant donnés espaces de dimension finie F ⊃ E, un operateur injectif
T : E → Γ et ε > 0, il existe un operateur injectif T̃ : E → Γ prolongeant T
tel que ‖T̃‖ ‖T̃−1‖ ≤ (1 + ε)‖T‖ ‖T−1‖.

Gurarij montra aussi que tout espace de disposition universelle est un
espace de Lindenstrauss (c’est à dire, son dual est isométrique à un espace
L1(µ)), que deux espaces séparables possèdant (*) sont presque isométriques
et qu’il n’existe aucun espace séparable satisfaisant à (*) pour ε = 0. Il re-
marque que tout espace de disposition universelle vérifie aussi la propriété
suivante : étant donnés x, y avec ‖x‖ = ‖y‖, pour tout ε > 0 il existe un
isomorphisme T tel que y = Tx et ‖T‖ ‖T−1‖ < 1 + ε (ceci suit directement
de (*)). D’autre part, Pelczynski et Wojtaszczyk [44] montrent que la famille
des espaces de Lindenstrauss séparables admet un membre “maximal” : il
existe un espace de Lindenstrauss séparable PW jouissant de la propriété sui-
vante : étant donnés un espace de Lindenstrauss séparable X et ε > 0, il existe
T : X → PW tel que ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ≤ (1+ε) pour tout x ∈ X et une projection
contractive de PW sur TX. Un an plus tard, Wojtaszczyk [51] montre que
l’espace PW peut être construit comme un espace de disposition universelle.
Finalement, Lusky [36] obtient que tous les espaces de disposition universelle
séparables sont isométriques (en fait il montre que tous les espaces séparables
satisfaisant à (*) pour T preservant la norme sont isométriques) et que Γ est
quasi isotrope (céci n’est pas évident à partir de (*)) ; plus précisément, Lusky
montre que les isométries de l’espace de Gurarij opèrent transitivement sur
l’ensemble des points de la sphère où la norme est différentiable au sens de
Gâteaux (cet ensemble est dense en vertu d’un théoreme de Mazur [39]). Au-
cune représentation fonctionnelle de Γ n’est connue. Il est clair que Γ n’est pas
isomorphe à un espace C(K) car il existe un espace BL (Benyamini et Lin-
denstrauss [13]) dont le dual est isométrique à l1(N) qui n’est pas isomorphe
à un sous-espace complementé d’un espace C(K). Étant BL un sous-espace
complementé de Γ, ceci ne peut pas être isomorphe à (un facteur direct de) un
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espace C(K). On verra plus loin qu’il existe un espace isotrope (resp. quasi
isotrope) isomorphe à un espace C(K) (resp. à C[0, 1]).

Maintenant nous présentons une description de l’espace de Gurarij due à
Lazar et Lindenstrauss [34]. Rappelons que tout espace de Banach X séparable
dont le dual est un espace L1 se représente comme X = ∪nEn, où chaque En

est un sous-espace de X isométrique à ln∞ et En ⊂ En+1 pour tout n. Appelons
base admissible toute base {ei}n

i=1 telle que

‖
n∑

i=1

λiei‖ = max
1≤i≤n

|λi|.

Il est évident que si {en
i }n

i=1 est une base admissible de En et En ⊂ En+1 il
existe une base admissible {en+1

i }n+1
i=1 de En+1 telle que

en
i = en+1

i + an
i en+1

n+1,

où les nombres {an
i }n

i=1 vérifient
∑n

i=1 |an
i | ≤ 1. Et réciproquement, une suite

{an
i }n

i=1 telle que
∑n

i=1 |an
i | ≤ 1 défine (par Ten

i = en+1
i + an

i en+1
n+1) une inclu-

sion isométrique de ln∞ dans ln+1∞ . Donc un espace de Lindenstrauss séparable
peut être décrit moyennant une matrice triangulaire infinie (an

i )i≤n où chaque
colonne est formée par les nombres {an

i }n
i=1. En fait, il s’exprime comme la

limite inductive de la suite

l1∞
T1−→ l2∞ → · · · −→ ln∞

Tn−→ ln+1
∞ −→ · · ·

où Tnen
i = en+1

i +an
i en+1

n+1. On a le théorème suivant qui montre l’existence des
espaces de Gurarij d’une manière particulièrement simple :

Théorème 2.3. ([34]) Soit X un espace de Banach représenté par une
matrice triangulaire dont les colonnes forment un sous-ensemble dense de la
boule unité de l’espace l1. Alors X est un espace de disposition universelle.

Les espaces de Lusky. Ce n’était que le début. En 1979, W. Lusky a montré
qu’on peut trouver d’espaces de Banach quasi isotropes contenant n’importe
quel facteur prefixé.

Théorème 2.4. ([37]) Soit X un espace de Banach. Il existe un espace
de Banach quasi isotrope L contenant X et une projection contractive de L
sur X. De plus, si X est séparable, L peut être choisi séparable.
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Lusky établi le théorème seulement pour le cas où X est séparable ; pour-
tant on peut adapter facilement la preuve au cas général. L’idée est bien
simple : tous les droites de n’importe quel espace de Banach sont isométriques,
donc pour chaque x, y ∈ S(X) on peut trouver une isométrie (linéaire) par-
tielle T0 : 〈x〉 → X (c’est à dire, un opérateur linéaire préservant la norme)
telle que y = T0x. Soit Ω0 l’ensemble de ces isométries. Peut être les isométries
partielles de Ω0 n’admettent pas des extensions à tout l’espace X, mais on
peut toujours construire un espace de Banach L1 contenant X et un système
Ω1 d’isométries partielles X → L1 prolongeant chaque T0 ∈ Ω0. Maintenant
on poursuit cette procédure remplaçant X par L1 : il existe L2 ⊃ L1 et
un ensemble d’isométries partielles Ω2 tel que pour toute T1 ∈ Ω1 il existe
T2 : L1 → L2 dans Ω2 prolongeant T1 et pour tous x, y ∈ S(L1) ⊂ L2 il existe
une isométrie partielle T2 : L1 → L2 dans Ω2 telle que y = T2x. Ainsi, on
obtient une suite croissante d’espaces de Banach {Ln}∞n=1 de façon que l’es-
pace normé (non complet) L∞ = ∪∞n=1Ln possède la propriété suivante : quels
que soient x, y ∈ S(L∞) il existe T : L∞ → L∞ (linéaire) telle que y = Tx,
avec ‖Tz‖ = ‖z‖ pour tout z ∈ L∞. Un peu plus de travail avait permis de
construire des isométries surjectives (donnant aussi une projection contractive
de L∞ sur X). Donc L∞ serait un espace normé isotrope et leur completé L
un espace de Banach quasi isotrope.

La partie du théorème 2.4 concernant la projection de L sur X entrâıne
l’existence d’espaces (quasi) isotropes possèdant quelques propriétés exotiques.
Par exemple, l’espace L construit à partir de X ne possède pas la propriété
d’approximation lorsque X ne la possède pas. Ainsi nous voyons qu’il y a des
espaces quasi isotropes séparables très différents aux espaces hilbertiens.

Ultraproduits. Dans ce qui suit on aura besoin de la notion d’ultraproduit
([31], [48]). Soit {Xγ : γ ∈ Γ} une famille d’espaces de Banach indexée par Γ.
Si U est un ultrafiltre sur Γ, l’espace ultraproduit de {Xγ} selon U est l’espace
quotient de

l∞(Γ, Xγ) = {(xγ) : xγ ∈ Xγ , sup
γ
‖xγ‖γ < ∞}

par le sous-espace
{(xγ) : lim

U
‖xγ‖γ = 0}

et será dénoté
[∏

γ∈Γ Xγ

]
U
. La norme de cet espace vérifie la remarquable

relation ∥∥[(xγ)]
∥∥ = lim

U
‖xγ‖γ
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où [(xγ)] est la classe d’equivalence de (xγ) dans
[∏

γ∈Γ Xγ

]
U
.

Si tous les espaces Xγ cöıncident avec un espace de Banach fixe X, l’ultra-
produit s’appelle ultrapuissance de X selon U (désigné par XU ). Dans ce cas, il
existe une inclusion (canonique) de X dans XU qui est donnée par x → [(x)γ ].

Considérons maintenant une famille {Tγ : Xγ → Yγ , γ ∈ Γ} d’opérateurs
telle que supγ ‖Tγ‖ est fini. Soit U un ultrafiltre sur Γ. L’opérateur ultraproduit
de la famille {Tγ} est l’opérateur

[∏
γ Tγ

]
U

:
[∏

γ Xγ

]
U
→ [∏

γ Yγ

]
U

défini par
[∏

γ Tγ

]
U

[
(x)γ

]
=

[
(Tγx)γ

]
. On voit sans peine que

∥∥[ ∏
γ Tγ

]
U

∥∥ = lim
U
‖Tγ‖.

En particulier un ultraproduit d’une famille d’isométries est encore une isométrie.
Un ultraproduit s’appellera non trivial lorsqu’il est construit moyennant

un ultrafiltre dénombrablement incomplet, c’est à dire, tel qu’il existe une
suite d’ensembles appartenant à l’ultrafiltre dont l’intersection est vide.

Proposition 2.5. (a) Tout ultraproduit non trivial d’espaces quasi iso-
tropes est un espace de Banach isotrope. (b) En particulier, toute ultrapuis-
sance non triviale d’un espace quasi isotrope est isotrope.

Par exemple, les ultrapuissances (non triviales) des espaces Lp[0, 1] cons-
truites sur N sont des espaces isotropes du type Lp(µ) [48]. En fait, dans ce
cas (Lp[0, 1])U est isométrique à

∑p
i∈I Lp(λm), où |I| = m = ℵ1 (un résultat

dû à Henson, voir [47, p. 65]). Ainsi, nous voyons que (Lp[0, 1])U est “plus
grand” que les exemples de Pelczynski et Rolewicz cités après le théorème 2.1.
Un usage moins innocent des ultraproduits est le suivant :

Un M -espace isotrope. ([14], [15]) Soit p(n) une suite de nombres réels
tendant vers l’infini. Soit U un ultrafiltre (non trivial) sur N. L’ultraproduit
Y =

[ ∏∞
n=1 Lp(n)

]
U

est isotrope d’après 2.1 (a) et 2.5 (a). On montre sans
peine que Y est un M -espace (en d’autres mots, Y est un espace de Ba-
nach reticulé où on a ‖x + y‖ = max[‖x‖, ‖y‖] chaque fois que x et y sont
deux éléments disjoints de Y ). Cet espace semble être le premier espace iso-
trope possédant M structure non triviale (voir [28]). Il n’est pas clair si Y est
isomorphe à un espace C(K). Maintenant, on va étudier l’existence de sous-
espaces séparables quasi isotropes dans les espaces isotropes. On ne donne ici
que les définitions et résultats essentiels : plus de détails se trouvent dans [14]
et [15].
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Théorème 2.6. Soit X un espace de Banach isotrope et Y un sous-espace
séparable de X. Il existe un sous-espace Z séparable et quasi isotrope conte-
nant Y .

En fait, on peut aller plus loin si nous précisons la structure de X.
Soit J une sous-categorie d’espaces de Banach dont les objets s’appelleront

J-espaces et les morphismes J-morphismes. Un J-sous-espace Y d’un J-espace
X est un sous-espace (de Banach) qui est lui même un J-espace, de façon que
l’inclusion Y → X est un J-morphisme. Une sous-categorie J est appelée
admissible si elle vérifie les conditions suivantes :

(a) Étant donnés un J-espace X et un sous-espace Y de X, il existe un
J-sous-espace séparable de X qui contient Y.

(b) Si (Yn) est une suite croissante de J-sous-espaces d’un J-espace X,
alors l’espace de Banach ∪∞n=1Yn est un J-espace.

Théorème 2.7. Soit J une categorie admissible. (a) S’il existe un J-
espace isotrope, alors il existe un J-espace séparable et quasi isotrope. De
façon plus precise, si X est un J-espace isotrope et S est un sous-espace sepa-
rable de X, alors il existe un J-sous-espace de X separable et quasi isotrope
conteneant S. (b) De plus, si la classe des J-espaces est stable par ultra-
puissance, l’existence des J-espaces quasi isotropes équivaut à l’existence des
J-espaces séparables quasi isotropes.

La plupart des familles d’espaces de Banach définies par des structures
algébriques additionelles sont des categories admissibles dans le sens de 2.7.
Par exemple, les Lp-espaces, L-espaces, M -espaces, les JB∗-triples ([9], voir
aussi [50]), les algèbres de Banach, les B∗-algèbres de Banach et les B∗-algèbres
de Banach commutatives et les espaces du type C0(L) sont des categories
admissibles de façon naturelle.

Exemple 2.8. ([14], [15]) L’espace C[0, 1] (réel ou complexe) est quasi
isotrope pour une norme équivalente.

On peut montrer 2.8 à partir de 2.7 comme il suit. On remarque d’abord
que le M -espace Y ci-dessus contient une copie isométrique de L∞(0, 1). Il
suffit de considérer l’opérateur

g ∈ L∞(0, 1) → [(g)n] ∈ Y

Donc Y contient C[0, 1] et d’après 2.7 (a) il existe un M -espace Z séparable
quasi isotrope contenant C[0, 1]. L’espace Z est isomorphe à un espace du
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type C(K), avec K compact et métrisable (d’après Benyamini [12]). De plus,
Z contient un sous-espace isométrique à C[0, 1], donc C(K) contient un sous-
espace isomorphe à C[0, 1] et alors K n’est pas dénombrable. Enfin, C(K) est
isomorphe à C[0, 1] en vertu du théorème de Miljutin ([47, p. 379]). Mainte-
nant, tenant compte 2.5, l’exemple ci-dessus et le fait qu’une ultrapuissance
d’un espace isomorphe à un C(K) est encore un espace du même type, nous
avons :

Exemple 2.9. Il existe un espace topologique compact K tel que C(K)
admet un rénormage transitif.

Remarques et questions. On pourrait penser, à partir des exemples
d’espaces isotropes ci-dessus, qu’il existe des espaces isotropes séparables “clas-
siques”. Pourtant la structure des espaces Lp (pour p 6= 2) n’est pas compatible
avec l’isotropie dans les espaces de Banach séparables. Rappelons qu’un es-
pace X possède Lp-structure (non triviale) si on peut écrire X = Y ⊕p Z,
où Y et Z sont sous-espaces (non triviaux) de X (dans le cas p = ∞, on
parle toujours de M -structure). Les auteurs de [28] montrent qu’un espace
de Banach isotrope séparable a Lp-structure triviale pour 1 ≤ p < ∞, p 6= 2.
Il est clair aussi qu’un espace de Banach isotrope séparable a M -structure
triviale, car la norme d’un espace isotrope séparable est différentiable au sens
de Gâteaux dans toute la sphère unité (grâce au théorème de Mazur [39]), ce
qui est impossible si l’espace a un sous-espace isométrique à l2∞.

On pourrait encore se démander si tout espace de Banach a un rénormage
(quasi) transitif, ou ce qui vient de même, si pour tout espace de Banach
X il existe un sous-groupe borné de Aut(X) opérant transitivement sur (un
ensemble dense de) les droites de X. Comme d’habitude, la réponse à cette
question est negative. On peut montrer le suivant :

Proposition 2.10. ([15], [17]) Pour un espace de Banach quasi isotrope X
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X est un espace d’Asplund (voir [53]) ;
(b) X possède la propriété de Radon-Nikodym (voir [21]) ;
(c) X est réflexif ;
(d) X est super-réflexif.

Il en résulte que, par exemple, l1, c0 ou l’espace de Tsirelson n’admettent
aucun rénormage quasi transitif. Les espaces lp (p < 1) n’admettent non plus
aucune F -norme équivalente quasi transitive [17]. Le problème suivant reste
pourtant ouvert.
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Problème 2.11. ([20, p. 176]) Un espace de Banach super-réflexif admet-
il toujours un rénormage

(a) transitif ?
(b) Et quasi transitif ?

Deville, Godefroy et Zizler ont remarqué qu’une solution positive à la se-
conde partie de ce problème entrâınerait une réponse positive à la question
(fondamentale dans la théorie des rénormages) de déterminer si un espace de
Banach admettant une norme équivalente dont le module de convexité uni-
forme est de type p ≥ 2 et une autre norme dont le module de lissure est de
type 1 < q ≤ 2 admet-il toujours un rénormage possèdant au même temps
les deux propriétés. Le lien entre ces dernières questions est établi par Finet
([25], [20]) qui a montré que tout rénormage quasi transitif d’un espace ayant
une norme équivalente dont le module de convexité uniforme est de type p
a lui-même un module de convexité uniforme de type p. On peut obtenir un
résultat analogue concernant le module de lissure. Une preuve très simple de
ces faits se trouve dans [17].

On ne saurait donner aucun candidat à contre-exemple pour le problème
2.11. Ce qu’on a dit sur les espaces lp(0 < p ≤ 1) et c0 semblairait suggérer les
espaces lp(p > 1, p 6= 2), comme contre-exemples, mais il faut tenir compte que
les espaces de Hardy Hp (0 < p ≤ 1) aussi que le predual de H1 n’admettent
aucune F -norme quasi-transitive [17] alors que les espaces Hp, 1 < p < ∞,
(n’étant quasi isotropes munis de leurs normes naturelles, sauf si p = 2 [26])
admettent toujours des rénormages quasi transitifs car ils sont isomorphes aux
espaces de Lebesgue correspondants.

Ajoutons encore une autre question à propos du problème 2.11. Rappelons
([43], [46], [52]) que la norme d’un espace de Banach X est dite maximale
lorsque aucune norme équivalente sur X ne possède un groupe d’isométries
contenant strictement G(X). Encore, une norme est maximale si son groupe
d’isométries est maximal par rapport aux sous-groupes bornés du groupe des
automorphismes de l’espace. Il est évident que toute norme quasi transitive
est maximale. Il existe d’autres normes maximales. Par exemple, une norme
admettant une base symétrique est toujours maximale dans un espace non
isomorphe à l2 ([46], voir aussi [27]). Le problème suivant est aussi ouvert.

Problème 2.12. ([52], [42]) Dans un espace de Banach, existe-t-il tou-
jours une norme équivalente maximale ?

Ou, ce qui vient de même, le groupe des automorphismes d’un espace de
Banach contient-il toujours un sous-groupe borné maximal ? Quant à normes
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concrètes on ne connâıt pas si la norme usuelle est maximale dans l’espace
des fonctions à valeurs réels et continues sur le circle ([46],[42] ; la réponse est
positive dans le cas complexe [32]) ni dans l’espace des opérateurs linéaires
bornés dans un espace hilbertien réel ou complexe.

Il faut remarquer qu’une norme maximale n’est pas nécessairement la seule
norme possédant son groupe d’isométries. Par exemple, la norme ‖ · ‖p est
maximale sur l’espace lp. Pourtant, si p < q et p 6= 2, la norme ‖ ·‖p +‖ ·‖q est
équivalente à ‖·‖p et elle possède le même groupe d’isométries. Une norme ‖·‖
dont le groupe d’isométries est G est appelée uniquement maximale lorsque
toute norme équivalente dont le groupe d’isométries contient G cöıncide avec
‖ · ‖ à un facteur scalaire près [46], [52]. En d’autres mots, une norme est
uniquement maximale lorsqu’elle est déterminée par son groupe d’isométries
(dans le sens de qu’elle vérifie la conclusion du principe de comparaison).

Théorème 2.13. ([19]) La norme de X est uniquement maximale si et
seulement si, pour tout x ∈ S(X), l’enveloppe convexe de l’orbite de x par
l’action du groupe d’isométries de X est dense dans la boule unité de X.

La deuxième condition du théoreme est connue par “transitivité convexe”
de la norme. Il est clair que toute norme quasi transitive est uniquement
maximale. Le réciproque n’est pas vrai, car la norme usuelle dans l’espace c0,
étant uniquement maximale, n’est pas quasi transitive. En fait, la proposition
2.10 montre qu’il n’existe aucune norme équivalente quasi transitive sur c0.
Dans [17] on montre :

Proposition 2.14. Toute norme uniquement maximale dans un espace
de Banach super réflexif est aussi quasi transitive.

C’est naturel de poser le problème suivant.

Problème 2.15. ([52], [42]) Dans un espace de Banach, existe-t-il tou-
jours une norme équivalente uniquement maximale ?

Dans [17] sont analysées quelques propriétés géométriques des normes uni-
quement maximales. Ce travail contient aussi des résultats concernant espaces
non localement convexes. Par exemple, il existe un espace de functions de
Orlicz (non localement convexe) qui n’est isomorphe à aucun quotient d’un
espace admettant une quasi norme uniquement maximal.

Pour finir, nous présentons une autre question de la théorie isométrique.
Soit L un espace topologique localement compact. On denote par C0(L,K)
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l’espace de Banach des fonctions continues sur L (à valeurs dans K) s’annulant
à l’infini muni de la norme usuelle ‖f‖ = maxx∈L |f(x)|. C’est surprenant que
le problème suivant (posé par G. V. Wood) reste ouvert :

Problème 2.16. ([52], [28], [29]) Existe-t-il un espace du type C0(L,K)
quasi isotrope ?

Wood a conjeturé dans [52] une réponse négative. En fait on sait ([14], [29],
[15]) que la réponse est négative si K = R (donc nous considerons dans la suite
seulement des espaces complèxes). En tenant compte que les espaces du type
C0(L,C) cöıncident avec les B∗-algèbres conmutatives (théorème de Gelfand-
Naimark, voir [20, p. 11] nous voyons que le problème de Wood équivaut
à déterminer si C est la seule B∗-algèbre conmutative quasi isotrope. Il est
clair que les B∗-algèbres conmutatives sont stables par ultraproduits, donc le
problème de Wood se reduit à déterminer si C est la seule B∗-algèbre conmu-
tative isotrope. De plus, les B∗-algèbres forment une categorie admissible dans
le sense de 2.7, donc le problème de Wood équivaut encore à démontrer (ou
réfuter) que la seule B∗-algèbre séparable conmutative et quasi isotrope soit C
(ou ce qui vient de même, on peut suposser dans 2.16 que la compactification
d’Alexandroff de l’espace localement compact L est métrisable).

Récemment Greim et Rajalopagan [29] ont trouvé quelques conditions
nécessaires pour la transitivité de l’espace C0(L,C) concernant la structure
topologique de L (quelques questions posées dans [29] sont résolues dans [18]).
Remarquons finalement que la conjecture de Wood est fausse (même quand
K = R) si l’on admet rénormages car l’exemple 2.9 montre qu’il existe un
M -espace abstrait isomorphe à un espace du type C0(L,K) dont la norme est
transitive.
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