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L0 ³ ±?´¶µ&²�±-²�·¶±¹¸�º�»&¼c±-µ,½�»,>A>O¾¿±cÀZÁ7@AÂ�»,>Ã±?´¶¼c±¹¼?>Ä»&¸�¸�±c¸%µ,½�ÅÆ ±:»&¸�Á7ÇW»,È7>Ã±�½®Á7´¶¼?²�@Ãµ&´¶¸Éµ&´ [0, 1]
±cÀZÁ7@Aº7ºÊ± ³ÌË @A²�·Í²�·¶±Î²�µ&ºÊµ&>Ãµ&Ï�ÐÌµ,½�¼cµ&´ÑÂ�±?Ç�Ï�±?´¶¼c±

@A´ Æ ±:»&¸�Á7Ç�±�Ò E »Ó¼?>Ãµ�¸W± ³ ¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±Ôµ,½
L0
Ò}»,´ ³ T : L0 → L0/E

»Õ¾®>A@A´¶±:»,Ç:Ò
¼cµ&´Z²�@A´ÑÁ¶µ&Á¶¸�ÅÖµ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç:×�Ø�´ ³ ±?Ç Ë ·�»,²�¼cµ&´ ³ @A²�@Ãµ&´¶¸ ³ µM±c¸ T >A@C½¿²�²�µÙ»,´�µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç
S : L0 → L0

@A´Î²�·¶±Ú¸W±?´¶¸�±�²�·�»,²�²�·¶± ³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ
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L0

L0

L0/E

π

T

S

¼cµ ÆÛÆ Á7²�±c¸�ÜtE�¸5½�»,Ç�»&¸�Ý�ÞM´¶µ Ë ²�·7@Ã¸�º7Ç�µ&È7>Ã± Æ Ë »&¸�ÇW»,@Ã¸�± ³ ÈÑÐ¹ß�±à®¼?ácÐMâ¶¸�ÞÑ@�×¯ãÚ»,>A²�µ&´»,´ ³ ß�±c¼�Þåä�æ1Ò:ç5·¶±cµ&Ç�± Æéè ×�êeëZº7Ç�µ:Â�± ³ ²�·�»,²!¸�Á¶¼W·t»,´ S ±�B1@Ã¸�²�¸*@C½ E @Ã¸6>ÃµÑ¼:»,>A>AÐ�ÈÊµ&Á7´ ³ ± ³¾®²�·�»,²�@Ã¸Ò�»ÛÀÑÁ�»&¸�@Cì
F}»,´�»&¼�·Ö¸�º�»&¼c±Å�í�¸�±c±Ú»,>Ã¸�µ�ä�ê7Ò¶ç5·¶±cµ&Ç�± Æ ê1× î&ë
×¯ç5·¶±Ú¸W» Æ ±O@Ã¸�²�Ç�Á¶±@C½
E
@Ã¸5@Ã¸Wµ Æ µ&Ç�º7·7@Ã¼�²�µ ω ÒÑ²�·¶±�¸�º�»&¼c±�µ,½ï»,>A>6¸�±cÀZÁ¶±?´¶¼c±c¸Ò1»&¸(½�µ&>A>Ãµ Ë ¸}½®Ç�µ Æ Ç�±c¸�Á7>A²�¸}µ,½

ß�±c¼�Þ]»,´ ³ JÑ²W»,Ç�È7@AÇ ³ ä�ðMÒeD(µ&Ç�µ&>A>Ä»,Ç�ÐÑë
×eç5·¶±l@A´Z²�±?Ç�±c¸�²�@A´7Ï Ë µ&Ç�ÞÚµ,½¶ñ�µ Æ »,â¶¸�ÞM@M»,ÈÊµ&Á7²6²�·¶±
ò�ó�ó�ó�ô]õ�öa÷,øúù5õ�öAûÃüUýïþeÿ�����ø�üUö�����õ�ý�ý
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¸�²�Ç�Á¶¼?²�Á7Ç�±�µ,½!±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´¶¸�ä��eëÊ¼cµ&´Z²W»,@A´¶¸}»,>A²�±?Ç�´�»,²�@AÂ�±�º7Ç�µÑµ,½�¸lµ,½6ÈÊµ&²�·�Ç�±c¸�Á7>Ã¸×Z;�@A´�»,>A>AÐ�Ò
;�»,ÈÊ±?Ç�ä è Ò7ç5·¶±cµ&Ç�± Æ �1×���ë.Ï�µ&²�²�·¶±O¼cµ&Ç�Ç�±c¸�ºÊµ&´ ³ @A´7Ï�Ç�±c¸�Á7>A²5½�µ&Ç�>ÃµM¼:»,>A>AÐ-¼cµ&´ÑÂ�±�B E ×Ýú´ ²�·7@Ã¸t¸�·¶µ&Ç�²]´¶µ&²�± Ë ±�Ï�±?´¶±?ÇW»,>A@Aá:±-²�·¶±åº7Ç�±?ÂM@Ãµ&Á¶¸]Ç�±c¸�Á7>A²�¸t²�µ�>ÃµM¼:»,>A>AÐÔº¶¸�±?Á ³ µ,ì¼cµ&´ZÂ�±�BÔ¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±c¸Oµ,½

L0
×ÊE}¼?²�Á�»,>A>AÐ�Ò Ë ± Ë @A>A>ï¸�·¶µ Ë ²�·�»,²�@C½

E
@Ã¸�>ÃµM¼:»,>A>AÐ�º¶¸W±?Á ³ µ,ì¼cµ&´ZÂ�±�Bå»,´ ³ ¼cµ Æ º7>Ã±?²�±�»,´ ³ F @Ã¸ï»,´ÑÐ�²�µ&ºÊµ&>Ãµ&Ï�@Ã¼:»,>7Â�±c¼?²�µ&Ç�¸�º�»&¼c±�¾¿ç��ÚJ7Å�¼cµ&´Z²W»,@A´7@A´7Ï

@A²:Ò=²�·¶±?´ ±?Â�±?Ç�ÐÓµ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç
L0 → F/E

>A@C½®²�¸%²�µ
F
×ïç5·ÑÁ¶¸:Òï²�·¶±-½�»&¼?²Û²�·�»,²

E
@Ã¸�»

¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±Öµ,½
L0

º7>Ä»cÐ1¸�´¶µ Ç
	&>Ã±�·¶±?Ç�±�×(P�µ Ë ±?Â�±?Ç Ë ±�± Æ º7·�»&¸�@Aá:±Ö²�·�»,²�²�·¶±?Ç�± »,Ç�±>ÃµM¼:»,>A>AÐ º¶¸�±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ÑÂ�±�BÌ¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±c¸Ûµ,½
L0

²�·�»,²�»,Ç�±-´¶±?@A²�·¶±?ÇÛ>ÃµÑ¼:»,>A>AÐ ¼cµ&´ZÂ�±�BÓ´¶µ&Ç
>ÃµM¼:»,>A>AÐtÈÊµ&Á7´ ³ ± ³ ¾®´¶µ&Ç(±?Â�±?´�>ÃµM¼:»,>A>AÐ p ì
¼cµ&´ZÂ�±�Bå½�µ&Ç�»,´ZÐ��7B7± ³ p Å� ∏∞n=1 Lp(n)

@Ã¸l»,´
±�B¶» Æ º7>Ã±O@C½�²�·¶±�¸�±cÀZÁ¶±?´¶¼c± 0 < p(n) ≤ 2

¼cµ&´ZÂ�±?Ç�Ï�±c¸�²�µ%á:±?Ç�µ7×
Ýú´Ö¼cµ&´Ñ²�ÇW»&¸�²�²�µ�;�»,ÈÊ±?Ç���¸�º7Ç�µÑµ,½�¾ Ë ·7@Ã¼W·Ö@Ã¸�ÀZÁ7@A²�±��
·�»,Ç ³�� »,´ ³�³ ±?ºÊ±?´ ³ ¸�µ&´Ö¸�ºÊ±�ì¼?@���¼�½¿±:»,²�Á7Ç�±c¸%µ,½�²�·¶±É>ÃµÑ¼:»,>A>AÐ ¼cµ&´ZÂ�±�B ¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±c¸%µ,½

L0
ÅOµ&Á7Ç%Ç�±c¸�Á7>A²t@Ã¸tµ&È7²W»,@A´¶± ³¸�²�ÇW»,@AÏ�·Ñ²�½¿µ&Ç Ë »,Ç ³ >AÐ ½®Ç�µ Æ ²�·¶±%>ÃµM¼:»,>A>AÐ�Èjµ&Á7´ ³ ± ³ ¼:»&¸W±%ÈZÐ Æ ±:»,´¶¸�µ,½�²�·¶±åÁ7´7@AÂ�±?Ç�¸W»,>º7Ç�µ&ºÊ±?Ç�²�@Ã±c¸�µ,½ï²�·7Ç�±c±ÚÈ�»&¸�@Ã¼É¾�»,´ ³ ¸�@ Æ º7>Ã±Å5·¶µ Æ µ&>Ãµ&Ï�@Ã¼:»,>=¼cµ&´¶¸�²�Ç�Á¶¼?²�@Ãµ&´¶¸�¯º7Á7>A>Cì�È�»&¼�ÞÊÒº7Á¶¸�·1ì
µ&Á7²�»,´ ³ @A´ZÂ�±?Ç�¸�±O>A@ Æ @A²:×F5±�½�µ&Ç�±åÏ�µ&@A´7ÏÖ½®Á7Ç�²�·¶±?Ç Ë ± Æ »,Þ�±-¸�µ Æ ±É¼cµ&´ÑÂ�±?´Z²�@Ãµ&´¶¸:×=ç��ÚJM¸t»,Ç�±¹»&¸�¸�Á Æ ± ³ ²�µ

ÈÊ±ÛP�»,Á¶¸ ³ µ&Ç��ï×.I�ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç Æ ±:»,´¶¸Ú>A@A´¶±:»,Ç%»,´ ³ ¼cµ&´Z²�@A´ÑÁ¶µ&Á¶¸ Æ »,º6×.Ý�½ E »,´ ³ F »,Ç�±
ç��ÚJM¸:Ò!²�·¶±?´

L(E,F ) ³ ±?´¶µ&²�±c¸t²�·¶±¹¸�º�»&¼c±-µ,½�»,>A>(µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç�¸]½®Ç�µ Æ E
²�µ
F
×�ç5·¶±

@ ³ ±?´Z²�@A²úÐ�µ&´ E @Ã¸ Ë Ç�@A²�²�±?´ 1E
×

H!±?²6Á¶¸*²�ÇW»,´¶¸�>Ä»,²�±l²�·¶±=º7Ç�µ&È7>Ã± Æ @A´Z²�µ�²�·¶±=>Ä»,´7Ï�Á�»,Ï�±lµ,½7±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´¶¸:×:E�´����������! �"$#��
¾¿µ,½

G
ÈZÐ

E
Åï@Ã¸5»Ú¸�·¶µ&Ç�²5±�B¶»&¼?²(¸�±cÀÑÁ¶±?´¶¼c±�µ,½!ç��OJM¸5»,´ ³ Ç�±?>Ä»,²�@AÂ�±?>AÐ-µ&ºj±?´-µ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç�¸

0→ E
ı→ F

π→ G→ 0.
¾��Å
H6±c¸�¸Ú²�±c¼�·7´7@Ã¼:»,>A>AÐ Ë ±É¼:»,´ Ç�±?ÏZ»,Ç ³ F »&¸t»¹ç��OJ ¼cµ&´Ñ²W»,@A´7@A´7Ï

E
»&¸�»Î¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±%@A´

¸�Á¶¼W·�» Ë »cÐ¹²�·�»,² F/E @Ã¸]¾®@Ã¸�µ Æ µ&Ç�º7·7@Ã¼O²�µZÅ G ×&% ±O¸W»:Ð�²�·�»,²]¾��Å' �(*)+",�, �@C½�²�·¶±?Ç�±�@Ã¸
S ∈ L(G,F )

¸�Á¶¼�·Ö²�·�»,²
π ◦ S = 1G

×�E�´ ³ ²�·7@Ã¸�·�»,º7ºÊ±?´¶¸�@C½l»,´ ³ µ&´7>AÐÎ@C½=²�·¶±?Ç�±�@Ã¸
P ∈ L(F,E)

¸�Á¶¼�·¹²�·�»,²
P ◦ ı = 1E

Ò�²�·�»,²5@Ã¸:ÒZ@C½
ıE

@Ã¸}»]¼cµ Æ º7>Ã± Æ ±?´Z²�± ³ ¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±µ,½
F
×
% ±�´¶µ Ë ³ ±c¸�¼?Ç�@AÈÊ±å²�·¶±É»,>AÏ�±?È7ÇW»,@Ã¼-¼cµ&´¶¸�²�Ç�Á¶¼?²�@Ãµ&´¶¸ Ë ±É¸�·�»,>A>lÁ¶¸W±å@A´ ²�·¶±�º7Ç�µÑµ,½�×

JMµ Æ ±-Â�±?Ç�@���¼:»,²�@Ãµ&´¶¸å»,Ç�±->Ã±�½®²t²�µ�²�·¶±ÉÇ�±:» ³ ±?Ç:×=ç5·¶±?Ð »,Ç�±ÉÇ�±:»,>A>AÐ ±:»&¸�Ð-/.�Á¶¸�²t²�Ç�Ð µ&Ç
» ³ »,º7²�²�·¶±�¼cµ&Ç�Ç�±c¸�ºjµ&´ ³ @A´7Ï�º7Ç�µMµ,½�½�µ&ÇÉ¾¿ÀÑÁ�»&¸�@CìUÅ�F}»,´�»&¼�·Ó¸�º�»&¼c±c¸Ú@A´ ä î&ë�µ&Ç�ä���Ò6E�º1ì
ºÊ±?´ ³ @CBÑë
×

0 °'1325476=ª98,8;:=<9>7«@?A4CB*¦�4Ñ¥5D¬®¨¯¥l°ÛJÑÁ7º7ºÊµ�¸�± Ë ±É»,Ç�±ÛÏ�@AÂ�±?´ »,´ ±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´ ¾��Å
»,´ ³ »,´Ôµ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç

L : H → G
Ò Ë ·¶±?Ç�± H @Ã¸Ú»Éç��ÚJj×Êç5·¶±?´ Ë ±Û¼:»,´ ¼cµ&´¶¸�²�Ç�Á¶¼?²�»

¼cµ ÆÛÆ Á7²W»,²�@AÂ�± ³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ
0 −−−→ E

ı−−−→ F
π−−−→ G −−−→ 0

∥∥∥
xπF

xL

0 −−−→ E −−−→ PB
πH−−−→ H −−−→ 0

¾E��Å
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»&¸�½�µ&>A>Ãµ Ë ¸�*²�·¶±tº7Á7>A>Cì�È�»&¼WÞ ¸�º�»&¼c±%@Ã¸ PB = {(f, h) ∈ F × H : πf = Lh} Ò Ë @A²�·²�·¶±�Ç�±?>Ä»,²�@AÂ�±Oº7Ç�µ ³ Á¶¼?²(²�µ&ºÊµ&>Ãµ&Ï�Ð�×7ç5·¶± Æ »,º¶¸(½¿Ç�µ Æ PB
»,Ç�±�²�·¶±�Ç�±c¸�²�Ç�@Ã¼?²�@Ãµ&´¶¸�µ,½.²�·¶±

º7Ç�µ .�±c¼?²�@Ãµ&´¶¸:×�ç5·¶± Æ »,º E → PB
@Ã¸ .�Á¶¸�²

e 7→ (ı(e), 0)
×jÝ
²�@Ã¸�±:»&¸�@A>AÐ¹Â�±?Ç�@���± ³ ²�·�»,²²�·¶±]>Ãµ Ë ±?Ç�Ç�µ Ë @A´Ì¾E��Å�@Ã¸�»,´ ±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´ Ë ·7@Ã¼W· ¸�º7>A@A²�¸�@C½�»,´ ³ µ&´7>AÐ�@C½ L >A@C½®²�¸�²�µ

F
×

E�´ ³ ²�·7@Ã¸5@Ã¸5¸�µtÈÑÐ�²�·¶±�½¿µ&>A>Ãµ Ë @A´7ÏåÁ7´7@AÂ�±?Ç�¸W»,>Êº7Ç�µ&ºÊ±?Ç�²
Ð¹µ,½.²�·¶±�º7Á7>A>Cì�È�»&¼�Þ¹¸�ÀÑÁ�»,Ç�±�Ñ@C½
I
@Ã¸�»åç��OJ¹»,´ ³ α »,´ ³ β »,Ç�±Úµ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç�¸ Æ »,ÞM@A´7Ïå²�·¶± ³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ

F
π−−−→ G

α

x
xL

I
β−−−→ H¼cµ ÆÛÆ Á7²W»,²�@AÂ�±�Ò=²�·¶±?´ ²�·¶±?Ç�±É@Ã¸%»�Á7´7@ÃÀZÁ¶±-µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç

γ : I → PB
¸�Á¶¼W· ²�·�»,²

α =
πF ◦ γ

»,´ ³ β = πH ◦ γ
¾®²�·¶±Ú¼cµ&´ZÂ�±?Ç�¸�±Ú@Ã¸�µ&ÈZÂM@Ãµ&Á¶¸�Å�×

P�±?´¶¼c±5²�·¶±5½�µ&>A>Ãµ Ë @A´7Ï�¸�²W»,²�± Æ ±?´Z²�¸�»,ÈÊµ&Á7²�»�º�»,@AÇ�µ,½*ç��OJM¸ E »,´ ³ H »,Ç�±�±cÀZÁ7@AÂÑì
»,>Ã±?´Z²�
• %Ù·¶±?´¶±?Â�±?Ç

F
@Ã¸å»�ç��OJ ¼cµ&´Ñ²W»,@A´7@A´7Ï

E
±?Â�±?Ç�Ð µ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç

H → F/E
>A@C½¿²�¸

²�µ
F
×

• GïÂ�±?Ç�ÐÎ±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´ 0→ E → I → H → 0
¸�º7>A@A²�¸×

ç5·ÑÁ¶¸:Ò.²�·¶±�º7Ç�µ Æ @Ã¸�± ³ Ï�±?´¶±?ÇW»,>A@Aá»,²�@Ãµ&´Ìµ,½�;�»,ÈÊ±?Ç���¸tÇ�±c¸�Á7>A²]@Ã¸t¼cµ&´Z²W»,@A´¶± ³ @A´ ²�·¶±
½�µ&>A>Ãµ Ë @A´7Ï/

Fact. 	�
 �������������/ "E# � #��
L0 � �����
#�� (*) � ����� )�#���� ),)�� (* ���� #����
# � 
 �
�  �( �!�=�

 ( ) "$�, #"
F5±�½�µ&Ç�±�Ï�µ&@A´7Ï�@A´Ñ²�µÛ²�·¶±Oº7Ç�µMµ,½�Ò1>Ã±?²}Á¶¸ ³ ±c¸W¼?Ç�@AÈj±
$ ° 1 2 4 6�ª5D�2 :W¨¯ª!¦ 4CB*¦�4Ñ¥5D¬®¨¯¥l°%ç5·¶±Öº7Á¶¸�·1ì
µ&Á7²¹¼cµ&´¶¸�²�Ç�Á¶¼?²�@Ãµ&´Õ@Ã¸3.UÁ¶¸�²É²�·¶±

¼:»,²�±?Ï�µ&Ç�@Ã¼:»,> ³ Á�»,>�µ,½�²�·¶±Ûº7Á7>A>Cì�È�»&¼WÞj×=JMµ�»&¸�¸�Á Æ ± Ë ±É»,Ç�±%Ï�@AÂ�±?´ »,´ ±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´ ¾��Å
»,´ ³ »,´ µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç

T : E → J
×*ç5·¶±%º7Á¶¸�·1ì
µ&Á7²Úµ,½(²�·¶±Ûµ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç�¸

ı
»,´ ³ T @Ã¸�²�·¶±

ÀÑÁ¶µ&²�@Ã±?´Z²Û¸�º�»&¼c±
PO = (F ⊕ J)/∆

Ò Ë ·¶±?Ç�± ∆ = {−ı(e) ⊕ T (e) : e ∈ E} ×�Ýú´µ&Á7Ç�¸W±?²�²�@A´7Ï
∆
@Ã¸�¼?>Ãµ�¸�± ³ Èj±c¼:»,Á¶¸�± ı ·�»&¸�¼?>Ãµ�¸�± ³ ÇW»,´7Ï�±�×*% ±Ú·�»:Â�±t»�¼cµ ÆÛÆ Á7²W»,²�@AÂ�±

³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ
0 −−−→ E

ı−−−→ F
π−−−→ G −−−→ 0

T

y
yıF

∥∥∥
0 −−−→ J

ıJ−−−→ PO −−−→ G −−−→ 0

¾ è Å

ç5·¶±�»,Ç�Ç�µ Ë ¸�±?´ ³ @A´7ÏÚ@A´ PO
»,Ç�±}@A´ ³ Á¶¼c± ³ ÈZÐ%²�·¶±}@A´¶¼?>AÁ¶¸�@Ãµ&´¶¸(µ,½ F »,´ ³ J @A´Z²�µÚ²�·¶±?@AÇ

³ @AÇ�±c¼?²O¸�Á Æ F ⊕ J ×Êç5·¶±%µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç PO → G
¸�±?´ ³ ¸ (f ⊕ j) + ∆

²�µ
π(f)

×Êç5·7@Ã¸
@Ã¸�¼?>Ã±:»,Ç�>AÐ »ÎÀÑÁ¶µ&²�@Ã±?´Z²%µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç]»,´ ³ @A²Ú@Ã¸]±:»&¸�@A>AÐ ¸�±c±?´ ²�·�»,²Ú²�·¶±�>Ãµ Ë ±?Ç]¸�±cÀÑÁ¶±?´¶¼c±@A´�¾ è Åï@Ã¸�»,´-±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´6×&%Öµ&Ç�±cµÂ�±?Ç�²�·7@Ã¸�±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´É¸�º7>A@A²�¸�@C½!»,´ ³ µ&´7>AÐ%@C½ T ±�B1²�±?´ ³ ¸²�µ
F
¾®@A´-²�·¶±�¸�±?´¶¸�±�²�·�»,²5²�·¶±?Ç�±�@Ã¸

τ ∈ L(F, J)
¸�Á¶¼�·¹²�·�»,²

τ ◦ ı = T
Å�×ME�ÏZ»,@A´6ÒM²�·7@Ã¸

@Ã¸�@ ÆÛÆ ± ³ @Ä»,²�±�½¿Ç�µ Æ ²�·¶±ÚÁ7´7@AÂ�±?Ç�¸W»,>.º7Ç�µ&ºj±?Ç�²úÐ�µ,½ï²�·¶±Oº7Á¶¸�·1ì
µ&Á7²�¼cµ&´¶¸�²�Ç�Á¶¼?²�@Ãµ&´ �@C½
α
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»,´ ³ β »,Ç�±Úµ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç�¸ Æ »,ÞM@A´7ÏÛ²�·¶± ³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ
E

ı−−−→ F

T

y
yα

J
β−−−→ K¼cµ ÆÛÆ Á7²W»,²�@AÂ�±�Ò.²�·¶±?´ ²�·¶±?Ç�±%@Ã¸�»-Á7´7@ÃÀÑÁ¶±åµ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç

γ : PO → K
¸�Á¶¼W· ²�·�»,²

α =
γ ◦ ıF

»,´ ³ β = γ ◦ ıJ
¾®²�·¶±O¼cµ&´ÑÂ�±?Ç�¸�±Ú@Ã¸�µ&ÈÑÂÑ@Ãµ&Á¶¸�Å�×

� ° 13254 ¬¿¥��*4Ñ§@D�4 8¿¬�� ¬{¦�°%ç5·¶±Û²�µ&ºjµ&>Ãµ&Ï�Ð µ,½�»¹>ÃµÑ¼:»,>A>AÐ�º¶¸�±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ÑÂ�±�B ¸�º�»&¼c±
E
¼:»,´�ÈÊ±Oµ&È7²W»,@A´¶± ³ ²�·7Ç�µ&Á7Ï�·�»Û¸�Ð1¸�²�± Æ µ,½.½¿Á7´¶¼?²�@Ãµ&´¶¸

% : E → R+ (% ∈ Γ ),

Ë ·¶±?Ç�±-±:»&¼�· % @Ã¸]»�·¶µ Æ µ&Ï�±?´¶±cµ&Á¶¸%¸�± Æ @Cì p% ì�´¶µ&Ç Æ ä��7Ò6ç5·¶±cµ&Ç�± Æ è ×���× î&ë
× % ± Æ »cÐ»&¸�¸�Á Æ ±�²�·�»,²¹Ï�@AÂ�±?´ α, β ∈ Γ
²�·¶±?Ç�± @Ã¸

δ ∈ Γ
¸�Á¶¼W·Õ²�·�»,²

δ ≥ α, β
¾®@A´Ù²�·¶±

ºÊµ&@A´Z² Ë @Ã¸W±t¸W±?´¶¸�±Å�×¯;�µ&Ç % ∈ Γ Ò¶>Ã±?² E% ³ ±?´¶µ&²�±t²�·¶±t¼cµ Æ º7>Ã±?²�@Ãµ&´ µ,½
E/ker %

×¯ç5·7@Ã¸
@Ã¸�¼?>Ã±:»,Ç�>AÐ�»

p%
ì
F}»,´�»&¼�·�¸�º�»&¼c±�»,´ ³ÎË ±O·�»cÂ�±]»,´�µ&ÈZÂM@Ãµ&Á¶¸�µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç π% : E → E%

×
%�µ&Ç�±cµ:Â�±?Ç:Ò6@C½

α ≥ β
²�·¶± Æ »,º πβ ½�»&¼?²�µ&Ç�¸O²�·7Ç�µ&Á7Ï�· Eα »,´ ³ÔË ±å·�»cÂ�±�»É½¿Á7Ç�²�·¶±?Çµ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç

παβ : Eα → Eβ
×�Ýú²ï@Ã¸�¼?>Ã±:»,Ç�²�·�»,²l²�·¶±c¸�±5½�µ&Ç Æ »�º7Ç�µ .�±c¼?²�@AÂ�±�¸�Ð1¸�²�± Æ @A´Û²�·¶±

¸�±?´¶¸�±�²�·�»,²�½¿µ&Ç
α ≥ β ≥ γ ²�·¶± Æ »,º Eα → Eγ

¼cµ&@A´¶¼?@ ³ ±c¸ Ë @A²�·�²�·¶±Ú¼cµ Æ ºÊµ�¸�@A²�@Ãµ&´
Eα → Eβ → Eγ

×
��Á¶¸�²¹»&¸-@A´Ù²�·¶±�>ÃµM¼:»,>A>AÐ ¼cµ&´ÑÂ�±�BÙ¼:»&¸�±�Ò�@A²É@Ã¸¹±:»&¸�@A>AÐÍ¸W±c±?´ ²�·�»,²¹@C½

E
@Ã¸¹¼cµ Æ ìº7>Ã±?²�±�Ò�²�·¶±?´Ó@A²]@Ã¸t@Ã¸�µ Æ µ&Ç�º7·7@Ã¼-²�µ�²�·¶±�@A´ÑÂ�±?Ç�¸�±Ô¾®º7Ç�µ .�±c¼?²�@AÂ�±Å]>A@ Æ @A²Ûµ,½�²�·¶±-¸�Ð1¸�²�± Æ

{Eγ : γ ∈ Γ} Ò1²�·�»,²�@Ã¸:Ò1²�·¶±Ú¸�º�»&¼c±

projEγ =
{

(eγ) ∈
∏

Eγ : παβ (eα) = eβ
½�µ&Ç�»,>A>

α ≥ β
}

±cÀÑÁ7@Aº7ºj± ³ Ë @A²�· ²�·¶±�Ç�±?>Ä»,²�@AÂ�± º7Ç�µ ³ Á¶¼?²É²�µ&ºÊµ&>Ãµ&Ï�Ð�× % ±�>Ã±:»cÂ�±�²�µ ²�·¶±ÖÇ�±:» ³ ±?Ç¹²�·¶±Â�±?Ç�@���¼:»,²�@Ãµ&´�²�·�»,²�²�·¶± Æ »,º e ∈ E 7→ (πγ(e))γ ∈
∏
Eγ ³ ±��¶´¶±c¸�»,´�@Ã¸Wµ Æ µ&Ç�º7·7@Ã¸ ÆÈÊ±?² Ë ±c±?´ E »,´ ³ projEγ

×1GïÂ�±?Ç�Ð-µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç
T : F → E

Ï�@AÂ�±c¸5Ç�@Ã¸W±�²�µÛ»t¸�Ð1¸�²�± Æ µ,½
µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç�¸

Tγ : F → Eγ
¾®´�» Æ ±?>AÐ�Ò Tγ = πγ ◦ T

Å�Ò¶¼cµ Æ º�»,²�@AÈ7>Ã±]@A´�²�·¶±Ú¸�±?´¶¸�±Ú²�·�»,²½�µ&Ç
α ≥ β Ë ±O·�»cÂ�± Tβ = παβ ◦ Tα

×
ç5·¶± Á7´7@AÂ�±?Ç�¸W»,>Ôº7Ç�µ&ºÊ±?Ç�²
Ð µ,½ ²�·¶± @A´ÑÂ�±?Ç�¸�±é>A@ Æ @A² ¸�²W»,²�±c¸Ù²�·¶± ¼cµ&´ZÂ�±?Ç�¸�±�¹@C½

Tγ : F → Eγ
@Ã¸ »$¼cµ Æ º�»,²�@AÈ7>Ã±é¸�Ð1¸�²�± Æ Òå²�·¶±?´ ²�·¶±?Ç�±�@Ã¸Ù»$Á7´7@ÃÀÑÁ¶±�µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç

T : F → E
¸�Á¶¼�·�²�·�»,²

Tγ = πγ ◦ T
×

	 ��#�# � #�� ��
&�� �!��� "ÚH6±?²
E
ÈÊ±�»Ú¼cµ Æ º7>Ã±?²�±�ÒZ>ÃµÑ¼:»,>A>AÐÛº¶¸W±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ZÂ�±�BÉ¸�º�»&¼c±�× % ±

¸�·¶µ Ë ²�·�»,²�±?Â�±?Ç�Ð¹±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´
0→ E

ı→ F
π→ L0 → 0

¸�º7>A@A²�¸:×*Ý
½
%
@Ã¸]»É¸W± Æ @Cì p ì�´¶µ&Ç Æ µ&´

E Ë ±å¼:»,´ »,º7º7>AÐÖ²�·¶±%º7Á¶¸�·1ì
µ&Á7²Úº7Ç�µÑ¼c± ³ Á7Ç�±%²�µ



��� û �
öAû������!øúý�ÿ � ö �

π%
»,´ ³ µ&È7²W»,@A´�²�·¶± ³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ

0 −−−→ E
ı−−−→ F

π−−−→ L0 −−−→ 0

π%

y
y

∥∥∥
0 −−−→ E% −−−→ PO −−−→ L0 −−−→ 0

% ±¹ÞM´¶µ Ë ½®Ç�µ Æ ä�æeë}²�·�»,²Û²�·¶±¹º7Á¶¸�·1ì
µ&Á7²å±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´Ì¸�º7>A@A²�¸å»,´ ³ ¸�µ�²�·¶±?Ç�±¹@Ã¸
P% :

F → E%
¸�Á¶¼W·Ì²�·�»,²

π% = ı ◦ P%
×�Ýú´ ½�»&¼?²

P%
@Ã¸%Á7´7@ÃÀÑÁ¶±��½¿µ&Ç%@C½

P : F → E%@Ã¸Ú»,´¶µ&²�·¶±?ÇÚ±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´ µ,½
π% Ë ±%·�»cÂ�± (P − P%) ◦ ı = 0

»,´ ³ ¸�µ P − P% ½�»&¼?²�µ&Ç�¸²�·7Ç�µ&Á7Ï�·
L0
×1F(Á7²5²�·¶±�µ&´7>AÐÉµ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç5½®Ç�µ Æ L0

²�µå»tÀZÁ�»&¸�@Cì
F5»,´�»&¼W·�¸�º�»&¼c±�@Ã¸5á:±?Ç�µ7Ò
»,´ ³ ¸�µ P = P%

×
% ±�¼?>Ä»,@ Æ ²�·�»,²�²�·¶±}¸�Ð1¸�²�± Æ (Pγ)γ ∈ Γ ³ ±��¶´¶±c¸(»,´åµ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç P : F → E

¸�Á¶¼�·
²�·�»,²

P ◦ ı = 1E
×!JÑÁ7º7ºjµ�¸W±

α ≥ β
»,´ ³ >Ã±?² Pα »,´ ³ Pβ ÈÊ±å»&¸�»,ÈÊµ:Â�±�×-% ±Û·�»:Â�±

πα = Pα ◦ ı
»,´ ³ πβ = Pβ ◦ ı

×1JÑ@A´¶¼c±
πβ = παβ ◦πα Ë ±�·�»cÂ�± πβ = παβ ◦Pα ◦ ı

»,´ ³ÈZÐ�²�·¶±]Á7´7@ÃÀÑÁ¶±?´¶±c¸�¸�µ,½
Pβ Ë ±t¸�±c±]²�·�»,² Pβ = παβ ◦ Pα

×¯ç5·7@Ã¸�@ Æ º7>A@Ã±c¸�²�·�»,²�²�·¶±?Ç�±@Ã¸}»,´-µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç
P : F → E

¸�Á¶¼W·É²�·�»,²
Pγ = πγ ◦P

½¿µ&Ç}»,>A>
γ ∈ Γ Ò Ë ·7@Ã¼W·Î¼?>Ã±:»,Ç�>AÐ@ Æ º7>A@Ã±c¸�²�·�»,² P ◦ ı = 1E

»,´ ³ ¼cµ Æ º7>Ã±?²�±c¸�²�·¶±Oº7Ç�µÑµ,½�×
Concluding remarks.

I�½Ê¼cµ&Á7Ç�¸�±�Ò&²�·¶±5Ç�±c¸�Á7>A² .�Á¶¸�²=º7Ç�µ:Â�± ³ @ Æ º7>A@Ã±c¸ï²�·�»,²ï@C½
E
»,´ ³ F »,Ç�±�>ÃµÑ¼:»,>A>AÐåº¶¸W±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ZÂ�±�B ¾¿¼?>Ãµ�¸W± ³ Å�¸�Á7È¶¸�º�»&¼c±c¸(µ,½ L0

¸�Á¶¼�·-²�·�»,²
L0/E»,´ ³ L0/F

»,Ç�±Ú@Ã¸�µ Æ µ&Ç�º7·7@Ã¼�Ò7²�·¶±?´�²�·¶±?Ç�±O@Ã¸�»,´�»,Á7²�µ Æ µ&Ç�º7·7@Ã¸ Æ µ,½
L0

Æ »,º7º7@A´7Ï Eµ&´Z²�µ
F
×

H!±?²OÁ¶¸O¸W»cÐÖ²�·�»,²O»¹ç��ÚJ
G
·�»&¸

L0
ì� � ����� � � ����@C½�½�µ&ÇO±?Â�±?Ç�ÐÖ´¶±?@AÏ�·ÑÈjµ&Ç�·¶µMµ ³ µ,½²�·¶±Ûµ&Ç�@AÏ�@A´

U
²�·¶±?Ç�±Û@Ã¸Ú»-²�µ&ºÊµ&>Ãµ&Ï�@Ã¼:»,> ³ ±c¼cµ Æ ºÊµ�¸�@A²�@Ãµ&´ G = G1 ⊕ · · · ⊕ Gk Ë @A²�·

Gi ⊂ U
½¿µ&Ç

1 ≤ i ≤ k
×*F�ÐÓä�æ7Ò*ç5·¶±cµ&Ç�± Æ è ×�êeë�¾¿µ&Ç�ä��7Ò*ßïÇ�µ&ºÊµ�¸�@A²�@Ãµ&´ î¶× è ë®Å�±?Â�±?Ç�Ð±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´�µ,½(¸�Á¶¼�·Ô»

G
ÈZÐ »,´ZÐ�ÀÑÁ�»&¸�@Cì
F}»,´�»&¼�·Ô¸�º�»&¼c±t¸�º7>A@A²�¸:× %�µ&Ç�±cµ:Â�±?Ç:Òj²�·¶±?Ç�±t@Ã¸

´¶µ%´¶µ&´7á:±?Ç�µ�µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç}½¿Ç�µ Æ G
@A´Z²�µ�»,´ÑÐÎÀZÁ�»&¸�@Cì
F}»,´�»&¼W·�¸�º�»&¼c±�Ò�»,´ ³ ¸Wµ]²�·¶±]»,ÈjµÂ�±º7Ç�µMµ,½�¸�·¶µ Ë ¸}²�·�»,²}±?Â�±?Ç�Ð-±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´�µ,½ G ÈÑÐ¹»t¼cµ Æ º7>Ã±?²�±�Ò7>ÃµM¼:»,>A>AÐ�º¶¸�±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ÑÂ�±�B¸�º�»&¼c± ¸�º7>A@A²�¸:×(ç5·¶± ¼cµ&´ ³ @A²�@Ãµ&´ µ&´ ²�·¶±�µ&ºÊ±?ÇW»,²�µ&Ç�¸Î¼:»,´7´¶µ&²ÎÈÊ±�Ç�± Æ µÂ�± ³ }@A´ ³ ±c± ³ Ò

ω
·�»&¸ �U»,> Æ µ�¸�² � L0

ì
¸�²�Ç�Á¶¼?²�Á7Ç�±�.@C½
U
@Ã¸Û»Î´¶±?@AÏ�·ÑÈjµ&Ç�·¶µMµ ³ µ,½�á:±?Ç�µ7Ò Ë ±-¼:»,´ Ë Ç�@A²�±

ω = F ⊕ G
Ò Ë ·¶±?Ç�± F @Ã¸ �¶´7@A²�±�ì ³ @ Æ ±?´¶¸�@Ãµ&´�»,>Û»,´ ³ G ⊂ U

×}Ý
²¹½�µ&>A>Ãµ Ë ¸�²�·�»,²±?Â�±?Ç�Ð ±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´ µ,½
ω
ÈÑÐ »�ÀÑÁ�»&¸�@Cì
F}»,´�»&¼�·Ó¸�º�»&¼c±�¸�º7>A@A²�¸×!P�µ Ë ±?Â�±?Ç:Ò�@A²Ú@Ã¸t¸�·¶µ Ë ´@A´ ä��,ë%¾¿¸�±c±Î²�·¶±�¼cµ&Á7´Ñ²�±?Ç�±�B7» Æ º7>Ã±c¸Îµ&´Íº6×'�:ê�ê�Å%²�·�»,²�²�·¶±?Ç�±�±�BM@Ã¸�²�¸-»,´ ±�B1²�±?´¶¸�@Ãµ&´

0 → E → F → ω → 0
@A´ Ë ·7@Ã¼�· F ¾�»,´ ³ ¸�µ E Å�@Ã¸O»É;7Ç�<c¼�·¶±?²Ú¸�º�»&¼c±�²�·�»,² ³ µM±c¸´¶µ&²�¸�º7>A@A²:×

ç5·¶±�¼cµ Æ º7>Ã±?²�±?´¶±c¸�¸.·ZÐMºjµ&²�·¶±c¸�@Ã¸.@Ã¸.»,>Ã¸Wµ}´¶±c¼c±c¸�¸W»,Ç�ÐO@A´Ú²�·¶±�;�»&¼?²:×,Ý
´ ³ ±c± ³ Ò,»&¸�¸�Á Æ ±
E
@Ã¸%>ÃµM¼:»,>A>AÐ º¶¸�±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ÑÂ�±�BÌÈ7Á7²Û´¶µ&²å¼cµ Æ º7>Ã±?²�±�»,´ ³ >Ã±?²

Ê
ÈÊ±É@A²�¸Û¼cµ Æ º7>Ã±?²�@Ãµ&´¾¿¼?>Ã±:»,Ç�>AÐ >ÃµM¼:»,>A>AÐ º¶¸W±?Á ³ µ,ì
¼cµ&´ZÂ�±�B�Å�×�D(µ&´¶¸�@ ³ ±?ÇÎ²�·¶± ±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´ 0 → E → Ê →

Ê/E → 0
Ò Ë ·¶±?Ç�±-²�·¶±ÉÀÑÁ¶µ&²�@Ã±?´Z²%¸�º�»&¼c±-¼:»,Ç�Ç�@Ã±c¸t²�·¶±�²�Ç�@AÂM@Ä»,>�²�µ&ºÊµ&>Ãµ&Ï�Ð ¾®²�·¶±-µ&´7>AÐ

µ&ºÊ±?´�¸�±?²�¸�»,Ç�±Ú²�·¶±�± Æ º7²
Ð�µ&´¶±t»,´ ³ ²�·¶± Ë ·¶µ&>Ã±]¸�º�»&¼c±Å�×¶N�µ Ë Ò�>Ã±?² T : L0 → Ê/EÈÊ±�»,´ZÐÎ´¶µ&´7á:±?Ç�µ�>A@A´¶±:»,Ç Æ »,º6í¶²�·7@Ã¸�@Ã¸�¼?>Ã±:»,Ç�>AÐ�»,´�µ&ºj±?ÇW»,²�µ&Ç�²�·�»,²�¼:»,´7´¶µ&²�ÈÊ±O>A@C½¿²�± ³²�µ
Ê
¸�@A´¶¼c±

L(L0, Ê) = 0
×Zç5·ÑÁ¶¸:ÒÑ²�·¶±�>Ãµ Ë ±?Ç}±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´É@A´�²�·¶±�º7Á7>A>Cì�È�»&¼�Þ ³ @Ä»,Ï�ÇW» Æ
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¾ Ë ·7@Ã¼�·Î¼:»,´-Èj± ³ ±��¶´¶± ³ »&¸�@A´-²�·¶±�P�»,Á¶¸ ³ µ&Ç���¼:»&¸W±�»,´ ³ ·�»&¸(²�·¶±�¸W» Æ ±�º7Ç�µ&ºÊ±?Ç�²�@Ã±c¸�Å
0 −−−→ E −−−→ Ê

π−−−→ Ê/E −−−→ 0
∥∥∥

x
xT

0 −−−→ E −−−→ PB −−−→ L0 −−−→ 0

³ µM±c¸�´¶µ&²%¸�º7>A@A²:×!ç5·7@Ã¸t@Ã¸t¼?>Ã±:»,Ç�>AÐ »ÎÇ�± Ë µ&Ç ³ @A´7Ï µ,½�ä��1Ò-�úµ&´7>AÐ @C½
�
º�»,Ç�²%µ,½�ßïÇ�µ&ºÊµ�¸�@Cì

²�@Ãµ&´�î¶× è ¾¿¼Å
ë
×
% ±�¼?>Ãµ�¸�± Ë @A²�·�²�·¶±�½�µ&>A>Ãµ Ë @A´7Ï
Problem.

ñ�µM±c¸}±?Â�±?Ç�ÐÎ±�BM²�±?´¶¸�@Ãµ&´
0→ L0 → F → L0 → 0

¸�º7>A@A²�Ü
� « ?6¥.¨�� 8,4Ñ©��*4 � 4M¥j¦�D�°åÝÛ²�·�»,´7Þ ��±c¸��¶¸ % ×5;5×}D5»&¸�²�@A>A>ÃµÓ½¿µ&ÇÎ±�B1º7>Ä»,@A´7@A´7ÏÌ²�µ

Æ ±	�Ù»,ÏZ»,@A´
� ·¶µ Ë »Íº7Ç�µ .�±c¼?²�@AÂ�± >A@ Æ @A² Ë µ&Ç�Þ1¸Ó¾�»,´ ³ Æ »,´ZÐ�µ&²�·¶±?Ç�²�·7@A´7Ï�¸�Å�Ò�»,´ ³�Z»:ÂÑ@Ã±?Ç�D5»,ÈÊ±?>A>ÃµÉJ��,´¶¼W·¶±?áÚ½�µ&Ç�Ç�±:» ³ @A´7ÏÉ»tº7Ç�±?>A@ Æ @A´�»,Ç�Ð�H�:ç G�� ì
¸W¼?Ç�@Aº7²�µ,½�²�·7@Ã¸}´¶µ&²�±�×

������� v ���
�����
���! £ � "Ê��8�������� ��� �e�ú�e���Ú���,�#" � % � £ � "Ê�W~¿z�|������e�%$ ÷eø � 	��#�%÷ 	�ù�	*� 	 ���ÛýUø'&Uÿ&ø��&ü
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¢��
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