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So fest der Meinung Gegensatz des Wahren und des Falschen wird, so pflegt sie auch
entweder Beistimmung oder Widerspruch gegen ein vorhandenes philosophisches
System zu erwarten, und in einer Erkldrung iiber ein solches nur entweder das eine
oder das andere zu sehen. Sie begeift die Verschidenheit philosophischer Systeme
nicht so sehr als die fortschreitende Entwicklung der warheit, als sie in der
Verschiedenheit . . .

[Der Geist] gewinnt seine Warheit nur, indem er in der absoluten Zerrissenheit sich
selbst findet. Diese Macht ist er nicht, als das Positive, welches von dem Negativen
wegsieht, wie wenn wir von etwas sagen, die(3 ist nichts oder falsch, und nun, damit
fertig, davon weg zu irgend etwas anderen libergehen; sondern er ist diese Macht nur,
indem er dem Negativen ins Angesicht schaut, bei ihm verweilt. Dieses Verweilen ist
die Zauberkraft, die es in das Sein umkehrt . ..

( G. W. F. Hegel: Das Phaénomenologie des Geistes)

(Cuando arraiga la opinién del antagonismo entre lo verdadero y lo falso, dicha
opinidén suele esperar también, ante un sistema dado, el asentimiento o la
contradiccién. No concibe la diversidad de los sistemas como el desarrollo progresivo
de la verdad, sino que sélo ve en la diversidad la contradiccion.

El espiritu no conquista su verdad como lo positivo que se aparta de lo negativo,
como cuando decimos de algo que no es nada o que es falso y pasamos sin mas a otra
cosa; sino s6lo cuando mira cara a cara y permanece cerca de lo negativo. Esta
permanencia es la fuerza mégica que hace que lo negativo vuelva a ser...)
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Prefacio

La representacién maés simple de las teorias cientificas afirma que cada una debe formar
una construccion racional, con sus consecuencias légicas bien definidas, que prediga sin
vaguedad los resultados de las experiencias que podamos realizar en el a&mbito que la
propia teoria delimite. Se supone que, cuando diferentes teorias que hagan referencia a
una misma parcela de la realidad sean contradictorias, la realizacién de experimentos
adecuados debe decidir cudl es falsa. Si el resultado de alguna experiencia difiere de la
prediccion, la teoria resulta ser falsa o, cuando menos, altamente problemaética; pero
la concordancia no nos certifica la verdad de la misma, pues no impide la existencia de
pruebas futuras que la refuten. Nunca podriamos afirmar que una teoria es verdadera,
s6lo que no hemos comprobado que sea errénea, ya que si disponemos de la posibilidad
de comprobar la falsedad de una teoria, no tenemos medio alguno para mostrar que
es cierta. Lo dicho no niega la existencia de teorias verdaderas; pero nunca podriamos
saber si estamos en ellas. So6lo del error podemos estar seguros. Parece como si en
la Ciencia la verdad tnicamente pudiera abrazar al error. Asi, durante algin tiempo
se considero la Ley de la Gravitacion Universal descubierta por Newton como absolu-
tamente correcta para describir los movimientos de los cuerpos celestes. A pesar del
increible éxito que supuso el descubrimiento en 1846 de Neptuno por la desviacién que
provoca en la érbita de Urano, a finales del siglo XIX se comprobd que la trayectoria
de Mercurio no coincide totalmente con la que predice tal ley, incluso considerando
las interacciones con los restante planetas, mientras que la Teoria de la Relatividad
si puede dar cuenta del avance del perihelio de Mercurio. Si a la Mecanica Clésica le
ha esperado tal destino, a pesar de sus extraordinarios éxitos e impresionante belleza,
lqué podemos esperar para las restantes teorias? jsolo una agonia mas lenta, tal vez
eterna? jestd llamada la historia de la Fisica a ser un camino lleno de caddveres? En
este modo de comprender las teorias, éstas sélo pueden aspirar a ser meras aproxima-
ciones, cada vez mejores, de la realidad. De una realidad que no nos es dado alcanzar
0, caso de conseguirlo, saber que lo hemos logrado. Desde esta comprensién, para ex-
plicar el interés de las teorias cientificas es necesario argumentar que aproximan bien
la realidad, que sus conclusiones son practicamente correctas en muchas situaciones.
Se introduce asi entre la verdad y el error una extrana situacion: la del error que casi
es cierto, aunque pequenas diferencias en las predicciones numéricas puedan suponer
enormes modificaciones en los conceptos!. El interés de las teorfas ya no puede radicar

1 Baste observar que la Teorfa de la Relatividad y la Gravitacién newtoniana difieren muy poco en
la prediccién del movimiento de los planetas, a pesar de sus grandes diferencias en la concepcién del
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iv PREFACIO

en su capacidad para iluminar y volver inteligible la estructura de la realidad, sino
en su utilidad para las cuestiones practicas, donde la existencia de pequenos errores
numéricos no es esencial. Esta aceptacion de la inutilidad de todos nuestros esfuerzos
por captar la verdad estd muy extendida en nuestro tiempo y se encuentra a menudo en
la historia. Por ejemplo en la Grecia antigua, baste recordar los dos primeros principios
de Gorgias (nada existe, y si algo existiera no podria ser conocido), o en la época de
la decadencia de la vida publica romana, cuando Pilatos contesta al Cristo ;qué es la
verdad?, queriendo decir que ya estamos més alld de la verdad, donde no merece la
pena conocerla ni hablar de ella.

Otra representacién més profunda de la teorias fisicas, pero atiin muy insuficiente co-
mo veremos mds adelante, se fundamenta en el descubrimiento de que toda observacién
pretendidamente objetiva presupone teoria y conceptos. En efecto, aunque una visién
superficial de la Ciencia pudiera llevarnos a aceptar que se basa en una acumulacién de
hechos objetivos y que, tras la reiterada comprobacién de regularidades, coincidencias
y simetrias, se establecen los conceptos y las teorias que dan cuenta de los hechos, la
falsedad de este punto de vista se manifiesta en el analisis de cualquier “hecho objeti-
vo”. La teoria y los conceptos son previos a los hechos observados. Consideremos, a
titulo de ejemplo, la observacién diaria del movimiento solar en el cielo. Para reconocer
este hecho es necesaria la disposicién previa, mas o menos implicita, del concepto de
movimiento (y otros) y todo cambio en nuestra concepcién del movimiento modifica
radicalmente el hecho observado. El hombre antiguo observaba el movimiento diario
del Sol, pues entendia el movimiento como desplazamiento respecto de la superficie
terrestre. Tras el giro copernicano y la concepcion del movimiento como aceleracién
respecto de los sistemas de referencia inerciales, se observaba la Tierra girando dia-
riamente sobre un eje, mientras el Sol y las estrellas fijas definfan practicamente un
sistema inercial. Ahora, de acuerdo con la visién einsteiniana del movimiento, vemos la
aceleracién de la Tierra respecto del traslado paralelo que define la medida del tiempo.
Esto puede llevar a algunos a opinar que carece de sentido preguntarse si realmente
gira el Sol o la Tierra, pues la respuesta dependeria de una concepcién previa del mo-
vimiento, que no podria ser rechazada en base a “hechos objetivos” que la presuponen.
Incapaces de captar entre dos teorias otra relacién que no sea la contradiccion o la ab-
soluta independencia, esto les lleva a ver las teorias cientificas en una especie de lucha
darwinista, reduciendo su verdad a una mera supervivencia histérica, a una adaptacion
al medio, y les conduce a abordar los cambios de teoria inicamente en su aspecto exter-
no y descriptivo: las actitudes de los cientificos relevantes que intervienen, el proceso
histérico de competencia entre partidarios de dos teorias diferentes, etc.. Pero todo
ello como si ambas teorfas fueran inconmensurables, sin captar que tales cambios estan

determinados ante todo por las teorfas en cuestién y sus relaciones internas?.

Los dos puntos de vista anteriores no captan més relacién entre teorias cientificas
que el puro “éxito histérico” o el grado de aproximacién a las “medidas objetivas”.
Aunque antagénicos, tienen una raiz comun: sélo alcanzan a ver teorias contradictorias
o inconmensurables. Son incapaces de concebir una relacién asimétrica entre teorias,

espacio y el tiempo.
2Relaciones que pretendemos aclarar en el caso de la Gravitacién newtoniana y la Teorfa de la
Relatividad.



cuando su relacién esencial, la capacidad de una teoria para explicar y dar cuenta de
otra, en absoluto es simétrica. Consideremos, a titulo de ejemplo bien conocido, la
concepcion plana de la superficie terrestre frente a la teoria de su caracter curvo:

La Geometria plana clasica pretendia ser la expresién de las relaciones métricas
que se dan en la superficie terrestre, tal y como su nombre geo-metria indica. Al
proponer la teoria de que su superficie es esférica, a primera vista se trata de dos
teorias contradictorias porque predicen resultados bien distintos para las medidas de
grandes circulos y tridngulos, y la medicién cuidadosa de varias distancias nos decide
rapidamente a favor de la segunda. Sin embargo, una vez aceptada la curvatura de
la Tierra, la nueva teoria nos muestra que la primitiva recogia la estructura del plano
tangente en un punto, dando cuenta de su error en las mediciones y de la verdad
que contiene: es la geometria de una regién infinitesimal de la superficie terrestre.
Nos hace ver que la vieja teoria no puede ser desechada como falsa sin ma&s, pues
es un paso indispensable para ensenar, entender y establecer, incluso desde un punto
de vista logico, la nueva teoria. La Geometria euclidiana es un prerrequisito de la
Geometria riemanniana, porque las variedades riemannianas se definen precisamente
por la condicién de que sus espacios tangentes sean euclidianos. Practicamente todas
las demostraciones de la teoria de superficies de Riemann usan sisteméticamente las
propiedades de la Geometria euclidiana. La vieja teoria no es una mas entre el enjambre
de posibles teorias contradictorias o inconmensurables con la nueva, sino el paso previo
y absolutamente necesario, no sélo desde un punto de vista histdrico o pedagogico sino
desde el punto de vista logico, lo que es més importante. Es el peldano que se ha de
pisar para luego levantar el pie y alcanzar el siguiente.

Y esta relacién no es simétrica. Si se afirma la falsedad de la teoria plana, no lo es en
el sentido en que seria falsa una teoria esférica en caso de ser realmente una superficie
plana, aunque el grado de aproximacién en las medidas numéricas sea el mismo que
en la situacion inversa. En este hipotético caso no habria explicaciéon alguna para el
error previo, pues de la geometria plana no se deriva canénicamente ninguna geometria
esférica.

Igualmente la Teoria de la Relatividad Especial recoge la estructura infinitesimal
del espacio y el tiempo que exhibe la Teoria de la Relatividad General. Este libro
pretende mostrar que una situaciéon analoga se da entre la Gravitacién newtoniana y
la Teorfa de la Relatividad General. Intenta desentranar en qué sentido la Relatividad
aclara, explica y da cuenta de la Fisica newtoniana, y la necesita como paso previo.
Al igual que el espacio tangente presenta con rigor nuestra intuicién del limite de una
regién cuando su didmetro tiende a cero, nuestro propésito es precisar, en la teoria
relativista de la gravitacién, el concepto de limite cuando la velocidad de la luz tiende
a infinito, porque tal limite ha de ser la teorfa newtoniana® de la gravitacién.

Asi como la geometria riemanniana no supone el rechazo de la geometria euclidea

3Conviene notar que, al referirnos a la teorfa newtoniana, no queremos indicar su exposicién por
Newton, sino tal y como es ahora para nosotros, después de las sucesivas aclaraciones realizadas por
Euler, Poisson, Cartan y muchos otros. No tenemos nada que ver con los muertos, dejando que
entierren sus muertos, y si con los vivos, con la Fisica newtoniana expuesta con el maximo rigor y
claridad que sepamos alcanzar. No se trata aqui de las relaciones que histéricamente se dieron entre
ambas teorfas (aunque para algunos parece que no pueda haber mas verdad que la histérica) sino de
estudiar las relaciones que efectivamente tienen como tales teorias.
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sino su entronaciéon como estructura infinitesimal de toda teoria de las relaciones
métricas, la Teoria de la Relatividad General no es la refutacién de la fisica newtonia-
na, sino que la exhibe como estructura limite del espacio y el tiempo necesariamente
presente a los ojos de los observadores. El conocimiento humano, lejos de ser una hilera
de cadaveres, es la aclaracion de estructuras cada vez mas vivas y presentes.

ad maiorem Dei gloriam
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Capitulo 1

Espacio-tiempo de Galileo

En este capitulo precisaremos las hipdtesis sobre el espacio, el tiempo y la inercia
aceptadas, mas o menos implicitamente, en la Mecédnica Clasica, intentando aclarar de
paso el fundamento empirico de cada una. Vamos a exponer la estructura del espacio y
el tiempo en la Mecéanica Clasica, aceptando el Principio de Inercia bajo la forma de que
las trayectorias inerciales definen una estructura afin sobre el espacio-tiempo. El punto
de llegada serd la definicién del espacio-tiempo de Galileo, que recoge la estructura del
espacio, el tiempo y la inercia en la Mecanica Clasica.

1.1 Espacio y Tiempo en la Mecanica Clasica

La primera hipdtesis que vamos a establecer expresard que, para determinar un 2qui-
ahora”, para fijar el lugar y el momento en que ocurre un suceso cercano, necesitamos
4 escalares; que cada observador necesita 4 coordenadas para localizar los sucesos
en su entorno. En la Mecanica Clasica se acepta ademads que las mediciones tienen
siempre alguna imprecisién, por lo que carece de sentido preguntarse si cierto observable
es 0 no una funcién continua o diferenciable, asi que siempre podemos suponer que
las observaciones son diferenciables. En particular, lo seran también los cambios de
coordenadas entre los diversos observadores:

Hipotesis 0: El espacio-tiempo es una variedad diferenciable de dimension 4, que
denotaremos X, y los puntos de X se llamardn sucesos.

De ahora en adelante todas las variedades se supondrdn de clase C*° y base nume-
rable, y todas las aplicaciones, funciones, tensores, conexiones, etc. se supondrdn de
clase C*.

Es verdaderamente notable que una hipdtesis tan bésica, y aparentemente inocua,
sobre la estructura del espacio y el tiempo permita ya demostrar que en cada suceso
p € X tenemos un espacio vectorial real de dimensién 4: el espacio tangente 7, X. Tal
espacio se obtiene al despreciar (= hacer cociente por) los infinitésimos de orden mayor
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que 1, de modo que 7, X debe entenderse como una regién del espacio-tiempo infini-
tesimalmente pequeiia® alrededor de p. La estructura del espacio tangente T,X
recoge la estructura infinitesimal del espacio-tiempo. La hipotesis 0 implica
que infinitesimalmente el espacio-tiempo tiene estructura de espacio afin de dimension
4, que en las regiones infinitesimalmente pequenas del espacio-tiempo disponemos de
los conceptos de recta, plano, paralelismo y demads conceptos afines, con las propie-
dades usuales; aunque no podamos relacionar estas estructuras afines en dos sucesos
distintos ni tenga sentido preguntar qué curvas son rectas en el espacio-tiempo.

Asi pues, esta hipétesis es de largas consecuencias y tiene un gran contenido arbi-
trario, pues establece, frente a la posibilidad de un Universo de naturaleza discreta, su
caracter continuo. En su disertacién sobre las hipétesis de la geometria, B. Riemann
decia en 1854:

Las cuestiones acerca de las relaciones métricas del espacio en lo inconmensurable-
mente pequeno mo son ociosas ... Ahora bien, parece que las nociones empiricas sobre
las que se basan las relaciones métricas del espacio, el concepto de cuerpo rigido y de
rayo de luz, pierden su validez en lo infinitamente pequeno; asi que es perfectamente po-
sible que las relaciones métricas del espacio en lo infinitamente pequeno no se adecien
a las hipdtesis de la Geometria, y de hecho deberiamos aceptarlo tan pronto como esto
permita un modo mdas sencillo de explicar los fenomenos.

La cuestion de la validez de las hipdtesis de la Geometria en lo infinitamente pequerno
estd relacionada con el problema de los fundamentos de las relaciones métricas del
espacio. En relacion con esta cuestion, que puede entenderse como parte del estudio
del espacio, es vdlida la observacion de que en una variedad discreta el principio de sus
relactones métricas ya estd contenido en el concepto de variedad, mientras que en una
continua debe proceder de otra cosa. Por tanto, o bien la realidad subyacente al espacio
es una variedad discreta, o la base de sus relaciones métricas debe buscarse fuera de €l
en unas fuerzas que actien sobre él.

A pesar de su aspecto inocente, esta hipétesis 0 es una afirmacién fortisima sobre
los fenémenos fisicos en las regiones infinitamente pequenas del espacio-tiempo, que en
gran parte no tiene fundamento factico ni de razén, sino que esta subordinada a nuestra
incapacidad para contrastarla frente a hipdtesis alternativas que ni siquiera podemos
concebir. Debido al estado actual del desarrollo de la Geometria no disponemos atin de
un marco conceptual que nos permita eliminar en la hipétesis 0 lo que no corresponda
a los hechos fisicos que pretende recoger. A este respecto sélo nos queda anadir que
esperamos que futuras profundizaciones del concepto de geometria contintien ayudando
a aclarar la estructura del espacio y el tiempo implicita en la Mecénica Clésica.

El tiempo

La siguiente hipotesis expresard que la simultaneidad y las proporciones entre diversos
intervalos de tiempo tienen caracter absoluto: son independientes de los observadores,
unidades de medida, etc. Es decir, frente a la pregunta de si dos sucesos son simultaneos

1Pues en una regién muy pequeia las variaciones de nuestras medidas también lo serdn y, en
consecuencia, las sumas finitas de sus productos seran despreciables.
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o de si el intervalo de tiempo transcurrido entre ellos coincide con (o duplica a, etc.)
el transcurrido entre otros dos, la respuesta correcta es un Si o un No absolutos, sin
compania de un "respecto de ...2 un ”para ...2 un "dependiendo de ...”. La respuesta,
si de algo depende, sélo es de la estructura del espacio-tiempo, de la estructura que ha
dado sentido y ha hecho posible la propia pregunta.

Hipotesis 1: EI tiempo es absoluto: es una proyeccion regular X — A; valorada
en una recta’ afin orientada.

Los puntos de esta recta afin A; se llamaran instantes de tiempo y la fibra &
de la proyecciéon X — A; sobre un instante ¢ € A; es el espacio en ese instante ¢, el
Universo que observamos en el instante ¢. Llamaremos vectores espaciales a los vectores
tangentes al espacio, es decir, a los vectores tangentes a X con proyeccién nula segin
el tiempo X — A;.

En X disponemos de una 1-forma estructural w (bien definida salvo un factor posi-
tivo) que es la imagen inversa por X — A; de la 1-forma constante en A; dada por su
estructura afin y su orientaciéon. Diremos que un vector D tangente a X estd orientado
al futuro o al pasado (o que es espacial) segtin que w(D) sea positivo o negativo (o nulo).
La métrica g := w®w se llama métrica del tiempo y serd de importancia fundamental.

Los vectores espaciales son los vectores incidentes con w 6, lo que es igual, son los
vectores del radical de g. Fijar la métrica g equivale a elegir una unidad de tiempo. Si
elegimos ademds un instante (considerado como origen del tiempo) la recta A; puede
identificarse con los ntimeros reales y el tiempo X — A; puede entenderse como una
funcion real diferenciable ¢, y es claro que tenemos

w=dt , g=dt®dt, (1.1)

de modo que la medida t(q) — t(p) del tiempo transcurrido entre dos sucesos p,q es
precisamente la integral de w a lo largo de cualquier curva v: [a,b] — X que los una,
~v(a) = p, 7(b) = ¢; 6 bien su longitud respecto de g (siempre que supongamos que g
es definido-positiva sobre ):

) — t(p) = / o= " J9((0]09), 7.(0/09)) ds

Si consideramos un cuerpo puntual, en cada instante ¢ ocupara una posicién p; en el
espacio, asi que las sucesivas posiciones del cuerpo definen una aplicacién p : Ay — X
tal que p(t) = p; siempre es un suceso que ocurre en el instante ¢. Por eso llamaremos
trayectoria de un mévil u observador a las secciones (diferenciables) del tiempo:

p:h — X top=id.

2Hemos supuesto que los instantes de tiempo forman una recta afin sin principio ni final, cuando
serfa mds acorde con nuestras limitadas observaciones suponer sélo que forman un intervalo de una
recta afin; pero tal variacién no modificaria en nada nuestra exposicién y, en orden a su sencillez,
supondremos que el tiempo valora en una recta completa.
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Las trayectorias del movimiento son las curvas diferenciables en el espacio-tiempo
parametrizadas por el tiempo.

Dada la trayectoria p : A; — X de un moévil, tenemos un campo de vectores
tangentes a X (con soporte en dicha trayectoria):

T :=p, (gt) (1.2)

que recibe el nombre de velocidad del moévil considerado. En cada instante ¢ la velocidad
T; del cuerpo es un vector tangente a su trayectoria, totalmente determinado por la
condiciéon w(T;) =1 (en particular la velocidad nunca es un vector espacial y siempre
estd orientada al futuro).

&
T
Y2
/0t
t t+1

Por definicién la velocidad T; depende de la unidad de tiempo elegida, pues depende
w = dt. Quien no depende es la recta {\T;}, que es la recta tangente a la trayectoria
en p;, y realmente es la velocidad del cuerpo en el instante ¢t. La velocidad de un mévil
puntual es la recta tangente a su trayectoria y so6lo por comodidad la representaremos
por uno de sus vectores T3, aunque éste si dependa de la unidad de tiempo.

Diremos que un vector D tangente a X es una velocidad si w(D) = 1.

El espacio

En la Mecénica Clésica se acepta sin més que, en el espacio que observamos, los concep-
tos de la Geometria euclidea son absolutos y satisfacen los teoremas de tal geometria.
Por eso introducimos la hipdtesis de que, en cada instante, en el espacio son vélidas
las relaciones métricas propias de la Geometria euclidea:

Hipoétesis 2: En cada instante t = a el espacio £, es un espacio euclideo orientado
de dimensién 3.

Esta hipdtesis nos permite, en un instante dado, hablar de proporciones, dngulos,
paralelismo, perpendicularidad, etc. de las figuras que formen diversos méviles y apli-
carles todos los recursos de la Geometria euclidea. En particular los vectores libres de
&, forman un espacio vectorial euclideo orientado de dimensién 3 que denotaremos FEj,.
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Sin embargo, la relacion entre el espacio que observamos ahora con el que hemos
observado cierto tiempo atras no esta tan clara. Por un lado no hay experimento ima-
ginable que pueda decidir si un cuerpo esta en reposo absoluto, de modo que no tiene
sentido preguntar dénde estd un punto de &, después de transcurrir cierto tiempo: la
estructura del espacio y el tiempo no permite definir ninguna identificacién de &£, con &,
cuando a # b. Por otra parte, aunque el reposo absoluto sea siempre un concepto rela-
tivo a cierto cuerpo que arbitrariamente se considere ”inmévil”, el movimiento relativo
si es un concepto absoluto en la Mecanica Clasica: tiene significado absoluto afirmar
que un cuerpo permanece en reposo respecto de otro. Cuando transcurre el tiempo
podemos comparar vectores espaciales en instantes distintos, decidir si dos vectores
espaciales e € T,(E,) v € € Ty (&) coinciden, aunque a # b. Tenemos procedimientos
para mantener las direcciones espaciales (por ejemplo mediante un giroscopio), para
distinguir unos ejes en reposo de otros que giren (recuérdese la famosa diferencia entre
un cubo con agua en reposo y girando). Dicho de otro modo, cuando a # b, hay una
identificacién entre los vectores libres de &, y los de &, que tiene significado absoluto:

Hipdétesis 3 (Principio de existencia de rotaciones absolutas): Los vectores
libres del espacio no dependen del instante dado: E, = FEj. Este espacio vectorial
euclideo orientado comun se denotara E.

Todo vector de E define en cada punto p € X un vector espacial; luego £ C T, X
y asi obtenemos un isomorfismo canodnico entre E y el subespacio formado por los
vectores espaciales en un punto p dado, de modo que cada vector v € F define un
campo de vectores espaciales en X. Por otra parte, el producto escalar de E induce
un producto escalar en su dual E* y, considerando la proyeccion natural T; X — E*,
obtenemos un campo tensorial contravariante de orden 2 simétrico g* sobre X cuyo
radical en cada punto p es el nicleo de Ty X — E*, que es el incidente de los vectores
espaciales: el radical de g* es el subespacio vectorial de T; X generado por w. Fijar esta
métrica ¢g*, que estd indeterminada en un factor constante positivo, es fijar el producto
escalar de F, asi que equivale a elegir una unidad de longitud, por lo que g* se llamara
métrica del espacio. Elegida la unidad de longitud, la orientaciéon de E induce en X
una 3-forma Qg, definida tinicamente para vectores espaciales.

Resumen

De acuerdo con las hipdtesis 2 y 3, el espacio vectorial F actia transitivamente y sin
puntos fijos en las fibras del tiempo X — A;, asi que podemos resumir las 4 hipotesis
anteriores en una sola:

En la Mecanica Clasica el espacio-tiempo tiene estructura de fibrado principal de
clase C* sobre una recta afin orientada t: X — A;, de grupo estructural E un espacio
vectorial euclideo orientado de dimension tres.

Es decir, el espacio-tiempo X es una variedad diferenciable dotada de una proyec-
cién regular t: X — A; y una accién diferenciable +: X x E — X tales que:

1. t(p)=t(p+e) paratodope X, e€ E.
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2. Sit(p) = t(q), existe un unico e € F tal que ¢ = p + e.

3. Para cada a € A existe un entorno V, de a y un difeomorfismo ¢: V, x E ~
t=1(V,) tal que ¢(b,e+¢€') = ¢(b,e) + €.

Es importante observar de nuevo que, con la estructura del espacio y el tiempo propias
de la Mecéanica Clasica, el reposo no es un concepto absoluto. Los estados de reposo y
movimiento de un mévil puntual dependen de su posicién respecto de un cuerpo fijado
arbitrariamente como ”inmévil”. Toda frase ”tal cuerpo (puntual) estd en reposo® ”estd
en movimiento” carece de sentido en la Mecanica Cléasica mientras no se acompane,
explicita o implicitamente, de la aclaracién ”respecto de tal trayectoria”’. Fijada una
trayectoria o;: Ay — X, que se toma como origen para determinar la posicion de los
cuerpos, la trayectoria p;: A; — X de cualquier movil estd totalmente determinada por
los vectores espaciales de posicion relativa ry = ospy € F , y diremos que tal mévil estd
en reposo (respecto de la trayectoria o; fijada) cuando la posicién relativa no dependa
del tiempo: 7; = 7 aunque t # t'. Asi, cada trayectoria o;: A; — X define un
difeomorfismo ¢: Ay x E ~ X, ¢(t,e) = o, + e, que conmuta con la accién de E,

ot + e

L[|~

&

y las trayectorias en reposo respecto de o; son las que se corresponden, via ¢, con las
curvas horizontales A x {e} de A; x E.

La existencia de trayectorias se sigue del hecho de que todo fibrado principal sobre
una recta es trivializable (en el sentido de que es isomorfo al fibrado principal trivial
m1: Ay X E — A;). Cada trayectoria define una trivializacién ¢: A; x E ~ X; pero
depende de la trayectoria elegida y afirmar que el reposo es un concepto relativo es decir
que ninguna trivializacién de X puede ser definida partiendo sélo de la estructura del
espacio-tiempo: que X es un fibrado principal trivializable, pero no esta trivializado.
Afirmacién que puede probarse sin méas que notar que los automorfismos del fibrado
principal t: X — A; actdan transitivamente sobre sus secciones diferenciables, de modo
que si partiendo de la estructura de fibrado principal pudiera definirse el concepto de
trayectoria en reposo y existiera alguna, todas las trayectorias estarian en reposo, lo
que es contradictorio.

Por ejemplo, cuando en la vida cotidiana usamos el concepto de reposo en expre-
siones tales como iin hombre corre o se para”, ”los arboles no se desplazan y si los
animales”, etc., se entiende que el movimiento lo es respecto de cierto lugar implicito
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de la superficie terrestre. Cuando decimos que los planetas giran en érbitas elipticas,
se entiende que es respecto del Sol, pues claramente su movimiento relativo a la Tierra
estd muy lejos de ser eliptico. Seria tan cierto afirmar que la Tierra recorre anualmente
una érbita eliptica con un foco en el Sol, que estd en reposo, como decir que es el
Sol quien describe una elipse con un foco en la Tierra, que esta en reposo, pues ambos
enunciados son igualmente vélidos (cada uno respecto de cierta trayectoria considerada
implicitamente ”inmdévil”); pero no tiene sentido preguntarse si es el Sol o la Tierra
el que realmente (= de modo absoluto) se mueve®. De ningtin cuerpo puntual puede
decirse que estd en reposo o en movimiento: no tiene significado fisico afirmar que des-
pués de un tiempo un cuerpo esta en el mismo lugar que antes. No podemos identificar
el espacio en dos instantes diferentes, la estructura del espacio y el tiempo no define
ningun isomorfismo &, = &, cuando a # b.

Hace tres siglos, cuando no eran concebibles siquiera las geometrias euclideas de
dimensiéon mayor que 3, solo era posible pensar que X descompone en producto directo
de una recta afin y un espacio euclideo tridimensional, lo que obligaba a aceptar el
significado absoluto del reposo y el movimiento. Como esto contradecia el caracter
relativo del reposo que la Filosofia habia descubierto — ya Aristoteles era muy explicito
al respecto, pues llamaba lugar (Toroc) a la relacién de un cuerpo con los de su entorno
— en su famoso escolio Newton dice:

Como las partes del espacio no pueden verse ni distinguirse unas de otras mediante
nuestros sentidos, les aplicamos medidas sensibles. Pues por las posiciones y distancias
de las cosas respecto de cualquier cuerpo que se considere inmovil definimos todos los
lugares y luego calculamos todos los movimientos ... Por lo cual usamos lugares y
movimientos relativos en vez de absolutos . . ..

Es posible que en las regiones de las estrellas fijas, o atun mds lejos, pueda existir
algo que esté en absoluto reposo; pero siendo imposible saber por la posicion de los cuer-
pos unos respecto de otros en nuestras regiones si alguno mantiene la misma posicion
respecto a ese cuerpo remoto, se sigue que el reposo absoluto no puede determinarse
partiendo de la posicion de los cuerpos en nuestras regiones.

Atn comprendiendo que el reposo no tiene significado fisico absoluto, sin suponerlo
le era imposible utilizar la Geometria, la inica pensable para él, en el desarrollo de la
Mecénica (algo parecido nos pasa a nosotros con la hipdtesis 0) y Newton era consciente
de la estrecha relacién entre Mecanica y Geometria. Asi, en el Prefacio de los Principia
afirma:

La geometria no es sino la parte de la mecdnica universal que propone y demuestra
con exactitud el arte de medir . ... resulta que la geometria se refiere habitualmente a
su magnitud y la mecdnica a su movimiento.

No obstante, el Principio de existencia de rotaciones absolutas afirma que las direc-
ciones espaciales tienen significado absoluto, que la variacién de la posicién relativa si
es un concepto absoluto. Si en cada instante elegimos tres ejes espaciales, tiene sentido

3Esto se refiere al movimiento de traslacién anual. Cuestién distinta es el movimiento diario de
rotacién, como veremos mas adelante.
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preguntarse si se mantienen constantes a lo largo del tiempo o si estan girando. Afirmar
que la Tierra gira cada 24 horas alrededor de un didmetro no equivale a decir que es
el Sol el que diariamente gira alrededor de la Tierra, y por eso es posible plantearse la
pregunta de qué ocurre realmente y darle cumplida respuesta.

Por otra parte, aunque hemos supuesto que el tiempo y el espacio estan orientados,
en la Fisica newtoniana no hay modo de distinguir el futuro del pasado ni la derecha de
la izquierda, por lo que en principio hubiera sido mas interesante desarrollar la teoria
sin esta hipdtesis. No obstante, nuestra experiencia nos grita diariamente que el tiempo
si estd orientado y, aunque no nos muestre la orientacion del espacio, sin duda éste lo
estd (como muestra la violacién de la paridad en las interacciones débiles), aunque se
deba a fendmenos fuera del ambito de la Fisica newtoniana.

1.2 Sistemas de Referencia

Definicién: Dar un sistema de referencia (con ejes cartesianos rectangulares) en el
espacio-tiempo X es dar la trayectoria de un observador o;: A; — X junto con tres
vectores ei, es, ez de F, llamados ejes del sistema de referencia, que formen una base
ortonormal orientada de F.

Elegido un sistema de referencia, cada suceso p € X es simultdneo con un tnico
punto o; de la trayectoria del observador, asi que existe un unico vector e € FE tal
que p = o; + e. Por tanto existen cuatro ntimeros reales t, x1, s, x3 , que reciben el
nombre de coordenadas de p en el sistema de referencia considerado, tales que

p =0y + x1€1 + X202 + X3€3 .

Asi cada sistema de referencia define un sistema de coordenadas globales (¢, x1, z2, z3)
en el espacio-tiempoX. En estas coordenadas la trayectoria del observador es o; =
(t,0,0,0), y las correspondientes derivadas parciales forman una base de campos tan-
gentes a X, y se denotaran

0,0 0 i)

O : = — = — = —.
t 3x1 ’ 2 8x2 ’ 3 61'3

:a 5

Noétese que e; = 01, ea = 02, e3 = O3 y que la coordenada t es precisamente el
tiempo, asi que

= dt®dt
g = 010 +02R0+ 0303

son las expresiones de la métrica del tiempo y la del espacio en este sistema de coor-
denadas. La velocidad de una trayectoria p; = (t,21(t), z2(t),z3(t)) es el vector

T =0y + 2y (t) 01 + 25(t) O + w5(t) O3 . (1.3)

En particular, 0; es la velocidad del observador y la de los cuerpos en reposo aparente.
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Cuando el movimiento se considera respecto de un observador implicito, cada movil
p; se representa por la curva en E dada por la posicion aparente
7y = ogpr = x1(t)er + wa(t)ea + x3(t)es

v la wvelocidad aparente y la aceleracion aparente del mévil para el observador son

) (t)er + xh(t)es + x4 (t)es =T — Oy
= 2] (t)e; + x5 (t)es + 5 (t)es

ST

respectivamente. La velocidad aparente ¢, que no es mds que la diferencia entre la
velocidad del mévil y la del observador implicito, siempre es un vector espacial, even-
tualmente nulo, y no tiene caracter absoluto, mientras que la velocidad T nunca es
espacial ni nula, y es independiente del observador. Vemos que asi se desprecia el
campo tangente ey definido por la velocidad del observador y de los cuerpos en reposo
aparente (campo que en las coordenadas del observador es 9;). Si consideramos otro
observador o}, con velocidad ef), tenemos

N b T
7
0} €0
(=
€0

de modo que la velocidad aparente del moévil para ambos observadores es distinta, y la
diferencia ¢ — ¥ es precisamente el opuesto ey — ef, de la diferencia de las velocidades
de los observadores, que es precisamente la velocidad aparente del primer observador
para el segundo.

Nota: Pudiera objetarse al planteamiento anterior que hemos llamado velocidad
en un instante ¢ a la recta tangente a la trayectoria espacio-temporal (T; nunca es
un vector espacial), con lo que cambiamos el significado tradicional del concepto de
velocidad y no deberiamos extranarnos si los consiguientes resultados fueran dispares
de los tradicionales. Pero la realidad es que la definicién dada coincide totalmente con
el concepto usual de velocidad. En efecto, tradicionalmente se entiende por velocidad
instantdnea el espacio recorrido por unidad de tiempo (cuando ésta es infinitamente
pequena) de modo que siempre es un vector espacial, en aparente contradiccién con la
definicién que hemos dado. No obstante, si un observador afirma que cierto movil parte
en direccién Sur a 60 km/h y otro nos dice que se desplaza en tal direccién con una
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velocidad de 1 kilémetro por minuto, no consideramos que discrepen en la velocidad
del mévil, aunque el segundo nos dé un vector espacial 60 veces menor, porque usa
otra unidad de tiempo. Cuando la velocidad se entiende como vector espacial, depende
de la unidad de tiempo, de modo que la velocidad es realmente una aplicacion de las
unidades de tiempo en los vectores espaciales, aplicacién que siempre es lineal porque a
doble, triple, etc. unidad de tiempo le corresponde un vector doble, triple, etc. Como
las unidades de tiempo son los intervalos de la trayectoria del observador, las unidades
infinitesimalmente pequenas son los vectores tangentes a su trayectoria, y la velocidad
del mévil es una aplicacion lineal de la recta tangente a la trayectoria del observador en
los vectores espaciales, aplicaciéon que se identifica canénicamente con su ”grafica”, que
es precisamente la recta tangente a la trayectoria del mévil: la velocidad en el sentido
que le hemos dado.

1.3 Estructura Infinitesimal

Veamos la estructura infinitesimal del espacio y el tiempo en la Mecanica Clasica que
hemos desentranado en el largo apartado anterior; es decir, la estructura del espacio
tangente T, X que se deduce de las hipdtesis establecidas. La estructura infinitesimal
del espacio y el tiempo en la Mecanica Clésica es la de un espacio vectorial real V' de
dimensién 4 dotado de:

—. Una medida del tiempo {\?g}, dada por una métrica covariante simétrica sobre
V de tipo (+,0,0,0), bien definida salvo un factor positivo.

—. Una orientacion del tiempo W, ; es decir, una de las dos componente conexas
del abierto formado por los vectores v € V tales que g(v,v) > 0.

—. Una medida de longitudes {\*g*}, dada por una métrica contravariante simétrica
sobre V' de tipo (0, +,+, +), bien definida salvo un factor positivo, verificando la con-
dicién de que los radicales de g y g* sean mutuamente incidentes.

—. Una orientacion del espacio [Qg]; es decir, una orientacién del radical E de g.

y fijar representantes g y g* en estas dos familias de métricas significa elegir unidades
de tiempo y longitud. En tal caso fijar la orientaciéon del tiempo W, equivale a dar
una de las dos raices cuadradas w de ¢, la tnica que es positiva en W, , y fijar la
orientacién de F = rad g equivale a dar una forma de volumen Qg € AsFE, porque g*
induce un producto escalar en E. Fijadas unidades de tiempo y longitud, la estructura
infinitesimal del espacio y el tiempo en la Mecédnica Clasica es la de un espacio vectorial
real V de dimension 4 dotado de:

—. Una métrica covariante simétrica g sobre V' de tipo (+,0,0,0), llamada métrica
del tiempo.

—. Una 1-forma lineal w sobre V', llamada orientacion del tiempo, tal que g = wR@w.
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—. Una métrica contravariante simétrica g* sobre V' de tipo (0,4, +, +), llamada
métrica del espacio, cuyo radical sea Rw, de modo que g* induce un producto escalar
E x E - E, donde E =rad(g) = ker(w).

—. Una forma de volumen Qp € A3E, llamada orientacion del espacio, que en toda
base ortonormal {e1, ez, e3} de E tome valor Qg(eq, ea,e3) = £1.

Aunque la primera de estas dos definiciones sea la que recoge exactamente la es-
tructura infinitesimal del espacio-tiempo en la Mecanica Clasica siempre supondremos,
para simplificar la exposicién, que se han fijado unidades de longitud y tiempo. Asi, la
estructura infinitesimal del espacio-tiempo que tendremos presente serd:

(T,X59,w, 9", Qp)]

Ademss, a menudo fijaremos implicitamente un instante, de modo que el tiempo
pueda entenderse como una funcién diferenciable ¢ en X tal que w = dt. En contra-
partida, estas elecciones arbitrarias nos obligardn a comprobar si las definiciones son
independientes de las unidades de medida fijadas o si dependen y en qué forma.

1.4 El Principio de Inercia

La afirmacion de que el reposo relativo tiene caracter absoluto significa que disponemos
de una nocién de paralelismo entre las velocidades de los diferentes cuerpos en un mismo
instante. Dadas dos velocidades T € T,X y T € TpX en dos sucesos simultdneos
p, p, de modo que w(T) = w(T) = 1, diremos que T y T son vectores paralelos o
coincidentes si son las velocidades de dos trayectorias en reposo relativo; es decir,
cuando los observadores que pasan por p con velocidad T observen que los moviles en p
con velocidad T tienen velocidad aparente nula. Esta nocién de paralelismo define un
isomorfismo candnico T, X = T5X que coincide con el que induce la traslacién en X por
el vector p — p. Asi la estructura de fibrado principal permite comparar velocidades en
sucesos simultdaneos; pero no en sucesos que ocurran en momentos diferentes, de forma
que no compara las velocidades de un movil a lo largo de su trayectoria: la estructura del
espacio-tiempo que hemos desentranado atin no permite dar sentido a la variacién de la
velocidad de un mévil. Cierto es que los giroscopios detectan los cambios de direccion,
pero sélo de las direcciones espaciales, no de las direcciones espacio-temporales, y
la velocidad de un mévil nunca es espacial, sélo su velocidad aparente lo es. Los
giroscopios dan sentido al concepto de trayectoria de velocidad aparente constante
(para un observador prefijado), no al de trayectoria con velocidad constante, y seria
absurdo decir que los méviles de velocidad constante son los de velocidad aparente
constante respecto de un observador adecuado, pues toda trayectoria tiene velocidad
aparente constante para un observador: el que siga su misma trayectoria.

El Principio de Inercia suele enunciarse afirmando que, en ausencia de fuerzas,
los cuerpos se mueven con velocidad constante, suponiendo implicitamente que las
trayectorias con velocidad constante son las rectas de una estructura afin sobre el
espacio-tiempo X:
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Principio de Inercia: El espacio-tiempo tiene una estructura de espacio afin de
dimensién 4 cuyas trayectorias rectilineas son las trayectorias inerciales.

Cuando en la Mecéanica Clésica se asume el Principio de Inercia, se admite que X
tiene la estructura de un espacio afin A4 de dimensién 4, en cuyo espacio de vectores
libres V' tenemos la estructura infinitesimal puesta de manifiesto en el apartado 1.3:

Definicién: El espacio-tiempo de la Mecdnica Cldsica (o espacio-tiempo de Galileo)
es un espacio afin real A, de dimensién 4, cuyo espacio de vectores libres V esta
dotado de una métrica g (llamada métrica del tiempo), una forma lineal w (llamada
orientacidn del tiempo) tal que ¢ = w ® w, una métrica contravariante ¢g* (llamada
mélrica del espacio) que define un producto escalar sobre el radical E de g, y una
forma de volumen Qg en E (llamada orientacion del espacio) que tome valor £1 en
las bases ortonormales:

[ (A Vg w, g ) |

Esta estructura afin adicional permite definir los conceptos de trayectoria inercial
y de sistema de referencia inercial:

Diremos que una trayectoria p;: A; — X = Ay es inercial cuando sea una aplica-
ci6én afin (es decir, cuando su imagen sea una recta).

Diremos que un sistema de referencia afin (pg; v, e1,e2,e3) es inercial cuando
w(vg) = 1y {e1,ea,e3} sea una base ortonormal y orientada de E. En el corres-
pondiente sistema de coordenadas (t,x1, 2, x3) tenemos que vg = 9, e; = 01, eg = O,
€3 = 83.

Notese que la trayectoria pg + tvg del origen del sistema de referencia es inercial y
su velocidad es vg = 0.

Ahora el Principio de Inercia puede enunciarse afirmando que, en ausencia de fuer-
zas, los méviles siguen trayectorias inerciales; es decir, que su velocidad T' es un campo
de vectores auto-paralelo:

VT =0,

donde V denota la conexién lineal definida por la estructura afin del espacio-tiempo
Ay. En efecto, si (t,1(t), z2(t), z3(t)) son las coordenadas de la trayectoria de un
moévil en cierto sistema de referencia inercial, la velocidad del mévil es

T =0y + 2 (t)01 + 25(t)02 + 25(t) 05 ;
luego su aceleracién TV T es
TvT = l'/l/(t)al + (E/Ql(t)ag + .’ﬂg(f)ag 5

de modo que TVT siempre es un vector espacial y coincide con la aceleracién aparente
del mévil en el sistema de referencia dado. En particular, la aceleracién aparente del
movil es la misma en todos los sistemas de referencia inerciales.
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Si introducimos el vector de impulso I de una particula de masa m # 0 y velocidad
T:
I:=mT =m(0; + ¥) = moy + m¥ ,

vector que para cada observador recoge la masa y la cantidad de movimiento o momento
mu de la particula, entonces la condicion

0=IT & 0=T"I=(Tm)T+T T

de que el campo de vectores I sea auto-paralelo equivale a la anulacién de Tm y de
TVT, porque T nunca es un vector espacial y TVT siempre lo es. Vemos asi que la
Ley de conservacién del impulso (IVI = 0) recoge tanto la Ley de conservacién de la
masa (Tm = 0)como la Ley del movimiento inercial (TVT = 0).

El grupo de Galileo: Se llama transformacion de Galileo a toda afinidad ¢: Ay —
A, del espacio-tiempo de Galileo que conserve su estructura; es decir, tal que g*w = w
(wo@d =w)y @: E — E sea una isometria de g*. Las transformaciones de Galileo
forman un grupo respecto de la composicién de aplicaciones, llamado grupo de Galileo.

Es claro que las transformaciones de Galileo llevan sistemas de referencia inerciales
en sistemas de referencia inerciales. Ademads, si tomamos dos sistemas de referencia
inerciales

(po;vo, €1,€2,€3) ) (Po; Vo, €1, €2, €3)

es sencillo comprobar que la tnica afinidad ¢: Ay — A4 que transforma el primero en
el segundo

wpo) =po , @)=t , Gle1) =€ , Plea) =€ , Jles)=¢63

es una transformacién de Galileo. Asi pues, todos los sistemas de referencia inerciales
son equivalentes. En este sentido el espacio-tiempo de Galileo es is6tropo. Ademaés,
las ecuaciones que relacionan las coordenadas en los sistemas de referencia inerciales
coinciden con las ecuaciones de las transformaciones de Galileo en los sistemas de
referencia inerciales:

t=t+c
Z; =b; +vit + ainx1 + aipx2 +azrs , 1=1,2,3
donde la matriz A = (a;;) es ortogonal: A'A =1 .

Ejercicio: Hemos fijado unidades de tiempo y longitud. Si admitimos sistemas de
referencia inerciales con unidades diferentes, determinar las ecuaciones de los corres-
pondientes cambios de coordenadas.

Cuando se acepta el Principio de Inercia, tiene sentido preguntarse si es la Tierra
la que anualmente traza una dérbita eliptica alrededor del Sol o viceversa, entendiendo
la pregunta en el sentido de saber si es el Sol o la Tierra quien sigue una trayectoria
inercial. El Principio de Inercia permite restringir la descripcién del movimiento de
los cuerpos refiriéndolos siempre, si asi lo deseamos, a sistemas de referencia inerciales;
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pero este principio es muy problematico y cuestionable, pues todo intento de senalar un
sistema de referencia inercial (o una experiencia que permita decidir si un observador
es inercial) conduce a un fracaso o a oscuras consideraciones sobre cuerpos lejanos. No
es posible especificar la clase privilegiada de observadores inerciales sin involucrar la
totalidad del Universo o experimentos absurdos en #usencia de fuerzas”, mientras que
nuestra percepcion intuitiva del movimiento no se funda en ninguna experiencia que
realicemos sobre todo el Universo. Por eso seria deseable desarrollar una teoria del
movimiento que sélo incluya conceptos locales.

Lo que si es cierto es que infinitesimalmente el espacio-tiempo X, como cualquier
otra variedad diferenciable, tiene una estructura afin, pues el espacio tangente 7, X es
un espacio vectorial. En las regiones infinitamente pequeiias el concepto de trayectoria
inercial no presenta problema: cualquier observador puede ser considerado inercial en
un intervalo de tiempo suficientemente pequeno. Parece que el Principio de Inercia ex-
tiende arbitrariamente a la totalidad del espacio-tiempo X su estructura infinitesimal,
la que desentranamos en nuestra experiencia cotidiana, sin mas que hacer abstraccién
del suceso p, decretando que la estructura vectorial que diariamente vemos en 7,X ha
de ser sustituida por una estructura de espacio afin en X.

Veremos en el préximo capitulo como la teoria newtoniana de la gravitacion supera
esta situacién, pudiendo desarrollarse satisfactoriamente sin necesidad de introducir
sistemas de referencia inerciales. Asi comprenderemos que el Principio de Inercia sélo
tiene sentido en regiones infinitamente pequenas, cuando el espacio-tiempo se reem-
plaza por su espacio tangente, o es una ficcién irreal que introducimos cuando, por
algiin motivo, deseamos estudiar un fenémeno en 2usencia de fuerzas gravitatorias”.
La estructura del espacio, el tiempo y la inercia en la Mecanica Clésica expuesta en este
capitulo, que supone una estructura de espacio afin sobre el espacio-tiempo, sélo es ade-
cuada para estudiar la estructura infinitesimal del espacio-tiempo o su comportamiento
en ausencia de fendmenos gravitatorios.



Capitulo 2

Gravitacion Newtoniana

Lo verdaderamente importante en el Principio de Inercia es que afirma la posibilidad
de comparar vectores en dos puntos de una misma trayectoria, el caracter absoluto del
concepto de velocidad constante. La estructura necesaria para dar sentido a la variacion
de vectores a lo largo de curvas en una variedad diferenciable es la existencia de una
conexién lineal o derivada covariante. El Principio de Inercia presupone pues una
conexién lineal sobre el espacio-tiempo X y, al afirmar la existencia de una estructura
de espacio afin en X, le impone la condicién de ser plana, de tener curvatura y torsion
nulas. Podemos resumir y aclarar el Principio de Inercia afirmando que las propiedades
inerciales vienen dadas por una conexién lineal plana y sin torsién sobre el espacio-
tiempo X cuyas trayectorias geodésicas son las trayectorias inerciales. Tal conexién
lineal, al ser simétrica, estd totalmente determinada por sus geodésicas: fijar dicha
conexién plana equivale a dar las trayectorias inerciales.

En esta forma de entender el Principio de Inercia es sospechosa la exigencia de
que tal conexion lineal tenga curvatura nula, pues no es necesaria para dar sentido
a su enunciado y la tnica razén clara para introducirla es que hace dos siglos no se
conocia més nocién de paralelismo que la propia de la geometria afin. Para enunciar
el Principio de Inercia sélo se precisa una estructura afin infinitesimal sobre el espacio-
tiempo; es decir, un traslado paralelo de vectores a lo largo de curvas. Cartan estudid
la posibilidad de que, en ausencia de fuerzas, las trayectorias de los méviles fueran
geodésicas de una conexion lineal con curvatura y demostréd que asi se obtiene la teoria
newtoniana de la gravitacién. Es decir, las trayectorias de los cuerpos en caida libre
son geodésicas de una conexién lineal (de una estructura afin ininitesimal) sobre el
espacio-tiempo. A Einstein se debe la afirmacién, tan crucial como sencilla, de que en
una primera aproximacion los observadores en caida libre, bajo la accién tnicamente
de la gravedad, son indistinguibles de los observadores inerciales. En un experimento
mental nos invit6 a considerar un observador en caida libre hacia el Sol encerrado dentro
de un ascensor (una pequefia regién del espacio-tiempo). Desde la Tierra dirfamos que
no sigue una trayectoria inercial, sino que sufre una aceleracién creciente en direcciéon
al Sol debida a la accién de la gravedad. Sin embargo, sin mirar fuera del ascensor,
a este observador no le es posible decidir si sigue una trayectoria inercial o si estd en
caida libre bajo la accion de un poderoso campo gravitatorio: si suelta un objeto, éste
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permanece en reposo aparente' y si le aplica una fuerza, tal objeto se desplaza con
una aceleracion aparente proporcional a la fuerza aplicada. Einstein llamé Principio
de Equivalencia a la afirmacién de que la estructura de las trayectorias en caida libre
ha de coincidir infinitesimalmente con la de las trayectorias inerciales; es decir, que las
trayectorias en caida libre han de ser las trayectorias geodésicas de una conexion lineal
V sobre el espacio-tiempo X, conexién que no es razonable exigir que sea plana por
ser ésta una condicién sobre el segundo entorno infinitesimal (més alld de las medidas
realizadas en un ascensor).

En este capitulo mantendremos la estructura del espacio y el tiempo desentranada
en el apartado 1.1, afirmando que el espacio-tiempo es un fibrado principal X —
A; de grupo estructural un espacio vectorial euclideo orientado E de dimensién 3,
de modo que infinitesimalmente seguird siendo galileano. Pero no mantendremos la
hipétesis de que las propiedades inerciales vienen dadas por una estructura afin sobre
X, sino por una conexién lineal compatible con tal estructura de fibrado principal?. No
obstante, tal estructura no viene definida por condiciones locales, por lo que en el tltimo
apartado introduciremos las modificaciones necesarias para que adquiera caracter local,
obteniendo asi el punto de llegada de este capitulo, que son los conceptos locales de
espacio, tiempo, inercia y materia propios de la gravitacion newtoniana.

2.1 Conexiones de Cartan

A la vista de las consideraciones anteriores, rechazando la formulacién cldsica del Prin-
cipio de Inercia, lo reemplazamos por la siguiente hipétesis:

Las trayectorias en ausencia de fuerzas son las trayectorias geodésicas de una cone-
xion lineal V sobre el espacio-tiempo X.

En consecuencia, disponemos en X de todos los conceptos asociados a una conexién
lineal: derivada covariante de tensores en la direccién de un campo tangente, traslado
paralelo de tensores a lo largo de una curva (y por tanto variacién de un campo tensorial
con soporte en una curva), diferencial covariante de campos tensoriales, etc., y de todos
sus invariantes, siendo el més importante su tensor de curvatura Rs 1, que a cada terna
de campos tangentes D1, Do, D3 asigna el campo tangente

Ry1(D1, Do, D3) := DY (D5 D3) — DY (DY D3) — [Dy, D3]V D3 ,

donde DV D' denota la derivada covariante de D’ en la direccién D y [D,D’] := D o
D’ — D’ o D denota el corchete de Lie de los campos tangentes D y D'.

LCierto es que en su caida hacia el Sol tal objeto no permanece exactamente en reposo respecto
del observador, sino que experimenta un ligero acercamiento debido a que las rectas que los unen
con el centro del Sol no son paralelas. Dicho objeto se aproxima lentamente al observador. Con
medidas absolutamente exactas (irreales, mds alld de la precisién de nuestros instrumentos) si se
podria diferenciar entre ambas posibilidades, por eso decimos que son indistinguibles en primera
aproximacién, en un entorno infinitesimal.

2Conexiones que llamaremos de Cartan en honor de E. Cartan, que introdujo el concepto general
de conexién en [4] y [5], aplicdndolo al estudio de la Gravitacién newtoniana.
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Esta conexion V, que define la geometria del espacio-tiempo, no es totalmente
arbitraria, porque infinitesimalmente ha de tener las propiedades del espacio-tiempo
de Galileo: el traslado paralelo de vectores ha de conservar los intervalos de tiempo,
el traslado paralelo de vectores a lo largo de cualquier curva espacial ha de venir dado
por las traslaciones definidas por los vectores espaciales, y para vectores espaciales el
traslado paralelo ha de coincidir con el que determinan los giroscopios. Esto nos lleva
a introducir el siguiente concepto:

Definicién: Sea X — A; un fibrado principal sobre una recta afin orientada, de
grupo estructural un espacio vectorial euclideo E de dimensién 3. Diremos que una
conexién lineal V sobre X es de Cartan cuando verifique las siguientes condiciones:

1. El traslado paralelo conserva la métrica del tiempo: Vg = 0.

2. Si D es un campo tangente invariante por la accién de E, entonces DV D = 0
para todo campo de vectores espaciales D.

3. El campo de vectores espaciales V' definido por cualquier vector v € E es paralelo:
VV =0 .;i.e., tenemos que DYV = 0 para todo campo tangente D.

Dada una conexion de Cartan V, llamaremos aceleracion de una trayectoria de veloci-
dad T al campo tangente TV T, que tiene soporte en dicha trayectoria.

Veamos la expresion de los simbolos de Christoffel de una conexién de Cartan V en
el sistema de coordenadas (t, z1, 22, x3) de un observador arbitrario. La condicién 2 sig-
nifica que los campos tangentes J;, 01, 02, 03 tienen derivada covariante nula en todas
las direcciones espaciales. La condicién 3 afirma que los campos tangentes 9;, J2, O3
son paralelos y, en presencia de estas igualdades, la condicién 1 equivale a que el campo
tangente 9,V 0, sea espacial. Obtenemos asf los

2.1.1 (Simbolos de Christoffel de las conexiones de Cartan)

Vo, = 9;Yo=0 ,  i,j=1,2,3
Vo, = 0 , i=1,2,3
0V = —Fi(t,x1,x0,23) 01 — Fa(t, 21,70, 23)00 — F3(t, 1, T, 73)03

Es decir, las conexiones de Cartan se caracterizan por el hecho de que, en el sistema
de coordenadas de un observador, todos los simbolos de Christoffel son nulos salvo los
simbolos I'yy = —F;, ¢ = 1,2, 3.

Consideremos ahora un moévil de trayectoria (t,x1(t),z2(t), 3(t)) en las coorde-
nadas del observador. Su velocidad T viene dada por la férmula 1.3; luego, de acuerdo
con 2.1.1, su aceleracién es

TVT = 6tv8t + .13/1/(7,‘) o1 + 33’2’(15) 0o + Jfg(t) 03,

de modo que la diferencia entre la aceleracién TVT del mévil y la aceleracién o,V 8,
del observador es justamente la aceleracion aparente relativa al observador

o (t)er + 25 (t) ea + 25 (t) es
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Por tanto, en cualquier sistema de referencia (arbitrariamente acelerado) las ecuacio-
nes del movimiento 7V 7T = 0 son
2
d xX;
dt?

Vemos asi que para cualquier observador el movimiento en ausencia de fuerzas ocurre
“como si existiera una intensidad de fuerza gravitatoria

:Fi(t,.Tl,xQ,l'g) ) 2:17273 . (21)

ﬁ = —atvat

que sobre cada cuerpo de masa inerte m ejerciese una fuerza mFE y la aceleracién
aparente de los cuerpos, multiplicada por su masa inerte, coincidiera con la fuerza de
la gravedad”. Por eso diremos que el opuesto F de la aceleracién del observador es la
intensidad de fuerza gravitatoria® para el observador, y que las trayectorias geodésicas
de V son las trayectorias en caida libre. Esta fuerza gravitatoria es aparente en el mismo
sentido que lo son las fuerzas de Coriolis, las fuerzas centrifugas y demas fuerzas de
inercia.

Cuando se cambia el observador, las funciones F; no varian como las componentes
de un campo tangente sino como los simbolos de Christoffel de una conexién lineal. Si
F es la intensidad de fuerza gravitatoria aparente para un observador y en su sistema
de coordenadas la trayectoria de otro observador es (t,z1(t), z2(t), z3(t)), para el nuevo

observador la intensidad de fuerza gravitatoria aparente F' es
F'=F —a/(t)o —2l(t) 8y —xi(t)8s = F —a (2.2)

de modo que la diferencia F — F' entre las fuerzas gravitatorias observadas por ambos
es justamente la aceleracion relativa.

La fuerza gravitatoria aparente puede ser nula para un observador y no nula para
otro. No obstante, fijado el observador, la geometria V del espacio-tiempo esta total-
mente determinada por la intensidad de fuerza gravitatoria aparente F. Ademas, de
acuerdo con 2.1.1, las conexiones de Cartan tienen torsion nula y, por tanto, estan de-
terminadas por sus geodésicas: Las trayectorias en caida libre determinan la geometria
V del espacio-tiempo.

Ejemplo 2.1.2 Cualquiera de los campos gravitatorios considerados tradicionalmente
en la teorfa newtoniana de la gravitacion define una conexién de Cartan mediante las
igualdades 2.1.1. Asi la conexion de Cartan V que define un cuerpo puntual de masa
m que sigue una trayectoria (t, x1(t), x2(t), xg(t)), cuando se supone que produce una
fuerza gravitatoria proporcional a las masas e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia, es

5tvat =Gm (1‘1 — ;Cl(t) o+ T2 - ;E2(t) 0y + s~ ;L‘g(t) (93> ,
T T T

donde G es una constante que depende de las unidades de medida y

r(t,x1, T9, x3) = /(21 — 21(£))2 + (22 — 22())2 + (23 — x3(t))2

30 que es la fuerza gravitatoria, con un abuso claro del lenguaje.
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es la funcién “distancia a la particula” (aunque esta conexién lineal sélo esté definida
fuera de la trayectoria considerada, es obvia la extension de la definicién de conexién
de Cartan a las conexiones lineales definidas en el complementario de un niimero finito
de trayectorias).

Ejemplo 2.1.3 Analogamente, la conexién de Cartan que define una distribucién de
masas de densidad p(t, z1,x2,23) es

3
G Ti— Y ta ) )
atvat = Z /// ( Y )p( Y1, Y2 y3) 3/2 dyldyzdyg 81
i=1 ((»Tl -

)2+ (22 — y2)? + (23 — y3)?)

(se supone que en cada instante la funcién p se anula fuera de un compacto, para
que las integrales sean finitas). En particular, la conexién de Cartan que define un
campo gravitatorio nulo (en ausencia de masas) tiene curvatura nula: es la conexién
de un espacio afin. Vemos asi que el espacio-tiempo de Galileo puede entenderse tanto
como estructura infinitesimal del espacio-tiempo como un caso particular de conexion
de Cartan: el de gravedad nula*. El espacio-tiempo de Galileo sélo es adecuado para
estudiar pequenas regiones del espacio-tiempo o para tratar cuestiones en las que se
puedan despreciar los fenémenos gravitatorios (o sustituir por “fuerzas”ad hoc).

Definicién: Sea V una conexién de Cartan. Diremos que el espacio-tiempo (X, V)
es plano si para algin observador la intensidad de fuerza gravitatoria F= —V,0; €s
nula. Es decir, si en algin sistema de referencia las ecuaciones de las trayectorias en
caida libre son de la forma

r1=ait+by , Ty=ast+by , x3=agt+ b3,

donde los coeficientes aq, as, as, b, b, b3 son constantes.
El espacio-tiempo es plano precisamente cuando su geometria V es la de un espacio
afin de dimension 4; es decir, cuando (X, V) es el espacio-tiempo de Galileo.

Teorema 2.1.4 Sea V una conexion de Cartan. La condicion necesaria y suficiente
para que el espacio-tiempo (X, V) sea plano es que se anule el tensor de curvatura de

V.

Demostracion: Si expresamos el tensor de curvatura de V en un sistema de referencia,
las tinicas componentes que pueden ser distintas de cero son
OF;
R271 (8t, 6i, 8t, dl‘j) = *R271 (8,-, 8t, 61;, d.T]) = Tﬂﬁj (23)
3
y su anulacién significa que F sélo depende del tiempo, no de la posicién, y que en
cada instante todas las trayectorias en caida libre tienen igual aceleracién aparente. Si
elegimos un observador en caida libre, la fuerza gravitatoria es nula a lo largo de su
trayectoria, pues su aceleracién aparente es obviamente nula. Luego F=0 para este
observador y concluimos que el espacio-tiempo es plano.
El reciproco es inmediato a partir de las igualdades 2.3.

4Totalmente similar a lo que ocurre con la geometria euclidiana, que es tanto la estructura infinite-
simal de toda variedad riemanniana com un caso particular de variedad riemanniana: el de curvatura
nula.
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2.2 Densidad de Masa

Si en el tensor de curvatura Ry ; de una conexién lineal V contraemos el indice contra-
variante con el primer indice covariante, se obtiene el tensor de Ricci Ro de V. Si V
es una conexién de Cartan, es sencillo comprobar que Ro(D, D’) = 0 cuando el vector
D 6 D' es espacial. Luego el tensor de Ricci Ry de cualquier conexién de Cartan V
es proporcional a la métrica del tiempo g: existe una unica funcién diferenciable f
sobre X tal que Ry = fg. Calculando el tensor de Ricci en el sistema de coordenadas
de un observador, a partir de 2.3, se concluye que la igualdad anterior es justamente
OF, /0x1+0F5/0xe+ 0F3/0x3 = —f . Compardndola con la cldsica ecuacion de Gauss
OF,/0x1 + OFy/0xq + OF3/0x3 = —47wGp vemos que en el caso de las fuerzas gravi-
tatorias que se derivan de la Ley de la Gravitaciéon Universal de Newton, tal funcién f
es proporcional a la densidad de masa gravitatoria p. Consideremos ahora el extrano
coeficiente de proporcionalidad 47G que aparece en la ecuacién de Gauss:

2.2.1 (La constante de la Gravitacién universal G) Recuérdese que la métrica
g depende de la unidad de tiempo. Si la unidad de tiempo se divide por un factor A, la
métrica del tiempo queda multiplicada por A2, luego f queda divida por A%, ya que el
tensor de Ricci Re no depende de las unidades de medida, pues V no depende. Fijadas
unidades de longitud y tiempo c¢m y s, la densidad de masa se mide en s~2. Luego
em3/s? ha de ser una unidad de masa: La unidad natural de masa es cm®s~2, la masa
que a la distancia de 1cm determina una aceleracién gravitatoria de un em/s?. En
estas unidades naturales la constante universal de la gravitaciéon G es 1. Cuando se fijan
unidades de longitud, tiempo y masa cm, s, gr, suponiendo que son independientes,
de hecho se han introducido dos unidades de masa, gr y em3/s?, y dicha constante
universal G es sélo la proporcion entre ambas. En la gravitacion newtoniana la masa,
la longitud y el tiempo no son magnitudes independientes. Al igual que si medimos
longitudes en centimetros y dreas en acres las férmulas se llenardan de la constante
de conversién de acres a cm?, en el sistema centimetro-gramo-segundo el nimero de
em?3/s? que tiene un gramo es G' ~ 6.6 - 1078, y no es mds universal que el nimero
de em? que tiene un acre. Lo més natural serfa fijar unidades de longitud y tiempo
em, s para medir a continuacién las masas gravitatorias con la unidad natural cm?/s?;
pero no es esta la costumbre més extendida, sino que se elige otra unidad de masa gr
que tendra G em?3/s? y obliga a introducir tal constante G en las férmulas, constante
que siempre puede suponerse que es G = 1 con una adecuada eleccién de la unidad de
masa. La razén del factor 47 en la igualdad f = 47wGp se debe precisamente a que,
cuando determinemos la fuerza gravitatoria en funcién de la densidad de masa p (ver
2.5.3) la unidad de masa induzca una aceleracién aparente de G cm/s? a la distancia
de 1¢m; es decir, para que la unidad de masa fijada sea precisamente de G cm?/s2.

Usaremos siempre unidades naturales, para que G = 1; luego la densidad de masa
ha de definirse del siguiente modo:

Definicién: Llamaremos densidad de masa (gravitatoria) de una conexién de Car-
tan V a la dnica funcién diferenciable p sobre el espacio-tiempo X tal que el tensor de
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Ricci Ry de V es

] Ry = (4mp)g \ (2.4)

En el sistema de coordenadas de cualquier observador, de acuerdo con 2.3, esta
igualdad es la ecuacién de Gauss (que por tanto es valida en sistemas de referencia
arbitrariamente acelerados):

O0Fy 0F, O0F;3
22— dnp.
8561 + 3172 + 8353 il

2.2.2 (Evolucién del Universo)

La ecuacién de Gauss Ry = (4mp)g muestra que la densidad de masa es una manifesta-
cién de una propiedad local de la geometria del espacio-tiempo y nos proporciona una
relacién cuantitativa entre ambas. Esta relacion es de gran importancia, porque del co-
nocimiento de la distribucién de las masas podemos inferir las propiedades geométricas
del espacio-tiempo. Por ejemplo, ya implica la imposibilidad de un Universo estatico
cuando la densidad de masa no es idénticamente nula, pues el espacio-tiempo seria
plano y en consecuencia su tensor de Ricci tendria que anularse.

Aunque en las regiones pequenas el Universo estd formado por enormes espacios
casi vacios y diminutas concentraciones de gran densidad, es de importancia crucial
la observacién de que a gran escala su densidad es practicamente constante. Por ello,
en este apartado supondremos que el Universo es uniforme, que en cada instante ¢
la densidad de masa es una constante positiva p(t). Ademds, las velocidades de las
galaxias que llenan el Universo definen un campo tangente U que ha de ser geodésico,
UVU = 0, si consideramos que, salvo la gravedad, la accién de las restantes fuerzas es
despreciable.

Supondremos también que la evolucién del Universo es isétropa, que sélo se produce
por dilataciones o contracciones; es decir, que las aplicaciones 13: & — &; definidas
por el grupo uniparamétrico del campo U son homotecias:

7(p) — (q) = r(t)(p — q)

para algin ntimero real r(t). Es evidente que 7(0) = 1 y que r(¢) ha de ser siempre
positivo. Es sugerente decir que r(t) es “el radio” del Universo en el instante ¢ (o mejor,
su proporcién con el radio actual) porque el volumen de cualquier regién espacial actual
(en el instante ¢ = 0) al evolucionar durante un tiempo ¢t queda afectado por el factor
r(t)3.

En el sistema de coordenadas (¢, 1,22, x3) de un observador cuya trayectoria sea
una curva integral del campo U (es decir, que se mueva con la galaxia donde habite)
tendremos

7:(0,a1,az2,a3) = (t,r(t)al,r(t)ag,r(t)ag)
U=0+y(x101 +2202 +1303)

donde y(t) := r'/r es la velocidad de expansion del Universo. Luego la ley del mowvi-
miento UYU = 0 se expresa

Fi=W +9y)z=r"r 12y i=1,2,3, (2.5)
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donde F10; + Fy0s + F305 = —0,Y ;. Para los observadores que se muevan con los
cuerpos celestes, sea cual sea su posicién, la fuerza gravitatoria aparente siempre estéa
dirigida hacia el observador, lo cual serfa absurdo si la fuerza de la gravedad fuese un
campo de vectores con realidad fisica independiente. En este ejemplo puede verse muy
bien que el campo gravitatorio es una conexion lineal, no un campo tangente. Por otra
parte, si exigimos que se verifique la ley de conservacion de la masa

p(t) = por(t)™*,

donde pg = p(0) es la densidad de masa actual, de la ecuacién de Gauss se sigue la
siguiente ecuacién de evolucion:

<

4mpo
—3 - )

3

; ¢ (2.6)

En particular, la segunda derivada de r(t) siempre es negativa, porque pg es positi-
va, de modo que la gréfica de r(t) siempre estd por debajo de sus rectas tangentes. La
pendiente de tal recta en el instante ¢t = 0 es precisamente la velocidad de expansion
actual H = r/(0) = y(0), también llamada constante de Hubble, asi que corta al eje
de abscisas en el punto t = —1/H. Si H es positiva, concluimos que el grupo unipa-
ramétrico 7 no puede estar definido cuando ¢t < —1/H: la edad del Universo ha de ser

menor que 1/H. Si H es negativa, se obtiene que la duracién del Universo serd menor
que —1/H.
Para resolver la ecuacién de evolucién introducimos la funcién z = r’. Tenemos que

calcular las curvas integrales del campo de vectores

0

D:Zﬁ—c’r—2$ .

or
Como zdz + (r=2dr = d(2?/2 — (/r), las ecuaciones de las curvas integrales son

S
22 — H2+4+2(¢ ’

T =

H =y(0) .

La forma de estas curvas depende del signo de H? — 2(, por lo que introducimos la
constante auxiliar a? = |H? — 2(|:

H? < 2¢ : El origen del Universo tuvo lugar cuando
t=Ha 2%+ 2Ca % arctan(H/a) — n¢a™3
y se expande hasta alcanzar un radio r = 2¢a™2, para contraerse a continuacién hasta
llegar a un colapso final. La duracién total del Universo es 27(a™3.

H? >2¢ y H >0 : El Universo se expande indefinidamente con velocidad decre-
ciente desde un origen que tuvo lugar cuando

H—
t=—Ha%—(a3In (H+Z> .
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H? >2¢ y H <0 : El Universo se contrae desde siempre con velocidad creciente
hasta llegar a un final que tendra lugar cuando

H —
t:Ha_2+§a_3ln(H+Z) .

Las afirmaciones sobre la duracién de los intervalos de tiempo se prueban integrando
una 1-forma cuyo valor sobre el campo tangente D sea 1, por ejemplo w = z~'dr. Si
H? > 2¢, entonces a2 = H? — 2( y tenemos

dr dz _ 2Cz _3 z—a
z 4C/ (22 — a?)? - a?(z? — a?) +Ga (Z+a>

y si H? < 2¢, entonces a® = 2¢ — H? y tenemos
dr dz _3 az z
? = —4(/ m = —QCQ <Z2—|—a2 -+ arctan (a>> .

Observaciones astronomicas

Hemos visto que para determinar la evolucion del Universo, bajo las hipétesis impues-
tas, necesitamos conocer su densidad actual pg y su velocidad de expansién actual
H = y(0). Tomaremos como unidad de tiempo 10° afios. Segtin las observaciones
astronémicas ahora el Universo estd en expansion (H > 0) y se estima que cada ano
aumenta en la proporcién (5’5 4 0’5)107!1. Luego, en nuestras unidades, tenemos

0’05 < H <006 ,

lo que nos da una cota de 20 mil millones de anos para la edad del Universo. El
Universo se contraerd hasta llegar a un colapso cuando pg sea mayor que 3H? /8. Si
aceptamos para H el valor 1/18, tenemos que 3H? /87 ~ 3'7 - 10~*. Ahora bien, en
todos nuestras féormulas p es la densidad expresada en el inverso del cuadrado de la
unidad de tiempo elegida, que es el millar de millones de anos. Si queremos expresar
tal densidad en gr/cm3 tendremos

p=d-G-b~66-10%.d,

donde d es la densidad expresada en gr/cm?, G ~ 6'6 - 10~ es la constante universal
de la gravitacién en el sistema centfmetro-gramo-segundo (ntimero de cm?/s? que tiene
un gramo) y b ~ 1033 es el cuadrado del ntimero de segundos que tiene nuestra unidad
de tiempo (10° afios).

En resumen, bajo las simplificaciones introducidas y de acuerdo con la teoria new-
toniana de la gravitacién, el Universo se contraerd siempre que su densidad actual
supere los 555 - 1073%gr /em?. Es muy dificil calcular la densidad actual; pero los
valores aproximados que suelen proponer los astrénomos oscilan entre 10~3!gr/cm3
y 5-107%gr/em3. Por ejemplo, si tal densidad fuera 1073%, el origen habria ocurri-
do hace 15 mil millones de afios y continuard su expansién indefinidamente. Si fuera
5-1072%gr /em3, colapsarfa dentro de 17 mil millones de afios.
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Estos términos de origen y colapso del Universo deben entenderse més bien como
una autolimitacion del alcance de la gravitaciéon newtoniana, ya que las singularidades
del campo U han de considerarse como sucesos en los que el Universo queda fuera de la
teoria, no como predicciones de la misma sobre lo que alli ocurre. Es asombroso que las
sencillas hipétesis de la gravitacion newtoniana impliquen la existencia de un momento
en que la teoria misma ya no puede formar parte de la estructura del Universo. A
veces este “origen”del Universo se identifica con la creacién del mismo, es decir, con
el fundamento de la existencia del mundo fisico. Este malentendido se basa en la
identificacién ingenua del orden causal con el orden temporal, ignorando que mas bien
es una ordenacion segun la aclaracién. Ser el fundamento de algo no significa precederlo
en el tiempo sino dar razén del mismo aunque su manifestacién haya sido posterior.
Lo que si es cierto es que, donde la estructura de la gravitacion newtoniana deje de ser
valida, sin duda aflorard una estructura mas bésica del espacio-tiempo que explique la
teoria newtoniana en condiciones similares a las actuales.

2.3 Sistemas de Referencia Inerciales

Tradicionalmente los sistemas de referencia inerciales se distinguian por la condicién de
que la velocidad aparente de los cuerpos suficientemente lejanos fuera practicamente
constante.

Definicién: Diremos que un sistema de referencia es inercial si en cada instante la
intensidad de fuerza gravitatoria aparente F' := —0,V 9, tiende a cero hacia el infinito.

La condicién de que un observador sea inercial obviamente no depende de la base de
vectores espaciales elegida sino sélo de su trayectoria (y de la conexién de Cartan V).
Puede ocurrir que no existan tales observadores inerciales. Por ejemplo, las conexiones
2.5 utilizadas en el estudio de la evolucién del Universo no admiten ningin sistema
de referencia inercial cuando la densidad de masa p no es nula, pues para cualquier
observador en caida libre la intensidad de fuerza gravitatoria aparente F siempre es
directamente proporcional a la posicion relativa, de modo que el médulo de F tiende
a infinito con la distancia al observador.

Si F es la intensidad de fuerza gravitatoria aparente para un observador inercial y en
su sistema de coordenadas la trayectoria de otro observador es (t,z1(t), z2(t), z5(t)),

de acuerdo con 2.2 la intensidad de fuerza gravitatoria aparente F’ para el nuevo
observador es

F' = F — 2/l (t) 0, — 24(t) Oy — 2 (t) D5 ,

de modo que el nuevo observador es inercial precisamente cuando la aceleracion relativa
es nula. Por tanto, todos los observadores inerciales miden igual fuerza gravitatoria
aparente, y la relacion entre las coordenadas en dos sistemas de referencia inerciales es
una transformacién de Galileo.
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El Principio de Inercia

Si una conexién de Cartan V admite sistemas de referencia inerciales, entonces define
una conexion de Cartan plana Vg, totalmente determinada por la condicién de que
las trayectorias de inerciales de V sean geodésicas de Vy. Ahora bien, la diferencia
Dy = V — Vg de dos conexiones lineales siempre es un tensor covariante de orden
2 valorado en los campos tangentes. Si la conexién Vg es de Cartan, la condicién
necesaria y suficiente para que lo sea V es que su diferencia Dy valore en los vectores
espaciales y su radical contenga a todos los vectores espaciales; es decir que

VzVo—w@)w@ﬁ

para algin campo de vectores espaciales F. Cuando la existencia de sistemas de refe-
rencia inerciales se establece como una de las hipdtesis bésicas de la Mecénica Clésica,
se enuncia el Principio de Inercia bajo la forma de que las trayectorias inerciales son
las geodésicas de una conexién de Cartan plana Vg, se introduce luego un campo de
vectores espaciales F y se postula que las trayectorias en caida libre son geodésicas de
la conexion V=Vyg—-w @ w® F. Estas hipotesis presentan la estructura de la gravi-

—

tacién newtoniana como un par (Vg, F), donde Vj es una conexién de Cartan plana
y F es un campo de vectores espaciales, lo que equivale a presentarla como un par de
conexiones de Cartan (Vo,V), donde Vi es plana. Por el contrario, en las paginas
precedentes se expone la gravitacién newtoniana como la estructura geométrica de-
finida por una tunica conexién de Cartan V, sin necesidad de introducir sistemas de
referencia inerciales. Solo en determinados casos particulares, cuando existan sistemas
de referencia inerciales, V define una conexién de Cartan plana Vj y, por tanto, un
campo de vectores espaciales F.

Dado que ambas teorias originan las mismas ecuaciones del movimiento, una visiéon
superficial del problema podria estar tentada de afirmar que son fisicamente equiva-
lentes (observacionalmente indistinguibles) y que sé6lo razones estéticas, de simplicidad
0 economia permitirfan fundamentar la eleccién de una sobre otra. Pero este andlisis
pasa por alto el hecho de que las teorias, ademas de ecuaciones, incluyen conceptos,
sin los cuales las ecuaciones carecen de sentido. Si el espacio-tiempo (o cualquier otro
ambito de la realidad) tiene determinada estructura, los conceptos que de ella se de-
riven candnicamente (de modo absoluto, sin elecciones arbitrarias) también formardn
parte de la estructura del espacio-tiempo. Si dos teorias son equivalentes en el sentido
de que en coordenadas convenientes originan idénticas ecuaciones, pero involucran con-
ceptos diferentes, entonces son fisicamente distinguibles, pues tiene sentido plantear la
cuestién de si todos los conceptos que intervienen en la estructura considerada admiten
una descripciéon operacional en términos fisicos o si, por el contrario, son observacio-
nalmente fantasmagdricos.

Si bien es cierto que una vez fijada una conexién de Cartan plana V los campos de
vectores espaciales se corresponden con las conexiones de Cartan, esta correspondencia
no es canodnica, pues obviamente depende de V. Esta falta de naturalidad significa que
la existencia de una conexién de Cartan V no es equivalente a la existencia de un par
(Vo, ﬁ), aunque ambas teorias proporcionen las mismas ecuaciones. Por eso podemos
preguntarnos si la estructura de la gravitacién newtoniana viene dada por una conexién
de Cartan V o por un par (Vg, V). Como la segunda opcién se reduce a superponer
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la conexién Vj, la cuestién se reduce a decidir si Vo puede distinguirse mediante
algtin experimento fisico de caracter local®, si los sistemas de referencia inerciales son
observacionalmente distinguibles mediante mediciones locales. Hasta el dia de hoy no
hemos visto ningin experimento local que permita reconocer las trayectorias inerciales
y, hasta que llegue (si es que llega), no podemos afirmar que la estructura local del
espacio-tiempo en la gravitacion newtoniana incluya algo més que una conexién de
Cartan con curvatura eventualmente no nula. Los intentos mas serios de aclarar el
concepto de los sistema inercial en la Mecédnica Clésica llevaron siempre (ver el libro
de E. Mach) a relacionarlos con la distribucién de masas en todo el Universo. Y es
que, como hemos visto, en ciertos casos la geometria global del espacio-tiempo (pues
la definicién 3.1 es claramente de cardcter global) permite definir una conexién de
Cartan plana V, disponiendo entonces en el entorno de aqui-ahora de los conceptos
de trayectoria inercial (geodésica de V) y de trayectoria en caida libre (geodésica de

V).

Este es un buen momento para retomar con mas claridad la pregunta sobre la po-
sibilidad de distinguir con mediciones locales todos los elementos de la estructura de
la gravitacion newtoniana que hemos ido desentranando. Dejando de lado las orienta-
ciones del tiempo y el espacio (y serfa muy interesante discutir su legitimidad), sélo la
estructura diferenciable del espacio-tiempo falla en el cumplimiento de esta exigencia,
resaltando de nuevo el cardcter arbitrario de nuestra hipotesis 0, su introduccién por ra-
zones nada observacionales, sino por nuestra limitacién en la aclaracién de estructuras
mas basicas que posibiliten la fudamentacién del movimiento.

Por tltimo, conviene observar que en la estructura infinitesimal del espacio-tiempo
(1.31.3) sf tiene sentido el concepto de sistema de referencia inercial, pues las lineas
rectas del espacio vectorial V pueden tomarse como trayectorias inerciales:

Definicién: Un sistema de referencia inercial infinitesimal en un suceso p € X es
una base {vg, e1, ez, ez} del espacio tangente T, X tal que

wg)=1 , w(er) =w(ez) =wlez) =0
g-=e1 Qe +ea®er+e3Res
Qp(er,ez,e3) =1

2.4 Potencial Gravitatorio

Sea V una conexién de Cartan. Por definicién V conserva la métrica del tiempo,
Vg =0, asi que los vectores Ry 1(D1, D2, D3) siempre son espaciales y podemos definir
el tensor de Riemann-Christoffel R2 o de una conexién de Cartan V, al menos cuando
el vector V3 es espacial:

Ry 2(D1, D3 V3,Dy) := Ry 1(D1, Dy, Dy) % V3,

5Pues el concepto de conexién lineal es local y, por otra parte, nuestra toma de conciencia del
espacio, el tiempo y el movimiento no presupone ninguna medida sobre la totalidad del espacio-tiempo.
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donde * denota el producto escalar asociado a la métrica del espacio g*. Este tensor
es hemisimétrico en sus dos primeros indices porque lo es el tensor de curvatura R 1;
pero en general carece de la simetria

Ry 2(Vi, D1; Vo, Da) = Ro 2(Va, Da; Vi, D) (2.7)

(donde los vectores V; y Va2 son espaciales) propia de los tensores de Riemann-Christoffel
de las métricas no-singulares. De acuerdo con 2.3, si expresamos esta condiciéon en un
sistema de referencia arbitrario, obtenemos

OF, OF;
a.%'j o 5$i ’

i?j: 1)2737

lo que equivale a la existencia de una funcién diferenciable w(t, z1, zo, x3) tal que

_ Ou

Fi_ )
al’i

1=1,2,3;

es decir, F = grad u es una fuerza conservativa.

Ahora bien, en sentido estricto Ry 2 no es un tensor, pues sélo estd definido cuando
la tercera variable es espacial. Para expresar la condicién 2.7 mediante un verdadero
tensor sobre X, en el tensor de curvatura Ry ; de V transformamos un indice covariante
en contravariante mediante la métrica g*, obteniendo el tensor

R%(wllevw%DQ) = w2 (R271(7:ng*7D17‘D2)) 5
asi que la condicién 2.7 puede expresarse también del siguiente modo:
R%(wl,Dl,wg,Dg) :R%(WQ,D27W1,D1) . (28)

Definicién: Dada una conexién de Cartan V, diremos que las fuerzas gravitatorias
son conservativas si verifica la condicién 2.8; en cuyo caso para cada observador existe
una funcién diferenciable u tal que tal que F= grad u. Tal funcién u estd bien definida
salvo la adiciéon de una funcién arbitraria del tiempo y diremos que es el potencial
gravitatorio para tal observador.

El potencial u, al igual que la fuerza de la gravedad ﬁ7 depende de la trayectoria del
observador. Si la aceleracién relativa de otro observador es a(t)01 + as(t)02 + as(t)0s ,
de 2.2 se sigue que para el nuevo observador el potencial gravitatorio u’ es

v =u—ai(t)r) — az(t)xe — as(t)zs — b(t) (2.9)
para cierta funcién diferenciable b(¢).

De la definicién y de la ecuaciéon de Gauss se sigue que para cualquier observador
el potencial gravitatorio u verifica la ecuacion de Poisson:

Pu  9Pu 9

Ay=24%, 7Y
" 0z Oz%  Oxd

= —4mp .
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En particular, en cada instante el potencial es una funcién arménica en el vacio.

Aunque el tensor de Riemann-Christoffel Ry o sélo esté definido cuando la tercera
variable es espacial, la simetria 2.7 es justo la condicién necesaria y suficiente para
que Rj 2 exista, entendido como métrica simétrica sobre la segunda potencia exterior
A%(TX) de los campos tangentes:

Teorema 2.4.1 Para que las fuerzas gravitatorias sean conservativas es necesario y
suficiente que exista una métrica simétrica Rg o sobre A2(TX) tal que

Ry 2(D1 A D3, V3 A Dy) = Ro 1(D1, Do, Dy) x V3
cuando el vector V3 es espacial. En tal caso la métrica Ra o es tnica.

Demostracion: La condicién es suficiente porque el cardcter simétrico de tal métrica
implica claramente la propiedad 2.7.

Reciprocamente, si las fuerzas gravitatorias son conservativas, consideramos un
sistema de referencia y la correspondiente base {0y A 01, O¢ A O2, Or A O5; D2 A D3, O3 A
01, 01 A\ 02, } de los 2-vectores. Se comprueba sin dificultad que la métrica simétrica

“H 0 0%u
faz = ( 0 O) = (5%‘3%‘) 7

donde 0 denota la matriz nula 3 x 3, satisface la condicién requerida.

Definicién: Diremos que una conexién de Cartan V es newtoniana si satisface las
siguientes condiciones:

1. Caracter conservativo: R3(wi, D1,ws, Do) = R2(ws, D2, w1, D1)
2. En cada instante el tensor de curvatura de V tiende a cero en el infinito.
3. El soporte de la densidad de masa p de V es espacialmente compacto®.

La segunda condicién, que junto con la tercera se introduce para evitar la conside-
racién de condiciones de frontera, tiene significado intrinseco, pues, al ser X — A; un
fibrado principal, los espacios tangentes a X en sucesos simultaneos son canénicamente
isomorfos. En cualquier sistema de referencia, la condicién 2 significa que

. OF; .
lim =0 , 1,7 =1,2,3, (2.10)
r—oo 0T,
J
donde r = /2% + 23 + 23 es la funcién “distancia a la trayectoria del observador”.
En cuanto a la primera condicién, que para cada observador significa que las fuerzas
gravitatorias son conservativas, no podemos justificarla a partir de la estructura del
espacio y el tiempo. Se verificaria automaticamente si V fuera la conexién asociada

SEn el sentido de que, en cada instante, la densidad de masa es nula fuera de una esfera suficien-
temente grande.
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a una métrica no-singular. Esta condicién, que ahora se nos presenta artificial, sera
una consecuencia necesaria de la estructura del espacio y el tiempo en la Teoria de la
Relatividad, asi que la explicaciéon de esta hipotesis se basard en que la Gravitacion
newtoniana es un caso limite de una mecanica méas perfecta donde la geometria V
deriva de una métrica del tiempo no-singular; pero el estudio de las relaciones entre la
gravitacion newtoniana y relativista se hard en el iltimo capitulo.

2.5 Ley de la Gravitacion Universal

La existencia de una estrecha relacién entre la geometria V del espacio-tiempo y la
densidad de masa p plantea la cuestiéon de saber si V estd determinada por p (si
cada conexién de Cartan estd determinada por su tensor de Ricci). La respuesta es
esencialmente positiva cuando V es newtoniana y la expresién analitica de V en funcién
de p es precisamente la famosa Ley de la Gravitacién universal descubierta por Newton.

Teorema 2.5.1 Si dos conexiones newtonianas tienen el mismo tensor de Ricci y una
trayectoria geodésica comin, entonces son iguales. (Si un observador en caida libre
conoce la densidad de masa p, puede determinar la geometria V del espacio-tiempo).

Demostracion: Sean V 'y V' dos conexiones newtonianas que tengan un observador en
caida libre comtn y sean u, u’ sus respectivos potenciales para dicho observador. Si
ambas conexiones definen la misma densidad de masa, de la ecuacién de Poisson se
sigue que A(u’ —u) = 0. Luego las segundas derivadas parciales
20,/ !
0*(v —w) O(F] — Fy)

&ciax]— - 8$j

son funciones arménicas en cada instante, y tienden a cero en el infinito de acuerdo
con 2.10. Podemos concluir que estas derivadas son nulas, asi que

Fl':FZ—i—al(t) 5 i:1,2,3,

para ciertas funciones diferenciables aq(t), as(t), az(t). Ahora bien, por hipétesis el
observador estd en caida libre respecto de ambas conexiones, asi que de las ecuaciones
del movimiento 2.1 se deduce que tanto F como F’ se anulan a lo largo de la trayectoria
del observador. Luego a1(t) = as(t) = as(t) = 0 y concluimos que F' = F, lo que
significa que ambas conexiones coinciden.

Corolario 2.5.2 La condicion necesaria y suficiente para que una conexion newtonia-
na sea plana es que su densidad de masa sea nula.

Demostracion: Es obvio que las conexiones planas tienen densidad de masa nula.
Reciprocamente, si la densidad de masa p de una conexién newtoniana V es nula,
consideramos un observador en caida libre para V y la conexién newtoniana plana V
que también lo admita como trayectoria geodésica (es decir, el potencial de V para
tal observador es idénticamente nulo). De acuerdo con 2.5.1 concluimos que V = Vy;
luego V es una conexién plana.
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Teorema 2.5.3 (Ley de la Gravitacién universal) Toda conezién newtoniana V
admite sistemas de referencia inerciales, y las ecuaciones del movimiento en caida libre,
en cualquier sistema de referencia inercial, son

d’z; ou
dt? ox; ' ! B
p(tay17y2ay3)
u(t, x1, 22, x = /// dy1dysdy
(&, 21,22,%3) \/(:171—y1)2+(x2—y2)2+(5037y3)2 B

donde p es la densidad de masa de V. En particular cada conexion newtoniana estd
determinada por su densidad de masa y una trayectoria inercial.

Demostracion: Sea u la funcién a que se refiere el enunciado, usualmente llamada
potencial newtoniano de p. Es bien conocido que satisface la ecuacion Au = —47wp y
que sus derivadas Ou/dz; y 8*u/dx;0x; tienden a cero hacia el infinito. Consideremos
la intensidad de fuerza gravitatoria aparente F para un observador. El razonamiento
dado en la demostracién del teorema anterior, donde ahora u es el potencial newtoniano
y u' es el potencial de V para el observador elegido, prueba que tenemos

ou

F; =
! 8951

+ai(t) ’ i:172737

para ciertas funciones diferenciables a;(t), as(t), as(t). Para un observador con acele-
racién relativa aq (t) 01 + az(t), 02 + as(t) O3 la intensidad de fuerza gravitatoria F'. de
acuerdo con 2.2, serd

o ou

1_(9%- ’

de modo que este nuevo observador es inercial. Obtenemos asf la existencia de sistemas
de referencia inerciales para V y que, al menos para un observador inercial, la fuerza
de la gravedad viene dada por las igualdades 2.11. Como la aceleracién relativa entre
observadores inerciales siempre es nula, concluimos que las igualdades 2.11 son validas
en todos los sistemas de referencia inerciales.

i=1,2,3, (2.11)

Nota: El factor 47 que aparece en la definicién de la densidad de masa se introduce
para que en el teorema anterior la constante de la gravitaciéon universal sea G = 1. Es
decir, si se opta por definir la densidad de masa p mediante la igualdad Ry = pg,
entonces en la Ley de la Gravitacién Universal aparecerfa el factor (47)~!, de modo
que tal eleccién corresponde a fijar como unidad de masa la que define un campo
gravitatorio F con flujo 1 a través de cualquier superficie que la rodee.

Como resumen de lo visto hasta ahora podemos decir que, dada una conexién
newtoniana V, hemos demostrado que el movimiento en caida libre ocurre como si
cada masa produjese una intensidad de fuerza gravitatoria inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia, y lo hemos probado partiendo de una hipétesis arbitraria:
el cardcter conservativo de la fuerza de la gravedad. Pero sélo hemos demostrado la Ley
de la Gravitacién universal para particulas test, para cuerpos con masa tan pequena
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que podamos despreciarla y suponer que no influye en la fuerza gravitatoria, lo que, en
sentido estricto, nunca ocurre. Nétese que en el teorema 2.5.3 la funcién p es arbitraria
(la dnica condicién es que en cada instante su soporte sea compacto). Las condiciones
impuestas a V no implican que la masa total

m(t) := /// p(t, 1, T2, x3) dridradrs

sea constante, ni impiden que el soporte de p pueda estar formado por dos esferas con
cualquier movimiento relativo ridiculo, acercidndose durante algin tiempo, permane-
ciendo luego en reposo relativo y finalmente girar vertiginosamente para luego alejarse.
Dada cualquier funcién diferenciable p(t, 1, x2, x3) con soporte compacto en cada ins-
tante, las ecuaciones de 2.5.3 definen una conexién newtoniana V cuya densidad de
masa es precisamente p.

Ahora nuestro propdsito es formular condiciones sobre V que impliquen la Ley de
conservacién de la masa y la Ley del movimiento para las masas que la originan (para
p). Estas ecuaciones de campo sobre V no tendrédn mds justificacién, por el momento,
que expresar de forma compacta y manejable estas dos leyes fundamentales de la Fisica
newtoniana que atin no hemos sabido recoger. Si nos preguntamos por qué son validas,
por ahora no daremos mas razén que su reiterada comprobacion factica, lo que vale
tanto como decir que carecemos de verdadera justificacién, que deberiamos incluirlas
como dos hipétesis arbitrarias adicionales de la Gravitacién newtoniana. Dedicaremos
el ultimo capitulo a demostrar que estas dos leyes, al igual que el caracter conservativo
de las fuerzas gravitatorias, son consecuencias de la hipétesis de que la teoria newto-
niana es una degeneracién de una mecanica donde la medida del tiempo viene dada por
una métrica no-singular: la Mecénica Relativista. Pero volvamos ahora a lo nuestro,
a la determinacion de las ecuaciones de campo que han de satisfacer las conexiones
de Cartan aceptadas en la Gravitacion newtoniana. Previamente examinaremos los
fundamentos de la Mecanica de fluidos, pues su punto de vista nos proporcionara la
adecuada comprensién de las ecuaciones de campo de la Gravitacién newtoniana.

2.6 Forma de Impulso

En este apartado V seguird denotando una conexion de Cartan sobre un fibrado prin-
cipal X — A; de grupo estructural un espacio euclideo orientado E de dimension
3.

Particulas

Segun vimos en 1.2, la velocidad de una particula puntual es la recta tangente a su
trayectoria, que por comodidad representamos por el tinico vector tangente T tal que
w(T') = 1. Pero cada particula tiene ademds una masa y tradicionalmente el producto
de la masa por la velocidad aparente recibia el nombre de cantidad de movimiento de la
particula, lo que nos lleva a entender cada particula puntual como un campo tangente
I con soporte en una trayectoria (llamada trayectoria de la particula) que sea tangente
a la misma y tal que w(I) sea una constante positiva. Tal vector I recibe el nombre de
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impulso de la particula y m = w(I) se llamard masa de la particula. Por definicién el
impulso de una particula de masa m y velocidad T es I = mT.

De acuerdo con 1.3, en el sistema de coordenadas de cualquier observador, el impulso
de una particula de trayectoria p, = (t,z1(t), z2(t), z5(t)) y masa m es

Tt It:m3t+m17

b

(por lo que I también podria llamarse vector de masa-cantidad de movimiento o masa-
momento). Su coordenada temporal, la masa m = w(I), no depende del observador,
mientras que su componente espacial mv = m(z|(t)01 + z5(t)02 + z5(¢)d3), que se
llama momento o cantidad de movimiento, si depende de la velocidad del observador.

Fluidos

Imaginemos ahora gran cantidad de particulas moviéndose por el Universo y vea-
mos como puede recogerse tal situacion en el caso continuo. Consideremos una pe-
quena region orientada tridimensional del espacio-tiempo. Como las trayectorias de
las particulas son curvas en un espacio de dimension 4, en general dicha region tridi-
mensional cortard la trayectoria de unas cuantas particulas. Sumemos’ los impulsos
de las particulas en el momento de traspasar tal regién, con signo + si el impulso de la
particula apunta hacia fuera, signo — si apunta hacia dentro y signo 0 si es tangente:

I I3
>
/\/.{.r L+1—1,
\1\
1

Aclaremos la cuestion del signo. La orientacién del tiempo w y la del espacio Qg
definen una 4-forma Qx := w A Qg llamada forma de hipervolumen del espacio-tiempo
X, y por tanto una orientacién espacio-temporal. En el sistema de coordenadas de
cualquier observador tenemos que

Qx =dt Ndxy ANdxo Adxs .

Ahora, dada una hipersuperficie y un vector no tangente N en uno de sus puntos, tene-
mos una orientacién local de la hipersuperficie, definida por la restriccion de iy (Qx),
y decimos que N apunta hacia fuera respecto de tal orientacién de la hipersuperficie.
Por ejemplo, la orientacion del espacio 25 es la que induce la velocidad de cualquier

"La suma tiene sentido, aunque los sumandos sean vectores en sucesos no simultdneos, porque
se supone que la regién es tan pequena que puede considerarse como parte del espacio tangente al
espacio-tiempo, que si tiene una nocién de paralelismo de vectores.
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particula, asi que cuando una regién espacial se orienta con 2z, el impulso de cualquier
particula contenida en ella se cuenta siempre con signo +.

Para conocer el impulso que traspasa cualquier regién tridimensional infinitamente
pequena es suficiente determinarlo en el caso de los paralelogramos , por lo que para
cada terna de vectores Dy, Dy, D3 € T, X pondremos:

Suma, con su signo, de los impulsos de las
I13(Dy, Dy, D3) := | particulas que traspasan el paralelogramo
infinitesimal orientado {D;, D2, D3}

donde el signo que afecta al impulso I de una particula es
+ cuando {I, Dy, Dy, D3} sea una base orientada positivamente.
— cuando {I, Dy, Dy, D3} sea una base orientada negativamente.
0 cuando {I, Dy, D2, D3} son linealmente dependientes.

Quizas sea mas facil entender esta definicién si vemos el paralelogramo de aristas
{D1, D3, D3} como la cara de un “cubo”tetradimensional €2, suponiendo que los vec-
tores {D1, Dy, D3} estén orientados positivamente respecto de la orientacién inducida
por € en su borde (si no, se cambia por un cubo adyacente al otro lado):

Ds y 1

Q M3(Dy, Do, Dy) =1 —1'

D,

p

Si un vector I apunta hacia fuera del cubo €, entonces la base {I, Dy, D2, D3} estéd
orientada positivamente (respecto de la forma de hipervolumen Q x ). Entonces tenemos
que

Suma de los impulsos de las Suma de los impulsos de las
II5(Dy, Dy, D3) = | particulas que pasan la cara | — [ particulas que pasan la cara
{D1, D2, D3} saliendo de §2 {D1, D2, D3} entrando en 2

Por ejemplo, para un observador cualquiera tendremos que

II3(01,02,05) = (

Suma de los impulsos de las particulas
contenidas en el cubo {9y, 02,05}

Suma de los impulsos de las particulas que en la
unidad de tiempo traspasan el cuadrado {0;,0;},
con signo + si la velocidad aparente apunta hacia
fuera, — si apunta hacia dentro y 0 si es tangente

II3(0,05,05) =

Esta aplicacién Il3, que recoge de modo continuo las masas y velocidades de las
particulas que se mueven por el Universo, no puede ser totalmente arbitraria. En
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efecto, la aplicacién
(II3 - 0;)(D1, Dy, D3) := 3(D1, Dy, D3) - 0y = w(Il3(D1, D3, D3))

(donde el producto se realiza con la métrica del tiempo ¢) mide la masa que traspasa
cada regién tridimensional del espacio-tiempo, asi que en cada regién espacial mide la
masa total de las particulas contenidas en la misma. Luego la restriccién de Il3 - 9, a
cualquier hipersuperficie espacial £, ha de coincidir con el producto de la densidad de
masa p de V por la forma de volumen Qg del espacio:

pQE = (H3 . 3t)|t:a . (212)

Por otra parte, si todas las particulas estan en reposo para el observador, tendremos
que H3(ad; + U1, b0; + Ua, cOy + U3) = U3 (v, U2, ¥3). Como la cantidad de movimiento
de cualquier particula es nula, I3(¥;, U2, ¥3) ha de ser un vector proporcional a 0O;;
luego Il3(¥,va,v3) = (U3(¥1,0s2,73) - 0¢) 0y. Por ultimo 2.12 permite obtener que
II5(0y, v, Us) = (pS2g) (¥, V2, U3) 0. Concluimos que en este caso

I3 = p(dzy A das Adas) @ Oy (2.13)

y, en particular, II3 es una 3-forma valorada en los vectores tangentes al espacio-tiempo
X, que se anula al contraer el indice contravariante con cualquier indice covariante,
Ol — 0.

Si consideramos que cada particula ocupa una pequena region alrededor de su tra-
yectoria y suponemos que no gira sobre si misma®, de modo que todas sus partes tienen
la misma velocidad (y estdn todas en reposo para un observador que se mueva con la
particula), entonces contribuye a II3 con un sumando del tipo 2.13. Luego II3 ha de
ser una 3-forma valorada en el fibrado tangente T'X, llamada forma de impulso, que
verifica la siguiente condicién de simetria:

CH(I3) =0 . (2.14)

Por tltimo, consideremos una pequena regién espacial variable A; durante un corto
intervalo de tiempo to < t < t; (es decir, un tubo tetradimensional €2 en el espacio-
tiempo)

e _

gto St 1
e L~

8Las consideraciones que siguen dejardn de ser vélidas en cuanto se admita la posibilidad de que
las particulas tengan spin o cualquier otra caracteristica ademds de la masa y la trayectoria.
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y apliquemos el Teorema de Stokes®:

/ngz/ ng/ H3+/ H3+/ 115 .
Q 0N Ay Ay lado

En la regién A;, el vector de impulso de cualquier particula apunta hacia dentro de
), porque esta orientado al futuro:

/ M. — <Suma de los impulsos de las particulas)
3= —
A

. que estan en A en el instante t = tg
0

En la regién A, el impulso de todas las particulas apunta hacia fuera:

/ M. — (Suma de los impulsos de las particulas)
3 =
A

. que estan en A en el instante ¢t = ¢4
1

En el borde lateral del tubo, cuando el impulso de una particula apunta hacia fuera,
se trata de una particula que antes estaba dentro de A y después fuera, de una particula
que sale de A, y cuando apunta hacia dentro se trata de una particula que entra en A:

Suma de los impulsos de Suma de los impulsos de
/ II3 = | las particulas que salen | — | las particulas que entran
lado de Aentret=tgyt=1t; en Aentret =ty yt=1t

Por tanto, la condicién
dll3 =0
significa que la variacién del impulso total de las particulas contenidas en A coincide
con el de las particulas que han entrado en A menos el de las que han salido: es una
ley de conservacién del impulso en las regiones infinitesimalmente pequenas, y para
cada observador da una ley infinitesimal de conservacién de la masa y la cantidad de
movimiento.

Todos estos argumentos!'? nos llevan a representar la masa v la cantidad de movi-

miento en la gravitacién newtoniana del siguiente modo:

Definicién: Dada una conexién de Cartan V, llamaremos forma de impulso de un
fluido a toda 3-forma II3 de clase C*° sobre X, valorada en los campos tangentes a X,
que verifique las siguientes condiciones:

1. La restriccién de II3 - 9; a los vectores espaciales coincide con pQr (donde p
denota la densidad de masa de V y Qg la forma de volumen del espacio).

2. Es simétrica: C1(II3) =0 .

3. Ley de conservacién infinitesimal del impulso: dII; =0 (donde d denota
la diferencial exterior respecto de la conexién lineal V).

9La integracién de formas valoradas en un fibrado vectorial sélo tiene sentido cuando se realiza
con una conexién de curvatura nula, lo que no es el caso de las conexiones de Cartan arbitrarias. No
obstante, toda conexién lineal es infinitesimalmente plana, razén por la que hemos considerado un
tubo infinitesimalmente pequeno, aunque no sepamos dar sentido totalmente riguroso a tal nocién.

10Quien se sienta incémodo con los razonamientos anteriores, que no son deductivos sino buscan
establecer las definiciones que serdn el punto de partida de las demostraciones al uso, puede tomarlos
simplemente como motivacién més o menos sugerente de la definicién del concepto de forma de impulso.
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Ejemplos

Nubes de polvo: Consideremos un fluido y supongamos que particulas cercanas
tienen trayectorias aproximadas, lo que no siempre se cumple (asi, el gas de una ha-
bitacién, aunque a gran escala sigue la trayectoria de la superficie terrestre, se trata
de un movimiento medio, pues en realidad estd formado por particulas que se mueven
en todas direcciones). Es decir, suponemos que existe un campo tangente T’ que da el
movimiento de las particulas del fluido; en particular w(7T) = 1. En realidad debemos
imaginar que cada trayectoria representa una pequena regién con bastantes particulas,
de modo que la densidad de materia puede variar de una regiones a otras.

Sea {D;, D3, D3} una base ortonormal y orientada positivamente de los campos de
vectores espaciales, y sea {6y = dt,0;,02,03} la base dual de {Dy = T, Dy, Dy, D3}.
Como el impulso de todas las particulas es proporcional a 7', también ha de serlo
I13(D1, Dy, D3), y 2.12 permite concluir que tal coeficiente de proporcionalidad ha de
ser precisamente la densidad de masa p; es decir, que II3(D1, Dy, D3) = pT. Ademads
II3(T, D;, D;) = 0 porque en este caso las trayectorias son tangentes al borde del
paralelogramo. Como Qx = dt A Qg = 0y A 01 A O3 A O3, la forma de impulso es

M3 = (01 A6 A03) @ (pT) = plirQx)®T =Cf (2 ® (pT @ T))

y diremos que este caso es el de una nube de polvo de densidad p y velocidad T'. La
condicién de simetria C1I13 = 0 se cumple automaticamente

Cl(Ig) = p(ir(irQx)) =0

mientras que la igualdad dII3 = 0 impone condiciones diferenciales sobre p y T

ng = ( 91/\92/\03)®T)fd(pﬁl/\ﬂg/\t‘)g)@)T p91/\92/\03/\(dT)
3
dl' = Z DVT se prueba contrayendo con D;
i=0
dlls = (p91 A 0o /\93,) ®T+p(90/\91 A Oa /\93,) (TVT) .

Como TVT siempre es un vector espacial y 7 nunca lo es, la anulacién de dIl3 equivale
a la de cada uno de los dos sumandos:

0 = d(p91 A BOa A 93,)
0 = TVT donde p #0 .

La primera igualdad es la ley de conservacién de la masa, porque

T (pQx) (dir +ird)(pQx) = d(ir(pQx)) =

d(iT(peo ANBO1ABOy A 93)) = d(,o91 A Oy A 93) R

mientras que la segunda es la ley del movimiento, pues afirma que el fluido se mueve
en cafda libre (por geodésicas de V).
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Fluidos perfectos: Vamos a calcular la forma de impulso en el caso de que para
cierto observador las velocidades aparentes de las particulas se distribuyan aleatoria-
mente y con igual probabilidad en todas direcciones. Por razones de simetria tendremos

II3(01,02,03) = pO;

Masa que sale Masa que entra
II3(0;,01,02) = por la cara 05,01 en | — | por la cara 0o, en O +
la unidad de tiempo la unidad de tiempo
Cantidad de movimiento Cantidad de movimiento
+ que sale por la cara 02,01 | — | que entra por la cara 0z, 0
en la unidad de tiempo en la unidad de tiempo
Cantidad de movimiento Cantidad de movimiento
_ en la direccién del eje x3 en la direccién del eje x3
o que sale por la cara 85,91 | | que entra por la cara 9, 9;
en la unidad de tiempo en la unidad de tiempo

_ 9 Cantidad de movimiento en la direccién del eje x3\ P
o que sale por la cara 0o, 0; en la unidad de tiempo | pos

donde p > 0 es el doble de la suma (del médulo) de la cantidad de movimiento en la
direccién del eje x3 de las particulas que salen (o entran, pues coinciden por razones
de simetria) por la cara 09,0;. Luego p es la presién que el fluido ejerceria sobre
tal cara si hiciéramos el vacio por su parte interior, ya que cada particula, al rebotar
en dicha cara, le comunica en la direccién perpendicular una cantidad de movimiento
doble de la que tenfa la particula. Andlogamente tendremos Il3(d;, d1,03) = pds y
H3(8t, 82, 63) = —pBl. Luego

II3

p(dxy A dxo A das) @ Oy + p(dt Adxg Adxy) @ 05 +
+p(dt A\ d:vl A\ dl’g) X 82 +p(dt A\ dl’g A dZL'Q) X 81 =
= plia,2x) ® 0 +pCi(Ax @ ¢")

donde g* denota la métrica del espacio. Por tanto, en este caso la forma de impulso
del fluido es

My =CH(Qx ® (pT@ T +pg"))

para cierto campo de velocidades T'. Diremos que este caso es el de un fluido perfecto
de densidad p, presion p y velocidad media T'.

Un célculo similar al realizado en el ejemplo anterior prueba que la anulacién de
dII3 equivale a la ley de conservacién de la masa T7(p€Qx) = 0 y la ley del movimiento
de los fluidos perfectos:

p(TVT) = —gradp,

porque d(p Ci(Qx ® g*)) = Qx ® (gradp) , como puede comprobarse directamente
en un sistema de referencia.

2.6.1 (Expresiones en coordenadas)
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De ahora en adelante, en orden a la claridad de las férmulas, si tenemos un sistema de
coordenadas (¢, 1,22, x3), para cada funcién diferenciable f(¢,z1, 22, x3) pondremos

fei=0f/ot , fi:=0f/0x1 , fa:=0f/0x2 , f[f3:=0f/0x3.

De acuerdo con las condiciones 1 y 2 de la definiciéon de forma de impulso, en el sis-
tema de coordenadas (t, 1,2, x3) definido por cualquier observador (arbitrariamente
acelerado) tendremos:

3
I3 = (dzq Adzo ANdzs) ® (p0: + Zi:l wiai)

( 3

+(dt Ndxg A dxg) @ (w13t + ijl hljaj)
(
(

para ciertas funciones diferenciables w;, h;; = hj;; de las coordenadas (¢, z1,x2,x3).
Ahora debemos imponer la condicién de que la diferencial exterior de I3 es nula.
Como d(9;) =0y d(0;) = —dt ® F', tenemos que

3 3 3
dH3 = QX X (pt + ijJ)at - pﬁ + Z(wi,t + Z hij,j)&v y
j=1 i=1 j=1

asi que, en cualquier sistema de referencia, la anulacion de la diferencial exterior de la
forma de impulso, dIl3 = 0, viene dada por el siguiente sistema de ecuaciones:

o 2.15
pFy =w; +divh; 1=1,2,3 ecuaciones de Euler ( )

{ 0=p;+divw ecuacion de continuidad
donde W := w10; + wads + w303 y i_il := h;101 + hio0s + h;303. Notese que W es la
cantidad de movimiento por unidad de volumen.

Unidades de medida

Casi todos los conceptos definidos dependen de las unidades elegidas. Sélo la conexién
V, y por tanto su tensor de curvatura Ry 1 y su tensor de Ricci Ry, son independientes
de toda unidad de medida. Fijadas unidades de longitud y tiempo cm, s, decimos que
determinado concepto, definido a partir de la estructura (g, g*, V) del espacio-tiempo,
se mide en ¢m™s™ cuando, al sustituir g* por p~2g* (lo que equivale a multiplicar
por p? el producto escalar asociado a g*) y g por A%g, la definicién de tal concepto
quede afectada de un factor u™A™, donde A y p se suponen positivos. Por tanto, los
términos de cualquier igualdad han de ser cantidades homogéneas, en el sentido de
que sus unidades de medida deben coincidir. Veamos, a titulo de ejemplo, algunas
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unidades:

Concepto unidad
métrica del tiempo g 52
orientacién del tiempo w s
vector velocidad T' st
métrica del espacio g* em ™2
producto escalar * cm?
orientacién espacial Qg cm?
orientacién espacio-temporal Qx em3s
vector de velocidad aparente ¢ 571
médulo de la velocidad aparente v em/s
velocidad del observador 9y 571
ejes del sistema de referencia 0; em ™!
aceleracion TVT 572
moédulo de la aceleracion aparente cm/s?
intensidad de fuerza gravitatoria F 572
componentes F; de la intensidad de fuerza cm/s?
densidad de masa p 572
masa m de la particula em3 /82
cantidad de movimiento mv em3/s?
tensor R3 em ™2
potencial gravitatorio u em?/s?

El impulso I = md; +mv de una particula, al igual que la 3-forma de impulso 113 de
un fluido se mide en ¢m?/s3. Por eso, en la definicién de la 3-forma de impulso de un
fluido, con todo rigor hemos debido decir “Es un tensor, medido en cm?/s3, que ...”;
pero si bien esta claro qué significa decir que determinado tensor, definido a partir de

(g,9%, V), se mida en em?3/s3 ;qué es dar un tensor medido en cm?s®?

Si un tensor se mide en s~2, como es el caso de la densidad de masa p o del vector
aceleracion TVT, entonces su producto tensorial con ¢ = w ® w no depende de las
unidades de medida, es un tensor con significado fisico absoluto. Asi, los tensores
pg vy (TVT) ® g s6lo dependen de la estructura del espacio-tiempo, no de nuestras
elecciones (sistemas de referencia y unidades). Sea T := (Rw)* el dual del espacio
vectorial de dimensién 1 generado por w (que no depende de la unidad de tiempo).
Los tensores T} que se miden en s® son los tensores de tipo (p, q) sobre X valorados en
T®’, Si fijamos el espacio vectorial L generado por un tensor que se mida en cm ™!,
entonces podremos definir el concepto de tensor medido en em®s® como los tensores
sobre X valorados en la recta vectorial L®* @ T®?. Hasta el momento los tinicos
tensores que hemos encontrado medidos en ¢m han sido las diferenciales dz; de las
coordenadas cartesianas; pero dependen de un sistema de referencia, no sélo de las
unidades de medida. Por eso es preferible considerar el dual del producto tensorial de

la orientacién del espacio Qg con g*; es decir, L* := (RQg) ® (Rg*) .
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2.7 Mecanica de Fluidos

En este apartado veremos cémo la forma de impulso II3 de cada fluido se corresponden
naturalmente con una métrica contravariante simétrica T2 de divergencia nula, que
tiene la ventaja de ser independiente de la orientacién espacio-temporal fijada.

Tensor de energia-momento

Lema 2.7.1 Sea Qy una forma de volumen no nula sobre un espacio vectorial V de
dimension n. Las aplicaciones lineales

[y ®e?
P APV — A,V BP(eP) = 011“.5 (va>
son isomorfismos y
p=0'01: VRV, V)RV |, ¢(T?)=Cl(QyeT?),

induce un isomorfismo entre los tensores contravariantes simétricos de orden 2 y las

(n—1)-formas I1,,_1 valoradas en' V que son simétricas en el sentido de que Ci(Il,,_1) =
0.

Demostracion: Para ver que las aplicaciones lineales ¢P son isomorfismos basta consi-
derar las bases usuales de APV y A, _,V y observar que

¢p(U1 /\.../\’Up) :i'ul --~iUPQV ZQv(’Ul,...,UP,—,...,—)
para cualesquiera vectores vi,...,v, € V. Ademads, el siguiente cuadrado es conmuta-
tivo:
H 2
VeV — AV
I Ik
ci
(An—lv) QV — n—2v
Ci(dle®v)) = Cf(¢'(e) ®v) = Cf ((iev) @)
= ivieQy = ¢ (e Av) = ¢* (H(e® )
donde H(e®v) :=e®v—v®e =eAv es el operador de hemisimetrizacién. Si

T? € V®V y ponemos II, 1 := ¢(T?), entonces CiII, ;1 = 0 justamente cuando
H(T?)=0; es decir, cuando T? es simétrico.

Proposicién 2.7.2 Sea X una variedad diferenciable de dimension n dotada de una
conexion lineal sin torsion V y una forma de volumen no nula Qx autoparalela:
VQx = 0. Las (n — 1)-formas simétricas 1,1 valoradas en los campos tangentes
y con diferencial exterior nula se corresponden de modo natural, via la igualdad

I, 1 =Ci(Qx ®T?% ,

con las métricas contravariantes simétricas T? de divergencia nula.
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Demostracion: Dado un punto p € X, consideremos una base de campos tangentes
{D1,...,D,} en un entorno de p tal que (VD;), = 0 para todo 1 < ¢ < n. Si
{601,...,0,} esla base dual, entonces (V6;), = 0 para todo 1 < i < n. Como la torsién
de V es nula, df; es la hemisimetrizacién de V#6;, de modo que también df; = 0. Si
Qx = hb1 A... A0, la condicién VQx = 0 implica que d,h = (Vh), =0, y por tanto
d(ip,Qx) se anula en p para todo 1 <14 < n. Calculemos:

n

T® = ) fyDi®D;
i,j=1
(VTQ)p = (dpfij) ® (Di)p ® (Dj)p
i,5=1
(divyT?), = (Z(Z Dif;) Dj)p
O, = CHOQx®T%) =" fi(ip,0x) ® D;
AL,y = Y (dpfi;) Aip,2x)p @ (D;), =

5]

(> (Z Difij)0x @ Dj)p

J

y estd claro que tanto la anulacién en p de la divergencia de T2 como de la diferencial
exterior de II,,_; equivalen a la anulacién en p de las funciones ). D; f;; para todo
indice j.

Corolario 2.7.3 Las formas de impulso I3 de los fluidos se corresponden, via la igual-
dad 1I3 = C{ (Qx ® T?), con las métricas contravariantes T? tales que

1. T*(w,w)=0p.

2. T? es simétrica.

3. divgT?=0.

Demostracion: De acuerdo con 2.7.2, basta probar que T?(w,w) = p precisamente
cuando Il3 - 9; coincida con pQlg en los vectores espaciales. Concluimos al observar
que

(M3 -84) [i=a = O (w@3)i=a
= C (wWRT?*® (wAQE)) ima = T?(w,w) Qp .

Definicion: Dada la forma de impulso II3 de un fluido, diremos que la tnica
métrica contravariante simétrica T? tal que Iz = C}(Qx ® T?) es el tensor de
energia-momento del fluido.
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En presencia de la métrica del tiempo g: TX — T* X, el tensor de energia-momento
de un fluido 72: T*X — TX, al igual que cualquier otra métrica contravariante, define
un endomorfismo 71 : TX — TX y una métrica covariante Ty: TX — T*X :

THD) = T%*gD)=1i,pT? ) T! =Cl(gaT?
To(D,D") := T(D)-D =T%*gyD,gD") |, Ty =Cl(goT})

donde gD :=ipg. De acuerdo con 2.7.3, estos tensores T2, T}, Ty tienen las siguientes
propiedades:

T?(dt,dt) =p , divgT?>=0

THO,dt)=p , divg T =0

T5(0,0r) =p , divgyTa =0

y, como el radical de T ha de contener al de g, tenemos que

Ty = pg = pdt®. (2.16)
de modo que la primera condicién T?(w,w) = p de 2.7.3 afirma que el tensor de Ricci es
Ry = 4715, de modo que puede expresarse de modo analogo a la ecuacién de Einstein:

Ry = 87 (Tg — %g)

donde « denota la contraccién total de g ® T?; i.e., la traza de T1.

Tensor de tensiones

Sea II3 la forma de impulso de un fluido. La restriccién de I3 a los vectores espaciales
serd Qp ® I para cierto campo tangente I que llamaremos densidad de impulso del
fluido, porque representa la masa y la cantidad de movimiento del fluido por unidad
de volumen. La primera condicién de la definicién de forma de impulso afirma que
w(I)=1-08; = p, de modo que I = pd; + W, donde @ es la densidad de momento para
el observador d;. La condicién de simetria que satisface I3 implica (ver la expresién
en coordenadas 2.6.1) que la 3-forma ordinaria!! II3-9; coincide con i;Q2x , de modo
que la densidad de impulso I coincide con i,7? . En efecto, poniendo I :=i,T? =
Ci(w®T?) , tenemos

ijQX :C%(QX(@I_):C%QQ((U@QX ®T2):Cll(w®H3):H3-8t:iIQX

y concluimos que I = 4,772.

Corolario 2.7.4 Si la densidad de impulso I de un fluido es divisible por la densidad
de masa p, entonces existe un unico campo de velocidades T sobre el soporte de p y
una unica métrica simétrica covariante Ty, definida sobre los vectores espaciales, tales
que

T°=pT'RT+7T7,

donde T2 es la métrica contravariante que el producto escalar de vectores espaciales
asocia a Ty.

11Que mide la masa que traspasa cada regién tridimensional del espacio-tiempo.
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Demostracion: Sea T = I/p. Claramente T? = pT @ T + T2 , donde w esta en el
radical de 72. Ademés, en el abierto p # 0 (y por tanto en su cierre, que es el soporte
de p) T es un campo de velocidades: w(T) = w(I)/p = 1.

Ahora bien, 72 viene definida por una métrica sobre el dual E* = T*X/Rw del
incidente £ de w. Como el producto escalar de E induce un isomorfismo E ~ E*|
permite entender cada métrica 72 sobre E* como una métrica 75 sobre E.

Por 1ltimo, la unicidad de la descomposicién es evidente.

Corolario 2.7.5 Dar la forma de impulso I3 de un fluido, cuya densidad de impulso
I sea divisible por la densidad de masa p, equivale a dar un campo de velocidades T
sobre el soporte de p y una métrica simétrica espacial Ty tal que

divg () T®T+T?) =0,

donde T? es la métrica contravariante asociada a To mediante el producto escalar. La
relacion entre ambos datos es

I3 =C{ (Qx ® (pT ®T +T?)) .

Definicién: Cuando la densidad de impulso I de un fluido sea divisible por la densidad
de masa p, diremos que tal campo de velocidades T es la velocidad media del fluido y
la métrica espacial 75 recibe el nombre de tensor de tensiones del fluido.

Vemos asi que el concepto de velocidad media exige una hipédtesis de divisibilidad
de la densidad de momento W por la densidad de masa p, por lo que lo evitaremos en
lo posible.

Proposicién 2.7.6 Sea T un campo de velocidades y sea Tz una métrica covariante
definida sobre los vectores espaciales. La condicion necesaria y suficiente para que la
divergencia de pT @ T + T2 sea nula es que verifiquen

1. Ley de conservacién de la masa: T%(pQx) =0
2. Ley del movimiento: p(TVT) = — divy 7?2
Demostracion: En primer lugar calculamos V(pT @ T + T?2) :
VT @T+T*)=dpRT T+ p(VT) @ T + pT @ (VT) + VT?
y, al contraer los dos primeros indices, obtenemos la divergencia
divg(pT @ T +T?) = (Tp)T + p(divy T)T + p - ir(VT) + divy T2
= (Tp+p(divyT)) T + p(TVT) + divy T? .

Ahora, como Tt = 1 y la conexién V es de Cartan, el campo tangente TV 7T es
espacial. También el campo tangente divy 7?2 es espacial, porque V8; = 0 cuando
i =1,2,3. Se sigue que la divergencia de pT' ® T + 7?2 es nula precisamente cuando

0 = p(TVT)+ divy 72
0 = Tp+p(divyT)
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Esta tltima condicién es equivalente a la Ley de conservacién de la masa, pues
TL(pQ)() = (Tp)QX + p(TLQ)() = (Tp + pdin T) Qx

al ser TEQx = (divy T)Q2x cuando la conexién V es de Cartan.

Expresiones en coordenadas

Usando las notaciones de 2.15, en el sistema de coordenadas (¢, x1, 2, 23) definido por
un observador arbitrariamente acelerado tendremos que el tensor de energia-momento
T? de un fluido es

3 3
T2 = p0 @0+ wid®@0%i+0;®0)+ > hijd;®0
i=1 ij=1
Tll = (p(?t + wlal + w282 + ’LU333) X dt
I = igT?= pd; + w101 + w205 + w305

Cuando la densidad de impulso I = pd; + @ es divisible por p, tenemos definida la
velocidad media T del fluido y su tensor de tensiones 75:

T = at + 0181 + ’1)282 + v383
3
T = Z Tijdl‘i (9 dl‘j
i,7=1

donde 7;; = 7;; y las funciones v; estan bien definidas en el soporte de p. El campo
tangente U := v197 + vo0s + v303 = T — 0, es la velocidad media aparente del fluido
para el observador fijado. La igualdad T? = pT ® T + 72 de 2.7.4 significa que
w; = pu; 1=1,2,3
hij = pvivj + 7y i,7=1,2,3
Introduciendo estas igualdades en las ecuaciones 2.15 y simplificando las tres ultimas

con ayuda de la ecuacién de continuidad, obtenemos las clasicas ecuaciones de la
Mecénica de fluidos:

0= pt + (pv1)1 + (pv2)2 + (pv3)s
pF; = p (viy + v1v5,1 + V2032 + v3v53) + Tin1 + Tiz2 + Tis3

Ejemplos

Nubes de polvo: Son los fluidos en que el tensor de esfuerzos es nulo, 73 = 0; es
decir, su tensor de energia-momento es de la forma

T? =pT®T
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para algiin campo de velocidades T

Fluidos perfectos: En el caso de un fluido perfecto de velocidad media Ty presion
p, el tensor de energia-momento es

T?=pT T +pg*

Fluidos viscosos: En general, se llama presion p de un fluido a la traza de su
tensor de esfuerzos 7z, afectada del factor 1/3:

_ T11 + Tog + 733
3

Consideremos las particulas contenidas en una unidad de volumen alrededor de un
suceso, que vendran dadas por campos I = m; Tk con soporte en ciertas trayectorias
de velocidad Tj. El tensor de energia-momento del fluido en tal suceso es

szka®Tk )
%

asi que la presién es

vZ, + v, +v?
p= Z k1 k2 k3
donde vi101 + V202 + V303 es la velocidad aparente de la particula k-ésima para un
observador cuya velocidad coincida con la velocidad media T' del fluido (es decir, para
este observador T = ¢, lo que equivale a decir que v; = vy = v3 = 0).

2.8 Ecuaciones de Campo

La ecuacion de Poisson, que es la inica ecuacién de campo que hemos impuesto a la
geometria V del espacio-tiempo, no da cuenta de la Ley de conservacién de la masa ni
de la Ley del movimiento, pues la funcién

/// p(t y1 Y2,Y3) dy1dyadys

Vg =202 + (y2 — 22)? + (y3 — 73)°

satisface la ecuacion de Poisson, cualquiera que sea funcién diferenciable con soporte
espacialmente compacto p(t,z1,22,23). Para que la geometria V del espacio-tiempo
verifique tales leyes es necesario imponerle ecuaciones de campo adicionales, que ahora
buscaremos aunque por el momento no tengan més interés que su equivalencia con estas

leyes; lo que es tanto como decir que no tienen mas justificaciéon que su comprobacién
factica.

Sea V una conexién de Cartan y sea p su funcién de densidad. Vamos a imponer
sobre V la condicién de que admita la 3-forma de impulso de algin sistema aislado:
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2.8.1 (Ecuaciones de campo) Existe una métrica simétrica contravariante 72, con
soporte espacialmente compacto12 tal que:

din T2 =0

T2 (w,w) = p
Sin pérdida de generalidad, y para recoger el caso de varios cuerpos, vamos a fijar una
descomposicién del soporte de T2 como unién disjunta de dos cerrados K; y Ky :

sopT? = K[ K»
T = T2|K1 +T2|K2
p = plr, +0lk,

Teorema 2.8.2 Si una conezion de Cartan V verifica las ecuaciones de campo 2.8.1,
entonces la masa contenida en K1 N&E;

ma(t) = /g (Dlk)

es una funcion constante del tiempo.

Demostracion: Consideremos una variedad compacta con borde S en & que separe
a K1 N& de Ko N&E;, es decir, que contenga al primer compacto en su interior y no
corte al segundo®®. De acuerdo con la ecuacién de continuidad 2.7.5, en un sistema de
referencia tenemos

my(t) = / pr dxidredrs = 7/(divu7)QE = 7/ ig Q=0
s s a5
porque 0 se anula en el borde de S, ya que T2 se anula.

Corolario 2.8.3 S5i una conexion de Cartan V verifica las ecuaciones de campo 2.8.1,
entonces la masa total del Universo
/ pQE
&

permanece constante a lo largo del tiempo.

Demostracion: Basta tomar Ko = () en el teorema anterior.

Una vez obtenida la Ley de conservacién de la masa, pasemos a estudiar el mo-
vimiento del centro de masas de la materia contenida en K;, que tiene las siguientes
coordenadas (en un sistema de referencia):

z;(t) = i/g (ziplr,) QE

mi

donde m; denota la masa contenida en K; en cualquier instante ¢, pues no depende
del tiempo.

12En el sentido de que sea compacta la interseccién de tal soporte con cada hiperplano espacial.
13Ta] variedad existe porque cada punto del primer compacto admite un entorno que es un cubo y
no corta al segundo compacto, y la unién finita de cubos es una variedad con borde.
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Teorema 2.8.4 (Ley de la Gravitacién Universal) Sea V wuna conexidn newto-
niana que verifique las ecuaciones de campo 2.8.1. En cualquier sistema de referencia
inercial de V, el centro de masas de la materia contenida en Ky satisface las ecuaciones

mﬂﬂﬂ:/(mmﬂﬂm C i—1.23.
&t

donde F = F10; + Fy05 + F303 es el gradiente del potencial newtoniano de las masas
que estdn fuera de Ky (es decir, del potencial newtoniano de p|k, ).

Demostracion: La ecuacion de continuidad 2.15 permite obtener la velocidad aparente
del centro de masas considerado, pues

1 1 o
myz;(t) = p /S(Ptxi) Qp = _E[g(dlvw)QE
1 . .
= —m—l/s(dlv(xzw)—wz)QE

-1 1
= 7/ z;(1QE) + 7/wzQE
mi1 Jas miJs

1
= 0+7/wiQEa
mq S

porque 0 se anula en el borde de S, ya que T2 se anula. Ahora calculamos la aceleracién
aparente del centro de masas aplicando las ecuaciones de Euler 2.15. Tenemos

1
xm>=4—/me
S

mi

1 - 1
= —7/(d1VhZ)QE+7/(pFZ)QE
S S

mi mi

1 _ 1
- ——/ zﬁﬂmf/(pFi)QE
m1 Jos m1 Js

I

(@]
+

m\

<
!
o)
=

porque le se anula en el borde de S, al anularse T2.

Segun 2.5.3, el campo de vectores espaciales F = F10, + Fy0s + F305 es el gradiente
del potencial newtoniano de p = p|k, + p|k, , y obtenemos que F =F+F, donde F
y F son los gradientes de p|x, ¥y p|x, respectivamente. Luego

s) = - [ o+ F) =
S

mi

1 ~ 1 _
= — /Et (P|K1Fi) Qp + o (plx. Fi) Qp

mi

porque plg, se anula fuera de S y coincide con p en S. Concluimos al aplicar el
siguiente resultado a la conexién newtoniana definida por F":
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Lema 2.8.5 Si F' es la intensidad de fuerza gravitatoria de una conexion newtoniana
en un sistema de referencia inercial, en cada fibra espacial & tenemos que

/gt(pFi)QEZO-

Demostracion: Se tiene

—47T[JFZ'

Fi(divF) = div (F;F ) — (gradF})F
div (F,F) — 8,(F - F)/2 = div (F,F) — div ((ﬁ : ﬁ)ai) .

Integrando en una bola B que contenga al soporte p en el instante ¢, resulta

_47r/ (pF;) Qp / div (F,F) Qp —2/ div ((ﬁ.ﬁ)ai) O,
&t B B

- /é}BFi(iﬁQE)—Q/aB(F"-

_ / Fi(ﬁ~N)QSf2/ (F-F)@i-N)Qs ,
OB OB

Sl
=
Q

fo)
8,

donde N es el vector unitario normal a la esfera 9B y (g es su forma de drea. Teniendo
en cuenta que estas dos ultimas integrales tienden a cero cuando el radio de B tiende
a infinito, se concluye que

747r/ (pF)Qp =0 .
Es

2.9 Estructura Local de la Gravitacion Newtoniana

Como ya senalamos, nuestra percepcién intuitiva del tiempo, el espacio y el movimiento
no se funda en ninguna experiencia que realicemos sobre la totalidad del espacio-tiempo.
Por eso, en orden a fundamentar cualquier teoria mecanica, sélo hemos de observar la
estructura local del espacio, el tiempo y el movimiento, para luego suponer que es
valida en cualquier otro lugar y momento. El Principio de la uniformidad del
Universo no debe enunciarse afirmando que éste se ve igual desde todos sus puntos
(lo que obviamente es falso), sino que su estructura local es la misma en todas partes.
Aunque se desee una teoria global, de la totalidad del espacio-tiempo, la estructura del
espacio y el tiempo ha de estar definida mediante conceptos y relaciones locales. La
estructura del espacio-tiempo debe decidirse localmente'®.

La estructura newtoniana del espacio y el tiempo que hemos desentranado en los
apartados precedentes no es de cardcter local, porque no lo es la estructura de fibrado
principal. El concepto de fibrado principal X — S es local en la base S; pero no
en X, lo que en nuestro caso significa que la hipé6tesis 1 (ver 1.1) no plantea ningin
problema, pues para que adquiera caracter local basta modificarla en el sentido de que
el tiempo sea una proyecciéon regular sobre un intervalo de una recta afin orientada

MIncluso serfa més deseable que viniera dada por condiciones infinitesimales; més atin, por condi-
ciones sobre el primer entorno infinitesimal, sin involucrar la curvatura.
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y no sobre toda la recta. Esto no introduce ninguna modificacién en el desarrollo
subsiguiente. La hipotesis 2 es la que no tiene cardcter local, pues afirma que las
fibras del tiempo son espacios euclideos, y debe sustituirse por la exigencia de que sean
variedades riemannianas de curvatura nula, lo que nos obliga a modificar ligeramente
la definicién del espacio-tiempo en la Gravitacién newtonianal® que dimos en 1.1, para
que adquiera caracter local:

16

Definicién: Un espacio-tiempo newtoniano'® es una variedad diferenciable X de

dimension 4

| Xg99.9) |

junto con una métrica simétrica covariante g, llamada métrica del tiempo, una métrica
simétrica contravariante g*, llamada métrica del espacio, y una conexioén lineal sin
torsién V que verifican las siguientes condiciones:

(Axioma 1) La métrica del tiempo g es de tipo (+,0,0,0) en todos los puntos de
X.

Esta hipétesis afirma que localmente ¢ = w ® w para alguna 1-forma w sobre X
que no se anula en ningin punto. Esta 1-forma w esta bien definida salvo un signo.
Llamaremos espaciales a los vectores del radical de g, es decir, a los vectores incidentes
con w. Este axioma afirma que, en cada punto de X, los vectores espaciales forman un
subespacio vectorial de dimensién 3. El producto de vectores con la métrica del tiempo
g se denota con un punto:

D-D' :=g(D,D").

(Axioma 2) La métrica del espacio g* es de tipo (0,4, +,+) en todos los puntos
de X y su radical es el incidente del radical de g.

Esta condicién expresa que g* induce un producto escalar definido tinicamente para
vectores espaciales, que denotaremos x.

(Axioma 3) EI transporte paralelo asociado a V conserva las métricas del tiempo
y el espacio:
Vg=0 , Vg"=0.

Segin veremos en el siguiente lema, la condicién Vg = 0 implica que w es una
diferencial localmente exacta, g = dt?, y las hipersuperficies donde g se anula (que
localmente son ¢t = cte.) se llamaran espaciales. La condiciéon Vg = 0 también implica
que la derivada covariante de campos espaciales siempre es espacial, asi que las hiper-
superficies espaciales son totalmente geodésicas y V especializa a tales hipersuperficies.

La condiciéon Vg* = 0 implica que la especializacién de V a las hipersuperficies
espaciales es precisamente la conexién de Levi-Civita de la métrica riemanniana que
induce g*.

15E] desarrollo de este capitulo no ha sido més que la justificacién razonada de la siguiente definicién
de los conceptos de espacio, tiempo, inercia y materia en la teoria newtoniana de la gravitacion.

16Para simplificar la exposicién supondremos que se han fijado unidades de longitud y tiempo, y no
introduciremos orientaciones del espacio y el tiempo, pues no intervendrin en las paginas restantes.
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(Axioma 4) Cardacter conservativo de las fuerzas gravitatorias:
R3 (w1, Dy;wa, Da) = R3(wa2, Da;wi, D)

donde R%(wi1, D1;wa, D) := wa (Ra1(iw, g%, D1, D2)) y Ra21 denota el tensor de curva-
tura de V.

(Axioma 5) Principio de existencia de rotaciones absolutas:
Ry1(D1,D9,V) =0
cuando el vector V es espacial.

En particular es nulo el tensor de curvatura de la especializacién de V a cualquier
hipersuperficie espacial, de modo que éstas son localmente isométricas a un espacio
euclideo.

Lema 2.9.1 Sea g una métrica de rango 1y signo positivo sobre una variedad diferen-
ciable X . Si existe una conexion lineal sin torsion V sobre X tal que Vg = 0, entonces
localmente g es el cuadrado de una diferencial exacta: g = dt @ dt .

Demostracion: Localmente g = w®w para alguna 1-forma w. La condicién V(w®w) = 0
implica que Vw = 0. Como la torsion de V es nula, dw es la hemisimetrizacién de Vw;
luego dw = 0 y concluimos que localmente w es exacta.

Teorema 2.9.2 En cada punto de un espacio-tiempo newtoniano (X, g, g*, V) exis-
ten sistemas de coordenadas locales (t,x1,x2,x3) tales que

1) g=dt®dt

2) gF=01R01+0: R0+ 03 @03

3) oyo; =0 . i,j=123

4) o; =0 ; i=1,2,3

5) 0y 0y = —gradu := —(01u)0; — (Oau)dy — (O3u)03

para alguna funcion diferenciable u(t, z1, a2, x3).

Demostracion: Dado un punto p de X, en virtud de 2.9.1, en algin entorno de p
tendremos w = dt para cierta funcién diferenciable ¢t. Fijemos ahora un observador que
pase por p, es decir, una curva p(t) que pase por py en la que ¢ sea una coordenada local,
junto con una base ortonormal {V;, Vo, V3} de los vectores espaciales en p. Trasladando
paralelamente estos vectores, en cada punto de la curva p(t) obtendremos una base
ortonormal de los vectores espaciales porque Vg* = 0. Podemos suponer que esta curva
corta a las hipersuperficies espaciales t = cte. en un tnico punto, asi que en cada una
tenemos una base ortonormal del espacio tangente en un punto. Tal base ortonormal
define un sistema de coordenadas locales (x1,x2,x3) en dicha hipersuperficie. De este
modo obtenemos un sistema de coordenadas locales (¢, 21,22, 23) en un entorno de p
y vamos a demostrar que en estas coordenadas se verifican las igualdades 1,2,3,4,5.
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La primera se debe a que los vectores 01, 02,05 son espaciales, y a que w(9;) = 1 al
ser w = dt.

Las igualdades 2 y 3 son consecuencias directas del modo en que hemos construido
las coordenadas x1, x2, x3, ya que las hipersuperficies ¢ = cte. son planas.

Derivando con 0, las igualdades g(9;, 9;) = 0 se obtiene que los campos 9,V d; son
espaciales:

0¥ 9; = GOy + Gin0s + G305 ; i=1,2,3.
Por otra parte, en virtud del axioma 5 tenemos
0= Ro1(0;,0;,0;) = 0;Y(0,Y 0;) = (8;Gi1)d1 + (0;Gi2)0s + (8;Gi3)0s

para todo 7,5 = 1,2, 3; asi que las funciones G;; sélo dependen del tiempo. Por cons-
truccidn, los campos 91, 02, J3 son paralelos a lo largo de la trayectoria del observador;
luego las funciones G;; se anulan en dicha trayectoria y podemos concluir que todas
las funciones G;; son nulas. Es decir, la igualdad 4 es cierta.

Por tltimo, al ser Vg = 0, tenemos que 0 = 8; (g(8y,;)) = 29(d;~ &, ;) ; luego
F := 0,V 0, es un campo de vectores espaciales:

0,V = —F101 — Fydy — F305 .

El cardcter conservativo de las fuerzas gravitatorias implica las igualdades 0;F; =
0iFj, i,7 = 1,2,3, que equivalen a la existencia local de una funcién diferenciable v tal

que F= grad u, lo que concluye la demostracion del teorema.

Definicién: Dado un espacio-tiempo newtoniano X, diremos que un sistema de
coordenadas locales en X es un sistema de referencia si se verifican las igualdades del
teorema anterior. En tal caso la curva 1 = o = x3 = 0 se llama trayectoria del
observador y diremos que la funcién u(t, 1, z2,z3) es el potencial gravitatorio en tal
sistema de referencia.

17

Definicién: Una gravitacion newtoniana  es un espacio-tiempo newtoniano

(X, 9,9V, T?)

dotado de una métrica contravariante simétrica T2, que recibe el nombre de tensor de
energia-momento, tal que:

(Axioma 6) C2(T?®g)=p (es decir, T?(dt,dt) = p)

divy T? =0 (Ley de conservacién del impulso)

Definicién: Un isomorfismo de una gravitacién newtoniana (X, g, g*, V, T?) en

otra (X, g, g*, V, T?) es un difeomorfismo ¢: X — X tal que

o*(@) =Ng , ¢N(G)=p"29" , ¢*(V)=V , ¢ (T?) =117

17Sin orientacién del tiempo ni el espacio, y con unidades de tiempo y longitud fijadas.
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para ciertas (funciones localmente) constantes A y p.

En particular tenemos definido el concepto de automorfismo o simetria de una gravi-
tacién newtoniana. Andlogamente se definen los isomorfismos locales y las inmersiones
abiertas entre gravitaciones newtonianas, porque para tales aplicaciones diferenciables
tiene sentido la imagen inversa de campos tangentes.

Cuando decimos que determinado concepto C' de la gravitacién newtoniana se mide
en cm?s® queremos decir que los isomorfismos lo transforman segin la regla ¢*(C) =
XueC .

Nota: Los axiomas impuestos a la gravitacién newtoniana ya son locales; pero el
Caracter conservativo y el Principio de existencia de rotaciones absolutas involucran la
curvatura, lo que los vuelve problematicos, sobre todo el iltimo. Seria natural eliminar
el caracter euclideo del espacio, que es el quinto axioma cuando los vectores Dy, Do
son espaciales, admitiendo en las hipersuperficies espaciales ¢ = cte. geometrias rie-
mannianas arbitrarias; pero, si el Principio del giroscopio es valido cuando los vectores
D1, Dy son temporales, por continuidad también es valido cuando son espaciales.



Capitulo 3

Espacio-tiempo de Minkowski

Cuando se emite un rayo de luz, su trayectoria es independiente del estado de movi-
miento de la fuente emisora, de modo que las velocidades de los posibles rayos de luz
que pueden emitirse en un suceso p del espacio-tiempo X forman un cono en el espacio
tangente 1), X, llamado cono de luz. Que en el vacio la velocidad aparente de la luz es
finita e igual en todas direcciones es un hecho experimental bien establecido, asi que en
ciertas coordenadas el cono de luz viene dado por la anulaciéon de la forma cuadrética

dt* — ¢ 2 (da? + da? + da?) |

donde c es la velocidad aparente de la luz en tal sistema de referencia. Es decir, el cono
de luz estd definido por una métrica de Lorentz (una métrica de tipo +, —, —, —). Como
esta métrica es no-singular, permite identificar 7, X con su espacio dual, de modo que
la medida del tiempo w = dt define una recta tangente en 7, X, recta que no puede
ser espacial en virtud de la finitud de la velocidad aparente de la luz. Obtenemos
asi en cada suceso p una recta tangente candnica: En presencia de la estructura de la
Mecadnica Clasica, la finitud e isotropia de la velocidad de la luz, y su independencia del
estado de movimiento del emisor, implican el caracter absoluto del estado de reposo.

La velocidad de la luz, atin siendo finita, es enormemente grande (¢ ~ 3-10%¢m/s),
por lo que el cono de luz dt? = ¢~ ?(dx? + dx3 + da3) coincide pricticamente con
el hiperplano de vectores espaciales dt? = 0 definido por la métrica del tiempo g =
dt?. Si rechazamos la posibilidad de que el estado de reposo tenga significado fisico
independiente del observador, nos vemos forzados a admitir que la medida de intervalos
de tiempo no viene dada por una métrica singular de rango 1, como se supone en la
Mecénica Clasica, sino por la métrica que define el cono de luz, que es una métrica no
singular de tipo (4, —, —, —). La hipédtesis fundamental de la Teoria de la Relatividad
es que la métrica del tiempo es una métrica de Lorentz.

Aunque este cambio afecte muy poco a las predicciones numéricas de los fenémenos
ordinarios, porque ¢ 2 ~ 102! en las unidades centimetro-segundo, representa una
gran diferencia conceptual y estructural, pues supone sustituir una métrica de rango 1
por una métrica no-singular. En este capitulo estudiaremos las principales consecuen-
cias de tal cambio, manteniendo la hipdtesis de que las propiedades inerciales vienen
dadas por una estructura de espacio afin sobre el espacio-tiempo. La Teoria especial de
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la Relatividad es el andlogo relativista de la Mecanica Clasica expuesta en el capitulo
I, cuando la métrica del tiempo g se sustituye por una métrica de tipo (+, —, —, —). El
espacio-tiempo de Minkowski recoge la estructura infinitesimal® del espacio y el tiempo
en la teoria relativista de la Gravitacién en el mismo sentido que el espacio-tiempo de
Galileo nos la presenta en la Gravitacién newtoniana.

3.1 Relatividad Especial

Definicién 1.1: El espacio-tiempo de Minkowski es un espacio afin A4 de dimensién
4 cuyo espacio de vectores libres V estd dotado de una métrica de Lorentz {\?g}, bien
definida salvo un factor positivo y llamada métrica del tiempo, de una orientacion del
tiempo W, (una de los dos componentes conexas de W = {v € V: g(v,v) > 0}),
llamada futuro, y una orientacién [Qy] de V', llamada orientacidn espacio-temporal:

| (Aa Vgl W (o) |

La otra componente conexa de W se denotarda W_ y se llamara pasado:
W =w,[[W_ .

Diremos que un vector no nulo v € V es de tipo tiempo, de tipo espacio o de
tipo luz segin que g(v,v) sea positivo, negativo o nulo respectivamente. Los vectores
temporales son los de W, y diremos que un vector de tipo tiempo esta orientado hacia
el futuro o el pasado segin esté en W, 6 en W_. Para un vector de tipo luz no nulo
también tiene sentido decir que estan orientado hacia el futuro o el pasado, segtin esté
en el cierre de W, o de W_; pero carece de sentido afirmar que un vector de tipo
espacio apunta al futuro o al pasado.

Llamaremos trayectoria de un mdévil u observador a toda curva® temporal (en el
sentido de que la restriccién de g sea definido-positiva). Fijada la métrica del tiempo
g, sobre cada trayectoria existe un tnico campo tangente U, orientado al futuro, tal
que g(U,U) = 1, y diremos que es la velocidad del mévil. Llamaremos tiempo propio de
una trayectoria a su longitud respecto de la métrica g; es decir, a la parametrizacion
que define el campo tangente U. El tiempo propio 7 transcurrido entre dos sucesos
p, q de la trayectoria es

q
r:/w , wlU)=1,
p

donde la integral se extiende a la trayectoria comprendida entre p y g, asi que depende
claramente de la trayectoria, no sélo de p y q. Vemos asi que fijar la métrica del tiempo
g significa elegir una unidad de tiempo. En tal caso existe un tnico representante €2y
de la orientacién de V tal que Qv (ep,e1,e2,e3) = +1 para toda base ortonormal
{ep, e1,e2,€e3} de g, asi que al fijar una unidad de tiempo también fijamos una unidad
de volumen espacio-temporal.

ILa estructura del espacio tangente.
2Subvariedad diferenciable conexa de dimensién 1.
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Diremos que un observador es inercial cuando su trayectoria sea una recta, pues
son los observadores de velocidad constante.

Llamaremos trayectorias de la luz a las rectas del espacio-tiempo A4 que sean de
tipo luz, en el sentido de que su direcciéon Re estd formada por vectores isétropos:

g(e,e) = 0.

Fijemos ahora un observador inercial de velocidad v € V. La métrica g le per-
mite descomponer el espacio-tiempo A 4 en producto directo de su trayectoria por el
subespacio E := (Rv)! ortogonal a su velocidad. Los vectores de E reciben el nombre
de vectores espaciales (o de simultaneidad) para el observador inercial en cuestién, de
modo que dos sucesos p, ¢ se llaman simultaneos para el observador cuando ¢ —p € E:
La simultaneidad depende de la velocidad del observador. La métrica del tiempo g es
definido-negativa sobre E. Ademaés, este espacio vectorial euclideo (E,{—\?g}) estd
orientado por [Qg] := [i,Qv]. Por tanto, el hiperplano £ formado por todos los sucesos
simultdneos con un suceso tiene estructura de espacio euclideo orientado de dimensién
3.

Esta descomposicién del espacio-tiempo también permite al observador inercial me-
dir intervalos de tiempo con el tiempo propio de su trayectoria; es decir, con la funciéon
lineal w := 4,9 = g(v, —). El tiempo ¢ transcurrido para el observador entre dos sucesos
P, qes

t:=g(v.q—p) .

Vemos asi como los observadores inerciales disponen de todos los elementos para
desarrollar la mecdanica; pero ahora la medida de intervalos de tiempo w = i,g no es
un concepto absoluto, sino que depende de la velocidad del observador. El que si tiene
caracter absoluto es el tiempo propio; pero, al ser la longitud de una curva, no es
una funcién sobre el espacio-tiempo: el tiempo propio transcurrido entre dos sucesos
depende de la trayectoria que los una.

Notese que al elegir la unidad de tiempo, que determina la métrica g, tenemos ya
fijada una unidad natural de longitud: la que define —g. En la Teoria de la Relatividad
las unidades de longitud y tiempo no son independientes. No obstante, muchas veces,
después de elegir una unidad de tiempo con g, se elige una unidad de longitud con otra
métrica g, que no es la natural —g, lo que llena las férmulas con el niimero ¢ de tales
unidades que tenga la unidad natural:

g =—c%g , ¢>0.

Vamos a desarrollar el resto de este apartado bajo la suposicion de que se han elegido
unidades de longitud y tiempo arbitrarias, para comprender mejor las degeneraciones
de métricas de Lorentz cuando ¢ — oo que estudiaremos en el dltimo Capitulo, y
pondremos:

e-v = g(ev)
exv = g.e,v)=—c*(e-v).
Si se prefiere usar la unidad natural de longitud, bastara poner g, = —gy ¢ =1 en

todas partes.
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3.2 Sistemas de Referencia Inerciales

Definicién: Fijadas unidades de tiempo y longitud, dadas por sendas métricas g y
g« = —Cc%g, un sistema de referencia inercial en el espacio-tiempo de Minkowski es
un observador inercial, cuya velocidad denotaremos ey, junto con un suceso pg de su
trayectoria, llamado origen del tiempo, y tres vectores ortonormales eq, e, e3 (respecto
de g.) de (Reg)*, llamados ejes, de modo que la base {eq, €1, €2, e3} de V esté orientada
positivamente.

Es decir, es un sistema de referencia afin (po; eg, e1, €2, e3) tal que {eg, e1,€ea,e3} es
una base orientada positivamente y la matriz de la métrica g en tal base es

1 0 0 0
o =2 0 0
9= 1o 0 -2 0
0 0 0 —c2

3.2.1 (Coordenadas en un sistema de referencia inercial)

Fijado un sistema de referencia inercial (po;eo, e, ea,e3), cada suceso p € Ay estd
totalmente determinado por el vector que determina con el origen del tiempo pg,

P — po = teg + x1e1 + roeo + x3€3 ,

y diremos que (t, z1, z2, z3) son las coordenadas de p en tal sistema de referencia iner-
cial. Nétese que t = g(eg, p—po) , de modo que t es precisamente el tiempo transcurrido
para el observador inercial entre los sucesos pg y p. Es claro que (¢,x1,x2,x3) es un
sistema de coordenadas globales sobre el espacio-tiempo A 4 y que

e=0, , e1=01 , e=0 , e3=03.

En el sistema de coordenadas de un observador inercial tenemos que (I3 denota la
matriz unidad de 3 filas y columnas):

g = dt* —c*(do? +dad +dad) = <1 0 )

0 —072.[3
Qv = ¢ 3dt ANdxy Adxo A das
Wi = {00+ 101 + p20o + 3050 A>0, pi + p3 +p3 < AA\%}
g = —c2dt* +dx? + das + dxl
* — —c72 0
g = —c 28t®8t+81®81+62®82+83®83:( % 13)

donde hemos puesto la métrica contravariante g*, dual de la métrica del espacio g, a
efectos de comparacién con la métrica espacial del caso newtoniano que, al ser singular,
no puede entenderse como métrica covariante.

Ademads (x1,z2,23) es un sistema orientado de coordenadas cartesianas rectangu-
lares en cada uno de los hiperplanos espaciales & (que son los hiperplanos de simul-
taneidad), por lo que las distancias, dngulos, etc., entre sucesos simultdneos para el
observador se expresan en estas coordenadas con las férmulas usuales.
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3.2.2 (Méviles)

Consideremos ahora la trayectoria de un mévil. La condicién de que g sea definido-
positiva sobre sus vectores tangentes impide que éstos puedan ser ortogonales a eq, asi
que la funcién ¢ induce una coordenada local en cada punto de la trayectoria del mévil.
Como ésta se supone conexa, t define un difeomorfismo de la trayectoria del mévil con
un intervalo abierto de R (ino se puede retornar al pasado!). Luego, en las coordenadas
de un observador inercial, la trayectoria de cualquier movil es de la forma

(t,21(t), z2(t), 23(t)) , a<t<b,

para ciertas funciones diferenciables x;(t). Se sigue que un vector tangente 7" a la tra-
yectoria del mévil es la suma de la velocidad 0; del observador inercial con la velocidad
aparente ¥ del mévil:

T = O+ 21(t)0 + a5(t)02 + a4(¢)d3 = 0 + U

7 = 2y ()0 + xh(t)02 + x5(t)03

v o= Vukxv= \/a:’l(t)2 + 25 ()% + x4(¢)?

Ahora, como T-T = 1 — (v/c)? , la condicién de que el vector tangente T sea de
tipo tiempo equivale a que la velocidad aparente v del mévil sea menor que ¢, de modo
que para los observadores inerciales los méviles no pueden tener velocidades aparentes
arbitrariamente grandes:

v<c (3.1)

por lo que el cono formado por los vectores isétropos, usualmente llamado cono de luz,
es el cono de velocidades maximas. El desarrollo de la Mecéanica relativista no se basa
en una teoria del Electromagnetismo, sino en la hipétesis de que las velocidades posibles
de los moviles forman un cono, de que sus velocidades aparentes no son arbitrariamente
grandes.

El vector tangente T' := 0; + v, aunque estd orientado al futuro, no es la velocidad U
del mévil considerado (salvo cuando la velocidad aparente sea nula) porque T - T # 1.
Para obtener la velocidad U del mévil hemos de dividir el vector tangente T por VT -T':

U:( 1_(3;)2)_lat+< 1-(3)2>_117.

En cuanto a la relacion entre el tiempo propio y el tiempo medido por un observador
inercial, el tiempo propio 7 de la trayectoria entre los sucesos observados en los instantes

t=ayt=bes
b b
Tz/ \/T-Tdtz/ \/1— (ve)?dt,

asi que siempre es menor 6 igual que b—a, que es el tiempo medido entre ambos sucesos
por el observador inercial. La igualdad 7 = b — a entre el tiempo propio de un mévil y
el tiempo medido por el observador inercial sélo se da cuando v = 0; es decir, cuando
el movil esté en reposo para el observador inercial.
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Por otra parte, andlogo razonamiento prueba que la velocidad aparente de una
trayectoria de la luz, para cualquier observador inercial, es precisamente c, asi que la
desigualdad 3.1 afirma la imposibilidad de que un movil alcance la velocidad de la luz
(i.e., la velocidad maxima). Ademads, ¢ = 1 precisamente cuando la unidad de longitud
sea el espacio recorrido, para un observador inercial, por la luz en la unidad de tiempo.
Esta es por tanto la unidad natural de longitud: si medimos el tiempo en anos, lo
natural es medir longitudes en anos-luz. Si optamos por usar unidades convencionales,
tenemos que ¢ ~ 300.000 km/s.

3.2.3 (Grupo de Poincaré)

Las transformaciones de Poincaré son las afinidades ¢: Ay — A4 del espacio-tiempo
de Minkowski tales que @J: V' — V es una isometria de la métrica del tiempo g que
conserva la orientacién espacio-temporal, [F*Qy] = [Qy], y la orientacién del tiempo,
PG(W,) = Wy. Forman un grupo respecto de la composicién de aplicaciones, llamado
grupo de Poincaré, y esta claro que transforman sistemas de referencia inerciales en
sistemas de referencia inerciales.

Si (po; eo, €1, €2,e3) y (Ph; €5, €], €5, €5) son dos sistemas de referencia inerciales, es
sencillo comprobar la existencia de una tnica transformacién de Poincaré ¢ tal que

@(pO) = p6 ) 95(60) = 6/0 ) @(61) = 6& ’ 5(62) = 8/2 ’ 95(63) = €é :

3.3 Particulas

Definicién: Una particula es una trayectoria, llamada trayectoria de la particula, con
un campo de vectores tangente I # 0, orientado al futuro y llamado impulso de la
particula.

Diremos que una particula es un fotdn si su trayectoria es de tipo luz, de modo que
I-1=0. En caso contrario diremos que

m:=vVI-1
es la masa en reposo de la particula’.

La Ley del movimiento por inercia (en ausencia de fuerzas) se enuncia afirmando
que las particulas definen trayectorias geodésicas

IVI=0,

de modo que sus trayectorias son lineas rectas y la masa en reposo es constante, al
serlo I - 1.

Consideremos una particula de masa en reposo m. Dado un sistema de referencia
inercial, como el vector T' := 0; + ¥ también es tangente a la trayectoria de la particula,
ha de ser proporcional al vector de impulso I:

I = mp(0 + T) = Map0Oy + mgpt

3En el caso de los fotones no hablaremos de su masa en reposo, pues un fotén nunca esté en reposo
para ningun observador.
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por lo que el factor de proporcionalidad mg), se llama masa aparente de la particula
y el vector espacial p':= m recibe el nombre de momento o cantidad de movimiento
de la particula. La masa aparente medida por el observador inercial depende de su
velocidad, al igual que el momento. Por definicién, la masa de la particula para un
observador inercial es

Map = 3t -1 (32)
y el momento aparente de la particula en la direccion del eje i-ésimo es
pi=0;x 1 =—c20;-1). (3.3)

Como v < ¢, tenemos que:

2 e e 2 2 v?
m” =11 = (mapl; + Map¥) - (MapOt + Map¥) = Mgy, — My, &
m 4 1 2 3mu* n
Map = ——— =M+ ——mv .
ap 2 2c2 8ct
1-=
- m -
= v
p 1 7)2
ez

asi que la masa mg, medida por el observador siempre es mayor o igual que la masa
en reposo m, y so6lo se da la igualdad cuando v = 0; es decir, cuando la particula esté
en reposo para el observador inercial.

En el caso de los fotones no hablamos de su masa sino de su energia. La energia e
de una particula para un observador inercial de velocidad 0; se define por la igualdad

e:=—0yxI=(0;-I)c? (3.4)

y depende claramente de la velocidad del observador inercial. Para una particula de
masa aparente mg, tenemos que e = mgy,c®. Salvo por el factor ¢, que es 1 cuando
se usa la unidad natural de longitud, la masa y la energia son el mismo concepto, por
lo que a menudo hablaremos de la masa-energia J; - I de la particula medida por un
observador inercial.

En la teoria de la Relatividad especial, la leyes de conservacién de la energia, la masa
y la cantidad de movimiento se enuncian como conservacién del impulso, afirmando que
al colisionar ciertas particulas de impulsos I;, produciendo otras particulas de impulsos

I;, se tiene
Sr-y
i J

pues para cada observador inercial esta igualdad significa que se conserva la energia (y,
por tanto, la masa aparente)

!/ !/ !
E € = E ej ) ei:_at*-[iv ejz_at*lj
i J

y el momento total, porque es la componente espacial del impulso

dB=) 5
@ J
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pero este principio de conservaciéon no implica que se conserve la masa en reposo, pues

no afirma que >, \/I; - I; = > \/ﬂ :

3.3.1 (Fluidos)

Como cada particula estda definida por un campo de vectores tangente a su trayec-
toria y disponemos de una orientacién espacio-temporal, un fluido (gran cantidad de
particulas distribuidas por el espacio-tiempo) vendré representado de modo continuo
por una 3-forma II3 sobre el espacio-tiempo de Minkowski A4 valorada en los vectores
tangentes a A4 (ver 2.6), que recoge el impulso que traspasa cada regién tridimensional
infinitamente pequefia y ha de ser simétrica en el sentido de que C7(Il3) = 0.

De acuerdo con 2.6.1, existe un tnico tensor contravariante simétrico T2 tal que

I3 = CL(Qy @ T?) .

Ahora, como en el caso relativista la métrica del tiempo g no es singular, define
un isomorfismo g: TX ~ T*X, (¢D)(D’) := D - D', asi que la métrica contravariante
T?: T*X — TX puede entenderse como un endomorfismo 7: TX — TX y como una
métrica covariante To: TX — T*X:

T(D) T?(¢gD)=T?.D
Ty(D,D") := T(D)-D' =T%*gD,gD')=T*- (D& D)

donde el producto T2 - D se realiza considerando T? como una 1-forma valorada en los
vectores (hay dos modos posibles; pero son indiferentes al ser T2 simétrico).

Estos tres tensores T2, T, Ty se determinan mutuamente y cualquiera de ellos puede
ser considerado como el tensor de energia-momento del fluido; aunque, por analogia
con el caso newtoniano, donde sélo la métrica contravariante 72 determina los otros
dos tensores, preferentemente usaremos el tensor 72. No obstante, nétese que 72 y T
dependen de la unidad de tiempo, porque €2y depende; pero que 15 no depende, lo que
hace que la métrica T5 sea més natural.

3.4 Efectos Relativistas

A titulo de ejemplo vamos a examinar algunas de las diferencias mas llamativas entre la
Mecanica clasica y la relativista. Veremos que, para los observadores inerciales, ambas
teorias coinciden sobre los moviles en reposo aparente, y difieren tanto més cuanto mas
se aproxime la velocidad aparente v del mévil a la de la luz ¢ .

3.4.1 (Paradoja de los gemelos)

Supongamos que nos movemos con un sistema de referencia inercial y que en el instante
t = 0 un viajero parte con velocidad constante ve;. Después de cierto tiempo ¢ cambia
de direccién y regresa con velocidad aparente —ve;. Al llegar el tiempo medido por
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nosotros es 2t. Calculemos el tiempo propio del viajero:
t(vey) w = teg + vtey

w' = teg — vteg

jw| = |w'[ = t\/1 = (v/c)?

ol Po + teg po + 2teq

Luego su tiempo propio es 7 = 2t4/1 — (v/¢)?, que es menor que 2t cuando v > 0.

Siv < ¢, tenemos que /1 — (%)2 ~1-— % (%)2, asi que la diferencia entre el tiempo

observado y el tiempo propio del viajero es aproximadamente ¢(v/c)?. Por ejemplo, si
viajase durante 1 afio a 10.000 km/h para regresar después a igual velocidad, entonces
v/c~ 1075 y para él habrian pasado 3 milésimas de segundo menos que para nosotros:
Viajar rejuvenece (un poco).

La paradoja surgiria al considerar que tal viajero también es un observador inercial,
tanto en el viaje de ida como en el de vuelta, y que nuestra velocidad aparente para él
también es v, por lo que deberfa observar que nuestro tiempo propio es 74/1 — (v/c)? =
2(1 — (v/e)?) aiios, lo que es absurdo pues a la llegada comprueba que para nosotros
han pasado 2 anos. La falacia de este razonamiento radica en suponer que el punto de
nuestra trayectoria que el viajero considera simultaneo con p es el mismo al llegar con
velocidad w que al salir con velocidad w’, olvidando que la nocién de simultaneidad
depende de la velocidad del observador inercial.

3.4.2 (Contraccién de Lorentz-Fitzgerald)

Consideremos ahora una varilla rectilinea de longitud [ en reposo respecto de un sistema
de referencia inercial. Vamos a calcular la longitud de la misma varilla medida por un
observador inercial que se aleje con velocidad aparente v en la direccién de la varilla
(digamos e1). El vector w que en un instante dado determine la varilla para el nuevo

observador
/ / T
ﬁ

€o

leg w = ey + leg

es espacial para este observador, luego w = Aeg + le; ha de ser ortogonal a la velocidad
del observador, que es proporcional a eg + vey

0 = w-(ep+ve)=A—vl/* | \=wl/c?

v
w = l(—260+61)
c
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y concluimos que para el nuevo observador la longitud I’ de la varilla es
Vwsw=1y/1-(v/c)?
v\ 2 V2l
Wi-(5) =t-25--
c 2¢2

La longitud se contrae aproximadamente en [v?/2¢? unidades cuando v < c¢. Por
ejemplo, como el didmetro de la Tierra es de unos 12.700 kilémetros, el viajero del
ejemplo anterior observaria una contracciéon de 0’6 milimetros en la direcciéon en que se
aleja.

Al considerar la trayectoria de un mévil, siempre hemos supuesto que éste es pun-
tual, de modo que su trayectoria es una curva en el espacio-tiempo A 4. En general,
la trayectoria de un mévil no-puntual serd una regién F' C A 4 y el lugar que ocupa el
movil en un instante ¢, para un observador inercial, es & N F', por lo que la forma de
un cuerpo (que es el lugar que ocupa, salvo semejanzas) depende de la velocidad del
observador.

|w]

l/

3.4.3 (Adicién de velocidades)

Por razones de simplicidad, supondremos que el espacio vectorial V' de los vectores
libres del espacio-tiempo tiene dimension 2 y no 4, de modo que la métrica del tiempo
g es de tipo (4, —), y sea {ep, e1} una base de V' en que la matriz de g sea

= %)

Si e, es otro vector tal que g(eg), ef) =1

€1

entonces las coordenadas de ej son o = cosha, x; = senha, donde « es la longitud
(respecto de g) del arco que une eq con € en la hipérbola 23 —z? = 1. Luego la velocidad
aparente de cualquier mévil de velocidad e, es precisamente tgh . Si consideramos

. . 1 .
unidades convencionales, de modo que g = (O —Oc?>’ la velocidad aparente v de tal

movil sera
v =c(tgha) .

Consideremos tres observadores inerciales con velocidades eg, eg, ey y sea v;/; la
velocidad aparente del i-ésimo para el observador j-ésimo. Si «a es la longitud del arco
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que une ey con e en la hipérbola y 3 es la longitud del que une e con ej, tendremos

U2/1 = C(tgh a)
v32 = c(tghf)
tgha + tgh 3
v = cltgh(atf) = e rts
U3/2 + V2,1
U3/ =

1+ U3/2§2/1
3.4.4 (Fotones)

Un fotén es una recta de tipo luz en el espacio-tiempo A 4 junto con un vector I de su
direccién, orientado al futuro, de modo que I - I = 0. Su energia para un observador
inercial de velocidad eg es e := c%(eg - I) = —eq * I.

Supongamos que nos movemos con un sistema de referencia inercial y que recibimos
un fotén emitido por una estrella que se aleje con velocidad aparente ve;. Si medimos
la energfa del fotén y obtenemos un valor e, el impulso del fotén es I = c¢=2e(eg — cey),
porque es un vector isétropo:

! 1 v
0= im0 T i wer

I =c2e(eg — cep)

€1 4
fotén

€o

La energia ¢’ del fotén, medida por un observador inercial situado en la estrella, es
N S (I
C VIR V- (e

e = e M :€+g+§+
1—(v/c)? c 2c

asi que e < ¢’: La energfa de los fotones absorbidos es menor que la energfa con que
se emiten, cuando la fuente se aleja. Si la estrella, en vez de alejarse se acerca con
velocidad aparente —veq, su velocidad e es

1 v
VI wer " I (v)o?

y la energia e’ con que emite los fotones es

!
€o e1

:( 1 (v/¢) )
Vi—@W/e)? )’
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de modo que e > €’: La energfa de los fotones absorbidos es mayor que la energia con
que se emiten, cuando la fuente se acerca.

3.4.5 (Efecto Doppler)

Supongamos que un observador inercial envia una senal luminosa con una frecuencia
f, por ejemplo emite f fotones por unidad de tiempo. Vamos a calcular la frecuencia
f! de la senial para un observador que se aleje con velocidad aparente vej.

2}

Yo

Consideremos el intervalo w de la trayectoria del receptor determinado por los f
fotones emitidos durante una unidad de tiempo, que ha de ser proporcional al vector
8t + 081 :

w = 8t+)\(8t+051)
cA v
v 1—|—1)\ ’ )\:c—v
v
v 1—v/c ' 1—1}/061
o -

Como /w - w es el tiempo que mide el receptor durante la absorcién de esos f fotones,
recibe una senal de frecuencia menor

1—v/c
1+v/c

f'=f

Si en vez de alejarse, el receptor se acerca con velocidad aparente —v0;, entonces w
ha de ser proporcional al vector d; —vd; y un razonamiento analogo permite concluir
que el receptor observa una senal de frecuencia mayor

1+v/c

I'=1 1—v/c’

Ejercicios

(1) En la teoria de la relatividad el segundo es una unidad de longitud, asi que
también es una unidad de masa; pues la masa se mide en cm3s~2. Tanto el segundo
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como el centimetro y el gramo son unidades de masa, longitud y tiempo, lo que permite
plantear y responder preguntas tan sorprendentes como jcuantos gramos dura un dia?,
;cuantos gramos mide el didmetro del Sol (= 1’4 - 105 kilémetros)?, ;cudntos segundos
tiene la masa del Sol (=~ 2 - 1033 gramos), jcudntos centimetros tiene la masa de la
Tierra? (su densidad es =~ 5’5 gr/ cm3). Usando 2.2.1, comprobar que

s ~ 3-10"%cm ~4-10%%gr
1'4-10%%gr ~3'3-107"s
73100 em ~2/4-107%s

Q

lcm

Q

lgr

(2) Si dos sucesos pueden unirse con una trayectoria, probar que por ellos pasa una
trayectoria inercial.

(3) Sean o y o' dos observadores inerciales. Si para o la velocidad aparente de o es
v, calcular la velocidad aparente de o para o’.

(4) Si una trayectoria inercial une dos sucesos p, ¢, probar que su tiempo propio 7
entre p y q es mayor que el tiempo propio de cualquier otra trayectoria que también
los una, y es menor que el intervalo de tiempo entre p y ¢ medido por cualquier otro
observador inercial.

(5) Dado un observador inercial o, probar que cada suceso p es simultdneo con un
tnico suceso p’ de la trayectoria de o.

Ademais, el intervalo de tiempo entre dos sucesos p, ¢ medido por o es el tiempo
propio transcurrido entre los sucesos p’, ¢’ de su trayectoria que sean simultdneos con
Py q respectivamente.

(6) Si la vida media en reposo de ciertas particulas es de 10~8 segundos, calcular
su vida media cuando se mueven con velocidad 3c¢/4.

(7) Probar que la condicién necesaria y suficiente para que el intervalo e = ¢ — p
entre dos sucesos sea temporal es que para algin observador inercial ambos sucesos
ocurran en el mismo lugar. En tal caso /e - e es el intervalo de tiempo medido por
tal observador entre p y ¢, vy para cualquier otro observador inercial transcurre més
tiempo entre p y q. En particular estos sucesos nunca pueden ser simultdneos.

Probar que la condicién necesaria y suficiente para que el intervalo e = ¢ — p entre
dos sucesos sea espacial es que para algin observador inercial ambos sucesos sean
simultdneos. En tal caso v/e * ¢ es la distancia medida por tal observador entre p y
q, v para cualquier otro observador inercial la distancia que separa los lugares en que
ocurren p y ¢ es mayor. En particular estos sucesos nunca pueden ocurrir en el mismo
lugar (no hay relacién causal entre ellos).

(8) Si un cuerpo estd en reposo para un observador inercial o (en el sentido de
que ocupa el mismo lugar en todo instante), probar que los lugares que ocupa para
otro observador inercial o’ en dos momentos distintos difieren en una traslaciéon. En
particular su forma para o’ es constante.
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(9) Si para un observador inercial un cuerpo es esférico y esta en reposo, ;qué forma
tiene para otro observador inercial?.

(10) Si para un observador inercial el volumen de un cuerpo en reposo es V, probar
que el volumen de tal cuerpo para otro observador inercial que se mueva con velocidad
aparente v es

2
v
vi=vyi-(2).
c

(11) Hemos visto en 5.2 que, en unidades naturales, las velocidades aparentes de
los moéviles se suman de acuerdo con la siguiente ley de adicion:

uUPv:= utv .
1+ uv

(Define @ una estructura de grupo en el intervalo abierto (—1,1)?

3.5 Leyes de Conservacion

Si II3 es la forma de impulso de un fluido en el espacio-tiempo de Minkowski A4, vamos
a ver cémo las leyes de conservacién de la masa y el momento aparentes para cualquier
observador inercial quedan recogidas por la condicién dIls = 0 que, de acuerdo con
I1.7.2, equivale a la condicién div1? =0 .

En general, si ) es una region de dimension 4 en el espacio-tiempo de Minkowski,
en virtud del Teorema de Stokes tendremos que

Suma de los impulsos Suma de los impulsos
/ dlls = / I3 = de las particulas — de las particulas (3.5)
Q o0 que salen de que entran en {2

por lo que la condicién dll3 = 0 expresa la coincidencia del impulso de las particulas
que entran en cualquier regién 2 con el de las que salen.

Consideremos ahora un observador inercial que estudie cierta regién espacial aco-
tada A durante un intervalo de tiempo tg <t < t;

e e

A=, Q Ag=t,

&ty &y

e e
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lo que determina un cilindro tetradimensional €2 en el espacio-tiempo de Minkowski.
Aplicando el Teorema de Stokes obtenemos

Oz/dl’[gz/ H3:/ Hg—/ H3+/ 115
Q o0 Ap—y, Ag—y, lado

donde el signo — se debe a que la orientacién de A;—;, inducida por 2 es la opuesta de
la orientacién espacial g := 49,€2x. Luego

/ Hg—/ ng—/ I,
At:tl At:tU lado

Suma de los impulsos de Suma de los impulsos de
las particulas que estdn en | — | las particulas que estdan en | =
A en el instante t = ¢ A en el instante ¢t = tg
Suma de los impulsos de Suma de los impulsos de
= — | las particulas que salen de | + | las particulas que entran en
Aentret =ty yt =1t Aentret =ty yt=1t

contenido en A el borde de A (3.6)

Si el soporte de I3 es espacialmente compacto, tomando la regién A suficientemente
grande se anula la integral de II3 sobre el borde lateral de €2, y su integral sobre A coin-
cide con la integral sobre sobre todo el espacio. Obtenemos asi la ley de conservacion,
para todo observador inercial, del impulso total contenido en el Universo:

(Variacién del impulso> B (Impulso que traspasa>

/ II3 no depende del instante ¢ . (3.7)
&t

Ahora, de acuerdo con 3.2 y 3.4, la 3-forma ordinaria Il3 - 0; da la masa-energia
medida por el observador inercial en cada regién tridimensional, y de acuerdo con 3.3,
las 3-formas IT3 - 9; dan los momentos medidos en las direcciones de los ejes 9; (salvo
un factor constante). Como los campos tangentes 0y, 01, 0, J5 son autoparalelos, la
condicién dII3 = 0 implica que

0=d3-0,) =d3- ;)
y obtenemos leyes de conservacién, analogas a 3.6 y 3.7 para la masa-energia y el
momento medidos por cualquier observador inercial.

En general, dado un campo tangente D arbitrario, Il3 - D es una 3-forma ordinaria
sobre el espacio-tiempo de Minkowski, y tenemos que

I3-D = D-Ci(Qv @T?) =Ci(Q @ T(D)) = irp)Qv
d(ll3- D) = d(irp)Qv) = (doirp) +irmp)od)Qy =
= T(D)'Qy = (divT(D))Qy

Luego la anulacién de la divergencia del campo T'(D) equivale a la de d (II5 - D) y, por
tanto, implica leyes de conservacién analogas a 3.6 y 3.7 para la magnitud medida por

H3 -D = iT(D)QV .
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En particular, la igualdad divT(9;) = 0 recoge la ley de conservacién de la masa-
energia para el observador inercial de velocidad 9, y las igualdades divT(9;) = 0
recogen la ley de conservacién del momento para tal observador.

Proposicién 3.5.1 Sea Il3 una 3-forma simétrica sobre el espacio-tiempo de Min-
kowsk: valorada en los campos tangentes. Las siquientes condiciones son equivalentes:

1. Ley de conservacion del impulso: dIl3 = 0.

2. Las leyes de conservacidn de la energia y el momento, d(Il3-0;) = d(I13-0;) =0,
se verifican en todos los sistemas de referencia inerciales.

3. Las leyes de conservacion de la energia y el momento, d(ll3-0;) = d(Il3-0;) =0,
se verifican en algun sistema de referencia inercial.

4. La ley de conservacion de la energia d(Il3-0¢) = 0 se verifica en todos los
sistemas de referencia inerciales.

Demostracion: Consideremos una base {Dy, D1, D2, D3} de los campos tangentes
autoparalelos sobre Ay. Como la métrica del tiempo g no es singular, la condicién
dII3 = 0 equivale a que D; - (dIl3) = 0 para todo 0 < i < 3. Ademds, tenemos que
D; - (dIlg) = d (Il5 - D;) porque los campos D; son autoparalelos.

Tomando la base {0, 01, 02, 3} que define un sistema de referencia inercial, con-
cluimos la equivalencia de las tres primeras condiciones.

En cuanto a la dltima condicién, basta observar que {Dg, D1, D2, D3} puede ele-
girse de modo que los cuatro campos tangentes D; sean las velocidades de sendos
observadores inerciales. En efecto, fijado un sistema de referencia inercial, los campos
tangentes

2 1 2 1 2 1
L O+ —=0 , —=O+ =0y , —=0i+ —=0
V3TV N R RV R

son velocidades de ciertas trayectorias inerciales; a saber: la del observador inercial
dado y las de tres observadores inerciales que se alejen de él a la mitad de la velocidad
de la luz en las direcciones 01, 0o, 03 respectivamente.

O

3.5.2 (Nubes de polvo)

Supongamos que particulas cercanas tienen trayectorias muy aproximadas, de modo
que las velocidades de las particulas vienen dadas por un campo tangente U, orientado
al futuro y tal que U - U = 1 (conviene imaginar cada curva integral de U con cierto
grosor, representando una pequena regiéon con bastantes particulas, de modo que la
densidad puede variar de unas partes a otras). Sea {U = Dy, D1, D2, D3} una base
ortonormal orientada positivamente y sea {6y, 01, 62,03} la base dual. Como el impulso
de cualquier particula es proporcional a U, tendremos que

H3(T, D;, Dj) = 0
3(D1, Do, D3) pU
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para cierta funcién diferenciable p. Es decir,

II; = p(91 /\92/\93)®U (38)
T2 = pURU ‘

Para interpretar tal funcién p fijamos un suceso p € A4 y consideramos un sistema
de referencia inercial tal que U, = (04)p v (D;)p = ¢0;:

p(p) = T3((D1)p, (D2)p, (Ds)p) - (9)p = M5 ((01)p, (92)p, (D)p) - (1)

y concluimos que p(p) es la suma de las masas de las particulas contenidas en el cubo de
aristas la unidad de longitud para un observador inercial en reposo respecto del fluido
en p, afectada del factor ¢?; es decir, p es la “densidad de masa para un observador en
reposo que use unidades de longitud naturales”.

Consideremos ahora un observador inercial que estudia cierta regién A del fluido
en un instante ¢y y su evolucién hasta transformarse en otra regién B en un instante

posterior t1:
/ gto U /

&
Q e

v v

Aplicando el Teorema de Stokes al tubo tetradimensional 2 asi formado obtenemos

que
[ = [ [re [ m- - [
Q B A lado B A

porque, segun 3.8, la forma I3 se anula en cualquier hipersuperficie tangente a U y,
por hipétesis, el borde del tubo lo es. Por tanto, la condicién dIls = 0 significa que
/ PRICES I} 35 es decir, que se conserva el impulso de las particulas contenidas en una
regién espacial al evolucionar ésta con el fluido, lo que también nos da la conservacién
de la masa-energia y de la cantidad de movimiento medidas por el observador inercial.

Miés explicitamente, en el sistema de coordenadas (t, 21, x2, 23) del observador iner-
cial tendremos que II3(01, 02, 03) = pT = pd; + pv para cierta funcién diferenciable p.
Luego

=
9
Il

(dxy A dzxg A dxs) @ (pOy + pU) + términos con dt
/ II; = / (dl‘l Adxo A dl‘g) & (ﬁ@t + ﬁﬁ) =
A A

3
(/ ﬁdl‘ldl‘gd.ﬁg) at + Z (/ ﬁvi dl‘ldl‘gdmg,) 8i
A A

i=1
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y andlogamente para la regién espacial B. Vemos asi que p es la densidad de masa-
energia medida por el observador inercial, y tenemos las siguientes leyes de conserva-
cién:

/ﬁdmldxgdxg = /ﬁdmldmgdmg
A B
/ﬁvidl‘ldl‘gda)‘g = /ﬁvidl‘ldl‘gdl‘g
A B

En resumen, en el espacio-tiempo de Minkowski, la condicién dIl3 = 0 recoge
leyes de conservacion del impulso, la masa-energia y la cantidad de movimiento para
cualquier observador inercial, y la condicién divT (D) = 0 recoge la ley de conservacién
de la magnitud medida por la 3-forma I3 - D = ipp)Qy .

Ejercicios

(1) Supongamos que todas las particulas de una nube de polvo tienen igual masa
en reposo m # 0y pongamos I := mT. Si T? = fI®1I para cierta funcién diferenciable
f, entonces la 3-forma i;;Qy mide el nimero de particulas, y la igualdad div (fI) =
0 recoge leyes de conservacion del numero de particulas para cualquier observador
inercial.

(2) El tensor de energia-momento de una nube de polvo de velocidad aparente ¢’y
densidad p para un observador inercial es

3...
L (0 +7) @ (B + D) -



Capitulo 4

Gravitacion Relativista

En el capitulo 3 hemos estudiado la Teoria de la Relatividad suponiendo que las propie-
dades inerciales vienen dadas por una estructura afin sobre el espacio-tiempo. Ahora
bien, de acuerdo con el Principio de Equivalencia, el movimiento uniforme lejos de las
masas es infinitesimalmente indistinguible del movimiento en caida libre cerca de gran-
des masas, asi que el espacio-tiempo de Minkowski recoge la estructura infinitesimal
del espacio-tiempo y la Teoria de la Relatividad especial es la Mecanica relativista en
ausencia de fuerzas gravitatorias. La Teoria de la Relatividad General es el analogo
relativista de la Gravitacién newtoniana expuesta en el capitulo 2, cuando la métrica
del tiempo g se sustituye por una métrica de tipo (+,—, —, —).

Dar una estructura afin infinitesimal sobre una variedad diferenciable no es mas
que dar una conexion lineal, y el Principio de Equivalencia puede entenderse como
la afirmacion de que las trayectorias en caida libre son geodésicas de una conexion
lineal V sobre el espacio-tiempo!, conexién que infinitesimalmente ha de tener las
propiedades de la Relatividad especial. En particular el traslado paralelo asociado a
V ha de conservar la métrica del tiempo, que en cada punto es de tipo (+,—,—,—)
y por tanto no es singular. Un resultado absolutamente fundamental y sorprendente
es la existencia de una unica conexién lineal sin torsiéon que conserva una métrica no-
singular dada: En la Teoria de la Relatividad la medida de intervalos de tiempo, que
viene dada por una métrica de tipo (+, —, —, —), ya determina las trayectorias en caida
libre. Mas atin, el objeto de este capitulo es mostrar cémo cualquier métrica de Lorentz
g, entendida como métrica del tiempo, ya define todos los elementos propios de una
teoria de la gravitacion:

— La métrica del espacio es —g.

—. Las trayectorias en caida libre son las geodésicas de g. Es decir, en ausencia de
fuerzas, la ley del movimiento para particulas test de impulso I es IVI =0 .

—. La 3-forma de impulso de la materia es la forma de Cartan de g (donde R denota

ISiempre podemos suponer que tal conexién lineal no tiene torsién, porque toda conexién lineal
tiene las mismas geodésicas que alguna conexién simétrica.

71
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el tensor de curvatura de g entendido como 2-forma valorada en los 2-vectores):
Cs:=*(RAId) .

Asi, en la Teoria de la Relatividad General el estudio de la gravitacién se subsume
en el de las métricas de Lorentz, y se hace innecesaria la introduccién de hipdtesis
adicionales, porque el tensor de Riemann-Christoffel de una métrica no-singular siempre
tiene la simetria 2.7, y la forma de Cartan siempre tiene diferencial nula, en virtud de
la identidad diferencial de Bianchi dR = 0 y de la anulacién del tensor de torsién
d(Id) =TorV = 0.

4.1 Relatividad General

Definicion: Una variedad de Lorentz es una variedad diferenciable X de dimensién 4
con una métrica covariante simétrica g de tipo (+, —, —, —) en todos los puntos de X,
en cuyo caso pondremos

D.-D' :=g(D,D").

Un vector no nulo D tangente a X es de tipo tiempo, espacio o luz segun que D - D
sea positivo, negativo 6 nulo. Diremos que una subvariedad diferenciable de X es
temporal, espacial o de luz cuando lo sean todos sus vectores tangentes no nulos.

Definicién: Una variedad de Lorentz (X, g) es orientable en el tiempo si en X
existe algtin campo tangente D de tipo tiempo, en cuyo caso diremos que dos campos
tangentes temporales D, D’ definen la misma orientacién cuando D - D’ sea positivo, y
llamaremos orientaciones del tiempo en X a las correspondientes clases de equivalencia
de campos tangentes temporales.

Si una variedad de Lorentz conexa X es orientable en el tiempo, entonces tiene
exactamente dos orientaciones del tiempo. En efecto, si D, D’ son campos temporales
en X, entonces D- D’ no puede anularse en ningiin punto y, al ser X conexa concluimos
que o bien D - D’ > 0, caso en que D’ define la misma orientacién del tiempo que D,
6 bien D - D' < 0, y D’ define la misma orientacién del tiempo que —D. Es decir, X
es orientable cuando el abierto del fibrado tangente T'X formado por los vectores de
tipo tiempo tiene dos componentes conexas, componentes que son precisamente las dos
posibles orientaciones temporales de X.

Teorema 4.1.1 Sea g una métrica simétrica no-singular sobre una variedad diferen-
ciable X . Existe una unica conexion lineal sin torsion V en X que conserva la métrica
g; es decir, tal que Vg =0 . Esta conexion lineal V recibe el nombre de conexion de
Levi-Civita de g.

Demostracion: La demostracién usual para métricas riemannianas es vélida en el caso
de métricas no-singulares arbitrarias.
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Definicién: Llamaremos espacio-tiempo relativista®> a toda variedad de Lorentz
orientada

| (X,9.V, 2], [D]) |

con una orientacién del tiempo [D] y una conexién lineal sin torsién V tal que® Vg = 0.
La métrica g recibe el nombre de métrica del tiempo.
Llamaremos isomorfismo de un espacio-tiempo relativista (X, g, V, [Qx], [D] )_con

otro espacio-tiempo relativista (X, g, V,[Qx], [D]) a todo difeomorfismo ¢: X — X tal
que, para alguna (funcién localmente) constante A, tenemos

(@ =Xg , ¢"(V)=V , [ Qx]l=[0x] ., [¢"D]=[D].

Diremos que un campo tangente temporal D apunta al futuro cuando esta en la
orientacién del tiempo prefijada, y diremos que apunta al pasado cuando —D apunte
al futuro. Ademads, existe un tnico representante Q2 x de la orientacién de X tal que

Qx(eo,e1,e2,e3) = £1

para toda base {eg, €1, €2, e3} donde la matriz de g sea diag(1, —1, -1, —1). Es decir, al
fijar una unidad de tiempo, también fijamos una unidad de volumen espacio-temporal.

En la Teorfa de la Relatividad los conos de luz y una unidad de tiempo (es decir, la
métrica g) ya permiten definir los conceptos de movimiento, tiempo, espacio, inercia,
particula y foton:

Dado un espacio-tiempo relativista X, llamaremos trayectoria de un moévil u ob-
servador en X a toda curva conexa temporal v C X . La velocidad de una trayectoria
7 es su unico campo tangente U, orientado al futuro, tal que U - U = 1. Este campo
tangente U permite parametrizar la trayectoria -, y diremos que tal parametro es el
tiempo propio del mévil. El tiempo propio 7 de un observador entre dos sucesos p, ¢
de su trayectoria v es la longitud de v entre p y ¢ (respecto de la métrica del tiempo

9):
q
T:z/ w , wU=1.
P
Ademss, si £ C X es una subvariedad espacial, —g define en £ una estructura de

variedad riemanniana?, que est4 orientada por [(ip§2x)|g], donde D es cualquier campo
tangente en X que apunte al futuro.

Una particula de masa en reposo m > 0 es una trayectoria v en X junto con un
campo de vectores I tangente a «y tal que I-I = m? . La conexién de Levi-Civita

2Por simplicidad suponemos fijada una unidad de tiempo.

3Por supuesto que esta condicién implica que tal conexién es necesariamente la conexién de Levi-
Civita de la variedad de Lorentz en cuestién, lo que permitiria eliminar la conexién lineal de la
definicién de espacio-tiempo relativista; pero hemos preferido incluirla tanto para resaltar su extrema
importancia como para sugerir la posibilidad de una conexién lineal con torsién.

4En la Teorfa de la Relatividad general siempre elegiremos la métrica del tiempo y el espacio de
modo que coincidan salvo el signo, siempre usaremos unidades naturales. Fijada la unidad de tiempo,
mediremos longitudes con la correspondiente unidad, de modo que la velocidad de la luz sea 1.
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V de la métrica del tiempo g determina las propiedades inerciales de X. Llamaremos
moviles u observadores en caida libre a las trayectorias geodésicas de V. En caida libre
(en ausencia de fuerzas) cada particula define una geodésica

INI=0

de modo que su trayectoria v es una geodésica de V y la masa en reposo m es constante.
Un fotén es una geodésica de V, de tipo luz, junto con un campo tangente I auto-
paralelo: IVI=0.

En general no existe el concepto de sistema de referencia inercial. Todo lo méas que
puede hacer un observador en caida libre es coordenar un entorno de su trayectoria
mediante la aplicacién exponencial. Es decir, puede completar su velocidad U, en un
suceso p € X hasta obtener una base ortonormal {U, D1, Do, D3} de T, X y trasladarla
paralelamente a lo largo de su trayectoria 0: R — X, lo que permite coordenar un
entorno de su trayectoria mediante la aplicacion exponencial:

R* - X
(t,xr,w2,3) = exPygy (X, D)

Si la trayectoria del observador no es geodésica, al trasladar paralelamente los vecto-
res D; pueden obtenerse vectores que no son ortogonales a la velocidad U del observador
(que no son espaciales para el observador), por lo que es necesario proyectarlos orto-
gonalmente para que sigan siendo vectores espaciales, y coordenar después un entorno
de la trayectoria del observador mediante la aplicacién exponencial.

No obstante, si convenimos en llamar observador infinitesimal a todo vector D,, €
T,X tal que D, - D, = 1, cada observador infinitesimal define un sistema de referencia
inercial infinitesimal en T, X, que es un espacio-tiempo de Minkowski.

Ejercicios

(1) Sea {U;} un recubrimiento abierto de una variedad de Lorentz X. Dadas
orientacién del tiempo [D;] en cada abierto U;, si las orientaciones de U; y U; inducen
la misma orientacién del tiempo en U; NU; para todo par de indices 4, j, entonces existe
una tdnica orientacién del tiempo en X que en cada abierto U; coincide con [D;].

(2) Probar que la condicién necesaria y suficiente para que una variedad diferencia-
ble X de dimensién 4 admita alguna métrica de Lorentz es que su fibrado tangente T'X
admita algin subfibrado de linea. (Indicacidn: Si g es una métrica de Lorentz sobre
X, considerar el endomorfismo T asociado a g y a una métrica riemanniana sobre X,
y el fibrado de vectores propios de 1" de valor propio positivo. Reciprocamente, si L es
un subfibrado de linea de T X, considerar la descomposicién TX = L @ L*.)

(3) Probar que la condicién necesaria y suficiente para que una variedad diferen-
ciable X de dimensién 4 admita alguna métrica de Lorentz orientada en el tiempo es
que exista algiin campo tangente a X que no se anule en ningiin punto.
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Concluir que la condicién necesaria y suficiente para que una variedad diferenciable
compacta X de dimensién 4 admita alguna estructura de espacio-tiempo relativista es
que sea orientable y su caracteristica de Euler-Poincaré x(X) sea nula. (Indicacion:
El ntimero de ceros de cualquier campo tangente a X coincide con x(X)).

4.2 Forma de Impulso y Tensor de Energia-Momento

Sea X un espacio-tiempo relativista y consideremos un flujo de innumerables particulas
puntuales dado por una 3-forma II3 sobre X valorada en los campos tangentes a X.
Segun vimos en I1.6, si excluimos la posibilidad de giros en las particulas que forman
el fluido, entonces la forma de impulso II3 ha de ser simétrica,

C’111_[3 =0 ’

lo que equivale a la anulacién de II3 AId como 4-forma valorada en A2TX. Ademsés,
en el apartado 3.5 hemos visto que la condicién

dll3 =0

recoge leyes infinitesimales de conservaciéon del impulso, la masa-energia y el momen-
to. El adjetivo infinitesimal hace referencia a que la igualdad dIl3 = 0 sélo implica
verdaderas leyes de conservacién con formulacién integral en presencia de la estruc-
tura infinitesimal del espacio-tiempo (en el espacio-tiempo de Minkowski) porque el
Teorema de Stokes no es vélido cuando la conexién lineal tiene curvatura no nula.

De acuerdo con 2.7.2, existe un tinico tensor contravariante simétrico T tal que

I3 = Cl(Qx®T?)
0 = dinT2

y, como la métrica del tiempo define un isomorfismo g: TX ~T*X, (¢D)(D') = D-D’,
cada métrica contravariante T2: T*X — T X puede entenderse como un endomorfismo
T=T}:TX — TX y como una métrica covariante Tp: TX — T*X:

T(D) := T?%gD)=T?-D
T»(D,D") := T(D)-D'=T%*gD,gD")=T?.(D® D)

donde el producto T2 - D se realiza considerando T? como una 1-forma valorada en los
vectores (hay dos modos posibles; pero son indiferentes al ser 72 simétrico). Estos tres
tensores T2, T, T5 se determinan mutuamente y cualquiera de ellos puede ser consi-
derado como el tensor de energia-momento del fluido. No obstante, 72 y T dependen
de la unidad de tiempo, porque Qx depende; pero T> no depende, lo que hace que la
métrica 1o sea mas natural.

Por dltimo, recuérdese que en el apartado 3.5 vimos que la igualdad divy T'(D) =0
recoge leyes infinitesimales de conservaciéon de la magnitud medida por la 3-forma
ordinaria Il3 - D =ipp)Qx .
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Por otra parte, un fluido es una nube de polvo cuando su tensor de energia-momento
es de la forma T? = p(U @ U). En tal caso la ley infinitesimal de conservacién del
impulso divy T2 = 0 puede expresarse del siguiente modo:

Teorema 4.2.1 Sea U un campo de velocidades, U - U = 1, y sea p una funcion
diferenciable sobre un espacio-tiempo relativista X. La anulacion de la divergencia de
p(U®U) equivale a las siguientes condiciones:

1. divy (pU) =0  (Conservacion infinitesimal de la masa en reposo).
2. UVU =0 en el abierto p # 0. (Flujo geodésico)
Demostracion: VT? = V(pU) @ U + pU @ (VU)
divy T? := CH(VT?) = [divy (pU)]U + p(UVU)

y la anulacién de este campo tangente equivale a la de ambos sumandos, porque los
campos tangentes U y UV U son ortogonales:

2U - (UVU) = (UU)-U+U-(UVU)=UU-U)=U(1) =0 .

Por dltimo, vamos a ver cémo a cada grupo uniparamétrico de simetrias de la
métrica del tiempo g le corresponde una ley infinitesimal de conservacion:

Proposicién 4.2.2 Sea (X, g) un espacio-tiempo relativista y sea D un campo tan-
gente sobre X tal que D*g = 0. Para cada métrica simétrica T? con divergencia nula
tenemos que

dZ"Uv T(D) =0.

Demostracion: Sea (xg, 1,22, x3) un sistema de coordenadas locales en X. Tenemos
que

T2 = Z hijﬁi ® aj s hij = h]‘i
ij

VT? = Z [(dhij) ® 0; @ 0 + hij (Vi) ® 8; + hij0; @ (VO;)]
dive T2 = Cijll(VTQ) = [(9ihij)0; + hij(divy 8:)0; + hij () 9;)] =0
T(D)=T"-D=>_ :ij(aj -D)d;
V(T(D)) = Z [(8; - D”)dhij ® 8; + hijd(9; - D) ® 8; + hi;(9; - D)(V;)]
divy T(D) = zj: [(8:h4)(9; - D) + hij(9;(9; - D)) + hij(divy 8;)(8; - D)]
divy T(D) = dZiJVV T(D) - (divy T?) - D = " [hi;0:(9; - D) — hi;(9Y 9;) - D]

ij
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y, al ser h;; = hj;, para ver que divy T'(D) = 0, basta probar la anulacién de
0i(0; - D) — (87 0;) - D +9;(9; - D) — (9; 9;) - D =
=09;-(DY0;) — 0; - (D*0;) + 9; - (DV9;) — 0; - (D" ;)
=D(0; - 9;) = D(8; - 0;) = 0
porque la condicién D*g = 0 significa precisamente que, para cada par de campos

tangentes D1, Do, se verifica: D(D; - Dy) = (D¥Dy) - Dy + Dy - (DY D) .

Ejemplo: La métrica g = dt? — do? — do3 — dz3 admite las siguientes simetrias:

Simetrias Generador inf. Ley de conservacién
Traslaciéon temporal Oy Masa-energia
Traslaciones espaciales 0; Momento
Giros espaciales 2;0; — x;0; Momento angular
Giros temporales x;0; + t0; Velocidad del centro de masas

El nombre de la 1ltima se debe a que, cuando el soporte de II3 es espacialmente
compacto, para cualquier observador inercial la integral de I3 - (x;0; +t0;) sobre todo
el Universo es constante

/ (xswy — twp,) =cte. , i=1,2,3,

&

donde wys := I3 - 0, es la forma de masa-energia y wp, := —II3 - 0; es la forma de
momento en la direccién 9;. Luego

Jriwn  [wp,

Jom  Jom

para ciertas constantes a;, b; . Es decir, el centro de masas sigue una trayectoria inercial
con velocidad aparente igual al promedio de las velocidades aparentes.

t+a;=bt+a; , 1=1,2,3,

4.3 Tensor de Einstein y Forma de Cartan

Sea X un espacio-tiempo relativista. La materia ha de venir representada por una
3-forma simétrica valorada en los campos tangentes II3 que es cerrada, dIIs = 0. O
bien por la métrica contravariante simétrica T2 tal que

I3 =Ci(Qx ®T?% dive T? =0,

o por la correspondiente métrica covariante T5.

Tensor de Einstein

Analicemos la relacién del tensor de energfa-impulso 72 con la métrica del tiempo g y
su conexion asociada V. En el caso newtoniano tal relacién se expresa con el tensor de
Ricci Ry (véase 2.4y 2.7.3.1):

Ry = (4mp)g = 47T?(dt,dt)g .
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Por tanto es razonable suponer que para cada observador infinitesimal D (vector tem-
poral orientado al futuro y D - D = 1) la métrica del tiempo g determine la densidad
de masa observada Ty(D, D) = T?(D*, D*). Como tales vectores y sus proporcionales
forman el interior de un cono, y la forma cuadratica de una métrica estéd totalmente de-
terminada por su restriccién a un abierto no vacio, el tensor de energia-momento 75 ha
de quedar totalmente determinado por g. Ha de existir algiin modo de asociar a cada
variedad de Lorentz (X, g) un tensor covariante de orden 2 simétrico T5(g) que descri-
ba el comportamiento de la materia contenida en X. Ademads la definicién de Tx(g)
ha de ser intrinseca, en el sentido de que ¢*Tz(g) = T2(¢*g) para todo difeomorfismo
¢: X'~ X:

El tensor de energia-impulso ha de ser una métrica covariante simétrica con diver-
gencia nula asociada naturalmente a la métrica del tiempo.

Si exigimos que T3 (g) sélo dependa del 1-jet de g, no existen tales métricas; aunque si
existen dependientes del 2-jet de g (ver [12] 17.1) y todas las que dependen linealmente
de las segundas derivadas de los coeficientes g;; de g son combinaciones lineales de g,
del tensor de Ricci Ry := C%Ril y de kg, donde k := C12R5 es la curvatura escalar de

g:
T = aRy + kg + Ag .
La anulacién de la constante cosmoldgica A equivale al hecho de que el tensor de

energia-impulso 75 sea nulo en el espacio de Minkowski, y también a la independencia
de T5 de la unidad de tiempo, por lo que de ahora en adelante supondremos A = 0:

Ty = aRs + Bkg . (41)

Impongamos ahora la condicién de que la divergencia de T sea nula, usando el
siguiente

Lema 4.3.1 divy (kg) =dr , divyg Ry = %d/ﬁ: .
Demostracion: Como Vg = 0, tenemos que

V(kg) = de®@g+r(Vg)=dr®yg
divy (kg) Ci2(dk ® g) = dk

En cuanto a la divergencia del tensor de Ricci, se obtiene de la segunda identidad
de Bianchi

Bo1234 + B20134 + B1203a = 0,
donde Byi234 := VR 2 es la diferencial covariante del tensor de Riemann-Christoffel

Ry (y los tensores Bagi34, Bi2osa se obtienen de Byiogs permutando los argumentos
segun indica la correspondiente permutacién de indices), por contraccién del indice 2
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con el 4,y del 0 con el 3:

= Co2(C24Bo1231) = Co2(VR2) = divy Ry
C14,23Bo12314 = C12(C14Bo1234) =
= 012(_VR2) = —V(CuRz) = —Vk=—dk
C24,03B12034 C13,04Bo1234 = Co2(C13Bo1234) = Co2(R2) = divy R
0 = C24,03(Boi234 + Bao13a + Bi2osa) = 2(divy R2) — dk

C24,03Bo1234

C24,03B20134

y concluimos que divy Re = %dlﬁ.
Retomemos nuestro argumento y, usando este lema, impongamos en 4.1 la condicién
de que la divergencia de T sea nula:

0 = Sde+Bds , B=-—
T, = a(Rgf%ng)

R

Definicion: Llamaremos tensor de FEinstein de una métrica covariante simétrica
no-singular g al tensor

1
Gy := Ry — i/ﬁg

y, al ser g no-singular, G5 define también un operador de Einstein G y un tensor de
Einstein G? contravariante:

Go(D,D"y=G(D)-D" G*(gD,gD’") = G2(D,D’) . (4.2)

El tensor de Einstein G5 es una métrica covariante simétrica con divergencia nula,

y la hipdtesis mas sencilla es suponer que el tensor de energia-momento 75 de cualquier

espacio-tiempo relativista ha de ser proporcional al tensor de Einstein G2 de la métrica
del tiempo g

TQ = CVGQ . (43)

Para calcular tal coeficiente o vamos a suponer que en algun caso el tensor de
energia-momento es de la forma

T>=pU®U) , U-U=1.

Tomando trazas en 4.3 obtenemos

C1oTy = C12(T?) = Cr2(p(UU)) = p(U-U) =p
Ci2(aEy) = a(CiaRy — £C12g) = ok — 2K) = —ak
T, = aRstf (14)

Supongamos ahora que, en un entorno de algin suceso p € X, un observador
que se mueve con el fluido puede degenerar® la métrica g de modo que el limite sea

5En sentido légico estricto esta parte final del argumento deberia posponerse a la discusién de las
degeneraciones newtonianas de métricas de Lorentz que haremos en el préximo capitulo. Por eso la
definicién del tensor de energia-impulso que cierra este capitulo es realmente la conclusién final de
todo el libro.
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una gravitacién newtoniana (X, g, g*, V, T?). De acuerdo con 2.7.3.1 y 2.16, en el
limite X tendremos que Ry = (47p)g y 1> = pg . Pasando 4.4 al limite, como la
densidad de masa p(p) debe coincidir con p(p), porque el fluido estd en p en reposo
para el observador (caso en que las medidas newtonianas coinciden con las relativistas),
obtenemos que - -
pg=Tr=aRy+ 5g= (4rap)g+ 57
2p =8map+p
a=(8r)71

Definicién: El tensor de energia-momento T, de un espacio-tiempo relativista es

el tensor de Einstein afectado del factor é :

Gy = 87T, (Ecuacién de Einstein)

. . Curvatura escalar ,
Ricei — %g = 8n(Energifa-momento)

Definicién: El tensor de energia-momento es el de un fluido perfecto cuando es de
la forma

T? = (p+p)(UU)+p(—g")

donde U-U = 1. El campo tangente U recibe el nombre de velocidad media del fluido
y las funciones p, p se llaman densidad de energia'y presion del fluido respectivamente
(entendiendo que son la presién y densidad medidas por un observador que se mueva
con el fluido; es decir, con velocidad U. El aparentemente extrano coeficiente de U @ U
se toma asf para que la densidad p coincida con T?(U,U), que es la densidad medida
por el observador infinitesimal U.)

Definicion: El tensor de energia-momento es el de una nube de polvo cuando es el
de un fluido perfecto con presién nula:

T? =p(URU) .

Definicién: Un espacio-tiempo relativista estd vacio cuando su tensor de energia-
momento es nulo:
G*=0.

Proposicion 4.3.2 La condicion necesaria y suficiente para que un espacio-tiempo
relativista esté vacio es que su tensor de Ricci sea nulo.

Demostracion: Si Ry = 0, entonces k := C1oRs =0y Gg := Ry — %/@g =0.
Reciprocamente, si G5 = 0, entonces 0 = C12Go = Ca Ry — %HCug =K—2K = —K.
Luego Ry = G2 + 39 = 0.

Nota: El extrano coeficiente 87 se debe al coeficiente 47 de la ecuacion de Poisson
Ry = 4mg; luego, en tultima instancia, se debe al modo de fijar la unidad de masa a
partir de las unidades de longitud y tiempo. Tanto el impulso de las particulas como
la 3-forma de impulso I3 y el tensor de energia-momento 75 son independientes de la
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unidad de tiempo elegida; pero si dependen del modo en que ésta determine la unidad
de masa. Asi, fijar la unidad de masa por la condicién de que la aceleracion gravitatoria
a la unidad de distancia sea 1 (es decir, G =1 en la Ley de la Gravitacién Universal)
equivale a elegir el coeficiente 87 en la ecuacién de Einstein. Si se hubiera fijado por
la condicién de que el flujo del campo gravitatorio F sea 1, la ecuacién de Einstein
seria Go = 2T5. También puede fijarse la unidad de masa para que tal coeficiente
sea la unidad, coincidiendo entonces el tensor de Einstein con el de energia-momento,
Gy =1Ts.

Operador de curvatura

El invariante méas importante de un espacio-tiempo relativista es el tensor de curvatura
Rs 1, cuyo conocimiento es esencialmente equivalente al tensor de Riemann-Christoffel

Ry 2(D1, D3, D3, Dy) := Ry 1(D1,D2,Dy4) - D3 .

Este tensor R 5 es alternado en sus dos primeras variables y en las dos ultimas, y
Ro.2(D1, Dg, D3, Dy) = R22(Ds, D4, Dy, D). Por tanto R 2 puede entenderse como
una métrica simétrica sobre A?(TX)

Ry 5(Dy A D2, D3 A Dy) := Ry (D1, Da, D3, Dy) .

Por otra parte, ¢ induce también una métrica simétrica no-singular APg sobre
AP(TX)
(APg)(Dy A...ADy, Dy A...AD,) :=det(D;-Dj) .

Definicién: El operador de curvatura es el tinico endomorfismo R de A2 (TX) tal
que

Ras(D1 A Dy, Dy A Dy) = (A%g) (D1 A Do, R(D3 A D4)) .

Es decir, R es el tensor de tipo (2,2) que se obtiene al subir, mediante la métrica g,
el tercer indice covariante del tensor de curvatura Ry ;. El tensor de curvatura Ry y
el operador de curvatura R se determinan mutuamente; pero éste ultimo estd definido
en A%(TX), que tiene una estructura muy rica. Ademéas de las métricas A%g y Ra o ya
consideradas, el producto exterior induce en A%(7TX) una métrica simétrica < , >y,
por tanto, un automorfismo *:

En efecto, Qx define productos bilineales AP(TX) x A*P(TX) — R

< el etP >i= Qx(eP AetTP)

que inducen isomorfismos *: AP(TX) ~ A*"P(TX), pues la métrica A*~Pg permite
identificar A*~P(TX) con su propio dual:

(A*7Pg)(xeP, e 7P) i=< P et P >i= Qx(eP N et )

En particular, cuando p = 2, obtenemos un automorfismo * de A%(T'X), y es sencillo

comprobar que *> = —1, de modo que * define una estructura de espacio vectorial com-

plejo sobre cada espacio vectorial A?(T,X). Aunque no lo necesitemos en lo sucesivo,
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es conveniente saber (véase [3] 3.20) que en el vacio el operador de curvatura también
es un endomorfismo de esta estructura compleja:

Teorema: Si el tensor de Ricci es nulo, entonces Rx = xR..

Forma de Cartan

El operador de curvatura R es una 2-forma valorada en los 2-vectores. A su vez la
identidad I de TX es una l-forma valorada en los vectores, de modo que R A I es
una 3-forma valorada en los 3-vectores, y su diferencial es nula porque la identidad y
el operador de curvatura tienen diferencia nula. La identidad porque dI es la torsién
de V y R en virtud de la identidad diferencial de Bianchi dR = 0 (ver Apéndice B).

Luego *(ﬁ A I) es una 3-forma, valorada en los vectores, con diferencial nula:

Definicién: La forma de Cartan de un espacio-tiempo relativista es la 3-forma

C3:= *(E/\I)

Lema 4.3.3 C3 = C}(Qx ® G?) .

Demostracion: En un sistema de referencia inercial infinitesimal {eq, €1, ea, es} tendre-

mos
R = ZZR (Wi Awj) A (e Nep)

1<j k<l
RAT = ZZZRM (Wi ANwj Awr) A (ex ANep Aer)
ro1<g k<l
x(e1 Aeg Aeg) —ep
x(eg Neag Neg) = —eg
x(ep NeprANeg) = e
x(eg Aep Neg) =

G? = ZR”kej ® e — *ngkek ® ey,

ijk

asf que C}(Qx ® G?) vale
Z((ZRW DiwgA... & ../\W3)fggkkwo/\...@k.../\wg)/\ek

donde r = Z Rij y Rijk = gk}chi . Un célculo directo, usando que Rfjl = —R;?f =
—le, permite conclmr que Ct(Qx ® G?) = «(R A I).

Definicion: La forma de impulso I3 de un espacio-tiempo relativista es la forma

de Cartan afectada del factor 8% :

| G=#(RAD=(3m)I; |
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Para interpretar geométricamente la forma de Cartan, y por tanto la forma de im-
pulso, consideramos un paralelepipedo infinitesimal definido por tres vectores tangentes
D1, D5, D3. Por definicién

C3(D1, Do, D) = (E(Dl,Dg) A D3) . (FA{(Dg,,Dl) A DQ) . (R(DQ,Dg,) A D1>

La orientacién del paralelepipedo induce una orientacién en cada una de sus caras.
Si m;; denota el centro de la cara orientada por los vectores D;, D; tenemos que

Dy = mo3 —mgr = (Mma3 —a) + (a — m32)
Dy = m31 —miz = (mg1 —a) + (a —m13)
D3 = mia —mo1 = (m12 —a) + (a — may)

donde a es un punto arbitrario. Luego

Co(D1, D3, D3) = >+ (R(Di, Dj) A (i — a))

2%

Ahora, para interpretar (ﬁ(D7 DYA (m— a)), al menos cuando m—a no sea isétropo,

observamos que ]-AB(D7 D’) es un 2-vector, asi que puede proyectarse ortogonalmente al
hiperplano (m — a)* donde, al considerar la orientacién i,, ,{x, cada 2-vector e?
vendrd representado por un vector xe2.

Elegido un punto arbitrario a, el valor de la forma de Cartan en un paralelepipedo
infinitesimal se obtiene sumando el producto de la distancia de a al centro m de cada
cara por el vector que representa la proyecciéon ortogonal sobre (m — a)* del 2-vector

asociado a tal cara.

4.4 Ejemplos
4.4.1 (El espacio-tiempo de Minkowski)

El espacio-tiempo definido en la variedad diferenciable X := R* por los siguientes
datos®:

g = dt* — ¢ ?(dx? + dak + da?)
[Qx] := [dt Adzy A dxg A das]

0; esté orientado al futuro

es el espacio-tiempo de Minkowski. Es el espacio-tiempo de la relatividad especial y

representa el comportamiento del Universo en ausencia de fenémenos gravitatorios.
Diremos que un espacio-tiempo relativista es plano cuando localmente sea isomorfo

al espacio-tiempo de Minkowski. Razonamientos andlogos a los que se usan en la

SEn los ejemplos omitiremos la conexién lineal, pues siempre ha de ser la conexién de Levi-Civita
de la métrica del tiempo.
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caracterizacién local de la geometria euclidea como variedad riemanniana de curvatura
nula, prueban que

La condicion necesaria y suficiente para que un espacio-tiempo relativista sea plano
es que su tensor de curvatura sea nulo.

4.4.2 (Métricas de Schwarzschild)

Sea (Sq, do?, Qg,) una esfera orientada de radio unidad y sea m un ntimero positivo.

Los datos
. 2m 2 -2 1 2 207 2
g.:<1—7w2>dt —c ( —5 dr —r?(do?)

[Qx] = [dt Adr A Qs,]

Oy estd orientado al futuro

definen una estructura de espacio-tiempo relativista en el abierto de R x Ry x S
donde r # 2mc2. Este espacio-tiempo estd vacio, aunque no es plano, y admite como
simetrias todos los giros de Ss y las traslaciones ¢t — t 4+ a. Ademas es invariante por
la simetria ¢ — —t; luego las hipersuperficies ¢ = a son totalmente geodésicas y, por
tanto, son espaciales para los observadores de velocidad 0y, que son inerciales hacia el
infinito (cuando r — o0).

El abierto r # 2mc~? tiene dos componentes conexas. La componente conexa
r > 2mec~2 recibe el nombre de espacio-tiempo normal de Schwarzschild de masa activa
m, y representa el campo gravitatorio debido a un cuerpo esférico situado “fuera”de
la regién que describen nuestras coordenadas. La componente conexa 0 < r < 2mc ™2
recibe el nombre de agujero negro de Schwarzschild de masa activa m, porque ningin
fot6n emitido en esta region puede salir de ella (ninguna geodésica isétropa que pase
por un punto de esta regién podra alcanzar su borde r = 2mc~2 en el futuro).

4.4.3 (Métricas de Robertson-Walker)

La esfera S,, de curvatura constante K puede construirse tomando en R™**! la métrica
riemanniana Ty := do2 +dz?+...+dz? y considerando en S,, := {e € R"*1: Ty(e,e) =
K?} la métrica riemanniana inducida por T5. Analogamente, el espacio hiperbdlico H,
de curvatura constante K se construye tomando en R"*! la métrica Ty := dt? — da? —
...—dz? y considerando en H,, := {e € R"T!: Ty(e,e) = K? } la métrica riemanniana
inducida por —T5. En este apartado (S, do?) denotard una de las siguientes variedades
riemannianas de curvatura constante: una esfera, un espacio euclideo o un espacio
hiperbdlico. La curvatura de S se denotard K y, para simplificar supondremos que
K=1,06-1.

Sea I un intervalo de la recta real y consideremos en X = I x S la estructura de
espacio-tiempo relativista definida por los datos

g :=dt* —r(t)?do? r(t) >0
[Qx] = [dt A Qg]

O; estéd orientado al futuro
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donde r(t) es una funcién positiva sobre el intervalo I, y s es una orientacién prefijada
de S. Este espacio-tiempo debe considerarse como un Universo que evoluciona de
modo que en cada instante ¢ tiene curvatura constante r(t)"2K, y la funcién r(t)
recibe el nombre de radio del Universo (recuérdese que suponemos K = 0,+1). Las
trayectorias integrales del campo 9;, que es un campo geodésico, han de considerarse
como las trayectorias que siguen los cimulos de galaxias (un punto se asimila con unos
cien millones de anos luz), de suerte que todas las galaxias tienen un tiempo comun
t: X — I, llamado tiempo cosmoldgico.

Adems3s, cada isometria de S induce una simetria de X. Como las isometrias de
S actuan transitivamente en las direcciones tangentes a S, es sugerente decir que en
estos modelos relativistas el espacio es homogéneo e is6tropo. La existencia de tantas
simetrias en X permite calcular su tensor de energia-momento T5. Si F es un vector
tangente a S, define un campo tangente F sobre X y tenemos que

1) T5(d,0;) solo depende de ¢, porque 9; es invariante por las isometrias de S.
2) Ty(0, E) es nulo, porque existe una isometria de S que transforma F en —F.

3) T>(E, E) solo depende de t. Luego en cada instante T define una métrica sobre
S invariante por las isometrias de S, luego proporcional a do2.
En resumen,

Ty = p(t)dt* + p(t)r(t)* do® = (p(t) + p(t))dt* — p(t) g
para ciertas funciones diferenciables

p(t) :==T2(0, 0)
p(t) :=To(E,E) donde E tiene médulo 1

sobre el intervalo I. El tensor de energia-momento es el de un fluido perfecto con velo-
cidad media 9;, densidad de masa-energia p(t) y presién p(t). Calculando directamente
(ver [13] 12.11) el tensor de energia-momento 75 a partir de g se obtienen las siguientes
ecuaciones de evolucién:

8o (TY LK
3 r r2
" 7\ 2

K

—8mp = 2r+<7’> + =

r r r

donde H := 7’ /r recibe el nombre de velocidad de expansion del Universo. La velocidad
de expansién actual Hy := r'(t)/r(to), lamada constante de Hubble, es aproximada-
mente de (5’5 £+ 0'5)10~!! cada ano. Como

_3H* 3K
&t 8mr?

tiene claramente el mismo signo que K, si convenimos en llamar densidad critica a p, :=
3HZ /87 ~ 5'5- 10730 gr/cm®, la densidad actual pg := p(to) del Universo determina el
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signo de su curvatura K:

Si po > pe , la curvatura K del Universo es positiva.
Si pg = pc , la curvatura K del Universo es nula.

Si po < pe , la curvatura K del Universo es negativa.

4.4.4 (Modelos de Friedman)

Son los modelos de Robertson-Walker con presién nula, p(t) = 0. En tal caso el
tensor de energfa-impulso es T? = p(9; ® 9;); luego divy (pd;) = 0 y tenemos una
ley de conservacién para i,s,{lx cuando las regiones espaciales evolucionan segun las
trayectorias del campo 0;. Es decir, si para cada regién Z C S ponemos Z; :=t X Z,

entonces
[ s = [ 05 = [ storeros
Zy Zy Z

no depende del instante ¢ considerado. La primera igualdad se debe a que i5,{1x es la
forma de volumen de Sy, y la segunda a que g, = ()3, porque la restriccién de la
métrica —g a S; es precisamente r(¢)3do?.

Se sigue que M := p(t)r(t)® es una constante (relacionada claramente con la masa
total del Universo), y que 87M/3 = (r')>r+ Kr . Obtenemos asf la siguiente ecuacién
diferencial para el radio del Universo:

A 8t M
AV
K=— A=—.
()" + r 3

Si K = 0, tenemos vA = r1/2y/. Integrando, y fijando la constante de integracién

de modo que r(0) = 0 (para que el Big-Bang tenga lugar en ¢ = 0)

2
3
r(t) = (iﬂt)
y obtenemos el modelo de Einstein-DeSitter:

g =dt? — Ct5 (da? + da? + da?) .

En este espacio-tiempo el Universo se expande indefinidamente, y su edad actual
to puede calcularse a partir de la constante de Hubble Hy := H (¢o):

H::T—/:2

r 3t

2 9 -
to = —— ~ 12 - 10" anos

3H,
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Si K = 1, introducimos una variable auxiliar 6 tal que df = r(t)~1dt:

dr doN' A
dg dt o
(dr/dO)?* +r* = Ar
2
2%+2r = 4
ro= %(1—0059) , tz/rd@z?(&—sen@)

y concluimos que la gréfica de la funcién r(t) es la cicloide de una rueda de didmetro
A. El Universo se expande entre 0 < ¢t < mA/2 hasta alcanzar un radio mdximo 2A4,
para contraerse después hasta colapsar cuando t = wA.

Si K = —1, se comprueba que el Universo se expande indefinidamente:

2 ’ 2

A(cosh A — 1) ; A(senh A — )
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Apéndice A
Geometria Euclidea

Entre los diversos modos equivalentes de fundamentar la geometria euclidea, el mas
adecuado a nuestros propdsitos es el siguiente:

Espacios afines: Dar una estructura de espacio afin real en un conjunto A es dar
un espacio vectorial real F de dimensién finita y una accién +: Ax EF — A de F en A
que sea fiel y transitiva; es decir, para cada punto p € A y cada vector e € E hay que
dar un punto de A, que denotaremos p + e y diremos que es el trasladado del punto p
por el vector e, verificando las siguientes condiciones:

1. p+0=p
2. (p+e)+e=p+(e+e)

3. Sip, g € A, entonces ¢ = p+ e para un unico vector e € E (que denotaremos pg
6q—p).

En tal caso diremos que F es el espacio de vectores libres del espacio afin A y llamaremos
dimension de A a la dimension del espacio vectorial E.

Llamaremos orientaciones de un espacio afin A,, de dimensién n a las orientaciones
de su espacio de vectores libres E, que son las dos componentes conexas de A, E —{0}.
Es decir, fijar una orientacion de A, es elegir una n-forma lineal no nula €2,,, salvo un
factor positivo. En tal caso diremos que una base {ey,...,e,} de E tiene orientacion
positiva o negativa segin sea el signo de €, (eq, ..., e,). En las rectas afines (n = 1) las
orientaciones se corresponden con las componentes conexas de £ —{0}, as{ que orientar
una recta afin es elegir, salvo un factor positivo, un vector no nulo; lo que clasifica a
los vectores no nulos en vectores de sentido positivo y negativo.

Espacios euclideos: Un espacio vectorial euclideo es un par (F, Q), donde E es
un espacio vectorial real de dimensién finita y @ = {AT2} es un subespacio vectorial
de dimensién 1 del espacio So E de las métricas simétricas sobre F, con la condicién de
que todas las métricas no nulas 75 € Q carezcan de vectores isétopos, lo que equivale a
que T; sea definido-positivo o definido-negativo (es decir, Q es una cuddrica no singular

89
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imaginaria en el espacio proyectivo P(E) de las direcciones de E, usualmente llamada
absoluto; pero no usaremos este punto de vista de la Geometria Proyectiva).

Dar una estructura de espacio euclideo en un espacio afin real A es dar una estruc-
tura de espacio vectorial euclideo en su espacio de vectores libres . En tal caso, el
absoluto Q permite definir todos los conceptos de la Geometria euclidea: perpendicu-
laridad, d4ngulos, semejanzas, movimientos, etc.!

Dado un par de puntos distintos p, ¢ en un espacio euclideo (A, F, Q), el segmento pgq
define una medida de longitudes en A, en el sentido de que existe un Unico representante
definido-positivo del absoluto T € Q tal que Ta(¢ — p,q — p) = 1, en cuyo caso
pondremos

e-e:=Ty(e, )

y diremos que es el producto escalar de los vectores e y €. Ahora el producto escalar
permite definir la medida de la distancia entre dos puntos r, s € A como el médulo
Ve -e del vector e = g — p. Tal medida de distancias depende obviamente de la
unidad de longitud fijada, en el sentido de que depende de la clase de congruencia
del segmento pq; pero sdlo en tanto depende de T»: Fijar una unidad de longitud
en un espacio euclideo equivale a fijar un representante definido-positivo del absoluto.
Fijado el producto escalar, sélo existen dos formas de volumen +Qg € A, E tales que
Qgl(ey,...,e,) = £1 para toda base ortonormal {eq,...,e,} de E. Luego, fijada una
unidad de longitud, dar una orientacién en un espacio euclideo es fijar una de estas dos
formas de volumen.

En el caso particular de las rectas afines, como el espacio vectorial SoFE de las
métricas simétricas sobre E tiene dimensién 1, cada recta afin tiene una tnica estruc-
tura euclidea: Q = S9FE. Luego cada vector no nulo e determina una orientacién y un
producto escalar T, el tnico tal que Ta(e,e) = 1, y estd determinado por ambos: en
las rectas afines dar un vector no nulo equivale a fijar una orientacién y una unidad
de longitud. Ahora bien, en una recta, elegir un vector no nulo e equivale a fijar una
forma lineal no nula w, la tnica tal que w(e) = 1; luego en las rectas afines dar una
forma lineal no nula w es fijar un producto escalar T = w ® w y una orientacién (los
vectores de sentido positivo son aquellos en que el valor de w es positivo).

Sistemas de referencia afines: Dar un sistema de referencia afin en un espacio
affn (A, E) es fijar un punto pg € A,, junto con una base {ej,...,e,} de E. En tal
caso, cada punto p € A,, se pone de modo unico en la forma

P=po+e=po+zTie1+ ...+ Tpep

y diremos que (z1,...,2,) son las coordenadas de p en dicho sistema de referencia afin.

1Esta definicién del concepto de espacio euclideo no satisface nuestra exigencia de introducir
tnicamente hipdtesis lo més cercanas posible a nuestra intuicién y evidencia, pues aceptar los axiomas
de espacio vectorial y producto escalar es tanto como dar por sentada la estructura de los escalares
y el Teorema de Tales, que no son evidentes ni intuitivos. En el libro de E. Artin puede verse una
excelente exposicion de los fundamentos de la Geometria euclidea y su relacién con los conceptos de
espacio vectorial, producto escalar y espacio afin.
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Obtenemos asi una biyeccion A,, ~ R™ que define en A,, una estructura de variedad
diferenciable, estructura que no depende del sistema de referencia afin elegido. Fijado
un punto p € Ay, la derivada direccional D segin un vector e € E:

. : +te) —
DE(f) = lim fp et) f(p)

define un vector tangente a A,, en el punto p, y es directo comprobar que sie = ). Aje;,

entonces
- 0
e _ A . Al
De ;Al(ax)p (A.1)

Vemos asi que cada espacio afin A tiene una estructura natural de variedad dife-
renciable y su espacio de vectores libres E se identifica canénicamente con el espacio
tangente T, A en cualquiera de sus puntos p € A. Por tanto, cada tensor sobre I define
un campo de tensores del mismo tipo y clase C* sobre la variedad diferenciable A. En
particular, cada orientacién de A define una orientacion en el sentido de las variedades
diferenciables y cada vector e € E induce un campo tangente que también denotaremos
e. Nétese que, segun la igualdad A.1, en cada sistema de referencia afin tenemos que

0 0

61 ==, ..., = ——
81'17 T 8$n

Traslado paralelo de vectores en los espacios afines: Al disponer de una
identificacién entre los espacios tangentes a un espacio afin A en dos puntos cuales-
quiera, A adquiere una conexién lineal canénica V: Si D, D’ son campos tangentes a
Ay {r} es el grupo uniparamétrico local del campo D, entonces

!/ !
DD it 2w D
' t—0 t ’

donde el limite se toma identificando T, (,)A = E = T,A. En cualquier sistema de
coordenadas afines (x1,...,x,) tenemos que

P%(bigy) = TPhg

K3

Por definicién, si e € E, entonces DY e = 0 para todo campo tangente D; es decir, los
campos tangentes definidos por los vectores de E son paralelos (= constantes respecto
de V). En particular, en cada recta afin tenemos un campo constante de vectores no
nulos, bien definido salvo un factor escalar no nulo, una forma lineal constante no nula,
unica salvo un factor escalar no nulo, un producto escalar constante, etc.

Afinidades: Sean (A, E) y (A, E) dos espacios afines. Se dice que una aplicaciéon
©: A — A es afin si existe una aplicacién lineal g: E — E tal que o¢(p +e) =
o(p) + g(e) para todo p € A, e € E. En tal caso dicha aplicacién lineal ¢ es tnica.
Cada aplicacion afin ¢ estd totalmente determinada por la imagen de un punto p € A
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y la aplicacién lineal asociada ¢. Diremos que una aplicacién afin ¢: A — A es una
afinidad si g: E — E es un automorfismo lineal. Las afinidades de un espacio afin A
forman claramente un grupo respecto de la composicién de aplicaciones.

Si (po;eé1,.--,€,) es un sistema de referencia afin de un espacio affn A y ¢ es una
afinidad de A, es obvio que (p(po); F(e1), - - ., F(e,)) también es un sistema de referencia
afin. Ademds, si (po; €1, ...,€,) es otro sistema de referencia afin de A, entonces existe
una Unica afinidad ¢: A — A tal que ¢(py) = Po, Ble1) = é1,..., Blen) = én.
En este sentido, todos los sistemas de referencia afines de un mismo espacio afin son
equivalentes.



Apéndice B

Calculo Diferencial Valorado
en Fibrados Vecoriales

Vamos a estudiar el cdlculo de formas diferenciales sobre una variedad diferenciable
X valorado en un fibrado vectorial £ — X. De hecho no serd necesario introducir
formalmente el concepto de fibrado vectorial, pues la categoria de fibrados vectoriales
sobre X es candnicamente equivalente a la de moédulos localmente libres y de rango
finito sobre el haz de funciones diferenciable C§. Es decir, cada fibrado vectorial
E — X puede ser reemplazado por el haz £ de sus secciones diferenciables, y asi
se obtienen todos los C5-mdédulos localmente libres de rango finito, pues cada uno
de tales médulos £ es candénicamente isomorfo al haz de secciones diferenciables del
fibrado vectorial E de fibra E, := &,/m,&,, donde m, denota el ideal de los gérmenes
de funciones diferenciables que se anulan en x.

En este apéndice X denotara una variedad diferenciable separada de base numerable
y €, &, E", ... denotardn C¥-mdbdulos localmente libres de rango finito. El haz de
campos tangentes a X de clase C* se denotard D

B.1 Formas diferenciales valoradas

Definicién: Llamaremos p-forma diferencial valorada en £ a todo morfismo de haces
wp: Dx 2. xD — &£ que sea C¥-multilineal y hemisimétrico. Es decir, para cada
abierto U C X tenemos una aplicacién C*°(U)-multilineal alternada

wp: D(U)x 2. xDU) — EU)

y estas aplicaciones son compatibles con los respectivos morfismos de restriccion.
Convendremos en que las O-formas valoradas en £ son las secciones globales de .
Cada p-forma diferencial w valorada en £ define en cada punto € X una aplicacién

R-multilineal alternada

we: (TpX)x 2. x(TpX) —  Ep:=E&/m&,
w,(DL,...,DP) = w(D!',...,DP)(z)

93
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y es sencillo comprobar que no depende de los representantes D*, . .., DP elegidos (basta
considerar un entorno coordenado de x). Diremos que w, es el valor de w en el punto
x.

Ejemplos:
(1) Las formas diferenciales valoradas en & = C¥ son las formas diferenciales
ordinarias.

(2) La identidad I(D) := D es una l-forma diferencial valorada en los campos
tangentes; es decir, £ = D.
En general, I,(Dy,...,D,) := D1 A...A D, es una p-forma valorada en & = APD.

(3) Las 1-formas valorada en D son los endomorfismos de D, asi que todo tensor
de tipo (1,1) puede entenderse como una 1-forma valorada en D.

(4) Sea V una conexién lineal en los campos tangentes a X.

El tensor de torsién Tor(Dy, Dy) := DY Dy — DY Dy — [Dy, D3] de V es una 2-forma
valorada en los campos tangentes a X.

El tensor de curvatura R(Dy, Ds, D3) := DY DY D3 — DY DY D3 — [D1, Do)V D3 de
V sélo es alternado en sus dos primeros indices, asi que puede entenderse como una
2-forma R valorada en End(D):

R(Dy,Dy) := DY Dy — Dy DY —[Dy, DoV .

(5) Cuando V es la conexién de Levi-Civita de una métrica no-singular, el tensor
de curvatura R de V puede entenderse como una 2-forma R valorada en los 2-vectores,
sin mas que subir el dltimo indice covariante mediante la métrica g.

(6) Cada sucesion (w1, ...,w,) de p-formas ordinarias puede entenderse como una
n
p-forma w := (wy,...,w,) valorada en (C)o(o) :

w(Dl,...,Dp) = (wl(Dl,...,Dp),...,wn(Dl,...,Dp)) .

Definicién: Si w, es una p-forma valorada en £ y D es un campo tangente a X,
definimos la contraccién interior de w, con D como la siguiente (p — 1)-forma ipw,
valorada en &:

(iDCUp)(D27 N ,Dp) = wp(D, DQ, N ,Dp) .

Es obvio que la contraccién interior es C§-lineal tanto en la variable D como en la
variable w,. Ademds ipipw, = 0 en virtud del cardcter hemisimétrico de wy.

Definicién: Sea £ x £ — £” una aplicacién C§-bilineal. Dada una p-forma wy,
valorada en € y una g-forma w;, valorada en &', definimos su producto exterior w, A wy,
como la p+ g-forma valorada en £” que en cada sucesién (Ds,...,Dytq) toma el valor

]Tq! Z Sg(a)wp(DJ(l), ey Dg(p)) . w;(Dg(p+1), ey Dg(p+q)) .
0E€Sptq
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En el caso ¢ = 0, cuando w;, = €’ es una seccién del haz &', convenimos en que w, A €’
es la p-forma
/ L /
(wp AN D1,...,Dp) :=wp(D1,...,Dp) - €

y la denotaremos wy, - €’ cuando no sea causa de confusion.

Las demostraciones usuales prueban que ip es una anti-derivacion
ip(wp Awy) = (ipwp) Awy + (=1)Pw, A (ipwy)
y que el producto exterior es anti-conmutativo:
wp Awy = (=1)Pwy Aw,

siempre que el producto exterior w; Aw, se considere respecto del producto e’-e := e-e’.
En particular, cuando £ = &, la férmula de conmutacién anterior sélo es valida cuando
el producto considerado en £ sea conmutativo.

Ejemplos:

(1) La estructura de médulo C¥ x & — & siempre es bilineal. Por tanto, si w,
es una p-forma ordinaria y w, es una g-forma valorada en &, entonces w;, A w, es una
p + g-forma valorada en €.

Cuando ¢ = 0, si w es una forma diferencial ordinaria y e es una seccién de &,
pondremos

’ wp®e:=wpANe ‘

de modo que, por definicién,
(wp ®e)(D1,...,Dp) =wy(D1,...,Dp)e .

(2) Si wp vy wy son formas diferenciales valoradas en los vectores tangentes a X,
el producto exterior w, A w, siempre se puede realizar respecto del corchete de Lie,
y obtenemos una p + ¢-forma valorada en los vectores tangentes. En tal caso, al ser
[D,D’'] = —[D’, D], tendremos que wp A wg = —(—1)P%wy A wp.

Si disponemos de una métrica en X, podemos realizar el producto exterior w, A wy
respecto de la misma, y obtenemos una p + g-forma ordinaria en X. En este caso la
férmula w, A wy = (—1)Plwy A wy, serd vélida siempre que tal métrica sea simétrica.

Por tltimo, también podemos realizar w, Aw, respecto del producto exterior de vec-
tores, y obtenemos una p + g-forma valorada en los 2-vectores. En este caso tendremos
que wp A wg = —(—1)Plwg A wp.

(3) Siempre tenemos una aplicacién bilineal canénica End(€) x € — &, (T,e) —
T(e). Por tanto, si w’ y w son formas diferenciales valoradas en End(£) y & respecti-
vamente, w’ A w es una forma diferencial valorada en &£.

Teorema: Si (U;uq,...,u,) es un abierto coordenado de X en el que £ es trivial, y
{e1,...,er} es una base de E(U), entonces las p-formas sobre U valoradas en £ forman
un C*°(U)-mddulo libre de base

(duil AN /\duip)@)ej s
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dondel <i; <...<ip, <nyl<j<r.

Demostracion: No hay mds que observar que D(U) es un C*°(U)-mdédulo libre de
base las derivadas parciales respecto de uq, ..., Uy,.

B.2 Conexiones en fibrados vectoriales

Para establecer el célculo diferencial de formas valoradas en un C§-médulo localmente
libre de rango finito £ es necesario comparar las fibras E,, en puntos distintos, al menos
cuando tenemos una curva que una tales puntos, un traslado paralelo de vectores de
las fibras a lo largo de curvas de X. Es decir, es necesaria una conexién lineal en £.

Definicion: Dar una conexion lineal en £ es dar un morfismo de haces V: Dx & —
&, (D,e) — DVe, tal que

Dv(el +eg) = DVey + DVe,
(D +Dy)Ve = DYe+ Die
(fD)Ve = f(DVe)
DY(fe) = (Df)e+ f(DVe)

para toda funcién diferenciable f € C®(U).
En tal caso diremos que una seccién e del haz £ es paralela cuando DVe = 0 para
todo campo tangente D.

La 2-forma de curvatura R de V es la siguiente 2-forma valorada en End(E):
R(D1,D5) := DY Dy — DY DY — Dy, Do]¥
de modo que, por definicién, R(Dy, D3)(e) := DY Dye — DY DY e — [Dy, D3]V e.
Diremos que una conexioén lineal V en £ es plana cuando cada punto de X tenga un
entorno U en el que £ sea trivial y admita una base {e1,...,e,} de secciones paralelas:

DVe; = 0. En tal entorno U el traslado paralelo de vectores es independiente del
camino (dentro de tal entorno).

Ejemplos: (1) En & = C tenemos la conexién lineal DV f := Df , que tiene
curvatura nula y es la que siempre se usa en el calculo diferencial de formas ordinarias.

(2) En el caso £ = D de los campos tangentes a X, las conexiones lineales son las
conexiones lineales sobre la variedad X.

(3) Dadas conexiones lineales en € y en en £’, inducen de modo natural una cone-
xién lineal en Hom(&,E&'):

(DVT)(e) := DY (T(e)) — T(DVe) .
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Esta conexién lineal en Hom(&, ") es compatible con la aplicacién bilineal natural
Hom(E,E") x &€= &', T-e:=T(e), en el sentido de que

DY(T-e) =DV (T(e)) = (DVT)(e) + T(DVe) = (DVT)-e+T-(DVe) .

En particular cada conexion lineal V en £ induce de modo natural una conexién
lineal en End(&):
(DVT)(e) :== DV (T(e)) — T(DVe)

compatible con el acoplamiento natural End(€) x € — £, y una conexién lineal en el
dual &%,
(DV0)(e) := D(0(e)) — O(DVe) ,

compatible con el acoplamiento natural £* x £ — C¥.

(4) Si E es un espacio vectorial real de dimensién finita, en C¥ ®r E tenemos una
conexién plana natural

DY (Z f® ei> =" (Df) @e;

?

respecto de la cual los vectores de E definen secciones paralelas.

B.3 Derivada de Lie y diferencial exterior
Fijemos una conexién lineal V en un C5’-mddulo localmente libre de rango finito £.

Definicién: Siw es una p-forma diferencial valorada en £ y D es un campo tangente
a X, definimos la derivada de Lie por ser la siguiente p-forma D'w valorada en &:

(D*w)(Dy,...,D,) :== DY (w(Ds,...,Dp)) — Zw(Dl,...,[D,Di],...,Dp) )

=1
Ejercicio: Sea {7} el grupo uniparamétrico local del campo D. Demostrar que

*
. TTw—w
Dfw = lim +—— |
t—0 t

donde 7w ha de entenderse del siguiente modo:
(rfw)e(Dyy ..., D2) i= w,, (o) (1 Dy, ..., 7,x D) € E,

identificando E, con E,(,) mediante el traslado paralelo (asociado a V) a lo largo de
la curva integral del campo D.

Teorema: Dado un producto bilineal £ x &' — £, si tenemos en £, £' y £ sendas
conexiones lineales compatibles, en el sentido de que DV (e-¢') = (DVe)-e'+e-(DVe'),
entonces:

DY (wAW) = (DFw) AW +w A (DEY) .
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Demostracion: La usual sigue siendo valida.

Teorema: Sea (), el haz de las p-formas diferenciales valoradas en £ y sea {4 :=
@p ),. Existe un tnico morfismo de haces R-lineal d: Q0 — (e, homogéneo y de
grado 1 (es decir, d(2,) C Q,41) tal que para todo campo tangente D tenemos

DY = doip+ipod.

Demostracion: Demostremos primero la unicidad por induccién sobre p. Cuando
p = 0, por hipétesis D¥e = d(ipe) +ip(de). Como ipe = 0, porque es una (—1)-forma,
concluimos que (de)(D) = D¥e = DVe.

Cuando p > 1 y w es una p-forma valorada en &, observamos que dw esta totalmen-
te determinada si conocemos ip(dw) para todo campo tangente D. Ahora bien, por
hipétesis ip(dw) = DFw — d(ipw) y, por hipétesis de induccién, d(ipw) estd determi-
nada de modo unico.

En cuanto a la existencia, definimos la diferencial exterior d por recurrencia sobre
p. Cuando p = 0, definimos

(de)(D) := DVe

y, supuesto definida d para las (p — 1)-formas, ponemos
(dw)(D, Dy,...,D,) = (D*w)(Dy,...,D,) — (dipw)(Dy,...,D,) .

Sé6lo hemos de probar que dw es una (p + 1)-forma diferencial, porque obviamente
verifica que D* = ipd + dip. Claramente es R-multilineal, porque dipw lo es por
hipétesis de induccién.

Veamos que es alternada. Es claro que (dw)(D,...,D;,...,D;,...) =0. El proble-
ma se presenta cuando el primer campo D coincide con otro, que podemos suponer que
es el siguiente, pues ya hemos demostrado que es alternada en las restantes variables.
En tal caso

(dw)(D, D, Dy,...,D,) = (D*w)(D,Ds,...,D,)~ (dipw)(D,Ds,...,D,) =
= DY(w(D,Ds,...,D,) - p w(D,...,[D,Dj],...)

—(iDdti>(D2, e ,Dp)
se anula porque

(ipdipw)(Da,...,D,) = D%(ipw)(Da,...,D,) — (dipipw)(Da,...,D,) =
= DY(w(D,Ds,...,D,)) — Y w(D,...,[D,Dy,...)
=2

Para concluir hay que probar que dw es C3¥-multilineal. La linealidad es clara en
las variables Ds, ..., D,, porque ambos sumandos lo son. Concluimos que también lo
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es en la primera variable, porque es alternada:

(dw)(fD,D1,...,D,) = —(dw)(D1,[D,...,D,)
— —f(dw)(Dy,D,...,D,) = f(dw)(D, D1, ..., D,)

Teorema: Dado un producto bilineal £ x &' — £, si tenemos en £, £' y £ sendas
conexiones lineales compatibles, en el sentido de que DV (e-¢e') = (DVe)-e'+e-(DVe'),
entonces

d(wp Awy) = (dwp) Awy + (=1)Pwp A (dw)) .
Demostracion: Es consecuencia directa de las igualdades
ipd = DV —dip
ip(wp Awy) = (ipwp) Awy + (=1)Pwy A (ipwy)

D (wp Aw)y) = (DPw,) A wly +w, A (DFW))

Férmula de Cartan: (dw)(Ds,D2) = DY (w(D2)) — D3 (w(D1)) —w([D1, D2]) .

Demostracion: Para toda 1-forma diferencial w tenemos

(dw)(D1, D2)

(ip,dw)(D2) = [(DY — dip,)w] (D2) =
DY (w(D2)) = w([Dy, Da]) = [d(w(D1))] (D)

y se concluye al observar que [d(w(D))] (D2) := D3 (w(Dy)).

Corolario: Sea V una conexion lineal en los campos tangentes a X. El tensor de
torsion de V es la diferencial exterior de la identidad:

TOI‘V = dI .
Demostracion: Es consecuencia directa de la férmula de Cartan:
(dI)(D1, Ds) = DY (Id(D2)) — Dy (Id(Dy)) — Id([D1, D5]) = Tory (Dy, Do)

Ejemplo: Toda conexién lineal V sobre una variedad diferenciable induce una
conexién lineal en los tensores de tipo (p, ¢) sobre X. As{ para cada tensor T} tenemos
un tensor V! de tipo (p +1,¢):

(VT (D, Dy,...,Dy,wi,...,wq) := (DVTI)(D1,...,Dp,wi, ... w,) ,

y la anulacién de VT equivale a la condicién de que T} sea constante (auto-paralelo).

Ahora bien, T puede considerarse como una 0-forma valorada en los tensores de tipo

D, q), y su diferencial exterior es precisamente , entendido como 1-forma valorada
dife ial exteri i te VI, entendid 1-f lorad

en los tensores de tipo (p, q).
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B.4 Curvatura

En general no es cierto que d?> = 0 . Por ejemplo, para cualquier seccién e de &
tenemos que

(d%¢)(D1,Dz) = [d(de)](D1, Dy)
= DY ((de)(D2)) — Dy ((de)(D1)) — (de)([D1, Da)) =
= DY(Dye) - Dy (DYe) - [D1,Ds]Ve = R(Dy, D)(e)

d’¢ = RAe

donde la 2-forma de curvatura R valora en End(€) y el producto exterior se realiza
con el acoplamiento natural End(€) x € — &, T - e := T'(e); ya que en tal caso

(R N 6)(D1,D2) = (R . €)(D17D2) = R(Dl,Dg) e = R(Dl,Dg)(e) .
Teorema: d?w=RAw

Demostracion: Consideramos un abierto U C X en que £ sea trivial y una base
{e1,...,e,} de E(U). Ahora

w=w®e+...tw e,

donde wy,...,w, son p-formas ordinarias y w;® := w; A ¢;. Calculemos:

r
w = Ewi/\ei
i=1
T

do = > [(dw;) Aei + (—1)Pw; A (de;)]
i=1

d’w = Z [(d®wi) Ae; + ()P (dw;) A (de;) + (—1)P(dw;) A (de;) + w; A (d?e;)]

= sz del sz R/\ez ZZ(—l)%R/\wi/\ei:R/\w

i=1

Ejercicio: En general no es cierto que la diferencial exterior conmute con la deri-
vada de Lie. De hecho (do D*¥ — DY od)w = —(ipR) Aw .

Identidad diferencial de Bianchi: dR =0 .

Demostracion: Para cada seccion e del haz £ tenemos que
d*e = d(d*¢)=d(RAe)=(dR) Ae+ R A (de)
d*e = d*(de) = RA (de)

y concluimos que (dR) A e = 0. Es decir, (dR)(D;, D2, D3)(e) = 0 y concluimos que
(dR)(D1, D2, D3) es siempre el endomorfismo nulo: dR = 0.



B.5. ECUACIONES DE ESTRUCTURA DE CARTAN 101

B.5 Ecuaciones de estructura de Cartan

Sea V una conexién lineal en los campos tangentes a X. Sea {Ds,...,D,} una base
local de campos tangentes y sea {61,...,0,} su base dual. Tendremos:
(1) dDj = ). wij ® D;
i=1
(2) d’D;j=RAD; =% Q;;®D;
i=1
n

i=1

para ciertas formas diferenciales ordinarias w;j, €;5, ©; que reciben el nombre de I-
formas de conexion, 2-formas de curvaturay 2-formas de torsion respectivamente. Por
definicién

wij(D) = 6:(DVDy)
Q.;(D,D') = 6:(R(D,D')D;)
©;(D,D") = 6;(Tor(D,D"))

Estas formas diferenciales estan relacionadas. Calculamos la diferencial de la iden-
tidad [ = ZL Hj (024] Dj = Zj 0j /\Dj:

dl = Zdej/\Dj—ZQJ/\dDj:Zd9i®Di—29j/\wij®Di:
J J i i,J
Z(d&l—i—ZwU /\0J> ® D;
i J

7

y comparando con (3) obtenemos la primera ecuacién de estructura:

d9¢+zlwij/\0j:@i
J

Diferenciando (1) y comparando con (2) obtenemos la segunda ecuacién de es-
tructura:

dwij + kaik Nwg; = Qij

En notacién matricial, si consideramos que 6 := (6;), © := (0;) son formas diferen-
ciales valoradas en las columnas de n términos y que w := (wj;), 2 := (€;;) son formas
diferenciales valoradas en las matrices n x n, tenemos que

dd+wNnl = ©
dvt+wAw = €
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donde los productos exteriores se realizan con el producto de matrices. Si diferen-
ciamos las ecuaciones de estructura, obtenemos las ecuaciones de Bianchi. En efecto,
diferenciando la primera

0+ (dw) AN —w A (dF) = dO
y sustituyendo dfl y dw por los valores que dan las ecuaciones de estructura, obtenemos
Q—wAW)AI—wA(O—-—wAb)=dO

que es la primera ecuacién de Bianchi:

QAN —wAO=dO

Diferenciando la segunda ecuacién de estructura
0+ (dw) Nw — w A (dw) = dQ
y sustituyendo dw por el valor que da la segunda ecuacién de estructura, obtenemos
Q-—wAW)Aw—wA(Q—-—wAw)=dQ,

que es la segunda ecuaciéon de Bianchi:

QAw—wAQ=d

En el caso de las conexiones simétricas, por definicién su torsiéon © es nula, y las
ecuaciones de estructura y de Bianchi quedan algo simplificadas:

dd+wANl = 0
dv+wAw =

Qneg = 0

QNw—-—wAQ = dQ

Ejercicio: Comprobar que, elegida una base local de campos, la ecuacién dR =
0 equivale a la segunda ecuaciéon de Bianchi, mientras que la primera equivale a la
ecuacién d(Tor) = d(dI) = RA .



Apéndice C
Electromagnetismo

Recordemos brevemente las hipotesis esenciales de la Teoria de la Relatividad:

1. Las particulas siguen trayectorias geodésicas de una métrica de tipo (4, —, —, —)
que mide los intervalos de tiempo.

2. Cada particula tiene un vector de impulso tangente a su trayectoria (que recoge
su masa-energia y cantidad de movimiento), y la 3-forma II5 que mide el impulso
que traspasa cada region tridimensional es proporcional a la forma de Cartan de
la métrica del tiempo:

C3 = 87TH3 .

Para estudiar la interdependencia de la métrica del tiempo y las cargas eléctricas, la 3-
forma de impulso debe medir también la carga que traspasa cada region tridimensional
del espacio-tiempo X, por lo que el vector de impulso I de cada particula ha de tener
una quinta componente que recoja su carga,

I=I+Q,

donde T es el impulso espacio-temporal. Necesitamos que los vectores tangentes a
la trayectoria de una particula tengan 5 coordenadas mientras que la trayectoria es
una curva de una variedad diferenciable de dimensién 4. Imaginaremos pues que las
particulas no son puntuales, sino que ocupan una circunferencia de radio inapreciable
cuyos vectores tangentes son las posibles cargas de una particula, de modo que éstas se
mueven en una variedad X de dimensién 5 dotada de una proyeccién regular X — X
y de un campo' no nulo D tangente a las fibras, que supondremos son circunferencias.
Recogeremos la suposiciéon de que su radio es despreciable imponiendo la restriccion
de que sé6lo los objetos en X invariantes por el grupo uniparamétrico del campo D
son observables, de modo que los diferentes puntos de una misma fibra carecen de
significado; sélo la fibra y sus campos tangentes invariantes lo tienen, como un suceso
en el espacio tiempo y las posibles cargas eléctricas en el mismo.

1Que ha de entenderse como la unidad de carga, digamos negativa.

103
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La hipotesis fundamental de la teorfa de Kaluza-Klein es que la métrica del tiempo
g en el espacio-tiempo X viene dada por la distancia entre las fibras respecto de una
métrica invariante g de tipo (+,—, —, —, —) tal que g(D, D) = —1:

Dfg=0 D-D=-1.

Llamaremos horizontales a los vectores ortogonales a D, de modo que cada campo
tangente al espacio-tiempo X puede levantarse de modo canénico y define un campo
tangente horizontal en X que es invariante por serlo g. Nunca distinguiremos entre
un campo y su levantamiento horizontal, aunque tal operaciéon no respete el corchete
de Lie. Asi, cada tensor invariante 7}/ en X define un tensor T o en X, pues siempre
podemos levantar las 1-formas por imagen inversa. En particular g define una métrica
g en X de tipo (4, —, —, —), que es la métrica del tiempo y permite definir en X los
conceptos propios de la Teoria de la Relatividad.

Diremos que una curva en X es una trayectoria cuando sea transversal a las fibras y
su proyeccién en X sea una trayectoria. Una particula es una trayectoria en X con un
campo tangente I, llamado impulso (pentadimensional) de la particula?. En X cada
campo tangente descompone de modo tnico en suma de un campo horizontal y un
campo vertical (tangente a las fibras), asi que el impulso I descompone en la forma®

I=1-eD,

donde e = I - D es* la carga eléctrica de la particula, el impulso espacio-temporal
I es horizontal y su médulo es la masa (en reposo) m de la particula. En particular
I-T =m?—e? Ademss la 1-forma invariante w, := ipg mide la carga de las particulas.

Aunque @, = 0, puede no anularse dw.. De hecho la 2-forma dw, es la imagen
inversa de una 2-forma @y en X, llamada 2-forma del campo electromagnético, porque
dw, es invariante y ip(dw.) = 0, pues se anula en D y en todo campo campo D;
tangente a X:

ip(dwe)(D;) = Duwe(D;)— Dwe(D)—we([D,D;]) =
= D(0) = Di(=1) —we(0) = 0
Como d(dw,) = 0, obtenemos el Primer sistema de ecuaciones de Maxwell:
d(:)z = 0

Dada una orientacién [Qx] de X (que define en X la orientacién [ipQx]), la distri-
bucién de particulas en X vendra dada por una 4-forma de impulso 114 valorada en los

vectores tangentes a X (invariante, simétrica y con diferencial nula). Luego la 3-forma

ﬁ3 = H4( ,D)

2Deberfamos imaginar que cada particula ocupa toda la fibra de su trayectoria, que es un tubo
bidimensional con un campo tangente invariante; pero lo hemos sustituido por una de las curvas
integrales para simplificar la exposicién, por lo que deberemos entender que dos particulas son la
misma cuando difieren en la accién del grupo asociado al campo D.

3El signo — se debe a que hemos convenido que D es la unidad de carga negativa.

4la medida de
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valorada en los vectores tangentes a X mide el impulso espacio-temporal que traspasa
las regiones tridimensionales de X (es la forma de impulso I3 considerada en el capitulo
V) y la 3-forma de carga

wo=1IL(..,D)-D

mide la carga eléctrica que traspasa cada regién tridimensional de X.
Por otra parte, la métrica g define canénicamente una 4-forma valorada en los
vectores tangentes, llamada 4-forma de Cartan,

Cu ::7*(§/\12),

donde R denota el tensor de curvatura de la conexién de Levi-Civita V de g, entendido
como 2-forma valorada en los 2-vectores e Iy es la 2-forma I5(D1, D2) = Dy A Ds.

En la teoria del electromagnetismo de Kaluza-Klein, la ecuacién de campo afirma
que la forma de Cartan de g es proporcional a la forma de impulso:

’ C4 = 87'I'H4 ‘

y la ley del movimiento afirma que el impulso I de cualquier particula es auto-

paralelo respecto de V:

C.1 Interpretacién en el Espacio-Tiempo

Sea X — X una proyeccién regular, de fibras circunferencias, sobre una variedad
de dimensién 4, sea D un campo tangente a sus fibras y sea g una métrica de tipo
(+,—,—,—,—) en X tal que D¥g =0y D-D = —1. Supondremos ademés que X esta
orientada y denotaremos (1x la correspondiente forma de volumen, y consideraremos
en X la orientaciéon Qg :=ipQx.

Sea w, 1= ipg y sea Wy := dw,.. Llamaremos campo electromagnético al endomor-
fismo Wy que se obtiene al subir el segundo indice covariante de @y con la métrica

g:

(IJQ(Dl,DQ) = L~L)2(D1) -D2 .

Usando las notaciones del apartado anterior, veamos cémp se interpretan las senci-
llas leyes de la teoria de Kaluza-Klein en el espacio-tiempo X.

Ley del movimiento: Sea I = I — eD un campo tangente a X. La ley del
movimiento IV I = 0 es equivalente a las siguientes condiciones:

1) La carga eléctrica es constante: Ie =0 .
2) IVT =e@y(I) , donde ¥ denota la conexién de Levi-Civita de g.

Ecuacion de campo: Sea Il una 4-forma simétrica en X. SiCqy = 87ll4 entonces:

1) d(xuwn) = —16rwc  (Segundo sistema de ecuaciones de Maxwell).
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2) Se verifica la Ecuacién de Einstein

()@p) AW | 2|2 (x13)
167 647 ’

donde C3(g) es la 3-forma de Cartan de g y I3(D1,Ds,Ds3) = D1 A Da A Ds.

Cs3(g) = 8w <ﬁ3 —

Es decir, la masa m de cada particula es constante, pues lo es la carga e y también
I-1T=m?—¢e? es constante, ya que I(I-1) =2(V,I)-1=0. Ademés, sim #0y
ponemos I = mT, entonces en lugar de la trayectoria geodésica TVT = 0 que seguiria
la particula de acuerdo con la Teoria de la Relatividad, ésta se desvia como si actuase

una fuerza electromagnética ffug (T'), que es proporcional a la carga e y depende de la
velocidad espacio-temporal T de la particula:

m(TVT) = ey (T) .
Por otra parte, la ecuacion de Einstein se verifica como si el campo electromagnético

tuviera una 3-forma de impulso

Tl — _(*U_Jg) /\L,NL}Q _ ‘@2‘2(*13)
3 167 64

que se ha de afiadir a la de la materia IIs.

Demostracion: Pasemos ya a demostrar las afirmaciones anteriores, para lo que
consideramos una base local orientada {Dg, D1, Ds, D3, Dy = D} de campos tangen-
tes tal que Dy, D1, Do, D3 son (levantamientos horizontales de) campos tangentes a X
y la matriz de g en tal base es diagonal (1,—1,—1,—1,—1). La base dual se denotard
{bo, 01, 02, 03, 04, = 0}, donde § = —w = —ipg. La 2-forma de campo electromagnético
Wy serd

D=3 2F0,A0; = 2F;0,00; = F 6 n6, ,
4.7

i<j 4,J
donde F)j; := —Fj; y los subindices varian entre 0 y 3. Por tanto, el campo electro-
magnético, que es el endomorfismo asociado a ws, es
G2(D;) = > 2F/D;
J
Gy = Y 2F/0;® D,
,J

donde F} := g;;F;;. En esta base de campos, las 1-formas de conexién son

W4

0
Wy = ZFUQZ

Wiqa = ZF;GJ
J

wij = (,{_)Z]-FF;Q
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donde @;; son las 1-formas de la conexién V asociada a g en la base local de campos
{Dy, D1, D3, D3}. En efecto, estas 1-formas definen una conexién lineal que conserva
la métrica g porque

wWir =wy =0, wis = giwai 5, Wij = —0igiWii »

y que tiene torsién nula en virtud de la primera ecuacién de estructura de Cartan
(recuérdese que dff = —dwe = — 3, F;0; N 0;):

d0+ZjW4j/\9j = _Zi,jFijei/\ej+Zi,jF’ijai/\0j =0
d91+2jwij/\9]~ +wig N0 = (d0i+zj(ﬂij/\0]’) +ZjF;9/\0j+ZjF;9j/\9:0

En términos de la derivada covariante de campos, esta determinacién de las formas
de conexion puede expresarse del siguiente modo:

DVD = 0

DYD; = DYD;+ Fy;D

DVD; = DYD = > F/D;=1u(D;)
J

En términos de la diferencial tenemos que

dD =Y F!6;® D,
(2¥]

y por tanto 2dD = @y. Ademds, si D = >, [iD; es un campo tangente a X, entonces
DYD=DYD - fif;FyD = DD .
iy
y DVD = DV D porque [D,D] = 0. Ahora ya podemos interpretar en X la ley del
movimiento. Copmo
INI = IVI—(Ie)D—eIVD
= IVI—eDVI—(Ie)D —eIVD+e?DVD
(ﬁf— 2e(dD)(I‘)) —(Ie)D = (ﬁf— ewz(f)) — (Ie)D

concluimos que la anulacién de IV I equivale a la de su componente vertical (Ie)D
(es decir, Ie = 0) y su componente horizontal IV T — el (1 ).

Para interpretar en X la ecuacién de campo, calculamos las 2-formas de curvatura
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mediante la segunda ecuacién de estructura de Cartan:

Quq = 0+Zw4i Nwig = Zgiiw4i Nwy; =0

Q= Z(dF” AO; + Fy;db;) Z wai A wij
Qi = Z(dF; A Qj + F;d9j )+ Zwij N wijq
J J
Qij = Qij-i-dF;/\e—‘rF;de—f—Z(F,ie/\@kj +@ik/\FJk9)+wi4/\w4j
k

donde ©;; son las 2-formas de curvatura de V. Calculemos ahora el tensor de Ricci en
un punto de X (suponiendo que la base local {Dy, D1, Da, D3} se elige de modo que
las 1-formas @;;, y por tanto las 2-formas df;, se anulan en tal punto)

Ry = ZRWl = ZQM D;,D) = ZFlF] Zg”g” 2 = 1@
Rjys =Ry = ZRMJ ZQ” D;, D) = Z Dy(
Ry = ZR,W RY,; = ZQM Dy, Di) + Qu4;(D, D;) =
= Rij+ Y (Ff(=2Fy) — F} Fy; — FyF}) =
= R+ zk:(FfFik — FfFy) =
= Rij+§::(ijF — FFFy) = ”—QZF Fyj

la, curvatura escalar

K_Zgﬂ 3J R44—K—22FkFJ+ZF1F]_/@+ |@s|?
J ik i,j

y el tensor de Einstein contravariante G*
Gt = GY = ZD-FU
Gij — 2ZF11<:FJ l — |2 ij
Por otra parte, recordando que (xa - 3)Qx = a A 3, tenemos que

*(DO VAN .ﬁs RAN D) = (_1)Sgsst )
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y un calculo directo permite concluir que — * (E A L) = CH(Qx ® G?). Por ejemplo,
cuando r # s, el coeficiente de 0, @ Dy := (g A...0,...AN0) @ Dy es

f®Dy —Ry{ — R} — R} = G*°

oD R} + R9T + R} = G™
hr@Dy Ry + Ry} + Ryj = —G"
o Ds RY3 + R93 — Rgj = G

y el coeficiente de gh ® Dy, es

=2 raen (D gnn Ry = 30 (=D gnn Ry — (=1 gnng 2 Ry =
— (—1)" [ZT Rrhh %thh — (—1)hGhh

Esta igualdad C4 := — % (R A Id2) = C}(2x ® G?) permite obtener que
Ci(...D) = > (-1)'GY§;®D, =
4]
= G - (D' (2D F*F + Y@ ) 0 D;
ij e

donde ahora é\l =0 A ... 52 ...\ 03. Poniendo 8;; := 0; A 0, etc., tenemos que
*0ij = (=1)" giig;;0i; -

Si ponemos F := %Q_Jg = Zi<j Fi;0:5,y F .= %&2 = Z” Ff@z ® Dj, entonces

*xF = %3 — F?°0;3 + F3°0,5 + F*093 — F*1 0y + F>20y,

(«F)AF = Y.( FYF] 0023 — F* FJ 6013 + F* FJ 6012
—FO R 6,95 — F2YF 0013 + F3 ) 0g1,
—FO2FJ0195 + F2FJ0p03 + F32FJ0015
—FOF]0195 + FY¥F 0493 — FXFJ6013 )® D;

CF)AF = =3 (=1 (3 F* )@ D;

i %
Ademas
#(I3) = *(0123 ® D123 + Op23 @ Do2s + 0o13 ® D1z + 012 ® Do12) =

= —0123 ® Do — 623 @ D1 + 613 ® Dy — 12 ® D3 = — Z(—l)igijé\i ® D;

,J

Como la ecuacién Cy = 87Il, implica Cy(..., D) = 8xll4(..., D) = 8xll3, se sigue
que

C3(9) = 8715 + (—2(+F) A F — | @ (x13))
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y, al recordar que F' := %(Dg, obtenemos la ecuacién de Einstein.
Por otra parte, la igualdad C; := — % (R A L) = C}(Qx ® G?) también permite
obtener que

Ci(..D)- D == Y (~1/ 8, = = Y (1Y (Y DiFY )8, = —d(+F)

J J

e introduciendo tal igualdad en la ecuacién 8nwe := 8nlly(...,D) - D =Cq4(...,D)- D
obtenemos el segundo sistema de ecuaciones de Maxwell

d(xwq) = —1670¢ .

C.2 Ley de Lorentz

Supongamos que las fuerzas gravitatorias son despreciables, que el espacio-tiempo
(X,3) es el espacio-tiempo de Minkowski. Elegido un sistema de referencia inercial, el
campo electromagnético sera:

0 FE E, B
- |B 0 By -B
“2“|p, By 0 B
Es By —-By 0

donde E; := 2F;q, By := 2F53, By := 2F31 v B3 := 2F}5. De acuerdo con la ley del
movimiento, el campo E = Wa(0;) es la fuerza que se ejerce sobre la unidad de carga
positiva en reposo, y suele decirse que es el campo eléctrico y que B = *wa(0) es el
campo magnético.

El impulso (espacio-temporal) de una particula de velocidad aparente ¥ y masa
aparente m # 0 es

I =md; +p=m(0; +v) =mT,

—
—

asi que wy(T) = (£ -¥)0; + (E + ¥ x B), y la componente espacial de la Ley del
movimiento TV I = e, (T) es la Ley de Lorentz

i . ﬁ
— =e(E+UxB).
il (o )
En cuanto a la componente temporal, que da la variacién de la masa aparente

dm

EZ€(EU)7

es consecuencia de la Ley de Lorentz y de la ortogonalidad de T y dT'/dt:
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C.3 Ecuaciones de Maxwell Clasicas

Seguimos suponiendo que (X, g ) es el espacio-tiempo de Minkowski. Con las notaciones
anteriores, la 2-forma del campo electromagnético ws es

Eidxy Adt + Eodxs A dt + Esdxs A dt + Bidxo N dxs + Badxs A dry + Bzdry A dzs

asi que el primer sistema de ecuaciones de Maxwell dws = 0 afirma que

0 = 01B1+02Bs+ 03B3
OB1 = O03F — 023
OBy = O1E3—03E,
0:Bs = O09FE1 — O01FE»

lo que puede expresarse de forma més compacta como:
divB = 0
ot E = —até

En cuanto al segundo sistema de ecuaciones de Maxwell, la 3-forma de carga wc
serd

del A dQCQ A dl’g — jldt AN dl’z AN dl’g +j2dt AN dl’l AN d.’Eg — jgdt A d.’El A d.’EQ y

donde o es la carga por unidad de volumen y j; es la carga que en la unidad de tiempo
traspasa la unidad de area ortogonal a la direccién 0;. Como *ws es

—Eldﬁbz A d:IJ3 + E2d$1 A dZIJ3 — E3d:131 A d$2 — Bldt A\ da:1 — Bgdt N d$2 — B3dt A dl‘g

la ecuacién d(*w2) = —16mwe afirma que
81E1 + 82E2 + 83E3 - ].671’0
*atEl + 3233 - 63B2 = 167Tj1
—0yFEy + 03By —01B3 = 16752
—0¢FE3 4+ 01By — By = 1673

Si introducimos el vector de corriente j := j101 + j202 + j305 (la parte espacial del
vector que define — * @¢ ), estas ecuaciones se escriben de forma més compacta como

divE = 167n0
—O,E+10tB = 167)

C.4 Notas

1) Hemos considerado una proyeccién regular p: X — X de fibras circunferencias
con un campo vertical D que no se anula en ningtin punto. El grupo uniparamétrico
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G = {7t}+er del campo D tiene un periodo en cada circunferencia, que es constante
(suponiendo que X es conexa). En efecto, si F' = p~1(Z) es la fibra de un punto 7 € X
y N denota el fibrado normal de F' en X, entonces la aplicaciéon exponencial define una
isometria G-equivariante de un entorno de la seccién nula de N con un entorno de C'
en X; luego, sustituyendo X por un entorno de Z, podemos suponer que X = N. En
tal caso, si x € C, entonces la isotropia de x coincide con la de cualquier vector de
N,, ya que 74 opera por la identidad en N, cuando 7 (z) = x al ser p,: N, — T-X un
isomorfismo.

Es decir, la estructura en la que se desarrolla la teoria de Kaluza-Klein es la de un
fibrado principal p: X — X de grupo estructural un grupo de Lie compacto y conexo
G de dimensién 1. Cada vector no nulo e del dlgebra de Lie de G define un campo
vertical D, en X que no se anula en ningin punto. Obtenemos asi una familia de
campos que difieren en un factor constante no nulo y son las unidades de carga (con
signo). La métrica g, que en principio estd definida salvo un factor constante positivo,
queda determinada por la unidad de carga D al imponer la condicién g(D, D) = —1.
Como ¢ permite definir la métrica del tiempo g, vemos que fijar la unidad de carga
(sin signo) equivale a fijar la unidad de tiempo (y por tanto de longitud y masa). El
segundo es una unidad de carga.

2) Fijada la unidad de tiempo, el impulso I de cada particula estd determinado
por la regla elegida para fijar la unidad de masa a partir de la de tiempo, ya que su
médulo es la masa. La descomposicién del impulso pentadimensional I = I 4+ Q en su
componente horizontal y vertical muestra que la determinacién de la unidad de masa
equivale a la de la unidad de carga (sin signo).

Hemos fijado la unidad de masa para que la ecuacién de Poisson sea Au = —4mp,
de modo que la constante de la gravitacion universal es 1. Veamos cudl es la unidad de
carga correspondiente. En ausencia de campo magnético, B= 0, la primera ecuacion
de Maxwell rot E = —9,B = 0 muestra que el campo eléctrico E es conservativo, y la

segunda ecuacion

div E = 1670

muestra (ver el capitulo IT) que las cargas negativas atraen a las cargas positivas como
si actuara una fuerza proporcional a las cargas e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia, siendo 4 la constante de proporcionalidad: La unidad de carga natural
D es el doble de la unidad D’ que daria la constante 1 en la Ley de Coulomb. Si
tomamos D’ := D/2 como unidad de carga negativa, en el nuevo sistema de unidades
el campo electromagnético serd la mitad y la 3-forma de carga serd el doble

S 1A
ElziE
= 13
B =18
o =20
J'=2j
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de modo que el segundo sistema de ecuaciones de Maxwell toma el aspecto usual
div E' = 4ro’
—0,E' +rot B' = 47y’

y la constante de proporcionalidad en la Ley de Coulomb pasa a ser 1. Ademads, la
ecuacion de Einstein es

_ 1 B | y
i ] - ik 177 — kl ij
G — 8 <T +47T<ZF F 4+ Y F*Fug ))
k kl
donde EL: Fy, B| = Fa3, By = F31, B, = Fi5, y T? el tensor de materia correspon-
diente a Il3, que es la forma usual de enunciarla.

3) Si se hubiera convenido en tomar g(D,D) = 1, de modo que g fuera de tipo
(1,1,—1,-1,-1), entonces la 3-forma de impulso del campo electromagnético cam-
biarfa de signo y su densidad de masa-energia seria negativa. En efecto, el coeficiente
de 0y ® Do en Ty es

1 ok 0 , L 2 7|E|2+%(_|E‘2+|§|2)7|E\2+|§|2
87T(2Zk:F Fk+2izjgingij) =

16m 327
y siempre es positivo, salvo en el caso wo = 0.

4) Nétese que los coeficientes de b D; no intervienen en los razonamientos ante-
riores, debido a que sélo II4(. .., D) tiene significado fisico. No obstante, la condicién
de que T4 sea simétrica determina tales coeficientes cuando j = 0,1,2,3, asi que sélo
la componente en # ® D es irrelevante. Ni siquiera la condicién dIT; = 0 impone alguna
restriccién sobre este coeficiente, pues

d@ ® D) = (df) ® D+ 0 A (dD) =0

porque df = 0 al ser una 5-forma en X , que tiene dimensién 4, y oA (dD) al estar dD
en el sistema de Pfaff generado por 6y, 61,05, 05.

5) Para simplificar los cdlculos, se han realizado en un sistema de referencia mévil.
Si fijamos un sistema de coordenadas locales (t = g, 21, x2,23,s) en X tal que D =
0/0s, tendremos que g = § — we Q we, donde w, := ipg, de modo que

We = g Ai(xo, 21, T, x3)dx; — ds
i

_ <gij + A A; Ai)
g = A; -1
6) La 1-forma w,. define una conexién en el fibrado principal X — X (no en X) y
la 2-forma del campo electromagnético wo es su curvatura, asi que es la obstruccion a
que tal conexion sea trivial. Es decir, en el espacio tangente la métrica g es el producto
directo de una métrica de la base por otra de la fibra; pero de ahi no se sigue nece-

sariamente que lo sea en un entorno de cada punto, siendo el campo electromagnético
precisamente la obstruccién a que tengamos g = § — ds>.
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