LIX Olimpiada Matematica

Departamento de

ESpanOla Matematicas
— Primera Fase ..

o _— Universidad de
ot | 20 de enero de 2023 Extremadura
Espafiola RSME Soluciones

. Sea n un entero positivo. Cada uno de los nimeros 1,2, 3, ..., 2023 se pinta de algin bonito

color pero verificando la siguiente propiedad: si (a,b) es un par de enteros diferentes tales
que a es divisor de b, sus colores son diferentes. Encontrar el minimo nimero de colores
que se precisa para que esa propiedad se cumpla.

Solucién: Asignemos un color al nimero 1 = 2%; el del ntiimero 2 = 2! debe ser diferente;
el del ntiimero 4 = 22 ha de ser también diferente a los anteriores, al igual que el de 8 = 23 y
asf hasta llegar a 1024 = 2'°. Llevamos ya necesariamente 11 colores diferentes que, ademas,
son suficientes. Efectivamente, si coloreamos los niimero desde el 2* hasta el 2571 — 1 con
un mismo color la propiedad se sigue verificando pues, si a pertenece a esa categoria y
b # a es miltiplo de a, existe un entero z > 2 tal que b = za > 2a > 2**1, por lo que
pertenece a una categoria superior. Es decir, los nimeros de una misma categoria pueden
compartir color.

. Sean > 3 un entero positivo. Los primeros enteros positivos, 1,2,...,n, se escriben en una
pizarra. Leocadia realiza el siguiente proceso tantas veces como quiera: primero elige dos
numeros en la pizarra y luego los reemplaza con aquellos que resultan de sumarle a ambos
un mismo entero positivo. Determina todos los enteros positivos n para los que Leocadia
puede conseguir, repitiendo este proceso, que todos los nimeros de la pizarra sean iguales.

Solucién: Destacamos las cuatro afirmaciones siguientes:

(i) La propiedad se verifica para n = 3,4, 5, segtin se prueba en los siguientes diagramas:
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(ii) Dado que la propiedad se verifica para las secuencias (1,2, 3), (1,2,3,4) y (1,2,3,4,5),
se verifica igualmente para cualquier secuencia de tres, cuatro o cinco enteros positivos
consecutivos. Basta con sumar en cada paso las mismas cantidades en rojo, aunque
la cantidad final en azul sea distinta.

(iii) Con la secuencia (1,2,3,4) podemos incrementar cuanto queramos la cantidad en azul
obtenida. Basta con considerar las parejas (1,2) y (3,4) y sumarles la diferencia. Con
la secuencia (1,2,3) podemos incrementar el valor en azul en cualquier cantidad par
2k. Basta con sumar k en las parejas (1,2), (2,3) y (1,3). Lo mismo ocurre con la
secuencia (1,2,3,4,5). Teniendo en cuenta (ii), estas propiedades pueden extenderse
a secuencias de 3, 4 y 5 niimeros consecutivos.



(iv)

Sea cual sea mn, si un proceso de este tipo conduce a una solucion, el total de las
cantidades sumadas durante el mismo tiene que ser par, porque en cada paso se suma
una misma cantidad a una pareja.

Veamos pues para qué valores de n se verifica en general la propiedad:

n = 4k:

n =4k + 1:

n =4k + 3:

n =4k + 2:

Si n es miltiplo de 4 podemos descomponer los ntumeros del 1 a n en k secuencias de
4 nimeros consecutivos. Segin (i) y (ii), podemos llegar a una solucion en cada una
de las k secuencias. Si las soluciones difieren entre si se igualan posteriormente tal y
como se indica en (iii).

El caso k = 1 se corresponde con n = 5, que esta resuelto. Si k& > 1, entonces
n = 4(k — 1) + 5. Dividimos entonces los n — 5 primeros niimeros en k — 1 secuencias
de cuatro y encontramos una solucion comun (en azul) m; para todas ellas. Por otra
parte, encontramos otra solucion msy para los cinco tltimos, que es posible por (i)
y (ii). Podemos suponer que my > m;y pues, de lo contrario, se incrementa lo que
sea necesario pero en una cantidad par, segtn (iii). Como m; puede incrementarse a
conveniencia, las cantidades pueden igualarse finalmente.

Se procede como en el caso anterior buscando una solucién para los 4k primeros
numeros, otra para los tres ultimos e igualandolas.

No puede haber solucién en este caso porque, si la hubiera para una misma cantidad
final (en azul) m, la suma de las cantidades seria m(4k + 2) que es par. Dado que
para pasar de la situacion inicial a la final debemos sumar una cantidad par, segin
(iv), la suma en la fase inicial deberia ser también par. Pero dicha suma es

142+...+n=nn+1)/2=(2k+1)(2k+3)

que es impar.

Asi pues, existe solucion para cualquier n > 2 cuyo resto al dividir entre 4 no sea 2. No
valen, por ejemplo 6, 10, 14, 18, etc. O sea, no te molestes en buscar una soluciéon para
n = 6 porque no la vas a encontrar.

3. Decimos que una terna de nameros reales (a, b, ¢), todos distintos de cero, es local si

()
(b)

a+a = b (1)
V4+b = ¢ (2)
Ac+c = d (3)

Probar que si (a,b, ¢) es local, entonces (a — b)(b—¢)(c —a) = 1.

Sea AjA, ... Ag un enedgono regular (poligono regular de 9 lados). Supongamos que
la longitud A;Ay = a, que AjA3 = b, AjAy =1y AjAs = c. Prueba que (a,b,—c) es
local.

Solucion:

()

Sumando las tres ecuaciones comprobamos que a + b+ ¢ = 0. Por otra parte, ,
v (3) equivalen, respectivamente, a

(a+b)(a—b) = —a (4)

(b+c)b—c) = —b (5)
(c+a)(c—a) = —c (6)



Por lo tanto,

a a
—b=— _
“ at+b ¢ (7)
b b
b—c= — = — 8
¢ b+c a (8)
c c
g = i 9
c-a c+a b 9)

lo cual conduce directamente al resultado.

(b) Tengamos en cuenta los trapecios isosceles de la siguiente figura, cuyas medidas vienen
especificadas en el enunciado:

Razonemos por comodidad con una tnica figura, la de abajo, que representa un tra-
pecio isoseceles genérico (cuyas dimensiones exactas no corresponden realmente a nin-
guno de los tres anteriores), y obtendremos las igualdades (1)), (2) y (3). Empecemos
por ()):

D a C
a b a
A 12e E 5* B

Dado que AB = 1 y que el trapecio es isosceles, se tiene que EB = (1 —a)/2 y
AE = (1 + a)/2. Por el teorema de Pitagoras se tiene CE? = a?> — EB? y que

V¥ = AE?+ CE?

I+a 2+ 9 1—a\’
= a —
2 2

= a’+a

Se verifica pues . Para obtener basta con razonar igualmente reemplazando a
por by b por ¢, como en el trapecio del medio. Por dltimo, para obtener para —c
se razona de manera idéntica pero con DC' =1, CB = AD = ay AC = AB = ¢,
como en el trapecio de la derecha. En esta ocasion EB = (c—1)/2y AE = (¢+1)/2.



Aplicando de nuevo el teorema de Pitagoras se tiene que

? = AE*+4+ CE?

c+1 2+2 c—1\>
== a_
2 2

= a’+c

4. Para pavimentar un tramo de calzada de 64750 mm de largo y 200 mm de ancho disponemos
de tres tipos de losas de 500, 650 y 700 mm de longitud. Todas tienen 200 mm de ancho.
. Cual es el nimero minimo de losas que se precisan para pavimentarlo sin que sobre ni
falte ninglin milimetro y sin cortar ninguna losa? ; Cuantas losas de cada tipo necesitamos?
. Cuantas soluciones diferentes existen?

Solucién: Las losas deben disponerse longitudinalmente, pues de lo contrario habria que
cortarlas. Para mayor comodidad dividamos las longitudes de la calzada y las losas por
su denominador comiin, que es 50. Eso equivale a considerar 50 mm como unidad de
longitud, de manera que la calzada mide 1295 unidades y las losas 10, 13 y 14 de largo,
respectivamente. Una solucién consiste en una terna a, b, c de enteros positivos tales que
al0 + b13 + c14 = 1295, que serd 6ptima cuando a + b + ¢ sea minimo.

Si 1295 fuera multiplo de 14 el problema quedaria resuelto. Pero 1295 = 92 x 14 + 7. A
medida que descontamos losas de 14, el resto va aumentando segin se aprecia en la primera
tabla, de manera que, cuando pueda expresarse de la forma 10a + 13b con a y b enteros
positivos, tendremos una solucion (no necesariamente 6ptima).

Numero de losas de 14 | 92 |91 | 90 | 89 | 88 | 87 | 86
Resto hasta 1295 7 121135149 |63 |77 |91

Numero de losas de 13 | 1 2 3 4 1516 7
Longitud que cubren | 13 |26 |39 |52 | 65|78 |91

Si comparamos ambas tablas observamos una solucién para 86 losas de 14 que, junto con 7
de 13 cubririan las 1295 unidades. Supone un total de 93 losas. Resulta bastante intuitivo
que no puede haber una solucién 6ptima con menos de 86 losas de 14. Razonémolos de todas
formas: si tenemos una solucién 6ptima con ¢ < 86 entonces b > 7 pues, de lo contrario,
estariamos reemplazando losas de 13 y 14 por una cantidad necesariamente mayor de losas
de 10. Por lo tanto, (86 —c¢)14 = (b—7)134al0 < (b+a—7)14, que equivale a a+b+c > 93,
lo cual es contradictorio. Asi pues, para encontrar una soluciéon optima debemos buscarla
en las tablas anteriores.

Buscaremos coincidencias entre ambas tablas en la dltima cifra, pues eso significa que la
diferencia entre los nimeros es miltiplo de 10. Tenemos una solucién con una losa de 13
pues, si le sumamos 5 de 10, cubrimos 63 unidades, que es el resto que dejan 88 losas de 14.
Eso supone un total de 94 losas, por lo que no es 6ptima. La siguiente y ultima solucion
consta de 3 losas de 13 que, unidas a una de 10, completan las 49 unidades que dejan de
resto 89 losas de 14. En total serfan 93 losas. Por lo tanto, el nimero minimo de losas
requerido es 93 con dos posibles configuraciones:

‘ Tipos de losas H 700 mm ‘ 650 mm ‘ 500 mm H Total ‘

Nuamero de losas solucién 1 86 7 0 93
Nuamero de losas solucién 2 &9 3 1 93




5. Ildefonso escribe los inversos de los nimeros enteros positivos de 2 a 2023 en una pizarra.
En cada paso, selecciona dos niimeros x e y y los reemplaza con el niimero

Y

fey) = o a—oa -y

Este proceso se repite 2021 veces, hasta que solo quede un nimero. ;Cuéales pueden ser los
posibles niimeros que se obtengan al repetir este proceso?

Solucion: Sixz =1/ay y=1/bcon a,b enteros positivos, se verifica

1
I+(@—1)(0b-1)

flz,y) =

Se trata pues del inverso del entero 1+ (a—1)(b—1). Luego, si z = 1/c siendo ¢ otro entero
positivo diferente, basta sustituir en la expresion a por 1 + (a —1)(b— 1) y b por ¢ para

obtener
1

T 1+ @-Db-1)(c—1)

Repitiendo este proceso hasta un total de 2022 veces obtenemos, independientemente del
orden en el que se han considerados los distintos niimeros, el resultado

f(f(z,y),2)

1 1
1+ 28k —1) 142022

6. En la figura puedes intuir infintos circulos tangentes entre si, cada vez mas pequenos.
., Cuanto suman las longitudes de todas las circunferencias? ;Cuanto suman sus areas?

13 13

10

Solucién: Por el teorema de Pitadgoras sabemos que la altura del tridngulo mide 12. La
circunferencia de cada circulo mide 7 por el diAmetro, que es la porcién de la altura que
le corresponde. Sumando y sacando factor comtn obtenemos como resultado 127, que es
la solucion al primer apartado.

Considera la figura que aparece a continuacion. El area de AABC mide 60. Sea § = ZCAB.
Su coseno y tangente son 5/13 y 12/5, respectivamente. La primera circunferencia es la
inscrita en el tridngulo AABC, asi como la segunda es la inscrita en AA'B'C, etc. Para



resolver el problema empezaremos calculando las areas del circulo y trapecio mayores, para
lo cual se precisa conocer la longitudes OD y AFE.

0 1 —cosé 1-5/13
OD = bStan- =5/ —— =5/ ———= =10/3
Mo TV T cost 7\ T+ 5/13 /
20 5
AE = 20D(tanf)' == . = =2
OD(tan0) 3 T3 5/9

En consecuencia, A’'B" = 10 — 2 - 25/9 = 40/9. Por lo tanto, la relacion entre el area del
circulo inscrito en AABC'y el area del trapecio de vértices A, A’, B', B es

7(10/3)3 3

(10 + 40/9)-10/3 13"

Podemos intuir que esa relacién se mantiene en todos los sucesivos trapecios y circulos, de
manera que equivale a la proporciéon entre la suma de las areas de los circulos y el area
total del triAngulo AABC, por lo que la suma de las areas de los circulos es

3 180
C
A// 1A
O/

Nota: Esa es la solucion al segundo apartado. No obstante, es conveniente justificar for-
malmente las dltimas afirmaciones. En primer lugar, dado que /2 = ZOAD = LO'A'D’,
se tiene que AAOD y ANA’O'D’ son semejantes. Luego, existe k € R tal que

AD OD

A'D  OD




Si C; vy T; denotan las areas del circulo y trapecio i-ésimos, respectivamente, se verifica:

G
Ti

71O D?

2(AB — AE)OD

7OD

9[AB — 20D(tan 6)—1]

TkO'D’

2k[A'B' — 20'D'(tan §)~1]

Co (s

?2—?3—...

(10)
(11)
(12)

(13)

Luego, dado que las areas de los trapecios suman el area de tridangulo AABC' y sacando

factor comiin, se verifica que la suma S de las areas de los circulos es

Ci = =T
SO LT

S



