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. Encuentra todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones

x> =5r+y
Y3 =5y +x

Solucién propuesta: El sistema de ecuaciones anterior equivale a

y = x> — 5z

r=1y*— by
Si se define la funcién f(x) = 23 — 5z, el problema consiste en buscar valores reales de x
tales que f(f(x)) = x, en cuyo caso, tanto (x, f(x)) como (f(z),x) verificaran el sistema

de ecuaciones (es decir, las soluciones son simétricas respecto al eje y = z). Por lo tanto,
el objetivo se reduce a encontrar las raices reales del polinomio

(z* — 5z)* — 5(2° — bx) — 2 = 2(2® — 152° + 752" — 13027 + 24)

Asi pues, tenemos la raiz x = 0 que se corresponde con la solucion trivial (0,0). Los
cuadrados del resto de raices son las raices del polinomio p(z) = 24 —1523+7522—130z+24.
Afortunadamente, este ultimo cuenta con dos raices enteras, 4 y 6. Mediante la regla de
Ruffini probamos que p(z) = (2 —4)(z—6)(2%—5z+1). Las raices del polinomio z? —5z+1
son (5++/21)/2y (5 —+/21)/2. Los nueve puntos siguientes son las soluciones al sistema
de ecuaciones, que coinciden con los puntos de corte entre las graficas azul y roja.
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. Encuentra todos los enteros no negativos a que cumplen que

351 4 351 4 350+a

es un cuadrado perfecto.

Solucion propuesta: Si 3°°(3+3+3%) = 22 para algtn entero z, debe existir otro entero
d tal que (3+3+3%) = d?. El caso a = 0 quedaria descartado pues 7 no es cuadrado perfecto.
El caso a = 1 es valido y se corresponderfa con z = 3%. Si a > 1, entonces tendriamos
35 (1+1+37!) = 22. Existirfa entonces otro entero e tal que 3(1+ 1+ 3%"') = €% Luego,
e seria multiplo de 3 y e? seria multiplo de 9. Segtin eso, 1 + 1 + 327! seria multiplo de 3,
lo cual no es posible si a > 1. Por lo tanto, la tinica posibilidad es a = 1.



3. Razona cudl es el drea del cuadrado azul.

Solucién: El angulo 6 de la figura verifica estas dos condiciones:

2r—1)/2 —1
sen@zu, COSQZT
r r
s Como sen? 0 + cos? 0 = 1, se tiene que
— 12 12
A 0 @ o1p o1,
& 4r r

Por lo tanto, r tiene que ser una de las dos
soluciones de la ecuacion 4r? —12r +5 = 0,
que son 0.5 y 2.5. La primera se desecha
pues r > 1. Por lo tanto, el lado del cua-
drado es 4 y su area, 16.

4. Consideremos un trapecio isosceles y los seis segmentos correspondientes a sus cuatro lados
y a sus dos diagonales. Tres de esos segmentos se pintan de rojo y los tres restantes se
pintan de azul. Demuestra que siempre es posible escoger tres segmentos de un mismo color
cuyas longitudes coincidan con las de los lados de algin tridngulo.

Solucién propuesta: Téngase en cuenta que tres segmentos pueden componer un trian-
gulo cuando la suma de los dos segmentos méas cortos es mayor que la del més largo. Asi
pues, todos los casos que puedan plantearse tienen una solucioén trivial para alguno de los
dos colores excepto el que presentamos a continuacion:

D

ke — = 2
ke — — -

A a b a B

En ese caso, se pueden dar dos situaciones:

(i) Si b > a, como en el trapecio de la izquierda, podremos formar un tridngulo con
los segmentos azules si |AB|<|BC| + |CD|, lo cual es cierto pues |AB| = 2a + b,
|IBC|>a+by|CD|=b>a.

(ii) Sib < a, como en el trapecio de la derecha, podremos formar un triangulo con los seg-
mentos rojos siempre y cuando |AD|<|AC|+|AD|, es decir, cuando /(a + b)? 4+ ¢ <
2va? + c2. Eso equivale a 3a? > b? + 2ab, lo cual es cierto en estas condiciones.




5. Ensartamos en un cordel 2n bolas blancas y otras 2n bolas negras, formando una cadena
abierta. Prueba que, independientemente del orden en que se ensarten las bolas, siempre
es posible cortar un segmento de la cadena con 2n bolas y con el mismo numero de bolas
blancas y negras.

Solucién propuesta: La idea es la siguiente: si en la mitad izquierda de la cadena hay
méas negras que blancas, en la mitad derecha ocurrird lo contrario. Parece razonable pensar
que, si nos vamos desplazando una posicion cada vez, de izquierda a derecha, habré algtin
momento en que los ntmeros se igualen. A continuacion vamos a intentar formalizarlo.

La cadena consta de 4n bolas. Den6tese D1 = N;— By, siendo B el nimero de bolas blancas
que se encuentran en la mitad izquierda de la cadena, es decir, entre las 2n posiciones
que van de la 1 a la 2n, ambas inclusive, y /Ny el ntimero de bolas negras en las mismas
posiciones. Este calculo se repite a medida que nos desplazamos hacia la derecha hasta llegar
a la mitad derecha de la cadena. Es decir, que podemos definir, para cadai =1,2,...2n+1,
D; = N; — B;. Como B; + N; = 2n, que es par, entonces B; y N; son ambos pares o bien
ambos impares. En cualquiera de los dos casos se verifica que D; = N; — B; serd un entero
par. Por lo tanto, cada vez que avanzamos una posicion en la cadena ocurre que D;,; es
igual a D; més 0, més 2 o mas -2, segln la situacion.

Si D; = 0, efectuaremos un tinico corte entre las posiciones 2n y 2n + 1. Supongamos que
D; > 2. Como dijimos al principio, eso implica que Ds,,; < —2. Necesariamente debe
existir algtn ¢ entre 2 y 2n tal que D; = 0. En ese caso, cortaremos entre i — 1 e 7 y entre
t+2n — 1 e © + 2n. Podemos razonar igual para el caso D; < —2.

6. Prueba que el resultado de sumar 1 al producto de cuatro numeros naturales consecutivos
es un cuadrado perfecto.

Solucién propuesta: Resulta sensato en estos casos ver qué sucede en casos sencillos,
como por ejemplo 1-2-3-4+1 =52 o también 2-3-4-5+ 1 = 112, para inferir que
n(n+1)(n+2)(n+ 3) + 1 podria ser igual a (n(n + 3) + 1)2. Para demostrarlo, basta con
comprobar que ambos polinomios equivalen a n* + 6n® + 11n? + 6n + 1.



