Capitulo 1I

Teoria de la Dimension

En este capitulo introduciremos una de las propiedades mas importantes que tienen los espacios
vectoriales: la dimensién. Dos son los modos posibles de llegar a la nocién de dimensién de
un espacio vectorial: uno aritmético, partiendo de las nociones de “familia libre” y “sistema
de generadores” y llegando al concepto de “base” (véase el problema 3.28), y otro geométrico
basado en la nocién de “serie de composiciéon”, que es el que seguiremos aqui.

Fijaremos un cuerpo k, y todos los espacios vectoriales y aplicaciones lineales los supon-
dremos sobre dicho cuerpo.

1 Dimensién de un Espacio Vectorial

Definicion 1.1 Diremos que un espacio vectorial E es de dimension 1, si E # 0 y no tiene
otros subespacios que 0 y E; es decir, E tiene dimensién 1 cuando E # 0y (e) = E para todo
vector no nulo e € F.

Claramente, si dos espacios vectoriales son isomorfos y uno de ellos es de dimension 1,
entonces el otro también es de dimensién 1 (véase 1.3.9).

Ejemplo 1.2 Segun 1.2.3 (¢), la dimensién de k como espacio vectorial es 1.
Lema 1.3 Un espacio vectorial E es de dimensién 1 si y sélo si es isomorfo a k.

Demostracion. Como ya hemos dicho, si k ~ E entonces E es de dimensién 1. Reciprocamente,
supongamos que F es de dimensién 1 y consideremos un vector no nulo e € E; la aplicacion
lineal f: k — E, f(\) := Xe, es tal que Im f # 0 y Ker f # k, por lo tanto debe ser Im f = F
y Ker f = 0, es decir, f es un isomorfismo. |

Ejercicio 1.4 Sie es un vector no nulo de un espacio vectorial E, entonces (e) es un espacio
vectorial de dimensién 1. Como consecuencia, si v es otro vector no nulo de F, entonces sélo
pueden darse uno de los dos casos siguientes (que son excluyentes): (e) = (v) 6 (e) N (v) = 0.

Definicion 1.5 Dados un espacio vectorial £ y un natural n, llamaremos serie de composicion
de longitud n en E a toda sucesién creciente de subespacios de la forma

O=FkFCcFkE i C---CE,=F

21



22 Capitulo 1I. Teoria de la Dimensién

y tal que F;/F;_; es de dimensién 1 para todo i =1,...,n.

1.6 Con la notacién de 1.5, como los subespacios vectoriales de E;/E;_1 estan en corre-
spondencia biunivoca con los subespacios de E; que contienen a F;_; (véase 1.4.7), decir que
E;/E;_1 es de dimensién 1 es equivalente a decir que no existen subespacios en E que estén
estrictamente contenidos entre F;_;1 y Ej;; por lo tanto, una serie de composicién de E es una
sucesion estrictamente creciente de subespacios de E, que comienza en 0, termina en E, y es
“irrefinable” (esto es, no existe otra sucesién de subespacios de E que comienze y termine
igual, y que la contenga estrictamente como subsucesion).

Definiciones 1.7 Diremos que un espacio vectorial no nulo es de dimension finita si posee
series de composicion, y en caso contrario diremos que es de dimension infinita.

Llamaremos dimension de un espacio vectorial de dimensién finita F, y la denotaremos
dimy E (6 simplemente dim E'), al minimo de las longitudes de todas las series de composicién
de E (es claro que dicho minimo existe).

El espacio vectorial trivial se considera de dimensién finita, y se define su dimensién como
cero.

Ejercicio 1.8 (a) Hemos dado dos definiciones de “espacio vectorial de dimensién finita
igual a 1” (una en 1.1 y otra en 1.7). Compruébese que coinciden.

(b) Sean E y E espacios vectoriales isomorfos. Teniendo en cuenta 1.3.9 (c), pruébese que
6 ambos tienen dimensién infinita, 6 ambos tienen dimensién finita y dim E = dim E.

Lema 1.9 Sea e un vector no nulo de un espacio vectorial de dimension finita F. Toda serie
de composicién en E de longitud m produce una serie de composicion en E/(e) de longitud
m—1. Como consecuencia se sigue que E /(e) es de dimension finita y que dim(E/(e)) < dim E.

Demostracion. Sea 0 = Ey C By C --- C By, = E una serie de composiciéon en E de longitud
m. Consideremos la aplicacién 7 : E — E/(e) de paso al cociente y los subespacios F; = 7(F;)
(t=1,...,m), de modo que tenemos

0=FyCFC-CFy=E/)

(porque la imagen directa conserva inclusiones). Ahora, como e es no nulo existe r € {1,...,m}
tal que e € Fr_1 y e € E,. Tenemos tres posibilidades:

(i) Siie{l,...,r—1}, entonces e € E; y por lo tanto la restriccién de w a E;, 7 : E; — Fj,
es un isomorfismo (porque su nicleo es Kerm N E; = (e) N E; = 0). Por dicho isomorfismo el
subespacio E;_1 de E; se corresponde con el subespacio F;_1 de Fj;, y por lo tanto el tnico
subespacio vectorial de F; que contiene estrictamente a F;_; es Fj; se sigue entonces que el
espacio vectorial F;/F;_1 es de dimensién 1.

(ii) Sii=r, entoncese € E, ye ¢ E,_1 y por lo tanto

E’r—l + <€> == E’r‘ = ﬂ-(ET‘—l) = F(ET) = F’r—l = FT ’

(iii) Sii € {r+1,...,m}, entonces E;_; y E; son subespacio vectoriales de £ que contienen a
(e), por lo que basta aplicar 1.4.7 para concluir que el espacio vectorial F;/F;_1 es de dimensién
1.



1. Dimensién de un Espacio Vectorial 23

De todo lo dicho se concluye que
O:FOCFIC"'CFr—lerCFH-lC"'CFm:E/<e>
es una serie de composicién en E/(e) de longitud m — 1.

Teorema 1.10 (Teorema de la dimensién) Sea E un espacio vectorial de dimensién fi-
nita. Todas las series de composicién de E tienen la misma longitud. En consecuencia la
dimensién de E es la longitud de una cualquiera de sus series de composicion.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n = dim F, siendo el caso n = 1 evidente.
Supongamos n > 1 ysea 0 = Ey C E1 C --- C By = E una serie de composicién de E de
longitud m. Por una parte, por definicién tenemos que m > n; por otra parte, si e es un vector
no nulo de E, entonces de 1.9 se sigue que la serie de composicion de E induce una serie de
composicién en F/(e) de longitud m — 1 y que dim(E/(e)) < n — 1, de modo que aplicando la
induccién obtenemos dim(E/{(e)) = m — 1, es decir, m — 1 < n — 1. De las dos desigualdades
probadas se sigue la igualdad m =n. |

1.11 Si0=FEyC E1 C--- C E, = FE es una serie de composicion de un espacio vectorial F,
entonces es claro que cada E; (i =0,1,...,n) es un espacio vectorial de dimensién i, de lo que
se sigue facilmente el caracter geométrico de las series de composicién al que hemos aludido al
comienzo de este capitulo: si (en lenguaje geométrico) a los espacios vectoriales de dimensién
cero los llamamos “puntos”, a los de dimension uno los llamamos “rectas”, a los de dimensién
dos los llamamos “planos”, ..., entonces, que un espacio vectorial F' tenga dimensién 3 significa
que en él existe una cadena irrefinable de subespacios, Fy C Fy; C Fy C F3, de manera que Fjy
es un punto, F} es una recta, F5 es un plano y F3 = F.

Teorema 1.12 (Aditividad de la dimensién) Si 0 — E' . E £+ E” — 0 es una suce-
sién exacta de aplicaciones lineales, entonces E es de dimensién finita si y sélo si E' y E" lo
son, en cuyo caso se satisface

dim F = dim £’ + dim B” .

Demostracién. Supongamos en primer lugar que E’ y E” son de dimensién finita, y sean
0O=EyCE{C---CE,=E y0=E]CE/C--CE!=E"series de composicién de
E' y E”) respectivamente (dim E' = m, dim E” = s). Por una parte, como j : £/ — j(E’)
es un isomorfismo, 0 = j(Ej) C j(E}) C --- C j(EL,) = j(E’') es una serie de composicién de
J(E"). Por otra parte, tomando imagen inversa por p obtenemos un isomorfismo de conjuntos
ordenados entre {subespacios de E”} y {subespacios de E que contienen a Kerp }, por lo tanto
Kerp = pY(E}) cp Y (E}) C --- C p~Y(EY) = E es una sucesién estrictamente creciente e
irrefinable de subespacios de E. Por tltimo, como j(E’) = Ker p, de todo lo dicho se sigue que

0=j(E)) Cj(E)C---Cj(E,)Cp (E)C---Cp " (E))=E

es una serie de composicion de E de longitud m + s, es decir E tiene dimension finita y
dimE =m+ s =dim E' + dim E”.

Supongamos ahora que F tiene dimensién finita y probemos, por induccién sobre n =
dim F, que E’ y E” tienen dimensién finita, siendo el caso n = 1 evidente (compruébese).
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Si j es un isomorfismo, entonces E’ es de dimensién finita (igual a la de E'); si j no es
un isomorfismo, entonces existe un vector no nulo e € E tal que e € j(E'), de modo que la
composicién E' -1 E — E/(e) es inyectiva (compruébese); como (segin 1.9) dim(E/(e)) < n,
podemos aplicar la induccién para concluir que E’ tiene dimensién finita.

Ahora, sip es un isomorfismo, entonces E” tiene dimensién finita; si p no es un isomorfismo,
entonces existe un vector no nulo e € Kerp y (segun 1.4.5) p induce una aplicacién lineal
E/{e) — E" que es epiyectiva; aplicando de nuevo la induccién obtenemos que E” es de
dimensién finita. |

1.13 (Férmulas de dimensién) Véanse en los ejemplos 1.7.2 cémo estan definidas las suce-
siones exactas que usaremos a continuacion.

(a) Dados espacios vectoriales F y Ea, el espacio vectorial Fy x Eo es de dimensién finita si
y s6lo si By y Es son de dimension finita, en cuyo caso tenemos dim(FE; x Ey) = dim E+dim Es .
Basta aplicar 1.12 a la sucesién exacta

S 2
0—F 25 By x By 25 By —0.
En general, dados espacios vectoriales Fj, ..., E, tenemos que la sucesién

0 - E1 2% EyxEyx---xE, — Fyx---xE, — 0
(e1,€2,...,en) +——  (e2,...,en)

es exacta y por lo tanto dim(E; X - -+ X E,,) = dim Ej +dim(Fy x - - - X E,,); aplicando la ultima
igualdad reiteradamente obtenemos

dim(E; X -+ x Ep) =dimE; 4+ --- +dim E,, .

En particular se satisface dim k"™ = n.

(b) Si E; y Es son subespacios de un espacio vectorial F, entonces E; y FEa son de
dimension finita si y sélo si F1 + FEo y FE1 N Ey son de dimensién finita, en cuyo caso se
satisface

d1m(E1 + EQ) = dim Fq 4+ dim Fy — d1m(E1 N EQ) .

La afirmacion se sigue de la exactitud de la sucesion
0—-F NEy—FE xFEy—FE+FEy—0.

En particular, los subespacios E; y Fa estdn en suma directa si y sélo si dim(E; + E») =
dim F4 + dim FEs.

(¢) Si E’ es un subespacio de un espacio vetorial E, entonces F es de dimensién finita si
y sélo si E' y E/E' son de dimensién finita, en cuyo caso se satisface

dim(E/E') =dimE — dim E’ .
Se obtiene de la sucesién exacta

0—-FE —F—E/E —0.
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(d) Sea T : E — E una aplicacién lineal. Si E es de dimensién finita, entonces ImT' es
de dimensién finita y se satisface

dimF =dimKerT +dimImT .
Basta tener en cuenta la sucesién exacta

0—KerT = E - ImT —0.

1.14 Una consecuencia importante de la férmula dada en 1.13 (c) es la siguiente: si E' es un
espacio vectorial de dimensién finita y E’ es un subespacio suyo, entonces E' = F si y sélo si
dim E = dim E’ (porque E' = E siy sélosi E/E' = 0).

Ejercicio 1.15 Sea T : E — E una aplicacién lineal con dim £ = dim E. Son equivalentes
las siguientes afirmaciones: (i) T' es inyectiva; (ii) T' es biyectiva; (iii) 7" es epiyectiva.

2 Bases en un Espacio Vectorial

Definiciones 2.1 Sea {ey,...,e,} una familia de vectores de un espacio vectorial E y consid-
eremos la aplicaciéon
Ak - FE
(AyeesAn) = Ajer+ -+ Apen

Diremos que la familia {e1,...,e,} es un sistema de generadores de E cuando la aplicacién
A sea epiyectiva, y diremos que la familia {ej,...,e,} es linealmente independiente (6 libre)
cuando la aplicacién A sea inyectiva. Por tultimo, diremos que {ej,...,e,} es una base de
E cuando sea una familia libre y un sistema de generadores de F, es decir, cuando A sea un
isomorfismo. Si {ey,...,e,} es una base de E, entonces, dado un vector e € E existe una tnica
n-upla de escalares (A1,...,\,) € k" que satisface e = A(A1,...,\n) = Aer + -+ + Apen, ¥
diremos que (Aq, ..., A,) son las coordenadas del vector e en la base {e1,...,e,}.

2.2 Por una parte, que la familia {ej,...,e,} sea libre significa que si existen A1,..., A\, € k
tales que Aie1+- - -+ A,e, = 0 entonces debe ser Ay = --- = )\, = 0, es decir, que los subespacios
(e1),...,(en) no son nulos y estdn en suma directa (véanse 1.2.3 (g) y 1.6.2; nétese que si dlguno
de los vectores de la familia es nulo entonces dicha familia no es libre).

Por otra parte es claro que Im A = (ey,...,ey), y por lo tanto {ei,...,e,} es un sistema de
generadores de E cuando E = (e1,...,e,) = {e1) + -+ + (en).

Concluimos entonces que la familia {e1,...,e,} es una base de E si y sélo si ninguno de
sus vectores es nulo y F = (e1) & - -+ P (ey).

Ejercicio 2.3 Sea F un espacio vectorial y sean eqy,...,e, € E. Pruébense que la familia
{e1,...,en} eslibre siy s6lo si ningin vector de ella puede expresarse como combinacién lineal
del resto.

Ejercicio 2.4 Consideremos la familia de vectores u; = (1,0,...,0), ug = (0,1,0,...,0), ...,
up = (0,0,...,0,1) de k™. Pruébese que {ui,...,u,} es una base que llamaremos base usual
de k".
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La base {(1,0),(0,1)} de k? es un caso particular del siguiente ejemplo: Si {e1,...,en} es
una base de un espacio vectorial E1 y {vi,...,vs} es una base de otro espacio vectorial Fa,
entonces la familia de vectores {(e1,0), ..., (em,0),(0,v1),...,(0,vs)} es una base de E; x Ej.

Teorema 2.5 (Teorema de la base) Un espacio vectorial es de dimension finita n si y sélo
si tiene una base con n vectores. En consecuencia, todas las bases finitas de un espacio vectorial
tienen el mismo niimero de vectores, y dicho nimero es la dimensién del espacio.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que F es un espacio vectorial de dimensién finita
n y consideremos una serie de composicién suya:

O0=FyCFEC---CE,=F.

Sea e; € Ej tal que e; # 0; entonces debe ser E7 = (e1), ya que de lo contrario tendriamos
Ey C (e1) C FEq, lo cual no puede ser. Analogamente, sea ex € Fs tal que es ¢ Ej; entonces
debe ser Ey = E1+ (e2) = (e1) + (e2) porque entre Ej y F3 no hay subespacios intermedios. En
general, para cada i € {1,...,n} sea e; € E; tal que e¢; € E;_1, de modo que debe satisfacerse
E; = FE;_1 + (e;) y por lo tanto

Ei={e1), ..., BE;={e1,...€), ..., BEp={e1,...en);
en particular E = (ey,...ey,), es decir, {ej1,...,e,} es un sistema de generadores de E. Para
probar que {ey,...,e,} es una base de E veamos que los subespacios (e1),..., (e,) estdn en

suma directa, para lo cual usaremos el criterio dado en 1.6.3: si para un indice ¢ se satisface
(e1,...ei—1) N {e;) # 0, entonces e; € (eq,...e;—1), es decir, E;_1 = F;, lo cual no puede ser.

Reciprocamente, supongamos ahora que F tiene una base {ej,...,e,}. Entonces F =
(e1) @ -+ @ (en) (véase 2.2), y basta tener en cuenta lo dicho en 1.13 (a) para obtener

dim E = dim(ey) + - - - + dim(e,) = n,
ya que cada subespacio (e;) tiene dimensién 1 (véase 1.4). 1

Corolario 2.6 Un espacio vectorial es de dimension finitan siy sélo si es isomorfo a k™. Como
consecuencia, dos espacios vectoriales de dimension finita son isomorfos si y solo si tienen la
misma dimension.

Ejercicio 2.7 Sean E y E espacios vectoriales tales que E es de dimensién finita n. Cual-

quiera que sea la base {ej,...,e,} de E y cualquiera que sea la familia {vy, ..., v,} de vectores

de E, existe una tinica aplicacién lineal T : E — E que satisface: T(e1) = v, T(e2) = va,
. T(en) = vy .

Ejercicio 2.8 Sea {ej,...,e,} una familia de vectores de un espacio vectorial E (de di-
mensién finita ¢ infinita); el subespacio generado por dicha familia es de dimensién finita y

dim(ey,...,e,) < n; ademds, dim(ey,...,e,) =n siy sblosi {e1,...,e,} es libre.

Proposicién 2.9 Sean e, ..., e, vectores de un espacio vectorial E de dimensién finita n.
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(i) Si{ei,...,er} eslibre entonces necesariamente debe ser r < n. Ademads, sir = n entonces
{e1,...,e.} es base de E, y si r < n entonces existen vectores e,41,...,e, en E tales
que {e1,...,€er,€r41,...,€5} €s base de E.

(ii) Si{ei,...,e -} es un sistema de generadores de E entonces se satisface r > n. Ademads,
sir =n entonces {ej,...,e,} es base de E, y si r > n entonces de la familia {ey,...,e,}

puede extraerse una base de E.
Demostracion. Se deja como ejercicio (utilizense 1.14, 2.3 y 2.8). 1

2.10 Sea F un espacio vectorial de dimension finita n y sea E' un subespacio suyo. En este
caso podemos dar una demostracién de la existencia de subespacios suplementarios de E’ sin
hacer uso del lema de Zorn (véase 1.6.8): si {e1,...,e,} es una base de E' (dimE' =1 < n),
entonces {ej,...,e,} es una familia libre en E y por lo tanto podemos ampliarla a una base
de E con vectores €,41,...,6e, € E; es claro que E = E' @ (e;41,...,€n).

Definicion 2.11 Dados vectores ey, ..., e, de un espacio vectorial F/, llamaremos rango de la
familia {ei,...,e,} a la dimensién del subespacio vectorial de E generado por dicha familia:
rg{e1,...,ep} :=dim(eq,...,e,) <n.

SiT: E — E es una aplicacién lineal tal que E es de dimensién finita, entonces se
define el rango de la aplicacién lineal T como la dimensién de la imagen de T': rgT :=
dim(Im7") (< dim EF'). Dado un sistema de generadores {ey,...,e,} de E, es ficil comprobar
que {T(e1),...,T(en)} es un sistema de generadores de ImT' y por lo tanto se satisface

rgT = dim(Im7T) = dim(T(e1),...,T(en)) =rg{T(e1),...,T(en)}.

Ejercicio 2.12 Para una aplicacién lineal T : E — E pruébese que son equivalentes las
siguientes afirmaciones: (i) T es inyectiva; (ii) 7" manda familias libres a familias libres
(esto es, para toda familia libre {e1,...,e,} de E, {T'(e1),...,T(e,)} es una familia libre de

E); (iii) T conserva los rangos (es decir, para toda familia {ej,...,e,} de vectores de E se
satisface: rg{e1,...,en} =rg{T(e1),...,T(en)}).
3 Problemas

3.1  Demuéstrese que la familia {(1,1,1),(1,1,2),(1,2,3)} es una base de R3. Pruébese
también que {2 + z,3z + 22,1 + 222} es base de Ry[z].

3.2 Sea E, F y GG espacios vectoriales de dimensién finita, y sean f : F —- F yg: F — G
aplicaciones lineales. Demuéstrese la relacion

dim(Im f NKer g) = dim(Im f) — dim(Im gef).
3.3  En el R-espacio vectorial R* se consideran los siguientes subespacios:
E,={((1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,3,1,3)), Ey, =1{((1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1)).

Calctlense las dimensiones de E1, Fo, Fh + Ey y F1 N Es.
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3.4 Hallense sistemas de generadores de los siguientes subespacios de R?:
(a) Fy={(\2)\4)\) €R? : XA € R};
(b) Br={(z+2y,—z+y,y—z) €R?: 2,y € R};
(¢) F3={(z,y,2) €R3: 2z +y—2=0}.

3.5 Hallense sistemas de generadores de los siguientes subespacios de C?:
(a) Vi={(z,5,2) €C’: 2—D)z—y=(e+i)z};
) Vo={(z,y,2) €C? : 2ix—(3—i)y=2— 2+ =y+ (1 —i)z}.

3.6 Sea {ei,...,e,} una familia libre de vectores de un espacio vectorial E. Dados escalares
ai,...,0pn_1, pruébese que la familia {e; —aye,, ea—age,, ..., en—1 —an_1€,} también es libre.

3.7 ;Para qué valores de a los siguientes conjuntos son base de R3?:

(a) {(a,1,0),(1,a,0),(0,1,a)};
(b) {(1+a,1,1),(1,14+a,1),(1,1,14+a)}.

3.8 Sea E un espacio vectorial de dimensién finita y sea {ei,...,e,} una base suya. Prué-
bense:

(a) {e1,e1+es,e1+ea+tes,...,e1+ea+ -+ ey} es base de E;

(b) para cualquier vector no nulo e € E existe un indice i € {1,...,n} tal que {e,...,e;—1,
€,€it1,...,6n} €s base de E.

3.9 SeaT :R?— R3 el endomorfismo definido como T'(z,y,2) = (x+y+2,z+2y, z—y). Se
pide hallar Ker T, Im T y bases de estos subespacios. Pregunta analoga para el endomorfismo
T2,

3.10 Sea {ej,e2,e3} una base de un espacio vectorial E y sea T' un endomorfismo de E tal
que T(e1) = e1 + ez, T(e3) = e3 y Ker T = (e1 + e2). Calctilense Im T, ImT? y Ker T2.

3.11 Sea{ej, e, €3} una base de un espacio vectorial E. Héllese una base del espacio vectorial
E/F, donde u =4e; +e3, v=-e1 +3e2 y F = (u,v).

3.12 Sean E y F espacios vectoriales con F de dimension finita. Dados subespacios vec-
toriales V de E y W de F tales que dimV + dim W = dim E, demuéstrese que existe una
aplicacién lineal T : F — F tal que KerT' =V eImT =W.

3.13 Poéngase un ejemplo de aplicacién lineal inyectiva T : F — F para la que exista una
base B de E tal que T'(B) no sea base de F.

3.14 Poéngase un ejemplo de aplicacién lineal epiyectiva T : E — F' para la que exista una
base B de E tal que T'(B) no sea base de F'.

3.15 Sea E un espacio vectorial de dimension finita y sea {e1,...,e,} una base suya. Dados
vectores vy, ...,v, € E, r < n, demuéstrese que la familia {v1,...,v,} es libre si y sélo si existe
un automorfismo f de F satisfaciendo f(e;) = v; para todo i € {1,...,r}.
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3.16 Dado un subespacio F' de un espacio vectorial F, estudiese la relacién existente entre
las familias libres de E' y las de E//F. Hégase el mismo estudio con los sistemas de generadores.

3.17 Sea E un R-espacio vectorial de dimensién finita (mayor que cero) para el que existe
un endomorfismo f tal que f2 = —I (= “menos la identidad”). Pruébense:

(a) f es un automorfismo;

(b) para cada vector no nulo e de E, e y f(e) son linealmante independientes;

(c) sie,v € E son tales que e, f(e) y v son linealmente independientes, entonces {e, f(e),
v, f(v)} es una familia libre;

(d) la dimensién de E es par;

(e) E admite una estructura de C-espacio vectorial tal que dimg E = 2 dim¢ E.

3.18 Sea E un C-espacio vectorial de dimensién finita n (mayor que cero). Pruébese que E
admite una estructura de R-espacio vectorial de dimension finita igual a 2n, y que para dicha
estructura existe un endomorfismo f tal que f? = —1.

3.19 Sean f: E — E, g: E — E aplicaciones lineales tales que dim E = n, dim E = m,
rg f =r y rgg = s. Demuéstrense:

(a) si F' es un subespacio de E de dimensién p y tal que dim(F N Ker f) = d, entonces
f(F) es un subespacio de E de dimensién p — d;

(b) si F esun subespacio de E tal que dim(FNIm f) = g, entonces f~(F) es un subespacio
de E de dimension n+q —r;

(¢) |r—s| <dim[Im(feg)] < inf{n,m,r + s}.

3.20 Considérese la aplicacién T : Rofz] — R?, T(p(z)) = (p(1),p'(1)) (¢'(z) es la derivada
del polinomio p(z)).

(a) Demuéstrese que T es lineal.

(b) Sin hacer ningin céalculo, ;puede decirse si 7' es 6 no inyectiva?

(c) Calculense KerT e ImT.

3.21 Considérese la aplicacién T : R? — R3, T(a,b) = (3a — b, 2a + b, b)).
(a) Demuéstrese que T es lineal.
(b) Sin hacer ningin calculo, jpuede decirse si T' es 6 no epiyectiva?
(c) Calcilense KerT e ImT.

3.22  Una coleccion infinita de vectores de un espacio vectorial se dice que es libre si lo es
toda subcoleccién finita suya. Estidiese si son libres las siguientes colecciones de vectores:

(a) {L,14=x,....,1+x+---+2",...} en el R-espacio vectorial R[z];

(b) {senz,sen2zx,...,sennz,...} en el R-espacio vectorial F(R,R).

3.23 Dado un espacio vectorial E, pruébese que son equivalentes:

(a) E es de dimensién infinita;

(b) existe en F una familia infinita de vectores que es libre;

(c) existen en E familias libres finitas con un nimero de vectores tan grande como se
quiera.
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3.24  Pruébese que los siguientes conjuntos son R-espacios vectoriales de dimensién infinita:
(a) R* = {sucesiones de nimeros reales};
(b) o ={(zn) € R® : limy, 00 x,, = 0};
(¢) C(R)y={f:R—R: f escontinua}.

3.25 Dado un endomorfismo f de un espacio vectorial E de dimension finita, pruébese que
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) Kerf=Imf;

(b) dim E es par, f2:0yrgf:%dimE.

3.26 Sea E un espacio vectorial de dimensién n y sea f € Endy(FE) tal que f*1 £ 0y
f* = 0. Demuéstrese que existe e € E tal que {e, f(e), f2(e),..., f*1(e)} es base de E.
Calcilense el ntcleo y la imagen de f.

3.27 Sea E un espacio vectorial de dimensién finta y sea f € Endi(E). Pruébese que para
todo m € N se satisfacen Ker f™ C Ker f™*! e Im f™ D Im f™t!. Ademds, existe p € N tal
que Ker fPNIm fP =0, y Ker fP = Ker f™ e Im f? = Im f™ cuando m > p.

3.28 Veamos en este problema cémo llegar al concepto de dimensién partiendo de la nocién
de base (sin hacer uso de las series de composicién). Para ello ignoraremos todo lo dicho en
este capitulo salvo las definiciones y observaciones dadas en 2.1, 2.2 y 2.3.

Sea E un espacio vectorial, F # 0, y sean ey, ...,e, € E. Pruébense:

(a) Si{e1,...,en} eslibre y v € E tal que v & (ey,...,e,), entonces {v,eq,...,e,} es
libre; esto es, si una familia de vectores de E es libre y no genera a E, entonces puede ampliarse
a una familia libre mas grande.

(b) Siej € (ea,...,ey), entonces (e1,€2,...,e,) = {€a,...,e,); esto es, si un sistema de
generadores de E no es libre, entonces se puede extraer de él un sistema de generadores mas
pequeno; como consecuencia, de todo sistema de generadores de E se puede extraer una base.

(¢c) (Teorema de Steinitz) Si{ei,...,e,} es una base de E y {v1,...,vn} es una familia
libre de E, entonces se pueden sustituir m vectores de la base {e1,...,e,} por vi,..., vy,
obteniéndose una nueva base. En particular m < n.

Diremos que E es de “dimensién finita” si es finito generado (se decir, si en F existen
sistemas de generadores), y en caso contrario diremos que E es de “dimensién infinita”.

Supongamos que E es de dimensién finita (recordemos que E # 0; el espacio vectorial
trivial se considera de dimensidn finita y se define su dimensién como cero). Segun (b) tenemos
que en E existen bases, y del Teorema de Steinitz se sigue fiacilmente que todas las bases de
E tienen igual nimero de vectores; por lo tanto podemos definir la “dimensién” de E como el
numero de vectores de una cualquiera de sus bases. Por ultimo, del apartado (a) y del Teorema
de Steinitz se obtiene que toda familia libre de E puede extenderse a una base.



