Capitulo VI

Aplicaciones de los Tensores
Hemisimétricos

En este capitulo, todos los espacios vectoriales seran de dimension finita sobre un cuerpo k, y
E sera un espacio vectorial de dimensién finita igual a n (> 0).

1 Determinantes

1.1 Sabemos que A,(E) = 0 cuando p > n, y es por eso que A, (E) se conoce como el “espacio
vectorial de los tensores hemisimétricos sobre F de orden méaximo”. Sabemos también que

dim(A,(F)) = (Z) = 1, y por lo tanto los tinicos endomorfismos de A,,(E) son las homotecias;

es decir, si f: Ap(F) — A, (E) es una aplicacién lineal, entonces existe un tnico A € k tal que
f es la homotecia de razén A: f(Q,) = A2, para todo 2, € A, (E).

Definicién 1.2 Dado T' € Endg(F), llamaremos determinante del endomorfismo T a la razén
de la homotecia T € Endg(A,(E)) (véase V.6.3), es decir, al unico escalar det(T) € k que
satisface T (Qy,) = det(T) ,, para todo Q, € A, (E).

Ejemplo 1.3 Si I denota el endomorfismo identidad de E, entonces es claro que I es el
endomorfismo identidad de A, (F), de modo que det(I) = 1.

Teorema 1.4 Sea T € Endy(FE). Se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) EI determinante es multiplicativo, es decir, si T es otro endomorfismo de E, entonces
det(T°T) = det(T) det(T).

(ii) Si{ei,...,en} es una base de E' y {wi,...,w,} es su base dual, entonces se tiene
det(T) = (w1 A+ Awp)(T(er),...,T(en)) .

(ili) T es un automorfismo <= det(T) # 0; ademas, si T' es un automorfismo, entonces
det(T~1) = (det(T)) 1.

(iv) Como E* tiene dimensién finita, también tenemos definido los determinantes de los en-
domorfismos de E*; se satisface det(T™) = det(T).
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88 Capitulo VI. Aplicaciones de los Tensores Hemisimétricos

(v) Si A= (aij) € My(k) es la matriz de T' en una base {ey,...,e,} de E, entonces

det(T) = Z sig(a) A1o(1) - - - Cno(n) -
O'ESW,

Demostracion. (i)  Si para cada X € k, hy : Ap(F) — A, (E) denota la homotecia de razén
A, recuérdese que se satisface hy°ha = h)o (es decir, dadas dos homotecias, su composicién
es otra homotecia cuya razén es igual al producto de las razones de las homotecias dadas).
Por lo tanto, para probar este apartado basta tener en cuenta que, segin V.6.3, se satisface
(TT)) = TAT).

(ii) El tensor hemisimétrico wy A -+ Aw,, es una base de A,,(F), y sabemos que para cada
Q, € A (F) se tiene Q,, = A1 - w1 A+ Awy, donde A\, = Qp(e1,...,e,) (véase V.5.4); en
particular para el tensor T (w1 A -+ - Awy,) se satisface TN (w1 A+ Awp) = @+ w1 A+ Aw, con
a=TMNwi A+ Awp)(e1,...,en), y como T es la homotecia de razén det(T") obtenemos

det(T) =a=Trwi A Awp)(e1,...,en) = (W1 A Awy)(T(er),...,T(en)).
(iii) Si T es un automorfismo, entonces existe su automorfismo inverso 7! y tenemos:
1 =det(I) = det(T°T~1) = det(T) det(T1)

(donde I denota el endomorfismo identidad de E), por lo tanto debe ser det(T) # 0y
det(T—1) = (det(T)) L.

Supongamos ahora que det(T") # 0. Si elegimos bases {e1,...,e,} de E y {wi,...,wy} de
E™* que sean duales una de la otra, entonces(wi A« - Awy)(T(e1), ..., T(ey)) = det(T) # 0 y por
lo tanto {T'(e1),...,T(e,))} es una base de E (véase V.5.5 (a)), es decir, T' es un automorfismo.

(iv) Considerando el punto de vista dual, E* es un espacio vectorial cuyo dual es E. Si
tomamos bases {e1,...,e,} de E y {wi,...,w,} de E*, duales una de la otra, entonces el
tensor hemisimétrico e; A --- A e, es una base de A, (E™) que, segun (ii) y V.4.4 (v), satisface

det(T*) = (e1 A+~ Aen)(TH(w1), ..., T (wn))

= ) siglo)(e1®:-- ®en)(T*(wa(1)),--',T*(wou)))
gESy

= > ) () - (o)

UGSn

= Z sig(o) - (wa(1)°T>(el) ----- (wa(n)OT) (en)

O'ESn

= 3 sig(o) - wo) (T(e1)> ..... We(n) (T(en))

gESy

= Z sig(a) (wa(l) Q- wa(n))(T(61)7 ce 7T(en))
o€Sn

= (w1 A Awp)(T(e1),...,T(ey)) = det(T).

(v) Se obtiene inmediatamente de (ii) teniendo en cuenta que si {wi,...,w,} es la base
dual de {e1,...,e,}, entonces a;; = w;(T'(e;)). |
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Nota 1.5 Dado T € Endy(E), det(T') es por definicién una propiedad intrinseca de T" (es decir,
det(T') es un invariante de T ); ya veremos su interpretaciéon geométrica.

Definicién 1.6 Dada una matriz cuadrada A = (a;;) € My (k), se define el determinante de
A como el escalar |A| dado por la férmula

’A‘ = Z Sig(O') *Qig(1) " Qno(n) -
UESn

Ejemplos 1.7 (a) Siel orden de la matriz cuadrada A es 2, entonces |A| = a11a22 — ai2a91,

yaqueSQZ{(i 3)@ f)}

(b) Siel orden de A es 3, como las permutaciones de signo positivo de S3 son

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3/ 2 3 1)"° 31 2 )7

v las de signo negativo son
1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 1 3 )7 32 1)° 13 2/

|A| = 11022033 + 012023031 + 013021032 — (120210433 — 413022031 — (11023032 -

obtenemos

(c) SiI, = (d;j) es la matriz unidad de M, (k), entonces |I,| = 1 (compruébese).

1.8 Fijemos una base {ej,...,e,} en E y sea {wi,...,w,} su base dual. Segin II1.2.10, la
aplicacién Endg(F) — M, (k), T — A, que a cada endomorfismo T" de E le asocia su matriz
A en la base {ej,...,e,}, es un isomorfismo de espacios vectoriales y es un isomorfismo de
anillos, y segin 1.4 dicha aplicacién conserva los detrminantes: det(7) = |A| cuando A es la
matriz de T' en la base {e1,...,e,}.

1.9 Dados vectores ey, ..., e, € E y formas lineales w1, ...,w, € E*, se satisface
(Wi A Awp)(et, ... ep) = |wi(ey)].

La demostracién de la anterior igualdad se obtiene inmediatamente de las definiciones de
“producto exterior de formas lineales” y “determinante de una matriz cuadrada”.

1.10 Propiedades de los determinantes de las matrices cuadradas:
Se obtienen todas de 1.8 y 1.9. Dadas matrices A, B € M, (k) se satisfacen:
(a) |AB|=|A||B|; se sigue de 1.4 (i).
(b) A es invertible <= |A| # 0 (es decir, rg A = n siy sélo si |A| # 0; véase IV.4.4);

ademds, si A es invertible, entonces |A7!| = |A|7}; se sigue de 1.4 (iii).
(c) |At =|A|; se sigue de 1.4 (iv) y IV.4.2.
(d) Sila matriz B se obtiene de A intercambiando dos columnas, entonces |B| = —|A|.

En efecto, supongamos que dichas columnas son la h-ésima y la [-ésima con h < [; si fijamos
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bases {e1,...,e,} en E y {w1,...,w,} en E*  duales una de la otra, y si para cada indice j
definimos el vector v; como aquel cuyas coordenadas en la base de E es la columna j-ésima
de A, entonces

|A| = |wi(vj)| = (w1 A= Awn) (V1,2 Vhy oo, UL oo, Up)
= — (Wi A Awp)(V1y .oy Ve ey Upy e ey 0,) = —| B

(e) Sila matriz B se obtiene de A multiplicando una de sus columnas por un escalar
A € k, entonces |B| = A|A|; pruébese como ejercicio.

(f) Supongamos ahora que existe j € {1,...,n} tal que A y B tienen todas sus columnas
iguales menos las j-ésimas; si definimos la matriz C € M, (k) como aquella cuya columna j-
ésima es la suma de la j-ésima de A y la j-ésima de B, y tal que el resto de las columnas de C
son iguales a las de A (y por lo tanto iguales a las de B), entonces |C| = |A| + |B|; pruébese
como ejercicio.

(g) Puesto que el determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de su
matriz traspuesta, es claro que lo dicho en (d), (e) y (f) para las columnas es también valido
para las filas.

(h) NO es cierto que se satisfaga siempre la igualdad |A + B| = |A| + |BJ; tampoco es
cierta la igualdad |AA| = M| AJ; lo que si se satisface es |[AA| = A"|A| (compruébese).

2 Orientaciones y Formas de Volumen

En toda esta seccién serd k = R; como en todo el capitulo, n (> 0) denotara la dimension del
R-espacio vectorial E.

Definiciones 2.1 Llamaremos forma de volumen sobre E a todo vector no nulo del espacio
vectorial A, (E) (es decir, a todo tensor hemisimétrico no nulo sobre E' de orden méximo).

Fijada una forma de volumen §2, € A,(FE) sobre E, dados n vectores ej,...,e, € E,
llamaremos medida del volumen (6 simplemente volumen) del paralelepipedo determinado
por la familia de vectores {ej,...,e,}, al nimero real no negativo |Q,(e1,...,e,)| (= valor
absoluto de Qy,(e1,...,e,)). El nimero real Q,(eq,...,e,) lo llamaremos volumen con signo
del paralelepipedo determinado por {ey,...,e,}.

Nota 2.2 Fijar una forma de volumen sobre F se interpreta geométricamente como fijar una
“unidad de medida de volimenes”. Se podrda comprobar mas adelante, cuando se estudien
los espacios vectoriales euclideos, que la definicién que hemos dado de “volumen de un par-
alelepipedo” coincide con la nocién usual de volumen (base por altura en dimension 2, drea de
la base por la altura en dimensién 3).

Lema 2.3 Dados vectores vi,...,v, € FE, el paralelepipedo determinado por la familia
{v1,...,v,} tiene volumen distinto de cero (independientemente de la forma de volumen con
la cual se mida) si y sélo si {vi,...,v,} es base.

Demostracion. El enunciado del lema es otro modo de decir la siguiente propiedad: si €2, €
An(E) y Q, # 0, entonces {vy,...,v,} es base si y sélo si Q,(v1,...,v,) # 0; pero esta
propiedad ya la conocemos (véase (a) de V.5.5). 1
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Teorema 2.4 Sea B = {e1,...,e,} una base de E y sea {wi,...,wn} su base dual. Se
satisfacen:

(i) La unica forma de volumen sobre E para la cual el paralelepipedo determinado por la
base B tiene volumen con signo igual a 1 es w1 A -+ A\ wy,.

(ii) Dados n vectores cualesquiera vi,...,v, € E, si A = (a;;) € My(k) es la matriz de
coordenadas de la familia {vi,...,v,} en la base B (es decir, la columna j-ésima de A
son las coordenadas de vj en la base B), entonces vi A---Avy, y e1/A\---Aey, son tensores
de A, (E*) que satisfacen

VA Aoy =Aler A Aey.

(iii) Con la misma notacion de (ii), la unica forma de volumen sobre E para la cual el par-
alelepipedo determinado por la base B tiene volumen con signo igual 1, da volumen con
signo igual a |A| al paralelepipedo determinado por la familia {vy,...,v,}:

(@1 A Awn) (V1 va) = 4]

Demostracion. (i) Ya sabemos que (w1 A --- A wp)(e1,...,e,) = 1 por ser {ei,...,en}t v
{wi,...,wy} bases duales una de la otra; ahora, si Q, € A,(E) es tal que Q,(e1,...,e,) =1,
entonces 0, = a- w1 A---Aw, con a=Q(e1,...,ey) = 1.

(ii) Sabemos que e; A---Ae, es base de A, (E*) yque vy A---Av, =A-e1A---Ae, con
A= (v A+ Avp)(wi,...,wy); basta entonce comprobar que (v A -+ Avy)(wi,...,wn) = |A4],
lo cual es inmediato si se tiene en cuenta que v;(w;) = w;(v;) = asj.

(iii) Se demuestra igual que (ii), ya que se satisface (w1 A« Awp)(v1,...,0) = (V1 A=+ A
Up ) (Wi, wn). B

Veamos la interpretacion geométrica del determinante de un endomorfismo:

Teorema 2.5 Sea T' € Endy(E). El valor absoluto de det(T') es el factor por el que quedan
multiplicados los volimenes de los paralelepipedos de E al tomar imagen por T'; es decir, si
v1,...,V, € E, entonces, cualquiera que sea la forma de volumen (), sobre E se satisface

(T (01), ..., T(v))| = | det(T)| - (1, - .., v0)] .

Demostracion. Sean ), € Ap(E), Qp, # 0,y v1,...,v, € E. Si{v1,...,v,} no es base, entonces
tampoco lo es {T'(v1),...,T(vn)} vy obtenemos Q,(T(v1),...,T(vy)) = 0 = Qu(v1,...,Un).
Supongamos entonces que {vi,...,v,} es base y sea {&1,...,&,} su base dual; como 2, =

A& AN NE, con A= Qy(vy,...,v,), tenemos

Qu(T(v1), ..., T(0n)) = (A~ &4 A AE)T(v1), ..., T(vy))
=X @A A& (T (), ., T(on))]
= A-det(T) = Qu(v1,...,va) - det(T). W

2.6 Denotemos F = A\(€) — {/}, es decir, F es el conjunto de las formas de volumen sobre
E. En F definimos la siguiente relacién: dadas €,,9Q, € F,

Q, ~Q, — existe A > 0 tal que Q, =AQ,.
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Es facil comprobar que la anterior es una relacién de equivalencia en F. El conjunto cociente
F/~ s6lo tiene dos clases de equivalencia, ya que, por ser dim(A,(E)) = 1, dadas Q,,Q, € F
existe A € R, A # 0, tal que Q,, = AQ,,, y sélo puede ser A > 0 6 A < 0. Ademds, dada
una forma de volumen (2, cualquiera, €2, es representante de una de las clases y —2, es
representante de la otra clase.

Definiciones 2.7 Con la notacién de 2.6, llamaremos orientaciones en E a los elementos del
conjunto cociente F/~ . Un espacio vectorial orientado es un par (F,(,), donde E es un R-
espacio vectorial de dimensién finita y €2, es (un representante de) una de las dos orientaciones
que hay en FE.

Sea (F,€,) un espacio vectorial orientado. Diremos que la orientacién que define €, es la
positiva, y que la otra orientacion es la negativa; (es decir, un espacio vectorial orientado es un
espacio vectorial real de dimensién finita donde se ha fijado una de sus dos orientaciones como
la positiva). Una base {ey,...,e,} de E se dice que es directa si Qy(e1,...,e,) > 0,y en caso
contrario se dice que es inversa.

Es claro que si cambiamos la orientacién del espacio, entonces las bases directas se transfor-
man en bases inversas, y viceversa. Es claro también que si E no estd orientado, dada una base
{e1,...,en} de E podemos orientar el espacio de modo que dicha base sea directa: basta tomar
la orientacién que define €2, = w1 A -+ Aw, donde {w1,...,w,} esla base dual de {ey,...,e,}.

Ejercicios 2.8 Sea (F,(),) un espacio vectorial orientado y sea {ei,...,e,} una base de E
que es directa. Pruébense:

(a) Dada o € Sp, la base {€,(1),.-,€s(n)} es directa si y sélo si sig(c) = 1 (y como
consecuencia, {€,(1; - -,€q(n)} €s inversa si y solo si sig(o) = —1).

(b) Si {vi,...,v,} es otra base de E y A es la matriz de coordenadas de vi,...,v, en
la base {e1,...,e,}, entonces {v1,...,v,} es directa si y sélo si |A| > 0; (es decir, dos bases
son del mismo tipo si y sélo si la matriz de cambio de base de una de ellas a la otra tiene
determinante mayor que 0).

2.9 Completemos ahora la interpretaciéon geométrica del determinante de un endomorfismo.
Sean (E,€,) un espacio vectorial orientado, T' € Endy(E), y {e1,..., ey} una base directa de
E. Sidet(T) = 0 entonces {T'(e1),...,T(ey)} no es base de E y no tenemos nada que decir; si
det(T') # 0 entonces {T'(e1),...,T(en)} es base de E, y de la igualdad Q,(T(v1),...,T(v,)) =
det(T') - Qp(v1,...,v,) probada en 2.5 obtenemos: {T'(e;),...,T(ey)} es directa si y sélo si
det(T") > 0. Es decir, si det(T") > 0 entonces T' conserva la orientacién (manda bases directas
a bases directas, y manda bases inversas a bases inversas), y si det(7T") < 0 entonces T' invierte
la orientacién (manda bases directas a bases inversas, y viceversa).

3 Menores de una Matriz

Definicién 3.1 Sea A = (ai;) € Myxn(k). Llamaremos matriz extraida de A a toda matriz
obtenida de A suprimiendo algunas de sus filas y columnas. Dado p < min{m,n}, llamaremos

menores de orden p de A a los determinantes de las matrices cuadradas de orden p extraidas
de A.
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Dados indices 1 < j; < --- < jp <n y 1l <4 <--- <ip <m, la matriz extraida de A que

estd formada por las filas i1,...,%, y las columnas ji,...,J, la denotaremos A;lllj’; ; es decir,
A;lll;; = (dhl> S Mp(k> con ap = g, -
Ejercicio 3.2 Sea E un espacio vectorial de dimensién finita, y sean {ej,...,e,} base de
E y {wi,...,wy} base de E*, duales una de la otra. Dados vectores v1,...,v, € E, si A =
(aij) € Myxn(k) es la matriz de coordenadas de dichos vectores en la base de E, pruébese que
entonces se satisface la igualdad

ety = (wil AR /\wip)(vjl, e ,'l}jp) .

‘Ah...ip

(Téngase en cuenta 1.9.)

Proposicién 3.3 (Calculo del rango de una matriz) Con la notacién de 3.2, dados indi-
ces 1 < j1 < -+ < jp < n, la familia de vectores {vj,,...,v;,} es libre si y sélo si existe alguna
i1.ip

1o # 0. Como consecuencia, rg A es el

sucesion de indices 1 < i1 < --- <1, <m tal que ‘A
mayor de los ordenes de los menores no nulos de A.

Demostracion. Por una parte, la familia {vj,,...,v;,} es libre si y sélo si existe algiin tensor
0, € Ay(E) tal que Qp(vjy,...,vj,) # 0. Por otra parte, la familia de tensores hemisimétricos
{wiy Ao Awj, + 1<y <--- <ip <m} es una base de A,(E) (véase V.4.6 (i)). Por lo tanto,
la familia {vj,,...,v;,} es libre si y sélo si existe algiin tensor basico que no se anule sobre ella,
es decir, si y sélo si existe una sucesién de indices 1 <1y < --- <14, < m tal que (véase 3.2)

‘All---zp _ (Wil /\”,/\wip)(vj17...,vjp)#O- I

jl‘--jp

Ejemplo 3.4 Consideremos las siguientes matrices con coeficientes reales:

2 4 =2 2 -1 1
A=| -3 -6 3 |, B=]10 3 3
1 2 -1 1 2 3

La matriz A tiene rango 1 porque no es la matriz nula (tiene menores de orden 1 no nulos) y
todos sus menores de orden 2 son nulos; obsérvese que todas sus columnas son proporcionales,
es decir, la dimensién del subespacio de R® que generan las columnas de A es 1. La matriz
B tiene rango 2, pues tiene dos columnas linealmente independientes y las tres columnas no
forman una familia libre; se sigue entonces que |B| = 0 y que al menos un menor de orden 2
de B es no nulo.

Proposicién 3.5 (Célculo de determinantes) Dada una matriz cuadrada A = (a;;) €

My (k), para cada par de indices i, j € {1,...,n} denotemos por A;; la matriz obtenida de A
suprimiendo la fila i y la columna j, es decir, A;; = A%:::}:ll’ﬁllfﬁl.
Para cada indice h € {1,...,n} se satisface

n

Al = (=) ag|Ap| + (=1)Magn| Aon| + -+ + (= 1) Mann | Apn| =D (1) ai Al

=1
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férmula que se conoce como desarrollo del determinante de A por la columna h-ésima. Teniendo
en cuenta que |At| = |Al, de la anterior férmula obtenemos la siguiente

n
Al = (=1)"ap [ Apt| + (=1)"Papal Anz| + - + (=) " apn| Al = (=1 an | Angl,
j=1

la cual se conoce como desarrollo del determinante de A por la fila h-ésima.

Demostracion. Sean E un espacio vectorial de dimensién n, {ej,...,e,} una base de E y
{wi,...,wn} su base dual. Siwvy,...,v, € E son los vectores cuya matriz de coordenadas en
la base de E es A, entonces tenemos (véanse V.5.10 y 3.2)

|A] = (w1 A=+ Awp) (V1 ...y 0n)
(_1 h+1

)
(=1)

_ (—1yh [Z(—l)i_lwi(vh) @A AT A wn)} (U1, Ohts Vht s -1 n)
=1

(Wi A Awp) (U, U1, -« oy UR—1, Upt 1y -« - 5 Un)

h+1 [i@h(W1 A /\wn)] (U1« ey Oh—1, U1y« - -5 Un)

(—1)i+hwi(vh) (Wi A AWEA A wp ) (V1 e ey Up—1, U1y - - - 5 Un)

I

@
Il
MR

I

@
Il
=

n
(=) ag - [AT G = (=) - Al B
i=1
Definicién 3.6 Dada una matriz cuadrada A € M,,(k), se define la matriz adjunta de A como
la matriz A* = (af;) € My (k) definida por la igualdades
aj; = (=1)"7| Az, i,j €{L,...,n};

v

es decir, A* es la matriz traspuesta de la matriz <(—1)”j|Aij|).

Proposicién 3.7 (Propiedad de la matriz adjunta) Para toda matriz cuadrada A de or-
den n se satisfacen las igualdades

Al 0 ... O
AAT = A A = O ‘A‘ = |A|I, .
0 0 .. |4
Demostracion. Pongamos A*A = (¢;;). Dados indices 4,5 € {1,...,n} tenemos (véase 3.5)
n n ap ... @15-1 Aai; G141 ... Qln
cij = afpan; = y_ (=1 ap[Ap| = | S Col
h=1 h=1

Gpl ... Qpji—1 GAnj Ang+l ... Gpp
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es decir, si M;; es la matriz que obtenemos de A poniendo la columna j-ésima de A en el lugar
de la i-ésima, entonces ¢;; = |M;;|; por tanto cuando i # j la matriz M;; tiene dos columnas
iguales y debe ser ¢;; = |M;;| = 0, y cuando ¢ = j obtenemos ¢;; = |A|; queda probado que
A*A = |A|L,. La igualdad AA™ = |A|I, se prueba de modo analogo. |

Corolario 3.8 (Célculo de matrices inversas) Si A € M,(k) es invertible (es decir, si

|A| #0), entonces A1 = ﬁA*.

4 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Definiciones 4.1 Llamaremos sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a todo par
(T : E, — Fp, vg € F,,), donde T es una aplicacién lineal definida en un espacio vectorial E,,
de dimensién n y que valora en un espacio vectorial F),, de dimensién m, y vg es un vector de
F,,; abreviadamente lo denotaremos 7T'(x) = vg.

Un vector e € E,, se dice que es una solucién del sistema T'(z) = vy cuando T'(e) = vp;
por lo tanto el sistema tiene soluciones si y sélo si vg € Im7T. Un sistema se dice que es
compatible si tiene soluciones, incompatible si no tiene soluciones, y determinado si tiene una
Unica solucién.

Un sistema de ecuaciones lineales T'(x) = vg se dice que es homogéneo cuando vy = 0. Es
claro que todo sistema homogéneo es compatible (pues siempre es cierto que 0 € Im7T"), y que
el conjunto de sus soluciones es el subespacio vectorial Ker T' de E. Cada sistema de ecuaciones
lineales T'(z) = vo tiene asociado el sistema homogéneo T'(x) = 0.

Proposicién 4.2 Sea T(x) = vy un sistema de ecuaciones lineales que es compatible. Si

eg € F,, es una solucién suya, entonces el conjunto de todas las soluciones del sistema es
eo+KerT ={eg+e:ecKerT}.

Es decir, las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales se obtienen sumando a una solucion

particular suya las soluciones del sistema homogéneo asociado.

Demostracion. Es muy sencilla y se deja como ejercicio. |

4.3 Sea (T : E, — F,, vy € F,,) un sistema de ecuaciones lineales y consideremos bases
Bp ={e1,...,en} y Br ={v1,...,vp,} de E y F, respectivamente. Si A = (a;;) € Mpxn(k)
es la matriz de T' en las bases fijadas y (b1,...,b,,) son las coordenadas de vy en la base Bp,
entonces, dado un vector e = x1e9 + - - - + xpe, de E, la condicion necesaria y suficiente para
que e sea solucién del sistema T'(z) = vy es que se satisfaga la igualdad

Ty by
Al =1 & |
Tn b
es decir,

a11x1 + -+ Q1pTn = bl

121+ GpnTn = by
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las ecuaciones (4.1) son la expresion en coordenadas del sistema lineal T'(x) = vy en las bases
Bg y Br. La matriz A se denomina matriz del sistema, y la matriz B que se obtiene anadiendo
a A la matriz columna de las coordenadas de vy,

aml .. Qmn bm

se llama matriz ampliada del sistema, .

Proposicién 4.4 (Teorema de Rouché-Frobenius) Con la misma notacién de 4.3, la
condicion necesaria y suficiente para que el sistema T(x) = vy sea compatible es que las
matrices A y B tengan el mismo rango.

Demostracion. Por una parte, decir que el sistema es compatible significa que existen escalares

ai,...,an € k tales que el vector e = aje; + -+ - + ane, es solucién del sistema, es decir, que
existen escalares ag,...,a, € k satisfaciendo las igualdades
ajlo + -0+ a1ptp = bl
;
U101 + -+ Gppay, = by,

por otra parte, decir que las matrices A y B tienen igual rango significa que la columna anadida
a A para obtener B es combinacion lineal de las columnas de A, es decir, que existen escalares
i, ...,y € k que satisfacen la igualdad

b1 aiq aip
= + -t a, ;
bm am1 Amn

a la vista de lo anterior es claro que el sistema es compatible si y sélo sirgA =rgB. |

Veamos a continuacion los dos métodos méas conocidos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales expresados en coordenadas. (Aunque en el segundo de los métodos que expondremos
no aparecen determinantes —es decir, no es una aplicaciéon de los tensores hemisimétricos—, lo
describiremos en este capitulo debido a su estrecha relaciéon con el resto de la materia de esta
seccidn).

4.5 (Método de Cramer) Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es de Cramer
cuando tiene igual nimero de cuaciones que de incognitas y es determinado.

Si (B, z, F,, vg € F,) es un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incégnitas,
entonces serd de Cramer si y s6lo si T' es un isomorfismo, en cuyo caso su Unica solucién serd
el vector e = T~ 1(vp). Si consideramos la expresién en coordenadas del sistema respecto de
ciertas bases,

ailxry + -+ appT, = bl
| (42)

Ap1T1 + -+ Ay, = by
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entonces la matriz de coeficientes A serd cuadrada, y el sistema serd de Cramer si y sélo si
|A| # 0, en cuyo caso la dnica solucién del sisema vendrd dada por la igualdad

1 by
= A1
In bn,
Teniendo en cuenta 3.8, sera
k k
T a/ll P aln bl
1
- )
Tn app e Qo n

de donde para cada j € {1,...,n} se obtiene

alr ... aLj_l b1 a17j+1 . QA1p
S iy aybi _ o (=1)b Ay _lam ... anja bn Gnjt+1 ... Qnn
’ Al A Al

Supongamos ahora que tenemos un sitema de ecuaciones lineales (con n y m arbitrarios)
expresado en coordenadas,

anry + -+ amxr, = b
, (4.3)

U121+ A+ GnTn = by

del que sabemos que es compatible. Con la notacién de 4.4, existe r € N (r < n, r < m) tal
que rg A = rg B = r, y en particular existe una matriz cuadrada de orden r extraida de A con
determinante no nulo; supongamos por comodidad en la notacién que es

air ... Qip
#£0.
Arl ... Qpp
Si consideramos el nuevo sistema
a11r1 + -+ a1y = bl
: : (4.4)
ar1T1 + -+ GrpTy = b'r

entonces tenemos que cada una de las m—r tltimas ecuaciones del sistema (4.3) es combinacién
lineal de las ecuaciones del sistema (4.4), por lo que las soluciones del sistema (4.3) son las
mismas que las del sistema (4.4) (compruébese).
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Veamos las soluciones de (4.4). Cualesquiera que sean los escalares A\,11,...,\, € k obten-
emos el sistema de ecuaciones lineales

a4+ -+ apr, = by — (a1 A1+ Q)

a1+ -+ appr, = by — (ar,r+1)\r+1 + -+ arn)\n)

que es de Cramer porque su matriz de coeficientes tiene determinante no nulo, y cuya solucién
es: dado j € {1,...,7},

J
1

a1 ... a1j-1 b — (@11 A1+ F @A) @11 .. Gar
Ary -o. Qp -1 br - (ar,r+1)\r+1 + 4+ arn)\n) Arj+1 ..  Qrp
2 = (4.5)
ai;r ... Qip
arl ... Qpp

Concluyendo, las soluciones del sistema (4.4) (y por lo tanto las de (4.3)) son los vectores

cuyas coordenadas (en la base fijada en E),) son de la forma (z1,..., %y, \p+1,...,Ay), donde
Art1,---5Ap son escalares arbitrarios (denominados pardmetros) y x1,...,x, se obtienen en
funcién de A,y1,..., A, segin la férmula (4.5).

Ejemplo 4.6 FEl sistema de ecuaciones lineales

T1 + 219 — xr3 = 2
x|y — 2x9 — 223 = -3
21‘1 — 3313 = -1

es compatible porque rg A = rg B = 2 (compruébese); ademds

ail aszl 1 -1
2 -3

a1z ass

— —140.

Resolvdmoslo por el método de Cramer descrito en 4.5. Como en el menor de orden 2 no nulo
que hemos considerado aparecen las filas primera y tercera de A, consideraremos el sistema for-
mado por las ecuaciones primera y tercera; como en dicho determinante no aparece la columna
segunda, la incognita xo la tomamos como parametro, xo = A. Nos queda entonces el sistema
de Cramer

xr1 — r3 = 2 -2\
21‘1 - 31’3 = —1 ’
cuya solucion es
2—2\ -1 1 2—2\
-1 -3 2 -1
rHn=+——"—/—" 9 —="T-—6}\, To = A, Ty = =3—4\.

-1 -1
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4.7 (Método de Gauss) Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones lineales (7" :
E, — Fy, v € Fy), yque {e1,...,en} v {v1,...,vn} son bases de E,, y F),, respectivamente.
Si A es la matriz de T en las bases {e;} y {v;}, y si (b1,...,by,) son las coordenadas del vector
vp en la base de F,,,, entonces sabemos que las solucines del sistema T'(x) = vy son los vectores
de E,, cuyas coordenadas (z1,...,zy) en la base de E,, satisfacen

A(ml,...,xn)t = (bl,...,bm)t. (46)

La justificacién tedrica del método que vamos a describir es la siguiente: Supongamos que
cambiamos la base de F,, por otra base {v],... v }; si A" es la matriz de T' en las bases
{e;} y {vi}, ysi (b},...,b),) son las coordenadas de vy en la nueva base de Fy,, entonces las
solucines del sistema T'(z) = vy son los vectores de E, cuyas coordenadas (z1,...,zy) en la
base de E,, satisfacen

Ay, zn)t = (0,0 (4.7)

es decir, los sistemas (4.6) y (4.7) tienen las mismas soluciones; por lo tanto, efectuando cambios
en la base de F;,, podemos conseguir que la representacion en coordenadas del sistema T'(z) = vg
tenga una matriz lo bastante simple como para que encontrar su solucion general no precise de
ningtn célculo.

Los cambios que haremos en la base de F,,, seran muy sencillos y se agrupan en los tres
tipos siguientes (en lo que sigue, B y B’ denotaran la matriz ampliada del sistema T'(z) = vy
en las bases {e;}, {vi} v {e;}, {v}}, respectivamente):

(i) Permutar el orden de los vectores de la base {vy ..., v, }. En este caso la matriz B’ se
obtiene permutando las filas de B.

(ii) Sustituir un vector v; de la base por Av; con A € k*. Entonces vy = bjv; + -+ +
(BA" DAV + -+ b ¥, dado § € {1,...,n}, T(ej) =ai;+---+ (az-jz\*l))\vi + o A Um;
es decir, B’ se obtiene multiplicando la fila i-ésima de B por A~ 1.

(iii) Sustituir un vector v; de la base por v; + Avy, con i # h. Entonces

vo = bivr + -+ bi(vi + Avp) + -+ (b, — Aby)vp + - + by,
T(ej) = aijor + - -+ aij(vi + Avp) + -+ + (anj — Aagj)vp + -+ - + Amjvm jed{l,...,n};

es decir, B’ se obtiene de B restdndole a la fila h la fila ¢ multiplicada por .

El método de Gauss consiste en lo siguiente: Haciendo cambios de los tipos descritos y
permutanto, si es necesario, el orden de las incégnita (lo que equivale a permutar el orden de
las n primeras columnas de B), obtenemos una matriz B’ de la forma

1 ... 0 Clr+1 --- Cin d1
0 ... 1 ¢yg1 . € dy
0 ... 0 0 ... 0 dy
0O ... 0 0 .. 0 dm
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(donde r =rg A), y por lo tanto el sistema de ecuaciones lineales

T1+ Clyp1Trg1 + .. ClpTy = di
Ty + Crr41Tr41 + .- CrnTn = dy
0 = dr—l—l
0 = dn

tiene las mismas soluciones que el sistema original (salvo, tal vez, el orden de las incégnitas).
Obtenemos entonces que el sistema es compatible si y sélo si d41 = -+ = dp,, = 0, en cuyo
caso la solucién general es

Tpaly.--,Tn €k,

xj:dj_(Cj,TJrleJrl_‘_"'"i’Cjnwn)’ j:17"'7r'

Los cambios en la matriz B suelen hacerse segun los siguientes pasos: Si todos los elementos
de la primera columna son nulos, entonces esta columna se pasa al lugar n-ésimo; si hay un
elemento no nulo en la primera columna, entonces se permutan las filas de modo que dicho
elemento quede en la primera fila; con un cambio del tipo (ii) se consigue que este elemento
sea 1, y con cambios del tipo (iii) se consigue que el resto de los elementos de la primera
columna sean 0. De este modo, la primera columna queda en la forma deseada. Supongamos
que tenemos h columnas en la forma deseada. Si en la columna (h + 1)-ésima los elementos
de las filas h + 1,...,m son todos nulos, entonces la colocamos en el lugar n-ésimo; en caso
contrario, permutando sélamente las filas h 4+ 1,...,m colocamos un elemento no nulo en la
fila h + 1, y con cambios del tipo (ii) y (iii) podemos conseguir que este elemento sea 1 y que
el resto de los elementos de la columna (h + 1)-ésima sean nulos (obsérvese que procediendo
como hemos descrito, las h primeras columnas no varfan). El proceso contintia hasta obtener
la matriz buscada.

Ejemplo 4.8 El método de Gauss se puede aplicar simultaneamente a sistemas de ecuaciones
lineales distintos que tengan la misma matriz de coeficientes. Por ejemplo, resolvamos si-
multaneamente los sistemas

T, — 2x9 + 323 + bry — 4y = 2 r1 —2x9 + 3x3 + dbxrgy — 45 = —3
2x1 —4xg + 613 + 514 + 225 = —6 2x1 — 4xg + 623 + dx4 + 2005 = —1
201 — a9 + Twg + T4 +325 = =7 [’ 211 — Dxg + Twg + Tx4 + 325 =
—x1+ o — 223 — 34+ 55 = —3 —x1+ o — 223 — 3x4 + D5 = 2

Consideremos la matriz
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donde la fila anadida arriba indica el orden de las columnas correspondientes a la matriz A.
Como el primer elemento de la primera columna es igual a 1, haciendo cambios del tipo (iii)
podemos anular el resto de los elementos de dicha columna y obtenemos

1 2 3 4 5

1 -2 3 5 -4 2 -3

0 0 0 -5 10 =10 5 ;
0o -1 1 -3 11 -11

0 -1 1 2 1 -1 -1

ahora, permutando las filas segunda y tercera, y haciendo cambios de los tipos (ii) y (iii)

obtenemos
3 4 5

1 11 —-26 24 —17
-1 3 -11 11 -7 | ;

0 -5 10 -10 5

0 5 —-10 10 -8

©C OO |
oo~ O v

para poder continuar tenemos que cambiar el orden de las columnas, ya que los dos iltimos
elementos de la tercera columna son nulos.
Si continuamos aplicando el método segin se a descrito en 4.7 llagamos a la matriz

1 2 4 3 5
1 0 0 1 -4 2 —6
0 1 0 -1 -5 5 —4 |,
0 0 1 0 -2 2 -1
0O 0 0 0 0 0 -3

de la que se sigue que el segundo de los sistemas es incompatible (porque —3 # 0), y que el
primero es compatible y sus soluciones son las mismas que las del sistema

T+ x3 —4rs = 2
Tr9 — T3 — 5:E5 = 5 s
Ty —2x5 = 2

es decir, r1 =2 —x3+ 425, xo =5+ 3+ 5x5 v x4 = 2+ 2x5.

Ejercicio 4.9 (Céalculo de matrices inversas) Dada una matriz cuadrada A € M, (k) que
sea invertible, el método de Gauss nos permite calcular la matriz A~!. En efecto: se trata de
encontrar una matriz A~! € M, (k) que satisfaga AA~! = I,,, es decir, dado i € {1,...,n}, la
columna i-ésima de A~! debe ser la tinica solucién del sistema

A(x1,...,20) = (0,...,0,1,0,...,0)";

por lo tanto, si partimos de la matriz (A, I,,) € My x2n(k) y operamos en ella segiin el método de
Gauss para obtener simultaneamente las soluciones de los n sistemas que se plantean llegaremos
a la matriz (I,, A71).
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5 Problemas

5.1 Dada una matriz cuadrada A € M, (k), pruébese que si todos los elementos de una fila
(6 columna) de A son nulos entonces |A| = 0.

5.2 Se dice que una matriz cuadrada A = (a;;) € M, (k) es triangular superior si a;; = 0
cuando i < j, y se dice A es triangular inferior si a;; = 0 cuando i > j. Calcilese |A| en ambos
casos.

5.3 Calciilense los siguientes determinantes ! :

cosf) —senf ché shé
sen ¢ cosf |’ shf ché |’
cosf senfcosy senfsenyp 1 0 1+i
—senfl cosfcosy cosfsenyp |, 0 1 i ,
0 —sen Cos 1—1 —i 1
1 12 123 1234 11 1
2 23 234 2341 L0 | donde 0 — 5 — cos T 4 isen 4T
3 34 341 3412 | A onde § =e3" = cos—- +isen .
4 41 412 4123
5.4 Hallense los valores de z que anulan los siguientes determinantes:
z 1 1 r+a b c
1 = 1], a z+b ¢
1 1 =z a b T+c
5.5 Se llama determinante de Vandermonde de unos escalares (zi...,x,) al determinante
definido por la igualdad
1 1 1
1 T2 Tn
V(z1,...,xn) = af a3 ay
xl—l CU2_1 xz—l
Pruébese la siguiente relacion de recurrencia:
V@1, @) = (@0 —21) - (Tn—1 —21) -+ (2 —21) - V(22, ..., 7).
Concliyase de lo anterior la siguiente igualdad: V(z1,...,z,) = Ilic;(z; — ;). Como conse-

cuencia, el determinante de Vandermonde de unos escalares es igual a 0 si y sélo si entre dichos
escalares hay dos iguales.

! Las funciones “coseno hiperbélico” y “seno hiperbélico” estén definidas del siguiente modo:
0 -6 0 -6
e +e e —e
chd = 5 , shd =
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5.6 Pruébese que se satisface la igualdad

1 1 1 ... 1

1 2 22 ... onl

1 3 3 ... 3t =120 (n = 1),
1 n n? nnL
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1 1 1 1 1 1 1 1
, . xr -1 i =i x 2 3 4|
5.7 Resuélvanse las ecuaciones 22 1 21 117 0, 2 4 9 16 0.
23 -1 —i i 3 8 27 64
3 2 00 0 1 1 11 ... 1
13 20 0 12 2 2 ... 2
01 3 2 0 12 3 3 ... 3
5.8 Calcilense los determinantes | o o 1 3 0> 1 2 3 4 ... 4
0 00O 3 1 2 3 4 n
1 1 1 1 1
1 z—-1 1 1 1
1 1 T —2 1 1
5.9 Resuélvase la ecuacion | | 1 1 r—3 1 =0.
1 1 1 1 z—(n—1)
1z 22 28
. . . 3 pi . . 11 1 1
5.10 Pruébese que el polinomio (z — 1) divide al polinomio 1 2 3
1 4 9 14
5.11 Calcilese |A| en los siguientes supuestos: (a) A € My(Z3); (b) A € My(Z7).
1 21 2
-1 1 2 1
A= 11 2 2
-2 1 11
5.12 Calcilese |A|, donde A € M,,(R) es tal que a;; =i — j.
5.13 Dadas matrices cuadradas A = (ai;) € My(k), B = (bij) € My(k), pruébense las
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siguientes igualdades:

allr ... CLlp
ap1 ... App . )
0 0 b11 blq o ‘A| |B|’
0 0 bp byq
0 0 b11 blq
0 0 bg bgq = (—1)P.|A|-|B|.
aii Q1p
ap1 Gpp

5.14 Con la notacién de 5.13, calcilense los determinantes

ai]p ... Q1p 0 0 b11 blq
apl e app 0 e 0 bq1 e bqq
b1 big |’ a1 alp, O 0
bg1 byq ap1 app 0 0

5.15 Calctlense los determinantes

0 0 -2 4 x—3 1 0 0
00 41 2 T+ 2 0 0
13 1 3|’ 3 2 r—1 3
-4 2 2 2 -3 -5 -1 x-2

5.16 Sea f : F — FE un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita. Si
{e1,...,en} es una base de E y {wi,...,wy} es su base dual, entonces el espacio vectorial
A1 (F) tiene dimensién n y una base suya es la familia de tensores {w1 A -+ Awj—1 Awit1 A
o Awp ti=1,...,n} (véase V.4.6 (i)).

(a) Si A= (a;j) € My(k) es la matriz de f en la base {eq, ..., e}, calcilese la matriz del
endomorfismo inducido f | : A,—1(F) — A,—1(F) en la base mencionada.

(b) Dedtizcase de (a) que si rg f =n — 1 entonces rg f* | = 1.

(c) Pruébese la igualdad det f/\ ; = (det f)"~ L.

5.17 Sea T : E — E un endomorfismo de un espacio vectorial £ de dimensién finita igual a
n. Sabemos que para toda familia de vectores v; ...,v, de E se satisface

T(wi)N---ANT(vy) =detT-v1 A+ Ay )
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Sea {e1,...,e,} una base de £ y sea A = (a;;) la matriz de T en dicha base. Teniendo en
cuenta la igualdad (*) pruébense:
(a) Para cada par de indices i,j € {1,...,n} se satisface
!
T(el) VANRRIVAN T(ej,l) ANe; N T(€j+1) VASRREIVAY T(en) = AZ']' cer N ANep, (**)

donde A;; = (—1)"7|4;;| (véase la notacién de 3.5). Obténgase como consecuencia la férmula
del desarrollo del determinante de A por su columna h-ésima. (Por supuesto, para probar la
igualdad (**) no debe usarse dicha férmula.)

(b) Para cada par de indices i,j € {1,...,n} se satisface

)
!
61/\~--/\ei_1AT(ej)Aei+1A---Aen:aij-el/\-~-/\en.

Como aplicacién, supuesto que A es invertible (es decir, si T es invertible), calctilese A~

5.18 Hallense la inversa de las siguientes matrices calctilandose previamente sus respectivas
matrices adjuntas:

011 1 2 -3 1 1+1 i
1 01 01 2 0 i 1—-2i
1 10 00 1 1 1 i

Obténganse también la inversa de las matrices anteriores utilizandose el método de Gauss.

5.19 Sea N € M,(k) una matriz nilpotente. Pruébese que la matriz I,, — N es invertible
y calctilese (I, — N)~! en funcién de N. Apliquese esto al calculo de la matriz inversa de la
matriz

O~ N W
N W

5.20 Calcilese el rango de la matriz 1 2 1 1 1 3
3 1 2 -2 -1 -1
4 -2 -2 -6 0 8

5.21 Resuélvanse, si es posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes
reales:

20 —y+3z = 9 3z+5y+4z = 3 Sr+2y+3z = =2
3r —5y+z = —4 2¢c+3y+5z = 10 , , 20 — 2y + 5z = 0
dr—Ty4+2z = 5 r+2y+2z = 3 3r+4y+2z = —-10

5.22 Calcilese |A|, donde A € M,,(R) es tal que a;; =1sii#j y a; =0.
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5.23 Hallense los valores de A € R para los que el siguiente sistemas de ecuaciones lineales es
compatible:

Xt+y+z =1
r+Ay+z = A
T+y+iz = A

Resuélvase el sistema cuando tenga solucién.

5.24 Calculese el rango de las matrices A, B y C' en los siguientes supuestos: (a) tienen los
coeficientes en Q; (b) tienen los coeficientes en Z/(€); (c) tienen los coeficientes en Z/(1¢).

1 2 -1 1 -1 1
3 -1 3

2 4 0 2 17

4= ; ?‘f ’ B= 1 -2 1| ¢= 0 1 2

0 8 -2 1 0 3

5.25 Discutanse los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes reales segun los
valores de los distintos parametros:

ar+by+z = 1 4dbcr + acy — 2abz = 0
x+aby+z = b S5bcx 4+ 3acy — 4abz = —abc (abc # 0) .
r+by+az = 1 3bcx 4+ 2acy — abz = 4abc

5.26 Discutase el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes complejos segun los
valores de los distintos parametros:

r+y+z = a
rt+wyt+wiz = b (weCconw’=1yw#1).
r+wlytwz = b

5.27 Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes reales uti-
lizando el método de Cramer:

r+2y—z = 2 2c+3y+4z = a
x4+ —2y—2z = -3 ,, Sr+6y+T72z = b
20 — 3z = -1 8z +9y+92 = ¢

5.28 Resuélvase, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes

reales:
6z + 3y +224+3t+4u =

5
dr+2y+2+2t+3u = 4
dr+2y+3z+2t+u = 0

1

204+ y+ 72+ 3+ 2u =
5.29 Resuélvase, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en
VAR
T+2y—22+t = 2
20 —y—z—t = 1
—z4+y+2z—t = 0
3r+2y—4z—-3t = -1
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5.30 Hallense los valores de A € R para los que el siguiente sistema de ecuaciones lineales es
indeterminado:

ro+x1+x24+-+x, = 0

ro+ ATy +x2+ -ty = 11
ro+T1+Av2 + -2y = 210
ro+xrit+axo+- -+ A, = nx,

5.31 Resuélvase, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes

reales:
z+2y+z—-t = 1
20 -3y + 2+t =
r+9y+2z2—4 = 1

5.32 Hallese la inversa de la siguiente matriz calcilandose previamente su matriz adjunta:

1 -2 -1 3

1 0 1 -3
1 0 5 1
1 -1 -3 0

Obténgase también la inversa de las matriz anterior utilizandose el método de Gauss.

5.33 [Estudiense de modo simultaneo la compatibilidad de los siguientes sistemas de ecua-
ciones lineales con coeficientes reales:

rT+2y—z4+t = 2 z+2y—z+t = 3
zT+y—z—-1t = 0 r4+y—z—t = 0
r—y+2z2—t = -1 , r—y+2z—t = 1 ,
Jr+2y+z—-1t = 1 3x+2y+z2—t = 5
z+y+z+t = 0 r+y+z+t = 4
r+2y—z+t =
z+y—z—1t = -1
r—y+2z—t =
3x+2y+z2—t = —

r+tyt+z+t =



