Capitulo VII

Diagonalizacion de Endomorfismos

Fijemos, para todo este capitulo, un espacio vectorial E¥ sobre un cuerpo k y un endomorfismo
T:F— FE.

Vamos a estudiar cuando existe una base de E respecto de la cual la matriz del endomor-
fismo T es una matriz diagonal ', problema que esté estrechamente relacionado con el estudio
de los subespacios de E que son invariantes por 1. En el desarrollo de dicho estudio apareceran
dos invariantes muy importantes asociados a cada endomorfismo: su polinomio anulador y su
polinomio caracteristico.

Para desarrollar este capitulo supondremos que el lector conoce las propiedades elementales
del anillo de polinomios k[z] (véanse [2], [7] 1 [8]).

1 Polinomio Anulador
1.1 El endomorfismo 7' induce de modo natural la aplicacién

pz) — p(T). (1.1)

donde, dado p(x) = ap + @12 + - - - + apz™ € k[z], p(T) es el endomorfismo

p(I):E — FE
e — p(T)(e) :=ape+arT(e) + -+ a,T"(e)

(es decir, p(T) = apl + auT + -+ + a,T™, donde I es el endomorfismo identidad de E y

. i)
T = To...oT)‘

La aplicacién (1.1) es un morfismo de anillos, es decir, manda la suma de polinomios a la
suma de endomorfismos, el producto de polinomios a la composicién de endomorfismos, y el

polinomio 1 al endomorfismo identidad de E' (compruébese).

! Una matriz cuadrada A = (ai;) € M, (k) se dice que es diagonal si a;; = 0 cuando i # j.
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110 Capitulo VII. Diagonalizacién de Endomorfismos

Observacion 1.2 Sabemos que el anillo Endy(E) es no conmutativo, pero al ser k[z] un anillo
conmutativo y (1.1) un morfismo de anillos se satisface: dados p(x),q(x) € k[z] los endomor-
fismos p(T") y q(T") conmutan:

p(T)°q(T) = q(T)°p(T) .

Observacion 1.3 En todo este capitulo los polinomios no nulos que consideremos seran tales
que su coeficiente principal es igual a 1. El motivo es el siguiente: dados polinomios no
nulos p(z),q(x) € k[z], los ideales que generan son iguales si y sélo si existe A € k* tal que
p(z) = Ag(x); por lo tanto, como k[z] es un “dominio de ideales principales”, todo ideal no
nulo de k[x] tiene un unico generador con coeficiente principal igual a 1.

Definicién 1.4 El nicleo del morfismo de anillos k[z] — Endy(F) inducido por T' se denomina
ideal anulador de T y se denota Ann(7). Si Ann(7) # 0 entonces se define el polinomio
anulador (6 polinomio minimo) del endomorfismo 7" como el generador de Ann(7") (véase
1.3), y se denota pr(x); cuando Ann(7) = 0 se toma pr(z) = 0.

Es decir, cuando Ann(7") # 0 el polinomio anulador de T' es de la forma pr(x) = ap+ a1z +
s+ ap_12" P+ 2™ con n > 1, y estd caracterizado por satisfacer las siguientes propiedades:
(i) pr(T) =0 (= endomorfismo nulo);

(ii) sigq(x) € k[z] es tal que ¢(T") = 0, entonces ¢(z) es multiplo de pr(z).

Definicién 1.5 Diremos que un subespacio E' de E es invariante por T' cuando se satisfaga
T(E") C E".

1.6 Sea E’ un subespacio de E que es invariante por 7. Entonces la restriccién de T a E’
valora en E’, por lo que tenemos definido un endomorfismo de E’,
ﬂ E/ N Ell
€ = ﬂEl (6) = T(e) )

E’:

y tenemos el morfismo de anillos asociado a 7]

cuyo niicleo es el ideal anulador de T, Ann(ﬂE ).

Obsérvese que, dado p(z) € k[x], el endomorfismo p(ﬂE,) de E’' no es mds que el endomor-
fismo p(T') de E restringido a E': p(T|E,) = p(T)‘E,. En particular tenemos: p(z) € Ann(ﬂE,)
si y s6lo si el endomorfismo p(T') de E se anula sobre todos los vectores de E'. Como conse-
cuencia obtenemos

Ann(T) C Ann(ﬂE,) :

Por otra parte, dado que E’ es invariante por T, podemos considerar el inico endomorfismo
T:E/E"— E/E'" que hace conmutativo el cuadrado

E L. g

" |~

E/E — T E/E
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siendo 7w : E — E/E’ el morfismo de paso al cociente (véase 1.4.6); dado w(e) € E/E’ (e € E),

T esté definido por la igualdad T'(w(e)) = m(T'(e)). De nuevo, T define un morfismo de anillos
—  Endy(E/E")

p(z) — p(T),

cuyo niicleo es el ideal anulador de T, Ann(T).

vector e € E se satisface p(T)(m(e)) = m(p(T)(e)). Pruébese también que si p(x) € Ann(7T]
v q(z) € Ann(T), entonces p(z)q(x) € Ann(T).

Ejercicio 1.7 Con la notacién de 1.6, pruébese que para todo polinomio p(z) € k[z] y todo
)

)

1.8 Un modo natural de encontrar subespacios de E que son invariantes por 7' es el siguiente:
dado un polinomio no nulo p(z) € k[z], el nicleo del endomorfismo p(T), E' = Ker p(T), es
un subespacio invariante por 7': dado e € E’ (es decir, e € E tal que p(T)(e) = 0), como los
endomorfismos T' y p(T') conmutan (véase 1.2) tenemos p(T)(T'(e)) = T'(p(T)(e)) = T(0) =0,
es decir T'(e) € Kerp(T) = E'.

También es claro que el polinomio p(x) estd en el ideal anulador de la restriccién de T' al
subespacio Kerp(T') (compruébese).

Observaciones 1.9 Fijemos un polinomio no nulo p(z) € k[z].

(a) El subespacio invariante E' = Ker p(T) puede ser el cero, es decir, el endomorfismo
p(T) puede ser inyectivo. Por ejemplo, si T = I, A € k (A # 1) y p(z) = x — A, entonces
p(T) =T — X = (1—\)I es un automorfismo y por lo tanto Ker p(T") = 0.

(b) Supongamos que E' = Kerp(T) # 0. Hemos dicho en 1.8 que p(x) € Ann(ﬂE/), pero
puede ocurrir que p(x) no sea un generador del ideal Ann(ﬂE,
Ann(TE/) haya polinomios no nulos de grado estrictamente més pequeno que el grado de p(x).
Por ejemplo, tomemos de nuevo 1" = I; para todo n € N se satisface 7™ = I, por lo tanto, si
tomamos n > 1y p(z) = 2™ — 1, entonces E' = Ker p(T) = Ker(T™ — I) = E, y un generador
de Ann(T} ) = Ann(T) es x — 1.

), es decir, puede ocurrir que en

Ejercicio 1.10 Con la notacién de 1.9, supongamos que E' = Kerp(T) # 0 y que el grado de

p(z) es igual a 1. Pruébese que entonces p(x) si es un generador del ideal Ann(ﬂE,).

Lema 1.11 Sean E’ y E” dos subespacios vectoriales de E que son invariantes por T, con lo
que E' + E" también es invariante por T. Se Satisface

Ann(ﬂEl + E//) = Ann(ﬂEl) ﬁ Ann(ﬂE//) Y

es decir, pr o,
E +E

(z) =m.c.m. (pT| (z),pr) (m)> (m.c.m. = “minimo comiin muiiltiplo”).
E/ E//

es la restriccién de T}, o al subespacio E’ de E'+ E”, por

C Ann(T|E,) (véase 1.6); del mismo modo Ann(7] C Ann(T,

Demostracion. La aplicacién TE

/

lo que Ann(ﬂE, . E,,) B4 E,,) E//)7

y obtenemos

Ann(T, C Ann(T, )N Ann(ﬂE,,) .

EI+EH) El)
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Veamos la otra inclusién. Sea ¢(x) € Ann(ﬂE,) N Ann(T, y sea e € E' + E"; existen

e e E'ye e E"tales que e = € + €”, por lo que

o(Tiy, , po)e) =a(T)(e) = ¢(T)(e) + ¢(T)(e") =0+ 0 =0;

El/ )

es decir, la restriccién del endomorfismo ¢(7') de E al subespacio E' + E” es nulo, y por lo
tanto g(x) € Ann(ﬂE, N E,/). 1
Teorema 1.12 Si el espacio vectorial E tiene dimension finita, entonces el polinomio pr(z) es
no nulo y de grado menor o igual que la dimension de E.

Demostracion. Si fuera pr(z) = 0, entonces el morfismo de anillos k[z] — Endg(E) (que
también es un morfismo de k-espacios vectoriales) seria inyectivo, y nos encontrariamos con que
el espacio vectorial de dimensién finita Endy(F) contiene un subespacio vectorial de dimensién
infinita: k[z] = (1,z,22,...). Por lo tanto debe ser pr(z) # 0.

Probemos, por induccién en n = dim E, que el grado de pr(x) es menor o igual que n. Si
n = 1, entonces existe A € k tal que T'= Al y por lo tanto pr(z) = x — A (véase 1.10).

Supongamos ahora que n > 1 y que el enunciado del teorema es cierto para endomorfismos
de k-espacios vectoriales cuya dimensién es menor o igual a n— 1. Fijemos un vector e € I, e #
0. Entonces es claro que existe m € N con 1 < m < n, tal que la familia {e, T'(e),...,T™ (e)}
es libre y la familia {e,T'(e),...,T™(e)} no es libre; es decir, si definimos el subespacio E' =
{e,T(e),...,T™ 1(e)), entonces {e,T(e),...,T™ (e)} es una base de E' y T™(e) € E’, por lo
que existen escalares ag, a1, ..., 1 tales que T™(e) = age + a1 T(e) + -+ + am_1T™ 1 (e).

Consideremos el polinomio p(z) = —ag — gz — -+ - — am_12™ " 4+ 2™ y veamos que E’ es
un subespacio invariante por T' tal que pr(z) € Ann(ﬂE,). Para probar que T'(E’) C E', basta
ver que existe una base {e1,...,ey,} de E’ para la que se satisface T'(e;) € E' (i = 1,...,m);
pero esa propiedad es trivialmente cierta para la base {e, T'(e), ..., 7™ !(e)}. Del mismo modo,
para probar que p(z) € Ann(TE,), basta ver que existe una base {eq, ..., e} de E' para la que
se satisface p(T)(e;) = 0 (i = 1,...,m), propiedad que satisface la base {e, T'(e),...,T™ 1(e)}:
site{l,...,m}, entonces

p(T)(T'(e)) = T"(p(T)(e)) = T(0) = 0,

ya que p(T)(e) = —ape — a1 T(e) — -+ — a1 T™ L(e) + T™(e) = 0.
Consideremos ahora el endomorfismo T de E/E’ inducido por T (véase 1.6). Como
dim(E/E') = n —m < n, por hipétesis de induccién tenemos que el polinomio px(z) es

no nulo y de grado menor o igual que n —m, de modo que p(z)pz(z) es un polinomio no nulo
cuyo grado es menor o igual que m + (n —m) = m. Para concluir la demostracién, basta tener
en cuenta que p(z)pg(z) € Ann(T) (véase 1.7), y que por lo tanto el grado de pr(z) es menor
o igual al grado de p(x)pz(z). 11

Ejercicio 1.13 En el teorema 1.12 hemos visto que el polinomio p(z) = —ag — gz — -+ —
Um—12™1 4+ 2™ estd en Ann(ﬂE ). Pruébese que p(z) es un generador del ideal Ann(T|E,),
es decir, pruébese que en Ann(TE,) no hay polinomios no nulos de grado estrictamente menor

que el grado de p(z). Como consecuencia se obtiene pyy; (z) = p(z).
E/
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Teorema 1.14 Sea p(x) € k[z] un polinomio no nulo tal que el subespacio E' = Ker p(T') es no

nulo. Sip(x) = q1(z)g2(z) tal que m.c.d. (ql(az), qg(:r)) =1 (es decir, q1(z) y g2(x) son primos
entre si), entonces los subespacios invariantes E1 = Ker q1(T') y Ey = Ker qo(T) satisfacen:

(1) E/:E1®E2;
(it) Si ademds p(z) = pr, (), entonces prj, (x) = q1(z) y pry, (x) = ga2() -

Demostracion. Como qi(x) y gz2(x) son primos entre si, existen polinomios v(x),d(x) € k[x]
tales que 1 = v(z)q1(x) 4+ 6(x)g2(z); en particular, para todo e € E se satisface

e = (Y(T)ear(T))(e) + (8(T)og2(T) ) (). (12)
Probemos E' = E; @ E5. Por una parte, dado e € E' tenemos
a1 (1) [ (3(T)eqs(T) ) (€)] = 6(T) [ (a1(T)oga(T) ) ()| = S(T)(p(T)(e)) = 3(T)(0) = 0,

y por lo tanto (5(T)°q2(T))(e) € FEj; del mismo modo se prueba (’y(T)Oql(T)>(e) € Ey,
por lo que basta tener en cuanta (1.2) para concluir que E' = Fj + Es. Por otra parte, si
e€ EyNEy=Kerq (T)NKerqy(T), entonces ¢1(T)(e) =0y ¢2(T)(e) = 0, y basta aplicar de
nuevo (1.2) para obtener e = 0.

Supongamos ahora que p(z) = pT‘El(x). Ya sabemos que ¢;(x) es multiplo de pTlEl(x) y que
g2(z) es multiplo de pT‘EQ(x) (véase 1.8), por lo que pTIEl(ac) y pT‘EZ(a}) también son primos entre

si y obtenemos (véase 1.11)
a1(0)2(w) = pr(x) = m.c.m. (py, (2),p1, (2)) = pry, (@)1, (@)

por lo tanto gr(pT‘El(w)) = gr(qi(x)) y gr(pTlEl(aj)) = gr(g2(x)), lo cual termina la de-
mostracién (gr(p(z)) denota el grado de p(z) ). (Al ser los polinomios pr; (%) y q1(x) miltiplo
1

uno del otro y tener el mismo grado, deben ser iguales, ya que ambos tienen el coeficiente prin-
cipal igual a 1.) 1

Corolario 1.15 (Teorema de descomposicién) Supongamos que el endomorfismo T tiene
anulador no nulo, y sea pp(z) = (q1(x))* ----- (gr(x))? la descomposicién de pp(x) como pro-
ducto de potencias de polinomios irreducibles distintos. Si para cadai € {1,...,r} denotamos
E; = Ker(q;(T))“, entonces En, ..., E, es una familia de subespacios de E que son invariantes
por T y que satisfacen:

(1> E:El@"'@Er;
(i) pr, (@) =(a(2)* (E=1,....7).

Demostracion. Basta aplicar reiteradamente el teorema 1.14. |1
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2 Valores Propios y Vectores Propios

Definiciones 2.1 Un escalar A € k se dice que es un valor propio (6 autovalor) del endo-
morfismo 7' si existe un vector no nulo e € E tal que T'(e) = Ae, es decir, si el endomorfismo
T — A\ (que lo denotaremos en lo que sigue T'— \) no es inyectivo. Si A es un valor propio de T’
el subespacio no nulo Ker(7'— \) se denomina subespacio propio de T' asociado al valor propio
A, y si e es un vector no nulo de Ker(7T — \) diremos que e es un vector propio (6 autovector )
de T asociado al valor propio A.

Lema 2.2 Subespacios propios de T asociados a valores propios distintos estan en suma
directa. Es decir, si A1,..., )\, son valores propios de T' tales que \; # \; sii # j, y E; =
Ker(T — \;) (i=1,...,r), entonces los subespacios E1, ..., E, estdn en suma directa.

Demostracion. Se obtiene aplicando reiteradamente 1.14 (i). |1

Proposiciéon 2.3 Supongamos que el espacio vectorial E tiene dimensidn finita, en cuyo caso
el polinomio pp(z) es no nulo y de grado menor o igual que la dimensién de E (véase 1.12).
Entonces se satisface que los valores propios de I' son precisamente las raices que el polinomio
pr(x) tiene en k, y como consecuencia obtenemos que el nimero de valores propios de T es
menor o igual que la dimensién de F.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que A € k es un valor propio de T' y consideremos
el subespacio £/ = Ker(T — )\). Entonces E’ es un subespacio invariante por T' tal que
pT‘El(:c) =x — A (véase 1.10); como pr(x) € Ann(T) C Ann(T|E,) (véase 1.6), concluimos que
el polinomio pr(x) es multiplo de 2z — A, es decir, \ es raiz de pp(x).

Supongamos ahora que A € k es una raiz de pr(z), en cuyo caso existe un polinomio
q(x) € k[z] y existe « € N, a > 1, tales que pp(z) = (z — A\)%q(z) y A no es raiz de g(z) (o
sea, (x — A\)® y ¢(z) son primos entre sf). Si consideramos el subespacio E' = Ker(T — \)?,
entonces, segin 1.14, E’ es un subesapacio no nulo de E que es invariante por T y tal que
pT‘El(a:) = (x — A)“. Luego el endomorfismo (7' — A)® no es inyectivo y por lo tanto (T' — \)

tampoco es inyectivo, es decir, A es valor propio de T'. i

Definiciéon 2.4 Si el espacio vectorial E es de dimensién finita, entonces diremos que el en-
domorfismo T es diagonalizable si existe una base de E formado por vectores propios de
T.

2.5 Supongamos que F tiene dimension finita igual a n y sean Ay, ..., A, todos los valores
propios de T' (A\; # \j sii # j y, segin 2.3, r < n). Si para cada ¢ € {1,...,r} denotamos
E; = Ker(T — )\;) (= subespacio propio asociado al valor propio ); ), entonces son equivalentes
las siguientes afirmaciones:
(a) T es diagonalizable;
(b) existe una base de E respecto de la cual la matriz de T' es diagonal;
(c) E=E1&®---®E,.

La equivalencia (a) <= (b) es sencilla y se deja como ejercicio. Probemos que (a) es
equivalente a (c). Supongamos en primer lugar que T' es diagonalizable, en cuyo caso, segin la
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definicién 2.4, el subespacio F1+- - -+ FE, contiene una base de F y por tanto £ = F1+---+ E,;
de 2.2 concluimos la igualdad £ = F1 & --- & E,.

Supongamos ahora que £ = F1 @ --- @ F,. Tomando bases en cada uno de los subespacios
E; (i=1,...,r) y reuniéndolas, obtenemos una base de E formada por vectores propios de
T, de modo que T' es diagonalizable.

Teorema 2.6 (Criterio de diagonalizacién por el polinomio anulador)

Si el espacio vectorial E tiene dimension finita, entonces: el endomorfismo T es diagonalizable
si y sélo si su polinomio anulador descompone en k[z| en producto de factores lineales distintos
(es decir, siy sélo si pp(z) = (x —Ay) -+ - (x—Ap) con N €k, \j #\j sii# 7).

Demostracion. Supongamos primero que T es diagonalizable. Si A1,..., A, € k son todos los
valores propios distintos de T' y denotamos F; = Ker(T'— \;) (i = 1,...,r), entonces F = E; ®

.- @ E, (véase 2.5). En estas condiciones se satisfacen pr(x) = m.c.m. (pT‘E (),... ,P1}, (a:))
1 d

y prj, (z) =2 — A; (véanse 1.10 y 1.11), y por lo tanto tenemos

pT(az):m.c.m.(:v—)\l,...,m—)\r):(x—)\l) ----- (x —Ar) .

Supongamos ahora que el polinomio pr(z) descompone en producto de factores lineales
distintos, es decir, pr(z) = (x — A1) - -+ (x — A\) con A\; # A; si i # j. Aplicando el teorema
de descomposicién 1.15 obtenemos

E=Ker(T—\)® - ®Ker(T — \);

basta tener en cuenta que, segin 2.3, A1, ..., A, son los valores propios de T' para concluir que
T es diagonalizable (véase 2.5). 1

3 Polinomio Caracteristico

En esta seccién supondremos que el espacio vectorial E' tiene dimensién finita igual a n.

Hemos visto en la anterior seccién que el polinomio anulador del endomorfismo T es 1til
para determinar los valores propios de T' y para estudiar si T' es diagonalizable, pero ocurre que,
en general, no es facil conocer dicho polinomio porque no disponemos de un algoritmo sencillo
que nos permita calcularlo. Vamos a introducir otro polinomio asociado de modo natural al
endomorfismo T que tiene propiedades similares al polinomio anulador y que si es facilmente
calculable.

3.1 Dada una matriz cuadrada A = (a;;) € M,(k), podemos considerar la nueva matriz
cuadrada
r — ali —al2 e —Q1n
—a1 r—agy ... —aon

—Qanpl —anp?2 e T — Qpn



116 Capitulo VII. Diagonalizacién de Endomorfismos

donde I,, es la matriz unidad de M, (k); dicha matriz zI,, — A tiene sus coeficientes en el cuerpo
k(x) (= cuerpo de las fracciones polindémicas con coeficientes en k), y por lo tanto podemos
considerar su determinante, que serd un elemento de k(z): |zl, — A| € k(z). Concretamente,
|xI, — A| es un polinomio de grado n con coeficientes en k y de coeficiente principal igual a 1,
es decir, existen ag,aq,...,a,—1 € k tales que

2, — Al = 2" + ap_ 12"+ - arz + ag

(la anterior afirmacién puede probarse por induccién en el orden n de la matriz, aplicando
el desarrollo de los determinantes por los elementos de una fila o columna). El polinomio
|xI, — A| se denomina polinomio caracteristico de la matriz A y se denota R 4(z). (El simbolo
“N” representa a la letra hebrea llamada “alef”.)

3.2 Supongamos ahora que B = {e1,...,e,} y B' = {v1,...,v,} son bases de F, y que A
y A’ son las matrices del endomorfismo 7' en las bases B y B’, respectivamente. Si U es la
matriz de cambio de la base B a la base B’, entonces A = U~'A'U y por lo tanto

I, - A=UYzI,)U - U AU =U (a1, — AU,
con lo que obtenemos
\2l, — A| = U Y |zI, — A||U| = |«I,, — A'|;

es decir, el polinomio RX4(z) = Ny/(x) no depende de la base elegida en E para representar al
endomorfismo 7.

Definicion 3.3 Llamaremos polinomio caracteristico del endomorfismo 7', y lo denotaremos
Nr(z), al polinomio caracteristico de la matriz de 7' en una base cualquiera de £ (véanse 3.1
y 3.2): Np(z) =N4(x), A = matriz de T en una base de E.

Lema 3.4 Dado A € k, A es un valor propio de T si y sélo si A es raiz de Xp(x). Por lo tanto,
los polinomios pr(x) y Rr(x) tienen las mismas raices en k (véase 2.3).

Demostracion. Si A es la matriz de T' en cierta base de E, entonces A\, — A es la matriz
del endomorfismo A — T en la misma base y tenemos: A es valor propio de T' <—= A —T
no es inyectivo <= A\ — T no es automorfismo <= |\, — A| =0 <= X es raiz de
|xI, — Al = Xp(x). 1

3.5 Sea A € k. Si p(x) es un polinomio de k[z]| que tiene a A por raiz, entonces existe 5 € N,
B > 1, tal que p(z) = (z — A\)?q(z), donde g(x) es un polinomio de k[z] que no tiene a A por
raiz; dicho natural no nulo  se denomina “multiplicidad de A como raiz del polinomio p(z)”.

Definicion 3.6 Sea A € k un valor propio del endomorfismo 7. Diremos que A es un valor
propio de T de multiplicidad § (f € N, 8 > 1), si § es la multiplicidad de A como raiz del
polinomio Rr(x) (véanse 3.4y 3.5).

Lema 3.7 Sea A € k un valor propio del endomorfismo T'. La dimension del subespacio propio
asociado a \ es menor o igual que la multiplicidad del valor propio A.
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Demostracion. Sea (3 la multiplicidad del valor propio A y sea E' = Ker(T — \) el subespacio
propio asociado a A. Sea {e1,..., e} una base de E’ (donde m = dim E' < n) y ampliémosla
auna base {e1,...,€m, €m+1,...,e,} de E; en esta ultima base la matriz de T' sera de la forma

My Ay
(N a)
donde I, es la matriz unidad de M, (k), A1 € My, y(n—m)(k), A2 € My_m(k), y N es la matriz
nula de M ;) xm(k); tenemos

($ — )\)Im —A1

Np(z) = |z, — A| = N oL, — Ay

= (:C - A)’mNAz (1‘) )

es decir, la multiplicidad de A como raiz de RXp(z) es mayor o igual a m = dim E’. |

Teorema 3.8 (Criterio de diagonalizacién por el polinomio caracteristico)
El endomorfismo T es diagonalizable si y sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) el polinomio Xy (x) tiene (contando multiplicidades) n raices en k (n = dim E);

(ii) para cada valor propio de T, su multiplicidad coincide con la dimensién del subespacio
propio asociado a él.

Es decir, T es diagonalizable, si y sélo si, existen escalares distintos Ai,...,A\, € k y
naturales no nulos 31, ..., 3, tales que
Np(z) = (. — A)P - (. — A\)or

y ademds dim(Ker(T — \;)) = ; para todo i € {1,...,r}.

Demostracion. Sean Ai,...,\. € k todos los valores propios de T' (A; # A; si j # j) de
multiplicidades respectivas 1, ..., (3, y denotemos E; = Ker(T — \;), n; = dim E;. Entonces

Rp(z) = (= A)? o (@ = A)Pa(e)

donde ¢(x) € k[z] no tiene raices en k; ademds, segin 3.7, para todo i € {1,...,r} se satisface
n; < Bi.
Supongamos en primer lugar que 7' es diagonaliable. Entonces £ = E1®---® E, y tenemos

bt Br=gr(@= M) @ = A)F) <gr(Rr(@)
=n=dm(E1®---®E,)=dmE; +---+dimFE,
=m+---+n<p+--+5,

por lo tanto ny +---+n, = f1+---+ (3, y como consecuencia n; = 3; paratodoi € {1,...,r};
como ademas

gr((@ =A% o (@ = A7) = gr(Rr(@))

y ambos polinomios tienen coeficiente principal igual a 1, debe satisfacerse Xy (z) = (z — A1) -
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Supongamos ahora que ¥y (z) = (x—A)P - (2—\,.)% yn; = 3; paratodoi € {1,...,7}.
Entonces 81 + --- + 3, = gr(Xp(x)) = n y obtenemos

dm(E1®---@E,)=dimFE;+---+dimE, =n1+--4+n. =01+ + 5 =n,
es decir, E=F1 ®---® E, y por lo tanto T' es diagonalizable. |

Corolario 3.9 Si Xp(z) tiene n raices distintas en k (es decir, si T tiene n valores propios
distintos, que deben ser de multiplicidad 1), entonces T' es diagonalizable.

Demostracion. Si A € k es un valor propio de T' de multiplicidad 1, entonces el subespacio
propio asociado a A tiene dimensién 1 (compruébese); basta aplicar 3.8 para concluir. |}

3.10 Sea A € k. En relacién con 3.8, veamos como calcular la dimension del subespacio
Ker(T — \). Si A es la matriz de T' en una base de E, entonces la matriz de T'— A en la misma
base es A — A\I,,, de modo que dim(Im(7" — X)) =rg(A — A\I,) y por lo tanto

dim(Ker(T'— X)) =dim E —rg(A — A\I,,) =n —rg(A— Al,,).
Probemos a continuaciéon una importante propiedad del polinomio caracteristico:

Teorema 3.11 (Aditividad del polinomio caracteristico) Sea E’ un subespacio de E
que es invariante por T'. Con la notacion dada en 1.6, se satisface:

Np(x) = NT‘E/(SC) N(z) .

Demostracion. Sea {ei,...,en} una base de E’' y completémosla a una base {e,...,enm,
€m+1,---,en} de E. Entonces {m(en+1),...,7(ey)} es una base de E/E’ (compruébese), y
por lo tanto la matriz de T la base de E es de la forma

A C
(v 5)
donde A; es la matriz de 7} , en la base de E', As es la matriz de T en la base de E/E', y la
matriz N es nula. Tenemos

xl,, — A -C
N xly_m — As
= |z, — A1||xlp—pm — As| = NT‘E,(a:) NT(:v) . |

Nr(z) = |z, — A| =

Corolario 3.12 Si Fq,..., E,. es una coleccion de subespacios de E que son invariantes por T
y tales que E = E1 ® - - - ® F,, entonces se satisface

Np(z) = NTlEl(x) ceees NT|ET(£E) .

Demostracion. Es sencilla y no la haremos. Basta probar el caso » = 2, el cual se puede
demostrar a partir del teorema 3.11. i
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Como consecuencia del teorema de aditividad del polinomio caracteristico vamos a obtener
la relacién que existe entre el polinomio anular y el polinomio caracteristico de un endomorfismo.
Antes proponemos un sencillo ejercicio (que generaliza a 1.10).

Ejercicio 3.13 Sea p(x) € k[z] tal que el subespacio invariante E' = Kerp(T') es no nulo. Si
p(z) es primo y su coeficiente principal es igual a 1, entonces pr (x) = p(z). (En general, si el
E/

coeficiente principal de p(z) es A, entonces pry; (z) = A ip(x).)
El

Teorema 3.14 (Hamilton-Cayley) Si la descomposicion en factores primos del polinomio
anulador del endomorfismo T es

pr(z) = (q(x)* - --- - (gr(2))™ (i > 1, qi(x) # qj(x) sii#3),

entonces para el polinomio caracteristico de T se satisface

Np(z) = (Q1(96))61 ..... (qr(x))ﬁr

con (3; > «; para todo i € {1,...,r}. Es decir, el polinomio caracteristico de T" es multiplo
del polinomio anulador de T, y todos los factores primos del polinomio caracteristico lo son
también del polinomio anulador.

En particular tenemos Rp(x) € Ann(T), es decir, Xy (T') = 0.

Demostracion. La haremos en varias etapas.

(1) Supongamos que pr(z) = q(x) = ag+ a1z +---+as_12°" 1 +2° es un polinomio primo
(s > 1). En este caso, si e € E es un vector no nulo, entonces E' = (e, T(e),..., T !(e)) es un
subespacio no nulo invariante por 7' tal que ¢(x) € Ann(7T) ) (véase la demostracién de 1.12);

/

por lo tanto g(x) es multiplo del polinomio anulador de T,E,, y como ¢(z) es primo, debe ser

pr; () = q(z). Como consecuencia obtenemos ademds que {e,T'(e),... ,T°71(e)} es una base
E/
de E' (compruébese). La matriz de T en la base {e,T(e),..., T (e)} es

0 —a
1 0 —aq
1 : ,
0 —Qs-2
1 —as—

de donde resulta NTlE/(w) = q(x).

Se procede ahora por induccién en n = dimE (n > s = dimE’). Si n = s, entonces
E = E"y por lo tanto Rp(z) = Ny () = ¢(x). Supongamos que n > s. Como E’ es un
E/

subespacio invariante por T podemos considerar el endomorfismo T : E/E’ — E/E' (véase
1.6), y como ¢(T) = 0 es facil ver que ¢(T) = 0, es decir, g(z) es multiplo del polinomio
anulador de T'; por lo tanto px(z) = g(z) (porque ¢(z) primo), y aplicando la hipdtesis de
induccién (porque dim(E/E') =n — s < n) tenemos Ngz(z) = (g(z))?. Basta aplicar 3.11 para

obtener Nr(z) = (q(x))?*!.
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(2) Supongamos ahora que pr(z) = (¢(z))* con a > 1y ¢q(z) primo de coeficiente principal
igual a 1. Se procede por induccién en el exponente a.

Si o = 1, entonces es el caso anterior. Sea a > 1 y consideremos el subespacio invariante
E' = Ker(q(T))* 1. Es claro que E’ es no nulo (por ser a > 1) y que (g(z))*~! es multiplo de
p;qu(x), por lo tanto debe ser pTlEl(J:) = (g(x))™ con @« —1 > m > 1; como para todo vector

e € E se satisface ¢(T)(e) € Ker(q(T))* ™! = E', el endomorfismo (¢(7))™"! de E es nulo y
por lo tanto m+1 > a. De todo lo dicho se sigue la igualdad pr () = (q(x))*~!, y aplicando
E/

la hipétesis de induccién obtenemos que existe v > a — 1 tal que Ry () = (q(z))".
E/

Por otra parte, el endomorfismo T : E/E’ — E/E' inducido por T satisface ¢(T') = 0 (véase
1.7), es decir, g(x) es miltiplo de pg(x); por lo tanto p(x) = ¢(z), y aplicando la hipdtesis de
induccién obtenemos que existe § > 1 tal que N=(z) = (¢(x))°. De la aditividad del polinomio
caracterfstico se sigue Rp(z) = (¢(z))?"* con v+ 46 > a.

(3) Veamos ahora el caso general. De la igualdad

pr(z) = (qu(z))™ - (ar(2)™",
obtenemos la descomposicién
E = Ker(q(T))*" + - + Ker(q(T))™

(véase 2.2), donde cada subespacio E; = Ker(g;(T))* es invariante por T' y tal que py () =

(gi(z))* (i =1,...,n); aplicando el caso anterior a cada uno de dichos subespacios obtenemos
NTlE_(x) = (¢;(2))% (B > oy, i = 1,...,n), y basta tener en cuenta 3.12 para concluir la

demostracién. |

4 Triangulacion

Seguiremos suponiendo, como en la seccidn anterior, que el espacio vectorial E tiene dimensién
finita igual a n.

Definicion 4.1 Diremos que el endomorfismo T' es triangulable si existe una serie de com-
posicién en E formada por subespacios que son invariantes por T' (véase 11.1.5): T es trian-
gulable si existe una serie de composicién en F,

O0=FCEC---CE,=F,
que satisface T'(F;) C E; para todo i € {1,...,n}.

Ejercicio 4.2 (a) Si 7T es diagonalizable, entonces T' es triangulable.
(b) T es triangulable si y sélo si existe una base de E respecto de la cual la matriz de T
es triangular, es decir, de la forma

aip aiy ... A1n
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Teorema 4.3 (Criterio de triangulacién) EIl endomorfismo T es triangulable si y sélo si
el polinomio Rr(x) tiene todas sus raices en k.

Demostracion. Es claro, teniendo en cuenta el ejercicio 4.2 (b), que si T' es triangulable, en-
tonces

para ciertos escalares aii, ..., an, € k, que son la raices de Rp(zx).

Supongamos ahora que el polinomio caracteristico de T tiene todas sus raices en k (es
decir, Xp(x) tiene, contando multiplicidades, n raices en k), y probemos que entonces 1" es
triangulable. Lo haremos por induccién en n = dim F, siendo trivial para n = 1. Sean > 1
y consideremos una raiz A € k de Rp(x). Entonces A es un valor propio de 7' y por lo tanto
existe un vector e; € Ker(T — \) que es no nulo, de modo que el subespacio vectorial E' = {eq)
es invariante por 1" y se satisface N;qu(x) =z — A. Si de nuevo consideramos el endomorfismo

T : E/E — E/E'" inducido por T, de la aditividad del polinomio caracterfstico se sigue que
NTI (x) tiene n — 1 raices en k, y como dim(E/E’) = n— 1, aplicando la hipdtesis de induccién
E/

obtenemos que existe en F/E’ una serie de composicién
0=FyCcFEiC---CE,1=FE/F
formada por subespacios invariantes por T. Pero entonces
0=FEyCE=rnYE)cr ' (Ey)c---cn ' (E,1)=E

es una serie de composicion de E formada por subespacios que son invariantes por 7. |
Corolario 4.4 Si k = C, entonces T es triangulable.

Demostracion. Basta tener en cuenta que todo polinomio de grado n con coeficientes en el
cuerpo C tiene (contando multiplicidades) n raices en C. 1

5 Problemas

En los enunciados siguientes, dada una matriz cuadrada A de orden n con coeficientes en
un cuerpo k, usaremos expresiones como . valor propio de A ...”7, “... vector propio
de A...”, “. .. polinomio caracteristico (6 minimo) de A ...”, “... A es diagonalizable

? etc. En dichos casos, A debe entenderse como la matriz respecto de cierta base de un
endomorfismo de un k-espacio vectorial de dimensién n (por ejemplo, k™ con su base usual).

Sea A € M, (k). Que A sea diagonalizable significa que el endomorfismo 7' al que representa
es diagonalizable, es decir, que existe una base del espacio vectorial respecto de la cual la matriz
de T es diagonal, en cuyo caso, si U es la matriz de cambio de la primera base a la que estéd
formada por vectores propios de T', entonces UAU ™! es una matriz diagonal.

Dos matrices A, B € M,(k) se dice que son semejantes, si existe una matriz invertible
U € M,(k) tal que B =UAU~!. Por lo tanto, que A sea diagonalizable es equivalente a que A
sea semejante a una matriz diagonal. Del mismo modo, que A sea triangulable es equivalente
a que A sea semejante a una matriz triangular.

Si A es diagonalizble (6 triangulable) y B es su diagonalizacién (6 triangulacién), entonces
la matriz invertible U que satisface B = UAU ! se denomina matriz de paso de A a B.

13
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5.1 Dada una matriz A € M, (k) que es diagonalizable, pruébese que la matriz diagonal a la
que es semejante es tnica salvo el orden de los elementos de la diagonal.

Dicha unicidad no es cierta para las matrices triangulables, como puede verse comprobando
que las dos siguientes matrices son semejantes:

(1) G0

5.2 Sea A € M, (k) la matriz formada integramente por unos. Calcilese el polinomio car-
acteristico y el polinomio minimo de A. Pruébese que A es diagonalizable, calculandose su
matriz diagonal y la matriz de paso.

5.3 Sea A una matriz cuadrada real de orden n tal que A% + I, = 0. Pruébese que A no
tiene valores propios reales. Dedtuzcase que n debe ser par.

5.4 Dada una matriz A € M,(k), pruébese que si A es semejante a la matriz unidad I,
entonces A = I,,. Apliquese lo anterior al estudio de la diagonalizacién de la matriz

1 0 00
0100
0010
0011

5.5 Demuéstrese que si dos matrices cuadradas son semejantes entonces tienen el mismo
polinomio caracteristico. ;Es cierto el reciproco?

5.6 ;De las matrices

1 -1 3 12 3 110
A=|o 21|, B=|(oz20]|, c=|o023],
0 0 2 00 2 00 2

hay dos de ellas que puedan representar a un mismo endomorfismo?

5.7 Pruébese que los valores propios de un endomorfismo nilpotente son todos nulos. ;Es
cierto el reciproco?

5.8 Calcilese el polinomio anulador de las siguientes matrices cuadradas con coeficientes en
el cuerpo QQ de los ntimeros racionales, y estuidiese si son diagonalizables:

1 2 1 -1 10 =2
2 1) -1 2 )7 0 1 0
10 1
5.9 Calcilese el polinomio anulador de las siguientes matrices cuadradas con coeficientes
reales, y estudiese si son diagonalizables:

6 _o 3 -11 V2
9 9 | 0o 2 0 [, 0
1 -1 3 0 —

= o O
o = O
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5.10 Estudiese si son diagonalizables las siguientes matrices cuadradas con coeficientes en el
cuerpo R:

-1 -2 3 2 100 1
0 110 010 O
-2 =2 4 2|’ 001 -1
0 0 0 2 003 5

5.11 Estuidiese (segin los valores de a, b, c), primero sobre R y luego sobre C, si son diago-
nalizables las matrices

O O R
N — =
N W o
O O =
(el CR )
_ o o

5.12 Estudiese, segtun los valores de a, b, si son diagonalizables las matrices reales siguientes:

s 0 0 1 -1 00
01, -4 1 00
5 0 ’ 1 0 -1 0

0 a 13

5.13 Sea A € M, (k) tal que la suma de los elementos de cada una de sus filas es igual a 1.
Pruébese que 1 es valor propio de A.

5.14 Dada una matriz no nula A € My (k) tal que A% = 0, pruébese que para todo A € k se
satisface |A] — A| = \2.

5.15 Estudiese si es igual a la matriz unidad alguna potencia de la matriz

-1 -2 1 -2
1 2 -1 1
0 1 -1 1
0 O 1 0

5.16 Sea T : E — FE un endomorfismo de un k-espacio vectorial de dimensién finita.
Pruébense:

(a) T es diagonalizable <= T* es diagonalizable.

(b) Dado un subespacio vectorial V' de E, V' es invariante por 7' <= V° es invariante
por T*.

(c) T es triangulable <= T es triangulable.

5.17 Dado un endomorfismo 7' € Endg F y dado A € k, si T es invertible, entonces: A es
valor propio de T <= X # 0y A~ ! es valor propio de T~ 1.

5.18 Pruébese que todo endomorfismo de un espacio vectorial complejo de dimension finita
tiene algiin subespacio invariante de dimensién 1.
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5.19 Sea E un espacio vectorial real de dimensién finita y sea T': E — E un endomorfismo.
Si existe un numero complejo a+ fi (o, B € R, 3 # 0), que es raiz del polinomio caracteristico
de T, entonces existen vectores u,v € Ef que no son simultdneamente nulos y satisfacen

T(u) = au — v, T(v) = pu+ av.

Deduizcase de lo anterior que todo endomorfismo de un espacio vectorial real de dimensién
finita tiene algin subespacio invariante de dimension 1 6 de dimensién 2.

5.20 Sea T un endomorfismo sobre un C-espacio vectorial ' de dimension finita. Pruébese
que T es diagonalizable, si y sélo si, para todo subespacio de E que es invariante por T' existe
un subespacio suplementario que también es invariante por 7.

5.21 Dados endomorfismos Ty T” de un C-espacio vectorial E de dimensién finita, pruébese
que si Ty T" conmutan, entonces Ty T” tienen vectores propios comunes.

5.22 Dados endomorfimos T'y T” de un k-espacio vectorial E de dimensidn finita, pruébense:

(a) SiT es diagonalizable, entonces para todo subespacio F' de E que es invariante por T
el endomorfismo 7|,, también es diagonalizable.

(b) Si Ty T' conmutan, entonces los subespacios propios de T' son invariantes por T’, y
reciprocamente.

(¢) Los endomorfismos Ty T" son simultdneamente diagonalizables (esto es, existe una
base de E formada por vectores que son propios para los dos endomorfismos) <= Ty T’
son diagonalizables y conmutan.

5.23 Diagonalicense simultdneamente los endomorfismos T y T’ de R3 definidos como
T(x,y,2) = (x+y+222x+5y+2z -2 —5y—2z) y T'(z,y,2) = (—2y — 22,0,2y + 22).

5.24 Sea Np(x) = ag + a1z + -+ ap 12" 1 + 2" el polinomio caracteristico de un endo-
morfismo T : E — E. Pruébese que aq es igual al determinante de T'; dedtzcase que si 1" es
invertible entonces 7! puede ponerse como un polinomio en 7T

Entnciese la anterior propiedad para las matrices cuadradas.

5.25 Sea T un endomorfimos de un C-espacio vectorial £ de dimension finita, y sea Xy (z) =
(x—ag) - (z — o) la descomposicién del polinomio caracteristico de T' en factores lineales.
Dado un polinomio p(z) € C[z], pruébese la igualdad

Ny () = (& = plar)) - -+ - (= plan)) .

Deduzcase: p(T') es un automorfismo <= p(z) y Nr(z) son primos entre si.

5.26 Sean A,C € M,(k). Dado r € N, diremos que C' es una raiz r-ésima de A si C" = A.
Supuesto que la matriz A es diagonalizable, encuéntrense condiciones nacesarias y suficientes
para que existan raices r-ésimas de A.

5.27 Calcilense raices cuadradas de la matriz real —6 9 -2
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00 1\" 5 0 0\
5.28 Calctlense 1 00 , 0 —1 1
010 30 2

5.29 Sea G un grupo finito y sea £ un espacio vectorial complejo de dimension finita. Dado
un morfismo de grupos p : G — Autc(E), pruébese que para cada z € G el automorfismo p(x)
es diagonalizable.

5.30 Sistemas lineales de ecuaciones en diferencias finitas: Supdngase que se tienen
sucesiones incégnita con coeficientes en un cuerpo k, (1 )men,---, (7 )men, tales que el
término (m + 1)-ésimo de cada una de ellas es funcién lineal de los términos m-ésimos de
todas las sucesiones; es decir, tales que existe una matriz A = (a;j) € M, (k) satisfaciendo

1 _ 1
Tyl = Q11T+ + a1nTo,

: (5.1)
x%+1 = anlx}n + -+ annl‘%
para todo m > 1.

Si partimos de los primeros términos de las sucesiones, :U(l), ..., x(, entonces es facil compro-
bar que para todo m > 0 se tiene

1 1
Ty, xp
. _ m .
. = A . )
n mn
Lm Lo
de modo que encontrar las sucesiones solucién (en funcién de los valores a:é, ...,x( ) es equiva-

lente a encontrar la expresién (en funcién de m ) de la matriz A™. Si la matriz A es diagonal,

A1
A: 9

entonces se satisface
/\m
1
m __ .
A - t. 9
)\m

n

y por lo tanto es muy fécil resolver el sistema de ecuaciones (5.1).
Si la matriz A del sistema no es diagonal pero es diagonalizable, ;como puede resolverse
dicho sistema?

5.31 Discutase, segun los valores de «,xg,yo, la convergencia de las sucesiones complejas
(m), (ym) soluciones del sistema

Tl = (T + V3Ym)
Ymt1 = a(—V3Tpm + Ym)
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5.32 Encuéntrense, reduciéndola primero a un sistema lineal de ecuaciones en diferencias
finita, las sucesiones reales (x,,) que satisfacen la ecuacién Z,,19 = 2Tm+1 + T (en funcién
de zg,x1). Encuéntrense también las sucesiones reales (z,,) que satisfacen la ecuacién 4o =
Tmt1 + Tm . (Cuando xg = 0y 21 = 1, la solucién de la tltima ecuacién se denomina sucesion
de Fibonacci.)

5.33 Encuéntrense las sucesiones reales (z,,), (ym) soluciones del sistema

Tm+2 = 2-77m—i-1 + Ym+1 + Ym
Ym+1 = TTm—1 + Ym—1

5.34 Encuéntrense las sucesiones reales (z,,), (ym), (zm) soluciones del sistema

Tmy2 = 2Tmil + Ymel — Ym
Ymi1l = 4Tm_1+ Ym—1
5.35 Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales: Supdéngase que se tienen unas fun-
ciones incognita x1,...,x, : R — R que son diferenciables y satisfacen
Ty = anxi+- 4 anmty
(5.2)
x;z = n1%1 + -+ Aupn
para cierta matriz A = (ai;) € M,(R). Si A es diagonal,
A
A = ‘. . s
An
entonces el sistema (5.2) es muy facil resolverlo:
x!
T
= Inz; =Mt + o = z; = Mt = gt
es decir, todas las soluciones se obtienen dando valores reales a (31,..., 3, en las igualdades
z1(t) = freMt, Ce T (t) = Buet.

Silamatriz A del sistema (5.2) no es diagonal pero es diagonalizable, ;cémo puede resolverse
dicho sistema?

5.36 Resuélvanse los siguientes sistemas lineales de ecuaciones diferenciales:

o ¥ = —x-2z ¥ = x—y+z
y = i} y = 6r+y+6z o, y = 2y—=z
2 = 422 2 = z

5.37 Resuélvanse, reduciéndolas primero a un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, las
ecuaciones: (a) 2" —a' =x; (b) 2" — 2z =0.



