Capitulo IX

Espacios Vectoriales Euclideos

En este capitulo F serd un espacio vectorial real de dimensién finita igual a n.

1 Productos Escalares Euclideos
Empezaremos recordando algunas nociones tratadas en capitulos anteriores.

1.1 Una métrica sobre E es un tensor de orden 2 sobre E, es decir, una aplicacién T5 :
E x E — R que satisface

To(e+ €' ,v) = Ta(e,v) + To(e,v), Ta(Ne,v) = NTz(e,v),
To(e,v + ') = To(e,v) + To(e,v'), Tr(e, W) = NTz(e,v),

cualesquiera que sean e, e’,v,v' € E y XA € R (véase V.1.4(c)).
Dada una métrica T» : E x E — R, para cada vector e € E es lineal la aplicaciéon Ta(e, -) :
E — R, e — Ty(e,€), y por lo tanto tenemos la aplicacién

¢:E — E*
e — ¢e) :=Tx(e,),

que es lineal y se denominada polaridad asociada a la métrica Ty (véase V.7.6). El subespacio
vectorial Ker ¢ se llama radical de la métrica T5 y se denota rad Tb>. Es clara la igualdad

radTy ={e € E : Ta(e,v) =0 YveE}.

Se dice que la métrica Th es no singular (6 no degenerada) si rad Ty = 0; es decir, T» es no
singular si su polaridad asociada es inyectiva, en cuyo caso dicha polaridad es un isomorfismo
(porque dim E = dim E* =n).

1.2 Sea T, una métrica no singular sobre £. Entonces la polaridad ¢ : £ — E* es un
isomorfismo y mediante él podemos trasladar la métrica T» definida sobre F a la siguiente
métrica sobre E*:

T?:E*xE* — R
(w, ) = T*w,w):=Ta(¢p (), ¢~ Hw)).
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142 Capitulo I1X. Espacios Vectoriales Euclideos

La métrica T2 se denomina métrica contravariada asociada a Th. Es fécil comprobar que la
polaridad asociada a la métrica T2 es el isomorfismo ¢~! : E* — E = E**; en particular
tenemos que T también es no singular.

1.3 Sea Ty una métrica sobre E. Dada una base B = {ey,...,e,} de E, se define la matriz
de T en dicha base como la matriz A = (a;;) € My,(R) determinada por las igualdades
a;j = Th(ej, ej) (véase V.2.4(c)); ademds, si {€1,...,€,} es otra base de £ y A es la matriz de

T5 en la nueva base, entonces se satisface
A=C'AC,

donde C' es la matriz de cambio de la nueva base a la base B (véase V.2.7).
Por otra parte, si B* = {w1,...,w,} es la base dual de la base B, entonces, dado j €
{1,...,n}, tenemos (véase IV.1.5)

o(ej) = dlej)(er) - w1+ -+ dlej)(en) - wn
=Tr(ej,er) w1+ -+ Ta(ej, en) - wp

=ajiw1 + -+ AjnWn ,

es decir, la matriz de ¢ en las bases B y B* es igual a A'. En particular obtenemos: T5 es no
singular <= A es invertible <= A es invertible.

Supongamos que 75 es no singular. Hemos dicho en 1.2 que entonces la polaridad asociada
a la métrica T2 es el isomorfismo ¢~ : E*¥ — E, cuya matriz en las bases B* y B es igual a
(A~ = (A=Y por lo tanto, segtin lo dicho en el parrafo anterior, concluimos que la matriz
de la métrica T? en la base B* es igual a A~

Definicién 1.4 Llamaremos producto escalar euclideo (6 simplemente producto escalar) sobre
E, a toda métrica simétrica Ty : E x E — R (véase V.3.3) que sea definida positiva, es decir,
que satisfaga T (e, e) > 0 para todo vector no nulo e € E.

Un espacio vectorial euclideo (6 simplemente espacio euclideo ), es un espacio vectorial real
de dimension finita dotado de un producto escalar.

1.5 En todo lo que resta de capitulo, para simplificar la terminologia diremos “Sea £ un
espacio euclideo ...”, y entenderemos con ello que E es un espacio vectorial real de dimension
finita dotado de un producto escalar Ty cuya polaridad asociada denotaremos ¢ : E — E*.

Ademds, escribiremos ¢ " en lugar de Th(e,v) y diremos que es el producto escalar de
E.

¢ ) 7]
€-v .

1.6 Sea E un espacio euclideo. Dado un vector e € E, la forma lineal ¢(e) € E* es la
aplicacién “multiplicar escalarmente por el vector e”; por lo tanto, si ¢(e) = 0, entonces debe
ser e-e = ¢(e)(e) = 0, lo que implica e = 0. Es decir, el producto escalar de E es una métrica
no singular.

Segtin lo anterior la aplicacién lineal ¢ : E — E* es un isomorfismo, y mediante él podemos
trasladar el producto escalar de E' a una métrica sobre E* (véase 1.2):

E*xE* — R
(W) = wwi=¢THw) ¢ W),
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Es inmediato comprobar que dicha métrica sobre E* es simétrica y definida positiva, es decir,
es un producto escalar.

Resumiendo, si F es un espacio euclideo entonces E* tiene una estructura de espacio
euclideo definida de modo natural por la de E.

2 Ortogonalidad

Definicion 2.1 Sea F un espacio euclideo. Diremos que dos vectores e, v € E son ortogonales
si satisfacen e - v = 0. Dado un subespacio V' de E, se define el subespacio ortogonal de V
como el subespacio V+ de E siguiente:

V=9 (V)={e€E : e-v=0 YveV},
donde V*° es el subespacio incidente de V' (véase IV.2.1).

Proposicion 2.2 Sea F un espacio euclideo. Cualesquiera que sean los subespacios vectoriales
V.W de E se satisfacen

) Et=0, 0t =E;

) VW = Wtcvt;
) dimV +dimV+ = dim E;
) V+W)t=vinwt;
(v) (VnW)t=vt+w;
) (VHE=V;

) VNVt =o0;

) E=VaoVt

Demostracion. Son sencillas y se dejan como ejercicio. Salvo (vii) (que se sigue de la definicién
de producto escalar) y (viii) (que se sigue de (ii) y (vii)), todas se obtienen de las propiedades
del incidente teniendo en cuenta que ¢ : E — E™ es un isomorfismo (véanse IV.2.3 y IV.3.8).

Definicién 2.3 Sea F un espacio eulideo. Diremos que una base B = {e1,...,e,} de E es
ortogonal si satisface e; - e; = 0 cuando ¢ # j; es decir, la base B es ortogonal si y sélo si la
matriz del produto escalar en B es una matriz diagonal.

Lema 2.4 Sea E un espacio euclideo y sean v1, ..., v, vectores no nulos de E. Si v; -v; = 0
cuando i # j, entonces {vy,...,v,} es una familia libre.

Demostracion. Sean escalares aq,...,qa, € R tales que ajvy + - + a,v, = 0. Dado i €
{1,...,r}, multiplicando escalarmente por v; obtenemos «;(v; - v;) = 0, por lo que debe ser

a; = 0 (porque v; #0). 1

Definicion 2.5 Sea E un espacio euclideo. Dado un vector e € E, como e - e > 0 existe un
tinico ntimero real no negativo |e| tal que e - e = |e|? (es decir, |e| = (e - €)'/? = raiz cuadrada
positiva de e - e ); dicho niimero real |e| se denomina mdédulo de e, y se dice que e es unitario
cuando |e| = 1. Obsérvese que se satisface: |e] =0 <= e=0.
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Ejemplos 2.6 (a) Sea E el R-espacio vectorial de los polinomios de R[z] cuyo grado es < n;
una base de F es {1,z,...,2"}. La aplicacién

ExXE — R
(p,q) — p-q:=2iop()q(i)

es un produto escalar sobre E (compruébese). El médulo de un polinomio p € E para dicho

1/2
producto escalar es |p| = [ ?:g(p(i))ﬂ .

(b) Nosotros hemos definido los productos escalares sélo en dimensién finita (en cuyo caso
la polaridad asociada es un isomorfismo y obtenemos notables propiedades féciles de probar);
sin embargo en la definiciéon de producto escalar no interviene la dimensién del espacio. El
siguiente es un ejemplo de producto escalar en un espacio de dimension infinita, y es muy
importante en Anélisis Matematico.

Sea [a, b] un intervalo cerrado de Ry sea E = {f : [a,b] — R : f es continua}. Un producto
escalar sobre F es la siguiente aplicacién

ExE — R
(f.g) — f-g=["fg.

Para demostrar la anterior afirmacién sélo hay que usar las conocidas propiedades de linealidad
de la integral y el siguiente hecho: “si f € E es tal que f(z) > 0 para todo x € [a, b], entonces

f:f Z 07"

Dada f € E, su médulo es |f| = [f,f fﬂ 1/2.

Definicién 2.7 Sea E un espacio euclideo. Diremos que una base B = {ej,...,e,} de E
es ortonormal, si es ortogonal y estd formada por vectores unitarios; es decir, la base B es
ortonormal si y sélo si la matriz del produto escalar en B es igual a la matriz unidad I,,.

La expresion en coordenadas del producto escalar en una base ortonormal es muy sencilla:
supongamos que la base B es ortonormal y sean e = x1e1 + -+ - + Tnén, ¥ = y1€1 + - - - + Yn€n;
entonces tenemos

e v=a1y1+ + TpYn -

[

Ejemplo 2.8 Consideremos en R" el producto
(yla"'ayn) € Rna

siguiente: dados e = (z1,...,2y), v =

e v:i=xY1+ -+ Tnpln

Es claro que el anterior “producto” es una métrica simétrica definida positiva, la cual se
conoce como “producto escalar usual” de R™. Si consideramos la base usual de R", u; =
(1,0,...,0), u2 = (0,1,0,...,0), . . ., up = (0,...,0,1), es facil ver que {uy,...,u,} es una
base ortonormal para el produto escalar usual de R™. En este espacio euclideo el médulo de un
vector (z1,...,x,) € R" es
1/2
(21, oma)l = | a7 .
i=1

Se satisface el siguiente importante resultado:
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Teorema 2.9 En todo espacio euclideo existen bases ortonormales.

Demostracion. Sea E un espacio euclideo y procedamos por induccién sobre n = dim E. Sea
dimE = 1. Si e € E es un vector no nulo y definimos e; = |e|"'e = ¢/|e|, entonces {e1} es
una base ortonormal de F.

Supongamos ahora que n > 1 y que el teorema es cierto para todo espacio euclideo de
dimensién n — 1. Sea e € E' un vector no nulo y denotemos V = (e), de modo que dim Vi =
dim E — dimV = n — 1 (véase 2.2); como la restriccién a V- del producto escalar de E es un
producto escalar sobre V=, aplicando la hipétesis de induccién se sigue que existe una base
{ea,...,en} de VL que es ortonormal; si denotamos e; = e/|e|, entonces {e1,ea,...,e,} es una
base ortonormal de E. |1

Ejercicio 2.10 Sea E un espacio euclideo y sean ey, ..., e, vectores de ' tales que eq-e; = J;;
(0;j =0sii#j,y d; =1). Pruébese que {eq,...,e,} es una familia libre que puede ampliarse
a una base ortonormal de E (véase 2.4).

2.11 Meétodo de ortonormalizacién de Gram-Schimdt: Sea F un espacio euclideo y
sea {ej,...,e,} una base de E. Vamos a describir un método para construir, a partir de la
base dada, una base que sea ortonormal.

Denotemos v = ey y definamos vo = eo + Avy, donde A se determinarda de modo que v1 y

v sean ortogonales: 0 = vy - vg = vy - (e2 + A1) = v1 - ea + AMv1]?> = A= —(ez - v1)/|v1|?; por
lo tanto
ey - U1
Vg = €9 — 3 v .
|v1]

El paso siguiente consiste en calcular v3 = e3 + A\jv1 + Agvg con las condiciones v - v; =0
y v3-vg = 0:

0= V3 -Vl = €3V +)\1|1)1‘2 +>\2(U2 . Ul) — €3 - V1 +)\1|U1‘2,

0=wv3 vy =e3-v1+ A (v1-v2) + Aa|va|? = e3 - vy + Ao|va|?,

de donde Ay = —(e3 - v1)/|v1]? y A2 = —(e3 - v2)/|v2/|?; por lo tanto
€3 - U1 €3 - U2
V3 = €3 V9.
o1 |v2]
Reiterando el proceso anterior obtenemos la familia de vectores {v1,...,v,} dada por las
férmulas
V1 =é1,
1o
1 .
V; = €; — — Vg t=2,...,1.
(2 (2 kgl "Uk-‘2 Y 9 Y

Por construccién, es claro que los vectores de dicha familia son no nulos y satisfacen v; - v; = 0
si ¢ # j, de modo que de 2.4 se sigue que {v1,...,v,} es una base ortogonal de E. Por lo tanto
{v1/|v1],...,vn/|vn|} es una base ortonormal de E.
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2.12 Proyeccién ortogonal sobre un subespacio: Sea V' un subespacio vectorial de un
espacio euclideo E. Segiin 2.2 se satisface E = V @ V1, de modo que dado e € E existen
vectores tnicos e; € V' y ex € V- tales que e = e1 + ey, y diremos que e; es la proyeccion
ortogonal de e sobre V. Es decir, la proyeccién ortogonal de e sobre V' es el inico vector eg
de E determinado por las condiciones

ereV, e—elevL.

¢

Segin la terminologia usada en 1.6.6, la “proyeccién ortogonal sobre V7 es precisamente la
“proyeccién sobre V' paralelamente a V =+ 7.

Ejemplo 2.13 Sea v un vector no nulo de un espacio euclideo E y veamos como es la
proyeccién ortogonal sobre el subespacio V' = (v), lo que se conoce como proyeccién ortog-
onal sobre el vector v. Dado e € F, si u es la proyecciéon ortogonal de e sobre v entonces
u € (v) y e—uc (v), es decir, existe A € R tal que u = \v y (e — \v) - v = 0; por lo tanto

e-v
U=-—50.
[o]?
Ejercicio 2.14 Si B = {ej,...,e,} es una base ortogonal de un espacio euclideo E, entonces

todo vector de E' es suma de sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de B: dadoe € F,

e-ep e-ep
e=-—ge€el+ "+ 7—5¢€n.
lex]? lenl

Como consecuencia, si B es ortonormal tenemos e = (e-ej)e; + -+ - + (e - ey )en.

2.15 Sea E un espacio euclideo y sea B = {ej,...,e,} una base de E. Si consideramos la
base dual de B, {w1,...,w,}, como la polaridad ¢ : E — E* asociada al producto escalar de
E es un isomorfismo se sigue que la familia de vectores e’ = ¢~!(w;) (i = 1,...,n) es una base
de E. Abusando de la terminologia, la base {e!,...,e"} se denomina base dual de la base B;
no debe confundirse con {wy,...,wn}, ya que {e!,... "} es base de E y {wi,...,w,} es base
de E*, y mientras que {wi,...,w,} sélo depende de B, la base {e!,...,e"} depende de B y
del producto escalar de F.

Dado un vector e € E, sabemos que las coordenadas de e en la base B son (wji(e),

...,wn(e)); por lo tanto, como w; es la forma lineal “multiplicar escalarmente por e ” obten-
emos

e=(e-eer+-+(e-ee,.
Si adem4s la base B es ortonormal entonces e’ = e; para todo i € {1,...,n} (compruébese),

es decir, B coincide con su base dual; como consecuencia obtenemos la férmula pedida en 2.14:
e=(e-e1)er+---+(e-ep)en.

Ejercicio 2.16 Con la notacién de 2.15, calcilese {e!, ..., e"} sabiendo que {e1,...,e,} es
ortogonal.

2.17 Ecuaciones en un espacio euclideo: Fijemos un subespacio vectorial V' de un espacio
euclideo F y una subvariedad afin X = P+ V; denotemos n =dimE, r =dimV ys=n—r =
dimV° = dim V+.
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Supongamos en primer lugar que conocemos una base {u1, ..., us} del subespacio V*. Si
&1=¢(u1), ..., & = ¢(us), entonces {&1, ..., &} es una base de V° y por lo tanto las ecuaciones
implicitas de X son (véase VIIL.(3.3))

gl(e_P):Oa ey gs(e_P):Oa

)

como la forma lineal &; consiste en “multiplicar escalarmente por el vector u;” obtenemos que

las ecuaciones implicitas de X son

up-(e—P) = 0

us - (e — P) : 0

Por ejemplo, si H es un hiperplano vectorial de £ y u es un vector no nulo ortogonal a H,
entonces la ecuacién implicita de H es u-e = 0 (es decir, dado e € E, e € H si y s6lo si e es
ortogonal a u ). Como consecuencia, todo hiperplano afin de E que tanga a H por direccién
tendrd una ecuacién implicita de la forma u-e =a (a € R).

Supongamos ahora que B = {ej,...,e,} es una base de FE y que las ecuaciones implicitas
de V' en la base B son
1wy + -+ e, = 0
Cs1T1 + -+ cspry = 0

(véase VIIL.(3.4)). Sea C = (¢i5) € Msxn(R) la matriz del anterior sistema de ecuaciones, y sea
M = (e; - ej) la matriz del producto escalar en la base B. Veamos cémo a partir de C' y de M
podemos obtener las ecuaciones paramétricas en la base B de una subvariedad afin de E cuya
direccién sea V.

Por una parte, si B* = {w1,...,wy} es la base dual de B y consideramos las formas lineales
&1 =cnwi + -+ Cinwn, oo, & = Cs1wi + -+ + Cspwp, entonces {1, ..., &} es una base de
V°. La matriz de coordenadas de las formas lineales &1,...,&; en la base B* es C*.

Por otra parte, si u1 = ¢~ 1(£1), ..., us = ¢~ (&) entonces {uy,...,us} es una base de
VL y por lo tanto, si C’ es la matriz de coordenadas de los vectores u1,...,us en la base B,
tenemos que las ecuaciones paramétricas de V- en dicha base son

I )\1
= :

In s

de modo que calculada C’ tendremos las ecuaciones paramétricas de V- en la base B.
Como la matriz del isomorfismo ¢! : E* — E en las bases B* y B es M~! (véase 1.3),
Cil

la matriz columna de las coordenadas del vector u; = ¢~ 1(§;) en la base B es M~ ' : |,

es decir,
c'=M"1ct.
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De todo lo anterior concluimos que, dado un punto P = aje; + --- + ane,, las ecuaciones
paramétricas de la subvariedad afin P 4+ V= en la base B son

1 A1 a
=M7'Ct s |+

Tn As an

3 Distancias y Angulos

Teorema 3.1 Sea E un espacio euclideo. Dados e,v € E y A € R, se satisfacen:
(i) |Xel = |A|le] (|A| = valor absoluto de X).

(ii) Desigualdad de Schwarz: |e-v| < |e||v|, ¥ se da la igualdad si y sélo si e y v son linealmente
dependientes.

(ili) Desigualdad triangular (6 de Minkowsky): |e +v| < |e| + |v].
(iv) Teorema de Pitdgoras: |e+v|> =l|e|* + |v]*> <= e-v=0.

(v) Ley del paralelogramo: |e + v|* + |e — v|> = 2(|e|? + |v]?).

Demostracion. (i) Basta aplicar la definiciéon de médulo de un vector y tener en cuenta que
e de = A\(e-e) (véase 2.5).

(i) Si e = 0 es trivial. Supongamos entonces que e # 0 y consideremos el siguiente
polinomio con coeficientes reales:

p(x) = (ze +v) - (ze +v) = (e- )2 +2(e-v)x + (v-v)
= le|?z? + 2(e - v)z + |v|?.

Como p(a) > 0 para todo o € R, el discriminante de p(z) debe ser menor o igual a cero, es
decir
(e-v)? — lef*]o* <0,

que es lo que queriamos probar. Ademas, dicho discriminante sera cero si y sélo si existe a € R
tal que p(a)) = 0, es decir, |e - v| = |e||v| si y sélo si existe o € R tal que ae + v = 0.
(iii) |e +v|®> = (e +v) - (e +v) = |e|* + 2(e - v) + |v|?, por lo tanto segtin (ii)

le + v < |e? + 2[e||v] + [v]* = (] + [v])?,

que es lo que queriamos probar.

(iv) Basta examinar la demostracién de (iii).

(v) Se sigue de las igualdades |e+v|? = (e+v)-(e+v) = |e|*+2(e-v)+|v|* vy |e—v|? =
(e—v)-(e—v)=le|>—2(e-v) +|v]°. I

Ejercicio 3.2 Si F es un espacio euclideo, entonces en E tenemos definida la funcién moédulo:

F — R

e — le|:=(e-e)/?.

Pruébese que el producto escalar de £ se puede recuperar a partir de dicha funcion.
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Definiciéon 3.3 Sea E un espacio euclideo. Dados e,v € E se define la distancia de e a v
como el escalar d(e,v) := |e — v|. Tenemos asi definida la funcién distancia

d:ExE — R
(e,v) +— d(e,v):=le—v|.

Teorema 3.4 Sea d : E x E — R la funcion distancia definida en un espacio euclideo E.
Dados e,v,u € E, A € R se satisfacen:

(i) d(e,v) > 0; ademds, d(e,v) =0 <= e =n.

(ii) d(e,v) =d(v,e) (d es simétrica).

(iii) d(e,v) <d(e,u) +d(u,v) (d cumple la desigualdad triangular).

(iv) d(e+u,v+u)=d(e,v) (d es estable por traslaciones).
) d(

(v) d(Xe,\v) = |\|d(v,e) (d es absolutamente homogénea).

Demostracion. Todas las propiedades de la funcién distancia que han sido enumeradas se siguen
facilmente de las propiedades de la funcién médulo (véase 3.1). |

Observacion 3.5 La propiedad (v) de 3.4 es la versién euclidea del Teorema de Thales (véase
VIIIL.2.3).

Las propiedades (i), (ii) y (iii) de 3.4 nos dicen que d : E x E — R es una distancia en
sentido topoldgico; por lo tanto, como en cualquier espacio métrico, en un espacio euclideo
tenemos la nocién de distancia entre dos conjuntos cualesquiera:

Definicién 3.6 Dados dos subconjuntos no vacios A y B de un espacio euclideo F, se define
la distancia entre A y B como el niimero real no negativo

d(A,B) :=inf{d(P,Q) : P A, Q € B}.

El nimero real d(A, B) existe, ya que todo conjunto no vacio de niimeros reales que esté acotado
inferiormente tiene infimo, y el conjunto no vacio {d(P,Q) : P € A, Q € B} esta acotado
inferiormente por 0.

Nos interesara especialmente la distancia entre subvariedades afines de un espacio euclideo.
Veremos que el problema de calcular la distancia entre dos subvariedades afines se reduce a
calcular la distancia de un punto a una subvariedad afin, y que el problema de calcular la
distancia de un punto a una subvariedad afin se reduce a calcular la distancia entre dos puntos.

Definicion 3.7 Sea E un espacio euclideo. Diremos que dos subespacio vectoriales de £ son
ortogonales si uno de ellos esta contenido en el subespacio ortogonal del otro.

Dadas en E' una recta r y una subvariedad afin X, diremos que r es perpendicular a X
si las direcciones de r y de X son ortogonales.

Teorema 3.8 Sea X una subvariedad afin no vacia de un espacio euclideo E. Para cada punto
P de E que no pertenece a X existe una tnica recta r que satisface las siguientes propiedades:
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r pasa por P, r es perpendicular a X, y r N X # (). En particular r N X = @ es un punto y se
satisface
d(P, X) = d(P,Q).

La recta r se denomina perpendicular a X trazada desde P, y el punto de corte () se conoce
como pie de la perpendicular a X trazada desde P.

Demostracion. Sea V la direcciéon de X y consideremos la subvariedad afin Y = P + V*.
Como V + V1 = E las subvariedades afines X e Y tienen interseccién no vacia; ademés, por
ser VN VL =0 la interseccién X NY = @Q es un punto (véanse VIIL.1.6 (ii) y VIIL.1.5). Sea r
la inica recta que pasa por P y por @ (P # @ porque PZ X y Q € X).

Veamos que r satisface las condiciones del enunciado. Como P,Q € P + V1 debe ser
r C P+ V1 y en particular la direccién de r estd contenida en V+ (véase VIIL.1.6(i)); por
tanto r es perpendicular a X. Ademds r corta a X sélo en el punto @, pues si en r N X
existiera otro punto distinto de () tendriamos r C X, en contra de la hipétesis P ¢ X. Por
ultimo, si s es una recta que pasa por P, que es perpendicular a X y que corta a X, entonces
sCY y0#sNXCYNX=Q,demodoque Qs ys=r.

Veamos que d(P, X) = d(P,Q). Sea R € X tal que R # @ ; entonces Q — R € V' (porque
Q,RcX)yP—-Qc V™t (porque P,Q €Y), y por lo tanto (P — Q) - (Q — R) = 0. Aplicando
el teorema de Pitdgoras obtenemos (véase 3.1)

[P=RP=[(P-Q)+(@Q-R)P=IP-QP+|Q-RI>|P-QP,
es decir, d(P, Q) < d(P, R); por lo tanto d(P,Q) = inf{d(P,R) : Re X} =d(P, X). 1

Observaciones 3.9 (a) En la demostracién de 3.8 no sélo se prueba que la distancia de P a
X se alcanza en el punto (); también se prueba que ) es el iinico punto donde se alcanza dicha
distancia.

(b) Con lanotacién de 3.8, si X = V' es un subespacio vectorial entonces @) es la proyeccién
ortogonal de P sobre V' (véase 2.12).

Ejemplos 3.10 (a) Distancia de un punto a una recta. Consideremos una recta s = P’ +(v)
y un punto P € s en un espacio euclideo E, y sea Q = (P’ + (v)) N (P 4+ (v)*) el pie de la
perpendicular a s trazada desde P. Calculemos ): por una parte existe A € R tal que

Q = P’ + v, y por otra parte (QQ — P) - v = 0; por lo tanto (P’ — P+ \v) - v = 0 y obtenemos
P —P)-wv
=P — (7

¢ P

(b) Distancia de un punto a un hiperplano. Consideremos un hiperplano X = P+ H y
un punto P ¢ X en un espacio euclideo E. Sea w(z) = « la ecuacién implicita de X, es decir,
sean w € E* y a € R tales que H = Kerw = (w)° y a = w(P’). Si eg = ¢~ !(w), entonces

H* = ¢ (H%) = ¢~ ({w) = (7 (w)) = {eo) -

Si @ es el pie de la perpendicular a X trazada desde P, entonces @ € P + (eg) y por lo tanto
existe A € R tal que Q = P + Aep; en particular tenemos d(P, X) = d(P, Q) = |Aeg|. Ahora,
por una parte

w(P) = w(Q) +w(hep) = a+ Iw(eg) = a+ Meg - eg) = a + Aeg|?
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y por lo tanto |A||eg|? = |w(P) — al; por otra parte |A||eo| = [Xeo| ¥ |eo] = |w| (por definicién
de |wl|, véase 1.6). De todo lo anterior obtenemos la férmula

a(p, x) = W) =l

jwl

Recordemos qué ocurre en R? con su producto escalar usual y su base usual: Sea 7 un
plano dado por la ecuacién ax + by + cz = d; si consideramos el vector eg = (a,b,c) y la forma
lineal w dada por la férmula w(z,y, z) = ax + by + cz, entonces ¢~ 1(w) = e, es decir, w es la
aplicacién “multiplicar escalarmente por ep” (y en particular eg es un vector no nulo ortogonal
a Kerw, la direccién de 7). En este caso dado P = (zg, yo, 20) tenemos

lw(P) —d|  |awo+ byo + czo — d|
Wl (@ + b2+ 2)12

d(P,m) =

Teorema 3.11 Sean X e Y subvariedades afines no vacias de un espacio euclideo E. Si Z es
la menor subvariedad afin de E que contiene a Y y es paralela a X, entonces cualquiera que
sea P € X se satisface

Ad(X,Y)=d(P,Z).

Demostracion. SiY = P'+ V' y V es la direccién de X, entonces la minima subvariedad afin
de E que contiene a Y y a la direccién de X es Z = P'+V + V' (véase VIIL.1.6). Ahora, dado
P € X, como todo punto de X es de la forma P —v con v € V y todo punto de Y es de la
forma P’ + v’ con v/ € V', tenemos (véase 3.4 (iv))

d(X,Y)=inf{d(P —v, P +7') : veV, v eV}
=inf{d(P,P' +v+7) : veV, v eV}
=inf{d(P,R) : Re Z} =d(P,Z). 1

Definicién 3.12 Sean e y v vectores no nulos de un espacio euclideo E. Como |e||v| # 0 de
la desigualdad de Schwarz obtenemos

-1<

(véase 3.1); por lo tanto existe un unico 6 € [0, 7] satisfaciendo

cosf =

leffo]

El valor # se denomina médida en radianes del dangulo (6 simplemente dngulo) formado por
los vectores e y v, y lo denotaremos Z(e,v):

Z(e,v) = arccos ¢

lef[v]

De la definicién se sigue la igualdad e - v = |e||v| cos Z(e, v).

(€ [0,7]).
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Ejercicio 3.13 Sean e y v vectores no nulos de un espacio euclideo E, y sean A\ y u escalares

no nulos. Compruébense las siguientes afirmaciones:

a) Z(e,v) =75 <= e y v son ortogonales;

(

(b) Z(e,v) =0 <= existe a > 0 tal que e = aw;
(c) Z(e,v) =7 <= existe a <0 tal que e = av;
(d) si Ap >0 entonces Z(e,v) = Z(Ae, pv);

(e) siAp <0 entonces Z(e,v) + Z(Ae, pv) = 7.

3.14 Sea E un espacio euclideo. Dados tres puntos distintos A, B,C' de  E_denotaremos
ABC = /(A — B,C — B); si los tres puntos no estan alineados diremos que ABC = CBA es
el angulo del tridngulo ABC' en su vértice B.

Dado un tridngulo ABC en E, para cada vector eg € E podemos considerar el tridngulo
A'B'C" que se obtiene trasladando el tridngulo dado por el vector eg, es decir, A’ = A + ey,
B'=B+eyy C'=C +eg, y es inmediato comprobar que se satisface ABC = A'B'C".

Supongamos ahora que tenemos en E dos rectas distintas r,s y sean u,v € E tales que
(u) es la direccién de r y (v) es la direccién de s. Definimos los dngulos que forman las rectas
r y s como los dngulos Z(u,v) (= £(—u,—v)) v ZL(u,—v) (= Z£(—u,v)).

Segun el ejercicio 3.13, dichos dangulos no dependen de los vectores u y v que nos den las
direcciones de r y s, satisfaciendo

L(u,v) + L(u,—v) =7,

por lo que basta conocer uno de ellos para conocer el otro. Ademds, dado ey € E, si consider-
amos las rectas trasladadas, ' = eg+7r y s’ = eg+ s, entonces 1’ y r tienen la misma direccién,
y s’ y s tienen la misma direccién, por lo que los dngulos que forman las rectas r’ y s’ son
iguales a los angulos que forman las rectas r y s.

Ejemplo 3.15 En un espacio euclideo ' de dimensién 3, sea ABCD un tetraedro tal que las
aristas AB, AC' y AD tienen longitudes 1, 2 y 1, respectivamente, y forman dngulos

— e —_ s v ™
¢ 4’ 4’ ¢ 3

Calculemos:

(a) el dngulo que forma la arista BC' con la perpendicular a la cara ABD en el punto B;
(b) la distancia de A al baricentro de la cara opuesta;

(c) la distancia de C' a su cara opuesta;

(d) la longitud de la proyeccién ortogonal de la arista BC' sobre la arista BD;

(e) la distancia de la recta AB a la recta C'D.

Segiin 3.4 (iv) y lo dicho en 3.14, para calcular lo que nos piden podemos suponer que el
punto A coincide con el origen de E, ya que si no fuera asi, trasladando el tetraedro ABCD
por el vector —A obtenemos otro tetraedro A’B’C’'D’ con las mismas propiedades que el de
partida y tal que A’ es el origen de FE.

Sea entonces A = 0 y consideremos los vectores e; = B, ea = C y e3 = D. Que ABCD
sea un tetraedro significa que los vectores ey, es, e3 no se encuentran en un mismo plano, por lo
que {e1, ez, e3} es una base de E; ademds, segtn las hipdtesis iniciales la matriz del producto
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escalar en dicha base es
1 V2 V2/2
M= V2 4 1
Vv2/2 1
(a) Siwu es un vector perpendicular al plano ABD, entonces el dngulo que nos piden es

el determinado por los vectores u y C'— B = es — ey. Calculemos u: u = xe; + yes + ze3 y
u € (e1,e3)", por lo tanto

1

T
er-u=(1,0,0)M | y :x+\/§y+§z:0

z ecuaciones implicitas de

x (e1,e3)® en la base {e1, e, €3} ;
es-u=(0,00)M| y |=La+y+2z=0

z

si, por ejemplo, tomamos u = —v/2e; + es, entonces
6 — arccos L2~ €1
|ullez —ex]

donde
u-(es —e1) = (—v/2,1,0) M (—1,1,0)' = 2,
[ul = [(=v2,1,0) M (-2, 1,0)'] o,

lea — e1] = [(—1, 1,0) M (-1, 1,0)@1/2 =/5-2V2.

(b) El baricentro de la cara BC'D es el punto P = 1/3(B+C+ D), por lo tanto d(A, P) =
|P — A| = |P| =1/3|e1 + e2 + e3|, donde

1/2
lex +ea+es| = [(1,1,1) M (1,1,1)'] 7" = /84 3v2.

(¢) Nos piden calcular la distancia del punto C' al hiperplano (ej,e3). Es claro que la
ecuaciéon implicita de dicho hiperplano en la base en la que estamos trabajando es y = 0, es
decir, si w es la forma lineal sobre E definida por la igualdad

w(zer +yea + zez) =y,

entonces la ecuacién implicita del hiperplano (e, e3) es w(e) = 0; por lo tanto tenemos

_w(@ -0 _ 1

d(C', <€1,€3>) ’w‘ ‘w’

es decir, debemos calcular |w| (véase 1.6).
Por definicién, |w| = |¢~!(w)| donde ¢~ (w) es el tinico vector de E tal que w es la
forma lineal “multiplicar escalarmente por ¢~'(w)”; en particular, ¢~ (w) € (e1, e3)* (porque
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w(e1) = w(ez) = 0), y por lo tanto existe A € R tal que ¢~ *(w) = Au, siendo u el vector
calculado en el apartado (a). Ahora, para todo e = xe; + yes + zeg € E se satisfacen

gb_l(w) ce=(Au)-e= (—)\\/5, A\ 0) M (z,y,2) =2\y,
51 w) e = wle) = y

por lo tanto serd A = 1/2, ¢ H(w) = (—v2/2)e1 + (1/2)ea y
ol = 67 @) = [(=v2/2,1/2.0) M (~v3/2,1/2,00] .

Otro modo de calcular ¢~'(w) es el siguiente: si {wi,wz,ws} es la base dual de la base
{e1,e2,e3}, entonces la matriz del isomorfismo ¢ : E — E* en las anteriores bases es M
(véase 1.3); por lo tanto, dado que w = wy, tenemos que las coordenadas de ¢~!(w) en la base
{e1,e2,e3} son M~1(0,1,0)%.

También podriamos haber calculado directamente |w| teniendo en cuenta que la matriz en
la base {w1,ws,ws} del producto escalar inducido en E* es M~

1/2
[w] = fws| = [(0,1,0) M1 (0,1,0)]

En todo lo anterior hemos usado que (ej,e3) es un hiperplano de E. Calculemos ahora
d(C, (e1,e3)) como se harfa para una subvariedad afin arbitraria: d(C, (e1,e3)) = d(C,Q)
donde Q = (eq,e3) N (C + (e1,e3)™) es el pie de la perpendicular a (ey,e3) trazada desde C;
por una parte existen a, 3 € R tales que Q = ae; + Bes, y por otra parte Q — e € (e1, e3)";
por lo tanto

(er + Beg —e2) -e1 =0
(ey + Pes —ez) -e3=0 [’

que es un sencillo sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas.
(d) La proyeccién ortogonal de la arista BC' sobre la arista BD es igual a la proyeccién
ortogonal del vector C'— B = e9 — €7 sobre el vector D — B = e3 — e1, que es

_(e2—e1)-(es—ei) (
les —e1|?

63—61),

v la longitud de dicha proyeccién es

|(e2 —e1) - (e3 —e1)|

v] = [(e2 —e1) - (e3 — e1))]
les — e1]

les — e1/?

les —e1| =

(e) Larecta AB esr; = (e1) y larecta CD esry = ea+ (e3 —e2), por lo tanto la distancia
entre r1 y 72 es igual a d(0,7), donde m = ez + (e3 — e2,e1) (véase 3.11). Se trata entonces de
calcular la distancia de un punto a un hiperplano, para lo cual podemos proceder, igual que en
el apartado (c), de varias formas.
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4 Espacio Euclideo Orientado

4.1 Sea E un espacio euclideo de dimensién n y sean B = {ey,...,e,}, B’ = {€},..., e}
dos bases ortonormales de E. Si A = (a;;) es la matriz de cambio de la base B’ a la base B,
entonces la matriz C = (¢;;) = A'A es igual a la matriz unidad I,,, es decir, A~! = A'. En
efecto: por una parte, por ser B ortonormal, tenemos

alj
. /
cij = (@145 - -+, Ani) : =e;- €,

anj

/ —el el = .
y por otra parte, al ser B" ortonormal, obtenemos c¢;; = ¢€; - €; = 0ij-

Como consecuencia de lo anterior se sigue que la matriz de cambio de una base ortonormal
a otra base ortonormal tiene determinante igual a £1:

[AP? = A]|A] = |A|A] = |AA|] = [I,| = 1.

Supongamos ahora que {wi,...,wy,} es la base dual de la base B y sea Q, =wj A+ Awy
la Unica forma de volumen sobre E que da volumen con signo igual a 1 al paralelepipedo
determinado por B (véanse VI.2.1 y VI.2.4). Dados vectores vy, ...,v, € E, si A es la matriz
de coordenadas de dichos vectores en la base B se satisface

Qn(v1, ... 0n) = |A| Qn(er, ... en) =|A[;

en particular, si {v1,...,v,} es una base ortonormal de E entonces A es la matriz de cambio
de {v1,...,v,} a B y por lo tanto Q,(v1,...,v,) = £1.

Resumiendo, en el espacio euclideo £ hay dos tinicas formas de volumen que toman valor
+1 sobre las bases ortonormales. Es claro que si €2, es una de dichas formas de volumen,
entonces la otra es —€),,.

Definicién 4.2 Un espacio euclideo orientado es un par (E,(,), donde F es un espacio
euclideo de dimensién n y 2, es una de las dos formas de volumen sobre E que sobre las bases
ortonormales toman valor +1 (véase VI.2.7).

Sea (E,),) un espacio euclideo orientado. Dada una familia {v1,...,v,} de n vectores de
E, llamaremos volumen del paralelepipedo determinado por dicha familia, al volumen que €,
da a dicha familia (véase de nuevo VI.2.1):

volumen del paralelepipedo deter-

. = |0 .. ‘ .
minado por los vectores {v1,...,v,} ‘ n(v1,-. Un)
Ejercicio 4.3 Dada una base {ey,...,e,} de E (ortonormal 6 no), compruébese que se satis-
face la igualdad
1
Qnel,. .. )= ——
nl ) Qn(er,...,en)

donde {e!,... e"} es la base dual de la base {e1,...,e,} (véase 2.15).
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4.4 Sea (E,3) un espacio euclideo orientado de dimensién 3. Dados vectores u,v € E la
aplicacién
Q(u,v,-): B — R
e — Qs(u,v,e)

es una forma lineal, de modo que existe un tinico vector en E, que denotaremos u X v, tal que
dicha forma lineal es “multiplicar escalarmente por u x v”: para todo e € F,

Q3(u,v,e) = (uxv)-e.

Definicion 4.5 Con la notacién de 4.4, el vector u X v determinado univocamente por el par
ordenado (u,v) se denomina producto vectorial de u por v. De la definicién se sigue que la
aplicacién
ExFE — FE
(u,v) — uxwv

es bilineal, ya que 13 es un tensor.

Proposicién 4.6 Sea (E,(3) un espacio euclideo orientado de dimensién 3. Dados vectores
u,v € E se satisfacen las siguientes propiedades:
(i) uxv=—(vxu);
(i) uxv#0 <= {u,v} es libre;
(iii) si {u,v} es libre, entonces u X v es el uinico vector ortogonal al plano (u,v), cuyo médulo

es igual al drea que en dicho plano determinan u y v, y tal que {u,v,u X v} es una base
directa (véase V1.2.7);

(iv) sea {e1,e2,e3} una base de E y sea {e!,e? €3} su base dual; si u = aje' + aze? + aze
v = bre! + bye? + bze?, entonces

Sy

1 as a as a a; a
uxv=co———|| 2 Ple+| P lea+| T % es)
Q3(e1,e2,e3) \ | b2 b3 bz b bi by
abusando de la notacion suele escribirse
€1 €2 €3
a2 as az ai ayp az
el + ez + e3=| a a2 ag |,
by b3 bs b b1 by
by by b3
con lo que nos queda la igualdad
1 €1 €2 €3
UXV=————|a as as

93(617 €2, 63) bl b2 b3

Demostracion. Las propiedades (i) y (ii) se siguen de la definicién, ya que €23 es un tensor
hemisimétrico.

(iii) Supongamos que los vectores u y v son linealmente independientes. Consideremos el
subespacio V' = (u,v) y sea {ej, ez, e3} una base ortonormal de E tal que {e1,ea} es base de
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V, con lo que V1 = (e3). El tensor hemisimétrico Qy := Q3(-, -, e3) sobre V es tal que Qs y
— 9 son las dos formas de volumen sobre V' que sobre las bases ortonormales toman valor £1
(véase 4.1). El vector u x v es ortogonal a V' :

(uxv)-u=Qz(u,v,u) =0, (uxv)-v=Q3(u,v,v)=0.
La base {u,v,u x v} es directa:
Q3(u,v,u X v) = (uxv)-(uxv)=|uxv]?>>0.

Calculemos el médulo del vector v x v: Como u x v € V+ = (e3), existe A € R tal que
u X v = Aes y por lo tanto

lu x v = [Al = [Aes - e3)] = [(u x v) - e3] = [Q3(u, v, e3)| = [Q2(u, V)],
donde |Q2(u,v)| es el drea del paralelogramo que {u,v} determina en V.
(iv) Supongamos que u X v = w11 + Toes + x3e3 y veamos qué vale, por ejemplo, x: si A
es la matriz de coordenadas de la familia de vectores {u,v,e'} en la base {e!, €2, 3}, entonces

1= (uxv)-et = Q(u,v,e') = |A| Q3(e!, %, e3);

teniendo en cuenta el ejercicio 4.3 y la igualdad

aj bl 1
Al={a b2 0 |=| 2 1,
as bg 0 2 3
obtenemos
£, = 1 as as
Q3(e1,e2,e3) | b2 b3

Del mismo modo se calculan zo y x3. |

Corolario 4.7 Sea (E,(23) un espacio euclideo orientado y sea {e1, ea, €3} una base ortonormal
de E. Dados vectores u = ajeq1 + ases + ages, v = biey + boeo + bgeg se satistface:

e ey € .
3 si la base {e1,e2,e3}
UXv=++|a az ag .
es directa,
by by b3
€1 ez ¢ .
3 si la base {e1,e2,e3}
UXv=—|a a2 ag .
es inversa .
by by b3

Demostracion. Si la base {e1,ez2,e3} es ortonormal, entonces Q3(e1,e2,e3) = 1 si la base es
directa y Qs(e1,e2,e3) = —1 si la base es inversa; para concluir basta tener en cuenta que
{e1, €2, e3} coincide con su base dual (véase 2.15). |
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Definicién 4.8 Sea (FE, 23) un espacio euclideo orientado. Dados vectores u,v,e € E, se llama
el producto mixto de u, v y e (por ese orden) como el escalar [u,v,e] definido por la igualdad

[u,v,€] ;== (uxv)-e=Qs(u,v,e).

Es decir, [u, v, €] es el volumen con signo que la forma 23 da al paralelepipedo determinado por

{u,v,e}.

4.9 Con la notacion de 4.8, si {e1,e2,e3} es una base ortonormal de E y si

u = x1€1 + Traez + x3€3, v = y1e1 + Y2e2 + yzes, e = z1€e1 + z2e2 + 23€3,
entonces
1 Y1 21 1 Yy 21
[u,v,€] = Q3(u,v,e) =| 2 y2 22 |Q3(er,e2,e3) ==+| 2 y2 22 |,
r3 Ys =3 T3 Ys =3

donde el signo depende de que la base {e1, es, e3} sea directa o inversa.
Las propiedades del producto mixto se siguen de las propiedades de los tensores hemisimé-
tricos; por ejemplo:

[U,’U, e+ 6,] = Qg(U,’U, e+ 6,) = Qg(U,’U, 6) + Qg(u,l}, 6,) = [U7U7 6] + [U7U7 6,] )
[u,v,e] = Q3(u,v,e) = —Q3(u,e,v) = —[u,e,v].

Ejercicio 4.10 Sea (E, {23) un espacio euclideo orientado. Pruébese que cualesquiera que sean
los vectores e, u,v,u,v € F se satisfacen:

(a) (uxv)xe=(u-ev—(v-e)u;

(b) identidad de Jacobi: (uxv) xe+ (vxe)xu+ (e xu)xv=0;

(c) identidad de Lagrange:

2
|

v -

(uxv)(uxv)= Y.

]|
]|

u -

(d) |uxv|*> = |u*|v]?> — (u-v)? como consecuencia, si v y v son no nulos entonces
lu x v| = |ul|v|sen Z(u,v) .

[Indicacién: Para probar (a) y (c) téngase en cuenta el siguiente hecho: si {ej,e2,e3} es una
base ortonormal de E entonces

e]p X ea = e3, ey X ez =eq, €3 X e1 = e
si la base es directa, y
e]p X eg = —es, ey X ez = —eq, ez X ey = —es

si la base es inversa.|
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5 Problemas
En todos los siguientes enunciados £ denotara un espacio euclideo.

5.1 Supdngase que E tiene dimensién 2.

(a) Dados dos puntos distintos A y B de E, pruébese que el lugar geométrico de los puntos
P € E que satisfacen d(P, A) = d(P, B) es una recta; dicha recta se denomina mediatriz del
segmento AB.

(b) Pruébese que las mediatrices de los tres lados de un tridngulo de E se cortan en un
punto, llamado circuncentro del tridangulo.

(¢) Dado un punto C' € E y dado un nimero real positivo «, se define la circunferencia de
centro C' y radio «, como el lugar geométrico de los puntos de E cuya distancia a C es igual
a «. Dado un tridngulo en E, pruébese que existe una unica circunferencia que pasa por los
vértices de dicho tridngulo; dicha circunferencia se denomina circunscrita al triangulo dado y
tiene su centro en el circuncentro del triangulo.

(d) Sea C una circunferencia en E' de centro P. Se denomina didmetro de C a toda recta
que pase por el punto P. Dado un punto Q € C y dada una recta r que pasa por @, pruébese:
Q =rNC <= r es perpendicular al didmetro de C determinado por Q.

Se deduce que existe una tnica recta que pasa por () sin cortar a C en otro punto; dicha
recta se denomina tangente a C en )

(e) Seanr yr’ dosrectas distintas de F. Se llaman bisectrices de r y r’ al lugar geométrico
de los puntos P € E que satisfacen d(P,r) = d(P,r’). Pruébese que si r y r’ se cortan en un
punto @, entonces las bisectrices de r y r’ son dos rectas distintas que se cortan perpendicu-
larmente en (). Pruébese también que si 7 y 7’ son paralelas, entonces las bisectrices de r y r’
son una sdla recta r” que es paralela a las rectas dadas y satisface d(r,r”) = d(r/,r").

(f) Dados vectores u,v € E, se define la semirecta con vértice en u y direccién v, como el
conjunto s(u,v) = {u+ v : A > 0}.

Considérese un punto P € E y una base {e1,es} de E, con lo que tenemos las semirectas
distintas s(P,e1) y s(P, e2), ambas con vértice en P. Definimos, igual que antes, la bisectriz de
dichas semirectas, como el lugar geométrico de los puntos que distan igual de ambas semirectas.
Pruébese que la bisectriz de las semirectas s(P,e1) y s(P, ez) es una recta que tiene la siguiente
propiedad: si u es un vector no nulo de E' que tiene la direccién de la bisectriz, entonces
Lep,u) = L(eg,u).

(g) Segun el apartado (f) deben quedar claras las nociones de “bisectriz interior” vy
“bisectriz exterior” en un vértice de un tridngulo. Dado un tridngulo en E, pruébese que
las tres bisectrices interiores del triangulo se cortan en un punto, el cual se denomina incentro
del tridngulo. Pruébese también que existe una circunferencia que es tangente a los tres lados
del triangulo y que tiene su centro en el incentro; dicha circunferencia se denomina inscrita al
tridangulo dado.

5.2  En el espacio euclideo R? (con su producto escalar usual), sea B = {e1, e, 3, €4} la base
e1 = (1,-1,0,1), e3 = (1,0,0,1), e3 = (0,1,1,0), eg = (0,—1,0,1), y sea 71 el plano de R*
cuyas ecuaciones implicitas en dicha base son

1+ 2x2+24 =0
Tr1 — X3 =1 ’
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Calcilense las ecuaciones del plano ms que es perpendicular a m; y que pasa por el punto
P = (3,0,—1,0), y hallese m N ms.

5.3 Dadalabase B = {e; = (1,1,0),e2 = (1,0,1),e3 = (0,1,1)} de R?, supongamos definido

un producto escalar en R? tal que su matriz en B es

1 1 0
M=|1 2 V2
0 v2 3
(a) Calctlese una base ortonormal.
(b) Calctlese la matriz del producto escalar en la base usual de R?.

(¢c) Dado el subespacio V' de R? cuya ecuacién en la base usual es z = 0, calciilense las
ecuaciones de V= en la base B.

5.4  Considérese sobre Ry|x] el producto escalar

Ro[z] x Ra[z] —
(p(z),q(x)) — p(x)-q(x):=p0)q(0) +p(1)q(1) + p(2)q(2) .

(a) Calcilese la matriz del producto escalar en la base B = {1,z, 2?}.

(b) Héllense los médulos de los vectores de la base B, asi como los angulos que forman
dichos vectores entre si.

(c) Calclese la distancia de po(x) = 22 — 2 al plano que en la base B tiene por ecuacién
a—2b+c=-1.

(d) Héllese la distancia entre la subvariedad X = 1 + (—2% + 2z) y la subvariedad Y =
{p(z) € Ryfz] : p'(1) =2, p'(-1) = O}.

(e) Calcilese la distancia de cada polinomio p(z) al subespacio generado por su primera
y segunda derivada.

(f) Hallese una base ortonormal.

5.5 En un plano euclideo se da una base con las condiciones siguientes: |e;| =1, |ea] =2y
Z(e1,e2) = /3. Calciilense:

(a) las ecuaciones de las bisectrices de las rectas cuyas ecuaciones implicitas en la base
dada son

r=3rx+2y=0, ro=cr—y=20;

(b) la circunferencia de centro P = e; — 2eg y radio 1.

5.6 Supdngase que E tiene dimensién 3 y sea {ey, ez, e3} una base suya tal que
‘61|:17 |62’:27 |63‘:\/§, 4(61762):7{/27 4(61763):7‘-/3) 4(62763):7‘-/4‘

Calcilese la distancia del origen al plano determinado por los vectores eq, es v es.
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5.7 Sean ej,...,e, vectores de E y sea A = (a;;) € M,(R) la matriz definida por las
igualdades a;; = e; - e; (i,j =1,...,7). Se denomina determinante de Gram de la familia de
vectores {ey,...,e,} al escalar

G(e1,...,er) = |A].

(a) Pruébese que se satisface G(eq,...,e,) > 0; ademds, G(eq,...,e,) = 0 si y sélo si la
familia {ej1,...,e,} no es libre.
(b) Supédngase que la familia {e1, ..., e, } eslibre y sea F' el subespacio vectorial que genera.

Pruébese que cualquiera que sea el punto P € E se satisface:

) =[G

5.8 Sea ABCD un tetraedro regular en E (es decir, sus seis aristas tienen la misma longi-
tud). Pruébese que la suma de las distancias de un punto interior a las cuatro caras del tetraedro
es una cantidad constante independiente del punto considerado. (Un punto P € E se dice que es
interior al tetraedro ABC D, si existen escalares «, 3,7, > 0 tales que P = aA+3B+~yC+dD
ya+pB8+v+0=1)

5.9 En una base ortonormal de un espacio euclideo de dimensién 3, la recta r y el plano 7
tienen las siguientes ecuaciones

xr=142A\
r= y=2-2X , r=4dzr+y+2=9.
z=3+A

Calcilense las ecuaciones de la proyeccién ortogonal de r sobre .

5.10 En una base ortonormal de un espacio euclideo de dimensién 4, las ecuaciones de los
planos w1 y o son

™ =

y—z—1t=0 = r+y—z—t=1
t+2y—22=0 [’ 27 2 4y—2:-3t=0 (-

(a) Estudiese la posicién relativa de 71 y ma.
(b) Héllense las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de coordenadas (4,1,2,0) y
corta perpendicularmente al plano 7.

5.11 Sean a y b las orillas paralelas de un rio, v una direccién (es decir, v un vector no
nulo), y M, N dos pueblos separados por el rio. jEntre qué puntos X e Y de las orillas a
v b se debe construir un puente paralelo a la direccién v para que el camino M XY N tenga
longitud minima?

5.12 En el R-espacio vectorial R? considérese la aplicacién

+:R2xR2 — R
((371791), ($27y2)) = (21, y1) * (22,2) == 122 + T1y2 + T2y1 + 2y1Y2 -
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(a) Pruébese que “*” es un producto escalar.

(b) Calctlese, en la base usual, la ecuacién de la circunferencia de centro el origen y radio

(c) Hallese la distancia del punto (0, —1) a la recta de ecuacién y = 1.
(d) Obténgase una base ortonormal.

5.13 Hallense los valores a,b € R que hacen minimo el escalar
1
/ (bz® 4+ a — x)*dz.
0

5.14 Sea {ej,...,e,} una base de un R-espacio vectorial F' y considérese una métrica
simétrica Th sobre F. Si A = (a;j) es la matriz de T en la base fijada (que serd una ma-
triz simétrica), pruébese: T, es definida positiva <= todos los menores principales de la

matriz A son positivos!.

5.15 Considérese sobre R? la métrica T5 cuya matriz en la base usual es

3 2 -1
2 2 0
-1 0 2
(a) Pruébese que T5 es un producto escalar.
(b) Héllese una base ortonormal para Tb.
(c) Calcilese el médulo de (1,3, —2) y la distancia entre (1, -2 —2) y (2,1,0).
(d) Con el producto escalar inducido en (R3)* por Th, calciilese el médulo de la forma

lineal w: R® — R, (z,9, 2) — —3z +2y. Hallese (w)*.

(e) Sea {w1,ws,ws} la base dual de la hallada en el apartado (b). Calcilese la distancia
entre las formas lineales 4w; — wo y 2wo + 3w1.

(f) Héllese el subespacio ortogonal del subespacio generado por las dos formas lineales del
apartado (e).

5.16 Sea F' el espacio vectorial de las matrices simétricas reales de orden dos.
(a) Héllese una base de F.
(b) Pruébese que la aplicacién

FxF — R
(A,B) — A-B:=tra(AB)

es un producto escalar y obténgase su matriz en la base hallada en el apartado (a).

! Los menores principales de la matriz A son los determinantes

ail . alr
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(c) Calctlese una base ortonormal.
(d) Héllense la distancia entre las matrices

1 -1 2 4

y el subespacio ortogonal de (A, B).

5.17 Considérese sobre M(R) el producto escalar dado por la igualdad A - B := tra(A'B)
(A, B € M(R)).

(a) Calctlese el ortogonal del subespacio V' de las matrices diagonales de M>(R).

(b) Determinese la proyeccién ortogonal de cada matriz X € My(R) sobre V.

(c) Calctlese d(J,V) donde J es la matriz cuyos coeficientes son todos iguales a 1.

5.18 Sean B = {ej,...,e,} una base ortonormal de E, V' un subespacio de E, {v1,..., v}
una base de V' y A la matriz de coordenadas de v1,...,v; en la base B.
(a) Pruébese que A'A es invertible.
(b) Dado un vector e = x1e1+- - -+ ey, demuéstrese que las coordenadas de la proyeccién
ortogonal de e sobre V' son
4o
A(AtA) LA

Tn

(c) Apliquese lo anterior para calcular, en R* con su producto escalar usual, la proyeccién
ortogonal de (—1,2,—3,—1) sobre V = ((1,3,-2,0),(3,2,0,0)).

5.19 Sea ABC' un tridangulo en un espacio euclideo y sea ) el pié de la perpendicular al
lado BC' trazada desde A. Se define la altura de dicho tridngulo relativa al vértice A como la
recta que pasa por A y por J; también de denomina “altura” del tridngulo ABC' relativa al
vértice A al nimero real d(4, Q).

Considérese ahora un tridngulo ABC en un plano euclideo orientado (E, §23), de modo que
{B—A,C — A} es una base de E. Si se define el drea del tridngulo ABC' como el volumen del
paralelepipedo determinado por {B — A, C' — A}, pruébese que dicha 4rea es igual a 2 (longitud

2
de uno de los lados x altura relativa al vértice opuesto a dicho lado).

5.20 En un espacio euclideo orientado (E, §23), definase la “altura” de un tetraedro relativa
a uno de sus vértices y pruébese la conocida férmula: “volumen de un tetraedro = 1 (4rea de

2
la base x altura)”.

5.21  Un triangulo rectangulo es un tridngulo de un plano euclideo que tiene uno de sus
angulos recto, esto es, igual a w/2. Los dos lados de un tridngulo rectdngulo que determinan
el &ngulo recto se denominan catetos y el otro lado se denomina hipotenusa.

Pruébese que las dos mediatrices de los catetos de un tridngulo rectangulo se cortan en
el punto medio de la hipotenusa; en consecuencia, la circunferencia que tiene por didmetro la
hipotenusa pasa por el vértice del dngulo recto.
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5.22 Dada una circunferencia C de un plano euclideo, se denomina cuerda de C a todo
segmento que tenga sus extremos sobre C. Calctlense:

(a) fijado un numero real positivo «, el lugar geométrico de los puntos medios de las
cuerdas de C de longitud «;

(b) el luger geométrico de los puntos medios de las cuerda de C que pasan por un punto
dado.

5.23 Dado un triangulo en F, pruébese que la longitud de uno de sus lados es menor
estrictamente que la suma de las longitudes de los otros dos.

5.24  Supongase que E tiene dimensién 2 y sea C la circunferencia de centro Py y radio «.
Dado un punto P que dista 8 de Py, pruébese que el mayor de los segmentos que unen P con
los puntos de C se encuentra sobre la recta que pasa por P y Py, y su longitud es a + 3, y que
el menor de tales segmentos también estd en dicha recta y su longitud es |5 — a.

5.25 Demuéstrese que de dos cuerdas de desigual longitud de una circunferencia, la de mayor
longitud es la que dista menos del centro.

5.26 Dado un tridngulo ABC' de un plano euclideo, se define su perimetro como la suma de
las longitudes de los segmentos AB, BC' y C'A, y se define su semiperimetro como un medio del
perimetro. Un punto P del plano se dice que es interior al tridngulo ABC), si existen escalares
a,B,y>0talesque P=aA+pBB++vC ya+8+~v=1.

Pruébese que la suma de las distancias de un punto interior del tridangulo a sus vértices, es
menor que el perimetro y mayor que el semiperimetro.

5.27  Un tridngulo de un plano euclideo se dice que es isdsceles si dos de sus lados tienen
igual longitud, en cuyo caso, el tercer lado se denomina base del triangulo isdsceles. Pruébese
que la suma de las distancias de los puntos de la base de un triangulo isésceles a los lados es
constante.

5.28 Un tridngulo de un plano euclideo se dice que es equildtero si sus tres lados tienen
igual longitud. Pruébese que la suma de las distancias de un punto interior de un tridngulo
equilatero a los lados es constante.

5.29 En un plano euclideo, dada una circunferencia de centro Py y radio o y dado un punto
P, se dice que P es un punto interior a la circunferencia si d(P, Py) < «, y se dice que P es
un punto exterior a la circunferencia si d(P, Py) > a.

Dadas dos circunferencias C y C’ de un plano euclideo, pruébese que si C pasa por un punto
exterior y otro interior a C’, entonces las circunferencias son secantes, esto es, se cortan en dos
puntos.

5.30 En un plano euclideo, dadas dos circunferencias de radio a y (3, sea d la distancia entre
sus centros.
Sia < [ se satisfacen:

(a) las dos circunferencias son exteriores cuando d > o + 3;

(b) son tangentes (su interseccién es un inico punto) exteriormente cuando d = a + 3;
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(c) son secantes cuando d < a+ [ yd> (3 —a;
(d) la de radio « es tangente interiormente a la otra cuando d =  — «;
(e) la de radio « es interior a la otra cuando d < f — «.
Si o= se satisfacen:
(f) las dos circunferencias son exteriores cuando d > 2«
(g) son tangentes exteriormente cuando d = 2 ;
(h) son secantes cuando d < 2«.

5.31 En un plano euclideo, pruébese que una recta no puede cortar a una circunferencia en
mas de dos puntos, y que si pasa por un punto interior, entonces la corta en dos puntos.

5.32 En un plano euclideo, pruébese que si un cuadrilatero estd circunscrito a una circun-
ferencia (la circunferencia es tangente a sus cuatro lados), entonces las sumas de sus lados
opuestos son iguales. Reciprocamente, si un cuadrilatero tiene las sumas de sus lados opuestos
iguales, entonces es circunscriptible a alguna circunferencia.

5.33 En un plano euclideo, un rectdngulo es un paralelogramo que tiene sus cuatro dngulos
rectos, y un rombo es un paralelogramo cuyos cuatro lados tienen igual longitud. Un cuadrado
es un paralelogramo que es rectangulo y rombo.

(a) Pruébese que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

(b) Constriyase un cuadrado cuyos lados pasen por cuatro puntos dados.

5.34  Pruébese que en un plano euclideo se satisfacen:

(a) los tres dngulos de un tridngulo equildtero son iguales;

(b) los dos dngulos de la base de un tridngulo isésceles son iguales;

(c) 4ngulos opuestos de un paralelogramo son iguales, y la suma de los cuatro dngulos de
un paralelogramo es igual a 27;

(d) la suma de los tres dngulos de un tridngulo es igual a 7.

5.35 En un plano euclideo, dada una circunferencia y un didmetro suyo, si una cuerda de
la circunferencia no pasa por el centro, entonces se satisface: el didmetro pasa por el punto
medio de la cuerda <= el didmetro es perpendicular a la cuerda.

5.36 Dado un tridngulo en un plano euclideo, pruébese que existen cuatro circunferencias
que son tangentes a los tres lados del tridngulo. Una de ellas es interior al tridngulo (la
circunferencia inscrita, que tiene su centro en el incentro), y las otras tres son exteriores al
tridangulo. Las ultimas se dice que son exinscritas al triangulo, y sus centros reciben el nombre
de exincentros del triangulo.

5.37 En un plano euclideo, pruébese que las tres alturas de un triangulo se cortan en un
punto, llamado ortocentro del tridngulo.

5.38 Sea ABC' un tridngulo en un plano euclideo, y sea P un punto interior al tridngulo
que se encuentra sobreﬂsectriz interior en el vértice A. Pruébese: P es el incentro de ABC
< BPC =r/2+ ;BAC.
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5.39 Un tridngulo de un plano euclideo se dice que es acutdangulo si sus tres angulos son
menores que 7/2. Dado un tridngulo acutdngulo, el tridngulo que forman los pies de sus altura
se denomina triangulo ortico asociado al triangulo dado. Pruébense:

(a) Las bisectrices interiores del tridngulo értico son las alturas del tridngulo dado; en
particular, el incentro del tridngulo 6rtico es igual al ortocentro del tridngulo dado.

(b) Las bisectrices exteriores del tridngulo 6rtico son los lados del tridngulo dado.

(¢) Los exincentros del tridngulo 6rtico son los vértices del tridngulo dado.

5.40 Dado un tridangulo en un plano euclideo, pruébese que la circunferencia cincunscrita a
él pasa por: los puntos de interseccién de cada mediatriz con la bisectriz interior del angulo
opuesto, los puntos medios de los lados del tridngulo formado por los exincentros, y los puntos
medios de los segmentos que unen los exincentros con el incentro.

5.41 Dado un tridngulo acutédngulo en un plano euclideo, pruébese que la circunferencia
cincunscrita a su tridngulo értico pasa (ademds de por los pies de las alturas del tridngulo
dado) por: los puntos medios de los lados del tridngulo dado, y los puntos medios de los
segmentos de altura comprendidos entre cada vértice y el ortocentro del tridngulo dado.

Dicha circunferencia recibe el nombre de circunferencia de Feuerbach (6 de los nueve pun-
tos) asociada al tridngulo acutdngulo dado.

5.42 Endomorfismo adjunto: Sea F un espacio euclideo de dimensionn yseaT : F — E
un endomorfismo. Se dice que un endomorfismo T” : E — E es adjunto de T, si cualesquiera
que sean e,v € E se satisface

T(e) - v=-e-T(v).

(a) Sea {e1,...,e,} una base ortonormal de F y sea A la matriz de T' en dicha base.
Pruébese que si existe un endomorfismo 77 de E que es adjunto de T', entonces la matriz de T”
en la base {e1,...,e,} es Al. Dedizcase de lo anterior la existencia y unicidad del endomorfismo
adjunto de T, el cual denotaremos T".

(b) Dados f,g € End(FE) pruébese que se satisfacen: (f') = f, (f+9) = f + ¢,
(feg) = g'of’, I' =1 (I es el endomorfismo identidad de E), y si f es un automorfismo,
entonces f’ también es un automorfismo y (f~1)" = (f")~L

5.43 Endomorfismos autoadjuntos: Con la notaciéon de 5.42, diremos que un endomor-
fismo T' de E es autoadjunto si 7' = T", es decir, si cualesquiera que sean e,v € E se satisface

T(e)-v=e-T(v).

Segun lo dicho en 5.42; si {ey, ..., e, } es una base ortonormal de E, entonces los endomorfismos
autoadjuntos de E son aquellos cuya matriz en dicha base es simétrica. Pruébese que dados
endomorfismos autoadjuntos f y g se satisfacen:

(a) f+ g esun endomorfismo autoadjunto;

(b) feg es un endomorfismo autoadjunto <= f y g conmutan;

(c) si f es un automorfismo, entonces f~! también es autoadjunto.
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5.44 Diagonalizacion de matrices simétricas reales: Sea T un endomorfismo de un
espacio euclideo F y sea T" el endomorfismo adjunto de T'. Pruébense:

(a) Si F es un subespacio de E que es invariante por T, entonces el subespacio F*
es invariante por 7. Como consecuencia, si el endomorfismo T' es autoadjunto y F es un
subespacio de E que es invariante por T, entonces F- también es invariante por 7.

(b) Siel endomorfismo T' es autoadjunto, entonces su polinomio caracteristico tiene todas
sus raices reales. [Indicacién: Usese la primera parte del ejercicio VIL.5.19.]

(c) Si el endomorfismo T es autoadjunto, entonces existe una base ortonormal de F
formada por vectores propios de T. [Indicacién: Demuéstrese por induccién en n = dim E.
Ténganse en cuenta los apartados anteriores y el siguiente hecho: si T' es autoadjunto y F' es
un subespacio invariante por 7', entonces 7| p €sun endomorfismo autoadjunto de F'.]

(d) Deduzcase del apartado anterior que toda matriz simétrica real es diagonalizable. Més
aun, si A € M,(R) es simétrica, entonces existe una matriz invertible U € M,,(R) que satisface:
UAU! es diagonal y las columnas de U forman una base de R” que es ortonormal para el
producto escalar usual de R"; en particular U~ = U? (véase 4.1).

5.45 Meétricas simétricas en un espacio euclideo: Sea E un espacio euclideo y sea T5
una métrica simétrica sobre F.
(a) Pruébese que existe un unico endomorfismo autoadjunto 7' de E que satisface

Tr(e,v) =e-T(v)

cualesquiera que sean e,v € FE. [Indicacién: Si existe el endomorfismo 7" y A es la matriz de
la métrica T5 en una base ortonormal de F, entonces A es también la matriz de T' en dicha
base; ademds A es simétrica.]

(b) Pruébese que existe una base ortonormal en E respecto de la cual la matriz de T5 es
diagonal. ;C6mo se obtiene dicha matriz diagonal? (Véase 1.3.)

(c) Sila expresion matricial de T en cierta base de E es la matriz diagonal

A1

An

;cudl es la condicién necesaria y suficiente para que T sea un producto escalar sobre E'? (Véase
el problema 5.14.)

5.46 Formas cuadraticas en un espacio euclideo: Sea E un espacio euclideo. Diremos
que una aplicacién ¢ : E — R es una forma cuadratica, si existe una métrica simétrica T sobre
E satisfaciendo g(e) = Ta(e,e) (e € E), en cuyo caso se dice que ¢ es la forma cuddratica
asociada a la métrica simétrica T5.

Sea Th una métrica simétrica sobre E y sea ¢ su forma cuadratica asociada. Dada una
base B = {ei,...,e,} de E podemos identificar E con R" asociando a cada vector e € E
sus coordenadas (z1,...,x,) en B, de modo que podemos considerar ¢ como una funcién de n
variables reales:

g:R*" — R
(X1, ymn) — q(xr,...,2p) = q(z1€1 + -+ + Tpen);
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en particular, si A es la matriz de 715 en la base B tenemos

1
q(x1,. . xn) = (X1,...,20) A : ; (5.1)

Tn

se dice que (5.1) es la expresién en coordenadas en la base B de la forma cuadratica q.
Pruébense:

(a) Existen Aj,...,\, € R y existe una base ortonormal en E tales que la expresién en
coordenadas de la forma cuadratica g respecto de dicha base es

q(zy, ..., x0) = Mt + -4+ Nz

(b) Existen t,s € N, t +s < n, y existe una base ortogonal de E, tales que la expresién
en coordenadas de la forma cuadratica ¢ respecto de dicha base es

2 2 2 2
q(z1,. ) =T+ T T o~ T

(¢) Ley de inercia de Sylvester: Sup6ngase que B y B son bases ortogonales de F tales
que: la expresion en coordenadas de g respecto de B es

Q(xl""axn) :ZC%_{_"'_}':U?_J:%—H+"'_‘r%—|—s,
y la expresién en coordenadas de ¢ respecto de Bs es

q(@1, . an) =2 b — T = Ty
Entonces se satisface t =t' y s = 5.

5.47  Sobre un espacio euclideo de dimensién 4 considérese la forma cuadrética cuya ecuacion
en cierta base ortonormal es q(x,y, z,t) = 22 4 y? + 522 4 612 4 222 — 4yz. Redtizcase ¢ a una
forma diagonal mediante una transformacién ortonormal de coordenadas.

5.48 Dada una matriz simétrica A € M, (R), se dice que A es definida positiva si todos sus
menores principales son estrictamente mayores que 0, y se dice que A es semidefinida positiva
si todos sus menores principales son mayores o iguales a 0 (véase 5.14). Pruébese que si A es
definida positiva existe una matriz triangular B tal que A = B'B. Pruébese también que si
A es semidefinida positiva, entonces A tiene una Unica raiz cuadrada simétrica y semidefinida
positiva.



