Apéndices

El objeto de estos apéndices es resumir todas las nociones elementales de las teorias de con-
juntos, grupos y anillos que son necesarias para el desarrollo de los capitulos anteriores.
Supondremos que se conocen los nimeros naturales con su suma, su producto y su orden.
También supondremos que el lector estd familiarizado con los niimeros enteros y con los niimeros
racionales (fraccionarios) con sus sumas, productos y 6rdenes respectivos, si bien daremos una
construccion formal de los niimeros enteros a partir de los naturales y de los niimeros racionales
a partir de los enteros.

A Generalidades sobre Teoria de Conjuntos

A.1 En Matemadticas, conjunto es uno de los términos bésicos no definidos, aceptdandose como
vélida la idea intuitiva que de él se tiene. Los objetos que integran un conjunto se llaman
elementos de ese conjunto; dados un objeto a y un conjunto C, si a es un elemento de C
escribiremos simbdlicamente “a € C” y diremos que “a pertenece a C'”; en caso contrario
(esto es, si a no pertenece a C') escribiremos “a ¢ C'”.

Un conjunto lo podemos determinar por extension (explicitamente) citando todos y cada
uno de los elementos que lo integran (por ejemplo C' = {1,2,3}), 6 por caracterizacién (impli-
citamente) dando una propiedad tal que los elementos del conjunto, y sélo ellos, la satisfacen
(por ejemplo C' = {n € N tal que n es par}, donde N = {0,1,2,3,...} es el conjunto de los
numeros naturales).

A.2 (Notacién) Para simplificar la escritura en el “lenguaje mateméatico” se utilizan simbolos
universalmente aceptados. A continuacion describimos los mas usuales.

e Operador universal: su simbolo es “V” y se lee “para todo”.
e Operador existencial: su simbolo es “3” y se lee “existe”.

e Operador de existencia y unicidad: su simbolo es “3"” (6 también “3!7) y se lee “existe
un tnico”.

2

e Operador condicional: su simbolo es “/” (6 también “:”) y se lee “tal que” 6 “tales

2

que”.

e Igualdad: puede ocurrir que al estudiar un conjunto A identifiquemos el mismo elemento
con dos nombres distintos “a” y “b”; decimos entonces que “a es igual a b” y escribimos
“a=1>0";si a y b son nombres de elementos distintos se dice que “a es distinto de b” y

se escribe “a £ b”.
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e Implicacion: en el razonamiento légico la implicacién es fundamental, y los elementos que

liga se llaman proposiciones (una proposicién es una sentencia 6 enunciado que puede ser
verdadero 6 falso): si A y B son dos proposiciones tales que B se deduce légicamente
de A, entonces se escribe “A = B” y se lee “A implica B” é “si A, entonces B”. Por
ejemplo, si a, b y ¢ son elementos de un conjunto se satisface

a=b, b=c = a=c;

la anterior implicacién expresa la “transitividad” de la igualdad (se transmite de a a ¢ por
medio de b). La implicacién es también transitiva, ya que si se satisfacen simultdneamente
“A=B”y “B= C”, entonces también se satisface “A = C”, es decir

A=B, B=2¢C = A= 0C.
El razonamiento se efectua transitivamente encadenando implicaciones,
A=B=C=...;

digamos, en un lenguaje poco formal, que la accién de encadenar proposiciones es la
“deduccién”.

Equivalencia: dos proposiciones A y B se dice que son equivalentes si se satisfacen
simultaneamente A = B y B = A, en cuyo caso se escribe “A < B” y se lee “A siy
solo si B” 6 “para que A sea cierto es condicién necesaria y suficiente que B sea cierto”.
Noétese que cualesquiera que sean las proposiciones A y B, obtenemos a partir de ellas la
nueva proposicién verdadera

(A= B) = noB = noA,

donde no A (respectivamente, noB ) es la proposicién que se obtiene al negar A (respec-
tivamente, B ).

Inclusion : gracias a la nocién de pertenencia aparece el concepto de inclusion y la idea
de subconjunto; dados dos conjuntos A y B, diremos que “A esta incluido en B si todo
elemento de A pertenece a B, en cuyo caso escribiremos “A C B” y se dice que A es
un subconjunto de B; la negacién de “A C B” es que “existe un elemento de A que no
pertenece a B”, en cuyo caso escribiremos “A € B”. Simbdlicamente seria

ACB = a€B VYaeA,
AZ B — Ja€eA/a¢B.

Notese que cualquiera que sea el conjunto A se satisface “A C A”.

Igualdad entre conjuntos: dos conjuntos A y B se dice que son iguales si satisfacen
AC B y B C A, en cuyo caso se escribe A = B; la negacién de A = B es que “en uno
de los dos conjuntos existe un elemento que no esta en el otro”, y se denota “A # B”.
Simbédlicamente seria

A=B = ACByBCA

— a€B YacA y beA Vbe B,
A#B = AZB 6BY¢ZA

= dJaceA/ag¢gB 6 dbeB/b¢gA.
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e Jgualdad por definicion: su simbolo es “:=" y se lee “igual por definicion”; por ejemplo,
si escribimos B := {a,b,c} queremos decir que B se define como el conjunto cuyos
elementos son a, b y c.

¢
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e FEquivalencia por definicién: su simbolo es “:& 7 y se utiliza para definir “relaciones”
entre “objetos”; por ejemplo, diremos por definicién que dos conjuntos A y B son “dis-
juntos” cuando A y B no tienen ningun elemento en comun, es decir,

A y B son disjuntos D= A y B no tienen elementos comunes .

A.3 (Conjunto vacio) Se admite la existencia de un conjunto que no tiene elementos, el cual
se denomina vacio y se denota con el simbolo “()”. Es claro que el vacio es subconjunto de
cualquier otro conjunto.

A.4 (Conjunto de las partes) Dado un conjunto A, se define el conjunto de las partes de
A como el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de A; se denota P(A),

P(A) :=={B conjunto : B C A}.

Es claro que (), A € P(A), y que {a} € P(A) para todo a € A. A P(A) también se le conoce
como conjunto potencia de A.

A.5 (Familias indexadas) Dado un conjunto I, una familia de conjuntos indexada por I
consiste en dar un conjunto A; para cada elemento i € I; la familia se denota {A4;};cr v el
conjunto I se dice que es el conjunto de indices de la familia. Por ejemplo:

(a) {Al,AQ,Ag} = {Ai}ie[ donde I = {1,2,3};

(b) Dado un conjunto A, si para cada a € A denotamos A, = {a} tenemos la familia
{Au}acr, donde I = A;

(¢) Cuando I = N, una familia de conjuntos indexada por I se denomina sucesién de

conjuntos, {A;tien = {Ao, A1,..., Ap, ...}

A.6 (Operaciones con conjuntos) Sean A y B conjuntos. Se define la interseccién de A y
B, y se denota por AN B, como el conjunto formado por todos los elementos que son comunes
aAyaB,

ANB:={z:2€ Ay x € B}.

Se dice que A y B son dos conjuntos disjuntos cuando AN B = ().
Se define la unién de A y B,y se denota por AU B, como el conjunto formado por todos
los elementos que pertenecen al menos a uno de los dos conjuntos,

AUB:={z:2€A 6 xeB}.

Si B es un subconjunto de A se define el complementario de B en A, y se denota B¢ (6
A — B), como el conjunto formado por todos los elementos de A que no estdn en B,

B¢:={xe€A:x¢B}.

Es sencillo comprobar que se satisfacen las siguientes propiedades:
(a) ANB=BNA, AUB=BUA (conmutativas);
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(ANB)NC=An(BNC), (AUB)UC =AU (BUC) (asociativas);

ANA=A AUA=A (idempotencias);

ANB=A & ACB & AUB=B8;

AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributivas);
AU(BNA)=A=AN(BUA);

si A y B son subconjuntos de un conjunto C tenemos las leyes de De Morgan,
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(ANB)° = AU B°, (AUB)® = A°N B°,

donde los complementarios se toman en C'.

En general, dada una familia de conjuntos {A;};c; se definen la interseccién y la unién de
los conjuntos de dicha familia como los conjuntos N;e;A; v Ujer A, respectivamente, dados por
las igualdades

NicrA; i ={a : a € A; Viel}, UierA; :={a : i €1 cona€ A;};

son igualmente faciles de demostrar las siguientes igualdades:
(h) (ﬂz‘GIAi) NB = mieI(Ai N B), (ﬂiGIAi) UB = ﬁiEI(Ai U B);
(i) (UiEIAi) NB= UieI(Ai N B), (UiEIAi) UB= UieI(Ai U B);
(j) leyes de De Morgan: (MierAi)® = UierAS, (UierAi)® = NicrAS (si todos los conjuntos
de la familia son subconjuntos de un conjunto C' y los complementarios de toman en C').

Por ejemplo, si N4 son los niimeros naturales no nulos y para cada n € N4 definimos el
conjunto A,, por la igualdad A, ;= {z € Q : —1/n < z < 1/n} donde Q son los nimeros
fraccionarios, entonces tenemos

Un€N+An = A1 , ﬂneNJrAn = {0} .

A.7 (Particiones) Sea A un conjunto y sea {A;};c; una familia de subconjuntos de A (es
decir, {A;}ic; es un subconjunto de P(A); véase A.4). Se dice que la anterior familia es una
particion del conjunto A si satisface:

(i) A; #0 paratodoie I;
(i) A=Uerdi;
(iii) sii¢,j eI tales que i #j entonces A; N A; = 0.

Veamos unos ejemplos:

(a) Dado un conjunto A, la familia {A;},ca es una particién de A, donde A, = {a}.

(b) Si Q4 son los nimeros fraccionarios positivos y para cada z € Q. definimos A, =
{—2,2}, entonces la familia {A,}.cq, es una particién de Q — {0}.

(¢) Obténganse particiones del conjunto E = {1,2,3,4,5}.

A.8 (Producto directo) Dados conjuntos A y B, se define el conjunto producto directo (6
producto cartesiano) de A y B (en ese orden), y se denota por A x B, como el conjunto
de todos los “pares ordenados de elementos” tales que el primero pertenece a A y el segundo
pertence a B :

Ax B:={(a,b) : a€ A, be B}.
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Dados elementos (a,b) y (a’,b') de A x B, por definicién tenemos

(a,b) = (a’, V) = a=d y b=V,
y es claro que no es cierto que siempre se satisface la igualdad A x B = B x A.
Dados conjuntos Ay, ..., A, se define el producto directo de Ay, ..., A, (en ese orden) como
el conjunto de “n-uplas” de elementos (a1, ..., a,) tales que a; € A; para todo i € {1,...,n}

(una n-upla es una coleccién ordenada de n elementos):
Ay x - x Ay i=A{(a1,...,a,) : a1 € Ay,...,an € An}.
Como es usual usaremos la siguiente notacién:
AxA=A%, AxAxA=A4% ..., Ax-"-xA=A".

Algunas propiedades sencillas de comprobar son:
a) ACA B CB — A xB' CAxB,;
b) Ax(BUC)=(AxB)UAXxC(C), (BUC)xA=(BxA)U(CxA);
c) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC), (BNC)xA=(BxA)N(CxA);
d) AxB#0 << A#0y B#0.

En general, dada una familia de conjuntos {A4;};cr se define el producto directo de los
conjuntos de dicha familia como el conjunto de las familias de elementos (a;);c; indexadas por
I tales que a; € A; para todo i € 1.

(
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A.9 (Correspondencias) Dados conjuntos A y B, se llama correspondencia de A en B a
todo subconjunto de A x B.
Hay dos tipos importantes de correspondencias: las aplicaciones y las relaciones.

A.10 (Aplicaciones) Dados conjuntos A y B, se llama aplicacién de A en B a toda corre-
spondencia G C A x B que satisfaga

VaeA T beB /| (ab)ed.

Una aplicaciéon G de A en B suele denotarse f : A — B, a — f(a), con el siguiente criterio:
dado a € A, el tnico elemento b € B que satisface (a,b) € G se denota f(a) y se denomina
“imagen de a por la aplicacién”; de este modo suele hablarse de la aplicacién f, y al conjunto
G (que es la aplicacion estrictamente hablando) se le llama grafo 6 grifica de la aplicacién f.

Sea f: A — B una aplicacién. El conjunto A se llama dominio (6 conjunto de definicion )
de la aplicacién y B se denomina codominio de (6 conjunto donde valora) la aplicacién. Se
define la imagen de la aplicacién f, y se denota Im f, como el conjunto

Imf:={f(a) : a € A},

que es un subconjunto del codominio, Im f C B. Se dice que la aplicacion f es epiyectiva
cuando Im f = B, es decir, si se satisface

VbeB JacA /| f(a)="0;
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esto es, f es epiyectiva si todo elemento de B es imagen por f de algin elemento de A. Se
dice que la aplicacién f es inyectiva si satisface

a,d €A |/ a#d = f(a) # f(a)
(elementos distintos de A tienen imagen distinta por f), 6 equivalentemente
a,a’ € A |/ f(a)= f(a) = a=ad.

Cuando una aplicacién es inyectiva y epiyectiva simultdneamente se dice de ella que es biyectiva
(6 biunivoca ).

Por ejemplo, si A es un subconjunto de un conjunto B hay una aplicacién natural de A en
B que se denomina inmersién (6 inclusién) de A en B:

1:A — B

a — a;

la gréfica de i es G = {(a,a) : a € A} C A x B. Cuando A = B (lo que ocurre si y sélo si i
es epiyectiva), dicha inmersién de denomina aplicacion identidad de A.

A.11 (Imégenes directa e inversa) Sea f: A — B una aplicacién. Para cada subconjunto
A" de A se define la imagen directa de A’ por f (6 simplemente “imagen” de A’ por f) como
el subconjunto f(A’) de B dado por la igualdad

f(AY :={f(a) : a€ A'}.

En particular se satisface Im f = f(A).
Para cada subconjunto B’ de B se define la imagen inversa (6 imagen reciproca, é con-
traimagen ) de B’ por f como el subconjunto f~!(B’) de A dado por la igualdad

fY(B):={acA: fla)e B'}.

Con las definiciones anteriores tenemos que f induce aplicaciones entre los conjuntos de las

partes:
PA) — P(B) P(B) — PA)
A/ — f(A/), B/ — f_l(B/);

es facil comprobar que dichas aplicaciones conservan la inclusién: si A, A” € P(A) tales
que A" C A” entonces f(A") C f(A"), y si B',B” € P(B) tales que B’ C B” entonces
FUB) € fUBY.

Tenemos las siguientes propiedades:
(a) Dada una familia {A;};c; de subconjuntos de A se satisfacen

(1) f(UierAs) = User f(Ai) 5

(i1)  f(Nierdi) € Nierf(A;), v se da la igualdad cuando f es inyectiva.
(b) Dada una familia {B;};,c; de subconjuntos de B se satisfacen

(i) fNUierBi) = Uier f7H(Bi);

(i) ' (NierBi) = Nierf 1 (Byi) .
(c) Para cada A’ € P(A) se satisface A’ C f~1(f(4)), y se da la igualdad si f es inyectiva.
(d) Para cada B’ € P(B) se satisface f(f~1(B’)) C B', y se da la igualdad si f es epiyectiva.

Las demostraciones de las anteriores propiedades son sencillas y se omiten. Recuérdese que
para probar la igualdad entre dos conjuntos hay que probar las dos correspondientes inclusiones.
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A.12 (Composicién de aplicaciones) Sean f: A — B y g: B — C aplicaciones. Como el
codominio de f coincide con el dominio de ¢ podemos definir la nueva aplicacién

A — C
a — g(f(a)),

la cual se denomina composicién de f y g y se denota por gef (primero se aplica f y después
se aplica ¢ ).

La composicion de aplicaciones es “asociativa”, es decir, si h : C'— D es otra aplicacion se
satisface (heg)ef = he(gef). Gracias a la asociatividad podemos quitar los paréntesis y escribir
simplemente hegef.

Se satisface el siguiente importante resultado:

Teorema A.13 Una aplicacién f : A — B es biyectiva si y sélo si existe otra aplicacién
g: B — A tal que feg=1p y gof = 14, donde I4 e Ig denotan la aplicacion identidad de A
y la aplicacién identidad de B, respectivamente.

Ademas, si f es biyectiva entonces la aplicacion g : B — A que satisface las igualdades
feg = Ig, gof = I4 es tinica y se denomina aplicacién inversa de f, denotdndose f~'.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f : A — B es una aplicaciéon biyectiva.
Tenemos

(por ser f inyectiva) a,ad € A |/ f(a)= f(d) = a=ad,
(por ser f epiyectiva) VbeB JacA | f(a)=0;

las dos anteriores lineas podemos escribirla en una sola como sigue:
VbeB FacA | f(a)=0, (A1)

de modo que tenemos la aplicacién g : B — A siguiente: dado b € B, si a es el Unico elemento
de A que satisface f(a) = b entonces g(b) = a. Es decir, si G = {(a, f(a)) :a€ A} CAXB es
el grafo de f y consideramos la correspondencia G' = {(b,a) : (a,b) € G} C B x A, entonces
(A.1) nos dice que G’ es una aplicacién; dicha aplicacién es la ¢ que hemos definido. De la
construccion de g se siguen inmediatamente las igualdades feg =Ip y gof = 14.

Supongamos ahora que existe una aplicacién g : B — A tal que feg = Ip, gof = I4
y probemos que entonces f es biyectiva. Sean a,a’ € A tales que f(a) = f(da’), en cuyo
caso g(f(a)) = g(f(d')); como gof = I4 obtenemos g(f(a)) = a, g(f(a’)) = @’ y concluimos
que a = a'; por lo tanto f es inyectiva. Dado b € B el elemento a = g(b) € A satisface
f(a) = f(g(b)) =b (porque feg = Ip), de modo que f es epiyectiva.

Se deja como ejercicio para el lector la demostraciéon de la dltima parte del enunciado del
teorema (la unicidad, cuando exista, de la aplicacién g). |

A.14 (Relaciones) Sea A un conjunto no vacio. Se llama relacion en A a toda correspon-
dencia de A en A, es decir, a todo subconjunto de A x A.

Sea R C A x A una relacién en un conjunto A. Sia,b € A tales que (a,b) € R se dice que
a esta relacionado con b por R, y se escribe aRb. Las siguientes son las cuatro propiedades
que se consideran sobre una relacion:
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Se dice que R es reflexiva si aRa para todo a € A.

Se dice que R es simétrica si satisface la implicacion: aRb = bRa.

)
)

(iii) Se dice que R es antisimétrica si satisface la implicacién: aRb, bRa = a=0b.
) Se dice que R es transitiva si satisface la implicacién: aRb, bRc = aRec.

Como ejemplo estidiense las propiedades que satisfacen las siguientes relaciones:
(a) En el conjunto Z de los nimeros enteros, R = {(n,m) € Z x Z : nm > 0}.
(b) En el conjunto A =B x B con B ={1,2,3,4,5}, R ={((a,b),(c,d)) e AxA:a+d=
b+ c}.
(c) Relacién de igualdad entre los elementos de un conjunto (es decir, sobre un conjunto
cualquiera A la relacién R = {(a,b) € A x A : a =b}).
(d) Relacién de inclusién entre las partes de un conjunto.
(e) En el conjunto de las rectas de un plano, relaciéon de perpendicularidad.
(f) En el conjunto de las rectas de un plano, relacién de paralelismo.
(2) En un conjunto A de cartulinas de colores, R = {(a,b) € A X A : a tiene igual color que

1.

S

En el conjunto Ny de los nimeros naturales no nulos, R = {(n,m) € N x N : n divide a

—

h)
i) En el conjunto Q de los ntimeros fraccionarios, R = {(n,m) € Q x Q : n < m}.

A.15 (Relaciones de orden) Unarelacién R sobre un conjunto A se dice que es una relacion
de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva (ejemplos (d), (h), (i) de A.14). Una relacién
de orden R sobre A suele denotarse por el simbolo “<” (“menor 6 igual”), es decir, si a,b € A
tal que aRb entonces se escribe a < b y se dice que “a es menor 6 igual que b”. Un conjunto
ordenado es un par (A, <) formado por un conjunto A y una relacién de orden “<” sobre A.

Sea (A, <) un conjunto ordenado. Dos elementos a,b € A se dice que son comparables
sia <b 6b< a;sitodo par de elementos de A son comparables se dice que (A, <) es un
conjunto totalmente ordenado (6 que < es un orden total sobre A). Si a,b son elementos de
A que satisfacen a < b y a # b, entonces se escribe “a < b” y se dice que “a es menor que
b”. También se escribe a veces “b > a” (“b es mayor 6 igual que a”) en lugar de “a < b”,y
“b>a” (“bes mayor que a”) en lugar de “a < b”

Sea E un subconjunto de A. Un elemento a € A se dice que es cota superior de E si todo
elemento de E' es menor 6 igual que a: e < a para todo e € E. No necesariamente existen
cotas superiores de F; si existen se dice que E estd acotado superiormente. Si E esta acotado
superiormente y existe la mas pequena de las cotas superiores de E (que de existir es tinica por
la propiedad antisimétrica), entonces dicho elemento recibe el nombre de supremo de E y se
denota sup E. Es decir, si sup E existe es el tnico elemento de A caracterizado por satisfacer
las dos siguientes propiedades

e sup I es cota superior de £: e < sup E para todo e € E;

e toda cota superior de F es mayor 6 igual que supFE: a € A, e <a paratodoe € F =
sup F < a.

Un conjunto puede estar acotado superiormente y no tener supremo. Sisup E existe y pertenece
a E entonces dicho supremo se denomina maximo de E y se denota max E.
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Se llama elemento maximal de F a todo elemento e € E para el que se satisfaga que en
no existen elementos mayores que €; es decir, € es un elemento maximal de F si e € E y para
todo e € E se satisface: e <eé & e y e no son comparables.

De modo andlogo se definen: cota inferior, conjunto acotado inferiormente, infimo (inf),
minimo (min ), elemento minimal. Un subconjunto de A se dice que es acotado si estd acotado
superior e inferiormente. Si A (como subconjunto de si mismo) tiene infimo entonces éste sera
automdéticamente el minimo de A y se dice que es el primer elemento del conjunto ordenado.
Del mismo modo, se define el iltimo elemento del conjunto ordenado A como el méaximo de A
(cuando exista).

Figura 1.

Ejemplos A.16 (a) Sea C' un conjunto y consideremos en A = P(C€) la relacién de orden que
define la inclusion, es decir, dados C y Cs subconjuntos de C' diremos que C] esta relacionado
con Cy cuando C C Cy (ejemplo A.14 (d)).

Sea E un subconjunto de A, es decir, sea E una familia de subconjuntos de C': E = {C;}icr
con C; subconjunto de C' para todo i € I. Una cota superior para E serd todo subconjunto
de C' que contenga a todos los subconjuntos de la familia E, por ejemplo el propio C' (C
es el ultimo elemento de A); una cota inferior para E serd todo subconjunto de C' que esté
contenido en todos los subconjuntos de E, por ejemplo () () es el primer elemento de A); en
este caso siempre existen inf £ y sup F,

inf £ = NyerCs sup F = UG .

(b) Sea A = {1,2,...,17} con el orden determinado por el “diagrama de arbol” de la
figura 1 del siguiente modo: dados a,b € A, a <b siysélosi a=b 6 a y b estdn unidos por
segmentos que forman un camino que es ascendente al ir desde a hasta b. En este caso A no
tiene ni primer ni tltimo elemento.

Sea E ={9,12,13,14}. El subconjunto E de A no esta acotado superiormente pero si estd
acotado inferiormente; ademads su tnica cota inferior es 11 y por lo tanto inf £ = 11; E no
tiene minimo porque 11 € E. Los elementos maximales de E son 9, 13 y 14, y los elementos
minimales de £ son 9, 12 y 14.

Estudiense los siguientes subconjuntos de A: B ={3,9,11,12,13,14,15,16,17},
C=1{1,2,3,4,6,8,9,11}, D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

(¢) Sea A = Q con el orden usual de nimeros fraccionarios (que es un orden total) y
consideremos el conjunto E = {q € Q : 2 < ¢ < 3}; E estd acotado inferiormente e inf F = 2;
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ademas como 2 € F existe el minimo de F, min £ = 2; E' también esta acotado superiormente
y sup E¥ = 3, pero no existe el mdaximo de F porque 3 ¢ E.

(d) Es conocido que el conjunto N de los nimeros naturales dotado de su orden usual es
un conjunto totalmente ordenado, y que todo subconjunto no vacio de N tiene minimo.

A.17 (Morfismos de conjuntos ordenados) Sean (X, <), (Y,<) conjuntos ordenados.
Aunque denotamos de igual modo el orden de X y el orden de Y no debe de haber mo-
tivo de confusién, pues el contexto aclara a cual de ellos representa el simbolo <: si escribimos
x1 < x9 con x1,z9 € X es claro que entonces < denota el orden de X, y si escribimos y1 < yo
con y1,y2 € Y entonces < denota el orden de Y.

Una aplicacion f: X — Y se dice que es un morfismo de conjuntos ordenados si conserva
el orden, es decir, si satisface la implicacién

r1,79 € X, x1 < 29 = J(x1) < f(a2).

Sea f: X — Y un morfismo de conjuntos ordenados. Se dice que f es un isomorfismo de
conjuntos ordenados si existe un morfismo de conjuntos ordenados g : Y — X tal que feg = Iy
y gof = Ix, donde Ix e Iy denotan la aplicacién identidad de X y la aplicacién identidad de
Y, respectivamente. Es facil comprobar que si f es un isomorfismo de conjuntos ordenados,
entonces el morfismo de conjuntos ordenados g : Y — X que satisface feg = Iy y gof = Ix
es tinico, por lo que se denomina morfismo inverso de f y se denota f~!.

Si f es un isomorfismo de conjuntos ordenados entonces f es una aplicacién biyectiva y
su isomorfismo inverso f~! es la aplicacién inversa de f (véase A.13). Es decir, un morfismo
de conjuntos ordenados es un isomorfismo si es biyectivo y su aplicacién inversa es morfismo
de conjuntos ordenados. Puede ocurrir que el morfismo de conjuntos ordenados f sea una
aplicacién biyectiva y que su aplicacién inversa no sea morfismo de conjuntos ordenados, en
cuyo caso f no es un isomorfismo. Por ejemplo, sean X = {a,b}, Y = {¢,d} con los érdenes
dados por los diagramas de arbol de la figura 2, y sea f : X — Y definida como f(a) = cy
f(b) = d; es claro que f es un morfismo de conjuntos ordenados biyectivo que no es isomorfismo,

d
X

ae b

Figura 2.

pues su aplicaciéon inversa no es morfismo de conjuntos ordenados.

Ejemplo A.18 Sea g : A — B una aplicacién entre conjuntos y consideremos X = P(A),
Y = P(B) dotados con el orden definido por la inclusién. La aplicacién imagen directa por g,
que estd definida en X y valora en Y, es un morfismo de conjuntos ordenados (véase A.11); la
aplicacién imagen inversa por g también es un morfismo de conjuntos ordenados. Ademas, si
g es biyectiva entonces su imagen directa y su imagen inversa son isomorfismos de conjuntos
ordenados, inverso uno del otro.
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A.19 (Reticulos) Se denomina reticulo a todo conjunto ordenado en el que todo subconjunto
finito no vacio tiene supremo e infimo.

Ejemplos: es claro que todo conjunto totalmente ordenado es un reticulo; si A es un
conjunto y P(A) es considerado con su orden natural (el dado por la inclusién), entonces P(A)
es un reticulo (véase (a) de A.16).

Sean (X, <) e (Y, <) reticulos. Una aplicacién f : X — Y se dice que es un morfismo
de reticulos si transforma supremos en supremos e infimos en infimos, es decir, si dados
r1,...,Tn € X se satisface

f(sup{wl, ... ,xn}) = sup {f(a:l), .. ,f(wn)}

Es inmediato demostrar que todo morfismo de reticulos es en particular un morfismo de con-
juntos ordenados; el reciproco no es cierto (pénganse ejemplos).

Sea f: X — Y un morfismo de reticulos. Se dice que f es un isomorfismo de reticulos si
existe un morfismo de reticulos g : Y — X tal que feg =1y y gof = Ix. Es facil comprobar
que si f es un isomorfismo de reticulos entonces el morfismo de reticulos g : ¥ — X que
satisface fog = Iy y gof = Ix es 1Unico, por lo que se denomina morfismo inverso de f y se
denota f~!; claramente, como aplicacién f~! es la aplicacién inversa de f.

Dada una aplicacién f: X — Y entre reticulos tenemos:

(i) Si f es un isomorfismo de conjuntos ordenados entonces f es un isomorfismo de
reticulos. (Pruébese como ejercicio.)

(ii) Si f es un morfismo de reticulos que es biyectivo entonces su aplicacién inversa es
también un morfismo de reticulos y por lo tanto f es un isomorfismo de reticulos (compérese en
A.17 con lo que ocurre para los morfismos de conjuntos ordenados). Para demostrarlo bastara
ver que la aplicacién inversa f~! es un morfismo de conjuntos ordenados, pues entonces f serfa
un isomorfismo de conjuntos ordenados y concluirfamos aplicando el apartado (i) anterior.
Sean y1,y2 € Y tales que y; < y2 y probemos que entonces f~!(y;) < f~!(y2): si denotamos

x1 = f"Yy1), 2 = f~(y2) tenemos

f(sup{ar w2} ) = sup {f(21), f(w2) } = supfys, y2} = 12,

y por lo tanto
sup{z1, 22} = [T () =22 = m <o

Ejemplo A.20 Sea g : A — B una aplicacién entre conjuntos y consideremos X = P(A),
Y = P(B) dotados con sus ordenes naturales, con los que son reticulos. De lo dicho en A.11 (b)
se sigue que la imagen inversa por ¢ es un morfismo de reticulos de Y en X. La imagen directa
por g no siempre es morfismo de reticulos (aunque si es morfismo de conjuntos ordenados);
cuando ¢ es inyectiva la imagen directa por g si es morfismo de reticulos (véase A.11 (a)).
Ademss, si g es biyectiva entonces su imagen directa y su imagen inversa son isomorfismos de
reticulos, inverso uno del otro.

A.21 (Lema de Zorn) Sea (X, <) un conjunto ordenado. Dado un subconjunto C' de X,
el orden de X restringido a C' define de modo natural un orden sobre C': dados ¢,¢ € C,
diremos que ¢ < ¢ en C cuando ¢ < ¢ en X. Se dice que C' es una cadena de X si (C,<) es
un conjunto totalmente ordenado.
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En Teoria de Conjuntos se acepta como vélido el siguiente resultado conocido como “Lema
de Zorn”: Sea (X, <) un conjunto ordenado. Si toda cadena de X estd acotada superiormente,
entonces en X existen elementos maximales.

A .22 (Relaciones de equivalencia) Una relacién en un conjunto se dice que es de equiva-
lencia si es reflexiva, simétrica y transitiva. Dichas relaciones suelen denotarse por el simbolo
“~7 es decir, si R es una relacién de equivalencia en un conjunto A y a,b € A tales que aRb,
entonces escribimos a ~ b.

Si observamos el ejemplo (g) de A.14 podemos darnos cuenta de que la relacién definida
en el conjunto de cartulinas las clasifica por colores. En general, una relacion de equivalencia
“particiona” el conjunto sobre el que estd definida en el sentido que precisaremos a continuacién
(véase A.7).

Sea ~ una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Para cada a € A se define la clase
de equivalencia de a como el siguiente subconjunto 7(a) de A:

m(a) :={beA:a~b}.

Es claro que toda clase de equivalencia es un conjunto no vacio, pues dado a € A se tiene
a € m(a); también es clara la igualdad A = Ugeam(a); tenemos ademas que dados a,b € A se
satisfacen

a~b < mw(a)=mn(b), atb <— mwa)Nn() =0,

donde a 4 b significa que a no esta relacionado con b. Por lo tanto mediante la relacion ~
todos los elementos de A quedan clasificados en partes disjuntas cuya unién es A.

El reciproco también es cierto: una particion del conjunto A define una relacién de equiv-
alencia sobre A cuyas clases de equivalencia son los subconjuntos de la particién. En efecto,
una particion {4;};c; de A define la siguiente relaciéon: dados a,b € A,

a~b < diel : abeA;;

es decir, dos elementos estan relacionados cuando pertenecen a un mismo subconjunto de los
de la particién; dicha relacion es de equivalencia, y para cada a € A la clase de equivalencia
de a es el inico subconjunto de la particién que contiene a a.

Sea A un conjunto dotado de una relaciéon de equivalencia ~ . El conjunto cuyos elementos
son todas las clases de equivalencia de dicha relacién se denota A/~ y se denomina conjunto
cociente de A por la relacion ~, A/~ := {m(a) : a € A}. Tenemos la aplicacién natural
m: A — A/~ a+ w(a), que manda cada elemento de A a su clase de equivalencia; esta
aplicacién es siempre epiyectiva y se denomina aplicacion de paso al cociente. Dado a € A, si
b € m(a) se dice que “b es un representante de la clase m(a)”; es obvio que a representa a 7(a).

A.23 (Nuameros enteros) Veamos la construccién de los nimeros enteros a partir de los
numeros naturales. Suponemos conocido el conjunto de los nimeros naturales N = {0, 1,2,...}
con su suma, su producto y su orden; recordemos que dados a,b € N, b — a tiene sentido en N
(es decir, existe ¢ € N tal que b = ¢+ a) sélo cuando b > a.

En el conjunto N x N definimos la siguiente relacién: dados (a,b), (¢,d) € N x N,

(a,b) ~ (c,d) L= a+d=b+c.
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Es inmediato comprobar que la anterior es una relacion de equivalencia. Se define el conjunto
Z de los numeros enteros como el conjunto cociente de N x N por la relacion ~ definida,
Z := (N x N)/~. Tenemos la aplicacién 7 : N x N — Z de paso al cociente.

En Z definimos la suma “+ 7, el producto “-” y el orden “<” siguientes:

m(a,b) + w(c,d) := w(la+c,b+d),
m(a,b) - m(c,d) := m(ac+ bd,bc + ad)
m(a,b) <m(c,d) <= a+d<b+c.

Es facil comprobar que las anteriores definiciones no dependen de los representantes elegidos
en las clases de equivalencia. Vedmoslo por ejemplo para la suma: si 7(a,b) = 7w(d,0') y
m(e,d) = 7(d,d") entonces a+b' = b+d’ y c+d = d+¢, de modo que a+c+b'+d = b+d+ad' +¢
y por lo tanto 7(a + ¢, b+ d) = w(a' + ¢, 0 + d').

De las definiciones anteriores y de las propiedades de los ntimeros naturales se deducen
facilmente las siguientes propiedades de los niimeros enteros

(i) la suma y el producto son operaciones conmutativas y asociativas;
(ii) el producto distribuye a la suma: z1 - (22 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23 (21, 22, 23 € Z);
(iii) en Z hay “elemento nulo”: dado a € N, 7(a,a) = 7(0,0) es el unico elemento de Z que
satisface 7(a,a) + z = z para todo z € Z;
(iv) en Z hay “opuestos”: dado un numero entero 7(a,b), m(b,a) es el unico elemento de Z
que satisface m(a,b) + 7(b,a) = m(0,0) (=elemento nulo);
(v) en Z hay “elemento unitario”: dado a € N, w(a + 1,a) = m(1,0) es el unico elemento de
Z que satisface w(a + 1,a) - z = z para todo z € Z;
(vi) en Z no hay “divisores de cero”: si z1, 22 € Z tales que z;1 - 22 = w(0,0), entonces uno de
los enteros z1, 2o es igual a 7(0,0);
(vii) “<” es una relacién de orden total sobre Z.

Cada nimero natural n define el nimero entero m(n,0), de modo que tenemos la aplicacién
natural N — Z, n — m(n,0), que es inyectiva y permite considerar a N como un subconjunto
de 7Z; la suma, el producto y la ordenacién de niimeros enteros coincide en N con la suma, el
producto y la ordenacién de niimeros naturales.

Sea m(a,b) un nimero entero. Sia >b y n = a—b € N, entonces m(a,b) = 7(n,0) es el
nimero natural n. Si a < b entonces b — a = n es un nimero natural que es el opuesto de
m(a,b), 7(b — a,0) + 7(a,b) = 7(0,0); cuando a < b el nimero entero 7(a,b) lo denotaremos
—n,donden=5b—a € N.

De lo dicho en el parrafo anterior, y teniendo en cuenta que si la suma de dos ntmeros
naturales es nula entonces ambos sumandos son nulos, se sigue: “El conjunto de los niimeros
enteros es la unién disjunta de N con el conjunto de los opuestos de los niimeros naturales no
nulos.” Esto es,

Z=4{...,-3,-2-1,0,1,2,3,...}.

El anterior resultado permite definir el valor absoluto de z € Z como el niimero entero |z| dado
por la igualdad |z| := max{z, —z}, que es siempre un nimero natural porque z > 0 si y sélo si
z € N; de otro modo, |z] =z si 2> 0y |z| = —z si z < 0. Un ndmero entero z se dice que es
positivo cuando z > 0, y se dice que es negativo si z < 0.

En adelante, dados 21, 29 € Z escribiremos 2129 en lugar de 27 - 29.
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Teorema A.24 (Divisién entera) Sea d un nimero entero no nulo. Para cada nimero en-
tero z existe una inica pareja de niumeros enteros ¢, r (llamados respectivamente cociente y
resto de la divisién de z por d) tal que

z=cd+r, 0<r<l|d.
Demostracion. Veamos la existencia de la pareja r, c. El conjunto de ntimeros naturales
N ={neN:n=z+sd para algin s € Z}

no es vacio (z+(zzd)d € N) y por tanto tiene primer elemento (véase A.16 (d)); sea r = min N.
Por definicién r > 0 y existe s € Z tal que r = z + sd, luego z = (—s)d +r. Si r > |d| entonces
r—|d=z+ (st 1)d estd en N y es estrictamente menor que r, en contra de la eleccién de r.
Luego r < |d|.

Probemos ahora la unicidad del cociente y del resto. Si ¢/,7’ son otros niimeros enteros
tales que z = d/d+1" y 0 <’ < |d|, podemos suponer que r </, en cuyo caso ' —r = (¢c—c)d
es un multiplo no negativo de |d| menor que |d|, y se sigue que 7’ —r =0y ¢d = ¢/d. Como d
es no nulo concluimos que r =7r"yc=¢. 1

A .25 (Factorizacién canédnica de aplicaciones) Sea f: A — B una aplicacién entre con-
juntos; f define de modo natural en A la siguiente relacién: dados a,b € A,

a~b L= fla) = f(b).

Es inmediato comprobar que la anterior es una relacién de equivalencia. Se satisface el siguiente
resultado conocido como “teorema de factorizacion candnica de aplicaciones” : Existe una tinica
aplicacion biyectiva f : A/~ — Im f que hace que el cuadrado de aplicaciones

A#

1T
A —L Ty

sea conmutativo, es decir, f = icfor (mw denota la aplicacién de paso de A al cociente A/~
que es epiyectiva, e i es la inclusién de Im f en B, que es inyectiva). La demostracién de este
teorema es sencilla y se deja como ejercicio para el lector.

A.26 (Axiomas de induccién) Sea A C N y sea ng € N. Si se satisfacen

(i) no€A,

(i) AC{neN:n>np}={ng,no+1,n0+2,...},

(iii) ne A = n+1e€A,
entonces A ={n € N : n > ng}.

La anterior afirmacién se conoce como “axioma de induccién transfinita”, y se usa como
técnica de demostracién del siguiente modo: Sea P una “funcién proposicional” sobre los
elementos de N, es decir, para cada n € N tenemos una proposicién P(n) que puede ser
verdadera 6 falsa; si por ejemplo queremos probar que P(n) es cierto para todos los nimeros
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naturales del conjunto {n € N : n > 7} (aquing =7y A={n e N : n>7y P(n) es cierto}),
probamos en primer lugar que P(7) es cierto y a continuacién demostramos que si n es un
natural tal que n > 7 y P(n) es cierto entonces P(n + 1) también es cierto; el axioma de
induccién nos dice entonces que A = {n € N : n > 7}, es decir, que P(n) es cierto para todo
n>"T7.

Tenemos también el conocido como “axioma de inducciéon completa”: Sea A C N y sean
ni,n9e € N tales que ni < ng. Si se satisfacen

(i) ni € A,

(i) AC[ni,ne]={neN:n <n<ny},

(ili) neA, n<ny = n+leA,
entonces A = [ni,na).

Como aplicacién sencilla del axioma de inducciéon demuéstrese que para todo niimero natural
n # 0 se satisfacen las siguientes igualdades:

L4924t n(n+1) 1 n 1 n 1 T 1 n
2 ’ 1-2 2-3 3-4 n-(n+1) n+1’

2 1 3, a3 5 _ n’(n+1)°

6(1+74+7 4+ +7")+1=7"", 1422437+ = ————.

Ejercicio A.27 Sean N un conjunto con n elementos y M un conjunto con m elementos tales
que m < n. Pruébese que el conjunto {aplicaciones inyectivas de M en N} tiene n-(n —1) -
(n—2)----- (n—[m—1]) elementos. Como consecuencia obténgase que si A es un conjunto con
n elementos entonces el nimero de “permutaciones” de A esn!:=n-(n—1)-(n—2)----- 2-1
(el simbolo n! se lee “n factorial”). (Se denomina permutacién de un conjunto A a toda
aplicacién biyectiva de A en A.)

B Generalidades sobre Teoria de Grupos

B.1 (Grupos) Se llama grupo a todo par (G,x) formado por un conjunto G y por una
aplicacién

GxG = G

(a,b) — ax*b,

denominada operacion del grupo, que satisface las siguientes propiedades:

(i) (asociativa) ax (bxc) = (axb)*b cualesquiera que sean a, b, c € G ; la asociatividad de la
operacion permite quitar los paréntesis en la expresion ax* (b*c) para escribir simplemente
axbx*c:

(ii) (existencia de elemento neutro) existe e € G' tal que a*e = e*xa = a cualquiera que sea
a € G; dicho elemento es tnico, ya que si hubiera dos con la anterior propiedad, e y €,
tendriamos

el elemento e se conoce como neutro de la operacion;
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(iii) (existencia de simétricos) para todo a € G existe b € G tal que axb =bx*a = e; dado
a € G, el elemento b € G que satisface la anterior propiedad es tnico, ya que si hubiera
dos, by V', tendriamos

b=exb=U*a)xb=bx(axb)=bxe=10;

el elemento b anterior se denomina simétrico de a; es claro que si b es el simétrico de a
entonces a es el simétrico de b.

Se dice que el grupo (G, *) es conmutativo (6 abeliano) si su operacién es conmutativa, esto
es, si a * b = bxa cualesquiera que sean a,b € G.

Ejemplos B.2 (a) Hay un grupo que tiene un tnico elemento (el elemento neutro); se de-
nomina grupo trivial, y es claro que es abeliano.

(b) Dado un conjunto A, si P(A) es el conjunto de todas las biyecciones de A en A y
es la operacién “composicién de aplicaciones” sobre P(A), entonces (P(A),-) es un grupo: la
composicién de aplicaciones es asociativa, el elemento neutro es la aplicacién identidad de A,
y dada f € P(A) su simetrico es la aplicacion f~!. Dicho grupo se denomina grupo de las
permutaciones del conjunto A. Cuando A = {1,2,...,n} (n € N) el grupo P(A) se denota S,
y se denomina grupo simétrico de orden n ; segin A.27, el nimero de elementos de S,, es n!.

(c) Los ntmeros enteros con su suma, (Z,+), tienen estructura de grupo abeliano (véase
A.23); el elemento neutro es 0, y dado n € Z su simétrico es el entero —n. Es facil ver que
(Z,-) no es un grupo.

“won

Proposicién B.3 Para todo grupo (G, ) se satisfacen
(i) (propiedad de simplificacién) si a,b,c € G son tales que a * ¢ = b x ¢ entonces a = b;

(ii) dados a,b € G, si a es el simétrico de a y b es el simétrico de b entonces el simétrico de
a*b es bxa.

Demostracion. Para probar (i) basta operar por la derecha en los dos miembros de la igualdad
por el simétrico de c¢. En cuanto a (ii) tenemos

(a*xb)x(bxa) =axbxbxa=axa=e, (bxa)x(axb) =bxaxaxb=bxb=e,
y basta tener en cuenta la unicidad del elemento simétrico para concluir. 1

W

B.4 (Notaciones) La operacién de un grupo suele denotarse por el simbolo 6 por el
simbolo “+”; en el primer caso la notaciéon se denomina multiplicativa y en el segundo caso
aditiva.

En (G,-) su elemento neutro se denomina elemento unitario (6 simplemente uno) y se
denota “17; dado a € G su simétrico se denomina inverso de a y se denota a~!. Dados a € G
y n € Z se denomina “a elevado a n” al elemento a™ € G dado por la igualdad

a-.".-a sin>0,
a" =41 sin=0,
a

-a sin<O0.
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Cualesquiera que sean a € Gy n,m € 7Z se satisface a"™ = a™ - a™; NO es siempre cierto

que dados a,b € G y n € Z se satisfaga la igualdad (a-b)" = a™ - b"™.

Andlogamente, en (G, +) su elemento neutro se denomina elemento nulo (6 simplemente
cero) y se denota “0”; dado a € G su simétrico se denomina opuesto de a y se denota —a.
Dados a € G y n € Z se denomina “producto de n por a” al elemento na € G dado por la
igualdad

a+ .. +a sin>0,
na:=< 0 sin=0,
(—=a) + " + (—a) sin<0.

Cualesquiera que sean a € G y n,m € Z se satisface (n + m)a = na + ma; NO es siempre
cierto que dados a,b € G y n € Z se satisfaga la igualdad n(a + b) = na + nb. Dados a,b € G,
para simplificar escribiremos a — b en lugar de a + (—b).

Cuando se estudia la Teoria de Grupos generalmente se utiliza la notacién multiplicativa;
nosotros por el contrario usaremos para esta breve introduccion la notacién aditiva, a no ser
que estudiemos un grupo concreto cuya notacién sea multiplicativa (como por ejemplo el grupo
de las permutaciones de un conjunto). Para simplificar, en lugar de decir “Sea (G,+) un
grupo ...”7 diremos simplemente “Sea G un grupo ...”, entendiendo que sobre G hay una

operacién que denotaremos “+”

Ejercicio B.5 Dado un grupo G, pruébese que son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) G es abeliano;

(b) cualesquiera que sean a,b € G y n € Z se satisface n(a + b) = na + nb;

(c) cualesquiera que sean a,b € G se satisface —(a+b) = —a —b.
[Indicacién: Pruébense las implicaciones (a)=-(b), (b)=-(c) y (c)=(a) (ndtese que la segunda
implicacién es trivial). Para probar la primera implicacién se pueden seguir los siguientes pasos:
en primer lugar probarla para n > 0 usando el axioma de iduccion, en segundo lugar probarla
para n < 0 teniendo en cuenta la igualdad —n(a + b) = n(—a — b), y por tltimo probarla para
n=0]

B.6 (Subgrupos) Sea G un grupo y sea G’ un subconjunto de G. Se dide que G’ es un
subgrupo de G si satisface:

(i) G’ es cerrado frente a la operacién de G, es decir, si a,b € G’ entonces a + b € G';
(ii) G’ contiene al elemento neutro de G, es decir, 0 € G’ ;

(iii) G’ contiene al opuesto de cada elemento suyo, es decir, si a € G’ entonces —a € G’ .

Si G’ es un subgrupo de G podemos restringir la operacién de G a G’ y se satisface que (G, +)
es también un grupo.

Proposicién B.7 Sea G un grupo. Dado un subconjunto no vacio G’ de G se satisface: G’ es
un subgrupo si y sélo si a — b € G’ para cualesquiera a,b € G'.

Demostracién. Es claro que si G’ es un subgrupo de G entonces a — b € G’ cualesquiera que
sean a,b € G'.
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Supongamos que para todo a,b € G’ se tiene a — b € G’, y probemos que entonces G’ es un
subgrupo. Como G’ # () existe ¢ € G, de modo que 0 = ¢ — ¢ € G'. Ahora, dado a € G’ se
tiene —a =0 —a € G, y dados a,b € G’ se satisface a+b=a— (=b) € G'. 1

Ejemplos B.8 (a) Todo grupo es un subgrupo de él mismo; dicho subgrupo se denomina
total 6 impropio; un subgrupo de un grupo se dice que es propio si es distinto del total.

(b) Todo grupo tiene un subgrupo denominado trivial: el que tiene como unico elemento
el cero.

(¢c) Consideremos el grupo (Z,+). Dado a € Z sea (a) el conjunto de los “multiplos
enteros” de a,

(a@):={na :neZ}={..,-2a,—-a,0,a,2a,...};

se comprueba facilmente que (a) es un subgrupo de Z. Veamos que todo subgrupo de Z es asi.
Sea H un subgrupo de Z y supongamos que H # 0 (si H = 0 entonces H = (0)); sea a el
entero positivo més pequeno de H. Es claro que al ser a € H se satisface (a) C H. Veamos la
otra inclusién: dado b € H, existen ¢,r € Z tales que b = ac+r con 0 < r < a (véase A.24); si
fuera 0 < r < a tendriamos que r = b — ac € H es un entero positivo de H més pequeiio que
a, lo que contradice la eleccién de a; por lo tanto debe ser r = 0 y concluimos que b = ac € (a).

(d) Dados subgrupos H; y Hs de un grupo G, la interseccién H; N Hy es un subgrupo de
G (compruébese). Ademas, dicho subgrupo interseccién es el mayor (con el orden dado por la
inclusién) de todos los subgrupos de G que estdn contenidos en Hy y Ha.

(e) Si Hy y Hs son subgrupos de un grupo G no siempre es cierto que la unién H; U Hy
sea un subgrupo de G ; concretamene se satisface (compruébese)

Hy U Hy es subgrupo <— H,CHy, 6 HyC Hy.

(f) Sean Hj y Hs subgrupos de un grupo G. Se define la suma de H; y Hs como el
conjunto H; + Hs dado por la igualdad

Hy+Hy={h1+hy : hy € Hi, hg € Ha};

es decir, H; + H> es el conjunto de los elementos de G que se pueden poner como suma de
un elemento de H; y un elemento de Hy (en ese orden). NO siempre es cierta la igualdad
H, + Hy = Hy + Hj; concretamente se satisface (compruébese)

H; + Hs es subgrupo <— Hi+ Ho=Hy,+ H;.

Es facil demostrar que H; C Hy + Ho (i = 1,2), y que cuando H; + Hs es subgrupo es el menor
(con el orden dado por la inclusién) de todos los subgrupos de G que contienen a Hy y Hs.

Si el grupo GG es abeliano entonces siempre se satisface Hy + Ho = Ho + Hy, de modo que
H; + Hj siempre es subgrupo.

(g) De lo dicho en los apartados (a), (b), (d) y (f) se obtiene lo siguiente: Sea G un grupo
abeliano y sea S(G) el conjunto de todos los subgrupos de G ; si consideramos el conjunto S(G)
dotado del orden definido por la inclusién entonces S(G) es un reticulo con primer y tultimo
elemento (véanse A.15, A.16 (a) y A.19).
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B.9 (Morfismos de grupos) Sean G y G’ grupos. Una aplicacién f : G — G’ se dice que es
un morfismo de grupos (6 un homomorfismo de grupos) si es compatible con las operaciones
de los grupos, es decir, si satisface

fla+b) = fla)+ fb) Vabed.

Si un morfismo de grupos es inyectivo se denomina monomorfismo, si es epiyectivo se llama
epimorfismo y si es biyectivo se denomina isomorfismo. A los morfismos de grupos del grupo
G en si mismo se les llama endomorfismos de G, y a los isomorfismos de grupos de G en si
mismo se les llama automorfismos de G. El conjunto de todos los endomorfismos de G se
denota End(G), y el conjunto de todos los automorfismos de G se denota Aut(G).

Sea f : G — G’ un morfismo de grupos. Se define el niicleo de f como el subconjunto
Ker f de G dado por la igualdad

Ker f:={a € G : f(a) =0}.

Considerando f como aplicacién tenemos también su imagen, Im f, que es un subconjunto de
G’ (véase en A.10 la definicién de Im f).

Proposicién B.10 Para todo morfismo de grupos f : G — G’ se satisfacen:
(i) f(0)=0;

(i) f(-a)=—f(a);

(iii) Ker f es un subgrupo de G ;

(iv) Im f es un subgrupo de G';
)

(v
Demostracion. (i) Sitomamos un elemento cualquiera a € G tenemos

0+ f(a) = f(a) = F(O+a) = f(0) + f(a),

y basta aplicar la propiedad de simplificacién para concluir que f(0) =0 (véase B.3).
(ii) Dado a € G tenemos

fla) = f(a) =0=f(0) = fla—a) = f(a) + f(—a),

y de nuevo basta aplicar la propiedad de simplificacién para obtener que f(—a) = —f(a).

Los apartados (iii) y (iv) se dejan como ejercicio.

(v) Supongamos que f es inyectiva; segtin (i) tenemos que 0 € Ker f porque f(0) =0, de
modo que la imagen por f de todo elemento de G distinto de 0 es distinta de f(0) = 0, es
decir, Ker f = 0. Reciprocamente, supongamos que Ker f = 0 y probemos que entonces f es
inyectiva: si a,b € G son tales que f(a) = f(b) tenemos

f esinyectiva <= Kerf=0.

flay=f0b) = fla)—fb)=0 = fla—b)=0 = a—-beKerf = a—-b=0,
es decir, a =0b. |1

Lema B.11 La composicion de morfismos de grupos es otro morfismo de grupos.
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Demostracion. Inmediata; basta tener en cuenta las definiciones. |

Lema B.12 Si un morfismo de grupos es un isomorfismo (es decir, es biyectivo), entonces su
aplicacion inversa también es morfismo de grupos (y por lo tanto también es un isomorfismo).

Demostracién. Sea f : G — G’ un isomorfismo de grupos y sea f~! : G’ — G su aplicacién
inversa. Dado a’ € G, recordemos que f~!(a’) es, por definicién, el tinico elemento de G cuya
imagen por f es igual a a’; entonces, para ver que dados a’,b’ € G’ se satisface la igualdad
f~Ha +b) = f~1(a’) + f~1(¥') bastars probar que la imagen por f de f~'(a’) + f~1(V) es
igual a a’ + ¥, lo cual es una sencilla comprobacién. |

Ejemplos B.13 (a) Si G’ es un subgrupo de un grupo G entonces G’ es un grupo y la
inclusién G’ < G es un monomorfismo de grupos cuya imagen es G’.

(b) Fijado un ntmero entero a definimos f : Z — Z como f(n) = an para todo n € Z; f
también es un monomorfismo de grupos cuya imagen es (a) (véase B.8(c)).

Proposicién B.14 Para todo morfismo de grupos f : G — G’ se satisfacen:
(i) Ia imagen directa por f de todo subgrupo H de G, f(H) = {f(a) : a € H}, es un
subgrupo de G';
(ii) Ia imagen inversa por f de todo subgrupo H' de G, f~'(H') ={a € G : f(a) € H'}, es
un subgrupo de G.

Demostracion. Ejercicio. |

B.15 (Producto directo de grupos) Sean G; y G2 grupos. El conjunto producto directo
G1 X G4 estd dotado de las aplicaciones

p1:G1 xGy — Gy p2:G1 x Gy — Gy
(a17a2) = a, (a1,a2) = a2,

las cuales se denominan proyecciones sobre los conjuntos factores. Nos planteamos el problema
de dotar a G x G5 de estructura de grupo de modo que p; y p2 sean morfismos de grupos.
Dados (a1, a2), (b1,b2) € G1 X G2 definimos la suma (a1, a2) + (b1, b2) por la igualdad

(a1,a2) + (b1, b2) == (a1 + b1, a2 + b2) ;

se comprueba facilmente que la anterior suma es una operaciéon que dota al conjunto producto
(1 X Gy de estructura de grupo para la cual las proyecciones son morfismos de grupos. Veamos
que es la inica. Supongamos que “x*” es otra operacién sobre Gy x Ga tal que (G1 X Ga, *) es
un grupo y las proyecciones son morfismos de grupo, y sean (aj, az), (b1, b2), (c1,c2) € G1 X G
tales que (ay,az) * (b1, b2) = (c1,c2); utilizando que p; es un morfismo de grupos obtenemos

”

c1 = pi(c1, c2) = p1((a, az) * (b1,b2)) = p1(a1, az) + p1(br,b2) = a1 + b1,

y del mismo modo se obtiene la igualdad co = ag + bg; por lo tanto (ai,as) * (b1,b2) =
(a1 + b1, a2 + b2).
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Anidlogamente, dados grupos G, ...,G, hay una tnica operacién sobre el conjunto pro-
ducto G1 x --- X Gy, que lo dota de estructura de grupo para la cual las proyecciones

pi:Glx---XGn — Gl
(a1,...,an) — q

son morfismos de grupos; dicha operacién es la suma sobre el producto definida “componente
a componente”, esto es, dados (ay,...,an), (b1,...,b,) € G1 X --- X G,, su suma es

(al,...,an)—l—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—i—bn).

Al grupo Gy x --- X G, (con la anterior suma) se le llama grupo producto directo de los
grupos G1,...,G, (en ese orden).

Ejercicio B.16 Dados grupos Gy, ..., Gy, pruébese que el grupo Gy X - - - X G, es abeliano si
y sOlo si todos los grupos G, ..., G, son abelianos.

B.17 (Subgrupos normales, grupo cociente) Sea H un subgrupo de un grupo G; H in-

“ b

duce en G la relacién de equivalencia “~p” siguiente: dados a,b € G,
a~ghb D= a—beH,

es decir, a estd relacionado con b si y sélo si existe h € H tal que a = h 4+ b. A la relacién
“~pg” sele llama relacién de equivalencia médulo H, y el conjunto cociente G/~p se denota
G/H (véase A.22). La clase de equivalencia de un elemento a € G es

m(a)={beG :b~ga}={becG : b=h+aparaalgin h € H}
={h+a:heH}=H+a.

Nos planteamos el problema de dotar a G/H de una suma con la que sea un grupo para
el cual la aplicacién de paso al cociente 7 : G — G/H sea un morfismo de grupos (y por tanto
un epimorfismo, ya que 7 es una aplicacién epiyectiva). Si dicho problema tiene solucién debe
ser unica, pues dados m(a),7(b) € G/H su suma debe satisfacer

m(a) +7(b) = m(a +b),

es decir, “la suma de dos clases de equivalencia debe ser igual a la clase de la suma de rep-
resentantes de dichas clases”. Ahora bien, para que la anterior suma tenga sentido no debe
depender de los representantes, esto es, dados a,b,c¢,d € G tales que 7(a) = 7(c) y 7(b) = 7(d)
debe satisfacerse que 7(a + b) = w(c + d); veamos si lo anterior es cierto:

a~gc = dheH /a=h+c¢

brwd — Hh,eH//b:h,er = a+b=h+c+h+d,

y de la ultima igualdad no siempre se sigue que a+b = h”+c+d para algin b’ € H (si el grupo
G fuera abeliano sf serfa a +b=h" + c+d con h” = h + k'), por lo tanto no necesariamente
se satisface m(a +b) = 7(c+ d).
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Veremos que el problema planteado tiene solucién si y sélo si el subgrupo H es “normal”
(véase B.22 mas adelante) : se dice que un subgrupo H de un grupo G es normal si satisface

a+H=H+a para todo a € G.

iOJO!, la igualdad a + H = H 4 a no significa que dado h € H se satisfaga a +h=h+a; es
una igualdad entre subconjuntos de G y por lo tanto significa que se satisfacen las inclusiones
a+ H C H+a (para todo h € H existe W € Htalquea+h=h"+a) y H+aZa+ H
(para todo h € H existe h' € H tal que h+a=a+h").

Lema B.18 Sea H un subgrupo de un grupo G. Son equivalentes:
(i) H es normal;

(ii) para cualesquiera a € G, h € H se satisface a+h —a € H.
Demostracion. Ejercicio. |

Teorema B.19 Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Sobre el conjunto cociente G /H
existe una tinica estructura de grupo para la que la aplicacion de paso al cociente es un morfismo
de grupos; el niicleo de dicho morfismo es el subgrupo H, Kerm = H. EIl grupo G/H se
denomina grupo cociente de G médulo H.

Demostracion. Veamos que la suma descrita sobre G/H en B.17 no depende de los represen-
tantes:

m(a)=7(c) = IheH // a=h+c _ / )
7b)=n(d) = IWEH jb=W+d [ — o¢tb=hrethrd;
como H es normal existe h” € H tal que c+h' =h" +¢ y porlotantoa+b=h+h" +c+d
con h+h" € H, es decir, m(a + b) = 7(c+ d), que es lo que querfamos probar.

Asi pues, por ser H normal es posible definir sobre G/H la suma

G/HxG/H - G/H
(w(a),7(b)) — 7(a+b),

y es facil demostrar que esta suma dota a G/H de estructura de grupo: es asociativa, su
elemento neutro es 7(0) (la clase de equivalencia del cero de G), y dado a € G el opuesto de
la clase m(a) € G/H es m(—a). Ademés, el nicleo de 7 estd formado por los elementos de G
que estan en la clase de 0, esto es,

Kerr={aeG:a~g0}={a€eG:a-0=acH}=H.
La unicidad de la estructura de grupo sobre G/H ya se discuti6é en B.17. |

Lema B.20 Si G es un grupo abeliano, todo subgrupo H de G es normal y el grupo cociente
G/H es también abeliano.

Demostracion. Ejercicio. |
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Lema B.21 Sea f : G — G un morfismo de grupos. Para todo subgrupo normal H' de
G’ se satisface que f~1(H') es un subgrupo normal de G. En particular el niicleo de f,
Ker f = f~1(0), es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Sea H' un subgrupo normal de G’. Segin B.14 tenemos que f~'(H’) es un
subgrupo de G. Dados a € G y h € f~1(H'), para probar que f~!(H’) es normal tenemos
que ver que a +h —a € f71(H') (véase B.18): como f(a) € G, f(h) € H' y H' es normal
se satisface f(a) + f(h) — f(a) € H'; pero f(a) + f(h) — f(a) = f(a+ h —a) y por lo tanto
a+h—ac f~YH). 1

B.22 Sea H un subgrupo de un grupo G. Hemos visto que si H es normal entonces se puede
dotar al conjunto G/H de estructura de grupo de modo que la aplicacién 7 : G — G/H de
paso al cociente es morfismo de grupos. El reciproco también en cierto: si sobre G/H existe
una estructura de grupo para la que 7 es morfismo de grupos entonces H es normal; en efecto,
basta tener en cuenta que H seria el nicleo de 7 (véase B.21).

Teorema B.23 (Factorizacién canénica de morfismos de grupos) Sea f : G — G’ un
morfismo de grupos. Existe un tnico isomorfismo de grupos f : G/ Ker f — Im f que hace que
el cuadrado de morfismos de grupos

a 1. o

10
G/Kerf —L— Imf

sea conmutativo, es decir, f = icfor (m es el morfismo de paso al cociente de G a G/ Ker f,
que es un epimorfismo, e i es la inclusion de Im f en G', que es un monomorfismo).

Demostracion. Veamos como es en GG la relacién de equivalencia que el subgrupo Ker f define:
dados a,b € G,

a~Kafb = a-beKerf <=  fla—b)=0 <=  f(a)=f(b);

es decir, ~ger ¢ es precisamente la relacién que la aplicacion f define en G (véase A.25).
Aplicando la factorizacion candnica de aplicaciones obtenemos que existe una biyeccion ¢ :
G/Ker f — Im f tal que f = ioper. Para terminar hay que comprobar que ¢ es un morfismo
de grupos, lo que se deja como ejercicio. [

Ejemplos B.24 (a) Sea 0 el subgrupo trivial de un grupo G. Como 0 es un subgrupo normal
de G tenemos el grupo cociente G/0. Es fécil ver que la relacién que el subgrupo 0 define en G
es la relacién de igualdad entre elementos de G, asi que G = G /0. De otro modo, el morfismo
de paso el cociente G — G/0 es un isomorfismo de grupos.

(b) Sea a € Z. Tenemos en Z el subgrupo (a) de los multiplos enteros de a; ademés
sabemos que todos los subgrupos de Z son de esa forma (véase el ejemplo (c¢) de B.8). Como
Z es abeliano todo subgrupo suyo es normal y por tanto tenemos el grupo cociente Z/(a), el
cual se denota Z, y se denomina grupo de las clases de resto médulo a. Veamos cémo es este
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grupo. Supongamos a > 0 (si a < 0 entonces (a) = (—a), y si a = 0 tenemos (a) = 0 y por
tanto Z, = Z). Dados m,n € Z,

m o~ N = m—n € (a) = m —n es multiplo de a.

La relacion ~(,) se denomina relacion de congruencia modulo a; cuando m, n € Z son tales que
m ~,) n se escribe “m =n mod a” y se dice que m es congruente con n modulo a. Si para
cada m € Z denotamos por m la clase de equivalencia de m en Z,, veamos que se satisface la
igualdad

[13

Z,=140,1,...,a—1},

siendo ademds m # 7 si m,n € {0,1,...,a — 1}. En efecto, dado m € Z existen ¢,r € Z tales
quem =ca+r y0<r <a,demodo que m =T porque m —r = ca € (a); es decir, la clase de
m es igual a la clase del resto que se obtiene al hacer la divisién entera de m por a; como los
tnicos restos posibles son {0,1,...,a — 1} concluimos. La suma de Z, es la siguiente: dados
M, € Zyg,

m+n=r7T

donde r es el resto de la divisién entera de m +n por a.

B.25 (Grupo simétrico) Dado un entero positivo n sea S, el grupo simétrico de orden n
(véase el ejemplo (b) de B.2). Dada una permutacién o € S,, suele escribirse

por ejemplo, si o € S3 es tal que (1) =3, 0(2) =1y 0(3) = 2, entonces escribiremos

(123
7=\31 2 )"

En el grupo S,, se utiliza notacién multiplicativa (véase B.4), por lo que su operacién (la “com-
posicién” de permutaciones) se denomina “producto”. Dicho producto es claro; por ejemplo

en S3 tenemos
1 2 3 . 123\ (123
31 2 1 32) (213)
Si n > 2 podemos definir la aplicacion

Sn-1 — Sn
o +— 0,
donde dada o € S,,_1, & es la permutacién de S,, definida del siguiente modo: @ (i) = o(i) si
i <n y o(n) =n. Esinmediato comprobar que esta aplicacién es un monomorfismo de grupos
mediante el cual se identifica S,,_1 con el subgrupo de S,, formado por las permutaciones de
{1,...,n} que dejan fijo a n.

Una permutacién 7 € S, (n > 2) se dice que es una trasposicion si intercambia dos niimeros
de {1,...,n} y a los demés los deja fijos, es decir, si existen i,j € {1,...,n}, i # j, tales que
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7(i) =7, 7(j) =i y 7(m) = m paratodom € {1,...,n}—{i,5}. Esclaro que toda trasposicién
T es su propia inversa, esto es 7 -7 = 1,, (con 1, denotaremos la permutacién identidad de
Sy ). En S3 hay 3! = 6 permutaciones, que son

(123 (123 (1

3= 1 23) T7\l132) ™73
3 (123 B 2 3\
3 ) 1=l 3 19/ 27 31 )

de ellas 71, 79, 73 son trasposiciones y para el resto se satisfacen

N DN
_ W

[N

T3 —

|
/N
[N
— N

l3=m1 -1 =T -T2=173-73,
51 =T3:To=T1"T3="T2 T|,

52281_1:TQ'ngTg'leTl'TQ.

Probaremos en el siguiente teorema que lo que ocurre en S3 es un hecho general: toda per-
mutacién puede ponerse (no de modo tnico) como producto de trasposiciones.

Teorema B.26 Sea n > 2. Toda permutacion de S, es producto de trasposiciones de .S,,.

Demostracion. La haremos por induccién en n, siendo trivial para n = 2.

Sea n > 2 y probemos el teorema para S,, supuesto que es cierto para S,_1. Consideremos
una permutacién o € S,,. Si o(n) = n entonces 0 = p para alguna permutacién p de S, _1,
y aplicando la hipdtesis de inducciéon obtenemos que existen trasposiciones 71,...,7s de Sp—1
talesque p = 7+ -7, €n cuyo caso 7y, ..., Ts son trasposiciones de S, talesqueo =71 --Ts.
Sio(n) #n,seam € {1,...,n— 1} tal que o(n) = m y consideremos la trasposicién 7 de S,
que intercambia n y m ; entonces la permutacién 7 - ¢ deja invariante a n y aplicando al caso
anterior obtenemos que existen trasposiciones 71,...,7. de S, talesque 7-0c =711 - - T, de
modoque o =7-71 - Tr. 1

B.27 (Signo de una permutacién) Sea n > 2 y sea 0 € S,,. Dados i,5 € {1,...,n}, se
dice que el par (i,j) presenta inversiéon para la permutacién o si i < j y o(i) > o(j). Por

. . s o 123 45
ejemplo, los pares que presentan inversién para la permutacién 435 9 1€ S5 son
(172)7 (174)7 (175)7 (274)7 (275)7 (3’4) y (375)

Consideremos los niimeros enteros A y A, dados por las igualdades

A=TIG-1. A =][0G) -0l

i<j i<j

(donde dado un conjunto finito C' de ntimeros enteros, [[,c- 2z denota el producto de todos
ellos); se satisface que A y A, se diferencian a lo sumo en el signo; concretamente tenemos
A, = (—1)"A donde h es el numero de pares que presentan inversién para o. El entero (—1)"
se llama signo de la permutacién o y se denota sig(c). Se dice que una permutacién es par si
su signo es igual a 1, y que es impar si su signo es igual a —1.
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Si consideramos el grupo {1, —1} (dotado del producto usual) se satisface que la aplicacién

sig: S, — {1,—1}
o +— sig(o)

es un morfismo de grupos, es decir, sig(o - p) = sig(o) sig(p). Las trasposiciones presentan una
Unica inversién y por lo tanto son impares; como consecuencia se sigue que sig(o) es igual a
—1 elevado al niimero de trasposiciones en las que o se puede poner como producto, es decir,
si o es par entonces puede ponerse como producto de un nimero par de trasposiciones, y si o
es impar entonces puede ponerse como producto de un niimero impar de trasposiciones.

Otra consecuencia de que sig : S, — {1, —1} sea un morfismo de grupos es que A, = {0 €
Sy : o es par} es un subgrupo de S,, (segin B.21, A, = Ker(sig) es un subgrupo normal de
Sn); A, se denomina grupo alternado de orden n.

C Generalidades sobre Teoria de Anillos

C.1 (Anillos) Se llama anillo a toda terna (A,+,-) formada por un conjunto A y por dos
aplicaciones
GxG - GxG — G
(a,b) — a+b, (a,b) — a-b,

llamadas respectivamente suma y producto del anillo, que cumplen las siguientes propiedades:

(i) (A,+) es un grupo abeliano (véase B.1);
(ii) el producto es asociativo: (a-b)-c=a-(b-c) cualesquiera que sean a,b,c € A;
(iii) existe un elemento en A, llamado unidad y denotado por 1, tal que a-1=1-a = a para
todo a € A; dicha unidad es tnica;

(iv) el producto es distributivo respecto de la suma: cualesquiera que sean a,b,c € A se
satisfacen a-(b+c¢)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c.

Se dice que un anillo es conmutativo si su producto es conmutativo.

Sea (A, 4+,-) un anillo. De acuerdo con la propiedad distributiva, para cada a € A la
aplicacacion A — A, b — a - b, es un morfismo de grupos respecto de la suma, asi que en todo
anillo A se satisfacen las siguientes reglas de cédlculo (véase B.10):

a-0=0, a-(=b)=—(a-b)=(—a)-b, (—a)-(=b)=ua-b.

Un elemento a € A se dice que es invertible si existe b€ A tal que a-b=1>b-a = 1, en cuyo
caso tal elemento b es tinico y se denota a~'. Los elementos invertibles del anillo A forman
un grupo respecto del producto, grupo que se denota A* y se denomina grupo multiplicativo
del anillo A. Diremos que el anillo A es un cuerpo si A # 0 y todo elemento nulo de A es
invertible, esto es, A* = A — {0}. Un elemento de A se dice que es propio si es no nulo y no

invertible.

Notas C.2 (a) A veces en la definicién de anillo no se pide la existencia de unidad; en ese
caso, cuando un anillo tiene unidad se dice de él que es un anillo unitario.
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(b) En adelante, en lugar de decir “Sea (A,+,-) un anillo ...” diremos simplemente
“Sea A un anillo ...”, entendiendo que A esta dotado de su suma y de su producto.

(¢) Dados elementos a,b de un anillo A, escribiremos a veces “ab” en lugar de “a-b”.
Ademés, cuando a es invertible y A es conmutativo los elementos a='b y ba~! son iguales y

b
suelen denotarse — ¢ b/a.
a

Ejemplos C.3 (a) Los nimeros enteros con su suma y su producto, (Z, +, - ), tienen estruc-
tura de anillo conmutativo (véase A.23); Z no es cuerpo porque Z* = {—1,1}.

(b) Dado a € Z, a # 0, el grupo cociente Z, puede ser dotado de estructura de anillo
conmutativo mediante el producto siguiente (véase B.24 (b)): dados m, 7 € Z,,

m-n:=r7T

donde 7 es el resto de la divisién entera de mn por a.

(¢) (Cuerpo de los nimeros racionales) Veamos la construccién de los nimeros
fraccionarios a partir del anillo Z de los nimeros enteros. Sea S = Z — {0} el conjunto
de los enteros no nulos y consideremos sobre el conjunto Z x S la siguiente relacién: dados
(2,8),(#,8) € Z xS,

(2,8) ~ (2, ) L= zs' = 2's;
es facil ver que la anterior es una relacién de equivalencia. Se define el conjunto Q de los
nimeros racionales como el conjunto cociente Z x S/~ ; el nimero racional que define un par

z .y . . p
(z,5) € Zx S se denota — (6 también z/s) y se dice que es el cociente de los nimeros enteros
s

z y §; con esta notacién tenemos
z
Q—{ t2,8€Z, s;«é()}.
S

Dados z/s, 7' /s € Q definimos la suma (z/s) + (2'/s") y el producto (z/s) - (2'/s") por las
igualdades

22!
ss'’

z oz 28’ + 2's z z

/

s & ss 7 s s
y diremos que z/s es positivo cuando los enteros z y s sean ambos positivos é negativos;
diremos que z/s < 2'/s’ cuando z/s = 2'/s’ 6 cuando (2'/s') — (2/s) = (/s — z5')/ss’ sea
positivo. Una comprobacion estandar prueba que las anteriores definiciones no dependen de
los representantes elegidos en cada clase de equivalencia.

De las propiedades de los nimeros enteros se deducen sin dificultad las propiedades de la
suma, el producto y la ordenacién de los nimeros racionales (véase A.23), satisfaciéndose que
(Q, <) esta totalmente ordenado y que (Q,+,-) es un cuerpo conmutativo (el cero de Q es
0/1 =0/s con s entero no nulo cualquiera, el opuesto de un nimero racional z/s es (—z)/s,
el uno de Q es 1/1 = s/s con s entero no nulo cualquiera, y dado z/s con z # 0 su inverso es
s/z).

Cada ntimero entero z define el nimero racional z/1, de modo que tenemos la aplicacién
natural Z — Q, z — z/1, que es inyectiva y permite considerar a 7Z como un subconjunto de
Q; la suma, el producto y la ordenacién de niimeros racionales coincide en Z con la suma, el
producto y la ordenacién de niimeros enteros.
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(d) (Cuerpo de los ntimeros reales) Sea (gn)nen una sucesién de nimeros racionales.
Se dice que (¢, )nen €s una sucesion de Cuachy si para cada racional positivo € existe un natural
v tal que |g, — gm| < € siempre que n,m > v. Se dice que la sucesién (g )nen converge a cero
si para cada racional positivo € existe un natural v tal que |g,| < ¢ siempre que n > v. Sea C
el conjunto de todas las sucesiones de Cuachy de nimeros racionales.

En el curso de Anélisis Matematico se construye el conjunto R de los niimeros reales como
el conjunto cociente de € por la relacion de equivalencia

(an) ~ (by) L= (an — by) converge a cero.

Se definen la suma y el producto de nimeros reales y una ordenacién total de R, y se prueba
que (R, 4+, -) es un cuerpo conmutativo. Cada niimero racional ¢ define el nimero real “clase de
equivalencia de la sucesién (g, g, ...)”, que se denota también ¢, obteniéndose asi una aplicacién
inyectiva natural Q — R que permite identificar Q con un subconjunto de R; la suma, el
producto y la ordenacién de numeros reales coincide en Q con la suma, el producto y la
ordenacion de numeros racionales.

También se prueba en el curso de Andlisis la siguiente importante propiedad: dado un
nimero real no negativo ¢ (esto es, ¢ > 0), para cada entero positivo n existe un inico niimero
real no negativo cuya potencia n-ésima es ¢, nimero real que denotaremos {/c (cuando n = 2
se escribe simplemente /c).

(e) (Cuerpo de los ntimeros complejos) Se define el conjunto C de los niimeros
complejos como el conjunto de pares ordenados de nimeros reales,

C={a+bi:abeR}.

Dados a + bi,c+ di € C definimos la suma (a + bi) + (¢ + di) y el producto (a + bi) - (¢ + di)
por las igualdades

(a+bi)+ (c+di):=(a+c)+ (b+d)i, (a+0bi)-(c+di):= (ac—0bd)+ (ad+ bc)i.

De las anteriores definiciones y de las propiedades de los niimeros reales se deducen sin dificultad
las propiedades de la suma y el producto de los niimeros complejos, satisfaciéndose que (C, +, )
es un cuerpo conmutativo. Cada ntimero real x define el nimero complejo 401, que se denota
también z, obteniéndose asi una aplicacién inyectiva natural R — C que permite identificar R
con un subconjunto de C; la suma y el producto de nimeros complejos coincide en R con la
suma y el producto de niimeros reales.

Sea z = a + bi un nimero complejo. Diremos que los niimeros reales a y b son, respec-

tivamente, la parte real y la parte imaginaria de z, que Z := a — bi es el nimero complejo
conjugado de z, y que el nimero real no negativo |z| := vz - Z = Va% + b2 es el médulo de z;
son inmediatas la equivalencia “|z| =0 < z =07, las igualdades Z = z y |Z| = |z|, y que si

z # 0 entonces 27! =7/|2|%.
Para terminar diremos que dados niimeros complejos z1, zo se satisfacen

2122 = 21" 22, 21+ 22 =71 + 22,

|21 - 22| = |21] - |22] |21 + 22| < |21] + |22] .
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(f) Sean X un conjunto no vacio y A un anillo. El conjunto F(X, A) de todas las apli-
caciones de X en A puede ser dotado de estructura de anillo mediante la suma y el producto
definidos como sigue: si f,g € F(X, A), f+g¢ eslaaplicacién de X en A dada por la igualdad
(f+9)(x) = f(x)+g(x) (x € X), y f-g eslaaplicacién de X en A dada por la igualdad
(f-9)(x):= f(z)g(z) (r € X). Si A es conmutativo entonces F(X, A) también es conmutativo.

(g) Sea G un grupo abeliano. El conjunto Endg(G) de todos los morfismos de grupos de
G en G (esto es, de los endomorfismos del grupo G ) puede ser dotado de estructura de anillo
mediante la suma y el producto definidos como sigue: si f, g € Endg,(G), f-g:= fog y f+g
es el endomorfismo de G dado por la igualdad (f + g)(a) := f(a)+g(a) (a € G). Si Aute(G)
denota el conjunto de todos los automorfismos del grupo G' entonces (Endg, (G))* = Autg (G).

(h) (Anillos de polinomios) Sea A un anillo. Se llaman polinomios en una variable
con coeficientes en A a las aplicaciones P : N — A que son casi nulas, esto es, para las que
existe ng € N tal que P(n) =0 si n > ny.

Sea P un polinomio. Los elementos del conjunto {P(n)}, N € A se denominan coeficientes
del polinomio P. Se llama polinomio cero (6 nulo) al que tiene todos sus coeficientes iguales a
cero, y si P es un polinomio no nulo se llama grado de P al mayor niimero natural n € N tal
que P(n) # 0, y se denota gr P. Convenimos en que el grado del polinomio nulo es igual a —1.

Se comprueba ficilmente que la suma y el producto de polinomios definidos por las igual-
dades

(P+Q)(n) = P(n) +Qn) (P-Q)n) = Y PHQY)
i+j=n
(n € N, P,@ polinomios) dotan al conjunto de los polinomios con coeficientes en A de estruc-
tura de anillo, que es conmutativo si lo es A.

Veamos ahora cémo se representan los polinomios con coeficientes en A. Cada elemento
a € A define un polinomio llamado polinomio constante a, y es aquel cuyos coeficientes son
todos nulos excepto el 0-ésimo que vale a, esto es,

a sin=0,
a(n) =
{0 sin#0.

Sea x el polinomio definido como

1 sin=1,
z(n) = .
{0 sin#l.

Se observa entonces que " = x - . -x (m > 0) es el polinomio dado por

™ () 1 sin=m,
z™(n) =
0 si n#m,

ysi P: N — A es un polinomio de grado n y a,, = P(m) (m < n) son sus coeficientes (no
nulos), entonces se satisface la igualdad

P=ay+ai-z+---+a, 2",

que es la representacién usual (y la que utilizaremos en adelante) de los polinomios en una
variable con coeficientes en A.
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El anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en A se denota A[z], y sus
elementos se denotan “P(z)”. Dados P(x),Q(x) € A[z] es facil probar que se satisfacen

grP(z) =0 <= P(x) es un polinomio constante no nulo,
gr(P(z) + Q(z)) < max{gr P(z),grQ(z)}, gr(P(z)Q(x)) < gr P(z) +gr(z).

Ademéds, si P(z) =ap+ a1z + -+ apx™ y Q(z) = by + byz + - - - + b, x™, entonces

P(z)+Qx) =Y (ai + bi)a’, P(z)Qz) = ( > albh)xi.

>0 >0  l4+h=i

De modo recurrente se definen los anillos de polinomios en varias variables con coeficientes
en A; asi, el anillo de polinomios en dos variables con coeficientes en A se denota Alx,y] y
se define como el anillo A[z][y] de los polinomios en una variable con coeficientes en A[z]. En
general, Alxy,...,x,] == Alz1,..., 2p_1][xn).

(i) Dados anillo A y B, el producto cartesiano A x B se puede dotar de estructura de
anillo mediante la suma y el producto definidos como sigue: dados (a,b), (a’,b') € A x B,

(a,b) + (a',V)) == (a+d', b+ V), (a,b) - (a’, V') := (ad’,bb') .

El anillo A x B es conmutativo si y s6lo si los anillos A y B son conmutativos. Puesto que la
unidad de A x B es (1, 1) se satisface la igualdad (A x B)* = A* x B*.

C.4 (Subanillos) Sea A un anillo y sea B un subconjunto de A. Se dice que B es un subanillo
de A si satisface:

(i)
(ii) B es cerrado frente al producto de A4;
(ili) B contiene al 1 de A.

B es subgrupo del grupo aditivo (A, +) (véase B.6);

Si B es un subanillo de A podemos restringir las operaciones de A a B y se satisface que
(B,+,-) es también un anillo.

Ejemplos C.5 (a) Los ntmeros enteros Z son un subanillo de los nimeros racionales Q, Q
es un subanillo de R, y R es un subanillo de C (véanse los ejemplos (c), (d) y (e) de C.3).

(b) Sea A un anillo y consideremos el anillo A[z] (véase el ejemplo (h) de C.3). Tenemos
la aplicacién natural A — Alz|, a — a, donde a € Az] es el polinomio constante a. Esta
aplicacién es inyectiva y por tanto nos permite ver A como un subconjunto de Alz]; mediante
esta identificacion se satisface que A es un subanillo de A[z].

(c) Si A esun anillo, A con su suma es un grupo abeliano y tenemos el anillo Endg,(A)
(véase C.3(g)). Si denotamos por End,n(A) el conjunto de todos los endomorfismos del anillo
A (véase C.6), entonces se satisface que Endan(A) es un subanillo de Endg, (A).

C.6 (Morfismos de anillos) Sean A y B anillos. Una aplicacién f : A — B se dice que
es un morfismo de anillos si es compatible con las operaciones de los anillos y transforma la
unidad de A en la unidad de B, es decir, si satisface f(1) = 1y f(a+b) = f(a) + f(b),
fla-b) = f(a)- f(b) cualesquiera que sean a,b € A.
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La terminologia que se utiliza para los morfismos de anillos es la misma que para los
morfismos de grupos (véase B.9); asi tenemos monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos de
anillos, y endomorfismos y automorfismos de un anillo. Un morfismo de anillos es en particular
un morfismo de grupos aditivos y por lo tanto satisface las propiedades de B.10, a las que
hay que anadir: si f : A — B es un morfismo de anillos y a € A*, entonces f(a) € B* y
f(a™Y) = (f(a))~!. Es inmediato comprobar que la composicién de morfismos de anillos es un
morfismo de anillos. Por tultimo, se satisface que si un morfismo de anillos es un isomorfismo
(es decir, es biyectivo), entonces su aplicacién inversa también es morfismo de anillos (y por lo
tanto también es un isomorfismo). (Véase B.12 y su demostracion.)

Ejemplos C.7 (a) SiB esun subanillo de un anillo A, entonces B es un anillo y la inclusién
B — A es un monomorfismo de anillos cuya imagen es B.

(b) Sea A[x] el anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un anillo A. Cada
polinomio P(z) = ag + a1z + - + apz™ € Alz] define la aplicacién A — A que a cada elemento
a € A le asigna P(a) = ap + a1a + - + apa™ € A; en particular, fijado ag € A tenemos la
aplicacién “tomar valor en ag” que estd definida como

— A
P(z) — P(ap);

se satisface que la anterior aplicacion es un epimorfismo de anillos.
(c) (Caracteristica de un anillo) Para cada anillo A existe un morfismo natural de
anillos ch : Z — A definido del siguiente modo: dado z € Z,

14+.2.4+1 siz>0,
ch(z):=2-1=¢ 0 siz=0,
(- + 4 (-1 siz<o.

El nicleo de dicho morfismo, ch™1(0), es un subgrupo del grupo aditivo (Z,+) y por lo tanto
existe un tinico p € Z, p > 0, tal que ch™'(0) = (p) (véase B.8(c)); este entero no negativo p
se denomina caracteristica del anillo A y se denota ch A.

Que la caracteristica de un anillo A sea cero significa que para todo z € Z se tiene z-1 # 0.
Si la caracteristica de un anillo A es p > 0 entonces para todo a € A se satisface a +.7.+a =
p-a=0; ademds p es el menor entero positivo que tiene la anterior propiedad (pues el menor
entero positivo de (p) es p).

Los anillos Z, Q, R y C tienen caracteristica 0; dado un entero positivo p, el anillo Z,, tiene
caracterisrica p (véase C.3(b)); para cada anillo A se satisface ch A[z] = ch A.

(d) Dados anillos A y B consideremos el anillo producto A x B (véase C.3(i)). La
estructura de anillo de A x B es la unica que se puede definir sobre el conjunto producto
cartesiano A x B de modo que las proyecciones sobre los anillos factores son morfismos de
anillos (véase B.15).

C.8 (Ideales, anillo cociente) Sea A un anillo y sea B un subgrupo del grupo aditivo
(A,4). En A tenemos la relacién de equivalencia que define B: dados a,a’ € A, a ~ d
cuando existe b € B tal que a = a’ +b. Como (A4, +) es conmutativo, B es un subgrupo nor-
mal y por lo tanto podemos dotar el conjunto cociente A/B de estructura de grupo abeliano
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de manera que el morfismo de paso al cociente 7 : A — A/B es un morfismo de grupos (véase
B.17). La suma de A/B es la dada por la igualdad 7(a) + 7(a’) = 7(a + d').

El problema que nos planteamos ahora es definir un producto en A/B de manera que A/B
quede dotado de estructura de anillo y que el morfismo de grupos aditivos 7 : A — A/B
sea también un morfismo de anillos. Como ocurria en el problema del grupo cociente, si
este problema tiene solucién entonces es tnica, pues debe satisfacerse 7(a) - 7(a’) = 7(a - a’)
cualesquiera que sean a,a’ € A, lo que determina el producto de A/B. Ahora bien, para que
tal producto esté bien definido es necesario que no dependa de los representantes elegidos en las
clases de equivalencia, es decir, que si 7(a) = w(a) y m(a’) = w(a’) entonces 7w(a-a’) = w(a-a’).
Veamos si esto es cierto: supueto que 7(a) = m(a) y n(a’) = n(@), existen b,b € B tales que
a=a +bya=a +b ypor tanto

a-a=(a+b)-(@+b)=d-ad+ad -b+b-a +b-b;

de la anterior igualdad no se deduce, en general, que existe c € B tal que a-a =d' -a’ + ¢
(con lo que serfa 7w(a-a) = w(a’ - @’)). Por lo tanto el problema de dotar a A/B de estructura
de anillo de modo que 7 : A — A/B sea un morfismo de anillo no siempre tiene solucién. Los
subgrupos para los que si existe solucién se denominan “ideales”.

Llamaremos ideal del anillo A a todo subgrupo aditivo I de A que satisfaga: a-b € I,
b-a €I cualesquiera que sean a € A, b € I. Por ejemplo, 0 y A son ideales de A.

De la discusién anterior se sigue que si I es un ideal de A entonces sobre el conjunto
cociente A/I existe una unica estructura de anillo para la cual 7 : A — A/I es morfismo de
anillos (el uno de A/I es 7(1)). El anillo A/I se denomina anillo cociente de A por el ideal
I. Si A es conmutativo entonces también lo es A/I.

Proposicién C.9 Sea f: A — A’ un morfismo de anillos.

(i) Si I’ es un ideal de A" entonces f~1(I') es un ideal de A; en particular el niicleo de f,
Ker f = f71(0), es un ideal de A.

(ii) Si B es un subanillo de A entonces f(B) es un subanillo de A’; en particular la imagen
de f,Im f = f(A), es un subanillo de A’.

(iii) Sil es un ideal de A y el morfismo f es epiyectivo, entonces f(I) es un ideal de A'.
Demostracion. Son sencillas y se dejan como ejercicio. 1

Teorema C.10 (Factorizacién canénica de morfismos de anillos) Sea f : A — A’ un
morfismo de anillos. Existe un tinico isomorfismo de anillos f : A/Ker f — Im f que hace

conmutativo el siguiente cuadrado de morfismos de anillos

A4 L w

"] E

A/ Ker f N Im f.

Demostracion. Ejercicio (véase B.23 y su demostracién). 1
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Ejemplos C.11 (a) Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Se dice que I es propio si es
distinto de A. Es facil comprobar que se satisface: I = A < A/I = 0. También es facil
demostrar que si algtin elemento de I es invertible entonces I = A. Como consecuencia de la
ultima afirmacién se obtienen: (i) A es un cuerpo siy sélo si el conjunto {ideales de A} tiene
exactamente dos elementos, 0 y A (véase C.1); (ii) todo morfismo de anillos entre cuerpos es
inyectivo (véase C.9 (i)).

(b) Sea A un anillo conmutativo. Para cada elemento a € A tenemos el conjunto (a) :=
{ab : b€ A}, que es un ideal de A denominado ideal generado por a. Es claro que se satisface
(a) = A siy solo si a es invertible; de otro modo, si a # 0 entonces: a es un elemento propio
de A (esto es, a no es invertible) si y s6lo si (a) es un ideal propio de A.

Por ejemplo, para cada a € Z el subgrupo (a) es el ideal generado por a (nétese que el
producto del anillo cociente Z/(a) = Z, es justamente el producto definido en C.3 (b)). Ademds
todo ideal de Z es de la forma (a) con a € Z, ya que si I es un ideal de Z entonces I es un
subgrupo aditivo de Z (véase B.8 (¢c)).

(¢c) Seaa € Ry consideremos la aplicaciéon R[zx] — R, P(z) — P(«), que es un epimorfismo
de anillos (véase C.7(b)). Probemos que su ntcleo es el ideal (z — a): sea Q(x) € R[z] tal
que Q(a) = 0, y sean C(z) € R[z] y R € R tales que Q(z) = C(z)(x — o) + R (véase D.3
més adelante); entonces 0 = Q(a) = R y concluimos que Q(z) = C(z)(z — a) € (z — ).
Aplicando el teorema de factorizaciéon candnica C.10 obtenemos un isomorfismo de anillos
Rlz]/(z — a) — R.

(d) Consideremos la aplicacién R[z] — C, P(x) — P(i), que es un epimorfismo de anillos.
Veamos que su nticleo es el ideal (2 + 1): sea Q(z) un polinomio tal que Q(i) = 0 y sean
C(z) € Rlz] y ¢,d € R tales que Q(z) = C(z)(x? + 1) + (cx + d); entonces 0 = Q(i) =
C(i)(=1+1)+(ci+d) = ci+dy por tanto ¢ = d = 0, es decir, Q(z) = C(x)(z2+1) € (z%2+1).

Aplicando el teorema C.10 obtenemos un isomorfismo de anillos R[z]/(z? 4+ 1) — C.
Como consecuencia, puede tomarse R[x]/(2% + 1) como definicién alternativa del anillo C de
los niimeros complejos. Cuando se hace asi, el niimero complejo i, que ha de ser un elemento
del cociente R[x]/(2z% + 1), es la imagen 7(x) de x por el morfismo de paso al cociente 7 : R —
R[z]/(z? + 1), que verifica 7(x)? = 7(2?) = —1 (pues 7(2?) +1 =7w(2% +1) = 0).

(e) Consideremos la aplicacién Rz, y] — R[z], P(z,y) — P(z,0) € R[z] (véase C.3 (h)),
que es un epimorfismo de anillos. Veamos que su nicleo es el ideal (y) generado por el polinomio
y: sea P(z,y) un polinomio del nicleo y escribdmoslo como un polinomio en y con coeficientes
en Riz|, P(z,y) = Ro(z) + Ri(z) -y + - + Ru(x) - y" (Ri(x) € Rlz], i = 0,...,n); entonces
0 = P(x,0) = Ro(x) y por lo tanto P(z,y) = (Ri(z) + Ro(x) -y + - + Ru(x) - y" 1) -y € ().
Aplicando el teorema C.10 obtenemos un isomorfismo de anillos R[z, y]/(y) — R[z].

(f) Sean I,J ideales de un anillo conmutativo A. La interseccién I N J, la suma I + J =
{a+b:acl, beJ}yelproductol-J :={aj-by+---+an-b, : a; €I, b; € J} son ideales
de A. La unién de ideales no es, en general, un ideal. Es claro que I -J C I N J.

El conjunto de los ideales de A dotado con el orden definido por la inclusién es un reticulo
con primer elemento (el ideal 0) y ultimo elemento (el ideal A); dados ideales I,J tenemos
inf{l/,J}=1InJ ysup{l,J} =1+ J.

Teorema C.12 Sea I un ideal de un anillo A. El morfismo de anillos de paso al cociente
m: A — A/I induce una correspondencia biyectiva entre los ideales de A/I y los ideales de
A que contienen a I. Dicha correspondencia es un isomorfismo de conjuntos ordenados (véase
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A17).

Demostracion. Por una parte tenemos la aplicacién “tomar imagen directa por n” restringida
al conjunto de los ideales de A que contienen a I (véase C.9 (iii)),

[ ideales de A

que contienen a [ ] 7 [ ideales de A/T }

J — w(J) .

Por otra parte, si J es un ideal de A/I entonces 7~ 1(J) es un ideal de A que contiene a I,
ya que m(I) =0 € J (véase C.9(i)); por lo tanto la aplicacién “tomar imagen inversa por 7
valora en el conjunto de los ideales de A que contienen a I y tenemos la aplicacion

ideales de A ]

que contienen a [

[ ideales de A/I } — [

J — T 1(J).
Ya sabemos que estas dos aplicaciones conservan el orden (véase A.18), y es fécil demostrar
que son biyectivas porque son una la inversa de la otra. |

D Divisibilidad
En esta seccién todos los anillos que se consideren seran conmutativos.

D.1 (Anillos integros) Sea A un anillo. Dados a,b € A, se dice que a divide a b (6 que b
es multiplo de a) si existe ¢ € A tal que b = ac, es decir, si b € (a). Un elemento a € A se
dice que es un divisor de cero si a # 0y existe b € A, b # 0, tal que ab = 0.

Se llama anillo integro (6 dominio de integridad) a todo anillo A # 0 que carezca de
divisores de cero, esto es, en el que se satisfaga: a,b6 € A, ab=0 = a=0 6 b=0.

Ejemplos D.2 (a) Todo cuerpo es un anillo integro (compruébese); por lo tanto R, Q y C
son anillos integros. El anillo Z también es integro.

(b) El anillo Z4 no es integro: si 7 : Z — Z4 es el morfismo de paso al cociente, entonces
7m(2) #0 (porque 2 ¢ (4)) y w(2)m(2) =7(2-2) =7(4) =0 (porque 4 € (4)).

(c) Sea A un anillo integro. El anillo de polinomios A[z] es también integro. Es una
consecuencia inmediata de la siguiente propiedad facil de demostrar: si P(z), Q(z) € Alz| son
polinomios no nulos entonces gr(P(z)Q(x)) = gr P(x) + gr Q(z) (véase C.3 (h)).

Otra consecuencia de la anterior igualdad es que “los elementos invertibles de A[z]| son
los polinomios constantes definidos por elementos invertibles de A”; es decir, considerando A
como un subanillo de Afz] se satisface Afz]* = A*.

(d) De (a) y (c) se sigue que para todo cuerpo k el anillo k[z] es integro.

Teorema D.3 (Divisién de polinomios) Sea k un cuerpo y sea P(x) € k[z], P(x)
Para cada polinomio Q(z) € k[z] existe una tnica pareja de polinomios C(z), R(x) €
(llamados respectivamente cociente y resto de la divisién de Q(x) por P(x)) tal que

Q(z) = C(z)P(z) + R(x), —1<grR(z) < grP(x).

£ 0.
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Demostracion. Veamos primero la existencia. Si —1 < grQ(z) < gr P(z) entonces C(z) =0y
R(z) = Q(z), asi que podemos suponer que grQ(z) > gr P(z), en cuyo caso procedemos por
induccién en d = gr Q(x).

Si d = 0 debe ser gr P(x) = 0 y por lo tanto existe a € k, a # 0, tal que P(x) = «; como
k es un cuerpo, a es invertible y podemos tomar C(x) = a~'Q(z) y R(z) = 0.

Sea d > 1 y supongamos que el enunciado es cierto para los polinomios de grado menor que
d. Sin=grP(x) <grQ(z)=d entonces

P(x)=ag+a1x+ -+ apz", Q(z) = by + by + - - - + bga?

con a, y bg no nulos; como el polinomio Q(z) = Q(z) — bga;, 'z " P(z) tiene grado menor que
d, aplicando la hipétesis de induccién obtenemos que existen C(x), R(x) € k[z] tales que

Q(x) = C(x)P(z) + R(z), —1<grR(z) <grP(x);

luego Q(x) = (bgay, 'z?" + C(z))P(z) + R(x) y terminamos.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen otros polinomios C(z), R(x) € k[xz] t
que Q(z) = C(z)P(z) + R(x) y —1 < gr R(z) < gr P(x), en cuyo caso P(x)(C(z) — C(
R(z)—R(x). Entonces R(z)—R(z) es un multiplo de P(z) que tiene grado menor que gr P(
modo que debe ser R(x)—R(x) = 0 (véase D.2(c)). Como consecuencia P(x)(C(z)—C(x)
y como k[z] es fntegro concluimos que C(x) — C(x) =0. §

tales
) =
x), de
) 07

D.4 (Ideales primos, ideales maximales) Sea I un ideal de un anillo A. Se dice que I es
primo cuando es propio y satisface la siguiente propiedad: si a,b € A son tales que ab € I,
entonces a € I 6 b € I. Se dice que I es maximal cuando es propio y no esta contenido en
mas ideales que él mismo y el total.

Teorema D.5 Sea I un ideal propio de un anillo A. La condicién necesaria y suficiente para
que I sea primo es que A/I sea un anillo integro.

Demostracion. Nétese que A/I # 0 porque I # A. Sea m: A — A/I el morfismo de paso
al cociente. La condicion para que I sea primo es que si ab € I entonces a € I 6 b € I;
como I = Kerm lo anterior equivale a decir que si 0 = 7w(ab) = m(a)7(b) entonces 7(a) =0 6
m(b) = 0, que es exactamente la condicién para que A/I sea integro (véase D.1). 1

Teorema D.6 La condicién necesaria y suficiente para que un ideal I de un anillo A sea
maximal es que el anillo A/I sea un cuerpo. Como consecuencia, todo ideal maximal es primo.

Demostracion. La condicién para que I sea maximal es que el conjunto {ideales de A que
contienen a I} tenga exactamente dos elementos. Asimismo, la condicién para que A/l sea un
cuerpo es que el conjunto {ideales de A/I} tenga exactamente dos elementos (véase C.11 (a)).
Pero ambas condiciones son equivalentes en virtud de C.12. La consecuencia se sigue de D.5,
ya que todo cuerpo es un anillo integro. |1

Ejemplos D.7 (a) Los ideales (x — ) y (22 + 1) de R[] de los ejemplos (c) y (d) de C.11
son maximales, pues se vié que R[z]/(z — a) es isomorfo al cuerpo R y que R[z]/(x? + 1) es
isomorfo al cuerpo C (y por tanto R[z]|/(x — a) y R[z]/(z? + 1) también son cuerpos).
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(b) El ideal (y) del anillo de polinomios R[z,y] es primo pero no es maximal, ya que
Rz, y]/(y) es isomorfo a R[x], que es un anillo integro pero no es cuerpo (véase C.11 (e)).

(¢) Sea A # 0 un anillo. El que A sea integro es equivalente a que el ideal 0 sea primo, y
el que A sea cuerpo es equivalente a que el ideal 0 sea maximal.

D.8 (Elementos primos, elementos irreducibles) Sea A un anillo. Un elemento a € A
se dice que es primo si el ideal (a) es primo, es decir, si cada vez que a divide a un producto
divide a alguno de sus factores (véanse D.1 y D.4). Un elemento a € A se dice que es irreducible
si es propio y cada vez que descompone en un producto, a = be, uno de los factores b 6 ¢ es
invertible.

D.9 (Dominios de ideales principales) Sea A un anillo. Un ideal I de A se dice que es
principal si existe a € A tal que I = (a). Un anillo se dice que es un dominio de ideales
principales si es integro y en él todo ideal es principal.

Sea A un dominio de ideales principales. El generador de un ideal de A no es tinico: dados
a,b € A, (a) = (b)siysélosia yb se diferencian en un factor invertible (existe u € A invertible
tal que a = ub). Como consecuencia, el conjunto de los ideales de A estd en correspondencia,
salvo factores invertibles, con los elementos de A: dado a € A tenemos el ideal (a), y todo
ideal I de A tiene un tnico (salvo factores invertibles) generador.

Ejemplos D.10 (a) El anillo Z es un dominio de ideales principales (véase C.11 (b)), v es
claro que dados m,n € Z se satisface (m) = (n) si y sélo si m = £n (los tnicos elementos
invertibles de Z son +1). Como consecuencia se sigue que existe una correspondencia biunivoca
entre N y el conjunto {ideales de Z}.

(b) El segundo ejemplo importante de dominio de ideales principales es el anillo k[z]| de
los polinomios en una variable con coeficientes en un cuerpo k. Sea I un ideal de k[z]. Si I =0
no hay nada que decir, asi que supongamos que I # 0. Consideremos el conjunto N = {n €
N : n=grQ(z) para algin Q(z) € I, Q(z) # 0}; N es no vacio (por ser I # 0) y por lo tanto
podemos considerar m = min N y un polinomio Py(x) € I tal que m = gr Py(z). Veamos que
I = (Py(x)). Dado Q(x) € I, existen C(z), R(x) € k[z] tales que Q(z) = C(z)Py(x) + R(x)
y R(z) =060 < grR(z) < m; si fuera R(z) # 0 entonces gr R(z) € N, lo que contradice la
eleccién de m; por lo tanto debe ser R(x) = 0 y concluimos que Q(x) = C(x)Py(z) € (Po(x)).

Dado un polinomio no nulo P(z) € k[z] de grado n, serd P(x) = ag + a1z + -+ + apa”
con a, # 0, y decimos que a,, es el coeficiente principal de P(x). Los polinomios no nulos
de k[z] cuyo coeficiente principal es igual a 1 se denominan unitarios. Como los elementos
invertibles de k[z] son los polinomios constantes no nulos, es claro que todo polinomio no
nulo se diferencia de un polinomio unitario en un factor invertible, P(z) = a,'Q(z) donde
Q(z) = a;tag + --- + a;ta, 12"~ + 2™; por lo tanto existe una correspondencia biunivoca
entre los conjuntos {ideales de k[x]} y {polinomios unitarios de k[z]} U {0}.

Teorema D.11 Sea A un dominio de ideales principales. Dado un elemento no nulo a € A,
son equivalentes:

(i) a es primo;
(ii) a es irreducible;

(iii) (a) es maximal.



D. Divisibilidad 219

Como consecuencia, el unico ideal primo de A que no es maximal es 0.

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que a es primo y sean b,c € A tales que a = be, en
cuyo caso b € (a) 6 ¢ € (a). Si, por ejemplo, es b € (a), entonces existe d € A tal que b=ad y
por tanto a = bc = adc, esto es, a(l — dc) = 0, de modo que debe ser 1 —de =0 (puesa # 0y
A es integro) y por lo tanto que ¢ es invertible.

(ii) = (iii) Supongamos que a es irreducible y sea b € A tal que (a) C (b). Entonces a = be
para algin ¢ € A, luego, 6 bien b es invertible y por lo tanto (b) = A, 6 bien ¢ es invertible y
es (a) = (b).

(iii) = (i) Se ha probado en D.6.

Observacion D.12 El teorema D.11 deja de ser cierto en anillos que no son dominio de ide-
ales principales (aunque sean integros), como prueba el ejemplo C.11 (e), que resulta ser una
demostracién indirecta de que Rz, y] no es un dominio de ideales principales.

D.13 (Ntmeros primos) Consideremos el anillo Z de los nimeros enteros. Clasicamente,
un entero p se dice que es primo si p # £1 y sus tnicos divisores son £1 y £p, es decir, cuando
es irreducible. Segun D.11, dicha definicién clésica coincide con la dada en D.8 (salvo para el 0,
que clasicamente no es un nimero primo). Por lo tanto, la nocién de ideal primo de un anillo
arbitrario generaliza la idea de niimero primo.

Una consecuencia de D.6 y D.11 es que si p es un nimero primo (no nulo) entonces el anillo
cociente Z, = Z/(p) es un cuerpo, el cual se denota a veces por F,.

D.14 (Maximo comun divisor, minimo comin multiplo) Sea A un dominio de ide-
ales principales, de modo que dados a,b € A los ideales (a) + (b) y (a) N (b) son principales.
Se define el mdximo comin divisor de a y b, y se denota m. c.d.(a, b), como cualquier generador
del ideal (a) + (), y se define el minimo comin miltiplo de a y b, y se denota m.c.m.(a,b),
como cualquier generador del ideal (a)N(b). Segun dijimos en D.9 dos generadores de un mismo
ideal de A se diferencian en un factor invertible, por lo que m.c.d.(a,b) y m.c.m.(a,b) estdn
determinados salvo productos por invertibles.

Diremos que los elementos a y b son primos entre si cuando m.c.d.(a,b) = 1, es decir,
cuando (a) + (b) = A.

Lema D.15 (Identidad de Bézout) Sean a,b elementos de un dominio de ideales princi-
pales A. Si d = m.c.d.(a,b), entonces existen di,dy € A tales que d = dija + dab. Como
consecuencia, la condicion necesaria y suficiente para que a y b sean primos entre si es que
existan di,do € A tales que 1 = dja + dab.

Demostracion. Si d = m.c.d.(a,b), entonces se sigue inmediatamente de la definicién de d la
existencia de dy,dy € A satisfaciendo d = dyja + dob. En particular, si a y b son primos entre
si entonces existen di,ds € A tales que 1 = dya + dgb. Reciprocamente, si existen dy,ds € A
tales que 1 = dja + dab entonces 1 € (a) + (b) y por lo tanto A = (1) C (a) + (b) C A, es decir,
(@) +(0)=A. 1

Corolario D.16 (Lema de Euclides) Sean a,b, ¢ elementos de un dominio de ideales prin-
cipales A. Si a divide al producto bc y es primo con b, entonces a divide a c.
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Demostracion. Sea m: A — A/(a) el morfismo de paso al cociente de A por el ideal (a). Por
una parte, existe d € A tal que be = da y por tanto 0 = 7(bc) = w(b)w(c). Por otra parte,
existen dy,ds € A tales que 1 = dja + dab y obtenemos 7(1) = w(d2)m(b), es decir, m(b) es un
elemento invertible de A/(a). De todo se sigue que 7(c) =0, esto es, ¢ € (a). 1

D.17 (Anillos euclideos) Un anillo A se dice que es un anillo euclideo si es integro y estd
dotado de una aplicacién § : A — {0} — N que satisface:

(i) d(a) < 0(ab) para todo par de elementos no nulos a,b € A;

(ii) sia € A no es nulo, para cada b € A existen ¢,r € A tales que

b=ac+r, r=0 6 d(r) <da).

El anillo Z de los numeros enteros es euclideo: para cada numero entero n definimos
d(n) := |n| y aplicamos la divisién entera (véase A.24). El anillo k[z] de los polinomios con
coeficientes en un cuerpo k es euclideo: para cada polinomio no nulo P(z) € k[z] definimos
d(P(z)) := gr P(x) y aplicamos la divisién de polinomios (véase D.3).

Si A es un anillo euclideo entonces A es un dominio de ideales principales. En efecto, sea I
un ideal de A y supongamos que I # 0 (si I = 0 entonces I = (0)). Entre todos los elementos
no nulos de [ existird alguno a tal que (a) sea minimo, y se satisface I = (a) (véase en B.8 (c)
la demostracién de que Z es dominio de ideales principales, 6 en D.10 (b) la demostracién de
que k[x] es dominio de ideales principales).

D.18 (Algoritmo de Euclides) Dados elementos no nulos a,b de un anillo euclideo A, el
“algoritmo de Euclides” es un método que permite calcular el maximo comun divisor d de
a y b, asi como los coeficientes di,ds que satisfacen la Identida de Bézout, d = dia + dsb.
Se basa en el siguiente resultado: Sea A un dominio de ideales principales. Si a,b,c,r € A
satisfacen a = bc+r, entonces m. c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r). En efecto, basta tener en cuenta que
a=bc+re (b)+(r) y que r = a—bc € (a)+ (b) para obtener la igualdad (a)+ (b) = (b) + (7).
Sean entonces a,b elementos no nulos de un anillo euclideo A. Se efectiian las divisiones

a=cb+nr
b=cory +1rsy

1 =372 + 13

Tn—2 = CpTn—1+Tn

Tn—1 = Cp41Tn + 0

hasta que el resto sea nulo, lo que necesariamente ha de ocurrir, pues la sucesiéon de nimeros
naturales §(r1),0(r2), . .. es estrictamente decreciente. Segun lo probado anteriormente tenemos

d=m.c.d.(a,b) =m.c.d.(b,r1) =m.c.d.(r;,r2) = ... =m.c.d.(rj,riy1)

= ... =m.c.d.(r,,0) =1y,

es decir, el maximo comun divisor d de a y b es el tdltimo resto no nulo.
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Ademas, cuando tengamos una descomposicién d = dir; + daor;+1 de d como suma de un
multiplo de r; y otro de r;41, la igualdad r;,_1 = ¢;117; + 1341 permite descomponer d como
suma de un multiplo de r;,_1 y otro de 7y,

d=dir; +do(ri—1 — cip17m) = dori—1 + (di — dacit1)7i .

Al ser d = r, = rp_o — cpTn_1, procediendo recurrentemente de este modo obtenemos una
descomposicién de d como suma de un multiplo de a y otro de b.

Teorema D.19 (Descomposicién en factores irreducibles) Todo elemento propio a de
un anillo euclideo A descompone en producto de elementos irreducibles de A (existen irre-
ducibles p1,...,p, € A tales que a = p; - - p;). Ademads, dicha descomposicion es tnica salvo
el orden y factores invertibles (si a = q1--- qs es otra descomposicién de a en producto de
irreducibles, entonces r = s y, reoordenando los factores si fuera preciso, q; = u;p; para ciertos

invertibles uy,...,u, € A).
Como consecuencia, para todo elemento propio a € A existen elementos irreducibles distin-
tos p1,...,pt € A y enteros positivos ni,...,n; tales que a = pi* - pjt.

Demostracion. Probemos primero la existencia de tal descomposicion. Sia es irreducible hemos
terminado, asi que supongamos que a no es irreducible, en cuyo caso probemos que existe un
irreducible p; € A que divide a a.

Sean b, c € A elementos no invertibles tales que a = bc y probemos que entonces 6(b) < d(a)
y 6(c) < d(a). Si, por ejemplo, fuera §(b) = 6(a), tendriamos que existen d,r € A tales que
b=ad+r conr=0064d(r) <d(a) =406(b); si 0=r=>b(1—cd) entonces 1 = cd, lo que no es
cierto porque ¢ no es invertible, y si 1 — ed # 0 entonces r seria no nulo y tal que d(r) > 6(b),
lo cual estd en contradiccion con 6(r) < §(b). Ahora, si b (6 ¢) es irreducible tomamos p; = b
(6 p1 = ¢). Si b no es irreducible existen elementos no invertibles ¥/, ¢ € A tales que b = b'¢/,
(') < &(b) y §(c) < 6(b); de nuevo, si b es irreducible entonces tomamos p; = b, y si V/
no es irreducible repetimos el proceso con . En un ntmero finito de pasos concluimos la
existencia del elemento irreducible p; que divide a a, ya que la sucesién d(a),d(b),5(V'), ... es
estrictamente decreciente.

Sean entonces p1,a’ € A tales que a = p1d/, p; es irreducible y @’ es no invertible. Si a’ es
irreducible tomamos ps = a’ y terminamos; si @’ no es irreducible, entonces existen po,a” € A
tales que @’ = poa”, ps es irreducible y a” es no invertible. Si a” es irreducible tomamos
p3 = a” y terminamos; si a” no es irreducible repetimos el proceso. En un ntimero finito de
pasos concluimos la existencia de elementos irreducible pi,...,p, tales que a = p1---pr, ya
que la sucesion 6(a),d(a’),0(a”),... es estrictamente decreciente.

Veamos ahora la unicidad. Sean pj---p, = a = ¢q1---qs dos descomposiciones de a en
producto de irreducibles. Como p; divide al producto q; - - - gs divide a alguno de sus factores;
reordenando los factores si fuera preciso podemos suponer que p; divide a ¢q, en cuyo caso py
y ¢ coninciden salvo un factor invertible. Pero entonces pa---p,r ¥ g2+ ¢s también coinciden
salvo un factor invertible. Reiterando el argumento, en un nimero finito de pasos concluimos
la demostracién. |

Corolario D.20 Sean a,b elementos propios de un anillo euclideo A. El maximo comiin divisor
de a y b se obtiene multiplicando los divisores irreducibles comunes a sus descomposiciones en
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factores irreducibles, elevados al menor de los exponentes con que aparecen en cada una de
ellas. El minimo comin multiplo de a y b se obtiene multiplicando los divisores irreducibles
comunes a sus descomposiciones, elevados al mayor de los exponentes con que aparecen en cada
una de ellas, y los divisores irreducibles de cada uno de ellos pero no del otro, elevados a los
exponentes que tienen en la correspondiente descomposicion.

Nota D.21 El teorema de descomposicién D.19 (y su corolario) es valido en cualquier dominio
de ideales principales, aunque la demostracion de la existencia de las descomposicién que hemos
dado para los anillos euclideos necesita ser modificada convenientemente.

D.22 (Descomposicién en Z) Si en el anillo euclideo Z consideramos sélo los enteros pos-
itivos (véase D.10(a)), entonces obtenemos la siguiente versién clasica de D.19: Para todo
entero positivo m > 1 existen nimeros primos positivos distintos pi,...,p, y numeros nat-
urales no nulos ny,...,n, tales que m = p{*---pl'v. Ademds, la anterior descomposicién es
tinica salvo el orden de los factores.

D.23 (Descomposicién en k[z]) Sea k un cuerpo. Si en el anillo euclideo k[x] consideramos
s6lo los polinomios irreducibles unitarios tenemos (véase D.10(b)): Si P(x) € k[z] es un
polinomio de grado n > 1, entonces existen polinomios irreducibles distintos Pi(x),..., P.(x)
en k[z] y niimeros naturales no nulos ni,...,n, tales que P(x) = Py(x)™ --- P.(x)", siendo la
anterior descomposicion tinica salvo el orden de los factores.

D.24 (Raices de un polinomio, polinomios irreducibles) Sea k un cuerpo. Es claro que
todo polinomio de grado 1 de k[x] es irreducible, pues todo polinomio unitario de grado 1 lo es
(lo hemos probado en el caso particular k = R; véase D.7 (a)). Dados a € k y P(z) € k[x], se
dice que « es una raiz (6 un cero) del polinomio P(x) si P(a) = 0, es decir, si el polinomio
irreducible z — v divide a P(z) (véase en C.11 (c) el caso particular k = R). De la definicién se
sigue inmediatamente que « es raiz de un producto de polinomios si y sélo si es raiz de alguno
de los factores.

Se satisface: Todo polinomio irreducible de k[x] de grado mayor 1 carece de raices en k.
En efecto, si P(z) € k[z] es un polinomio irreducible que admite una raiz o € k, entonces
P(z) = Q(z)(x — «) para algin Q(x) € k[z]; como P(z) es irreducible debe satisfacerse que
Q(z) es invertible, es decir, gr Q(x) = 0; concluimos que gr P(z) = 1.

El reciproco del anterior resultado no es cierto, es decir, pueden existir polinomios en k[z]
que no tengan raices en k y que sin embargo no sean irreducibles; por ejemplo, (22 +1)(z2 +2)
es un polinomio no irreducible de R[z| que no tiene raices en R. Se satisface: Si P(x) € k[z]
es un polinomio de grado 2 6 3 que no tiene raices en k, entonces P(x) es irreducible. La
demostracién es sencilla y se deja como ejercicio.

Supongamos que « € k es rafz de un polinomio no nulo P(z) € k[z]; entonces existe un
polinomio P;(z) € k[x] tal que P(z) = Pi(z)(x — «); si Pi(a) # 0 se dice que « es raiz simple
de P(x). Si Pi(«) = 0 entonces existe un polinomio Ps(x) € k[z] tal que Pi(z) = Py(z)(x — «)
y por tanto P(x) = Py(z)(x—a)?; si Py(a) # 0 se dice que a es raiz doble de P(x). En general,
existen un entero positivo m y un polinomio Q(x) € k[z] tales que P(z) = Q(z)(x — a)™ y
Q(a) # 0 (es decir, existe un entero positivo m tal que P(z) es divisible por (z — )™ y no es
divisible por (z — a)™*1); se dice entonces que o un una raiz de P(x) de multiplicidad m.
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Teorema D.25 Sea P(z) un polinomio no nulo con coeficientes en un cuerpo k, y sean
a1, ...,ap € k todas las raices distintas que P(x) tiene en k, de multiplicidades myq, ..., m,,
respectivamente. Entonces existe un polinomio Q(x) € k[z] sin raices en k tal que

Plz)=(zx—a1)™...(x — )" Q(x) .

Como consecuencia, el nimero de raices que P(x) tiene en k (contando multiplicidades) no
supera a gr P(x): mj +---+m, < gr P(x).

Demostracion. Segin lo dicho en D.24, existe un polinomio Pj(x) € k[z] que no tiene a ay
por raiz y tal que P(z) = (z — a1)™ Pi(z). Como (z — ag)™2 divide a P(x) y es primo
con (x —aq)™ (pues a1 # ag), aplicando el Lema de Euclides obtenemos que (x — ag)™?2
divide a P;(z) (véase D.16). Si Px(z) € k[x] es tal que Pi(z) = (z — ag)™2 Py(z), entonces
P(z) = (x — a1)™ (x — az)™2 Py(z); ademds o1 y ag no pueden ser raiz de Pa(x). Reiterando
el argumento, en un numero finito de pasos concluimos la demostracién.

La consecuencia del enunciado del teorema se sigue de la igualdad n = gr P(x) = mj+---+

me +grQ(x), ya que grQ(z) > 0. 1

D.26 (Cuerpos algebraicamente cerrados) Sea k un cuerpo. Un polinomio no constante
P(zx) € k[z] no necesariamente tiene raices en k. Por ejemplo, el polinomio z2 4+ 1 € R[z] no
tiene raices en R. El cuerpo k se dice que es algebraicamente cerrado si todo polinomio de k[z]
de grado mayor 6 igual a 1 tiene una raiz en k. Se comprueba facilmente que son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(i) k es algebraicamente cerrado;

(ii) si P(z) € k[z] tiene grado n > 1 entonces P(z) tiene exactamente n raices en k
(contadas cada una con su multiplicidad);

(iii) los tnicos polinomios irreducibles de k[x] son los de grado 1.

El conocido como Teorema de d’Alembert afirma que el cuerpo C de los niimeros complejos
es algebraicamente cerrado. La demostracién de este teorema hace uso de técnicas el Anélisis
y es por ello que no la hacemos.

D.27 (Cierre algebraico de un cuerpo) Sea k un cuerpo no algebraicamente cerrado y sea
P(z) € k[z] un polinomio no constante que no tiene raices en k. Si K es otro cuerpo tal que k
es un subcuerpo suyo (esto es, k es un subanillo de K ), entonces k[z] es un subanillo de K|x]
y por tanto P(z) € K|[z]|, y puede ocurrir que aunque P(x) no tiene raices en k si las tiene en
K. Por ejemplo, R es un subcuerpo de C y el polinomio 22 4+ 1 € R[z] no tiene raices en R pero
si las tiene en C. En D.29 probaremos que efectivamente existe un cuerpo K que contiene a k
y en el que P(z) si tiene raices.

Ahora podemos plantearnos la siguiente cuestién: jexisten cuerpos K que contienen a k
y tales que todo polinomio no constante de k[x] tiene raices en K ?7; y de existir, ;hay uno
que sea el “mas pequeno”? Las respuestas a las anteriores preguntas son afirmativas: Existe
un cuerpo k que contiene a k en el que todo polinomio no constante de k[x] tiene raices y
que satisface la siguiente propiedad: si K es otro cuerpo que contiene a k en el que todo
polinomio no constante de k[x] tiene raices, entonces K contiene a k. EI cuerpo k es tinico
(salvo isomorfismos de cuerpos) y se denomina cierre algebraico (6 clausura algebraica) de k.
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El anterior resultado de Teorfa de Anillos (que hemos enunciado de un modo no riguroso)
se sale del caracter introductorio de este capitulo y por lo tanto no lo probaremos.

Como C es algebraicamente cerrado todo polinomio no constante de R[z| tiene una raiz en
C; ademds todo cuerpo que contenga a R y a las raices del polinomio 22 + 1 € R[z] debe de
contener a C. Por lo tanto el cierre algebraico de R es C.

D.28 (Polinomios irreducibles de R[z]) Ya hemos dicho en D.26 que el cuerpo C es alge-
braicamente cerrado, es decir, que los tinicos polinomios irreducibles de C[z] son los de grado
1. En cuanto a los polinomios con coeficientes reales se satisface: Ademds de los polinomios
de grado 1, los polinomios irreducibles de R[z| son los de grado 2 que no tienen raices reales.

Para probar la anterior afirmacién obsérvese que si P(x) € R[z] y 2 = a+bi € C, entonces
se tiene P(z) = P(Z) (véanse en C.3 (e) las propiedades de “tomar conjugado” en los niimeros
complejos); como sonsecuencia, si z ¢ R (es decir, si b # 0) y 2z es raiz de P(z), entonces
Z = a — bi es otra raiz de P(x) distinta de z, de modo que P(x) es divisible en C[x| por el
polinomio (z —a—bi)(z —a+bi) = 2% — 2az + (a® + b?), y como el anterior polinomio tiene sus
coeficientes en R concluimos que P(x) es divisible en R[x] por el polinomio 2% — 2ax + (a® +b?).

Supongamos ahora que P(z) es un polinomio irreducible de R[z] de grado mayor que 1;
entonces P(z) no tiene raices reales (véase D.24) y por lo tanto existe un nimero complejo
a+bicon b# 0 que es raiz de P(x). Segin lo dicho en el anterior parrafo existe Q(x) € Rz]
tal que P(z) = Q(x)(z? — 2ax + (a® + b?)); como P(z) es irreducible el polinomio Q(z) debe
ser invertible (esto es, de grado cero) y concluimos que el grado de P(z) es 2. Para terminar
habria que probar que si P(z) es un polinomio de R[z| de grado 2 que no tiene raices en R
entonces P(z) es irreducible, lo cual se dejo como ejercicio en D.24.

Lema D.29 (Teorema de Kronecker) Sea P(x) un polinomio no nulo con coeficientes en
un cuerpo k que no tiene raices en k. Existe un cuerpo K que contiene a k tal que P(x) tiene
alguna raiz en K.

Demostracion. Si P(x) descompone en producto de polinomios, las raices de P(x) son las raices
de los polinomios factores. Por lo tanto, el teorema de descomposicén D.19 nos permite suponer
que P(z) es irreducible, en cuyo caso el anillo cociente k[z]/(P(x)) = K es un cuerpo porque
(P(x)) es un ideal maximal de k[x] (véanse D.11 y D.6). Si k — k[z] es la inclusién de k en
klx] y m : k[z] — K es el morfismo de paso al cociente, entonces la composicién de los dos
anteriores morfismos de anillos es un morfismo de anillos K — K, que debe ser inyectivo (véase
C.11 (a)) y permite consirerar a k como un subcuerpo de K. La clase de x en K, m(x), es una
raiz de P(x), ya que P(w(x)) = m(P(x)) = 0. (Véase el ejemplo C.11(d).) 1
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