Capitulo 1I

Coordenadas Homogéneas

En lo que sigue E serd un espacio vectorial de dimensién n 4+ 1, de modo que el espacio
proyectivo P(E) tendrd dimensién n.

1 Sistemas de Referencia Proyectivos

Definicién 1.1 Diremos que una sucesién de n + 2 puntos de P(E) es un sistema de refer-
encia proyectivo cuando ningun hiperplano de P(E) contenga a n 4+ 1 puntos de la sucesién.
Si (Py, P1,..., P, U) es un sistema de referencia proyectivo de P(E), entonces diremos que
(Py, Py, ..., P,) es el simplice de referencia'y que U es el punto unidad.

Ejercicio 1.2 Dados n + 1 puntos del espacio proyectivo P(E), el que dichos puntos no estén
contenidos en ningdn hiperplano es equivalente a que si elegimos vectores que los representen
obtenemos una base de F.

Lema 1.3 Dada una proyectividad ¢ : P(E) — P(E), si (Py,...,P,,U) es un sistema de
referencia proyectivo de P(E), entonces (p(Fo),...,p(FPn), ¢(U)) es un sistema de referencia
proyectivo de P(E).

Demostracion. Basta tener en cuenta que la imagen de una subvariedad lineal por una proyec-
tividad es una subvariedad lineal de igual dimensién. 1

Ejemplos 1.4 Un sistema de referencia proyectivo en P estd formado por tres puntos ordena-
dos y distintos. Los sistemas de referencia de Py estdn formados por cuatro puntos ordenados
tales que ninguna recta pasa por tres de ellos, es decir, estan formados por los vértices (orde-
nados) de un tridngulo y por un punto que no estd en ninguno de sus lados. Andlogamente,
una referencia de P53 estd formada por los vértices (ordenados) de un tetraedro y por un punto
que no yace en ninguna de sus caras.

Proposicién 1.5 Sea (P, P1,. .., P,,U) un sistema de referencia proyectivo de P(F). Existe
una base {eg,e1,...,e,} en E, unica salvo un factor de proporcionalidad, que satisface

P():ﬂ’(eo), P1:7r(el), e, Pn:ﬂ'(en), U:W(€0+--'+€n).
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16 Capitulo II. Coordenadas Homogéneas

Demostracion. Si elegimos vectores vy, ..., v, representantes de los puntos Py, ..., P,, respec-
tivamente, entonces {vg,...,v,} es una base de E (por 1.2) y por lo tanto existen escalares
A0y - - -5 A tales que U = w(Agvg + - - - + Apvy ). Ninguno de dichos escalares puede ser nulo, ya
que si, por ejemplo, A\g = 0 entonces

Uen((viy...,op) =P+ + Py,

y tendriamos que algtn hiperplano contiene a los puntos Py, ..., P,,U (dim(P; 4+ ---+ P,) <
n—1). Si para toto ¢ denotamos e; = \;v;, entonces {eq, ..., e,} es una base de E que satisface
las igualdades del enunciado.

Si {eg,...,el} es otra base de E que cumple dichas igualdades, entonces existen escalares
A, Qq, ..., tales que

€O =00, .-y €h=0anen, ey+--+eh=Neo+ +en);
luego para todo ¢ € {0,...,n} debenser ; = A y e, = Ae;. 1

Definicién 1.6 Diremos que una base {eg,...,e,} de E es una base normalizada asociada
a un sistema de referencia proyectivo (Fy, ..., P,,U) de P(FE) si satisface las igualdades de la
proposicién 1.5.

1.7 Fijado un sistema de referencia (P, ..., P,,U) en P(F) podemos coordenar el espacio
proyectivo del siguiente modo: dado un punto P € P(FE), escojamos un representante suyo
e € E y escribamos su expresiéon respecto de una base normalizada asociada al sistema de
referencia fijado

e=xpe0+ -+ Tpep;

debido a que dos bases normalizadas asociadas al mismo sistema de referencia difieren en un
factor de proporcionalidad, y a que lo mismo ocurre con dos vectores que representen a P,

resulta que la sucesién de escalares (zg,...,x,) estd determinada por P salvo un factor de
proporcionalidad, y que a su vez P estd determinado por la sucesion (zo, ..., x,).
Definicién 1.8 Con la notacién de 1.7, diremos que la (n + 1)-upla (zo,...,z,) son las coor-
denadas homogéneas (6 proyectivas) del punto P respecto del sistema de referencia proyectivo
(Po,..., Py, U).

Es claro que en coordenadas tenemos Py = (1,0,...,0), P, = (0,1,0,...,0), ..., P, =

0,...,0,1), U = (1,1,...,1).

Proposicién 1.9 Sean E y E espacios vectoriales de dimensién n + 1 y sean (P, ..., Py, U)
v (Po,..., Py, U) sistemas de referencia proyectivos de P(E) y P(E), respectivamente. Existe

una tnica proyectividad ¢ : P(E) — P(E) que satisface

e(Po) =Py, ..., @(Pn)=P,, oU)=U.
Demostracion. Sea {ey,...,e,} una base normalizada asociada a la referencia de P(E), sea
{é0,...,&,} una base normalizada asociada a la referencia de P(E), y considérese el tinico

isomorfismo lineal 7' : £ — E que para todo i cumple T'(e;) = &;. Es claro que la proyectividad
T transforma una referencia en la otra.
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Supongamos ahora que 7" : E — E es otro isomorfismo lineal tal que la proyectividad T”
también transforma una referencia en la otra. Las igualdades

T'P)=P=T(P) (i=0,...,n), T/(U)=U=T{)

implican que existen A, Ag,..., A\, € k* tales que T’( A ei) = AT(Z?ZO ei) y T'(e;) =
/\iT(ei)N para todo ; de lo anterior se sigue que A\; = A para todo ¢ y por lo tanto T = \T;
luego T" =T (véase 1.2.5). 1

Corolario 1.10 Si dos proyectividades ¢, ¢ : P(E) — P(FE) coinciden sobre algiin sistema de
referencia proyectivo de P(E) entonces ¢ = ¢.

Compérense las proposiciones 1.5 y 1.9 con los ejercicios 1.1.12 y 1.2.6 (b).

2 Razon Doble

Definicion 2.1 Se llama razén doble de cuatro puntos distintos y ordenados Py, Pa, Ps, Py de
una recta proyectiva, al escalar
I
(Pr, Po; P, Py) = —,
T2

siendo (1, z2) las coordenadas homogéneas del punto Py respecto del sistema de referencia
(Py, Py, Ps) de la recta.

2.2 Si convenimos en que /0 = oo (a € k*), entonces para definir la razén doble de cuatro
puntos ordenados P, P>, P53, P, de una recta proyectiva IP; sélo es necesario que sean distintos
los tres primeros, en cuyo caso tenemos (compruébese):

(P17P2;P3;P4):OO ¢>>P4:P17
(P17P2;P3aP4):O :>P4:P27
(Pl,PQ;Pg,P4) =1 ~— P,=P;.

Ademss, si Q4 es otro punto de Py distinto de Py, P> y Ps3, entonces Py y Q4 tienen coordenadas
homogéneas proporcionales en el sistema de referencia (P, P, P3) siy s6lo si Py = Q4, es decir,

(P1, Py; P3, Py) = (P1,Py; P3,Q4) <= Py=0Qu.

Como consecuencia de lo dicho se sigue que fijada en P; una referencia proyectiva (Py, Py, U)
tenemos la biyeccion
Py — ke =kU{oo}
P - (POapl;UaP) )
la cual permite coordenar con sélo un parametro la recta Py. Dado P € Py, el escalar

(Po, P1; U, P) se denomina parametro proyectivo de P respecto de la referencia (Py, P1,U).

Nota 2.3 En adelante, siempre que hablemos de la razén doble de cuatro puntos ordenados de
una recta proyectiva estaremos suponiendo que los tres primeros son distintos.
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Ejercicio 2.4 Pruébese que las proyectividades conservan las razones dobles de las cuaternas
de puntos alineados. Veremos seguidamente que esta propiedad caracteriza las biyecciones
entre rectas proyectivas que son proyectividades.

Proposicién 2.5 Una aplicacién biyectiva ¢ : Py — P} entre dos rectas proyectivas es una
proyectividad si y sélo si conserva las razones dobles.

Demostracion. Supongamos que @ conserva las razones dobles y fijemos una referencia proyec-
tiva (Py, P1,U) en P;. Como los puntos ¢(Fp), o(P1),¢(U) son distintos podemos considerar
la tnica proyectividad ¢ : Py — P} que manda la referencia (Py, P;,U) de P; a la referencia
(e(Po), p(P1),p(U)) de P}, y como las proyectividades conservan las razones dobles obtenemos
que para cada punto P € P; tenemos

(¢(P0)a ¢(Pl)»¢(U)7¢(P)) = (P07P1; U, P)
= (p(Po), p(P1); o(U), 0(P)) = (¢(Po), p(P1); 9(U), 0(P))

o lo que es lo mismo ¢(P) = ¢(P); luego ¢ = ¢ y concluimos que ¢ es una proyectividad. |

Ejercicio 2.6 Dados cuatro puntos distintos P, P», P3, Py de una recta proyectiva P; y otros
cuatro puntos distintos P;, P}, P}, P; en otra recta proyectiva P}, pruébese que (Py, P2; P3, Py) =
(Py, P}; P;, Py) siy sélo si existe una proyectividad ¢ : P; — P} (tnica, segtin 1.9) que satisface
o(P) =P/ (i=1,2,3,4).

Proposicion 2.7 Sean Py, P», P3, Py cuatro puntos distintos de una recta proyectiva. Si sus
coordenadas homogéneas respecto de una referencia dada son P; = (x}, 2%, entonces se satisface

1 .3 2 4

AR

Iy I1 Iy Xy
(P1, Py; P3, Py) = ‘

xp x| | @y xg

2 3| 1 4

Ty 23 ry Iy

Demostracion. Si {vg,v1} es una base normalizada asociada a la referencia dada, entonces
existen escalares \ y p tales que para los vectores e; = A(zdvo + ziv1) v e2 = p(xdvo + z3v1)
tenemos eq +e9 = x%vg +a3v1; en efecto, resolviendo el sistema de ecuaciones lineales planteado
llegamos a

3 .2 1 .3
Ty Lo Ty To 1171 .’L‘Q
3 ax? i ¥ siendo A=|"9 79
A= —+——— | b= Ty Iy
A A

Por construccién {ej, ez} es una base normalizada asociada a la referencia (Py, P», P3). Por
otra parte, de la ecuacién xé‘vo + xi‘vl = aej + [Bes obtenemos

Ty pad g ad
vt pa? iz
4= A ’ p= A ’



2. Razén Doble 19

y por lo tanto

4 .2
pl 79"
Ty X1
(P1, Py; P3, Py) = — = T
A Lo Lo
i ozt |
1 7

Corolario 2.8 Con las notaciones de 2.7, si 2} # 0 y 0; = 2} /2 (i =1,2,3,4), entonces

(61 — 03)(02 — 64)
(0 — 03)(61 — 04) .

(P, Py; P3, Py) =

Corolario 2.9 La razon doble es invariante por las permutaciones pertenecientes al grupo
de Klein, V' = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}; es decir, si Pi, Py, P3, Py son cuatro puntos
distintos de una recta proyectiva, entonces:

(Pr, Pa; P3, Py) = (Pa, P1; Py, Ps3)
= (P3, Py; P1, P»)
= (P4, P3; Py, Py) .

2.10 Sean Py, P», P3, P4 cuatro puntos distintos de una recta proyectiva P1. El grupo simétrico
Sy tiene 4! = 24 permutaciones, por lo que hay 24 ordenaciones posibles de los cuatro puntos
de las que obtendriamos 24 razones dobles. Identificando el grupo simétrico Ss con el subgrupo
de las permutaciones de Sy que dejan fijo el elemento 4, es claro que toda permutacién de Sy
se obtiene componiendo una permutaciéon de S3 con una permutacién del grupo de Klein. Por
lo tanto, de 2.9 se sigue que de las 24 razones dobles posibles hay a lo més 6 diferentes (las
correspondientes a permutaciones de S3).

Como ademds S5 estd generado por las trasposiciones (12) y (23), para las que se cumplen

(P, P1; P3, Py) =1/(P1, Py; P3, Py) (P1,P3; Po, Py) =1— (P, P; P3, Py),

obtenemos los siguientes seis valores (no necesariamente distintos):

1
(Pr, Py; P3, Py) = X, (P, P3; Py, Py)=1—X, (P, P1;P3,P) = X

1 1 A
P, Py, P, Py)=1—— P, P, Py, Py) = —— P3P, P, Py) = ——.
(P2, P3; Pr, Py) v (B PPy P = (P, Py P, Py = v

(Obsérvese que 1 —X # 0 y A # 0 porque los cuatro puntos los estamos suponiendo distintos.)

2.11 Una consecuencia de 2.10 es que cada funcién simétrica de esas 6 razones dobles es un
invariante proyectivo de los cuatro puntos P;, P>, P35, Py. Por ejemplo, la suma de los dobles
productos de las 6 razones dobles es la funcion racional

(A2 = A+1)3

SQ(A):G*W7
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y este invariante so clasifica los conjuntos (no ordenados) de 4 puntos distintos de la recta
proyectiva bajo la accién del grupo lineal proyectivo (al igual que, segin 2.6, la razén doble
clasifica las cuaternas ordenadas); es decir, si Q1, Q2, @3, Q4 son cuatro puntos distintos de otra
recta proyectiva P} y (Q1,Q2;Q3,Q4) = i, entonces existen una proyectividad ¢ : P; — P}

tal que @({Pl)P27P37P4}) — {Qla Q25Q37Q4} si y solo si
(A (1)

NA-1)2 2 (p - 1)

Efectivamente: basta tener en cuenta que el polinomio py(z) = (A2 —A+1)3z%(z — 1) = A\2(A —
1)?(2? — x + 1) € k[x] tiene sus seis rafces en k, que son A, 1 — X, 1/A\, 1 — 1/, 1/(1 =)\ y
A/(A = 1), por lo que si py(u) = 0, entonces debe ser u igual a una de dichas raices; si fuera
por ejemplo, =1 — 1/, entonces (Pa, P3; P1, Py) = (Q1, Q2; @3, Q4).

Definicion 2.12 Diremos que cuatro puntos ordenados Py, P>, Ps, Py de una recta proyectiva
forman una cuaterna arménica cuando (P, Py; P3, Py) = —1, en cuyo caso también diremos
que la pareja (P, Py) separa arménicamente a la pareja (Ps, Py), o bien que Py es el conjugado
armonico de Ps respecto de la pareja (Py, P»).

Segun 2.9, (P1, P») separa arménicamente a (Ps, Py) siy sélo si (Ps, Py) separa arménicamente
a (P, Py); por este motivo, cuando (Pi, Py; P3, Py) = —1 se dice que las parejas (P, P2) y
(Ps, Py) se separan arménicamente.

Ejercicio 2.13 Pruébese que cuatro puntos distintos P, P», P53, Py de una recta proyectiva
forman una cuaterna armonica si y sélo si (Py, Py; P3, Py) = (Pa, P1; P3, Py). Por tanto, si P,
es el conjugado arménico de P; respecto de la pareja (Ps, Py), entonces Py es el conjugado
armoénico de P, respecto de la pareja (Ps, Py), por lo que en ese caso se dice que P; y Py son
conjugados armonicos respecto de (Ps3, Py).

Figura 2.2

2.14 (Cuadrivértice completo) Un cuadrivértice completo es la figura plana determinada
por cuatro puntos vértices, de los cuales nunca tres estan alineados, y por las seis rectas lados
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que los unen dos a dos. Pares de lados que se cortan en puntos que no son del cuadrivértice se
llaman opuestos, y los puntos de corte de lados opuestos se denominan puntos diagonales. Los
seis lados se distribuyen en tres pares de lados opuestos, por lo que hay tres puntos diagonales.

Tenemos la siguiente importante propiedad: dos puntos diagonales de un cruadrivértice
completo separan armonicamente a las intersecciones de la recta que los contiene con los lados
del cuadrivértice que pasan por el tercer punto diagonal.

En efecto, si consideramos el cuadrivértice completo A, B,C, D de la figura 2.2, entonces
proyectanto la recta r sobre la recta ro desde A y proyectando ro sobre r desde D obten-
emos (z,y; X,Y) = (x,Z;C,B) y (x,Z;C,B) = (x,y;Y, X), respectivamente; por lo tanto
(z,y; X,Y) = (x,y; Y, X) y seguin el ejercicio 2.13 tenemos (z,y; X,Y) = —1.

2.15 Supongamos que dim E > 3 y fijemos un sistema de referencia proyectivo (Fp, ..., P,,U)
en P(E). Dado i € {0,1,...,n}, el hiperplano Py+---+ P;+---+ P, se dice que es la cara del
simplice de referencia (P, ..., P,) que es opuesta al vértice P;, donde ponemos el simbolo ‘™’

sobre el punto que no aparece; es claro que los puntos de dicha cara son aquellos de P(E) cuya
coordenada i-ésima en la referencia fijada es 0, es decir, que la “ecuacion” de dicho hiperplano
en la referencia fijada es x; = 0 (véase la proxima seccién).

Py

P() UOl

Figura 2.1

Fijemos ahora un par de indices distintos i,j € {0,...,n}. Para cada punto P € P(FE)
denotemos (véase en la figura 2.1 el cason =2,i=0y j=1):

Pj=(Pi+P)N(Po+-+Pi+-+Pj+-+P+P),

Uj=(P,+P) N (Po+-+Pi++Pj+-+P+U).
La recta P; + Pj es la arista del simplice de referencia determinada por los vértices P; y P;.
Proposicién 2.16 (Interpretacién geométrica de las coordenadas homogéneas)
Con la notacién de 2.15, si P = («, . .., ) en la referencia de partida, entonces P;; = (o, o)

en la referencia proyectiva (P;, Pj,Ui;) de la arista P; + P;. Como consecuencia, las coordenas
homogéneas de P se pueden obtener proyectandolo sobre las aristas y calculando razones dobles:

P=\o, A, s A-1,1,0,...,0),

donde 1 es el indice j mas grande tal que P no estd en la cara opuesta al vértice P; (esto es,
a; #0), y para cadai=0,1,...,r — 1 tenemos

)\i = (Pl) PT; UiT7Pi7") .
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Demostracion. Sea {eq,...,e,} una base normalizada asociada a la referencia (P, ..., P,,U).
Si denotamos e = apeg + -+ anen ¥y V = (€0,...,6€i,...,€j,...,€p), entonces P = m(e) y

—~

(V)= FPy+-- -—i—/P\i+---+Pj+- -+ P,. SeaT : E — (e, e;) la proyeccion de E =V @ (e;, e;)
sobre (e;, e;); proyectivizando T' obtenemos la aplicacién (véase 1.2.7):

p:P(E)—7(V) — P((e,e;) =P+ Fj
Q = (@(V)+Q)N(P+ Pj).
P.,

En particular tenemos U;; = ¢(U) y P;j = ¢(P), es decir,

Uy = ¢U)

W(T(%@O) =7(e; +¢€5), (2.1)

k=0

P = o(P) = W(T(;iéakek)) = m(ae; + aje;) . (2.2)

Segun (2.1) tenemos que {e;, e;} es una base normalizada asociada a la referencia (P;, P;, U;;)
de la recta P; + Pj, y de (2.2) se sigue que Pj; = (o, o) en dicha referencia.

3 Ecuaciones Homogéneas

Fijemos en esta seccién un sistema de referencia proyectivo (FPp, ..., Py, U) en P(E).

3.1 Si X es una subvariedad lineal de P(FE), entonces existe un unico subespacio vectorial

V de E tal que X = n(V). Si {eq,...,en} es una base normalizada asociada al sistema de
referencia fijado, y si dim X = m, entonces dimV = m + 1 y por lo tanto unas ecuaciones
implicitas de V' en la base {ey,...,e,} serdn de la forma
aipro + -+ + a1py =0
(3.1)
Gp—m,020 +--- 4+ p—mnTn = 0
Si un punto P € P(FE) tiene coordenadas homogéneas iguales a (zo,...,Z,), entonces es claro
que P € X siy sdlo si las coordenadas (zo, ..., x,) satisfacen las ecuaciones (3.1).

Definicién 3.2 Con la notacién de 3.1, diremos que (3.1) son unas ecuaciones homogéneas de

la subvariedad lineal X en el sistema de referencia proyectivo (P, ..., P,,U).
Por ejemplo, fijado un indice ¢ la proyectivizacién del subespacio vectorial (eg,...,e;j_1,
€it1,---,€n) €s la cara del simplice de referencia opuesta al vértice P;, por lo que la ecuacién

de este hiperplano de P(FE) es z; = 0.

Ejercicio 3.3 Pruébese la propiedad de un cuadrivértice completo A, B, C, D descrita en 2.14,
haciéndose las cdlculos respecto de la referencia proyectiva (A, B,C, D) del plano donde se
encuentra el cuadrivértice.
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3.4 Supongamos ahora que P(F) es otro espacio proyectivo en el que se ha fijado una referencia
(Py,...,P,,U), yque ¢ : P(E) — P(E) es una proyectividad. Sea T': E — E un representante
lineal de ¢ y sea A = (ai;) € My41(k) la matriz de T' respecto de ciertas bases normalizadas
asociadas a las referencias (Py, ..., P,,U) y (Po,...,P,,U). Dado un punto P € P(E) cuyas
coordenas homogéneas en la referencia de P(E) son (zo, ..., y), las coordenadas homogéneas

de ¢p(P) = T(P) en la referencia de P(E) son la (n+1)-upla (yo, . . . , y») dada por las ecuaciones

Yo = Qpoxo + ao1T1 + -+ GopTn
Y1 = a10To + a11x1 + -+ A1y

) (3.2)
Yn = Qppxo + anix1 + -+ Aupy

Definicién 3.5 Con la notacién de 3.4, diremos que (3.2) son las ecuaciones homogéneas de
la proyectividad ¢ en los sistemas de referencia proyectivos (Py, ..., P,,U) y (Py,..., Py, U).
Nétese que la matriz A que determina las ecuaciones (3.2) estd determinada salvo un factor de
proporcionalidad.

Para simplificar, cuando sean E = E y (Fy,..., Py, U) = (Py, ..., P,,U) diremos que (3.2)
son las ecuaciones homogéneas de la proyectividad ¢ en la referencia (P, ..., P,,U).

Observacion 3.6 Dados P = (z¢,...,7,) € P(E) y P = (Zo,...,7n) € P(E), en la afir-
macién “T(P) = P si y sélo si las coordenadas obtenidas de las ecuaciones (3.2) a partir de
(zo,...,Ty) son IGUALES a (Zo,...,Z,)", debe tenerse en cuenta que por tratarse de coorde-
nadas homogéneas la palabra IGUALES significa PROPORCIONALES.

Ejemplos 3.7 Dado un sistema de referencia (P;,..., P}, U*) en P(E¥), diremos que las
referencias (P, ..., Py, U) y (P,..., PF,U") son duales una de la otra si existen bases nor-
malizadas asociadas a ellas que son duales una de la otra.

Supongamos que (P, ..., P, U) y (Pf,..., PF,U*) son referencias de P(E) y P(E™), re-
spectivamente, que son duales una de la otra. Dado un punto P de P(E), su subvariedad
incidente P° es un hiperplano del espacio proyectivo dual P(E*), y podemos preguntarnos: si

(oo, a1, ..., ay) son las coordenadas homogéneas de P (en la referencia de P(E)), como serdn
las ecuaciones homogéneas del hiperplano P° (en la referencia de P(E*))?
Sea {eg,...,en} una base normalizada asociada a la referencia de P(E) y sea {wo,...,wn}

su base dual, de modo que esta ultima es una base normalizada asociada a la referencia de
P(E*); si w = yowo + *++ + Ynwn ¥y € = qpep + -+ + apey, entonces w € (e)° si y sélo si
w(e) = apyo + - -+ + apyn = 0, es decir, la ecuacién implicita del hiperplano vectorial (e)° de
E* en la base {wp, . ..,wn} es

aoyo + -+ apy, =0,

que es también la ecuacién homogénea del hiperplano P° = 7({e)°) en la referencia de P(E™).
Reciprocamente, si X es un hiperplano de P(E) cuya ecuacién homogénea es agzg + - - - +

anty = 0, entonces las coordenadas homogéneas del punto X° de P(E*) son (ag, ..., an).
Todo lo dicho puede generalizarse facilmente a otras dimensiones. Por ejemplo, si r es una

recta de P(E) que pasa por dos puntos distintos P = («ag,...,an) y @ = (Bo,--.,0n) (es decir,
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r = P+ Q), entonces r° = P°NQ° y por lo tanto las ecuaciones homogéneas de la subvariedad
lineal r° de P(E™) son

QYo + -+ apyn = 0

Boyo+ -+ Buyn = 0 [

4 Homografias

Siempre que trabajemos con homografias supondremos que la caracteristica del cuerpo base es
distinta de 2.

Definicién 4.1 Fijemos una referencia (Py, Pi,U) en una recta proyectiva Py. Sea 7: Py — Py
una homografia y sean

Yo = axg+ bry
y1 = cxo+dry

las ecuaciones homogéneas de 7 respecto de (P, P1,U). Si dado P € P; denotamos 6 =
(Py, P1;U,P) y 0 = (P, Pr;U,7(P)) (0,0 € koo, véase 2.2), entonces de las ecuaciones de 7
obtenemos

af +b

/
0= (4.1)

Noétese que la anterior ecuacién estd totalmente determinada por 7 y por (Fy, P1,U), pues la

Z) salvo un factor de proporcionalidad.

Diremos que (4.1) es la ecuacién de la homografia T en el sistema de referencia proyectivo
(Py, P1,U) (cuando 6 = oo se obtiene 6/ = a/c, ya que § = oo si y sélo si 1 = 0).

, . . . (a
homografia y la referencia determinan la matriz (c

Ejercicio 4.2 Con la notacién de la anterior definicién: (a) pruébese que la ecuacién de 7 es
0’ = 0 siy sblo si 7 es la identidad; (b) qué condiciones deben satisfacer los escalares a, b, ¢, d
para que una expresién como la (4.1) sea la ecuacién de una homografia?

Definiciones 4.3 Sea 7 una homografia distinta de la identidad de una recta proyectiva, en
cuyo caso sabemos que 7 tiene a lo sumo dos puntos fijos. Diremos que 7 es eliptica si no tiene
puntos fijos, que es parabdlica si tiene un tnico punto fijo, y que es hiperbdlica si tiene dos
puntos fijos distintos.

Si la ecuacién de 7 en una referencia proyectiva es 8’ = (af + b)/(cf + d), entonces los
puntos dobles de 7 son aquellos para los que se satisface 6/ = 6, es decir, los que vienen
dados por las rafces del polinomio de segundo grado cx? + (d — a)x — b € k[z] (nétese que
este polinomio no es nulo porque 7 no es la identidad); por tanto 7 es eliptica, parabdlica o
hiperbdlica segin dicho polinomio tenga ninguna, una é dos raices en k, respectivamente. Este
hecho es conveniente interpretarlo del siguiente modo: 7 tiene siempre dos puntos fijos, ya que,
o el polinomio tiene dos raices distintas en k& y por lo tanto 7 tiene dos puntos fijos distintos
en P; (caso hiperbdlico), o el polinomio tiene una raiz de multiplicidad 2 en k& y por lo tanto 7
tiene un punto fijo doble en P; (caso parabélico), o el polinomio tiene dos raices distintas en k
(= cierre algebraico de k) y no en k, y por lo tanto 7 tiene dos puntos fijos distintos en Py (=
recta proyectiva sobre k) y no en P; (caso eliptico).
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Lema 4.4 (Ecuaciones reducidas de las homografias) Para una homografia 7 de una
recta proyectiva tenemos:

(i) SiT es hiperbdlica, entonces en alguna referencia su ecuacion es ¢ = af (a #0,1).
(ii) SiT es parabdlica, entonces en alguna referencia su ecuacién es 8/ =60 +b (b # 0).

(iii) Si T es hiperbdlica e involutiva, entonces en alguna referencia su ecuacién es §' = —0, y
en alguna otra referencia su ecuacion es ' = 1/6.

(iv) SiT es eliptica e involutiva, entonces en alguna referencia su ecuacién es 8 = b/ (b sin
raices cuadradas en el cuerpo).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que 7 es hiperbdlica y sea (Py, P1, U) una referencia
proyectiva tal que Py y Pj son los puntos fijos de 7. Si {eq, €1} es una base normalizada asociada
a dicha referenciay T : F — E es un representante lineal de 7, entonces existen A, u € k* tales
que T'(eg) = Aeg y T'(e1) = per; como ademas 7(U) # U debe ser A # p, por lo que la ecuacién
de 7 en la referencia fijada es 8/ = af con a = \/u # 0,1. Si 7 es ademds una involucién
entonces A + p = traT = 0 (véase el problema 1.4.4), es decir, a = —1 y tenemos la primera
parte de (iii).

Sea ahora 7 parabdlica y consideremos una referencia proyectiva (Py, Py, U) con Py el tinico
punto fijo de 7. Si {ep,e1} es una base normalizada asociada a dicha referenciay T': E — F
es un representante lineal de 7, entonces existen a,b,c € k* tales que T'(eg) = aeg y T(e1) =
beg + ce1. Cambiando si es necesario 1' por otro isomorfismo proporcional podemos suponer

8 ?) Como T no puede
tener dos valores propios distintos debe ser a = 1, por lo que la ecuacion de 7 en la referencia
fijada es @ =60 + b con b # 0.

Para la segunda parte de (iii), si 7 es una involucién hiperbdlica y (Py, P;,U) es una refer-
encia tal que Py y P; estéan en involucién y U es fijo, entonces es facil ver que la ecuacién de 7
en esa referencia es 8 = 1/6.

La demostracién de la parte (iv) se deja como ejercicio.

que ¢ = 1 y por tanto que la matriz de T" en la base considerada es (

Ejercicio 4.5 Para una homografia 7 tenemos: (a) si 7 no es involucién entonces 7 y 72 son
del mismo tipo; (b) si 7 es parabdlica entonces no es involucién; (c) si 7 es parabdlica entonces
72 también es parabolica.

Lema 4.6 Dadas dos involuciones distintas (y distintas de la identidad) sobre una recta proyec-
tiva real, una de las cuales es eliptica, existe una tinica pareja de puntos que estan en involucion
para ambas.

Demostracion. Sean o # 7 dos involuciones distintas de la identidad de una recta proyectiva
real P, con o eliptica. Tenemos que probar que existen exactamente dos puntos P en P tal
que o(P) = 7(P), es decir, que la homografia composicién o7 es hiperbdlica. Segun el lema
4.4 tenemos que existe una referencia proyectiva en Py respecto de la cual las ecuaciones de o
y 7 vienen dadas por las matrices

0 —a con a >0 @ b
1 0 y c —a |’
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respectivamente, de modo que la ecuacién de o7 en la misma referencia es la definida por la

matriz
0 —« a b\ [ —ac aa
1 0 c —a | a b )’

Concluimos que o7 tiene dos puntos fijos distintos porque el polinomio z2 + (b + ac)z — aa
tiene dos raices distintas reales, como se comprueba facilmente. |

5 Problemas

5.1 La figura dual de un cuadrivértice completo se denomina cuadrilatero completo. Digase
de qué subvariedades lineales estd compuesta dicha figura. Enunciese la propiedad dual de la
dada en 2.14 (utilizdndose el problema 1.4.10 para su justificacién).

5.2 Construccion del conjugado armoénico: Dados tres puntos distintos y alineados
A, B,C de un plano proyectivo, el conjugado arménico de C' respecto del par (A, B) puede
construirse del siguiente modo: Si elegimos un punto G exterior a la recta A+ B y un punto F
de la recta C' + G que no sea C' ni G, entonces el punto de corte de la recta A+ B con la recta
que pasa por los puntos (A+ F)N(B+G) y (A+G)N (B + F) no depende de los puntos F’
y G elegidos y es el conjugado arménico de C' respecto del par (A, B).

5.3 Dados tres puntos distintos P;, P, P3 de una recta proyectiva PPy, el cdlculo del conjugado
arménico de P3 respecto de (Pp, P;) se reduce a encontrar el punto P € Py solucién de la
ecuacién (P, Py; Ps, P) = —1; dicha solucién serd siempre distinta de los puntos P, y P> (ya
que —1 # 0o y —1 # 0), pero puede ocurrir que la solucién sea P = P3. Cudl es la condicién
necesaria y suficiente para que esto ocurra?

5.4 Teorema de Fano: Dado un cuadrivértice completo en un plano proyectivo, sus puntos
diagonales estan alineados si y sélo si la caracteristica del cuerpo base es igual a 2.

5.5 En un espacio proyectivo P,, de dimensién n > 2, sea X una subvariedad lineal de
dimensién n — 2 y considérese la radiacién P, /X de base X, que en este caso es una recta
proyectiva que se denomina haz de hiperplanos que pasan por X (véase 1.1.14). En particular
tiene sentido hablar de la razon doble de cuatro hiperplanos distintos que pasen por X.

Sean Hi, Ho, Hs, Hy cuatro hiperplanos distintos de IP,, que son incidentes con X (esto es,
cuatro puntos distintos de P,/ X ). Si r es una recta de P,, que no corta a X, entonces r corta
a cada hiperplano H; en un tnico punto P;, de modo que Py, P, P35, P, son cuatro puntos
distintos de r y tenemos (Hy, Ho; Hs, Hy) = (P1, Pa; P3, Py).

5.6  En un plano proyectivo, sean a, b, ¢ tres rectas distintas que son incidentes con un punto
P. Construyase gréaficamente el conjugado armoénico de ¢ respecto del par (a,b) de las dos
formas siguientes:

(a) teniendo en cuenta los problemas 5.2 y 5.5;

(b) haciendo la construccién dual de la descrita en 5.2.
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5.7 En el problema 1.4.8 se pedia demostrar el teorema del eje transversal haciendo uso del
teorema de Pappus. Hagase una demostracién del teorema del eje transversal que no utilice el
teorema de Pappus, y dedizcase el teorema de Pappus del teorema del eje transversal.

5.8 Con la notacién de la proposicién 2.16, si Q;; es el conjugado armoénico de U;; respecto del
par (P, P;), entonces el conjunto de puntos {Q;; : 0 < i,j < n} estd dentro de un hiperplano.

5.9 Sea (Py,...,P,,U) un sistema de referencia de P(E) y sea (P, ..., P¥,U*) un sistema
de referencia de P(E™). Con la misma notacién de 2.16, la condicién necesaria y suficiente

para que las referencias (Py, ..., P, U) y (Pf,..., PF,U*) sean duales es que para todo par
de indices distintos i,j € {0,...,n} se satisfagan:
(a) el hiperplano (P;)° es la cara opuesta al vértice P; del simplice (P, ..., P,);

el hiperplano y la recta P; + P; se cortan en el conjugado armoénico de Uy,
b) el hiperplano (U*)° y 1 P + P, I conjugad Snico de U,
respecto del par (F;, Pj).

5.10 Si P, P, P;3, Py, Ps son cinco puntos distintos de una recta proyectiva, entonces
(Pr, Po; P3, Py) - (P1, Po; Py, Ps) = (Pr, Pa; P3, Ps).

5.11  Sea {eg,e1} una base de un espacio vectorial E y sean Py = m(ep), P1 = 7w(e1) y
U = m(ep—eq). Calcilense las ecuaciones en el sistema de referencia (P, P1, U) de la homografia
7 de P(E) que satisface 7(Py) = w(eg +e1), 7(P1) = m(eg —2e1) y 7(U) = w(2ep + e1).

5.12 Sea 7 :P; — Py una homografia hiperbdlica cuyos puntos dobles son A y B. La razén
doble (4, B; P,7(P)) no depende del punto P € P; —{A, B}. Dicha razén doble (univocamente
determinada salvo el paso al inverso) se denomina mdédulo de la homografia. Concliyase que 7
es involutiva si y sélo si su médulo es —1.

5.13 Dada una homograffa hiperbdlica 7, si su ecuacién es § = (af + b)/(c + d) y su
médulo es ), entonces A y 1/) son las raices del polinomio (ad — be)(x + 1)? — (a + b)2x
(es decir, si T es un representante lineal de 7, entonces A y 1/\ son las raices del polinomio
(det T)(x + 1)% — (trazaT)?z).

5.14 Dado un par de puntos distintos de una recta proyectiva, existe una tnica involucién
de dicha recta que los tiene como puntos dobles. Dicha involucién manda cada punto (distinto
de los del par dado) a su conjugado arménico respecto de dicho par.

5.15  Si se cortan los tres pares de lados opuestos de un cuadrivértice completo con una recta
arbitraria (distinta a los lados del cuadrivértice), entonces se obtienen tres pares de puntos que
estan en involucién.

5.16  Sea T un representante lineal de una homografia 7 y denotemos

(traza T)?
(1) = ——-+—
(7) det T’

a 7) no depende del representante I’ elegido (y se denomina invariante de 7).
1 d de del T elegid d ina i i d

(b) I(r) =0siy sblosiT es involutiva.

C 1 7 es hiperbdlica y de modulo m, entonces se satistace [(7) =2+ m + 1/m.
Si hiperbdli d S5dul isface 1 2 1
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5.17  Si 7 es una homografia ( # identidad) de una recta proyectiva compleja, entonces:
(a) 7 no puede ser eliptica;
(b) 7 es parabdlica si y sélo si I(1) = 4;
(c) si T es una involucién, entonces es hiperbélica (o sea, sobre una recta proyectiva com-
pleja no hay més involuciones que las descritas en el problema 5.14).

5.18 Sean r y 7’ dos rectas distintas de un plano proyectivo real. Dadas involuciones o y
o’ sobre r y r’, respectivamente, determinense las condiciones necesarias y suficientes para que
exista alguna perspectividad 7 : r — 7’ tal que 7o = o’7. En tal caso, calctilese el niimero de
tales perspectividades.

5.19 Dada una proyectividad ¢ : P, — P/, cualquiera y dados dos puntos P € P,,, P’ € P/ ,
se dice que (P, P') es una pareja de puntos homdlogos para ¢ si p(P) = P'.

Si el cuerpo base es algebraicamente cerrado, dos homografias distintas de una recta proyec-
tiva tienen “en general” dos pares de puntos homdlogos comunes.

5.20 Dadas dos homografias no elipticas sobre una recta proyectiva, la condicién necesaria
y suficiente para que conmuten es que tengan los mismos puntos dobles, o que sean dos involu-
ciones cuyos pares de puntos dobles se separan armdnicamente.

5.21 Determinese la homografia que transforma (1,1) en (1,—1), (2,1) en (1,1), y (1,2) en
(0,2). Héllense también los puntos dobles de la homografia involutiva que transforma (1,1) en
(174)7 y (1)_1) en (176)

5.22 Discutase, segtun el valor del pardmetro a, el nimero de puntos dobles de las siguiente
homografias reales: 00" + (a —4)0 + (a +4)0" +9 = 0.

5.23 Dados cinco puntos distintos A, B, C, P, de una recta proyectiva, calcilese la razén
doble (A, @; C, P) sabiendo que (A4, P; B,C) = (A, B;Q,C) = —1.

5.24  Calcilese el conjugado armoénico de (0,1) respecto de (1,1) y (1,2), y también la razén
doble de los puntos (a,1), (1,b), (0,1), (1,0).

5.25 Determinense los pares de puntos homologos comunes a las homografias:

_40+6 , 4042

0 =—— =
30+2° 0+2°

5.26  Hallense las ecuaciones reducidas de las siguientes homografias:
300 —0+50' —2=0, 000 —20+1=0, 400’ +130 -0’ +9=0, 00’ —0—-0'"+2=0.

5.27  Calcuilense las autoproyectividades de un plano proyectivo que transforman el punto
(1,1,0) en el punto (0,1,1) y dejan invariantes todos los puntos de la recta x +y + z = 0.

5.28 En un plano proyectivo, calcilense la razones doble de los cuatro puntos alineados
(1,1,1), (0,1,2), (—1,0,1), (1,2, 3), y de las cuatro rectas concurrentes x+y = 0, 2c+y+2z = 0,
z+2=0,y—2=0.
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5.29  En un espacio proyectivo de dimensién 3, determinese el conjugado armoénico del plano
3x + 3y — 4z + 2t = 0 respecto del par de planos 3z — 3y + 2 —5t =0, bx + 3y — 52+t =0.

5.30 Determinense los elementos invariantes por las siguientes autoproyectvidades de un
plano proyectivo real en el que se ha fijado una referencia proyectiva:

¥ = 3r-—2z ¥ = z+2 ¥ = x+2y
y = 3y : y = 2z+y o, y =y
7 = -y 7 = =2z Z = z

5.31 La condicién necesaria y suficiente para que una autoproyectividad sea una homologia
no especial es que en alguna referencia sus ecuaciones sean

Ty =mxg, Th=31, ..., T, =12, (m#0,1),

en cuyo caso el escalar m es un invariante que se denomina mddulo de la homologia. Conc-
retamente, si H y Py son, respectivamente, el eje y el vértice de una homologia no especial
p : P, — P,, entonces para todo P € P,, no fijo por ¢ tenemos

(Fo, Qo; P, p(P)) = m,

donde Qo = (Po+ P)N H.

5.32 Una homologia no especial es una involucion si y sélo si su médulo es —1, en cuyo caso
se denomina homologia armonica.

Toda autoproyectividad involutiva (distintas de la identidad) de un plano proyectivo es una
homologia arménica.

5.33 Dos familias de puntos Py PoPs ... P, y Q1Q2Q3 ... Q) de un espacio proyectivo (con
P; # Q;) se dice que “son perspectivas” si todas las rectas P; + Q; concurren en un punto.
En un plano proyectivo en el que se ha fijado una referencia, el tridngulo de vértices (1, p,p’),
(¢',1,q), (r,r",1) es perspectivo con el simplice de referencia si y sélo si pgr = p'q'r’.
5.34 Dados dos triangulos de un plano proyectivo, la condiciéon necesaria y suficiente para
que sean perspectivos es que exista una homologia no especial del plano que transforme uno
en el otro, en cuyo caso, el eje y el vértice de la homologia coinciden con el eje y el vértice de
perspectividad de los tridngulos.

5.35 Diremos que una autoproyectividad de un espacio proyectivo de dimensién tres es
biaxial si tiene dos rectas de puntos dobles que se cruzan, que reciben el nombre de ejes de la
proyectividad.

Dada una proyectividad biaxial 7 de ejes 1 y 79, si P es un punto que esté fuera de r1 y de
r9, entonces la recta P + 7(P) corta al eje r; en un punto Q; (i = 1,2); ademds, la razén doble
(Q1,Q2; P,7(P)) no depende del punto P. Dicha razén doble (univocamente determinada salvo
el paso al inverso) se denomina mdédulo de la proyectividad biaxial.

5.36  Hallense las ecuaciones de la proyectividad biaxial de médulo 2 cuyos ejes son las rectas
m=z=0,y—2=0, rn=t=0, y+2=0.
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5.37 Determinese para qué valores del parametro a las siguientes ecuaciones definen una
proyectividad:

¥ = ar+y—z+t
Yy = z4+ay—z+t
Z = x—y+taz+t
t = x—y+z+at

Pruébese que son las ecuaciones de una proyectividad biaxial cuyos ejes no dependen de a.
Calculense las ecuaciones de dichos ejes, y el mddulo de estas proyectividades biaxiales.

5.38 Si dos proyectividades biaxiales tienen un eje comtn r y sus otros dos ejes s; y s2 son
concurrentes, entonces su producto es, en general, otra proyectividad biaxial cuyos ejes son r
y una de las rectas del haz definido por s; y s3.
Hallese la condicién necesaria y suficiente para que deje de ser cierto el resultado anterior.
Cuando ambas proyectividades biaxiales son involutivas, el producto es una homologia
especial cuyo plano de puntos dobles es el determinado por r y el punto s; N sy, y cuyo vértice
es el corte de r con el plano s; + ss.

5.39 Teorema de Mebius: Si los cuatro vértices de un tetraedro yacen en las cuatro caras
correspondientes de otro, mientras tres vértices del segundo yacen en las tres caras correspon-
dientes del primero, entonces el vértice restante incide con la cara restante.

5.40 Teoremas de Cox: Dados cuatro planos my, me, 3, T4 que pasan por un punto P en
posicién general, sea P;; un punto de la interseccién m; N ;, y sea m;j;, el plano P;j + P, + Pjy.
Se satisface que los planos mos4, T134, T124, T123 concurren en un punto, que denotaremos Pjo34.

Dados cinco planos 7y, e, T3, T4, 5 que pasan por un punto P en posiciéon general, se sat-
isface que los cinco puntos Pasys, Pi3as, Pioas, Ploss, Pi234 yacen en un plano, que denotaremos
T12345-

Dados seis planos 71, 7o, w3, 74, 75, Tg que pasan por un punto P en posicién general, los
seis planos w3456, - - - , T12345 Pasan por un punto Pjassss. Etc.



