Capitulo III

El Espacio Afin

Como en los capitulos anteriores todos los cuerpos seran conmutativos. Lo mismo ocurrird (y
ya no insistiremos més en ello) en todos los capitulos siguientes. Si en algin momento aparecen
cuerpos no conmutativos se advertira expresamente.

1 Espacio Afin y Subvariedades Afines

Dado un conjunto X, sea Biy(X) el conjunto de todas las aplicaciones biyectivas de X en si
mismo. Recordemos que Biy(X) con la operacién composicién es un grupo, y que dar una
operacion de un grupo G en el conjunto X es dar un morfismo de grupos G — Biy(X), en cuyo
caso se dice que G opera sobre X.

Definicion 1.1 Un espacio afin de dimensiéon n sobre un cuerpo k, es un conjunto donde opera
de modo fiel y transitivo el grupo aditivo de un k-espacio vectorial de dimensién n .

1.2 Expliquemos los términos empleados en la definicién 1.1. Un espacio afin de dimensién n
es una terna (A,,V,t), donde A,, es un conjunto, V' es un espacio vectorial de dimensién n y t
es una operacién de V' (considerado como grupo con su suma) en el conjunto A,

t: V. — Biy(A,)
vo— oty

Dado v € V, t, se denomina traslacion por el vector v (6 de direccién v), y dado P € A,
denotaremos t,(P) = P + v. Por definicién de “operacién de un grupo sobre un conjunto”
tenemos ty, 1, = ty,°tyy, t—y = (t,) 7! v to = identidad de A,, (v,v1,v2 € V). Que la operacién
t sea fiel significa que es un morfismo de grupos inyectivo, y que la operacién t sea transitiva
significa que, dados P, Q € A, existe v € V tal que t,(P) = Q.

Fijado un vector v € V| si existe P € A,, tal que t,(P) = P, entonces t,(Q) = Q para todo
Q € A,, (compruébese), y por lo tanto v = 0 porque la operacién es fiel. Como consecuencia se
obtiene la siguiente unicidad: dados P, @ € A, existe un unico v € V tal que t,(P) = Q. En
definitiva, con la notacién que hemos fijado, el que la operacion sea fiel y transitiva se traduce
en la siguiente propiedad:

dados P, @ € A,, existe un tnico vector v € V tal que P+ v = Q.
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Ejemplos 1.3 (a) El ejemplo més evidente de espacio afin es el de un espacio vectorial
operando sobre si mismo: cada espacio vectorial V' opera sobre si mismo de modo fiel y transitivo
mediante las traslaciones

t:V = Biy(V)
vt , t,(v) =0 +v.

(b) Sea E un espacio vectorial y sea V' un subespacio vectorial suyo. Tomemos un vector
e € E y consideremos el conjunto e+ V = {e+v : v € V} (véase la figura 1.1);

e+ V
v

Figura 1.1

e + V es un espacio afin, donde el espacio vectorial que opera es V:

t: V. — Biy(e+V)
vt : ty(e +v) = (e+ ) +v.

Definicién 1.4 Dado un espacio afin (A,,V,t), sean X un subconjunto no vacio de A,, y V'
un subespacio vectorial de V. Diremos que X es una subvariedad afin de direccién V' si la
restriccién de la operacién t a V' define una operacion fiel y transitiva de V' sobre X.

Es decir, para que X sea una subvariedad afin de direccién V', en primer lugar debe
satisfacerse t,/(X) = X para todo v' € V', de modo que esté bien definida la operacién

t: V' — Biy(X)
vty :

en segundo lugar dicha operacién debe ser transitiva. O sea, deben satisfacerse:

(a) veV', PeX = P4+veX;
(b) PQe X = existeve V' talque Q=P +v.

El cumplimiento de las dos condiciones anteriores es suficiente para asegurar que la restriccién
de la operacién t a V' define una operacion de V' sobre X es que es transitiva, y dicha operacién
es fiel porque la operacién de V sobre A, es fiel (compruébese; para ello téngase en cuenta que
el conjunto X es no vacio). Es claro que si X es una subvariedad afin de direccién V' del
espacio afin (A,,V,t), entonces (X, V', t) es a su vez un espacio afin.

Convenimos en que el vacio es también una subvariedad afin de A,,.
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1.5 Sea X una subvariedad afin no vacia de un espacio afin (A,,V,t) y sea V' su direccion.
Si dado P € A,, denotamos P+ V' = {P + v : v/ € V'}, es sencillo comprobar que para
cualquier Py € X se satisface X = Py + V’. Ademds, todo subconjunto de A,, de esa forma es
subvariedad afin no vacia de (A,,V,t): dado @ € A,, y dado un subespacio vectorial V" de V,
el conjunto Q + V" es una subvariedad afin de direcciéon V" a la que pertenece Q = Q + 0.

Segun lo anterior es facil probar que el conjunto de todas las subvariedades afines de A,,,
dotado del orden que define la inclusién, es un reticulo con primer y ultimo elemento (véase
[.1.4): el primer elemento es (), el iltimo elemento es A,,, y dadas subvariedades afines no vacias
X1y Xo de A, de direcciones respectivas V; y Vo tenemos: por una parte, dados P, € X7 y
P, € X5, el supremo de X; y X3 es la subvariedad afin P; + ({(vg) + V1 + V3), donde vg € V' es
el inico vector que satisface P, = P; + vg; por otra parte, 6 X1 N Xo = (), 6 existe Py € A, tal
que X1 =Py+ V1 y Xo =P+ Vs, en cuyo caso X1 N Xy = Py + (V1 NVa).

Definiciones 1.6 Diremos que dos subvariedades afines de un mismo espacio afin son paralelas
si sus direcciones son incidentes.

Se define la dimension de una subvariedad afin como la dimensién de su direccién. Con-
venimos en que la dimensién de la subvariedad §) es igual a —1.

En un espacio afin de dimensién n, llamaremos puntos a las subvariedades afines de di-
mension 0, rectas a las de dimension 1, planos a las de dimensién 2, e hiperplanos a las de
dimensién n — 1. Obsérvese que los puntos de un espacio afin (A, V,t) son justamente los
elementos del conjunto A, pues para todo P € A, se satisface P = P 4 0.

Ejercicio 1.7 Pruébense las siguientes relaciones de incidencia en el espacio afin:

(a) Dada una recta y dado un punto exterior a ella, existe una unica recta que pasa por
el punto dado y es paralela a la recta dada.

(b) La condicién necesaria y suficiente para que una recta y un hiperplano sean paralelos,
es que no se corten 6 sean incidentes.

(c) Si dos subvariedades afines paralelas tienen algtin punto en comun, entonces son inci-
dentes. En particular, si las subvariedades tienen igual dimensién y son paralelas, entonces son
coincidentes si y sdlo si tienen algin punto en comun.

Nota 1.8 En adelante, para referirnos a un espacio afin de dimensién n escribiremos abreviada-
mente “Sea A, un espacio afin ... ”, entendiendo implicitamente que hay un espacio vectorial
V de dimension n que opera de modo fiel y transitivo sobre A,; nos referiremos a V' como “el
espacio vectorial asociado” al espacio afin A,,.

2 Afinidades: Dilataciones y Traslaciones

. . / . . .
Consideremos dos espacios afines A, y A} |y sean V' y V' sus respectivos espacios vectoriales
asociados.

Definicién 2.1 Una aplicacién h : A,, — A/ se dice que es una aplicacién afin, si existe una
aplicacién lineal h : V — V' cumpliendo:

MP+v)=h(P)+h(v), VPeA, YveV.
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La aplicacién lineal h es tnica (compruébese), y se denomina aplicacion lineal asociada a la
aplicacién afin h.

Ejemplos 2.2 (a) Dado v € V la traslacién t, es una aplicacién afin cuya aplicacién lineal
asociada €, es el endomorfismo identidad de V : dados P € A,, y v/ € V tenemos

t,(P+v)=(P+v)+v=P+ @ +v)=(P+v)+v =t,(P)+7 .

La traslacién t, es la aplicacién identidad de A, si y sélo si v = 0.
(b) Fijemos ahora un punto C' € A,, y un escalar no nulo . La aplicacién

hc’)\:An — An
P=C+v hq)\(P):C—F/\U

se denomina homotecia de centro C' y razén A, y es facil probar que es una aplicacién afin cuya
aplicacién lineal asociada es la homotecia de razén A de V; h¢ ) es la aplicacién identidad de
A, siysoélosi A =1.

(¢) Si X es una subvariedad afin de A,, cuya direccién es el subespacio vectorial F' de V,
entonces la inclusién natural X < A, es una aplicacién afin cuya aplicacién lineal asociada es
la inclusiéon F — V.

(d) Si E y E' son espacios vectoriales y T : E — FE’ es una aplicacién lineal, entonces,
considerando E y E’ con sus estructuras naturales de espacio afin (las que se obtienen cuando
operan sobre sf mismo, véase 1.3(a)), T es una aplicacién afin tal que T'=T.

Proposicién 2.3 Dados P € A,, P’ € Al y una aplicacién lineal T : V — V', existe una
tinica aplicacién afin ¢ : A, — A/  tal que p(P) = P' y § = T. Como consecuencia, una
aplicacion afin esta determinada por la imagen de un punto y por su aplicacion lineal asociada.

Demostracion. Dado un punto ) € A, existird un tnico vector v € V tal que Q = P + v,
asi que el punto ¢(Q) € A/, definido por la igualdad ¢(Q) = P’ + T'(v) estd univocamente
determinado por Q; de este modo hemos definido una aplicacién ¢ : A, — A/ . Veamos que ¢
es afin y que ¢ = T'; dado un vector v' € V' tenemos

P(Q+v") =p((P+v)+v)=@(P+ (v+)) =P +T(v+)
=P +T(v)+T)=9@Q) +T).

La unicidad de ¢ es clara. |1

Lema 2.4 Una aplicacién afin es inyectiva (respectivamente: epiyectiva, biyectiva) si y sélo si
su aplicacion lineal asociada es inyectiva (respectivamente: epiyectiva, biyectiva).

Demostracidn. Fijados puntos Py € A, y Pj € A}, de la definicién de espacio afin se sigue que
las aplicaciones

Vo= A, vV = Al

v = P+ v’ vV Py+

identifican los espacios afines A, y Al con sus respectivos espacios vectoriales asociados V' y
V', y la proposicién 2.3 nos dice que mediante dichas identificaciones las aplicaciones afines de
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A, en A! que transforman Py en P} se corresponden con las aplicaciones lineales de V en V'.
Para una aplicacién afin f : A, — A} | poniendo P} = f(F), lo anterior significa que f es la
tinica aplicacién de V' en V’ que hace conmutativo el cuadrado

—

v L

| |
f /
A, —— A .
Por lo tanto es claro que f es inyectiva (epiyectiva) si y sélo si f es inyectiva (epiyectiva). NI

Lema 2.5 Si f : A, - Al 'y g : Al — A} son aplicaciones afines, entonces gf es una
aplicacion afin tal que gf = gf

Demostracion. Ejercicio. |
Lema 2.6 Una aplicacion afin transforma subvariedades afines en subvariedades afines.

Demostracién. Dada una aplicacién afin ¢ : A,, — A/ | si X = P + F es una subvariedad de
A, de direccion F', entonces

p(X) = o(P + F) = o(P) + 4(F),
es decir, p(X) es una subvariedad afin de A/, de direccién G(F). 1

Ejemplos 2.7 (a) Una aplicacién afin f : A, — A, se dice que es una proyeccion si es
idempotente, es decir, si satisface f2 = f. Nétese que si f es una proyeccién de A,, entonces f
tiene puntos fijos: es facil comprobar que el conjunto de puntos fijos de f es Im f, que es una
subvariedad afin de A,,. Ademés f 2 f y por lo tanto el polinomio anulador del endomorfismo
f divide al polinomio z? — z, por | lo que dicho pohnomlo anulador es z, x — 1 6 22 — z.

Si el polinomio anulador de f es = entonces f =0y por lo tanto f es una aplicacién
constante, y si el polinomio anulador de f es x — 1 entonces f = I (= endomorfismo identidad
de V) y por lo tanto f es la aplicacién identidad de A,,.

Supongamos que el pohnomlo anulador de f es z(x — 1), en cuyo caso debe ser V = V1 b Vs
con Vi = Ker f y Vo = Ker( f 1 ) subespacios vectoriales no nulos de V. Obsérvese que f =0
sobre V1 y que Ker(f I = Imf = V4, de modo que f = I sobre V5. Con todo lo anterior es
facil ver que f es la proyeccion sobre la subvariedad afin Im f en la direccion de Vi, es decir,
dado P € A, si P+ Vj es la subvariedad que pasa P y cuya direccion es V7, entonces

f(P)=(P+Vi)NnImf

(nétese que dado Py € Im f tenemos Im f = Py + V3).

(b) Una aplicacién afin f : A, — A,, se dice que es una simetria si es una involucién, es
decir, si f? es la aplicacién identidad de A,,. Si f es una simetria de A, entonces f =1y
por lo tanto el polinomio anulador de f divide al polinomio 22 — 1, por lo que dicho polinomio
anulador es x + 1,  — 1 6 22 — 1. Supuesto que la caracteristica del cuerpo k es # 2, estiidiese
c6mo es una simetria segtin sea el polinomio anulador de su aplicacion lineal asociada.
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Definicién 2.8 Una aplicacién afin ¢ : A,, — A/ se dice que es una afinidad si existe otra
aplicacién afin ¢ : A/ — A, tal que ¢p es la identidad de A, y p¢ es la identidad de A/, .

Sea ¢ : A, — A/ una aplicacién afin. Si ¢ es una afinidad y ¢ : A/, — A,, es una aplicacién
afin tal que ¢¢ es la identidad de A, y ¢ es la identidad de A/, entonces es claro que ¢ es
biyectiva y que ¢ = ¢~!. Reciprocamene, si ¢ es biyectiva (lo que equivale segiin 2.4 a que
@ :V — V' es un isomorfismo), entonces ¢ es una afinidad. En efecto, fijado Py € A,, es ficil
ver que ¢! es la tinica aplicacién afin de A/ en A, que manda ¢(P,) a Py y cuya aplicacién
lineal asociada es (¢)~! (véase la proposicién 2.3).

Segun lo anterior, las afinidades son las aplicaciones afines biyectivas, es decir, las aplica-
ciones afines cuya aplicacién lineal asociada es un isomorfimso.

Como ejemplos de afinidades tenemos las traslaciones y las homotecias.

Ejercicio 2.9 Dos espacios afines se dice que son isomorfos si existe entre ellos alguna afinidad.
Pruébese que dos espacios afines son isomorfos si y s6lo si tienen la misma dimension.

Vamos a estudiar ahora un caso particular de afinidades: las dilataciones. Este estudio nos
va a permitir caracterizar geométricamente las traslaciones.

Definicion 2.10 Diremos que una aplicacién afin ¢ : A, — A, es una dilatacion del espacio
afin A, si existe A € k* tal que g: V — V es la homotecia de razén A, en cuyo caso diremos
que A es la razon de la dilatacién. Es claro que toda dilatacién de A,, es una afinidad.

Ejercicio 2.11 Vimos en 2.2 que toda traslacién de A, es una dilataciéon de razén 1. Com-
pruébese que el reciproco también es cierto, de modo que tenemos: “las traslaciones de A,, son
justamente las dilataciones de A,, de razén 1”.

Teorema 2.12 (Caracterizacién geométrica de las dilataciones) Una aplicaciom afin
@ : A, = A, es una dilatacién si y sélo si transforma cada recta afin en otra paralela.

Demostracion. Supongamos que @ es una dilatacion de razén A. Dados P € A,, yv € V, v # 0,
tenemos

P(P+ () = ¢(P) + (#(v)) = ¢(P) + (M) = ¢(P) + (v),

es decir, (P + (v)) es una recta paralela a P + (v).

Supongamos ahora que ¢ transforma cada recta afin en otra paralela, en cuyo caso ¢ debe
trasformar vectores no nulos en vectores no nulos y por lo tanto es un isomorfismo lineal. Para
ver que ¢ es una homotecia tenemos que probar que todo vector de V' es propio para . Fijemos
un vector no nulo v € V' y consideremos una recta que tenga por direccién a v: P + (v). Por

hipétesis la recta (P) + (F(v)) es paralela a la recta P + (v), es decir (v) = (g(v)); por lo
tanto existe A € k* tal que F(v) = Av. 1

Lema 2.13 Sea ¢ : A,, — A, una dilatacion distinta de la identidad y sea A su razén.

(i) ¢ es una traslacion si y sélo si carece de puntos fijos;

(ii) si ¢ no es una traslacion, entonces tiene un tnico punto fijo C € A, y tenemos que ¢ es
la homotecia de centro C' y razon .
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Demostracion. Fijemos un punto Py € A, no invariante por ¢ (existe), y sea vg € V, vg # 0,
tal que ¢(Py) = Py + vy. Veamos cudndo ¢ tiene puntos fijos, es decir, veamos cudndo existe
u € V que es solucién de la ecuaciéon ¢(Py + u) = Py + u:

Po+u=@(Py+u)=p(Py)+ I u=Py+vy+ \u = vo=(1-MNu.

Es claro que la anterior ecuacién no tiene solucién si y sélo si A = 1, es decir, si y sélo si ¢ es
una traslacién (véase el ejercicio 2.11).

Cuando A # 1 la ecuacién tiene como tinica solucién el vector (1 — X)~ 1w, por lo que en
este caso el tinico punto fijo de ¢ es C = Py + (1 — A\)"lvg. Veamos que ¢ es la homotecia de
centro C' y razén \ (véase el ejemplo 2.2(b)), para lo cual calculemos la imagen de un punto
arbitrario P € A,, (figura 2.1): si v € V es tal que P = C + v, entonces p(P) = p(C +v) =
#(C) + @(v) = C+ Ao = hea(P). 1

Figura 2.1

Del teorema 2.12 y del lema 2.13 obtenemos la siguiente caracterizacion:

Teorema 2.14 (Caracterizacién geométrica de las traslaciones) Una aplicacién afin
¢ A, — A, (distinta de la identidad) es una traslacion, si y sélo si, transforma cada recta
afin en otra paralela y no tiene puntos invariantes.

2.15 De 2.5y 2.8 se sigue que las afinidades de A,, en si mismo, con la operacién “composicién
de aplicaciones”, forman un grupo. De 2.5 obtenemos también que la composiciéon de dos
dilataciones de A,, es otra dilatacién (pues dadas dos homotecias de V' su composicién es otra
homotecia cuya razén es igual al producto de las razones de las homotecias dadas), de modo
que las dilataciones forman también un grupo (que es un subgrupo de las afinidades). Si a cada
dilatacién de A,, le asociamos su razén obtenemos una aplicacién {dilataciones de A, } — k*
que es un morfismo de grupos . Este morfismo es epiyectivo y su nucleo son las dilataciones
cuya razén es 1, es decir, las traslaciones. Tenemos asi la siguiente sucesién exacta de grupos:

0 — {traslaciones de A, } — {dilataciones de A, } — k" — 0;
como consecuencia, las traslaciones son un subgrupo normal de las dilataciones.

Por 1ltimo, fijado un punto C' € A, las homotecias de centro C' forman un subgrupo no
normal de las dilataciones (compruébese).
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3 Coordenadas Cartesianas

. ., / , . . . .
Como en la anterior seccién, A,, y A, seran espacios afines cuyos espacios vectoriales asociados
denotaremos respectivamente V' y V',

Definicién 3.1 Un sistema de referencia afin (6 cartesiano) de A,, consiste en una sucesién
(Po;v1, ... ,v,) donde Py € Ay, y {v1,...,v,} es una base de V.

3.2 Fijada una referencia afin (Py; v1,...,v,) en A, veamos cémo queda coordenado el espacio
afin. Dado P € A,, existe un tnico v € V tal que P = Py + v, es decir, existen escalares tinicos
r1i,...,T, tales que

P=FP+v=Fy+xv1+ -+ x,0,.

Definicién 3.3 Con la notacién de 3.2, diremos que la sucesién (z1,...,zy) son las coorde-
nadas afines (6 cartesianas) del punto P en el sistema de referencia afin (Py;vy,...,v,). En
dicho sistema tenemos Py = (0,...,0), y es por eso que Py se denomina origen de la referencia.
Las rectas afines Py + (v;), i = 1,...,n, se llaman ejes de la referencia.
3.4 (Ecuaciones de una subvariedad afin) Fijemos una referencia afin (FPy;v1,...,v,) en
A, y sea X una subvariedad afin no vacia de A,, cuya direccién es F'. Si tenemos un punto
cualquiera P = (by,...,b,) en X y unas ecuaciones implicitas de F' en la base {v1,...,v,},
apry + -+ apr, = 0
, (3.1)
ap 1+ -+ apry, = 0
entonces unas ecuaciones afines de X en la referencia (Pp;v1,...,v,) son
a11Z1 + -+ a1y = C
: (3.2)
ar1Z1 + -+ Ty = Cp

donde c¢; = a;1b1 + - + ainbn, 1 =1,...,7.

Un punto @ = (x1,...,2n) = Po+ (z1v1+- -+ 2zpv,) = P4+ ((x1 —b1)vi+- -+ (2, — bp)vn)
de A, estd en X siy sélosi (xy —bi)vy+- -+ (xn —bp)vy, € F, es decir, siy sélosi (z1,...,2,)
cumplen (3.2).

El razonamiento del anterior parrafo es reversible en el siguiente sentido: si (3.2) son unas
ecuaciones afines de la subvariedad X en la referencia (Py;v1,...,v,), entonces (3.1) son unas
ecuaciones implicitas de la direccién de X en la base {v1,...,v,}.

Ejercicio 3.5 Supongamos que Ay es un plano afin en el que se ha fijado una referencia
cartesiana (Pp; vy, v2).

(a) Dados puntos distintos A = (a1,a2) y B = (b1,b2) en Ag, la ecuacién de la unica recta
que pasa por Ay B es

(CLQ — bg)l‘ + (bl — al)y = (agbl) — (albg) .
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(b) Dadas las ecuaciones de tres rectas distintas en Ay,
ri=ar+ady=ad, ro = bx +by="0", rs =cx+cdy=c",
ar +ady=ad’
de la discusién del sistema de ecuaciones lineales bx + by = b"” 3 se sigue:
cr+dy=c"

!/ "

a da a
r1, r9 y r3 concurren en un punto 6 son paralelas <= b b b | =0.
c C/ c//

(¢) En un espacio afin de dimensién 3 en el que se ha fijado una referencia cartesiana,

dados tres puntos no alineados de los que se conocen sus coordenadas, cudl es la ecuacién del
plano detrminado por dichos puntos?
3.6 Consideremos ahora sistemas de referencias cartesianos (Fo;v1,...,vn) y (P01, ..., v),)
en A, y Al | respectivamente, y sea ¢ : A, — A/ una aplicacién afin. Por una parte tenemos
la matriz (a;;) de la aplicacién lineal ¢ en las bases {v;} y {v}}; por otra parte tenemos las
coordenadas cartesianas (A, ..., A\,) del punto ¢(Py) en la referencia (Pj;v],...,v),).

Definicion 3.7 Con la notacién de 3.6, llamaremos matriz de la aplicacién afin ¢ respecto de

las referencias (Po;v1,...,vn) y (P; 01, ..., v),), a la matriz
1 o ... 0
)\1 ail N A1n
)\m aml .. Qmn
Dadas las coordenadas (x1,...,x,) de un punto @ € A,, si (y1,...,ym) son las coordenadas

de ¢(Q) € A!,, tenemos la igualdad

1 1 0 0 1
(7} A1 oan ain T
Ym Am Qml ... Gmn T

la cual suele expresarse también de la siguiente forma:

Y1 A1 ailr ... Qip x1

Ym Am QGml -+ Qmn TIn

La anterior igualdad no es mas que la expresién matricial de ¢(Q) = ¢(FPy) + @(v), siendo
Q=Fy+v convelV.
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Ejemplos 3.8 (a) Sea 7:A, — A, la traslacién por un vector v € V. Como la aplicacién

lineal asociada a 7 es la identidad y 7(Fy) = Py + u, si (aq,...,a,) son las coordenadas de u
en la base {v1,...,v,}, entonces la matriz de 7 en la referencia afin (Py;v1,...,v,) es
1 0 0

(b) Seaahorao : A, — A, lahomotecia de centro un punto C' € A,, y razén \ € k*, A # 1.
Por una parte, la aplicacion lineal asociada a ¢ es la homotecia de V' cuya razén es A; por otra

parte, si (f1,...,,) son las coordenadas afines de C' en la referencia (Py;v1,...,v,) entonces
o(Py) = o(C—(Brvi+- -+ Bnvn)) = C=A(Brvr+- -+ Buvn) = Po+ (1= A)(Brv1 +- -+ Bnvn).
Por lo tanto la matriz de o en la referencia afin (Py;v1,...,v,) es
1 0 ... 0
(L=Np1 A 0

4 Razon Simple

Como hasta ahora, A, y Al serdn espacios afines y V y V' serdn sus respectivos espacios
vectoriales asociados.

Definiciéon 4.1 Llamaremos segmento en A, a un par de puntos distintos y ordenados A y
B, y lo denotaremos AB. Dos segmentos AB y C'D de A, diremos que son paralelos si la
Unica recta que pasa A y B es paralela a la unica recta que pasa por C'y D, en cuyo caso,
si v1,v92 € V son los tnicos vectores tales que B = A+ vy y D = C + v9, entonces existe un
Unico escalar A € k* tal que v; = Avg; dicho escalar lo denotaremos é—g y diremos que es la
proporcion del segmento AB al segmento C'D.

Compruébese como ejercicio que se cumplen las igualdades

cDh 1 BA AB ) BA

AB X’ cD DC 77 DC
Definicion 4.2 Sea r una recta del espacio afin A,,. Se llama razoén simple de tres puntos
distintos y ordenados A, B,C de r al escalar

A

_CcA  AC
=GB - BO"
Cuando (A, B,C) = X se dice que C' divide al segmento AB en la proporcién A : 1.

En la definicién de la razon simple (A, B, C) podemos suponer que sélo son distintos los
puntos By C, en cuyo caso (A, B,C) =0siysélosi A=C,y (A,B,C)=1siysblosi A= B.
De este modo, si v es el tnico vector de V' tal que B = C' + v, entonces (C;v) es una referencia
afin de la recta que determinan los puntos B y C, y para cada punto A de esa recta tenemos

que (A, B, C) es la coordenada afin de dicho punto en dicha referencia, es decir, si A = C + Av
entonces (4, B,C) = A.

(A,B,C)
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Ejercicio 4.3 Supongamos que en A, hay fijada una referencia afin (Py;v1,...,v,). Dados
en A, puntos alineados A = (ai,...,a,), B = (b1,...,by,) y C = (c1,...,¢n), B # C, si
i€ {l,...,n} es un indice tal que b; — ¢; # 0 tenemos
a; — G
A,B,C) = :
( ) bi — ¢

Ejercicio 4.4 Supongamos que la caracteristica del cuerpo k es distinta de 2. Dados tres
puntos distintos y alineados A, B, M de A,, diremos que M es el punto medio de A y B
cuando (A, B, M) = —1, 6 lo que es equivalente, cuando (A, M, B) = 2.

Dado un punto P € A, y vectores e,v € V tales que A= P+ey B = P+ v, el punto
medio de Ay Bes P+ %(e + v). En coordenadas, si en A,, hay fijada una referencia afin
respecto de la cual A = (ay,...,a,) y B = (b1,...,by), entonces el punto medio de A y B es

<a1+b1 an+bn)
SRR 2 .

Veamos en el siguiente lema que la razén simple es un invariante afin de gran importancia.

Lema 4.5 Las aplicaciones afines conservan las razones simples: si ¢ : A,, — Al es una apli-
cacion afin y A, B, C son tres puntos distintos y alineados tales que los tres puntos p(A), ¢(B),
©(C) también son distintos, entonces

(A, B,C) = (p(A),0(B),¢(C)) .

Si el cuerpo k es de caracteristica distinta de 2 y ¢ : A, — Al es una aplicacién que
transforma ternas de puntos alineados en ternas de puntos alineados y conserva razones simples,
entonces @ es una aplicacion afin inyectiva.

Demostracion. La primera parte del enunciado es sencilla y se deja como ejercicio.
Supongamos que la caracteristica de k es distinta de 2 y sea ¢ : A,, — A/ una aplicacién que
transforma ternas de puntos alineados en ternas de puntos alineados y conserva razones simples.
La inyectividad de ¢ es trivial. Fijemos un punto Py € A, y definamos la aplicacion T : V — V'’
del siguiente modo: dado v € V, T'(v) es el tnico vector de V' tal que ¢(Py+v) = o(Py)+T'(v).
Si vemos que T es lineal, entonces la aplicacién ¢ es afin y T es su aplicacién lineal asociada.
Seanv eV, v#0,y XA € k*. Sidenotamos P| = Py+ vy P» = Py + Av, como los puntos

e(FRo),  oP) =¢(R)+T(v),  @(P)=¢()+T(Iv)
estan alineados tenemos que existe p € k* tal que T'(A\v) = pT'(v); como ademas
A= (P, P, Py) = (o(P2), p(Pr)e(Py)) = b,

concluimos que T'(A\v) = AT'(v).
Sean ahora e, v vectores distintos de V. Como Py + 1( + v) es el punto medio de Py + e

y Py + v, y ¢ conserva razones simples, debe ser ¢(Py) + T(% e+ ) el punto medio de
©(Po) +T(e) y ¢(Fo) + T(v), es decir

T(%(e + v)) = 5(T(e) + T(v))

que junto con lo probado en el anterior parrafo prueba la igualdad T'(e +v) = T(e) + T'(v). 1
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Corolario 4.6 (Teorema de Thales) En el espacio afin A,, sean Hiy, Hs, H3 tres hiper-
planos paralelos y distintos y sea r una recta no paralela a ellos, en cuyo caso tenemos los
puntos P, = H;Nr,i=1,2,3 (véase 1.7). La razén simple (P;, P2, P3) no depende de la recta
r.

Demostracion. Considérese la proyeccién f : A, — A,, sobre la recta r en la direccién de los
hiperplanos del enunciado (véase el ejemplo 2.7 (a)), y apliquese a f el lema 4.5. |

Ejercicio 4.7 Supuesto que la caracteristica del cuerpo base no es igual a 2, si H; y Hy son
dos hiperplanos paralelos y distintos de un espacio afin, entonces el teorema de Thales nos
permite definir el “hiperplano medio” de H; y Hs (andlogo al punto medio de dos puntos
afines distintos); de qué manera?

Vamos a terminar esta seccién recordando dos resultados clasicos en los que intervienen la
razoén simple:

Lema 4.8 En un plano afin Ay, sea ABC un triangulo y sean tres puntos A’, B’ y C' sobre
sus lados B+ C, A+ C y A+ B, respectivamente, de modo que los puntos A, B,C, A’, B, C’
son todos distintos. Tenemos

Teorema de Ceva: las rectas A+ A’, B+ B’ y C + C’ son concurrentes 6 paralelas si y
solo si
(AaBaC,) : (CaAaB/) : (B,C,A,) =-1.

Teorema de Menelao: los puntos A’, B' y C' estan alineados si y sélo si

(A,B,C")-(C,A,B")-(B,C,A")=1.

Demostracion. Fijemos en As el sistema de referencia afin respecto del cual es A = (0,0),
B =(1,0) y C =(0,1). Por una parte tenemos

A+B=y=0, A+C =2=0, B+C=x+y=1,
por lo que debe ser: A’ = (a,1 —a) con a # 0,1, B' = (0,b) con b # 0,1y C’ = (¢,0) con
¢ # 0,1; entonces de lo dicho en 4.3 se siguen las igualdades
b—1 a—1
AB,C) = A B)="—= B,C,A)= ——.
( ) 7C) C_la (Ca 9 ) b 9 ( JC7 ) a
Por otra parte tenemos

A+ A =(a—Dz+ay=0, B+ B =br+y=b, C+C' =z+cy=c,

por lo que, segun lo dicho en 3.5, las rectas A+ A’, B+ B’ y C'+ C’ son consurrentes 6 paralelas
si y sélo si

a—1 a O
b 1 b|=0.
1 c c

Basta hacer algunos sencillos cédlculos para completar la demostracion del teorema de Ceva, y
procediendo de modo similar se prueba el teorema de Menelao. |
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5 Extension Vectorial de un Espacio Afin

Vamos a ver cémo todo espacio afin puede entenderse como un hiperplano afin dentro de un
espacio vectorial, y como cualquier aplicacién afin es la restriccion a dicho hiperplano de una
aplicacién lineal. Continuaremos con la notacién fijada en las secciones precedentes.

Definicion 5.1 Una extensién vectorial del espacio afin A,, consiste en un espacio vectorial
E,+1 de dimensiéon n + 1 dotado de una aplicacién afin inyectiva j : A, — Ep41 que satisface

0 g](An) :Imj-

Teorema 5.2 La extension vectorial del espacio afin A, existe, y es unica en el siguiente
sentido: dadas dos extensiones vectoriales Eny1 y Ej ; de Ay, existe un tnico isomorfismo
lineal T : Eny1 — E; que hace conmutativo el siguiente tridngulo de aplicaciones afines:
An —1 B

n ——— n+1

}\ lT
!

En—i—l
Demostracion. Para ver la existencia tomemos un espacio vectorial F, 1 de dimension n + 1.
Consideremos dentro de E,1; un hiperplano afin que no pase por el origen, llamémosle A/ |
y sea i : Al < E,1; la inclusién natural. Ahora, como A,, y A/ tienen la misma dimensién
existe una afinidad ¢ : A,, — Al (véase el ejercicio 2.9); el espacio vectorial E, 1 dotado de la

aplicacién afin inyectiva A, LN E,+1 es una extension vectorial de A,,.

Veamos ahora la unicidad. Consideremos dos extensiones vectoriales En+1 y El . deA,y
fijemos un punto cualquiera P € A,,. Por una parte, la aplicacién lineal j es inyectiva (porque
la aplicacién afin j es inyectiva) y por lo tanto Imf es un subespacio vectorial de E, ;1 de
dimensién n (= dim V' ); por otra parte, el punto j(P) de E, 1 no puede estar en Im 7. va que
si existiera v € V tal que j(v) = j(P) entonces

§(P+ (=v)) = j(P) + j(=v) = j(P) = j(v) = 0,

en contra de la hipétesis 0 ¢ Im j. Como consecuencia obtenemos que Epyq = (j(P)) & Im j,
y por lo tanto para definir una aplicacién lineal sobre FE, 11 basta definirla sobre Imj y decir
cudl es la imagen de j(P).

Supongamos que existe la aplicacién lineal T' del enunciado y veamos que sélo hay un modo
p081ble de deﬁnlrla (con lo que quedaréd probada la tnicidad). Por una parte, de la igualdad
Tj = j' se sigue T] = j', es decir, debe ser conmutativo el tridngulo

-

Vv — 5 B,
}\ JT:T
E;H—l ;

por lo tanto, dado e € Imj, si v es el tnico vector de V' tal que j(v) = e, entonces
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por otra parte, si la aplicaciéon lineal T' hace conmutativo el tridangulo del enunciado debe
cumplirse T'(j(P)) = j/(P).

Entonces ya hemos determinado cémo debe ser T': dado e € E, 41, existe un tnico vector
v € V y existe un unico escalar \ € k tales que e = \j(P) + j(v), y definimos

T(e) = \j'(P) + ' (v);

la aplicacién T : E, 1 — Ej,, definida de este modo es lineal e inyectiva (compruébese; para
probar la inyectividad téngase en cuenta que, razonando como antes, de las hipdtesis se sigue
E) 1= (j(P))®Imy"); porlo tanto T es un isomofismo (porque dim E,; = dim E}, ). Por

dltimo, dado Q € A,,, si v € V es tal que Q = P + v tenemos

T(j(Q)) = T(j(P +v) = T(j(P) +j(v)) = /' (P) + j'(v) = §'(P +v) = j'(Q),

lo que prueba que es conmutativo el triangulo del enunciado. |1

5.3 En la demostracién anterior, la construccion dada de la extensién vectorial de A, no
es “canédnica”, es decir, no ha sido hecha a partir de la propia estructura de A,. Veamos
seguidamente una construccién candnica.

Llamaremos funcién afin sobre A, a toda aplicacién afin que esté definida sobre A, y
valore en el cuerpo base k (considerando k£ con su estructura natural de espacio afin sobre
k). Denotemos F' = {funciones afines sobre A,}. El conjunto F' dotado de las operaciones
naturales

(f+9)(P) = f(P)+9(P), (AS)(P) == Af(P)

(f,g€ F, X€k, P € A,) es un k-espacio vectorial (compruébese).
Probemos que la dimensién de F' es n + 1. Dada una funcién f € F, la aplicacion lineal
asociada a f es una forma lineal sobre V', de modo que tenemos la aplicacién natural

F — V*

= f,
que es lineal y epiyectiva (compruébese). Calculemos su nicleo: dada f € F, es inmediato
comprobar que f = 0 si y sélo si la funcién f es constante, es decir, si y sélo si existe A € k tal
que f(P) = A para todo P € A,; ademas, si f1 € F' es la aplicacién constantemente igual a 1,
entonces las funciones de F' que son constantes son las del subespacio de dimensién 1 generado
por fi, de modo que el nicleo de la aplicacién F' — V* se identifica con k. Tenemos entonces

la sucesion exacta
0—-k—>F—->V*=0,

de la que obtenemos dim F' = dim V* 4+ dimk = n + 1.
Consideremos ahora la siguiente aplicacién:

j:A, — F* wp:F — k
dond
P wp, onde f o= wp(f) = f(P);

j asi definida es una aplicacién afin, y para probarlo construyamos su aplicacion lineal asociada:

iV = F* donde wy: F — k )

Vo= Wy, f = w(f) = f(v);
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es facil comprobar que j es una aplicaclén lineal. Sean P € A, y v € V y probemos que se
cumple la igualdad j(P + v) = j(P) + j(v), es decir, que se satisface wpy, = wp + wy: dada
f € F tenemos wpiy(f) = f(P+v) = f(P) + f(v) =wp(f) +wu(f).
Probemos que la aplicacién afin j : A, — F* es una extensién vectorial de A,,.
e Sean P,QQ € A, yseav € V tal que Q = P+ v; si j(P) = j(Q) (es decir, si wp = wg ),
entonces f(P) = f(Q) para toda funcién f € F, y como f(Q) = f(P) + f(v), obtenemos
f(v) = 0 para toda forma lineal f € F*, de modo que debe ser v = 0. Hemos probado

que j es inyectiva.

e Supongamos ahora que existe P € A, tal que j(P) = 0 (es decir, tal que wp = 0);
entonces f(P) = 0 para toda funcién f € F, lo cual es absurdo, ya que dado Q € A,, y
dado A € k, existe una funcién f € F' tal que f(Q) = A. Por lo tanto 0 ¢ Im j

5.4 Veamos ahora como se entiende el espacio afin dentro de su extensién vectorial (véase la
figura 4.1). Fijado un punto P € A,,, como A,, es una subvariedad afin de A,, de direccién V,
podemos poner A, = P+ V y aplicando j obtenemos

. ) } - subvariedad afin de E, 11 que pasa
Ay) =j(P+V)=j(P V)= mrt e
Jhn) =J(P+V) = j(P) + (V) { por j(P) y cuya direccién es j(V).
Por tanto, el espacio afin A,, se entiende como un hiperplano de E, 1 que no pasa por 0, y el
espacio vectorial asociado al espacio afin se identifica con la direccién de dicho hiperplano. En

(G(P) @ (V) = Enta

Figura 4.1

adelante, para simplificar la notacién, vamos a identificar el espacio afin con su imagen dentro
de su extensién vectorial, e igual vamos a hacer con V', de modo que j y ; se convierten en la
inclusién. Es decir, dado el espacio afin A,,, su espacio vectorial asociado V', y su extensién
vectorial E, 11, tenemos

An — En+1 y V— En+1 )

de modo que si P es un punto cualquiera de A,,, entonces

An=P+V, E,q=({P)aV.
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Teorema 5.5 Sea ¢ : A, — Al una aplicacién affn. Existe una tnica aplicacién lineal
@ : Enp1 — E, . entre las extensiones vectoriales que hace conmutativo el diagrama:

An — En+1

ol e
A, — El .

La aplicacién lineal ¢ se denomina extension lineal de la aplicacion afin .

Demostracion. Fijemos un punto P € A,,, con lo que tenemos A, = P+V y E, ;1 = (P)® V.
Veamos en primer lugar que si @ existe, entonces el vector @(P) y la restriccién de ¢ a V' estén
univocamente determinados (lo cual probaria la unicidad).

Por una parte, de la conmutatividad del diagrama del enunciado se sigue que debe ser
@(P) = ¢(P); por otra parte, si consideremos el diagrama conmutativo de las aplicaciones

lineales asociadas,
V — En+l

ol e-s

Vi ElL .
obtenemos que ¢(v) = @(v) para todo v € V. Ya hemos determinado totalmente como debe
ser ¢: dado e € Ep41, existe un tnico vector v € V' y existe un tnico escalar A € k tales que
e = AP 4+ v, y definimos

gle) = Ap(P) + ¢(v) ;

la aplicacién @ : Eny1 — EJ,; definida de este modo es lineal y hace que el diagrama del
enunciado sea conmutativo (compruébese). 1

Corolario 5.6 Dadas aplicaciones afines A, —— AL 2, i tenemos &p = ngbgB

5.7 (Propiedad universal de la extension vectorial) Dado un espacio vectorial E’, toda
aplicacién afin de A,, en E’ factoriza de modo tinico a través de la extensién vectorial de A,;;
es decir, tenemos una biyeccién natural

Hom afin (Aru E,) ——— Hom lineal(En—i-l, E,) .
Como ejercicio, pruébese esta propiedad y obténgase como corolario de ella el teorema 5.5.

5.8 Veamos como cada referencia cartesiana del espacio afin define una base de su extension
vectorial, y cudles son las ecuaciones del espacio afin y de su direccién en dicha base.

Sea E,t1 la extensién vectorial de un espacio afin A, en el que hay fijada una referen-
cia (Py;v1,...,v,). Como {vy,...,v,} es una base de V' y E,11 = (Py) ® V, tenemos que
{Po,v1,...,v,} es una base de E, 1. Si (zo,1,...,xy,) son las coordenadas de un punto @ de
FEni1, es claro que Q € A, siy sélo si Q = Py+x1v1 + - - - + xpvp; es decir, A, es el hiperplano
de E, 41 cuya ecuacién implicita en la base {Py,v1,...,v,} es “zg = 17. Del mismo modo, la
ecuacién implicita de V' en la misma base es “xg =0". Si {wp,w1,...,w,} denota la base dual
de la base {Py,v1,...,v,}, entonces lo dicho en el anterior parrafo significa que la ecuacién de
Ay es “wy =17,y que la ecuacién de V es “wg =0" (6 sea, V = Kerwy).
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Ejercicio 5.9 Sea ¢ : E,41 — EJ, . la extension lineal de una aplicacién afin ¢ : A, — A] .

Si (Py;v1,...,v,) es una referencia afin de A, y (P§;v},...,v),) es una referencia afin de A}

rrm
entonces la matriz de ¢ en dichas referencias es igual a la matriz de la aplicacién lineal @ en
/ / / !
las bases { Py, v1,...,v,} de Epy1y {Pp,v1,...,v,,} de E] .
Deduzcase de lo anterior cémo cambian las coordenadas afines de un punto al cambiar la

referencia afin, y cémo cambia la matriz de una aplicacién afin al cambiar las referencias afines.

Definicion 5.10 Un sistema de referencia baricéntrico del espacio afin A,, es una sucesién
(Pi,...,Pyt1) de puntos de A, tal que {Pi,..., P11} es una base de E, 1.

Sea (Pi,...,Py+1) una referencia baricéntrica en A,,. Dado un punto P € A,, existen es-
calares tnicos 1, ..., 2,11 tales que P =21 P, + -+ -+ 2p+1Pyy1, y diremos que (21, ...,Tp41)
son las coordenadas baricéntricas del punto P en el sistema de referencia baricéntrico (Py, ..., Pyy1).

Ejemplos 5.11 Un sistema de referencia baricéntrico de A; estd formado por dos puntos
ordenados y distintos. Las referencias baricéntricas de Ay estdn formadas por tres puntos
ordenados y no alineados, es decir, por los vértices (ordenados) de un tridngulo. Andlogamente,
una referencia baricéntrica de Aj estd formada por los vértices (ordenados) de un tetraedro.

Ejercicio 5.12 Supongamos que wy es la forma lineal de E 41 que sobre A, vale 1 (véase
5.8). Si (P1,. .., Pnt+1) es una referencia baricéntrica de A,,, entonces la ecuacién del hiperplano
afin A, de E,,4+1 en la base {Py,...,Pyt1} es x1 + -+ + x,41 = 1. Para probarlo basta tener
en cuenta que dado e = 1P + -+ - + 11 Ppt1 € Eng1 tenemos

wo(e) = Scle(Pl) 4+ -+ xn+1WQ(Pn+1) =21+ + Tpg1-

El reciproco también es cierto: si {e1,...,en,+1} es una base de E,4; tal que la ecuacién
de A, enellaes x1 + -+ + 11 = 1, entonces dicha base esta contenida en A, y por lo tanto
(e1,...,ent+1) es una referencia baricéntrica de A,, (compruébese).

Ejercicio 5.13 Si (P, P, ..., P,) es una referencia baricéntrica de A,, y paracadai =1,...,n
es v; € V tal que P; = Py + v;, pruébese que entonces (Pp;v1,...,v,) es una referencia afin de
A,,. Reciprocamente, si (Py;v1,...,v,) es una referencia afin de A, y P, = Py+v;, i =1,...,n,
entonces (P, P1, ..., P,) es una referencia baricéntrica de A,,.

Fijemos referencias afin y baricéntrica, (Py,v1,...,vn) y (Po, P1,..., Py), tales que P; =
Py+wv;, i =1,...,n. Silas coordenadas afines de P € A, son (ay,...,ay,) y las coordenadas
baricéntricas de P son (bg, by, ..., by), cudl es la relacién entre unas coordenadas y las otras?

Definicion 5.14 Dados m puntos Q1,...,Q., en el espacio afin A, y dados m escalares
A,y ...y Ay tales que A +- - -+ Ay, = 1, razonando como en 5.12 es facil ver que Mi@Q1+- - -+ A\ @m
es un punto de A,,.

Cuando m no es multiplo de la caracteristica del cuerpo k se define el baricentro de los
puntos Q1,...,Q.,, como el punto %Ql 4+ -+ %Qm eA,.

Ejercicio 5.15 Cuando la caracteristica del cuerpo k es distinta de 2, el punto medio de dos
puntos A y B de A,, es justamente el baricentro de A y B.
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6 Inmersién Proyectiva de un Espacio Afin

Veamos ahora como un espacio afin puede entenderse como una parte de un espacio proyectivo.
En lo que sigue utilizaremos la notacién dada en 5.8.

Proyectivizando la extensién vectorial E, 41 de A, obtenemos una aplicacién del espacio
afin A, al espacio proyectivo P, = P(E,,11): la composicién

Ap = Bl = P,

Esta composicién es inyectiva: sean P,Q € A,, tales que 7(P) = 7(Q); entonces existe A € k
tal que P = AQ y por lo tanto wp(P) = wo(AQ), y como wy vale 1 sobre los puntos de A,, debe
ser A =1, es decir, P = Q.

Podemos pensar entonces el espacio afin A, como una parte del espacio proyectivo P,.
Veamos cudl es exactamente esa parte.

Proposicién 6.1 El complementario de A,, dentro de P, es el hiperplano w(V'). Dicho hiper-
plano 7(V') se denomina hiperplano del infinito del espacio afin A,,.

Demostracion. Consideremos un punto 7(e) del espacio proyectivo (e € Ep,11, e # 0) y veamos
qué debe ocurrir para que dicho punto sea imagen de un punto del espacio afin. Esto ocurrira
siy soOlo si existen A € k* y QQ € A, tales que e = AQ), es decir, si y sélo si existe A € k* tal que
A le € A, o sea, siy sélo si existe A € k* tal que wp(e) = A\. Hemos obtenido:

m(e) € m(A,) <= wo(e) #0,
lo que es equivalente a:
w(e) €m(A,) <= wole) =0 <= ecV.

Por lo tanto el complementario de A,, ~ w(A,,) en P, es 7(V). 1§

N PJ Q/<Q>

(PY®V =En1

Figura 5.1

Veamos graficamente lo dicho hasta ahora en esta seccién (véase la figura 5.1). La aplicacién

A, < P,
Q — mQ)=(Q)
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asocia a cada punto del espacio afin A, la inica recta vectorial de F, 1 que pasa por él; ademas
una recta vectorial de E, ;1 corta a A, (en un tnico punto) si y sélo si no esta contenida en
V. Por lo tanto tenemos que el espacio afin A,, se mete dentro del espacio proyectivo P,
rellenandolo todo menos el hiperplano 7(V).

Consideremos ahora otro espacio afin Aj, de dimensién n con su extensién vectorial E}, ;| y
su direccién V' y veamos cémo cada afinidad de A,, — A/, puede extenderse de modo tnico a
una proyectividad de P,, — P, = P(E}, ;) que transforma el hiperplano del infinito 7(V) de A,,
en el hiperplano del infinito 7(V’) de A!,. Como consecuencia tendremos una correspondencia
biunivoca entre las autoafinidades de A, y las autoproyectividades de IP,, que dejan invariante
el infinito; dentro de dichas autoproyectividades, las dilataciones de A,, se corresponderan con

las que dejan fijos todos los puntos del infinito.

Teorema 6.2 Sea ¢ : A, — A, una afinidad. Existe una tnica proyectividad 7 : P,, — P/,

que hace conmutativo el diagrama
A, — P,

ol I

Al — P.
Dicha proyectividad, que se denomina extensién proyectiva de ¢, transforma el hiperplano del
infinito de A,, en el hiperplano del infinito de A/, .

Demostracion. La existencia de 7 se prueba facilmente; sélo tenemos que proyectivizar la ex-
tensién lineal de ¢:

A, < Epp1 —— P,
ol m | @ |3 (6.1)
Al - E_, —— P,.

Sabemos que los cuadrados (1) y (2) del diagrama (6.1) son conmutativos, luego la unién de
los dos también lo es, es decir, gNB es una proyectividad que extiende a ¢; ademas tenemos
B((V)) = (V) porque G(V) = V.

Probemos la unicidad, para lo cual consideraremos la forma lineal wy sobre Ej, ,; tal que la
ecuacién de A) es “w() = 17 (véase 5.8). Supongamos que 7 : P, — P, es una proyectividad
tal que ¢ = 7 A, (= restriccién de 7 a A,), y sea T : E,11 — E] | un representante lineal
de 7. Sabemos que todos los representante lineales de 7 son proporcionales, pero veamos que
en nuestras hipdtesis hay uno que podemos elegir de modo natural. Como 7 transforma A,
en A! debe transformar el complementario en el complementario, 7(7(V)) = w(V’), lo que es
equivalente a la igualdad T'(V) = V'; entonces

T*(wp)(V) = (woeT) (V) = wo(T(V)) = wo(V') = 0.
Como T™*(w}) es una forma lineal no nula, de lo anterior se sigue

Kerwy =V = Ker T™(wy(),
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por lo que existe A € k* tal que T*(w)) = Awo; tomando T’ = A~'T obtenemos que 7" es un
representante lineal de 7 tal que 7" (w)) = wo.

En definitiva, de las igualdades 7(7(V)) = n(V’), V = Kerwy y V' = Kerwy, se sigue que
podemos elegir T' como el tinico representante lineal de 7 que satisface T™ (w}) = wo.

Como T es un isomorfismo y A, es una subvariedad afin de E, ;1 de dimension n, tenemos
que T'(A,) es una subvariedad afin de E], | de dimensién n. Si probamos la inclusién T'(A,,) C
A}, tendremos T'(A,) = A, y por lo tanto la restriccién de T'a A,, 7|, : A, — A, serd una
afinidad: dado P € A, se cumple !

wo(T(P)) = T™(wp) (P) = wo(P) = 1

y por lo tanto T'(P) € Al,.
Ahora, como los cuadrados (1) y (2) del diagrama

A, < Epp1 —— P,

T, |7 @ |7=s
A, - E_, TP,

n

son conmutativos tenemos Ty =
n
T
\An,

que T'= @ y por lo tanto 7 = T = é , lo que concluye la demostracién. |

a0 ademads T s, = P por hipétesis, por lo que obtenemos

= . De la anterior igualdad y de la unicidad de la extension lineal (véase 5.5) se sigue

Corolario 6.3 Las afinidades de A, en A!, se corresponden biunivocamente con las proyec-
tividades de P, en P que transforman el hiperplano del infinito de A,, en el hiperplano del
infinito de Al,.

En particular, las autoafinidades de A, “son” las autoproyectividades de P, que dejan
invariante el hiperplano de infinito w(V).

Demostracion. Segin hemos visto en la demostracién de 6.2 tenemos las siguientes correspon-
dencias. Por una parte, dada una afinidad ¢ : A, — A/, tenemos la proyectividad é (P, — P
que claramente manda el hiperplano 7(V') al hiperplano 7(V’). Por otra parte, si 7 : P, — P,
es una proyectividad tal que 7(m(V)) = w(V’), entonces existe un tnico representante lineal T'
de 7 que satisface T'(A,) = A/, de modo que la restriccién de dicho representante lineal a A,
define una afinidad de A,, en A ; denotémosla 7 para simplificar.

También hemos visto en la demostracién de 6.2 que dichas corespondencias son inversa
una de la otra: Por una parte, dada la proyectividad gNE, el tnico representante lineal suyo
que manda A, a A/ es (obviamente) $, de modo que la afinidad que define la restriccién a
A, de dicho unico representante lineal es ¢. Por otra parte, dada la afinidad 7, su extensién
lineal es precisamente el tinico representante lineal de 7 que manda A,, a A}, de modo que la
proyectividad que obtenemos al proyectivizar dicha extension lineal es 7. 1

Proposicién 6.4 Las dilataciones de A,, “son” las autoproyectividades de P, que dejan in-
variante cada punto del hiperplano del infinito (V).
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Demostracion. Sea ¢ : A, — A, una afinidad y sea 7 = é la autoproyectividad de P,, que
extiende a ¢. Nos preguntamos cuando T (V) = (V) es la identidad.

Observemos que si 7' : E,+1 — E,41 es un representante lineal de 7, entonces T'(V) =V
y por lo tanto T|V : V. — V es un representante lineal de Tievys o2 particular @V es un

representante lineal de 7 porque @ es un representante lineal de 7). Por lo tanto, teniendo

(V) (
en cuenta que 95'\/ = ¢ (véase en la demostracién de 5.5 cémo se construia @), obtenemos

al = identidad de 7(V) <= ¢ =homotecia <= ¢ = dilatacién. 1

w(V)
Veamos a continuacién la relacién que hay entre las subvariedades afines de A, y las sub-
variedades lineales de P,,. En lo que sigue denotaremos H = 7(V).

Lema 6.5 Sea Y,, = P + V,), una subvariedad afin (no vacia) de A,, de dimensién m (con-
siderando A,, dentro de E,1). Entonces X,,, = n((P) ® V') es una subvariedad lineal de P,
de dimensién m que no estd contenida en H. Ademés (considerando A,, dentro de P,), X,,
se obtiene aadiendo a Yy, sus puntos del infinito (esto es, sus direcciones): X, = Y, U (V)
(unién disjunta).

Demostracién. Sea Y, = P + V! una subvariedad afin de A,,. Como P € A,, y V), es un
subespacio vectorial de V', debe ser P & V,; es decir, dim((P) @ V,)) = dimV,, + 1 =m + 1.
Es claro entonces que X,,, = w((P) @ V) es una subvariedad lineal de P,, de dimensién m.

Veamos la inclusién Y, Un(V,)) C 7 ((P) @ V). Por una parte, cada punto de Y, (consid-
erado como vector de F, 1) es representante de si mismo (considerado como punto de P,), y
por lo tanto Y,,, = P+ V), C 7((P) @ V,); por otra parte es claro que w(V,)) C w((P) ® V).

Veamos ahora la inclusiéon 7((P) ® V) CY,,Un(V,,). Dado e € (P) &V, existe A€ k y
existe v/ € V! tales que e = AP 4+ v/; si A = 0, entonces e € V! y por lo tanto w(e) € ©(V,.), y
si A # 0, entonces A ~le = P+ A"/ € Y,, y tenemos 7(e) € YVy,.

La unién Y, Un(V,)) es disjunta porque A, "H = 0. 1

Lema 6.6 Si X,,, = n(E},,,) es una subvariedad lineal de P, de dimensién m que no esta
contenida en H, entonces Y,, = ;n-&-l NA,, es una subvariedad afin no vacia de A,, de dimension
m. Ademds (considerando A,, dentro de P, ) Y, se obtiene quitando a X,, sus puntos del
infinito: Yy, = X;m NA,.

Demostracion. Que X,,, = w(E], ) sea una subvariedad lineal de P,, de dimensién m que no
estd contenida en H, significa que E], | | es un subespacio vectorial de E,; de dimensién m+1
que no esta contenido en V; en particular, existe un vector e € E; ,; tal que wo(e) = X # 0
y por lo tanto P = A\"le € E/, +1 M A,. Es facil ver que la dimensién de la subvariedad afin
Yn=FE, 1NA, =P+ (E, ,NV)deA, esigual a m.

Ahora, como P € E], vy E},.{NV es un subespacio vectorial de E;, | de dimensién m al
que no pertenece P, es claro que E}, ., = (P)® (E],,;NV), de modo que la subvariedad lineal
que se obtiene, segiin el lema 6.5, de la subvariedad afin Y;,, = P+ (E;, ;NV) es X;;,. Por una
parte, segin 6.5 tenemos X,, = Yy, Un(E],,; NV); por otra parte, de la igualdad P,, = A,, LI H
y las inclusiones Y;, C A, 7(E},,; NV) C H concluimos que Y;, = X;, NA,. 1

m
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Teorema 6.7 Existe una correspondencia biunivoca entre las subvariedades afines no vacias
de A, y las subvariedades lineales de IP,, que no estan contenidas en H. Dicha correspondencia
conserva las dimensiones.

Demostracion. Siguiendo con las notaciones de los lemas 6.5 y 6.6, debemos probar que las
aplicaciones
Y, +—  Y,un(V,)) (V) = direccién de Yy, )

subvariedades afines — subvariedades lineales de P,
no vacias de A, que no estan contenidas en H

X,nNA4a, <+— X,

son una la inversa de la otra. Por una parte, si X,, = m(E], ) es una subvariedad lineal de

P,, que no estd contenida en H, en la demotraciéon de 6.6 hemos visto que Y, = X,;, N A, es
una subvariedad afin de A,, de direccién E;, ., NV tal que Y, Un(E), ., NV) = X,,. Por
otra parte, si Y}, es una subvariedad afin no vacia de A,, de direccién V!, entonces es claro que

(Yo, Ur(VI)NA, =Y, vaquen(V,)CH, Y, CA, y P, =A,UH. 1

En lo que resta de seccién veremos cémo los ultimos resultados que hemos probado nos
permiten redefinir toda la estructura de espacio afin:

6.8 Un espacio afin de dimensién n es un par A,, = (P,,, H) formado por un espacio proyectivo
P,, de dimensién n y por un hiperplano suyo H, el cual se denomina hiperplano del infinito del
espacio afin A,,. Los puntos de P,, que no estdn en H se llaman puntos afines (6 propios) del
espacio afin, y los de H se denominan puntos del infinito (6 impropios) del espacio afin.

6.9 Llamaremos subvariedad afin (no vacia) de A,, a cada subvariedad lineal de P,, que no
esta contenida en el hiperplano del infinito H. La direccién de una subvariedad afin se define
como su interseccion con el hiperplano del infinito, y diremos que dos subvariedades afines son
paralelas si sus direcciones son incidentes.

Cada subvariedad afin estd determinada por un punto afin suyo y por su direccién: si X
es una subvariedad afin de dimensiém m de A,,, entonces su direccién X, = X N H es una
subvariedad lineal de IP,, de dimensién m — 1, de modo que si P es un punto afin de X entonces
debe satisfacerse X = P+ X, (apliquese la férmula de la dimensién para subvariedades lineales
de un espacio proyectivo).

Las relaciones de incidencia en el espacio afin (como las enunciadas en el ejercicio 1.7)
pueden obtenerse facilmente de las relaciones de incidencia en el espacio proyectivo.

6.10 Dado otro espacio afin A/, = (P/,, H'), llamaremos afinidad del espacio afin A, en el
espacio afin A/ a las proyectividades de P, en P/ que transforman el hiperplano H en el
hiperplano H’'. En particular, una autoafinidad de A, es una autoproyectividad de P, que
deja invariante a H. Las dilataciones de A,, se definen como las autoproyectividades de P,, que
dejan fijos todos los puntos del hiperplano del infinito H. Las dilataciones que no dejan fijo
ningtin punto afin se denominan traslaciones.
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6.11 Dados tres puntos distintos y alineados A, B,C de A,, llamaremos razoén simple de
dichos puntos al escalar
(A,B,C)=(A,B;C,Py),

donde P, es el punto del infinito de la recta que contiene a los puntos dados.

Si consideramos el espacio afin con la primera definicién, (A,,V), en cuyo caso A, =
(P(Ep41),7(V)) donde E, 41 es la extension vectorial de A, entonces existirdn un vector no
nulo v € V' y un escalar A (# 0,1) tales que B=C+vy A = c+ \v, en cuyo caso para la
primera definicién de razén simple tenemos (A, B,C) = A. Por otra parte, C' (como vector
de E,+1) se representa a si mismo (como punto del espacio proyectivo), el vector C +v = B
representa al punto B, el vector C'4+ Av = A representa al punto A, y el vector v representa al
punto del infinito P..; haciendo un calculo rutinario se llega a que para la segunda definicién
de razén simple también tenemos (A4, B,C) = A.

Ejercicios 6.12 (a) Dados puntos distintos A y B de A,, el punto medio de A y B es el
conjugado armonico respecto del par (A, B) del punto del infinito de la recta A + B.
(b) Dados puntos distintos y alineados A, B,C, D en A,, tenemos

(A, B,C)

(¢) Una aplicacién biyectiva entre dos rectas afines es una afinidad si y s6lo si conserva las
razones simples.

Ejercicio 6.13 Las dilataciones de A,, (# identidad) son justamente las homologias de P,, que
tienen como eje a H. Sea ¢ una homologia de P, cuyo eje es H.

Si ¢ es especial entonces es una traslacion de A,,, en cuyo caso diremos que el vértice de la
homologia ¢ es la direccién de la traslacién ¢.

Si ¢ es no especial entonces es una homotecia de A,,, en cuyo caso el vértice de la homologia
@ es el centro de la homotecia p. Ademas, si m es el médulo de la homologia no especial ¢ de
P, y A es la razén de la homotecia ¢ de A,,, entonces A = 1/m (véase el problema I11.5.31).

6.14 Una referencia afin (6 cartesiana) de A, se define como una referencia proyectiva
(Po, Py,...,P,,U) de P, tal que P, +---+ P, = H, es decir, tal que la ecuacién del hiperplano
del infinito en ella es xg = 0; el punto Py es el origen de la referencia, U es el punto unidad, y
las rectas Py + P;, 1 =1,...,n, son los ejes de la referencia.

Sea (Po, P1,...,P,,U) una referencia afin de A,,. Dado un punto P € A,, de coordenadas
homogéneas (xg, 1, ..., z,) debe ser g # 0, de modo que multiplicando por z, ! obtenemos que
existen escalares y1,...,y, tales que P = (1,y1,...,yn); la sucesién de escalares (y1,...,yn)
estd totalmente determinada por P y la llamaremos coordenadas afines (6 cartesianas) del
punto afin P en la referencia afin (P, Py, ..., P,,U).

Pongamos, igual que en 6.11, P, = P(E,41) y H = n(V). Sea {eo, €1, ..., e, } una base nor-
malizada asociada a la referencia afin (Py, P, ..., P,,U) considerada como referencia proyec-
tiva; en particular tenemos que {ej,...,e,} es base de V. Como w(eg) = Py y Fy pensado
como vector de E,;1 se representa a si mismo, es claro que podemos suponer que la base
normalizada es { Py, e1,...,e,}. Fijado P € A, si (y1,...,yn) son las coordenadas afines de P
segun la definicién dada en el parrafo anterior, entonces las coordenadas homogéneas de P son
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(L,y1,...,yn); en consecuencia, el vector Py + y1e1 + - - - + yne, representa al punto P, y como
dicho vector estd en A,, debe ser P = Py + yie1 + - - - + ynen, por lo que las coordenadas afines
de P con la primera definicién dada son también (y1,...,yn).

Veamos, en dimensién 2 para poder hacerlo graficamente, la relacién que hay entre las dos
definiciones dadas de referencia afin. Supongamos en primer lugar que tenemos una referencia
cartesiana (Py;v1,v2); si P; es el punto del infinito de la recta que pasa por Py con la direccién
del vector vy (es decir, P; = [Py+ (Po+wv1)|NH), P, es el punto del infinito de la recta que pasa
por Py con la direccién del vector ve, y U = Py+ (v1+v2), entonces (Py, Pi, P2, U) es un sistema
de referencia proyectivo que satisface P; + P» = H (la subvariedad lineal H tiene dimensién 1
y los puntos P; y P> de H son distintos porque v1 y vo son linealmente independientes; véase
la figura 5.2).

Supongamos ahora que partimos de una referencia proyectiva (P, P1, P2, U) tal que P; +
P> = H, es decir, P; y P> son dos direcciones distintas del plano afin, y Py y U son dos puntos
afines distintos tales que U no estd sobre las rectas que pasan por Py con las direcciones que
definen P; y P». En estas condiciones, la recta que pasa por U con la direccién de P, corta a la
recta que pasa por Py con la direccién de P; en un tinico punto afin Q2, (Py+P2)N(U+P1) = Q2;
del mismo modo obtenemos que (Py+ P;) N (U + P») = @1 es un punto afin. Si vy y vg son los
unicos vectores que satisfacen Q1 = Py +v1 y Q2 = Py + v, entonces (Py; v1,v2) es un sistema
de referencia cartesiano (véase la figura 5.3).

Py+ P U+ P
Py+vog------ U =P+v+ov U+h Q@ WU
V2 i V2 P
v, 451 P(] + Pl L
Po PO + v PO Ql
Figura 5.2 Figura 5.3

Ejercicio 6.15 Supongamos que es n = 1 y que en A; tenemos una referencia afin (Pp;v1).
Sea P; el punto del infinito de A1, de modo que A; = (Py, P;), y denotemos U = Py+wv;. Segin
los anteriores puntos, dado P € A1, la coordenada afin de P en la referencia afin (Py;v1) es A
si y sélo si las coordenadas homogéneas de P en la referencia proyectiva (P, Py, U) son (1, ),
es decir,

(P,U,Po):)\ <~ (Pl,Po;U,P):A

(véase 4.2; también podemos llegar a la anterior equivalencia aplicando 6.11).

Lo dicho en el anterior parrafo y la proposicion 11.2.16 proporcionan una interpretacion
geométrica de las coordenadas cartesianas que coincide con la interpretacién cldsica mediante
proyecciones paralelas sobre los ejes.
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6.16 Fijemos una referencia afin (Py, Pp,...,P,,U) en A,,. La ecuacién de H en dicha refer-
encia es zg = 0 y, como ya hemos visto, la ecuacién de A, es 29 = 1 (que no es homogénea
porque A, no es una subvariedad lineal de P,,). Consideremos una subvariedad afin X en A,
(es decir, X es una subvariedad lineal de P,, que no esté contenida en H). Si las ecuaciones
de X en coordenadas proyectivas son

a100 + a11x1+ -+ ar, = 0

apoTo + ap1x1 + -+ appry, = 0

entonces, cortando con A,, = zg = 1 obtenemos que las ecuaciones de la subvariedad afin X
en coordenadas afines son

a11y1 + -+ aipYn = —a10

apyr + -+ GpnYn = —apo

y cortando con H = g = 0 obtenemos que la direccién de X, X N H, es la subvariedad lineal
cuyas ecuaciones homogéneas son

rog = 0

a1 + -+ ainy — 0
. )

apry+ - +apprn, = 0

comparese con lo dicho en 3.4.
Compruébese que si U’ = (Py+U)NH, entonces (P, ..., P,,U’) es una referencia proyectiva
de H en la cual las ecuaciones de la subvariedad lineal X N H son

ez + -+ awmr, = 0

ap1T1 + -+ apprn = 0

Ejercicio 6.17 Supongamos que n + 1 no es multiplo de la caracteristica del cuerpo k. Una
referencia baricéntrica de A,, se define como una referencia proyectiva (P, P1,...,P,,U) de
P,, tal que la ecuacién del hiperplano del infinito en ella es xg 4+ x1 + - - - + x, = 0. Nébtese que
todos los puntos de una referencia baricéntrica son afines.

Sea (Py, Py,...,P,,U) una referencia baricéntrica de A,. Dado un punto P € A, de
coordenadas homogéneas (zg,x1,...,z,) debe ser xy + 21 + -+ + x, # 0, de modo que mul-
tiplicando por (zg + 1 + --- 4+ x,) ! obtenemos que existen escalares yo,y1,...,Yn tales que
Yvo+uyi+-+yn=1y P=(yo,y1,-.-.,Yn); la sucesién de escalares (yo,y1,...,yn) estd total-
mente determinada por P y la llamaremos coordenadas baricéntricas del punto afin P en la
referencia baricéntrica (Py, P, ..., Py, U).

Pongamos de nuevo P, = P(E,4+1) y H = w(V). Considerando cada punto afin como
un vector que se representa a si mismo, tenemos que {Fp, Pi,...,P,} es una base de F,1;
que es base normalizada asociada a la referencia (P, Py, ..., P,,U) considerada como referen-
cia proyectiva; es facil ver entonces que (P, Py, ..., P,) es una referencia baricéntrica de A,
seguin la primera definicion dada y U es el baricentro de los puntos Py, Py, ..., P,, ¥y que las
coordenadas baricéntricas de un punto afin coindicen para las dos definiciones dadas.
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7 Problemas

7.1 Sea ¢ : A, — A, una dilatacién (distinta de la identidad) con n > 2. Tenemos:

(a) ¢ queda determinada si se conocen las imagenes de dos puntos distintos de A,;

(b) si P € A, es tal que ¢(P) # P, entonces la recta P 4+ ¢(P) es invariante por ¢;

(c) conocidos dos puntos distintos de A,, y sus imagenes por ¢, dedizcase del apartado
anterior cémo podemos decidir si ¢ es una homotecia o una traslacién;

(d) si ¢ es una traslacién, entonces queda determinada si se conoce la imagen de un
punto de A,,.

7.2  Dar las posibles interpretaciones afines del Teorema de Desargues. Como aplicacién, si en
un plano afin tenemos dos rectas paralelas y distintas y un punto exterior a ellas, constriyase,
utilizando sélo la regla, la recta que pasa por dicho punto y es paralela a dichas rectas.

7.3  Utilizando las construcciones del cuadrivértice completo y el Teorema de Thales, resolver
con la ayuda de una regla los siguientes problemas:

(a) Dado un segmento y su punto medio, trazar por un punto dado la paralela a la recta
que contiene al segmento.

(b) Dadas dos rectas paralelas y un segmento sobre una de ellas, construir el segmento
doble (triple, ... ), o dividir el segmento en 2 (3, ... ) segmentos iguales.

7.4  Resuélvase el ejercicio 3.5 considerdndose el espacio afin dentro del espacio proyectivo y
utilizdndose coordenadas y ecuaciones homogéneas.

7.5 Un cuadrildtero es la figura afin plana determinada por cuatro puntos distintos y orde-
nados A, B,C, D con tres cualesquiera de ellos no alineados. Dichos puntos son los vértices del
cuadrilatero, y diremos que Ay C (B y D) son vértices opuestos, y que A+ By C+D (A+ D
y B + C) son lados opuestos. Las rectas que pasan por un par de vértices opuestos se llaman
diagonales. Un paralelogramo es un cuadrilatero en el que lados opuestos son paralelos.

Un cuadrildtero es un paralelogramo si y sélo si sus diagonales se bisecan mutuamente (i.e.,
se cortan en sus puntos medios). Ademds, en un paralelogramo las diagonales se cortan en el
baricentro del paralelogramo.

7.6  En un plano afin, sean A, D, A’, D' y B,C,B’,C" dos cuaternas de puntos distintos
y alineados tales que ABCD y A’B'C'D’ son paralelogramos. Entonces estdn alineados los
puntos (A+B)N (A" +B'), (C+D)n(C’'"+D"), (A+C)n(A"+ "), (B+D)n (B + D).

7.7 Las medianas de un tridngulo (rectas que unen un vértice con el punto medio del lado
opuesto) concurren en el baricentro del tridngulo, el cual divide a cada mediana en la proporcién
—2:1.

7.8 La recta conjugada armoénica de la mediana que pasa por un vértice de un triangulo
respecto de los dos lados que pasan por ese vértice, es paralela al tercer lado del triangulo.

7.9 Las rectas paralelas a dos lados de un tridngulo que pasan por el baricentro dividen al
tercer lado en tres segmentos iguales.
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7.10 En un espacio afin, un cuadrilatero alabeado es la figura determinada por cuatro puntos
distintos y ordenados que no son coplanarios.

Los puntos medios de los lados de un cuadrildtero (alabeado 6 no) son los vértices de un
paralelogramo, y las bimedianas (rectas que unen puntos medios de lados opuestos) se bisecan
mutuamente.

7.11 Las medianas de un tetraedro (rectas que unen un vértice con el baricentro de la cara
opuesta) concurren en un punto.

7.12  Un hexagono es la figura afin plana determinada por seis puntos distintos y ordenados
tales que tres consecutivos de ellos no estan alineados. Suponemos conocidos los elementos
geométricos de un hexdgono: vértices, lados, vértices opuestos, diagonales, etc.

Si las tres diagonales de un hexagono concurren en sus puntos medios, entonces los lados
opuestos son paralelos. Es cierto el resultado reciproco?

7.13 Un trapecio es un cuadrilatero que tiene un par de lados opuestos que son paralelos,
los cuales se denominan bases del trapecio.

Si P es el punto de corte de las diagonales de un trapecio, entonces la recta que pasa por
P y es paralela a las bases corta a los dos lados restantes en puntos cuyo punto medio es P.

7.14 El punto de corte de los dos lados no paralelos de un trapecio y el punto de corte de las
diagonales, estdan alineados con los puntos medios de las bases, a los que separa armdnicamente.

7.15  Supodngase fijada una referencia proyectiva (Py, Pi, P,U) en un plano proyectivo Ps.
Si consideramos el plano afin que obtenemos al fijar en Py la recta de ecuacién x +y — z = 0,
determinese el vértice D del paralelogramo ABCD sabiendo que A = (1,0,0), B = (0,1,0) y
C=(211).

Hallense también las ecuaciones de la homotecia de razén 2 y centro (1,1,0), asi como de
las traslaciones que tienen por direccién el punto del infinito (1,1,2).

7.16 Sean Py y (Py, P1, P»,U) como en el problema 7.15 y tomemos como recta del infinito
la de ecuacién z +y + z = 0. Dados A = (1,0,0) y B = (0,1,0), hallese el punto medio del
segmento AB y calcilese la ecuacién de la recta A + B.

7.17 Dados dos tridngulos ABC y A’B’C’ en un plano afin As, existe una tinica afinidad
@ : Ay — Ay que transforma A en A’, B en B’y C en C'. Cémo podemos saber, examinando
los tridngulos, si dicha afinidad es una traslacién, una homotecia, 6 ninguna de las dos cosas?

7.18 En un plano afin Ay en el que hay fijada una referencia cartesiana, dados los puntos
X =1(0,0), Y =(1,0), Z=(0,1), A = (a1,a2), B = (b1,ba) y C = (c1,¢2), A, B,C distintos
y no alineados, calcilense las ecuaciones de la afinidad que transforma el triangulo XY Z en el
tridngulo ABC.

7.19 Estudiense las subvariedades afines invariantes por la autoafinidad ¢ de un plano afin
Ao cuyas ecuaciones en una referencia cartesiana son

1 = 1—2yp
vy = —14y1+ 3y
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7.20 Sea A, un plano afin. Dadas dos rectas que se cortan y un punto que no pertenece a
ninguna de ellas, y dada otra configuracién andloga, pruébese que exiten dos autoafinidades de
Ay que trasforman una configuracién en la otra. Hallar esas afinidades en el caso

r=x—y=2 rr=x=1
s=r—2y=-1 3, s=x—y=
P =(0,0) P =(2,2)

7.21 Sea Ajz un espacio afin de dimensién 3. Dadas tres rectas no coplanarias y concurrentes,
y un punto que no pertenece a ninguno de los tres planos que determinan dichas rectas (al
tomarlas dos a dos), y dada otra configuracién andloga, cudntas autoafinidades de Ajg existen
que trasforman una configuracién en la otra?

7.22  Sea Py un plano proyectivo en el que se ha fijado una referencia proyectiva respecto de
la cual una proyectividad ¢ : Po — Py tiene por ecuaciones

¥ = 3r+2y+22
y, = —Tr—z )
2 = 2o +2y+3z

y considérese el plano afin Ay = (P2, r) donde r es la recta de ecuacién z +y + z = 0.
Pruébese que ¢ es una dilatacion de As. Si ¢ es una traslacién calcilese su direccién, y si
( es una homotecia calcilense su centro y su razon.

7.23  Sea Py un plano proyectivo en el que se ha fijado una referencia proyectiva respecto de
la cual una proyectividad ¢ : Po — Py tiene por ecuaciones

¥ = 3x+2y+4z
y o=y ;
2 = —zx—y-—=z
y considérese el plano afin Ay = (P2, r) donde r es la recta de ecuacién x + y + 2z = 0.
Pruébese que ¢ es una dilatacion de As. Si ¢ es una traslacién calcilese su direccién, y si

( es una homotecia calcilense su centro y su razén.

7.24  En un plano proyectivo Py en el que se ha fijado una referencia, sea r la recta de
ecuaciéon x+y+z = 0. Dados en el plano afin Ay = (P2, ) los puntos A = (1,0,1), B = (1, 1,0),
C =1(0,0,1), D=(2,0,—-1), E=(0,—1,—1) y F = (1,0,0), calcilese la ecuacién de la tinica
afinidad ¢ : As — As que transforma el tridngulo ABC' en el triangulo DEF.

7.25 Sean A, B,C,D los vértices de un tetraedro de un espacio afin real de dimensién 3.
Si por dichos vértices se trazan cuatro rectas paralelas que cortan a las caras opuestas en los
puntos A’, B',C’, D', calcilese A\ € R de manera que los puntos de los segmentos AA’, BB’,
CC', DD’ con razén \ sean coplanarios.



