Capitulo V

Meétricas

En este capitulo y en los siguientes, el cuerpo base de los espacios vectoriales que se consideren
sera de caracteristica distinta de 2.

Empecemos recordando las nociones bésicas que supondremos conocidas relativas a las
métricas. Una métrica (tensor covariante de orden 2) sobre un k-espacio vectorial E es una
aplicacién T, : E X E — k que es bilineal. Una métrica T, sobre E se dice que es simétrica
si cumple Ty(e,e’) = Th(€',e) para cualesquiera e, e’ € E, y se dice que es hemisimétrica si
Ty(e,e) = 0 para todo e € E. Tenemos la implicacién “T, hemisimétrica = Th(e,€’) =
—T5(€¢’, e) cualesquiera que sean e,e’ € E”; ademds, por ser k de caracteristica distinta de 2,
la anterior implicacién es una equivalencia.

Supongamos fijada una base {ej,...,e,} en E. Dada una métrica T sobre E, la matriz
A = (a;j) € M,(k) definida por las igualdades
aij:TQ(Gi,ej), 7’7.76{17)77’}7
se conoce como matriz de la métrica Ty en la base {ei,...,e,} y se utiliza como sigue: dados
e, e E,sie=aie1+ - +ape, vy € = pre; + -+ Bpe, entonces
631
To(e,€') = (a1,...,an) Al
Br
Si{el,...,e),} esotrabase de Ey A" € M, (k) es la matriz de T» en ella, entonces se cumple
la férmula de cambio de base
A =CtAC,
siendo C' la matriz de cambio de la base {€/,...,e/,} ala base {e1,...,en}.
Por 1ltimo, si T5(F) denota el espacio vectorial de las métricas sobre F, entonces la apli-
cacién ¢ : To(E) — M, (k) que asigna a cada métrica sobre F su matriz en la base {eq,...,e,}

es un isomorfismo de k-espacios vectoriales. Ademds, una métrica T> sobre E es simétrica si y
s6lo la matriz ¢(T%) es simétrica (esto es, ¢(T) concide con su traspuesta: ¢(T2) = ¢(1r)!), y
es hemisimétrica si y sélo si ¢(T2) es antisimétrica (esto es, ¢(T2) concide con la opuesta de su
traspuesta: ¢(Ty) = —o(T)").

En general, una métrica puede no ser simétrica ni hemisimétrica, pero en lo que sigue SOLO
consideraremos métricas que sean simétricas 6 hemisimétricas.
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76 Capitulo V. Meétricas

1 Restriccion y Proyeccion de Métricas

Definiciones 1.1 Consideremos un espacio vectorial £ dotado de una métrica T5.

La restriccién de Ty a un subespacio vectorial E’ de E define la métrica T sobre E' dada
por la igualdad Tj(eq, ea) := Th(e1,e2), e1,ea € E'. Es claro que T4 es del mismo tipo que Tb,
es decir, T es simétrica si Ty sea simétrica, y T4 es hemisimétrica si Th es hemisimétrica.

Dada una aplicacién lineal y epiyectiva 7 : E — E. diremos que la métrica T es proyectable
por 7 si existe una métrica Th sobre E satisfaciendo

TQ(Cl,eg) = Tg(ﬂ'(el),ﬂ'(eg)), e1,€e9 € E.

Cuando T5 es proyectable por 7, la métrica 15 sobre E que cumple la anterior propiedad es
Unica y se denomina proyeccion de T, por el epimorfismo 7; 15 es del mismo tipo que 1.
Se define el radical de la métrica T» como el siguiente subespacio vectorial de E :

radTy:={e€ E:Ty(e,')=0 Ve eE}={ecE:Ty,e)=0 Ve €E};

la comprobacion de que rad T» es un subespacio de E es muy sencilla.

Proposicién 1.2 Si T, es una métrica sobre un espacio vectorial E y m : E — E es un
epimorfismo, entonces T es proyectable por w si y sélo si Kerm C rad 1.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que Th es proyectable por 7 y sea T su proyeccién.
Dado e € Ker 7, para todo vector €’ € E tenemos Ty(e,e') = To(m(e), m(e')) = To(0,7(e')) = 0
y por lo tanto e € rad Ts.

Supongamos ahora que Ker7 C rad T3 y probemos que 75 es proyectable por 7. Definimos
la aplicacion Th : E x E — k del siguiente modo: dados vectores é;,é € F,

TQ(él, 52) = Tg(el, 62) ,

donde e1,es € E son tales que 7(e1) = €1 y 7(e2) = &2. Veamos que T, estd bien definida, es
decir, que la anterior igualdad no depende de los vectores e; y eg elegidos: si €}, e, € E son
vectores tales que w(e}) = €1 = w(e1) y w(eh) = e = w(e2), entonces existen ef, ey € Kerm C
rad Ty satisfaciendo €] = e; + €}, e}, = ea + € y por lo tanto

Ty(e}, €5) = Ta(er + €], e + €) = To(er, e2) + Ta(er, ey) + Ta(e], e2) + Ta(ef, e3)
=Ts(er,e2) + 0+ 0+ 0= Th(ey,ez).

Hemos definido una aplicacién Tb : £ x E — k que cumple Th(eq, ) = To(m(e1), m(e2)) para
cualesquiera e, e9 € E, y se comprueba facilmente que dicha aplicacién es una métrica (porque
7 es lineal y T5 es bilineal); por lo tanto T, es proyectable por 7. |

Definicion 1.3 Diremos que una métrica 75 sobre un espacio vectorial E es no singular si
rad To = 0. Cuando rad T # 0 se dice que T» es singular.

Ejercicio 1.4 Si 75 es una métrica sobre un espacio vectorial ¥ que es singular, entonces
podemos proyectarla para hacerla no singular de la siguiente manera: si consideramos el mor-
fismo de paso al cociente 7 : E — E/(rad T3), entonces Ker m = rad T» y segun 1.2 tenemos que
T, es proyectable por 7 a una métrica Th sobre E/(rad Ty); esta nueva métrica es no singular.
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Definicion 1.5 Sea 15 una métrica sobre un espacio vectorial E. Un vector e € E se dice que
es isétropo (para la métrica Ty) si Ta(e,e) = 0. Diremos que FE es totalmente isétropo (para
la métrica Ty) si rad Ty = E, es decir, si T es la métrica identicamente nula sobre E.

Lema 1.6 Para una métrica simétrica T sobre un espacio vectorial E¥ tenemos: FE es total-
mente isétropo si y solo si todo vector de E es isotropo.

Demostracion. Es claro que todo vector de FE es isétropo cuando FE es totalmente isétropo.
Para probar el reciproco basta tener en cuenta que dados e, es € E tenemos la igualdad

1
Tyr(er,e2) = 5 [T2(61 + e, e1 + e2) — Ta(er, e1) — Ta(ea, 62)]

por ser 1o simétrica. |1

Observacion 1.7 El lema 1.6 no es cierto para las métricas hemisimétricas (para una métrica
hemisimétrica todo vector es isétropo).

1.8 Sea (E,T,) un espacio vectorial dotado de una métrica. Dado un subespacio vectorial E’
de E, en lo que sigue (y siempre que no haya motivo de confusién) el subespacio rad Ty de E’ lo
denotaremos rad E’ y lo llamaremos “radical de E’” (donde Ty es la métrica de E restringida
a E'), y diremos que E’ es un “subespacio totalmente isétropo” de E cuando rad E' = E’ (es
decir, cuando la restriccién de la métrica de E a E’ sea la métrica nula). Por ejemplo, rad E
es totalmente isétropo y por tanto rad(rad E) = rad E.

Definiciones 1.9 Sea (E,T>) un espacio vectorial dotado de una métrica. Dos vectores eq, e2
de E se dice que son ortogonales (para la métrica Ty) si Ta(eq, ea) = 0; nétese que los vectores
isotropos son los ortogonales a si mismos. Diremos que dos subespacios vectoriales Fi, F» de
E son ortogonales si Th(eq, ea) = 0 cualesquiera que sean e; € Fy, ey € Fj.

Para cada subespacio vectorial F' de E, es facil ver que el conjunto

Ft={ecE : Tyle,v) =0 paratodov € F} ={e € E : Ty(v,e) = 0 para todo v € F'}

es también un subespacio vectorial, el cual se conoce como subespacio ortogonal de F'.
Diremos que dos subespacios vectoriales E' y E” de E estdn en suma ortogonal si estdn en
suma directa y son ortogonales, en cuyo caso su suma se denota E' | E”.

1.10 Sea (E,T5) un espacio vectorial dotado de una métrica. Comentemos algunas propiedades
sencillas que nos seran muy utiles en todo lo que sigue:

(i) Dados subespacios vectoriales Fy, Fy de E es trivial la implicacién: “Fy; C Fp = FQJ-
C Fi-”. También es claro que Fy y F, son ortogonales si y sélo si F; C Fi-, y como la relacién
“ser ortogonales” es simétrica obtenemos: “F; C FQJ- & Iy CF-7.

(ii) Consideremos una descomposicién £ = F L G. Si {ej,...,e;} es una base de F'y
{v1,...,vs} es una base de G, entonces {e1,...,e,,v1,...,0s} es una base de E respecto de la

cual la matriz de 15 es
A 0
0 Ay )’
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donde A; es la matriz en la base {e1,...,e,} de la restriccién de Th a F'y As es la matriz en
la base {v1,...,vs} de la restriccién de To» a G (compruébese).

Es claro como generalizar lo dicho aqui cuando tenemos una descomposicién de la forma
E=F 1 ---1F,.

Proposiciéon 1.11 El radical de una suma ortogonal es igual a la suma ortogonal de los rad-
icales. Es decir, si Ty es una métrica sobre un espacio vectorial E, y E', E"” son subespacios
vectoriales de E¥ que estan en suma ortogonal, entonces

rad(E' L E") =rad E' 1 rad E".

Demostracién. Sean E' y E” como en el enunciado. Es claro que rad E' y rad E” estéan en
suma ortogonal (porque rad E' C E’ y rad E” C E").

Seae erad(E' L E")C E' L E"yseane’ € E',¢" € E” talesque e = ¢’+¢”. Dadoe; € E’
tenemos 0 = Th(e,e1) = Th(e',e1) + To(e”,e1) = Ta(e',e1) + 0 y por lo tanto Th(e',e1) = 0,
es decir, ¢/ € rad E/. Del mismo modo se prueba que ¢” € rad E”, y por lo tanto debe ser
ecradE' 1L rad E".

Sea ahora e € rad E/ L rad E” y sean ¢/ € rad E' y €’ € rad E” tales que e = €' +¢”. Si
e € E' L E”, entonces existen e; € E' y es € E” tales que € = e1 + es y obtenemos

Ty(e,e) = To(e,e1) + To(e, e2) + To(e”,e1) + To(e”,e2) =0+ 0+0+0=0,

esto es, e e rad(E’ L E”). 1

Definicién 1.12 Una aplicacién lineal T : (E, Ty) — (E,T5) entre espacios vectoriales dotados
de métricas se dice que es una isometria, si es un isomorfismo que satisface: Ta(ei,e2) =
Ty(T(e1), T(e2)) cualesquiera que sean ej, ez € E.

Dos espacios vectoriales dotados de métricas se dicen que son isométricos si existe entre
ellos alguna isometria.

Ejercicio 1.13 Las isometrias conservan todas las propiedades definidas a partir de la métrica.
Por ejemplo, si T : (E,Ty) — (E,T,) es una isometria y F es un subespacio vectorial de E,
entonces T(F+) = T(F)*, T(rad F) = rad T(F), F es totalmente isétropo si y sélo si T(F) es
totalmente isétropo, e es un vector isétropo de E si y sélo si T'(e) es un vector isétropo de E,
si F'=F, L Fy entonces T(F) =T(Fy) L T(F), etc.

1.14 Muy a menudo construiremos isometrias del siguiente modo. Dados espacios vectoriales
dotados de sendas métricas, (E,T3) y (E',T3), sean F,V subespacios vectoriales de E que estén
en suma ortogonal, y sean F’, V' subespacios vectoriales de E’ que estdn en suma ortogonal.
Sio:F — F'y7:V — V' son isometrias, entonces también es isometria la aplicacién

c®T:F1LV — F LV
et+v — o(e)+7(v)

(donde cada subespacio vectorial se considera con la correspondiente métrica restringida).
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Ejemplo 1.15 Sea 75 una métrica no singular sobre un espacio vectorial E y sea F' un sube-
spacio vectorial de E. Supongamos que F es no singular, en cuyo caso tenemos E = F 1 Ft-
(segiin probaremos en 2.3). Si Iy : ' — F es el endomorfismo identidad de F' e Iy : F- — F*
denota el endomorfismo identidad de F=, entonces se define la simetria respecto de F como
la tnica aplicaciéon E = F L F+ — F L F+ = E que sobre F coincide con I y sobre Ft-
es igual a —Ip.. Es inmediato comprobar que Ir y —I1 son isometrias, asi que la simetria
respecto de F' es también una isometria.

Teorema 1.16 Todo espacio vectorial dotado de una métrica descompone de modo tinico
(salvo isometrias) en suma ortogonal de un espacio totalmente isétropo y un espacio no singular.
Concrétamente, dada una métrica Ty sobre un espacio vectorial I/, la parte totalmente isétropa
es rad E' y la parte no singular es isométrica al espacio vectorial E /(rad Ty) dotado de la métrica
Ty proyectada sobre él:

E=radE L (E/rad E).

Demostracién. Con la notacién del enunciado, consideremos un subespacio vectorial E' de FE
que sea suplementario de rad E/, de modo que entonces es clara la igualdad £ = rad £ 1L E'.
Ademads E’ es no singular, ya que por 1.11 tenemos

rad E =rad(rad E L E') =rad(rad E) L rad ' =rad E | rad E’

y por lo tanto rad ' Crad EN E’' = 0.

Probemos la unicidad. Sean E; y Es subespacios vectoriales de E tales que F = FE; | FEs,
con FE; totalmente isétropo y FEs no singular. Por una parte, tomando radicales obtenemos
rad £ = Ej. Por otra parte, si 0 : Ey — E/(rad E) es la composicién de la inclusién i : Fy — E
y el paso al cociente 7 : E — E/FE; = E/(rad E), entonces es claro que ¢ es un isomorfismo;
ademds o es una isometria, ya que dados eg, €5 € Fy tenemos

Ty(o(e2),0(e5)) = Ta(m(ile2)), w(i(eh)) ) = Tu(ile2), i(ch)) = Talen,€h).

donde T3 es la métrica Ty proyectada sobre E/(rad E). 1

2 Polaridad Asociada a una Métrica

Definicién 2.1 Sea (F,T5) un espacio vectorial dotado de una métrica. Cada vector e € E
define la forma lineal ¢(e) : E — k, v — ¢(e)(v) := Ta(e,v). De este modo tenemos la
aplicacién
¢:E — E*
e +— @e) =Ta(e, -),

que es lineal y se denomina polaridad asociada a la métrica Tb. La polaridad determina
totalmente a la métrica, ya que dados e1, ez € E se tiene Th(e1, e2) = ¢(e1)(e2).

Ejercicio 2.2 Con la notacién de la definicion 2.1 tenemos:
(a) Ker¢ =radT> y como consecuencia

T5 es no singular <= ¢ es isomorfismo .
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(b) Si{e1,...,en} es una base de E'y A = (Tx(e;,¢e5)) es la matriz de Ty en dicha base,
entonces la matriz de ¢ en la base {e1,...,e,} v en su base dual es A'; como consecuencia
obtenemos

T es no singular <= |A| #0.

(c) Para cada subespacio vectorial F' de E se cumplen F* = ¢~ 1(F°) y FNF* =rad F;
en particular rad E = E+.

Proposicion 2.3 Sea Tb una métrica no singular sobre un espacio vectorial E. Para cada
subespacio vectorial F' de E tenemos:

(i) dimF + dim F+ = dim F ;
(i) (FH)*t=F;

(iii) si F es también no singular (es decir, si rad F' = 0), entonces E = F | F*.

Demostracion. Por ser Ty no singular, su polaridad asociada es un isomorfismo y por lo tanto
dim F+ = dim F° = dim F — dim F' (véase 2.2 (c)), lo cual prueba (i).

Para demostrar (ii) basta tener en cuenta la inclusién F' C (F4)*, ya que segtin (i) tenemos
dim(F+)t = dim F — dim F+ = dim F.

Supongamos por dltimo que F' es no singular, en cuyo caso F y F- estan en suma ortogonal
porque estdn en suma directa (F'N F+ = rad F = 0 segiin 2.2 (c)); basta entonces tener en
cuenta que dim F + dim F+ = dim E para obtener la igualdad £ = F 1. F+. |}

Corolario 2.4 Sea T, una métrica no singular sobre E. Si F' y G son subespacios vectoriales
de E tales que E = F 1 G, entonces F y G son no singulares y F+ =G (y G+ = F).

Demostracion. Basta tomar radicales para lo primero y aplicar las propiedades de la dimensién
para lo segundo. |1

3 Teorema de Witt: Indice de una Métrica Simétrica

Definiciones 3.1 Sea (E,T») un espacio vectorial dotado de una métrica.

Diremos que E (dotado con la métrica Ty) es un espacio eliptico si carece de vectores
isétropos no nulos, es decir, si se cumple la implicacién: e € E, Ta(e,e) =0 = e = 0.
Claramente, si E' es un espacio eliptico entonces T» es simétrica (para una métrica hemisimétrica
todo vector es is6tropo) y no singular (e € rad E = e is6tropo).

Diremos que E es un plano hiperbdlico si es un espacio no singular y no eliptico de dimensién
igual a 2.

Dados vectores e, ¢’ € E, diremos que (e,e’) es un par hiperbdlico si se cumplen:

Ty(e,e) = To(e',e') =0, Ty(e,e') =1.

Lema 3.2 Si (E,T2) es un espacio vectorial dotado de una métrica, entonces E es un plano
hiperbdlico si y sélo si tiene una base {e1,es} tal que (e1,e2) es un par hiperbdlico.
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Demostracion. Si {e1,e2} es una base de E tal que (e1,e2) es un par hiperbdlico, entonces la
matriz de la métrica T en esa base es

1 1
( (1) 0 ) si T es simétrica,, ( —01 0 > si Ty es hemisimétrica .

Es obvio entonces que E es no singular, no eliptico y de dimension 2.

Supongamos ahora que E es un plano hiperbdlico. Sea e; € F tal que e; es no nulo e
isétropo, y consideremos otro vector e € E tal que {ej,e} es una base de E. Observemos
que Th(ey,e) # 0, ya que si Ta(e1,e) = 0 entonces e; € rad E, en contra de la hipétesis
rad E = 0. Busquemos un vector ¢/ € E que sea linealmente independiente con e; y que
satisfaga Ta(€/,e’) = 0. Si Ta(e,e) = 0 tomamos e’ = e; si Th(e,e) # 0, en cuyo caso Ty debe
ser simétrica, busquemos ¢’ = e; + Ae con A # 0 y tal que Th(e,¢') = 0:

0="Ty(e ) =Ty(e1 + Ne,e1 + Xe) = )\[2T2(61,e) + )\Tg(e,e)} ,

por lo tanto A = —2Ty(eq,e)/Ts(e,e). Para terminar, como p = Th(e,e’) # 0, basta tomar
ea = p~ e’ para obtener que {e,es} es una base de E tal que (eq, e2) es un par hiperbélico. 1

Definicién 3.3 Sea (E,T>) un espacio vectorial dotado de una métrica. Diremos que E es un
espacio hiperbdlico si puede ponerse como suma ortogonal de planos hiperbdlico, es decir, si
existen vectores ey, ..., e, €],..., e, € F tales que

E = {ey,e}) L-- 1L {ey,el),
Ty(ei ei) = Ta(el,e;) =0y Talene) =1 (i=1,...,n).

1)1

De la definicién se sigue que todo espacio hiperbdlico tiene dimensién par (dim E = 2n) y es
no singular (véase 1.11):

rad B = rad ({e1, ¢} L+ L {en,€})) =0 L+ L0O=0.

n

Lema 3.4 Sean (E,Tb) y (E,T3) espacios hiperbdlicos con Ty y Ty métricas del mismo tipo.
La condicién necesaria y suficiente para que F/ y E sean isométricos es que tengan la misma
dimension.

Demostracién. Supongamos que existe un entero positivo n tal que dimE = dim E = 2n, y
pongamos FE y E como suma ortogonal de planos generados por pares hiperbdlicos

E = {ey,e}) L. 1L {ey,el), E={(e,e)) L--- 1 (en,e,).

n
Para cada i € {1,...,n} tenemos que la aplicacién
oi ¢ (eely — (€€
ae; + Bel, —  ag; + Pé,
es una isometria (compruébese), de modo que

E={e;,e}) L1 (en,el) D DIn (61,8} L--- L (en,e))=FE

n

es una isometria (véase 1.14). 1
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Lema 3.5 Sea (FE,T5) un espacio vectorial dotado de una métrica no singular. Cada subespa-
cio totalmente isétropo de E se sumerge en un subespacio hiperbdélico de dimension doble. Mas
concretamente, si F' es un subespacio totalmente isétropo de E y {e1, ..., en} es una base de F,
entonces existen vectores {€},... el } en E tales que cada par (e;, e}) es hiperbélico y los sube-
spacio (e1,€}),...,{em,el.) estdn en suma ortogonal. En particular, si H = (e1,€}) L --- L
(em, €l,), entonces H es un subespacio hiperbdlico de E tal que F C H y dim H = 2 - dim F'.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre m = dim F. Si m = 1, como la métrica es no
singular, existird v € E satisfaciendo Th(e1,v) # 0, y por lo tanto (e, v) es un plano hiperbélico
(compruébese). En este caso sabemos cémo construir una base {e1, €]} de (e, v) tal que (e, €})
es un par hiperbdlico (véase el lema 3.2).

Sea ahora m > 1 y supongamos cierto el enunciado para subespacios totalmente isétropos
de dimensién m —1. Segtin 2.3 (i) el subespacio {e1, ..., e, )" estd estrictamente contenido en el
subespacio (eg, ..., em>L, es decir, existe un vector v que es ortogonal a la familia de vectores
{ea2,...,em} y que no es ortogonal al vector e;. Entonces (e1,v) es un plano hiperbdlico
(compruébese) y (ea, ..., em) C (e1,v)"; sea ¢} un vector tal que (e1,€}) es un par hiperbélico
y (e1,v) = <€1,€/1>.

Si denotamos E' = (e1,e})* v F' = (e3,...,ey), entonces E' es un espacio no singular
y F’ es un subespacio totalmente isétropo de E’ tal que {es,...,e,} es una base de F'.

Aplicando la hipédtesis de induccién obtenemos que existen vectores €, ..., el € E’ tales que

rm
(€2,€5), ..., (em,el,) son pares hiperbdlicos y H' = (ea,€}) L -+ L (e, €),) es un subespacio
hiperbdlico de E’; en particular H' y (e1,€)) estdn en suma ortogonal y por lo tanto F C

(e1,€}) L H = (ey,e}) L--- 1L (em,el). 1

Teorema 3.6 (Teorema de Witt) Sea (E,T») un espacio vectorial dotado de una métrica
simétrica no singular. Toda isometria o : E1 — Fo entre subespacios de E puede extenderse a
una isometria 6 : £ — E.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que E7 es no singular y probemos el teorema por
induccion sobre la dimensién de Ej.

Cuando dim E; = 1 podemos poner E; = (e1) y F2 = (e2), con ea = o(e1) y e1,€2 no
isétropos (generan subespacios no singulares). Si E; = Es terminamos ficilmente, ya que
E = E; L Ef y la isometria buscada es

6:U@IEL
E=FE |lE}f — E| L E} =E,

donde [ B €8 la identiad de Ei-. Supongamos entonces que E; # E», en cuyo caso la dimensién

del subespacio F' = (e1,e2) es 2. Es claro que {e; — ea2,e1 + e2} es una base de F' formada por
vectores ortogonales:

Ts(e1 + ez, e1 — e2) = Ta(er,e1) — Ta(er, e2) + Ta(e, e1) — To(ez, e2)
= Ty(e1,e1) — Ta(o(e1),0(e1)) =0

Si estos dos vectores fueran isétropos F' seria totalmente isétropo, lo cual no puede ser porque
en F' hay vectores no isétropos. Supongamos por ejemplo que e; — e2 no es isétropo; entonces
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tenemos la descomposicién E = (e; — ea) L {e1 — e2) (porque el subespacio (e; — e2) es no
singular), y la isometria buscada es la simetria respecto de (e; — ea)* (véase 1.15):

o <61 — €2> 1 <€1 — €2>J‘ — <€1 — 62) 1 <61 — €2>J‘
ete — —e+eé

La isometria ¢ extiende a o porque transforma e; en es:

61261262 61;627 &(e1) = (612 62)+€1;62:€2'

Si el vector e; + ez es no isétropo, entonces la simetria respecto de (e; + e2) es una isometria
que extiende a o.

Supongamos ahora que dim E; > 2 y que el teorema es cierto para dimensiones menores que
la de F;. Descomponemos F; en suma ortogonal de dos subespacios no singulares, Fh, = F; L
G1, tales que 1 < dim F} < dim Ej (y por lo tanto 1 < dim G < dim Fj; compruébese que dicha
descomposicién puede hacerse); como o : Fy — Fs es una isometria, tendremos Fo = Fy | G,
donde Iy = o(F1) y G2 = 0(G1). Aplicando la hipétesis de induccion al subespacio no singular
F' obtenemos que existe una isometria ¢ : £ — E que extiende a o P I} — Fy; en particular,

¢ transforma Fi- en F3- y por lo tanto tenemos una isometria Pros Fit — F5. Por una
1

parte, como G estd dentro de Fj- tenemos la isometria P, 1 G1 = G, donde G = (G1)
1
es un subespacio de Fj-; por otra parte, TG, G1 — G9 es también una isometria. Entonces

U‘G1O(¢‘G1 )~ : G — G5 es una isometria entre dos subespacios no singulares de Fj- tales que

dimG = dim Gy < dim Eq, y aplicando la hipédtesis de induccién obtenemos que existe una
isometria o’ : F3- — F3- que extiende a U‘Glo((p‘Gl )~L. La isometrfa & : E — E buscada es:

- - /
g =0 g = 0 o .
) gy o ‘FIJ_ ‘p\FIJ_

Veamos el caso general. Sea Fy = Fy | G; tal que F} = rad E1 y G; es no singular, en
cuyo caso Fy = o(Fy) = rad By, Gy = 0(G1) vy B2 = F» L Go. Sea {ej,...,en} una base
de Fy y sean v; = o(e;), i = 1,...,m, con lo que {v1,...,v,} es una base de Fy. Como
Fy C Gf (= ortogonal de Gy dentro de E) y G{ es no singular, del lema 3.5 se sigue que

existen vectores €/,... el en G% tales que cada par (e;, ;) es hiperbdlico y el subespacio
/

rm
Hy = (e1,€}) L -+ L {(em,el,) es hiperbdlico. Andlogamente, existen vectores vi,..., v, en
Gy tales que cada par (v;,v!) es hiperbélico y el subespacio Hy = (v1,v}) L -+ L (v, v],) es
hiperbélico. Tenemos las inclusiones F; C H; C Gi y F» C Hy C Gy, por lo que podemos
considerar los espacios Ef = Hy L G1 (2 E1) y EY = Hy L G2 (2 Es). La aplicacién lineal
o' . B} — FE), que sobre G coincide con o y sobre H; manda cada e; a v; y cada €} a v}, es una
isometria que extiende a o. Para terminar basta tener en cuenta que Ff es no singular y por lo

tanto (primera parte de la demostracién) podemos extender ¢’ a una isometria 6 : E — E. |

Corolario 3.7 (Teorema de cancelacién) Sea (F,T) un espacio vectorial dotado de una
métrica simétrica no singular, y sean £ = E1 1 Es = Fy 1 Fy dos descomposiciones de E
en suma ortogonal de subespacios. Si Fy y F} son isométricos, entonces Fo y Fs también son
isométricos.
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Demostracion. Sea o : Fqy — F] una isometria. Segun el teorema 3.6 existe una isometria
0 : FE — E que extiende a o; como ¢ transforma F; en F}, transformara el ortogonal de Ej
en el ortogonal de Fy y por lo tanto tenemos una isometria & : Ei- — Fi; para concluir basta
tener en cuenta que Ei = Fy y Fj- = Fy (véase el corolario 2.4). |

Definicién 3.8 Sea (F,T3) un espacio vectorial dotado de una métrica. Diremos que un
subespacio vectorial F' de E es un subespacio totalmente isétropo maximal, si F' es totalmente
isotropo y no estd contenido estrictamente en otro subespacio totalmente isétropo de E.

Corolario 3.9 Sea (E,T») un espacio vectorial dotado de una métrica simétrica no singular.
Todos los subespacios totalmente isétropos maximales de E tienen la misma dimension.

Demostracion. Sean E1 y FEs dos subespacios totalmente isétropos maximales de F y supong-
amos, por ejemplo, que dim F; < dim FEs.

Consideremos una aplicacién lineal e inyectiva arbitraria ¢ : Fy — Fs y denotemos F' =
Im o; entonces el isomorfismo o : F; — F es una isometria, pues al ser Fy y F subespacios
totalmente isétropos, o conserva trivialmente la métrica. Segun 3.6, podemos extender ¢ a una
isometria & : E — E, y aplicando 5! obtenemos

FEi = 571(F) - 5’71(E2)
E5 totalmente isétropo = &~ !(E3) totalmente isétropo

} = b= 5’71(E2),

y por lo tanto dim By = dim(6~(E2)) = dim Ey. 1

Definicion 3.10 Sea 75 una métrica simétrica sobre un espacio vectorial E. Si Ty es no
singular se define el indice de T5 como la dimensién comun de todos los subespacios totalmente
isétropos maximales de (E,T>) (véase 3.9).

Si Ty es singular y Th es la métrica proyectada en el cociente E/rad T, entonces se define
el indice de T5 como el fndice de la métrica no singular T5.

4 Problemas

4.1 Sea Ty una métrica simétrica sobre un espacio vectorial E.

(a) Si consideramos una descomposicién cualquiera E =rad E L E (en cuyo caso E debe
ser un subespacio no singular de FE), entonces el indice de E (esto es, el indice de la métrica
T) coincide con el indice de E (esto es, el indice de la métrica Th restringida a E).

(b) Si F es un subespacio totalmente isétropo maximal de E, entonces podemos encontrar
una descomposicién E =rad E L E y un subespacio totalmente isétropo maximal F en E de
modo que F =rad E | F. [Indicacién: Todo subespacio totalmente isétropo maximal de un
espacio contiene al radical del espacio.]

(c) Siidenota el indice de E'y m = dim(rad F), entonces todos los subespacio totalmente
isétropos maximales de F tienen la misma dimensién, y esa dimensién comun es ¢ + m.

4.2 Sea T una métrica sobre E. Supongamos que 75 es no singular, en cuyo caso su polaridad
asociada ¢ : E — E* es un isomorfismo y permite trasladar dicha métrica a la siguiente métrica
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sobre E*:
T? . E*xE* — R
(o) = T?(w,w):=Ta(¢p (), ¢ ().

Es fécil ver que T? es una métrica sobre E* (porque ¢! es una aplicacién lineal y 75 es
bilineal), que es del mismo tipo que 7% y se conoce como métrica contravariada asociada a Tb.
Tenemos:

(a) La polaridad asociada a la métrica T? es el isomorfismo ¢! : E* — E = E**; como
consecuencia obtenemos que 72 también es no singular.

(b) Sea {ei,...,e,} una base de E' y sea {wi,...,w,} su base dual. Si A es la matriz de
T, en la base {ey,...,e,}, entonces la matriz de T? en la base {w1,...,w,} es A7L

(c) La métrica contravariada sobre (E*)* = E asociada a la métrica no singular 72 es
justamente T5.

4.3 Dada una métrica no singular 75 sobre un espacio vectorial F, para cada subespacio
vectorial F' de E tenemos (F1)° = (F°)*, donde se considera sobre E* la métrica contravariada
asociada a T5.

4.4  Sean k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, E un k-espacio vectorial de dimensién
finita, y 75 una métrica no singular sobre E. Dados un endomorfismo f: F — E y un vector
v € E, la aplicacién

E — k

e — v-f(e)

es una forma lineal. Al ser la polaridad asociada a T5 un isomorfismo, de lo anterior se sigue
que existe un tnico vector v’ € E tal que v - f(e) = v - e para todo e € E. Como consecuencia
tenemos que existe un unico endomorfismo f’ : E — E que satisface: dados e,v € E,

v fle)=f'(v)-e.

Dicho endomorfismo f’ se denomina endomorfismo adjunto de f (respecto de la métrica T).
(a) La aplicacion Endg(E) — Endg(FE), f — f’, es un automorfismo involutivo del espacio
vectorial Endg(FE) que cumple (feg)’ = ¢g’°f’. Como consecuencia, si f es un automorfismo de
E entonces (1) = (f)~ %
(b) Un endomorfismo f € Endg(FE) se dice que es autoadjunto si f = [’ es decir, si
cualesquiera que sean e,v € F se satisface

v-fle) = f(v) -e.

Dados endomorfismos autoadjuntos f, g € Endy(FE) tenemos:

* f+ g es autoadjunto;

* si f es un automorfismo entonces f~! también es autoadjunto;

*  fog es autoadjunto <= f y g conmutan.

(c) Llamaremos automorfismo de la métrica T a toda isometria de (E,T3) en (E,T»).

Para un endomorfismo f : F — E son equivalentes:
(i)  f(e)- f(v) =e-v cualesquiera que sean e,v € E';
(i)  f es un automorfismo de Ty
(iii) f es un automorfismo y f~! = f’.
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(d) Los automorfismo de la métrica T5 forman un grupo (que es un subgrupo de Endy(E)).
En el caso simétrico dicho grupo se denomina grupo ortogonal de (E,T3), y en el caso hemisimétrico
se denomina grupo simpléctico de (E,T»).

(e) Sila métrica Ty es simétrica y para ella existen bases ortonormales, entonces los auto-
morfismos de 75 son los endomorfismos de E que mandan bases ortonormales a bases ortonor-
males.

4.5 Con la notacion de 4.4, supéngase ahora que la métrica T> es simétrica y que existe
una base B = {eq,...,e,} en E que es ortonormal para T5 (como ocurre, por ejemplo, si k es
algebraicamente cerrado, 6 si (F,T3) es un espacio eliptico real definido positivo). Dado un
endomorfismo f : E — E cuya matriz en la base B es A € M, (k), tenemos:

* la matriz del endomorfismo f’ en la base B es A’;

¢ ¢l endomorfismo f es autoadjunto <= la matriz A es simétrica,;

* f esun automorfismo de 75 <= la matriz A es invertible y A=! = A’

Las matrices cuadradas invertibles A que satisfacen A~! = A? se denominan ortogonales, y
las matrices de M, (k) que son ortogonales forman un grupo que se denomina grupo ortogonal
de orden n sobre k y se denota O, (k). Segun este problema, cuando 7% es una métrica simétrica
no singular para la que existen bases ortonormales, el grupo de automorfismos de 75 es isomorfo
al grupo Oy, (k).



