Capitulo VIII

Clasificacion Afin de las Cuadricas

Como no puede ser de otro modo, en este capitulo seguiremos suponiendo que k es un cuerpo
conmutativo de caracteristica distinta de 2, que todos los espacios vectoriales que aparezcan lo
son sobre k£ y de dimensién finita, y que E es un k-espacio vectorial de dimensién n.

1 Preliminares

Empezaremos dando unas propiedades sencillas de las métricas simétricas que nos seran muy
tutiles en el resto del capitulo.

Lema 1.1 Sea T, una métrica no singular sobre E, y sea E' un hiperplano vectorial de E. Se
cumple dim(rad E') < 1.

Demostracion. Basta tener en cuenta las igualdades dim(E’)* = dim E—~dim E' =1 y rad B/ =
E'N(EY:. 1

Lema 1.2 Sean E' y Ey subespacios vectoriales de E. Si E' es un hiperplano de E entonces:
EyCFE 6 dim(EyNE')=dimE;—1.

Demostracion. Si Ey € E’' entonces Ey + E' = E (porque E’ es un hiperplano de E'), y para
terminar basta aplicar la formula de la dimensién para los subespacios vectoriales. |

1.3 Sea T, una métrica no singular sobre E. Si {e;} es una base de E' y A es la matriz de T
en esa base, entonces podemos considerar el escalar |A| € k*. Dicho escalar no es un invariante
de la métrica T», ya que depende de la base elegida. Veamos cémo varia al cambiar la base: si
{€}} es otra base de F, y si B es la matriz de cambio de la base {e/} a la base {e;}, entonces
la matriz de Ty en la base {¢}} es A’ = B*AB; por lo tanto |A'| = |B|? - |A].

Si consideramos el grupo multiplicativo k*, y si k*2 denota el conjunto de los elementos de
k* que son iguales al cuadrado de algin elemento de k*, entonces k*? es un subgrupo de k*
y podemos considerar el grupo cociente k*/ k*2. En el parrafo anterior hemos probado que la
clase del escalar no nulo |A| en el grupo cociente k* /k*2 no depende de la base elegida en E, y
por lo tanto dicha clase si es un invariante de la métrica no singular 7T5.
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Definicion 1.4 Sea T, una métrica no singular sobre E. Llamaremos discriminante de T5
a la clase de |A| en el grupo k*/k*?, siendo |A| el determinante de la matriz de T» en una
base cualquiera de E (véase 1.3). El discriminante de T3 lo denotaremos dis 75, 6 dis E si la
referencia a la métrica considerada sobre E es clara.

Lema 1.5 Sea Ty una métrica no singular sobre E (dim E = n). Si A € k* entonces la métrica
ATy es no singular y se cumple dis(A\Tz) = A" - disTy (donde “\"-disT,” debe entenderse
como “la clase de A" en k*/kz*2 multiplicada por disT»”). Ademads, si E = E; 1 Ey con E; y
FEs no singulares entonces dis E = dis F - dis Fs.

Demostracion. Es un sencillo ejercicio. |

Lema 1.6 Sean E; y Es espacios vectoriales de dimensién uno dotados de sendas métricas
simétricas no singulares. Tenemos: Fy y FEs son isométricos < dis B = dis Fs.

Demostracion. Es un sencillo ejercicio. |

2 Posiciones Relativas de un Hiperplano Respecto
de una Cuadrica

Para todo lo que resta de capitulo fijaremos en P(E) una cuadrica (T3), cuyo lugar denotaremos
por C, y un hiperplano H = 7(E’). Por simplificar la notacién identificaremos la cuddrica (T3)
con su lugar y hablaremos de “la cuddrica C”; del mismo modo, hablaremos de “la cuddrica
CN H?” refiriéndonos a la cuddrica (T3) restringida al hiperplano H (aunque puede ocurrir que
dicha cuddrica restringida no exista porque H C C).

2.1 En esta seccién supondremos que no se satisface el caso trivial H = C, es decir, C no es
“el hiperplano H doble” (o sea, descartamos el caso rad E = E’, el cual se corresponde con
las igualdades rg E =1 y rg B/ = 0).

Recordemos que el hiperplano H se dice que es tangente a la cuddrica C, si H C C (en cuyo
caso no existe la cuddrica C restringida a H ), ¢ si el vértice de la cuddrica restringida C N H
contiene estrictamente al corte de H con el vértice de C. Recordemos también que el vértice
de C es la subvariedad lineal definida por el subespacio rad E, y que el vértice de CN H es la
subvariedad lineal definida por el subespacio rad E’. (Véase V1.2.12.)

Lema 2.2 Las posibles posiciones relativas del hiperplano H respecto de la cuddrica C son:
Caso (a): H no contiene al vértice de C (lo que equivale a la condicién rad E € rad E').
Caso (b): H contiene al vértice de C y no es tangente a C (lo que equivale a la condicién
rad E =rad E).

Caso (c):  H contiene al vértice de C y es tangente a C (lo que equivale a la condicién
rad E C rad E).

Demostracién. De la definicién de “radical” se sigue trivialmente: rad B C E' < radE C
rad E’'. Por lo tanto: H contiene al vértice de C & rad E C E' < rad E C rad E'.
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Probemos: H es tangente a C < rad E C rad E/. La implicacién “<" es ficil y se deja
como ejercicio. Veamos la implicacién “=". Si H C C entonces E’ es totalmente isétropo,
y como E’ es un hiperplano debe se maximal, de modo que rad £ C E’ = rad E’; ademés,
segiin 2.1 la inclusién debe ser estricta: rad E C rad E’. Si H € C, por definicién de tangencia
tenemos (rad E) N E' C rad E'. Sirad E ¢ E’, entonces existe e € rad E tal que E = (e¢) L E’
y por lo tanto rad E' = (e) L rad E’; de la anterior igualdad se sigue (rad E) N E' = rad £, lo
cual estd en contra de la condicién de tangencia. Por lo tanto debe ser rad E C E’ y obtenemos
rad E = (rad E)NE' Crad E.

De todo lo dicho se sigue que el que H contenga al vértice de C y no sea tangente a C es
equivalente a la condicién rad E =rad E'. |

Lema 2.3 Con la notacion e hipétesis introducidas hasta ahora tenemos:

e En el caso (a): existe un subespacio no singular E en E tal que E =radE L E y

E'=|(rad E)NE'| L E.

e En el caso (b): existe un subespacio no singular E en E tal que E=radE L E y

E' =radE L E', E’ hiperplano no singular de E .

e En el caso (c): existe un subespacio no singular E en E tal que E=radE L E y

E =radE L F', E’ hiperplano singular de E .

Demostracién. Supongamos en primer lugar que rad £ € rad E (6 equivalentemente, que
rad E ¢ E'). Existe e € rad E tal que E = (e) L E’, y existe un subespacio no singular F
tal que E' = rad E’ L E. Por lo tanto E = (¢) L rad E’ L E y obtenemos las igualdades
rad E = (e) L rad E', rad E' = (rad E) N E'.

Supongamos ahora que H contiene al vértice de C: rad E C rad E'. Si E es un subespacio
no singular de F tal que E = rad E | FE, entonces E ¢ E’ (pues si £ C E’ tendriamos
E=radE L ECradE' + E = E'). Por lo tanto £/ = E' N E es un hiperplano de E en
virtud del lema 1.2, y aplicando la férmula de la dimensién obtenemos E' = rad E L E’. Si
rad E = rad E’ (caso (b)) entonces rad B’ = 0 (E’ es un hiperplano no singular de E), y si
rad E C rad B’ (caso (c)) entonces rad E’ # 0 (E' es un hiperplano singular de E). |

2.4 En lo que sigue, r e i denotaran el rango y el indice de la cuddrica C, y 7’ e i’ denotaran
el rango y el indice de la cuddrica restringida C N H.

Teorema 2.5 Con la notacién e hipétesis introducidas hasta ahora en esta seccién tenemos:
e En el caso (a): (r',i) = (r,1).
e Enelcaso (b): (r'yi'y=(r—1,i) ¢ (,i')=(r—1,i—1).
e Enelcaso (¢): (r',i')=(r—2,i—1).
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Demostracion. Se sigue del lema 2.3. En el caso (a), E'y E’ tienen la misma parte no singular,
por lo tanto E y E’ tienen el mismo rango y el mismo indice.

En el caso (b), sean E’ y E la parte no singular de E’ y E, respectivamente, donde E’ es
un hiperplano de E. Tenemos r’ = dim £/ = dim E — 1 = r — 1. Ahora, por una parte, todo
subespacio totalmente isétropo de E’ es un subespacio totalmente isétropo de E y por lo tanto
i’ <'i; por otra parte, si F es un subespacio totalmente isétropo maximal de E, entonces £/ N F
es un subespacio totalmente isétropo de E’ y por lo tanto (véase el lema 1.2)

i—1=dimF—-1<dim(E'NnF)<i.

En el caso (c), si E_es la parte no singular de E, existe un hiperplano singular E' de E
tal que Fi, =radE L E’ y por tanto rad B’ = rad E L rad E’. Como, segin el lema 1.1, es
dim(rad E’) = 1, obtenemos

7" = dim E' — dim(rad E') = dim E’ — dim(rad F) — dim(rad E")
=n—-1)—(n-r)—1=r—2.

Ahora, como la parte no singular de E’ es igual a la parte no singular de E’ tenemos que
el indice de E’ es igual al indice de E’, asi que calculemos éste tltimo. La dimensién de
los subespacios totalmente isétropos maximales de E es i, y la dimensién de los subespacios
totalmente isétropos maximales de E’ es 1 + i porque dim(rad E’) = 1 (véase el problema
V.4.1(c)). Por lo tanto, si vemos que existe un subespacio totalmente isotropo maximal de £’
que también es maximal en F tendremos i = 1 + i/, que es lo que nos falta probar.

Sea e; € E tal que rad E' = (e1), de modo que (e;)* = E’ (ortogonal tomado dentro de
E); como (e1) es un subespacio totalmente isétropo de E, {e1) estd contenido en un subespacio
totalmente isétropo maximal F' de E; en particular, F' C (e;)*, por lo que F es un subespacio
totalmente isétropo de E’' que debe ser maximal (si F' no fuera maximal en E’, entonces

tampoco seria maximal en E'). |

Observacion 2.6 Conocidos los rangos de C y C N H, el teorema 2.5 nos permite deducir la
posicién relativa del hiperplano H respecto de la cuadrica C. Esta observacién es valida incluso
en el caso trivial que no hemos considerado en los anteriores resultados (véase 2.1): C es el
hiperplano H doble < r=1y 7’ =0.

3 Teoremas de Clasificacion

Consideremos en lo que sigue el espacio afin A = (P(E), H) que el hiperplano H = w(E’) define
en P(E), y fijemos otra cuddrica (T%) de P(E) cuyo lugar denotaremos C'.

3.1 Recordemos que las cuéadricas C y C’' son (proyectivamente) equivalentes si existe una
proyectividad 7 : P(E) — P(E) que transforma la cuddrica C en la cuddrica C’, lo que expre-
saremos abreviadamente escribiendo 7(C) = C'.

Recordemos también que una proyectividad 7 : P(F) — P(F) transforma la cuddrica C en
la cuddrica C’ si existen un escalar A\ € k* y un representante lineal T : £ — E de 7 tales que
T : (E,\Ty) — (E,Ty) es una isometria.

Por ultimo, recordemos que una autoafinidad de A es una autoproyectividad de P(E) que
deja invariante al hiperplano H (véase II1.6.3).
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Definiciones 3.2 Llamaremos cuadrica sobre el espacio afin A a toda cuddrica sobre el espacio
proyectivo P(E).

Diremos que las cuddricas C y C’' de A son affnmente equivalentes si existe una afinidad
7: A — A tal que 7(C) = C'. Es decir, C y C’' de son afinmente equivalentes si existen un
escalar A € k* y un isomorfismo lineal T : E — E tales que T : (E,\Tz) — (E,T3) es una
isometria que manda el hiperplano vectorial E’ a él mismo.

Teorema 3.3 Si Hy y Hs son hiperplanos de P(E) tales que las cuddricas C N Hy y C N Hy
son proyectivamente equivalentes, entonces existe una proyectividad 7 : P(E) — P(F) tal que
7(C) =C y 7(H1) = Hy.

Demostracion. Notese que C N Hy y CN Hy tienen el mismo rango (porque son equivalentes),
y por consiguiente las posiciones relativas de Hy y Hs respecto de C son la misma (véase la
observacién 2.6). Analicemos los tres casos posibles, para lo cual consideremos los hiperplanos
vectoriales Ey y Eo de E tales que Hy = w(F1) y He = w(FE3). (El teorema es trivialmente
cierto cuando C es el hiperplano H; doble, pues en ese caso debe ser H; = Hj.)

(a) Hjy Hs no contienen al vértice de C. En este caso, segtn el lema 2.3 tenemos

E:radEJ_ElzradEJ_Eg, ElzradElj_El, EQZI‘adEQJ_EQ,

donde E; = parte no singular de E; y rad E; = rad EN E;, i = 1,2. Si F; es un subespacio
suplementario de rad F; en rad E, entonces

La hipétesis “C N Hy y C N Hs son equivalentes” significa que existe A € k* y una isometria
f (B, \Ty) — (E9,T). Sig: Fy — Fy es un isomorfismo cualquiera (existe porque dim F; =
dim Fy), entonces g : (F1,\Ty) — (Fz,T2) es una isometria (porque Fj y Fy son totalmente
isétropos), y por lo tanto T'= g @ f : (F1 L E1,\1T») — (F» L E5,T5) es una isometria que
satisface T'(F1) = Ea, por lo que 7 = T es la proyectividad buscada.

(b) H; y Hy contienen al vértice de C y no son tangentes a C. En este caso tenemos las
descomposiciones

E=radE 1 E, Ei=radE 1 E, Ey=radE 1 E»,

donde E; = E1NE y E, = E> N E son hiperplanos no singulares de E (véase el lema 2.3
y su demostracién). Sean ej,es € E vectores no nulos tales que (e;) = Ei y (es) = Ef
(ortogonales tomados dentro de E), y sean a; = Th(e1,e1), az = Ta(ea,e2). Por una parte,
tomando discriminantes en las igualdades E = E; L (e1) = Ey L {e3) resulta (véase el lema
1.5)

(dis El) a1 = (dis EQ) - ag .

Por otra parte, la equivalencia de CN Hy y CN Hy implica que existe A € k* tal que los espacios
(E1, A\Ts) y (Ea,T3) son isométricos, y por lo tanto (véase el lema 1.5)

dis By = \™ - dis F; (m = dim Ey) .

De todo lo anterior resulta a; = \™ - ay (en k*/k*?).
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Distiguimos ahora dos casos. Si A™ es un cuadrado, entonces a; = ag (en k*/k*?) y por
lo tanto existe una isometria (e;) — (e3) (véase el lema 1.6). Por el teorema de Witt, esta
isometria extiende a una isometria g : E — E que transforma (e;)" = E; en (es)t = E». La
proyectividad buscada es la proyectivizacién de la isometria

T=Id®g:E=radE L E—radE L E=E.

Si A™ no es un cuadrado, entonces m es impar y por lo tanto a; = A™! - az (en k:*/k*Q)
Esto implica que ({e1),A\T5) y ({e2),T>) son isométricos, y como (E1,\Ts) y (E2,T>) también
son isométricos tenemos en conjunto una isometria

(E,)\Tg) = (radE 1 El L <61>,)\T2) — (radE 1 EQ 1 <€2>,T2) = (E,TQ)

que induce la proyectividad buscada.
(¢) Hy y Hj contienen al vértice de C y son tangentes a C. En este caso tenemos las
descomposiciones

E=radE 1 E, E,=radE 1 E,, Ey=radE 1 Es,

donde By = E1NE y E5 = E> N E son hiperplanos singulares de E cuyos radicales tienen di-
mensién 1 (véanse los lemas 2.3 y 1.1). Sean e, e3 € E vectores no nulos tales que (e1) = rad E;
y {e2) = rad Ey. Como (e1) y (e2) son totalmente isétropos existe una isometria (e;) — (e3),
la cual extiende por el teorema de Witt a una isometria h : E — E que transforma (e;)* = E;
en (e3)t = Ey (ortogonales tomados dentro de F ); entonces la isometria

T=Id®h:E=radE |l E—>radE |l E=F

induce la proyectividad buscada. 1

Teorema 3.4 Las cuddricas C y C' de A son afinmente equivalentes, si y sélo si, son proyec-
tivamente equivalentes y sus restricciones al hiperplano del infinito, C N H y C' N H, también
son proyectivamente equivalentes.

Demostracién. Si C y C' son afinmente equivalentes, entonces existe una proyectividad 7 :
P(E) — P(E) tal que 7(C) = C' y 7(H) = H; en particular C y C’ son proyectivamente
equivalentes. Ademsds, la restriccion de 7 a H define una autoproyectividad de H que transforma
CNH en C'NH, por lo que las cuddricas CNH y C'NH también son proyectivamente equivalentes.

Supongamos ahora que C y C’ son proyectivamente equivalentes, y que CN H y C' N H son
proyectivamente equivalentes. Sea 7’ : P(E) — P(F) una proyectividad que trasforma C en C’,
y denotemos H' = 7/(H). Es claro que las cuadricas C N H y C' N H' son equivalentes, y como
por hipétesis las cuddricas C N H y C' N H son equivalentes, obtenemos que C' N H y C' N H'
son cuddricas equivalentes. Por el teorema 3.3 aplicado a la cuddrica C’ y a los hiperplanos H
y H', existe una proyectividad 7 : P(E) — P(F) tal que 7/(C') =C’ y 7"(H') = H. Entonces
7 = 7”07’ es una autoafinidad de A (porque 7(H) = H ) que transforma C en C’, con lo que
concluimos que C y C' son afinmente equivalentes. i
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Combinando el resultado anterior con los teoremas VII.5.3 y VII.5.5 obtenemos los teoremas
de clasificacién afin de las cuddricas en los dos casos que venimos considerando habitualmente:
el algebraicamente cerrado y el real:

3.5 Teorema de clasificacién: Si el cuerpo k es algebraicamente cerrado, entonces C y C’
son afinmente equivalentes, si y sélo si, C y C' tienen igual rango y CN H y C' N H también
tienen igual rango.

3.6 Teorema de clasificacién: Si k = R, entonces C y C' son afinmente equivalentes, si y
sélo si, C y C' tienen igual rango e indice y CN H y C'N H también tienen igual rango e indice.

4 Ecuaciones Reducidas

Veamos a continuacién la expresion en coordenadas de las cuddricas afines respecto de un
sistema de referencia apropiado.

4.1 Como hasta ahora, C = (T,) es una cuddrica en P(FE) de rango r e indice i, H = 7(E’) es
un hiperplano de P(E), y 7’ e i’ denotan el rango y el indice de la cuddrica restringida CN H.

Recordemos que dar una referencia afin en el espacio afin A = (P(E), H) significa dar una
referencia proyectiva (P, P1, ..., P,,U) en el espacio proyectivo P(E) tal que Py +---+ P, = H.
Es decir, una referencia afin de A es una referencia proyectiva de P(F) respecto de la cual la
ecuacion del hiperplano del infinito H es ¢y = 0. Recordemos también que, fijada una referencia

afin, si (zg,z1,...,2,) son las coordenadas homogéneas de un punto P € A, entonces las
coordenadas afines de P son (y1,...,Yyn), donde
I In
YI=—, v, Yn=—.
Zo Zo

4.2 Cuerpo algebraicamente cerrado: Caso (a): El hiperplano H no contiene al vértice
de C, es decir, 7’ = 7. En este caso E =radE | Ey E' = [(rad E) N E'] L E, por lo que
existe un vector no nulo ey € rad E tal que E = (eg) L E'. Si {e,41,...,€n} es una base de
(rad E)NE'y {e1,..., e} una base ortonormal de E, entonces {e1,...,er,€r11,...,€,} €s una
base de E’, por lo que {eg,€1,...,€r,€r41,...,€n} €s una base de E en la cual la ecuacién de
E' es 7y = 0. Proyectivizando dicha base de E obtenemos una referencia afin de A en la cual
la ecuacién de (el lugar de) la cuddrica C en coordenadas homogéneas es

22t ta2=0), 1<r<n,
y la ecuacién de C en coordenadas afines es

2 2 _

y1+"'+y7"_07 1§’I”§n

Caso (b): El hiperplano H contiene al vértice de C y no es tangente a C, es decir, r’ = r—1;
como ademds la posibilidad (r,7") = (1,0) la consideramos aparte debe ser r > 2. En este
caso E =radE L Ey E' =radE L E’, siendo E' un hiperplano no singular de E. Sea
{eo,€1,...,er,_1} una base ortonormal de E tal que E = (eg) L E’. Si {e,,...,e,} es una base
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de rad E, entonces {eg, €1,...,€r—1,€r,...,€,} €s una base de F que define una referencia afin
de A, en la cual la ecuacién de C en coordenadas homogéneas es

w422 =0, 2<r<n+1,
y la ecuacién de C en coordenadas afines es
1+y%+...+y3_1:o, 2<r<n+1.

Caso (¢): El hiperplano H contiene al vértice de C y es tangente a C, es decir, v’ = r — 2
(= r>2). Enestecaso E =radE |L Ey E =radE | E', siendo E' un hiperplano
singular de E. Del lema 1.1 se sigue que existe un vector isétropo e; € E’ y un subespacio no
singular F tal que £’ = (e;) L F. En particular, existe un vector v € E tal que F* = (v, eq)
(ortogonal tomado dentro de E), de modo que F* es un espacio vectorial de dimensién 2 que
es no singular (£ y F son no singulares) y que es no eliptico (el vector e es isétropo), es decir,
F* es un plano hiperbélico. Por lo tanto existe un par hiperbélico (u,e;) tal que F- = (u, e)
(véase el lema V.3.2). Si definimos ey = Ju, entonces {eg, e1} es una base de F'* formada por

vectores isétropos tales que Th(eg, €1) = 3.

Si{ea,...,e,—1} es una base ortonormal de F'y {e,,...,e,} es una base de rad F, entonces
{eg,€1,...,€r_1,€r,...,€,} es una base de E en la cual la matriz de T} es

0 3
1

5 0

1 r—2)
1 )
0
0

por lo que la ecuacién de C en coordenadas homogéneas respecto de la referencia afin que dicha
base de E define es

$0$1+$%+"'+$72n,1:0, 2§7‘§n+17
v la ecuacién de C en coordenadas afines es
yi+ys+oFyp =0, 2<r<n+l.

Caso (r,7’) = (1,0): C es el hiperplano H doble. En este caso es claro que en cualquier
referencia afin de A la ecuacién en coordenadas homogéneas de C es aﬁg = 0, de modo que su
ecuacion en coordenadas afines es 1 = 0, que es la ecuacion del vacio. Es decir, C no tiene
puntos afines en su lugar.

A continuacién aparecen, para dimensiones bajas, las tablas de clasificacion de las cuadricas
afines sobre el cuerpo C de los nimeros complejos:
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Conicas en Ay(C)
T
1 2 3
7,/
0 1=0 y1 =0
vacio una recta
1 yi =0 1+yf=0 y1+ys =0
recta doble dos rectas paralelas pardbola
2 yi +y5 =0 L+y?+y3=0
dos rectas no paralelas hipérbola
Cuddricas en Az(C)
r
1 2 3 4
rr/
0 1=0 y1 =0
vacio un plano
1 yi=0 1+yf =0 y1+y3=0
plano doble dos planos cilindro
paralelos parabdlico
2 yi+y3 =0 L+yt+y3=0 y1+ys+y3=0
dos planos cilindro paraboloide
no paralelos hiperbdlico
3 iy +ui =0 | T4yf+ys+yi=0
cono de vértice hiperboloide
un punto

137
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Cuddricas en A;(C)
r
1 2
T/

0 1=0 y1 =0

vacio un punto
1 Yy =0 1+y2=0

punto doble dos puntos distintos

4.3 Cuerpo real: Procediendo como en 4.2 para el caso algebraicamente cerrado, se llega
a que existe una base B de F tal que, respecto del sistema de referencia proyectivo que define
B, la ecuacién en coordenadas homogéneas del lugar de la cuddrica C es:

si (r',d") = (r,4),

si (r',i)y=(r—-1,i—1),

2<r<n+1
—af b al —ay — —af =0, - _'r+ ;
ZSE
si (i) =(r—2,i—1),
2<r<n+1
a:oycl—x%—--‘—x?—i-a:lzﬂ—k‘--—i-xf,l:O, ( _i25+ )
=3

La referencia proyectiva respecto de la cual se obtienen las anteriores ecuaciones se construye
de modo que la ecuacién homogénea del hiperplano H es xyp = 0 (es decir, en la base B la
ecuacién del subespacio E' es xg = 0), por lo tanto es una referencia afin de A en la cual la
ecuaciéon de C en coordenadas afines es:
si (r',i') = (r,4),

)

1
Wit g = — g 0, (

= A

IN =3
IS | A



si

si

si

FEcuaciones Reducidas

(r', i) = (r —1,1),

2

(r'yi')y=(r—1,i—1),

2

2 2 2
Vit Y Y~ Y = 1

2 2 2
yito Y Vi Y = 1

(r',i")y=(r—2,i—1),
<r<n-+1
2 2 2 2 >~ >
yi=yat Y Y~ T Y1 i< )
— 2
Cuddricas en A3(R) ..\..)
(ri
(1,0) (2,0) (2,1) (3,0)
(r',7)
(0,0) 1=0 y1 =0
vacio un plano

(1,0) yi =0 yi = -1 yi =1

plano doble planos imagina- par de planos

rios paralelos paralelos
(2,0) yi +y5 =0 yi +ys =-1
planos imagina- cilindro imaginario
rios no paralelos
(2,1) yi—y5 =0
par de planos
no paralelos
(3,0) yitys+yi=0
cono imaginario

(3,1)
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Cuddricas en A3(R) (continuacién)
(r,4)
(3.1) (4,0) (4,1) (4,2)
i)
(0,0)
(1,0) Y1 =3
cilindro
parabdlico
(2,0) yi+ys =1 y1 =95 +y3
cilindro paraboloide
eliptico no reglado
(2,1) yi -y =1 Y1 =95 — V3
cilindro paraboloide
hiperbdlico reglado
(3,0) vty tui=-1 | i+ +ui=1
elipsoide elipsoide real
imaginario
(3.1) yi +vs —y3i=0 yi-B-yi=1 | yity-yi=1
cono hiperboloide hiperboloide
no reglado reglado




FEcuaciones Reducidas
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Cénicas en Ay (R)
(r,4)
(1,0) (2,0) (2,1) (3,0) (3.1)
(r',d)
(0,0) 1=0 y1 =0
vacio una recta
(1,0) yi =0 yi = -1 yi=1 v = y3
recta rectas imagina- par de rectas parédbola
doble rias paralelas paralelas
(2,0) y+y3=0 vityy=-1 | yi+y=1
rectas imagina- elipse elipse real
rias no paralelas imaginaria
(2,1) yi —y3 =0 yi—y3 =1
par de rectas hipérbola
no paralelas
Cuddricas en A;(R)
(r,i)
(1,0) (2,0) (2,1)
(r', 1)
(0,0) 1=0 y1 =0
vacio un punto
(1,0) yi =0 yi = -1 yi =1
punto doble dos puntos imaginarios dos puntos distintos
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5 Elementos Afines de las Cuadricas

Continuamos con la notacién introducida en las secciones anteriores.

Definiciones 5.1 Llamaremos centro de la cuadrica C a todo punto afin que sea conjugado
(respecto de C) de todo punto del infinito. Es decir, los centros son los puntos afines de la
subariedad lineal H, la cual se denomina subvariedad de centros de la cuadrica C.

El significado geométrico de la proposicién VI.2.3 es el siguiente: si Py es un centrode C y r
es una recta afin que pasa por Py y corta a la cuadrica en dos puntos afines @1 y (J2, entonces
Py es el punto medio de Q1 y Qo.

Si la cuddrica C es no singular entonces H* es un punto, y cuando dicho punto es afin
es el Unico centro de la cuadrica. Una cuadrica no singular con un tnico centro de denomina
cuddrica central, y una cuddrica no singular sin centro se llama paraboloide. Es decir, las
cuadricas centrales son las cuddricas no singulares que no son tangentes al hiperplano del
infinito, y los paraboloides son las cuddricas no singulares que son tangentes al hiperplano del
infinito.

Definiciones 5.2 Supongamos que la subvariedad de centros de la cuadrica C es no vacia y
sea r una recta de A que pasa por uno de los centros de C. Diremos que r es un diametro
de C si no es tangente a la cuddrica, y diremos que r es una asintota de C si es tangente a la
cuadrica. Dos diametros de C se dice que son conjugados si sus direcciones son puntos de H
conjugados respecto de C.

Supongamos ahora que C es un paraboloide y sea P = H~ (es decir, C es no singular y el
hiperplano del infinito H es tangente a C en el punto del infinito P ); entonces se definen los
didmetros de C como las rectas afines que pasan por P (es decir, las rectas afines cuya direccién
es P).

Ejemplos 5.3 Veamos los elementos afines de las conicas reales. Como es usual, denotaremos
las coordenadas afin del plano por (z,y) (en lugar de (y1,y2)).

(a) Conicas sin centros.

e Pardbola: y = 22. En este caso la cénica es tangente en un punto a la recta del infinito,

y los didmetros son las rectas afines cuya direccién es dicho punto (todo los didmetros
son paralelos). El origen de la referencia afin es un punto de la cénica, el eje y = 0 es la
tangente a la cdénica en el origen, y el eje x = 0 es el didmetro que pasa por el origen.

e Una recta: = =0. El origen de la referencia es un punto de la cénica, y el eje y = 0 es
una recta que pasa por el origen y no esta contenida en la cénica.

(b) Cénicas con un dnico centro.

e Elipse real: 2% +1y? = 1. Los didmetros son las rectas que pasan por el centro (no hay
asintotas). El origen de la referencia es el centro de la cénica y los ejes son dos didmetros
conjugados.

e Elipse imaginaria: x> +y?> = —1. Los didmetros son las rectas que pasan por el centro
(no hay asintotas). El origen de la referencia es el centro de la cénica y los ejes son dos
didametros conjugados.
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e Hipérbola: z? —y? = 1. De las rectas que pasan por el centro, dos son asintotas y el
resto son didmetros. El origen de la referencia es el centro de la conica y los ejes son dos
didametros conjugados.

e Par de rectas no paralelas: z> —y? = 0. El centro es la interseccién de las dos rectas,
las asintotas son las dos rectas, y los diametros son las rectas que pasan por el centro
distintas de las del lugar de la cénica. El origen de la referencia es el centro de la cénica
y los ejes son dos didmetros conjugados.

e Par de rectas imaginarias no paralelas: 2 +y? = 0. El centro es la interseccién de las
dos rectas, y todas las rectas que pasan por el centro son didmetros (no hay asintotas).
El origen de la referencia es el centro de la cénica y los ejes son dos didmetros conjugados.

(c) Cénicas con una recta de centros.

e Par de rectas paralelas: x> = 1. La recta de centros es = 0. Toda recta afin no
paralela a x = 0 es diametro. El origen de la referencia es un punto afin de x = 0, y el
eje y = 0 es una recta afin que pasa por el origen y es distinta de la recta de centros.

e Par de rectas imaginarias paralelas: x> = —1. La recta de centros es z = 0. Los
didmetros son todas las rectas afines no paralelas a x = 0. El origen de la referencia es
un punto afin de x = 0, y el eje y = 0 es una recta (distinta de z = 0) que pasa por el
origen.

e Recta doble: xz? =0. La recta de centros es z = 0. Toda recta afin no paralela a z =0
es didmetro. El origen de la referencia es un punto afin de x = 0, y el eje y = 0 es una
recta afin (distinta de z = 0) que pasa por el origen.

(d) Para la cénica que en coordenadas homogéneas tiene por ecuacién x3 = 0 (en cuyo lugar
no hay puntos afines), todo punto afin es centro, toda recta afin es didmetro, y en cualquier
referencia affn su ecuacién en coordenadas homogéneas es z3 = 0.

Ejercicio 5.4 A continuacion damos la lista de todas las cuddricas del espacio proyectivo real
de dimensién 3, agrupadas segin la dimensién de su variedad de centros. Digase en cada caso
si hay 6 no hay asintotas, y como es un sistema de referencia afin respecto del cual se obtiene
la ecuacion reducida.
(a) Cuddricas sin centro:
* Paraboloide reglado: z = x> —y?. * Paraboloide no reglado: z = xz? + y>.
e Cilindro parabdlico: y = 2%. * Un plano: x = 0.
(b) Cuéddricas con un unico centro:
e Elipse real: 2% +y?+ 22> =1. * Elipse imaginaria: x? + y? + 2> = —1.
* Hiperboloide reglado: x? + y? — z?> = 1. ¢ Hiperboloide no reglado: z? + y?> — 2% = —1.
e Cono real: x>+ y?> — 22 =0. * Cono imaginario: z% +y* + 2% = 0.
(¢) Cuédricas con una recta de centros:
e Cilindro hiperbdlico: z? —y? = 1. e Cilindro eliptico: z? +y? = 1.
e Cilindro imaginario: z? 4+ y?> = —1. * Par de planos no paralelos: %> —y* = 0.
e Par de planos imaginarios no paralelos: 2% + y? = 0.
(d) Cuddricas con un plano de centros:
e Par de planos paralelos: x> = 1. * Par de planos imaginarios paralelos: x> = —1.
e Plano doble: x? = 0.
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6 Problemas

En todos los problemas enunciados a continuacién, el cuerpo base sera R.

1 Hagase la clasificacién afin de las cénicas (a), (b) y de las cuadricas (c), (d):
(a) 3x® —bay+y?—ax+2y—1=0;

(b) 2%+ 25¢y% — 10zy + 62 — 30y = 0;

(c) 2224+ 2y% +22%2 — 22y 4222 —2y2z+1=0;

(d) 22-3y*>—222+ay—22+52—-3y—1=0.

6.2 Hégase la clasificacién afin (segun el valor del parametro m ) de la cuddrica
2 2 2.2 — 92
¥+ (2m°+1)(y* +2°) = 2(zy + yz + zx) =2m° —3m + 1.

6.3 Hallese la ecuacién de la cuadrica cuyo corte con el plano x = 0 es la cénica yz—2y+2z = 0,
que contiene la recta y = 0 = z y la recta del infinito del plano y = 0, y que pasa por el punto
(1,-1,0).

6.4 Dada la pardbola cuya ecuacién en un sistema de referencia afin (O;v1,v2) es 22 +y% +
2zy — 2y —1 = 0, héllese otro sistema de referencia afin en el cual la ecuacién de dicha pardbola
sea y = z2.

6.5 Dada la hipérbola cuya ecuacién en un sistema de referencia afin (O;v1,v2) es 22+ y? +
4dxy — 2y = 0, héllese otro sistema de referencia afin en el cual la ecuacién de dicha hipérbola
sea 72 — y? = 1. Encuéntrese también un tercer sistema de referencia en el que la ecuacién de
la hipérbola sea zy = 1.

6.6 Dada la elipse cuya ecuacién en un sistema de referencia afin (O;vy,v2) es 22 + y? +
2x — 3 = 0, hallese otro sistema de referencia afin en el cual la ecuaciéon de dicha elipse sea
=2 | 2

e+ y = 1.

6.7 Clasifiquese la cuddrica de ecuacién 32 +2y? + 322 — 222 — 2z — 4y — 22 = 5, y obténgase
un sistema de referencia afin en la que se obtenga su ecuacién reducida. Hagase lo mismo con
las cuddricas z? +y? + 22 — 4z —4dy = 2 y drz+y> +1=0.
6.8 El lugar geométrico de las centros de las cénicas del haz

22 + daxy + 4y* — 20z + 4y = 3, (a €R)

forman una hipérbola. Calciilense las asintotas de las conicas del haz.

6.9  Haéllese el cilindro circunscrito a la cuddrica 222 + 3y? — 22 = 0 y cuyas generatrices son
paralelas a la recta v =y = 22 — 1.

6.10 Calcilese la cuadrica que corta al plano z = 0 en la cénica z2 +y?> — xy + 2z = 1, pasa
por los puntos (0, —1,2) y (2,0,3), y es tangente al eje z en el punto (0,0, 1).
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6.11 Determinese los planos tangentes a la cuddrica 222 + 3y? = 2z que pasan por la recta
2y—1=0
20 +6y—2z—4=0 [~
6.12  Hallese una cudadrica que pase por las tres siguientes rectas:

r+y=y+1=(—-2-1)/2,
r—1=(@y-1)/2=(1-2)/3,
(x—2)2=y—2=(2-1)/3.

6.13 Al cortar la cuddrica 6z — 3z +2yz +y + 322 — 42 + 3 = 0 con los dos planos paralelos
r+y+22=0, z+y+ 2z =1 se obtienen dos cénicas homotéticas. Hallense los centros de
las homotecias que transforman una de dichas cénicas en la otra.

Qué ocurre si cortamos los mismos planos con la cuddrica 422 + 3y% — 1222 =17

6.14 Redtzcase el cilculo de las raices del polinomio z* + ax® + bax? + cx + d al calculo de
las raices de un polinomio de grado 3.

6.15 Dado un punto P de una elipse C, demuéstrese que el lugar geométrico de los puntos
medios de los segmentos PX, donde X recorre C, es una elipse tangente a C en P.
Calciilese dicho lugar cuando C es 2 4+ 2y? —2x —4y+2=0y P = (2,1).

6.16 Las rectas paralelas a las de un hiperboloide reglado trazadas desde un punto cualquiera
del espacio forman un cono.

6.17 Sea C el lugar de una cuddrica no singular reglada de P3(R). Tenemos:

(a) Por cada punto P de C pasan exactamente dos rectas contenidas en C. Dichas rectas
son el corte con C del plano tangente a C en P.

(b) En el conjunto de las rectas contenidas en C se define la relacién: 71,7 C C,

r=r2,
L~ T Rt 6
7“107“2:@.

[13 2

La relacién “~7” es de equivalencia y para ella hay exactamente 2 clases de equivalencia.

6.18 Determinense las dos rectas que pasan por el punto (1,1,1) y que estdn contenidas en
el hiperboloide reglado 22 — 4% 4+ 22 — 1 = 0. Determinense también las dos rectas que pasan
por el punto (1,1,0) y que estan contenidas en el paraboloide reglado z? — y? + z = 0.

6.19  Siry, 79,13 son tres rectas de P3(R) que se cruzan, entonces hay una tnica cuddrica en
P3(R) que pasa por esas rectas. El lugar de dicha cuddrica, que es no singular y reglada, es
la unién de las rectas que se apoyan a la vez en r1,79 y r3. Asi se describe toda cuddrica no
singular reglada de P3(R).
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6.20 En el espacio afin A3(R), dadas tres rectas que se cruzan y son paralelas a un plano,
la superficie engendrada por una recta que se mueve apoyandose sobre las tres rectas dadas es
un paraboloide reglado. Puede generarse de este modo todo paraboloide reglado?

6.21 Demuéstrese que las cuerdas ' de una elipse cuyo punto medio yace sobre una recta fija
(que no es didmetro) envuelven una parabola.

6.22 Las diagonales de un paralelogramo circunscrito a una elipse (o una hipérbola) son
didmetros conjugados de la misma.

6.23 Dado un cuadrivértice completo en un plano afin, los puntos medios de sus seis lados
yacen sobre una conica que pasa por los tres puntos diagonales.

6.24 Sea P un punto de una coénica central C, y sea d un didmetro de C que no pasa por
P y que corta a C en puntos distintos ()1 y 2. Las rectas P + Q1 y P + Q2 son paralelas a
didmetros conjugados.

6.25 Sea d un didmetro de una cénica central y sea d’ el didmetro conjugado de d. Toda
cuerda de la cénica paralela a d’ es cortada por d en su punto medio.

6.26 Fijada una recta r y una parabola, existe un diametro de la parabola tal que los puntos
medios de las cuerdas de la parabola que son paralelas a r yacen sobre dicho didmetro.

6.27 Dada una cénica afin no singular cuya ecuacién en una referencia afin (Py;v1,v2) es
a b
b ¢
(a) Cuando A = 0 la cénica es una parabola y su punto del infinito es la direccién que
define el vector buvy — avs.
(b) Cuando A # 0 la cénica es central y su centro es el punto cuyas coodenadas afines son
la solucién del sistema de ecuaciones lineales

ar + by = —d
bx+cy=—f )

ax? + 2bxy + cy? 4+ 2(dx + fy) + e = 0, denotemos A =

'La nocién de cuerda debe entenderse en sentido general, esto es, una cuerda puede cortar a la cénica en dos
puntos imaginarios conjugados.



