Capitulo V

Primera y segunda formas
fundamentales

1. Preliminares

1.1 Sobre R"™ se considerard su producto escalar usual, con el que es un espacio vectorial
euclideo. Si V es un subespacio vectorial de R", entonces la restriccién a V' del producto escalar
de R" define un producto escalar sobre V', y por tanto V' tiene una estructura de espacio euclideo
inducida de modo natural por la de R". Denotemos m = dim V. Si {eq, ..., ey} es una base de
V', entonces se define la “matriz del producto escalar” en dicha base como

A= (ei : ej) S Mm(R) .

Se cumplen:
(i) la matriz cuadrada A es simétrica, A® = A;

(ii) que la base {ey,...,en} sea ortogonal significa que la matriz A sea diagonal;
(iii) que la base {ej,...,en} sea ortonormal es equivalente a que sea
1 0
A= ;
0 1
(iv) dados vectores vy,vy € V, si conocemos sus coordenadas en la base {ej,..., ey}, en-

tonces con la matriz A podemos calcular el producto escalar vy - vg:

vy =ajer + -+ amem = (a1,. .., am), v =bier + -+ bpmem = (b1,...,bm),

V1 -V = (Z aiei> . (ijGj) = Z ai(ei . €j)bj
i=1 j=1 i

=1

b1
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64 Capitulo V. Primera y segunda formas fundamentales

(v) si A= (& -¢€;) esla matriz del producto escalar en una nueva base {é1,...,&y,} de V,
entonces la relacién que hay entre las matrices A y A es

A=C'AC,
donde C' = (¢;5) € My, (R) es la matriz de cambio de la base nueva a la antigua, esto es, la
columna j-ésima de C son las coordenadas de €; en la base {e1,...,en},
m
éj:ZCijeia j=1...,m.
i=1

1.2 En este capitulo trabajaremos en R?, donde ademés tenemos definido el producto vecto-
rial. Terminaremos esta seccion inicial recordando la propiedad conocida como “identidad de
Lagrange”: para cualesquiera vectores e, v, €, € R? se cumple

(e xv)-(exv)=

e-e v-e‘

<
1]

€ v -

En particular, dados e, es € R3, si consideramos la matriz A = (e; - €;), entonces se cumple
9 ) ) 7/

ler x ea| = Videt A.

2. Primera forma fundamental

2.1 Consideremos una parametrizacién regular ¢ : U — R? de clase C™ (m > 2) de una
superficie S de R3. Para cada punto P = o(up,vg) de S, el espacio tangente a S en P es el
subespacio vectorial TpS de dimensién 2 de R3, sobre el que tenemos la estructura euclidea
inducida por la de R?; denotemos por gp el producto escalar (métrica euclidea) sobre TpS.
De la parametrizacién ¢ = ¢(u,v) obtenemos la base {(pu(ug, Vo), goy(uo,vo)} del espacio
tangente TpS, y por tanto tenemos la matriz del producto escalar gp en ella:
( Pu(u0,v0) - u(uo,v0)  Pulto,vo) - pu(uo, vo) >

pu (0, v0) - pu(uo, vo)  u(uo, vo) - u(uo, o)
Es habitual denotar
g11 = Pu - Pu, g12 = Pu - Pv = Pov " Pu = g21, 922 = Pv " Pu
de modo que la anterior matriz se escribe como
( g11(uo,v0)  g12(uo,vo) )

g12(ug,vo)  gaa(uo, vo)

Definicion 2.2 Con la notacién del punto 2.1, se define la primera forma fundamental de la
superficie S como la familia de métricas euclideas g = {gp}pecs. Es claro que la primera forma
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fundamental de S no varia al hacer cambios de pardmetros (pues por dichos cambios no varian
los espacios tangentes en los puntos de .S).

Podemos decir que g = {gp} pes es una familia de métricas euclideas sobre S que “varfa de
modo diferencable” en el siguiente sentido: haciendo abstraccién del punto P de S, la expresion
matricial de la primera forma fundamental g en la base {p,, p,} es

g1l 912
gi2  g22 ’

donde {g;;}i; son funciones diferenciables (de clase C"™ !, m —1 > 1) sobre el abierto U donde
varian los parametros.

3

2.3 Para medir angulos entre vectores tangentes a S en un mismo punto, o para medir lon-
gitudes de arcos de curvas que yacen sobre S, podemos ver los vectores y las curvas en R® y
proceder como en los primeros capitulos. La primera forma fundamental g permite hacer esos
célculos sin necesidad de salirse de los espacios tangentes a la superficie S: dados vectores tan-
gentes a S en un punto P = ¢(ug, vg), pongamos €1, ez € TpS, estos tendran sus coordenadas
en la base {gou(uo,vo), v (uo, vg)} de TpS,

e1 = a y(uo, vo) + B @u(uo, vo) , ea = v pu(uo, vo) + 0 @y (uo, vo) ,

g11(uo,v0)  g12(uo, vo)
e1-e = (a f) g :
g12(uo,v0)  g22(uo,vo)
Si sobre S tenemos una curva o = o(t), ¢t € I, expresada en la forma o(t) = ¢(u(t),v(t)),
entonces el vector tangente a la curva (que también es tangente a la superficie) es

y por lo tanto

o = u'cpu —}—v'gov = (u',v’) ;

es decir, dado tg € I, o'(t) es el vector tangente a S en el punto o(tg) = ¢ (u(to), v(to)) cu-

yas coordenadas en la base {¢y(u(to), v(to)), u(u(to),v(to))} de T(15)S son (u/(to), v (to))-
Haciendo abstraccién del punto tenemos

/
|a/]2 =o' -0 = (u ) ( g g1 ) (u,> = gn(u)?+2g120' v + gao (v)?;
giz 922 v

por lo tanto, la longitud del arco de curva entre t = tg y t = t1 (to < t1) es

t1 t1
/ ‘0’|dt = / \/gn(u’)Q+2912u’v’+ggg(v’)2 dt.
to to

Ejemplo 2.4 Sea S la esfera de R? centrada en el origen, de radio r > 0, a la que se le han
quitado los polos,

S={(z,y,2) e R® : 2® +y* + 2> =r*} — {(0,0,7), (0,0, —1)}.
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Sabemos que una parametrizacion regular de S es

@:Rx(_—;,%) — R3

(0,90) —— (rcosfcose¢,rsenfcosed,rsenq).

Veamos como es la primera forma fundamental de S segun esta parametrizacién. Tenemos
wg = (—rsenfcos¢p,rcosbcose,0), 0y = (—rcosfseng,—rsenfsend,rcoso),

y por lo tanto

g11 = g - g = 1’ cos’ B, g2 =1y ps=0,1 922 =Py Py =175

r2cos?¢p 0
9= 0 r2 )

Consideremos ahora una loxodroma de S que no es trivial (esto es, que no es meridiano ni
paralelo; véase el problema IV.5.5). Una tal loxodroma tiene una ecuacién de la forma

B 1+ sen¢ s m
0_a1n<1_sen¢>+b, —2<¢<2,

luego

donde a,b € R tal que a # 0. (Né6tese que es df/d¢ = 2a/cos¢, con cos¢ > 0 porque
—m/2 < ¢ < mw/2; asi que si a > 0, entonces 6 crece cuando ¢ crece, y si a < 0, entonces 6
decrece cuando ¢ crece.) Podemos parametrizar esta loxodroma del modo obvio (tomando ¢
como parametro):

o I=(5.3) — B (1) = aln (23287 +0.
t o o(t)=p(0(t),0(1)) b(t) =t.

2cos?t, g1a =0, g2 =172, ' =2a/cost y ¢ =1 tenemos

0_/ 'O'/ — 911(9/)2 +2g12 9/ ¢,+g22(¢)/)2 — T2(1+4a2)

Como g11 =7

y por lo tanto ’0" = rv/1+ 4a?. Ahora, dados valores tg,t; € (;; , g) con tg < t1, la longitud
del arco de loxodroma entre o(tg) y o(t1) es

¢ t
/l}a"dt = r\/1+4a2/1dt =rv1+4a®(t1 —to).
to to

Ya veremos que el “aspecto” de la loxodroma es el siguiente (supuesto a > 0): parte
desde el polo sur habiendo dado una infinidad de vueltas desenrollindose como una espiral,
sube cortando los meridianos bajo angulo constante, y se enrolla dando una infinidad de vueltas
como una espiral alrededor del polo norte. A la vista de lo dicho puede parecer que la loxodroma
entera tiene longitud infinita, pero no es asi: dicha longitud es

t
lim /l}al‘dt = 7ryv1+4a2.
to

— T
to—)T, tl—)%

! La igualdad @p - ¢4 = 0 ya la conociamos: los meridianos y los paralelos se cortan ortogonalmente (véase el
problema IV.5.4).
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3. Medida de areas

Consideremos fijada para toda esta seccién una parametrizacién regular ¢ : U — R3 de
clase C™ (m > 2) de una superficie S de R3. Veamos cémo podemos “medir dreas” sobre S
utilizando su primera forma fundamental.

3.1 Supongamos en primer lugar que tenemos una regién infinitesimal AR limitada por las
curvas paramétricas que pasan por una punto ¢(ug,v), y por otras dos curvas paramétricas
infinitesimalmente proximas a las primeras:

Oug (U) = C)O(UO, U) ) O'uO+du(U) — @(UO + du) U) )

Oy (u) = (,O(U, UO) ) 6v0+dv(v) = S0<U7 v + d'U) .

Tenemos la situacion del siguiente dibujo:

€e1 X e
6Uo+dv eo S
|€1 X €2| Kr @(U‘O + du’ Vo + d'U)
Oy 2!
o(uo, vo)
Oy
© Oup+du

La recta tangente a la curva ,, en el punto a,,(ug) = ¢(ug, vo) es la que mejor aproxima
a la curva en dicho punto: desarollando por Taylor en uy tenemos

Fuo (1) = G (o) + Tl (o) (1w — o) + o (u—w)?)
y tomando © = ug + du obtenemos
Tuy (uo + du) = Ty, (ug) + 7y, (uo)du + 0((du)2) . (3.1)

Si du es infinitesimalmente pequeno, entonces Gy, (up + du) es un punto de la curva infinitesi-
malmente préximo a a,,(up) y o((du)2> es un infinitésimo de orden 2 despreciable; por lo tanto

la igualdad (3.1) dice que el punto Gy, (uo) 47, (uo)du de la recta tangente es una aproximacion
de primer orden del punto G,,(ug + du) de la curva. En particular (véase la siguiente figura),
el vector e; = &, (ug)du aproxima al arco de la curva &, desde 7y, (ug) hasta 7, (ug + du).

Ty, (10)
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Anélogamente, el vector ez = o}, (vg)dv aproxima al arco de la curva o,, comprendido entre
los puntos oy, (vo) vy 0w, (vo + dv).

Como consecuencia de todo obtenemos que el paralelogramo del plano tangente a S en el
punto ¢(up,vg) determinado por los vectores e; y es aproxima a la regiéon AR, y podemos
tomar el area del paralelogramo como aproximacién del drea de AR; teniendo en cuenta las
igualdades

e1 =y, (uo)du = @y (ug, vo) du, ez = oy, (vo)dv = @y (ug, vo) dv,
obtenemos
jrea de AR = ‘61 X 62‘ = ‘gou(uo,vo) X cpv(uo,vo)‘ dudv.
Todo lo dicho en el punto 3.1 justifica la siguiente definicién:
Definicién 3.2 Sea V un subconjunto del abierto U en el que varian los pardmetros (u, v) que

se aplica biyectivamente por la parametrizacién ¢ : U — R? sobre una regién Q de la superficie
S. Se define el drea de ) como la integral doble

// lgpuxwv}dUdvu
1%
cuando dicha integral exista.

Si consideramos la matriz de la primera forma fundamental de S,

gi1  gi12 o Pu - Pu Pu Pou
912 g2 Po Pu Pupy )
entonces de la identidad de Lagrange descrita en el punto 1.2 obtenemos

[u X Qo =1/ 911922 — 93>

y llegamos a la conocida féormula

drea de Q = // v/ 911922 —9%2 dudv.
1%

3.3 Debemos comprobar que la definiciéon anterior es independiente de la parametrizacién
» = ¢(u,v) fijada para la superficie S. Supongamos que tenemos un cambio de coordenadas

(u,v) U

(@,0) —— (u(@,v),v(z,0)),
que componemos con ¢ = ¢(u, v) para obtener la nueva parametrizacién de S (que denotaremos
también )
o(u,v) == p(u(a,v),v(,v)).
Si V es el conjunto de U que mediante el difeomorfismo U —— U se corresponde con el conjunto

V de U (de modo que V se aplica biyectivamente por la parametrizacién ¢ : U — R? sobre la
region ), entonces debemos probar que se cumpla la igualdad

// ‘S%X%‘dﬂd@ —// !cpux%‘dudv. (3.2)
\% \%
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Hagamos un inciso para recordar la “férmula de cambio de coordenadas en la integral ”:
con la notacién que estamos utilizando, para una funcién f : U — R, f = f(u,v), se cumple la

igualdad
// flu,v)dudo :// f(u(a,v),v(a,v))|J|dudo, (3.3)
\%4 \%4
donde
ou ou
7. ou 0v
o o
ou Ov

es el jacobiano del cambio de las coordenadas (u,v) a las coordenadas (u,v), y |J| es el valor
absoluto de J. La igualdad (3.3) hay que entenderla en el sentido de que la integral de la
izquierda existe si y sélo si existe la de la derecha, en cuyo caso ambas integrales coinciden.

Volviendo a la igualdad (3.2) que queremos demostrar, recordemos que en IV.1.7 vimos que
se cumple @z X @5 = J (gpu X cpv); con detalle es

Si consideramos la funcion

fu,v) = |¢u(u7 v) X @y (u,v)

)

entonces

y por lo tanto
| pa(ii, ©) x @5, 0)| = |J(a,v)] f(u(@,v),v(u,v)).

Entonces, basta aplicar la férmula (3.3) a esta funcién f para obtener la igualdad (3.2):

J[ o eulanto= [[ ey auao
://‘_/f(u(a,z‘)),v(a,@))\J(a,@)\dad@://vy%x¢@|dﬂd1—).

Ejemplo 3.4 Consideremos constantes b > a > 0 y sea S el toro cuya parametrizacion es
(véase el problema IV.5.3)

o:R2 — S
(o, ) +— ((b+acosﬂ)cosa,(b+acosﬁ)sena,asen6).

Tenemos

¢a = (= (b+acosf)sena, (b+acosf)cosa,0),

pp = (—asenfsenca,acosfsena,acosf3),
y por lo tanto

gllzgpa~@a:(b+aCOSOé)2, 912:9001-@5:0, 922:@,3'906:&2'
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Entonces

0 a?

a Ccos 2
QZ(Qij)=<(b+ #) ’ )

y obtenemos
‘goa X goﬂ = }gij|1/2 =a(b+acosp).

Como para el subconjunto V = [0, 27) x [0, 27) de R? tenemos que ¢ : V — S es una biyeccién,
obtenemos

2m 2m
éu“eadeS:// a(b—l—acosﬁ)dadﬁza/ [/ (b—l—acosﬁ)dﬁ] da
v 0 0

21 o
:27ra/ (b+acosp)ds :27ra[bﬂ+asenﬁ]0 = 4r%ab.
0

Ejercicio 3.5 Calcilese el drea de una esfera de R? de radio r > 0.

4. Derivada covariante en R"

4.1 Comencemos recordando la “derivada direccional” en R™. Sea f : U — R una funcién
definida sobre un abierto U de R". Dados un vector e € R" y un punto P € U, la “derivada
direccional de la funcién f segun el vector e en el punto P” se define como el escalar D% f dado
por la féormula

Dhs = pig L1 =SP)

cuando el anterior limite exista.
Cuando f es diferenciable (i.e., cuando todas las derivadas parciales de f existen), el escalar

D% f existe para cualesquiera P € U y e € R". Concretamente, si e = (a1, ..., ay,) entonces
of of
Dbf=a1 =—(P)+--- n—=——(P), 4.1
Pf ai 8.’El( )+ +a al‘n( ) ( )

y haciendo abstraccién del punto P de U tenemos la funcién

ep_Of of (., 9 o
Df—a18m1—|— +a"8xn_<a18x1+ +anaxn>(f)~

Es claro entonces que D¢f es de clase C™ ! si f es de clase C™ (m > 1). Asi, para cada vector

e=(ai,...,an) € R" tenemos el “operador diferencial” D¢ = a; 8%1 + - 4ay % :

D¢.C™U) — C™YU)
f — Def:alaa—g{l—k---—kan%.
4.2 Veamos que, efectivamente, se cumple la igualdad (4.1). Si consideramos un segmento de
recta dentro de U que pasa por P con la direccién de e,

o:l=(—ce) — U
t — P+te
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para algin € > 0, entonces, por definicién de derivada direccional se cumple D% f = ( f oO')/(O).
Si escribimos P = (a1,...,05) y e = (a1,...,a,) tenemos

o(t) = (z1(t),. .., zn(t)) con zi(t)=a;+ta;, i=1,...,n,
y si denotamos F(t) = (foo)(t) obtenemos

af of of

of
F'(t) = / oy 2L L) = ay 2L a2 _
()= G (EO)a O+ + S o) T(t) = a1 31 (0(1) +-+ +au (0 (1)
Por lo tanto
of of of of
€ — / — - PR _ = R — e _—
Dyf =F(0)=a; 1 (0(0)) +---+an B, (0(0)) = ay s (P) +---+ap B, (P),
que es lo que queriamos ver.
¢
Ejemplo 4.3 Para el vector e; = (0,...,1,...,0) € R", el operador D es justamente la

. .1 0
derivada parcial 9z -

Propiedades 4.4 Es inmediato comprobar que las derivadas direccionales cumplen las tres
propiedades que tiene toda “derivacién” (= “manera de derivar”): fijados un punto P € R"
y un vector e € R"™, si f y g son funciones diferenciables en un entorno abierto de P, entonces
se cumplen:

(i) D%f =0 si f es constante en algin entorno de P;
(i) Dp(f+9) = Dpf+ Dpy;
(iii) D%(fg) = g(P)(D%f)+ f(P)(D%g) (regla de Leibniz para la derivada de un producto) .
Ademas, si tenemos otro vector € € R" y escalares A, u € R, entonces se cumple:
(iv) Dp*f = N(Dpf) + u(Dof) -

Las demostraciones son comprobaciones que se dejan como ejercicio.

4.5 Hemos visto que para obtener la derivada direccional de una funcién f segin un vector e
en el punto P, debemos “derivar” f sobre la recta que pasa por P con la direcciéon de e. Una
observacién importante es que podemos sustituir dicha recta por cualquier otra curva que pase
por P y cuyo vector tangente en P sea e. Concretamente tenemos:

Lema 4.6 Sio: I — R", 0 = o(t), es una curva diferenciable tal que para algin ty € I se
cumplen o(ty) = P y o' (ty) = e, entonces

bf = (fo0) (to).

Demostracion. Se argumenta exactamente igual a como se ha hecho en el punto 4.2 para el
caso particular o(t) = P + te, en el que to = 0. I
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Definicién 4.7 Un campo de vectores sobre un abierto U de R" consiste en dar para cada
punto P € U un vector Dp € R"; denotaremos un tal campo por D = {Dp} pecy. Las coordena-
das del vector Dp dependeran del punto P, de modo que existen funciones fi,...,f, : U = R
tales que Dp = (fl(P), . ,fn(P)); escribiremos entonces D = (f1,..., fn), vy diremos que
f1,..., fn son las funciones coordenadas de D. El campo de vectores D se dice que es diferen-
ciable (de clase C™) cuando sus funciones coordenadas son diferenciables (de clase C™).

Un campo D sobre el abierto U no es més que una aplicacién

D:(fl,...,fn)iU — R"
P — (fi(P),.... [a(P)),

pero entendiendo que para cada punto P € U, Dp = D(P) es un vector en P.

4.8 Fijados un vector e y un punto P, la derivada direccional D% determina una manera de
derivar funciones definidas en un entorno del punto. Veamos ahora que, de manera analoga, un
campo de vectores D sobre un abierto U nos dard un modo de derivar funciones definidas sobre
todo el abierto U. Para cada funcién diferenciable g : U — R definimos la funciéon Dg : U — R
como

Dg(P) := Dg”g, PcU.
Sies D= (f1,...,fn), entonces aplicando la férmula (4.1) obtenemos que para todo P € U se
cumple
99 99
Dg(P) = fi(P)=—(P)+--- P)—(P

9(P) = Fi(P) (P + -+ 1u(P) 5 2(P).
v haciendo abstraccién del punto P tenemos

dg dg 0 0

D _= _— .. _— = e — “e _ .
g=figtothg (ﬁ a7 T amn> (9)

Como consecuencia se sigue que si D = (f1,...,fn,) es un campo de clase C™ sobre U y
g€ C™(U) con 1 <r <m++ 1, entonces Dg € C"1(U).
Ejercicio 4.9 Hemos visto en el punto anterior que un campo de vectores D = (fi,..., fn)

sobre el abierto U define sobre dicho abierto un operador diferencial que denotaremos con la
misma letra:

0 0
D= f — 1... A
f18x1+ +f ox

n
Pruébese que el operador determina a su vez al campo; es decir, si conocemos el operador dife-
rencial, entonces podemos obtener las funciones coordenadas fi,..., f, del campo de vectores.

Ejemplo 4.10 El operador que define el campo de vectores sobre U que es constantemente
igual a un vector e de R" es justamente D¢ (véase el final del punto 4.1).

Ejercicio 4.11 Dado un abierto U de R", para cada m > 0 denotemos
D™(U) := {campos de vectores de clase C" sobre U} .

Compruébese que el operador que define un campo D € D™(U) es una “derivacién”. Es decir,
para cada r € {1,...,m + 1} la aplicacién D : C"(U) — C"™~Y(U), f v Df, cumple las
siguientes propiedades:
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(i) Df =0 si f es localmente constante ;
(i) D(f+g)=Df+ Dy;
(iii) (regla de Leibniz) D(fg) = (Df)g+ f(Dg).

Ejercicio 4.12 Compruébense las afirmaciones siguientes. Dado un abierto U de R", en el
conjunto D™ (U) hay una suma natural que lo dota de estructura de grupo abeliano:

D:(fla'--af'n)aD:(fla"'vfn)egm(U) = D+D:(fl+f_177fn+f_n)€®m([]>
Ademss, el producto por funciones de clase C™,

fec™U), D=(fi,...,fn) € D"(U) = D= (ffi,...,[fa) € D™(U),
dota al grupo abeliano D™ (U) de estructura de C™(U)-médulo.

Definiciéon 4.13 Fijemos un campo de vectores D sobre un abierto U de R™. Para cada

campo diferenciable de vectores D = (fy,..., fn)_sobre U, se define la derivada covariante de
D respecto de D como el campo de vectores DV D dado por la igualdad

DVD :=(Dfi,...,Df,).
Si D es de clase C™ y D es de clase C" con r € {1,...,m + 1}, entonces DV D € C"~1(U).

Propiedades 4.14 Dados my r € {1,...,m+ 1}, la derivada covariante define la aplicacién

D(U) x D'(U) — DY)

(D,D) s DVD,
para la cual tenemos: dados campos de vectores D, Dy, Dy € D™U), D,Dy,Dy € D"(U), y
dadas funciones f € C"™(U) y f € C"(U), se cumplen
(a) DV(Di+ D3) = DVD;+ DVDs,
(b) (D14 D3)VD =DYD + Dy D,
(c) DY(fD)=(Df)D+ f(DVD),
(d) (fD)VD = f(DVD).

La demostracion de estas propiedades es directa a partir de la definicién.

4.15 El producto escalar usual de R" podem_os trasladarlo de modo natural a los campos
de vectores: dados campos D = (fi,---sfn), D = (f1,..., fn) sobre un abierto U de R", el
producto D - D es la funcién sobre U que estd definida por la férmula

D'Di:f1f1+“'+fnfn22fz‘ﬁ'-

i=1
Tenemos de este modo una aplicacién
D™MU) x D™U) — C™U)
(D,D) - D-D

que hereda las propiedades del producto escalar de R™: es C"™(U)-bilineal, simétrica y “definida
positiva” (D-D >0,y si D-D = 0 entonces debe ser D = 0).
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Lema 4.16 Dados campos de vectores D, Dy, Dy sobre un abierto U de R", siendo D1 y Do
diferenciables, se cumple

D(D; - Dy) = (DVDy)-Dy+ Dy - (DVDy).

Demostracion. Sean Dy = (f1,..., fn) y D2 = (g1,...,9n) con fi,..., fn,91,-..,gn funciones
diferenciables sobre U. Tenemos

D(D; - Dy) = (Zf%) ZD (figi) —Z[(Dfi)gﬂrfi(Dgi)]

=1

n

=> (Df; gz+Zfl Dg;) = (DVDy) - Dy + Dy - (DVDy)
=1 =1

que es lo que queriamos probar. [

La versién para la derivada covariante de la propiedad enunciada en el Lema 4.6 para la
derivada direccional es:

Lema 4.17 Sean D, D campos de vectores sobre un abierto U de R™, con D diferenciable.
Dado un punto P € U, el vector (DY D)p depende solamente del valor del campo D a Io largo
de una curva diferenciable o = o(t) en U que pase por el punto P y cuyo vector tangente en P
sea Dp.

Demostracion. Sea D = (f1,...,fn) y denotemos e = Dp. Por una parte, por definicién
tenemos (véase el punto 4.8)

(DYD)p = (Dfi(P),...,Dfa(P)) = (Dpf1,..., Db fn) .

Por otra parte, si 0 : I — U, 0 = o(t), es una curva diferenciable tal que para algin ¢y € I se
cumplen o(tg) = Py o'(tg) = e, entonces del lema 4.6 obtenemos

D%fl: (fioa')/(to), 1€ {1,...,n}.

De todo se sigue que para calcular el vector (DY D)p basta conocer el valor de las funciones
f1,..., fn sobre los puntos de la curva o. 1

Observacion 4.18 Cuando sobre un abierto U de R™ consideramos una funcién diferenciable
f, hemos partido de las derivadas direccionales en cada punto para llegar a la derivada de f
respecto de un campo de vectores D sobre U (véase de nuevo el punto 4.8).

Podriamos haber hecho lo mismo para llegar a la nocién de derivada covariante de un campo
diferenciable de vectores D = (f1,..., fn) sobre U : dados un punto P € U y un vector e € R"™,
la “derivada covariante del campo D segiin e en P” es el vector eV” D € R" definido como

eVPD = (Dpf1,....,Dpfn) .

Ahora, la “derivada covariante de D respecto del campo D” es el campo de vectores DV D
dado punto a punto por las igualdades

(DVD)p = Dy*D, PcU.
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5. Derivada covariante sobre una superficie de R?

Para llegar a la nocién de “derivada covariante” sobre una superficie S de R3 siguiendo
los pasos dados para el caso de R", debemos comenzar definiendo la “derivada direccional de
una funcién diferenciable sobre S en un punto P de S y segin un vector tangente a S en P”.
Aqui nos encontramos con el problema de que carecemos de nocién de “funcién diferenciable”
sobre S. Para solucionarlo consideraremos superficies parametrizadas, y diremos que una fun-
ciéon definida sobre ella es diferenciable cuando al expresarla en funcién de los pardmetros
resulte ser diferenciable. Fijemos entonces para toda la seccién una parametrizacién regular
0:U = R3 ¢ =¢(u,v), de clase C™ de una superficie S = Im ¢.

5.1 Sea f:S — R una funcién sobre S. Para cada punto P = ¢(u,v) € S, el valor f(P) € R
depende de P y por tanto depende de los pardmetros (u,v): f(P) = f(u,v). Con todo rigor:
al componer f con la parametrizacién ¢ = ¢(u,v) obtenemos una funcién sobre el abierto U
de los parametros, que también denotaremos con la misma letra f,

v % s LR
(u,v) —  f(u,v).
Definicion 5.2 Con la notacién anterior, diremos que la funcién f : S — R es diferenciable

(de clase C", 1 < r < m), si f = f(u,v) es una funcién diferenciable (de clase C") de los
parametros (u,v), es decir, si la composicién fop : U — R es diferenciable en el sentido usual

(fop € CT(U)).

5.3 La definicién 5.2 no depende de la parametrizacion fijada para S: dado un cambio de
coordenadas de clase C™,

g
(a,0) ——— (uw(a,?),v(a,v)),

es claro que U %%, R es diferenciable (de clase C") si y s6lo si su composicién con el
difeomorfismo que define dicho cambio,
v U - s Lo
(a,v) | fla,v),
es diferenciable (de clase C"); es decir, f = f(u,v) es diferenciable respecto de los pardmetros
(u,v) siysélosi f = f(u,v) es diferenciable respecto de los pardmetros (@, v).

La definicién de funcion diferenciable sobre un abierto de la superficie S es la obvia:
Definicion 5.4 Una funcién f : W — R definida sobre un abierto W de S se dice que es

diferenciable si la composicion

oty 2w Ly R
(u,v) ——  f(u,v)

es una funcién diferenciable sobre el abierto ' (WW) de R.
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Ejemplo 5.5 Supongamos que S es el “hemisferio sur” de la esfera de R? cuya ecuacién es
S ={(z,y,2) ERY 2P+ 22 =1, z <0}

Una parametrizacion de S es
U={(uv) eR?: u? +2% <1} A
(u,v) +— (u,v,—V1—u?—0?).
Consideremos sobre S la funcion
f:8§ — R
P +—— f(P) = (distancia de P al “polo norte ”)2,

donde “polo norte” = (0,0,1). Dado P = (z,y,2) € S tenemos
fP) =@y, 2=’ = (@,9,2=1) - (z,y,2— 1) =2+ 3> + 22 +1-22=2(1—2).
Expresemos f en funcién de los pardmetros (u,v):

f:S — R
P=op(u,v) = (u,v,~V1I—u?—2v2) — 2(1+V1—-u?—0?);

es decir, f(u,v) =2(1++v1—u?—v?). Por tanto f es una funcién diferenciable sobre S.

5.6 Volvamos a la superficie parametrizada S fijada al comienzo de esta seccién. Consideremos
un punto P = ¢(ugp,vg) € S y un vector e tangente a S en P, e € TpS C R?. La propiedad
descrita en el lema 4.6 para la derivada direccional en R", y la existencia de curvas sobre S
que nos dan las direcciones tangentes a S en P (véase el lema IV.4.4), sugieren cémo definir la
derivada direccional sobre S.

Definicién 5.7 Con la notacién del punto 5.6, sea f : W — R una funcién diferenciable sobre
un entorno abierto W de P en la superficie S. Se define la “derivada direccional de f segin el
vector e en el punto P” como el escalar D% f dado por la férmula

Dpf = (fo0)(to),

donde o : I — S, o(t) = p(u(t),v(t)), es una curva diferenciable sobre S y ¢y € I es tal que
o(tg) = Py od'(ty) = e (esto es, o es una curva pasa por P cuyo vector tangente en P es e).

5.8 Veamos que la definicién 5.7 no depende de la curva o elegida. Recordemos que una base
del espacio vectorial TpS es {gpu(uo,vo),gov(uo,vo)}, de modo que tenemos las coordenadas
(a,b) del vector e es dicha base. Por una parte

a pu(uo, v0) + bepu(uo,v0) = e = o'(to) = u'(to) Pu(uo,vo) + ' (to) pu(uo, v0)
es decir, (v/(to),v'(to)) = (a,b). Por otra parte

(reoy )= LEOO) iy 1 i, o0 + v0) 1, ), 000
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Por lo tanto, valorando en t = £y obtenemos

D%f = afu(P) +bfv(P)v (5'1)

con lo que la mencionada independencia queda probada.

5.9 Veamos ahora que el escalar D% f tampoco depende de la parametrizacién ¢ = ¢(u,v)
fijada. Si consideramos un cambio de coordenadas

r7 (u,v)

U U
(@,v) ——— (u(g,v),v(a,0)), (g, Do) — (ug,v0) ,

entonces tenemos otra parametrizacién ¢(u, v) := go(u(ﬂ, v),v(a, 17)) de la superficie, de la que
obtenemos una nueva base {cpa(ﬂg, Vo), pz (o, 1‘;0)} del espacio tangente TpS. Como sabemos,
la matriz de cambio de esta nueva base a la antigua es la matriz jacobiana del cambio de
coordenadas:

0 0

A 87;(@0’60) %(aovﬁo)
0 0 ’
87:‘_1(17/0’170) aig(a()vﬁo)

en particular, si (a,b) son las coordenadas del vector fijado e € TS en la nueva base, entonces
debe cumplirse

_ a:aaif(ﬂoﬁo)‘i‘gaif(aoﬁo)
a a . ou ov
Al ;)= , es decir . (5.2)
b b b — 31) _ _ + l_) (91} _ _
=a 9u (UOaUO) %(UOWO)

Segun la igualdad (5.1) obtenida en el punto 5.8, debemos probar que se cumple

a fa(P)+b fs(P) = a fu(P) +b fo(P),
para lo que basta aplicar la regla de la cadena y tener en cuenta las igualdades (5.2):

@ fa(P)+ D 1a(P) = @ (FulP) 52 (i0,00) + fulP) 5o, o))

5 (ulP) St 50) + Ful(P) 9 i, )

v

- (a %(@07170) +b %(ﬂo, 170)) fu(P)
ov

_Ov,_ _ 7 o
+ (@ o o, o) + b 52 (0, T0) ) fulP) = @ fulP)+bfu(P).

ou ov
Nota 5.10 La propiedad descrita en el lema 4.6 para la derivada direccional en R", es para
la superficie S’ consecuencia directa de la definicién dada en 5.7: la derivada direccional D% f
solo depende del valor de la funcién f a lo largo de una curva que yace sobre S, que pasa por

P y cuyo vector tangente en P es e.
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Ejercicio 5.11 Fijados P € S y e € TpS, la derivada direccional D% es una derivacién:
dadas funciones diferenciables f y ¢ en un entorno abierto de P en S, se cumplen:

(i) D%f =0 si f es constante en algin entorno de P
(ii) Dp(f+g) = Dpf+ Dhg;
(ili) (regla de Leibniz) D%(fg) = g(P)(D%f) + f(P)(D%g) -
Ademas, dados € € TpS y A, i € R tenemos

(iv) DE*f = A(D%f) + (D% f) -

Definicion 5.12 Un campo de vectores D sobre la superficie S consiste en dar para cada
punto P € S un vector Dp € R?; denotaremos D = {Dp}pes. Existen funciones fi, fa, f3 sobre
S de modo que para cada P € S es Dp = (fi(P), fo(P), f3(P)); de esta manera denotaremos
también D = (f1, fo, f3). El campo D se dice que es diferenciable (de clase C") si f1, fa, f3 son
funciones diferenciables (de clase C") sobre S.

Nétese que, dado P € S, Dp es un vector de R? en el punto P que puede no ser tangente
a la superficie, es decir, puede ocurrir que Dp ¢ TpS.

Ejemplo 5.13 Sobre S tenemos el campo diferenciable D = ¢,, X ¢, que es “normal” a S:
dado P € S, Dp = ¢y (P) x p,(P) € (TpS)J' C R3, y como Dp # 0 debe ser Dp ¢ TpS.

Definicion 5.14 Un campo tangente a la superficie S es un campo de vectores D sobre S
que en cada punto es tangente a S, esto es, tal que Dp € TpS para todo P € S.

Ejemplo 5.15 Los campos diferenciables sobre S que definen las derivadas parciales de la
parametrizacion, D = ¢, vy D = ¢, son campos tangentes sobre S.

Ejercicio 5.16 Los campos de vectores sobre S se suman y se multiplican por funciones defi-
nidas sobre S del modo evidente (punto a punto), y dichas operaciones tienen las propiedades
habituales. Ademas tenemos:

(a) sise suman dos campos tangentes a S, entonces se obtiene un campo tangente a S

(b) si se multiplica un campo tangente a S por una funcién definida sobre S, entonces se
obtiene un campo tangente a S

(c) si se suman dos campos diferenciable sobre S, entonces se obtiene un campo diferen-
ciable sobre S;

(d) sise multiplica un campo diferenciable sobre S por una funcién diferenciable sobre S,
entonces se obtiene un campo diferenciable sobre S.

5.17 Fijemos un campo tangente D sobre la superficie S y veamos cémo expresarlo respecto
de la parametrizacién ¢ = p(u,v) que estamos considerando.

Para cada P € S, las coordenadas de Dp € TpS en la base {¢u(P),¢y(P)} de TpS son
escalares hi(P),ha(P) € R que dependen univocamente del punto P; por lo tanto existen
funciones tnicas hi, hy : S — R tales que para todo P es Dp = hi(P) ¢y (P) + ha(P) ¢y (P).
Haciendo abstraccién del punto P podemos escribir

D =hypy+hapy. (53)



5. Derivada covariante sobre una superficie de R3 79

Lo anterior prueba que los campos de vectores ¢, v ¢, son “base” de campos tangentes sobre
la superficie S, y la igualdad (5.3) podemos resumirla diciendo que la expresién del campo
tangente D en la base {(pu, gov} es D = (hy, ho).

Ejercicio 5.18 Para un campo tangente D = hy @, + ha ¢, sobre S pruébese: D es diferen-
ciable (de clase C") si y s6lo si h; y ha son funciones diferenciables (de clase C") sobre S.

5.19 Un campo tangente D sobre la superficie S define una manera de derivar funciones
sobre S: para cada funcién diferenciable f : S — R definimos Df : S — R por la igualdad

Df(P):= Db*f, Pes.

Ya sabemos que D f es una funcién bien definida (porque para cada P € S, el escalar Dgp f
estd determinado independientemente de la parametrizacién de S). Veamos cémo expresar
dicha funcién respecto de la parametrizacién ¢ = ¢(u,v) de S, para lo cual utilizaremos la
expresion de f en funcién de los pardmetros, f = f(u,v). Serd D = hyip, + hap, para ciertas
funcionas hq, ha sobre S, y teniendo en cuenta la igualdad (5.1) obtenida de la definicién de
derivada direccional (véase el punto 5.8), dado P € S tenemos

Df(P) = Dp? f = hi(P) fu(P) + ha(P) fuo(P) = (b1 fu + ha fu)(P);

haciendo abstraccién del punto obtenemos

Df = hy fut ha fo = (hlgu *”2;) 0.

Como consecuencia, si el campo tangente D es de clase C" (esto es, las funciones h; y hg son
de clase C") y la funcién f es de clase C"*!, entonces Df : S — R es una funcién de clase C".

5.20 Hemos visto en el punto anterior que un campo tangente diferenciable D = (hq, hy) sobre
S define un operador diferencial, que denotaremos con la misma letra:

0 0
D=hy — + hy—.
' ou 2 v
Nétese que el operador determina al campo, pues para las funciones fi(u,v) =uy fo(u,v) =v
sobre S tenemos Dfi = hi1 y Dfy = hs. Ademas, es facil ver que dicho operador es una

derivacién: dadas funciones diferenciables f y g sobre S se cumplen:

(i) Df =0 si f es localmente constante;
(i) D(f+g9)=Df+ Dg;
(iii) (regla de Leibniz) D(fg) = (Df)g+ f(Dg).
Definicién 5.21 Sea D un campo tangente sobre Sy sea D' = (fi, f2, f3) un campo diferen-

ciable de vectores sobre S (no necesariamente tangente). Se define la derivada covariante de
D’ respecto de D como el campo de vectores DV D’ sobre S dado por la igualdad

DVD = (Df1,Dfa,Dfs3).

Nétese que aunque D’ fuera tangente a S, el campo DY D’ podria no ser tangente a S.
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Ejemplo 5.22 FEl campo tangente béasico D = ¢, define el operador diferencial “parcial
respecto del parametro u” :

f:S — R diferenciable > Df = gf = fu
U

(aqui es (h1,h2) = (1,0)). Por este motivo, cuando este campo se piensa como operador suele
denotarse %, 0 abreviadamente 0y : Oy f = fu-

De este modo, para un campo diferenciable de vectores D' = (fi, fa, f3) sobre S (donde
fi = fi(u,v), i =1,2,3 son funciones diferenciables sobre S) tenemos

O D' = ((f1)us (f2)us (f3)u) -

Del mismo modo, para el otro campo tangente basico que nos da la parametrizaciéon, 0, = @,
tenemos

ava/ = ((fl)va (f2)va (f3)v) :

Por ejemplo, supongamos que S es el paraboloide de ecuacién z = xy parametrizado como
¢ : R = R3, o(u,v) = (u,v,uv). Tenemos los campos 9, = @, = (1,0,v) v 8, = p, = (0,1, u),
que son tangentes a S. Sin embargo el campo de vectores

auvau = 8uv(07 1, u) = (O> 0, 1)
no es tangente a S (compruébese).

Propiedades 5.23 Respecto a la suma y al producto por funciones, la derivada covarian-
te sobre S tiene las siguientes propiedades. Sean D, Dq, Dy campos tangentes sobre .S, sean
D, Dy, Dy campos diferenciables sobre S, y sean f, f : S — R funciones sobre S con f diferen-
ciable; se cumplen:

(a) DV(Dy+ Dy)=DVDy+DVD,,
(b) (D1 +D9)VD =DYD+DYD,
(c) DY(fD)=(Df)D+ f(DVD),
(d) (fD)VD = f(DVD).

Las demostraciones se obtienen directamente de la definicién.

5.24 A los campos de vectores sobre S se extiende de manera natural el producto escalar
usual de R3: dados campos de vectores Dy = (f1, f2, f3) v Do = (g1, go, g3) sobre S, se define
la funciéon Dy - Dy : S — R por la igualdad

3
Dy Dy = figi + fags + f3gs = Y _ figi -
=1

Ademis, si los campos Dy y D5 son diferenciables, entonces para todo campo tangente D sobre
S tenemos la importante relacién

D(D; - Dy) = (DVDy)- Dy + Dy - (DVDy)

(compruébese la anterior igualdad).
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5.25 Terminaremos esta seccién senalando una importante propiedad que se sigue de modo
inmediato de lo dicho en la nota 5.10 (véase el lema 4.17 y su demostracién, donde se enuncia
la propiedad andloga para la derivada covariante de R"):

Sea D un campo tangente a S y sea D' un campo diferenciable sobre S. Dado un punto
P € S, el vector (DY D')p depende tinicamente del valor del campo D' a lo largo de una curva
diferenciable o = o(t) sobre S que pase por el punto P y cuyo vector tangente en P sea Dp.

6. Segunda forma fundamental

Igual que hicimos en la anterior, para toda esta seccidn fijaremos una parametrizacion
regular ¢ : U — R3, p = ¢(u,v), de clase C™ de una superficie S = Im ¢ de R3.

Definicion 6.1 Llamaremos campo normal unitario a la superficie S al campo de vectores
N dado por la igualdad
N.= PurPu X $o .
|0 X oo
Como su nombre indica, para cada P € S, Np es un vector de R?* cuyo médulo es igual a 1y

que es normal a S en el punto P (esto es, ortogonal al subespacio TpS de R?); en particular
tenemos (Np)t = TpS.

6.2 El campo normal unitario a la superficie S' estd determinado salvo el signo, el cual depende
de la parametrizacién: si tenemos un cambio de parametros

Sl

N

(u,v) U
- ,0),v(a,v))

(ul

y consideramos la nueva parametrizacién ¢(u,v) = ¢(u(t, ), v(a,v)), entonces sabemos que
se cumple

1]
~

(’L—L7

(,OQX(,O{):J(QDUXQOU),
donde J # 0 es el jacobiano (determinante de la matriz jacobiana) del cambio de coordenadas,
y por lo tanto
N — Pa X Py _ J(‘Puxwv) — 1 Pu X Py 4N,
‘S%X%‘ ’JHSOUXSOU} ‘SOuXSDv‘

6.3 Sea D = (f1, fo, f3) un campo diferenciable de vectores sobre S. Como dijimos en la
observacién 4.18 para el caso de R", podemos definir la derivada covariante de D en cada
punto: dado P € S, la derivada covariante de D en P segtin un vector e € TpS es el vector
eVPD e R? dado por la igualdad

eVPD := (D% f1, D% f2, D f3) .

De ese modo, si D es un campo tangente a S, entonces la derivada covariante de D respecto
de D es el campo de vectores DV D sobre S dado punto a punto por las igualdades

(DVD)p = DPVPD, Pes.
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En efecto, basta aplicar las definiciones: dado P € S tenemos
(DVD)p := (Dfi(P), Df2(P), Dfs(P)) := (D" f1, Dp” fo, Dp” f3) := Dp¥FD.

Nota 6.4 Lo dicho en el punto anterior significa que si sabemos derivar covariantemente en ca-
da punto de la superficie, entonces sabemos derivar globalmente. Una consecuencia importante
del siguiente lema es que el reciproco también es cierto: la derivada covariante global sobre S
determina la derivada covariante en cada punto de S.

Lema 6.5 Todo vector e € TpS puede extenderse diferenciablemente a un campo tangente
sobre toda la superficie S: existe un campo tangente diferenciable D sobre S tal que Dp = e.

Demostracién. Si las coordenadas del vector e en la base {¢,(P),pu(P)} de TpS son (a,b),
basta tomar el campo tangente D cuyas funciones coordenadas (hi, he) en la base {apu, gov} de
campos tangentes a S son las funciones constantes hy =ay ho =b: D =ap, +by,. 1

Notas 6.6 (a) En adelante, todos los campos de vectores sobre S que consideremos (tangentes
o no) los supondremos diferenciables (de la clase que necesitemos).
(b) Dado 1 <r < m denotaremos

D"(S) := {campos tangentes sobre S de clase C"}.

(c) Como el campo normal unitario N es de clase C™~!, supondremos que m > 2 para que
N sea al menos de clase C'.

Ejercicio 6.7 Dado un punto P € S, pruébese que es lineal la aplicacién

qbp:TpS — Rg
e — —eVPN.

Notese que esta aplicacion ¢p estd bien definida porque el campo N es diferenciable.

Proposicién 6.8 Dado P € S, la aplicacion lineal ¢ p definida en el ejercicio 6.7 valora en el
subespacio TpS de R3.

Demostracion. Fijemos un punto P € S y un vector e € TpS. Como TpS = (Np)*, para
ver que el vector ¢p(e) = —eVPN es tangente a S en P debemos comprobar que se cumple
(eVPN) - Np = 0. Consideremos un campo tangente D a S tal que Dp = e (véase el lema 6.5);
en particular serd eV? N = (DVN)p (véase el punto 6.3). Como N - N = 1 tenemos

0=D(N-N)=(DVN)-N+N-(DVN)=2(DVN)-N,
y por lo tanto (DVN) - N = 0. Valorando en el punto P obtenemos
0= (DVN)p-Np=(eYPN) - Np,

que es lo que queriamos probar. [
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Definicion 6.9 Segin la proposicion 6.8, para cada punto P de .S tenemos un endomorfismo
op : TpS — TpS, el cual se conoce como endomorfismo de Weingarten de la superficie S en
el punto P.

6.10 Fijado un punto P en la superficie S, para cada vector e tangente a S en P tenemos
que ¢p(e) es (salvo el signo) la derivada del vector normal unitario a la superficie en P en la
direccién de e. Por lo tanto el endomorfismo ¢p mide cémo varia N (esto es, la direccién del
plano tangente a S) en las vecindades de P. Es decir, ¢p describe “cémo se curva” S en P.

Definicion 6.11 Hemos definido el endomorfismo de Weingarten de S punto a punto, pero
podemos definirlo globalmente. Si D es un campo tangente a S, entonces en la demostracién
de la proposicién 6.8 hemos visto que el campo de vectores DV N sobre S también es tangente
a S. De este modo, como N es de clase C™ !, dado 1 < < m — 1 tenemos el operador

¢:D"(S) — DY)
D +— ¢(D):=—-DVN.

Es trivial comprobar que esta aplicacién ¢ es C”(S)-lineal, es decir, dados campos tangentes
D1 y Dy sobre Sy dada una funcién diferenciable f : S — R, se cumplen

¢(D1 + Da) = ¢(D1) + ¢(D2), ¢(fD1) = fop(D1).

La aplicacién ¢ se denomina operador de Weingarten de la superficie S.

6.12 Si conocemos los endomorfismos {¢ p} peg- entonces conocemos también el operador ¢,
ya que dado un campo D tangente a S tenemos

¢(D)p = —(DVN), = —Dy"N = ¢p(Dp), Pes.

Reciprocamente, si conocemos el operador ¢, entonces aplicando el lema 6.5 podemos obtener
la familia de endomorfismos {¢p} Pes

6.13 Antes de continuar haremos un inciso para recordar algunas propiedades de las métricas
simétricas sobre un espacio vectorial real de dimensién finita.

Consideremos un R-espacio vectorial £ de dimensién finita n y fijemos en él un “producto
escalar” (esto es, una “métrica simétrica definida positiva”) que llamaremos T5. Como es
habitual, el producto de dos vectores e,v € F segin 75 lo denotaremos con un punto “-”:
e-v:=Ts(e,v).

(a) Sea Ty otra métrica simétrica sobre E. Existe un tinico endomorfismo 7 : E — E con
la siguiente propiedad:

Ty(e,v) =T(e) v VeveE. (6.1)

Se dice que T es el “endomorfismo asociado” a la pareja de métricas (T, T»). Nétese que de
la simetria de T5 se obtiene la siguiente propiedad para el endomorfismo 7 :

Te)-v=e-T(v) VevekFE. (6.2)
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(b) Supongamos ahora que tenemos un endomorfismo 7' : E — E que tiene la propiedad
(6.2). Entonces es facil comprobar que la aplicacién

Th:ExE — R
(e,v) — Ty(e,v):=T(e) v

es una métrica simétrica sobre E, y que el endomorfismo asociado a la pareja de métricas
(Ty,T3) es el endomorfismo T de partida.

Por linealidad, para comprobar si el endomorfismo 7T tiene la propiedad (6.2) basta verlo
para los vectores de una base: dada una base {ej,...,e,} de E, T tiene la propiedad (6.2) si
y s0lo si se cumple

T(e;)-ej =e;-T(ej) Vi, je{l,...,n}, i#j.
(c) Fijemos una métrica simétrica T, sobre E y consideremos el correspondiente endomor-

fismo T'. Dada una base {ei,...,ey} en E, de la relacién (6.1) existente entre las métricas y el
endomorfismo se obtiene facilmente la igualdad

matriz de la mé- matriz de la mé- matriz del endo-
trica 15 en la = trica 15 en la - | morfismo T en la
base {e1,...,en} base {e1,...,en} base {e1,...,en}

Como T5 es una métrica euclidea su matriz es invertible, de modo que de la anterior igualdad
se obtiene la expresion matricial del endomorfismo 7" en funcién de las matrices de las métricas:

matriz del endo- matriz de la mé- -1 matriz de la mé-
morfismo T en la | = trica 75 en la . trica T en la
base {e1,...,en} base {e1,...,en} base {e1,...,en}

(d) La importancia del endomorfismo T asociado a la pareja de métricas (Ty,Th) se pone
de manifiesto con la siguiente propiedad:

El endomorfismo T es diagonalizable. Concretamente, T diagonaliza en una base de E que
es ortonormal para la métrica euclidea T, y es ortogonal para la métrica simétrica T,. Es decir
existe una base {e1,...,e,} en E tal que

1
matriz de la métrica To )
en la base {e1,...,en} B ’
1
_ A1
matriz de la métrica To, ) _ matriz del endomorfismo
en la base {e1,...,en} - ~ T enlabase {e1,...,en}.
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6.14 Volvamos a nuestra superficie S. Para cada punto P € S, en el espacio tangente TpS
tenemos la primera forma fundamental gp, que es una métrica euclidea, y el endomorfismo
de Weingarten ¢p : TpS — TpS. Queremos ver que dicho endomorfismo cumple la propiedad
(6.2) respecto de la métrica gp, y que por lo tanto existe una métrica simétrica asociada a gp
y ¢p (téngase en cuenta lo dicho en el apartado (b) del punto 6.13).

Las métricas {gp}pecs v los endomorfismos {¢p}peg los hemos definido punto a punto y
luego los hemos dado globalmente (la primera forma fundamental es globalmente g(D1, D2) =
Dy - Dy para Dy, Dy campos tangentes a S). Para variar, ahora definiremos la nueva métrica
globalmente y luego pasaremos a cada punto.

)

Comencemos reformulando en nuestro contexto el conocido “lema de Schwarz” sobre las

parciales cruzadas.

Lema 6.15 Los campos tangentes 0,, y 0, sobre S cumplen O Oy = O 0.

Demostracion. Si escribimos ¢ = (1, 2, @3), entonces 9, = @, = (%, %, %) y por lo

tanto

8Va :avgp — <a2¢1 82902 82‘)03>

Oudv’ Oudv’ Oudv

Del mismo modo tenemos

5Yg, — D*o1 gy B3
v Ovou’ Ovou’ Ovou )

Para concluir la demostracién basta tener en cuenta que en virtud del lema de Schwarz para
. . . 2, 2, .
funciones definidas en el abierto U de R? se cumple gﬁ; = gvg;, 1=1,2,3. 1

Proposicién 6.16 El operador de Weingarten ¢ satisface la propiedad (6.2) respecto de la
primera forma fundamental g, es decir, dados campos tangentes D1 y Dy sobre S se cumple

¢(D1) - Doy = D1 - ¢(D2).

Demostracion. Como ya se dijo al final del apartado (b) del punto 6.13, bastard probar que
para los campos tangentes bésicos {9, 0y} se cumple ¢(9y,) - Oy = Oy - H(Dy).-
Como 9, -N =0=09, N tenemos

0=0u(0y N) = (8."0y) - N+ 08y (8,°N),
0="0y(0uN)=(0"04) - N + 0y (0 N),

y por lo tanto

¢(3u) “Op = _(aqu) “Op = (auvav) N,
= (0V0u) N =0y (0."N) = 0y - $(0y) ,

con lo que termina la demostracion. i
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Definicion 6.17 Segtn la proposicion 6.16, sobre los campos tangentes a S tenemos definida
la métrica simétrica ¢o por la igualdad

¢2(D1,D2) := ¢(D1) - Da = —(DlvN) - Doy, D1, Dy campos tangentes sobre S.
Dicha métrica ¢o se denomina segunda forma fundamental de la superficie S.

6.18 En cada punto P € S, la segunda forma fundamental es la siguiente métrica simétrica
sobre el espacio vectorial TpS':

gf)zp:TpSXTpS — R

(e,v) — o p(e,v):=¢p(e) - v=—(eVPN) 0.

Por construccion, es claro que ¢p : TpS — TpS es el endomorfismo asociado a la pareja de
métricas (gp,(ﬁzp).

De la relacion existente entre el operador de Weingarten definido globalmente y los endo-
morfismo de Weingarten en cada punto, se sigue de modo inmediato la relacién entre la segunda
forma fundamental dada globalmente y dada en cada punto: sie,v € TpS y D, D son campos
tangentes sobre S tales que Dp =e y Dp = v, entonces tenemos

¢2,p(e,v) = ¢2(D, D)(P).

6.19 (Interpretaciéon geométrica) Fijado un punto P € S, para ver el significado geomé-
trico de la segunda forma fundamental ¢o p vamos a estudiar su “forma cuadratica” asociada

TPS—>R

e — ¢ap(ee).

Dado A € R tenemos ¢z p(Ae, Ae) = A2¢9 p(e, e), de modo que la forma cuadratica estd deter-
minada por su valor sobre los vectores unitarios de TpS. Fijemos entonces un vector e € TpS
tal que |e| = 1.

Recordemos que si o : I — S es una curva diferenciable que cumple o(tg) = Py o'(tg) = e
para cierto ¢y € I, entonces tenemos (véanse la definicién 5.7 y el punto 6.3)

definicién d(Noo
ople) = —(eVrny) e d(Ne0)

(to) = —N'(to) , (6.3)

donde N = N (t) denota la restriccién del campo normal unitario N a los puntos de la curva,
es decir, la composicién

I 2 s Y, g3

t —— = N(t):=N(o(t)).

Ahora, en el punto P tenemos los vectores e y Np que son linealmente independientes, y por
lo tanto tenemos el plano II = P + (e, Np).
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El plano II corta a S en una curva C
que se conoce como la seccién plana de S
en P en la direccion del vector tangente e. Np
Por una parte, un vector tangente a C en
P pertenece al subespacio (e, Np) de R?
porque C' estd contenida en II. Por otra
parte, como C' también yace sobre S, un
vector tangente a la curva en P es tangente S
a S en P, es decir, es ortogonal a Np. De
todo lo anterior se sigue que el vector e es
tangente a la curva C' en P.

Teorema 6.20 Con las hipdtesis y notacion anteriores, se cumple

¢2.p(e, e) = £(curvatura de C en P).

Demostracion. Supondremos (sin justificarlo) que la curva C' admite una parametrizacién
regular ¢ = o(t) en un entorno de P; serd P = o(tp) para cierto valor ty del pardmetro.

Podemos suponer que la parametrizacién o = o (t) es natural, en cuyo caso el vector tangente
unitario a la curva es T' = ¢’ y su curvatura es k = |T”|. Donde la curvatura sea no nula tenemos
el vector normal principal de o, que lo denotaremos N para distinguirlo del campo normal N a
la superficie. Como el vector unitario e es tangente a o en P debe ser ¢/(tg) = te; cambiando
si fuera necesario el sentido de recorrido de la curva, supondremos que se cumple o' (tg) = e.

En cada punto de la curva el vector T' es tangente a la superficie porque la curva yace sobre
S. Por lo tanto, para el campo normal unitario a S a lo largo de la curva, N = N(t), se cumple
T - N =0, y derivando respecto de t tenemos

0=T17-N+T-N = ~N'-T=T-N.
Valorando en el punto P = () obtenemos (véase la igualdad (6.3)):
$2,p(e.€) = dp(e) -e = (— N'(to)) - Ty, = Ty, - Np.
Si la curvatura de o en P es cero, 0 = x(tg) = [T}, tenemos
p2,p(e,e) =Ty, - Np =0 = k(to) .

Si k(tg) # 0, entonces en un entorno de P en la curva estd definido su triedro de Frenet
{T, N, B}. Por una parte tenemos b = k(to) Ny, Por otra parte, como la curva estd sobre el
plano IT = P + (e, Np) debe ser N, € (e, Np), y como e = T, concluimos que N;, = +=Np. De
todo lo dicho obtenemos

¢a,p(e,e) =Ty, - Np = k(to) (Ny, - Np) = %£(to)

con lo que termina la demostracién. i
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Observacion 6.21 En relacion con la anterior demostracién, nétese que en el caso del dibujo
de la péagina 87 se cumple Ny, = —Np, es decir, la seccién plana C estd en el lado opuesto
de Np respecto del plano tangente a S en P. Si Np y C estuvieran al mismo lado del plano
tangente, entonces seria Nto = Np.

Ejemplo 6.22 Supongamos que S es un abierto de una esfera de radio R > 0, parametrizada
de modo que el vector normal unitario apunta hacia el centro de la esfera. Dados un punto
P € S y un vector unitario e € TpS, el plano Il = P + (e, Np) pasa por el centro de la esfera
y por lo tanto la correspondiente seccién plana C' es un circulo maximo de la esfera (esto es,
una circunferencia cuyo centro coincide con el centro de la esfera).

Con la eleccion hecha del campo N, en este caso tenemos
que Np es también vector normal principal a la curva C en
P. Como C es una circunferencia de radio R, su curvatura
es constantemente igual a 1/R, por lo que tenemos

pap(e,e) =k(P)=1/R>0.

En este caso la métrica simétrica ¢o p ha resultado ser defi-
nida positiva, pero si hubiéramos tomado la otra eleccién del
vector normal unitario a S, entonces hubiéramos obtenido
que ¢9 p es definida negativa.

Lo importante no es el signo, sino que sea definida, en cuyo caso tenemos que hay un entorno
del punto P en la superficie S que queda todo a un mismo lado del plano tangente a S en P.

Definiciones 6.23 Se define la curvatura de Gauss de la superficie S en un punto suyo P
como el determinante del endomorfismo ¢p : TpS — TpS,

Ka(P) := det ¢p.

Sabemos que ¢p diagonaliza en una base de TpS que es ortonormal para la primera forma
fundamental gp (es decir, ortonormal para el producto escalar usual de R3), y es ortogonal
para la segunda forma fundamental ¢o p. Es decir, existe una base ortonormal {e1, e} en TpS
y existen escalares ki, ko € R tales que

matriz de la métrica ki 0 _ matriz del endomorfismo
¢2.p en la base {e1,ea} 0 ky |  ¢penlabase {e1,ea}.

Los valores propios k1 y ko de ¢p se llaman curvaturas principales de la superficie en el punto P.
Se llaman direcciones principales de S en P a los vectores propios de ¢p ({e1,e2} es una base
ortonormal de TpS formada por direcciones principales de S en P). Nétese que por definicién

se cumple
Kg(P) = kiks .

6.24 Sabemos que el endomorfismo ¢p estd determinado salvo el signo. Como consecuencia,
las curvaturas principales de S en P estan determinadas salvo un cambio de signo en las dos:
si k1 y ko son los valores propios de ¢p, entonces los valores propios de —¢p son —k1 y —kas.
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Es importante observar que la curvatura de Gauss si es un invariante de la superficie, ya
que como la dimension del espacio vectorial TpS es igual a 2 se cumple

det (— ¢p) = (—1)* det ¢p = det ¢p;
de otro modo: kiko = (—k1)(—k2).

6.25 (Férmula de Euler) Siguiendo con la notacién de los puntos anteriores, veamos una
interpretacion geométrica de las curvaturas principales.

Supongamos ordenadas las curvaturas principales de modo que k1 > ko. Consideremos una
direccién tangente a S en el punto P que vendra determinada por un vector unitario u € TpS.
Como {e1,e2} es una base ortonormal de TpS, existe 6§ € R tal que u = cosfe; + senf ey, y
como ¢p(e1) =kie1 y ¢p(ea) = kaea obtenemos

¢p(u) = ¢pp(cos@ e +senbes) = kycosbe; + kasendes.
Por lo tanto, la curvatura (con signo) k de la seccién plana de S en P dada por el vector u es
k= ¢ p(u,u) = ¢p(u) -u
= (k1cosfe; + kasenfes) - (cosfey +senfey) = kg cos® 0 + ko sen? 6.

La férmula obtenida, k = k1 cos? 8 + kg sen® 6, se conoce como “teorema de Euler”. De ella se
deduce que siempre se cumple k; > k > ko, alcanzandose el valor k; en la direccion de e; y el
valor ko en la direccién de es.

6.26 (Calculos) Veamos cémo es, globalmente, la expresiéon matricial de la segunda forma
fundamental de S en la base {p,, ¢, } de campos tangentes a la superficie.
Por definicién, la matriz de ¢o en dicha base es

( ¢2(8ua8U) ¢2(8u78v) ) .

¢2(ava au) ¢2(av,av) (6.4)

Es habitual denotar
L1y = ¢2(0u, 0u), Lz = ¢2(0u, 0y) = ¢2(9y,0u) = La1 Loy = ¢2(0v, 0y) -
Calculemos por ejemplo la funcién Lqq. Si escribimos N = (Np, No, N3), entonces
$(0u) = —0u" N = —(9uN1,0uN2, 0. N3) = —N,

y obtenemos
Ly = @2(8117 au) = ¢(au) Py = — Pu Nu .

Procediendo de esta manera llegamos a que la matriz (6.4) es

— - Ny  — @y Ny
(Lij) = :
— - Ny  — - Ny
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En la practica suelen hacerse los calculos utilizando otra expresién para ¢o. Si D1 y Do son
campos tangentes a S, como Do+ N = 0 tenemos 0 = Dy (D2 N) = (Dlng) -N+ (DlvN) - Do,
y por lo tanto ¢o2(Dy, D) = ¢(D1) - Do = — (DYN) - Do = (DY D5) - N , es decir,

¢2(D1,D3) = (DYDy) - N |. (6.5)

Es muy habitual tomar la expresion (6.5) como la definicién de la segunda forma fundamental
¢9, v con ella obtenemos

(L“) B (00y) - N  (0.V0,) N [ bwN o N
v (0N0) N (0,V0y) - N Cuw N oo N |
Ejemplo 6.27 Sea S el paraboloide de ecuacién z = xy parametrizado como ¢ : R? — R3,
o(u,v) = (u,v,uv). Tenemos ¢, = (1,0,v) y ¢, = (0,1,u), de modo que

K
v | =(-v,—u,1), lou X oo = V1+u? 40?2,
U

_ O =

i
Pu Xy =11
0

y por lo tanto
Pu X Yo 1

= = -,
lou X @y \/1+u2—|—v2(
Ademas @y, = (0,0,0), ©uy = (0,0,1) ¥y ¢y = (0,0,0). La matriz de la primera forma funda-
mental g de S en la base {py, ¢y} es

Pu - Pu  Pov* Pu 1402 uv
(glj) = = 2 5
PuPv Po Po uv 1+u

y la matriz de ¢o es

—u,1).

1 0 1
(Lij) = —5— :
Vidu?+02 \ 1 0
La matriz del operador de Weingarten es (¢) = (g;;) ' - (Li;) (véase el apartado (c) del punto

6.13), de modo que no hay que calcular dicha matriz para obtener la curvatura de Gauss:
det(Lij) _ L11L22 — L%Q _ -1
det(g;) 911922 — 9% (1+u?+ 02)2

KG = det ¢ =
(nétese que la funcién det(g;;) = |¢u X py|? se ha calculado previamente para obtener el campo
normal N; véase lo dicho al final de la definicién 3.2). Si queremos calcular las curvaturas
principales, entonces si necesitamos la matriz del operador de Weingarten porque debemos
diagonalizar dicha matriz:

—Uuv U2
(¢) = (9i) "+ (Lij) = ! ( bt ) .

(14u2+02)3/2\ 1402 —ww

Se deja como ejercicio para el lector el estudio de la diagonalizacion de la anterior matriz, y
la obtencion de las curvaturas principales k1 y ko del paraboloide .S, asi como de las direcciones
principales de S.
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Definiciones 6.28 Un punto P de la superficie S puede ser de cuatro tipos en funcién de la
segunda forma fundamental:

(a) Si ¢y p tiene signo definido, entonces se dice que P es un punto eliptico de S. En este
caso las curvaturas principales de S en P son no nulas y de igual signo, es decir, Kg(P) > 0.
Los puntos de una esfera son todos elipticos (ejemplo 6.22).

(b) Si ¢2 p es no singular y no tiene signo definido, entonces se dice que P es un punto
hiperbdlico de S. En este caso las curvaturas principales de S en P son no nulas y de distinto
signo, esto es, Kg(P) < 0. Todos los puntos del paraboloide de R? de ecuacién z = zy son
hiperbélicos (ejemplo 6.27).

(c) Cuando ¢ p es singular y no nula se dice que P es un punto parabdlico de S. En este
caso es Kg(P) = 0, siendo una de las curvaturas principales de S en P nula y la otra no nula.
Todos los puntos del cilindro de R? de ecuacién z? 4 y? = 1 son parabdélicos (compruébese).

(d) Si¢yp =0, entonces se dice que P es un punto plano de S. En este caso las curvaturas
principales y la curvatura de Gauss de S en P son nulas. Si S es un plano de R® y P € S,
entonces todas las secciones planas de S en P son rectas y por tanto tienen curvatura nula.
Como consecuencia, todos los puntos de .S son planos.

7. Problemas

7.1 Toda parametrizacién regular es localmente la grafica de una funcién: Sea ¢ : U — R3,
© = (1, P2, p3), una parametrizacion regular de clase C™ de una superficie S de R? y fijemos
un punto P = ¢(ug,v9) € S. Uno de los tres menores de orden 2 de la matriz

©1,u(uo,v0)  ©1,0(u0,v0)
w2.u(uo,v0)  Y2.0(uo, Vo)
©3.u(uo,v0)  @3(uo,v0)

es no nulo porque los vectores ¢, (ug,v0) ¥ @u(uo,v9) son linealmente independientes. Si, por
ejemplo, fuera no nulo el menor correspondiente a las dos primeras filas, entonces existe un
entorno abierto W de P en la superficie S y existe una funcién diferenciable f : U — R sobre
un abierto U de R?, tales que W es la gréfica de f, esto es,

W = {(:v,y,f(x,y)) D (x,y) € U}.

En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos que un enunciado equivalente para
este problema seria: Toda superficie (parametrizada) de R3 es localmente los ceros de una
funcién diferenciable.

7.2 Fijemos un punto P en una superficie S de R3. Aplicando un giro a S si fuera necesario,
podemos suponer que el vector normal unitario N a la superficie en P es Np = (0,0,1), en

Cuyo caso sera

TpS =((1,0,0),(0,1,0)). (7.1)
En esta situacién (véase el problema 7.1), un entorno de P en S, que seguiremos denotando S,
es la grafica de una funcion del siguiente modo: existe f : U — R diferenciable, U abierto de

R?, tal que
S=A{(z,y, f(z,y)) : (z,y) €U}.
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En particular una parametrizacién de S es

0:U — SCR3
(u,v) +— (u,v, f(u,v)).

Serd P = ¢(up,vg) para cierto (ug,vo) € U.
Pruébese que la matriz de la segunda forma fundamental de S en P (respecto de la base
que define la parametrizacién considerada) es

( Juu(uo,v0)  fuw(uo, vo)

= hessiano de f en (ug,vp) -
fvu(u077)0) fvv(u0700> )

Nota: El problema 7.2 muestra la interpretacion geométrica de la segunda forma fundamental
de S en P utilizando la “teoria de extremos relativos”. La igualdad (7.1) significa que el plano
tangente a S en el punto P es justamente el que pasa por P y es paralelo al plano de ecuacién
z = 0; por tanto, al ser S la grafica de f, algin entorno de P = f(ug,vp) en S queda a un mismo
lado del plano tangente si y sélo si f tiene un extremo relativo en (ug,vg): si f tiene un maximo
en (up,vp) entonces la superficie queda por debajo del plano tangente, y si f tiene un minimo
en (ug,vo) entonces la superficie queda por encima del plano tangente. Ahora, aplicando la
teoria de maximos y minimos sabemos que f tiene un maximo o un minimo en (ug,vg) si y
s6lo si su hessiano en (ug, vg) tiene signo definido. De todo se sigue que (un entorno de P en) la
superficie S estd a un lado del plano tangente en P si y sélo si la segunda forma fundamental
¢2, p tiene signo definido.

Del mismo modo, si ¢ p es no singular pero no tiene signo definido, entonces f no tiene
méximo ni minimo en (ug, vg), y por tanto S corta a su plano tangente en P en puntos distintos
de P. Queda el caso indeterminado: cuando el determinante del hessiano es nulo no sabemos qué
ocurre (pude haber extremos relativos o no), de modo que cuando la métrica ¢ p es singular
no sabemos cémo es la posicion de S respecto de su plano tangente en P.

7.3 Fijemos un punto P en una superficie S de R3. Pruébese que son equivalentes:

(a) Las curvaturas principales de S en P coinciden, es decir, el endomorfismo de Weingar-
ten de S en P es una homotecia.

(b) La segunda forma fundamental de S en P es proporcional a la primera: existe A € R
tal que ¢2 p = Agp.

Cuando las curvaturas principales de S en P coinciden se dice que P es un punto umbilico
(6 umbilical ) de la superficie S. Es claro que un punto umbilico debe ser eliptico o plano.

7.4 Célculos en forma implicita: Sea S una superficie de R? que viene dada por los ceros
de una funcién diferenciable F' € C*°(R?) (con gradiente no nulo en todo punto de S). Como
el gradiente de F' define un campo de vectores normal a S obtenemos que un campo normal

unitario a S es
grad F

- | grad F| ;

nétese que grad F' es un campo de vectores en todo R?, peso sélo nos interesa su valor en los
puntos de S. Si ademds encontramos campos de vectores Dy y Do en R? que en los puntos de S
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sean tangentes a S y linealmente independientes, entonces (la restriccién a S de) {D1, Dy} es
una base de campos tangentes a S, y por lo tanto tenemos las matrices de la primera y segunda
formas fundamentales de S respecto de dichas bases:

gE<D1-D1 Dl-D2>’ :<(D1VD1)-N (Dlng)-N>'

Dy-Dy Dy-Dy “\ (pYD))-N (DYD,)-N

Lo anterior se comprueba punto a punto: para cada P € S, {D1 p, D p} es una base de TpS, el
espacio tangente a S en P, y las igualdades matriciales anteriores son claras para las métricas
simétricas gp y ¢2,p sobre el espacio vectorial TpS en dicha base.

Apliquese lo anterior para estudiar la existencia de puntos umbilicos sobre el elipsoide S de

ecuacion )

2
y—+z—2:1, a>b>c>0.
C

2
2w
7.5 Estudiense de qué tipo son los puntos de la superficie S de R? parametrizada del siguiente
modo:
0:R? — S

(u,v) > (u,v,u? +03).

7.6 Considérese el helicoide recto S parametrizado del siguiente modo (donde a es un nimero
real no nulo):
p:R? — S
(u,v) +—— (ucosv,usenv,av).

Calculense las curvaturas principales, la curvatura media y la curvatura de Gauss de S. Digase
de qué tipo son los puntos de S.

7.7 Una curva (regular) sobre una superficie de R? se llama linea de curvatura, si el vector
tangente en cada punto de la curva es una direccién principal de la superficie en ese punto.
Como todos los puntos de una esfera son umbilicos, es claro que sobre una esfera toda curva
es linea de curvatura. Del mismo modo, sobre un plano toda curva es linea de curvatura.
Pruébese que si P es un punto no umbilico de una superficie S de R?, entonces en algin
entorno de P en S existen dos familias ortogonales de lineas de curvatura.

7.8 Seap:U —=R3 ¢= o(u,v), una parametrizaciéon regular de clase C? de una superficie
S = Im . Pruebe que una curva o : I — R3, o(t) = ¢(u(t),v(t)), es linea de curvatura de S,
si y sélo si (u,v) son solucién no trivial de la ecuacién diferencial

gin g1z g2 |=0.
L1 Lo Loy

7.9 Considérese en R? la superficie S de ecuacién z = x2 4 y%. Esttidiese de qué tipo son los
puntos de S y obténganse las familias ortogonales de lineas de curvaturas en entornos de los
puntos no umbilicos.
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7.10 Calcuilense las lineas de curvatura del helicoide recto (véase el problema 7.6).

7.11 Dado un intervalo abierto I de R y funciones f,h : I — R de clase C"™ con f(t) > 0
para todo t € I, considérese la superficie de revoluciéon S parametrizada como

o:ITxR — R3
(t,0) — (f(t)cosf, f(t)senb, h(t))

(véase el problema IV.5.4).

(a) Obténganse, en la base de campos tangentes que de modo natural define la parametriza-
cion dada, las matrices de la primera y segunda formas fundamentales de S, y la matriz del
endomorfismo de Weingarten de S.

(b) Calcilense las curvaturas principales y la curvatura de Gauss de la superficie S. ;Son
necesariamente los puntos de S de algun tipo particular?

(¢c) Pruébese que los meridianos y los paralelos son dos familias ortogonales de lineas de
curvatura que recubren la superficie de revolucién S.

7.12 Una superficie de R? se dice que es desarrollable si su curvatura de Gauss es constan-
temente nula. Para una superficie reglada S de R? pruébese que son equivalentes:

(a) S es desarrollable;

(b) el vector normal unitario a la superficie es constante a lo largo de las generatrices (i.e.,
los planos tangentes a S a lo largo de una generatriz son todos paralelos).

Nota: Segun los problemas IV.5.13 y 7.12, los cilindros, los conos y las desarrollables tangen-
ciales son superficies desarrollables de R3.

7.13 Sea S una superficie de R? que viene dada por los ceros de una funcién diferenciable
F € C*(R?). Pruébese que S es una superficie desarrollable si y s6lo si sobre todos los puntos
de S se cumple

Fiz Fa:y ny Fy
‘Fyz Fyy Fyz Fy =0
Foo Foy F.p F.
F, F, F. 0

7.14 Dada una funcién diferenciable f € COO(RQ), sea S la superficie que determina su grafica.
Apliquese el problema 7.13 para obtener la condicién que debe cumplir la funcién f para que
la superficie S sea desarrollable.

7.15 Pruébese que una curva sobre una superficie de R? es una linea de curvatura, si y sélo
si la coleccion de rectas normales a la superficie a lo largo de la curva forman una superficie
desarrollable.

7.16 Considérese en R? la superficie S de euacién zz —y = 0.

(a) Obténgase una base de campos tangentes sobre S y calcilense en ella las matrices de
la primera y segunda formas fundamentales.

(b) Calcilese la curvatura de Gauss de S y obténgase como consecuencia de qué tipo son
los puntos de S.

(c) ¢Tiene S puntos umbilicos? ;Es S reglada? ;Es S desarrollable? Razone las respuestas.
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7.17 Sea S la superficie de revolucion del problema 7.11, la cual se genera al girar alrededor
del eje z la curva o(t) = (f(t),0,h(t)) que se encuentra en el semiplano {y = 0, = > 0}.
Pruébese que S es desarrollable si y s6lo si o es (un segmento de) una recta. Cuando la
recta sea “vertical” (esto es, x = cte.) S serd un cilindro, cuando la recta sea “horizontal”
(esto es, z = cte.) S serd una regién circular plana, y en el resto de los casos S serd un cono.

7.18 Considérese en R? la superficie S parametrizada del siguiente modo:
p:R> — R?
(u,v) — (u,v,u —v).
(a) Obténgase una base de campos tangentes sobre S y calcilense en ella las matrices de
la primera y segunda formas fundamentales.

(b) Calcilese la curvatura de Gauss de S y clasifiquense con ella los puntos de S.
(c) ¢Tiene S puntos umbilicos? ;Es S reglada? ;Es S desarrollable? Razone las respuestas.

7.19 Considérese en R? el paraboloide reglado S = 22 — y? = z. Pruébese que S es reglada
(como ya sabemos) pero no es desarrollable.

7.20 Considérese en R? la superficie S dada por la ecuacién

T
z:a+bx+cy+2ah(px+qy)h,
h=2

donde a,b,c,az,...,a,,p,q son constantes tales que p y ¢ no se anulan simultdneamente,
(p,q) # (0,0). Pruébese que la superficie S es reglada y desarrollable.

7.21 Sea ¢ = ¢(u,v) una parametrizacién de una superficie S de R?, y supéngase que la
matriz de la primera forma fundamental g de S en la base {¢y, v} es

A0
(9i5) = ( 0 o )

con A > 0 constante. Pruébese que entonces dos curvas paramétricas de la familia {O‘uO (v) =
o(up, U)}uo determinan segmentos de igual longitud sobre todas las curvas paramétricas de la

otra familia {5y, (u) = ¢(u, vo)}vo (véase el dibujo).

Noétese que las dos familias de curvas paramétricas son ortogonales: gio = @, - 0, = 0. En esta
situacién se dice que la familia {0, (v) = ¢(uo, v)}uo de curvas paramétricas son paralelas.
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7.22 Sea S el toro del problema IV.5.3. Una parametrizaciéon de S como superficie de revo-
lucién es
o:R? — S
(t,0) — (f(t)cosh, f(t)senb, h(t))

con f(t) =b+acost y h(t)=a sent.

(a) Calcilense las curvaturas principales de S y digase de qué tipo son sus puntos ;Tiene
S puntos umbilicos?

(b) Hégase lo mismo que en el apartado anterior pero teniendo en cuenta que S puede

definirse como los ceros de la funcién F(z,y, z) = (\/332 +y? - b)2 + 22 — a2

7.23 Utilizese la parametrizacion del toro como superficie de revolucién y apliquese a ella el
problema 7.21. ; Qué se obtiene?

Hégase lo mismo para una esfera de radio  de R? centrada en el origen a la que se le han
quitado los polos.

7.24 Seac: I —R3 o(t) = (01(t),02(t),03(t)), una curva parametrizada por su longitud de
arco, y sea N(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) un campo a soporte en la curva que es unitario y normal
ala curva: f2+ f2+ f?? =1y N-T =0, donde T = ¢’ es el campo tangente unitario a la
curva. Considérese la superficie reglada que definen la curva o y el campo N:

p:IxR — R3
(t,s) +— o(t)+sN(t).

(a) Pruébese que S es desarrollable si y sélo si el campo a soporte N’ = (f1, fs, f3) es
tangente a la curva.

(b) Sea ahora N otro campo a soporte en la curva (distinto de N en todo punto) que es
normal a la curva y unitario, y sea S la superficie reglada que define N. Supuesto que S es
desarrollable pruébese: S es desarrollable si y sélo si N y N forman un &ngulo constante a lo
largo de la curva (i.e., N - N = constante).

7.25 Sean S; y Sy superficies (no tangentes) de R que se cortan a lo largo de una curva C.
Si N1 y Na son los campos normales unitarios a las superficies S1 y Se, respectivamente, que
las superficies se corten bajo angulo constante significa que el angulo que forman Ny y Ns es
constante a lo largo de la curva C' = 51 N Ss.

(a) Pruébese que si las superficies se cortan bajo dngulo constante, entonces C' es linea de
curvatura de una de las superficies si y sélo si lo es de la otra.

(b) Como consecuencia de la propiedad (a) se sigue: si un plano (6 una esfera) corta a una
superficie bajo angulo constante y no es tangente a ella, entonces la curva de corte es linea de
curvatura de la superficie.

(c) Pruébese el reciproco del apartado (a): si C es linea de curvatura de las superficies S
y S2, entonces las superficies se cortan bajo angulo constante.



