Capitulo VII

Variedades diferenciables

1. Preliminares topologicos

En esta seccién vamos a recordar algunas nociones bésicas de topologia, relativas a las
topologias iniciales y a las topologias finales, que utilizaremos con frecuencia en este capitulo
y en todos los capitulos siguientes.

1.1 (Topologias finales) Fijemos una familia {X;};c; de espacios topoldgicos, un conjunto
Y y una familia {f; : X; — Y };er de aplicaciones. Es claro que sobre Y existen topologias para
las que todas las aplicaciones {f;}ic; son continuas, por ejemplo la topologia trivial (cuyos
unicos abiertos son el vacio y el total); estd topologia es muy poco fina y no aporta nada a la
estructura puramente conjuntista de Y.

Nos preguntamos si existe la més fina topologia sobre Y para la que son continuas las
aplicaciones {f;}icr. La respuesta es que si existe, y es la que tiene por abiertos la siguiente
coleccién de subconjuntos de Y:

{ACYy : £ 1(A) es abierto de X; para todo i € I}. (1.1)

No es dificil comprobar que (1.1) es en efecto una topologia sobre Y, la cual tiene trivialmente la
propiedad deseada. Esta topologia se denomina topologia final sobre Y definida por la familia
de aplicaciones {f;}ier.

Ejercicio 1.2 (Propiedad universal de la topologia final) Con la notacién utilizada en
el punto 1.1, dados un espacio topoldgico Z y una aplicacién g : Y — Z, pruébese que se
cumple:

. fi g
Y -5 Z es continua — la composicion X; — Y — Z
es continua para todo ¢ € I.

Ejemplos 1.3 (a) Consideremos sobre un espacio topolégico X una relacién de equivalencia
“~7 ysean Y = X/~ el conjunto cociente y 7 : X — Y el morfismo de paso al cociente.
La topologia cociente en Y es justamente la topologfa final definida por el morfismo de paso al
cociente 7, y sus abiertos son {U C Y : 771(U) es abierto de X }. Dados un espacio topolégico
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116 Capitulo VII. Variedades diferenciables

Z y una aplicacién g : Y — Z, la “propiedad universal de la topologia cociente” afirma que
Y -5 Z es continua si y sélo si la composicién X — Y 95 7 es continua.

(b) Sea ahora {X;};c; una familia de espacios topolégicos y consideremos la unién disjunta
Ll;cr X;. Para cada j € I tenemos la inclusién natural hj: X; — Ll;er X;, v la topologia de
la unién disjunta es la final definida por todas las inclusiones {h;};c;. Un subconjunto A de
Ll;cr X; es abierto, si para cada i € I el corte de A con X; es un abierto de X;. Dados un
espacio topolégico Z y una aplicacién g : Ll;c; X; — Z, la correspondiente propiedad universal
afirma que Ll X; 9y 7 es continua si y s6lo si su restricciéon a cada espacio topologico de la
familia {X;};cs es continua.

1.4 (Topologias iniciales) Sean de nuevo {X;};cr una familia de espacios topolégicos e Y
un conjunto, y consideremos una familia de aplicaciones {g; : Y — X, }ier . Sobre Y existen
topologias para las que todas las aplicaciones {g;}ics son continuas, por ejemplo la topologia
discreta (todo subconjunto de Y es abierto); estd topologia es muy fina y no aporta nada a la
estructura puramente conjuntista de Y.

Veamos cémo construir la menos fina topologia sobre Y para la que son continuas las apli-
caciones {g; };cs. Para dicha topologia deben ser abiertos los subconjuntos de Y de la coleccién

I'= U {g{l(Ui) : U; abierto de Xi} ,
el

pero ocurre I' no es una topologia (ni siquiera es “base” para una topologia porque no es
cerrado frente a intersecciones finitas). Si consideramos la nueva familia de subconjuntos

= {intersecciones finitas de subconjuntos de I‘} ,

entonces se prueba que I es base de una topologia sobre Y (y por lo tanto los abiertos de dicha
topologfa son las uniones arbitrarias de subconjuntos de T'). Por construccién, esta topologia es
la menos fina para la cual todas las aplicaciones {g; };cs son continuas, y se denomina topologia
inicial sobre Y definida por la familia {g; }ier-

Ejercicio 1.5 (Propiedad universal de la topologia inicial) Con la notacién utilizada
en el punto 1.4, dados un espacio topoldgico Z y una aplicaciéon f : Z — Y, pruébese que se
cumple:

. f i
7 i) V es continua la composicion Z — Y — X

es continua para todo i € I.

Ejemplos 1.6 (a) Consideremos un espacio topolégico X y un subconjunto suyo Y. La
topologia de subespacio inducida en Y por la topologia de X es justamente la topologia inicial
definida por la inclusién Y — X. Dados un espacio topoldgico Z y una aplicacién f: Z — Y,

. . . f . . , .
la correspondiente propiedad universal afirma en este caso que Z — Y es continua si y sélo si

la composicién Z i) Y < X es continua.
(b) Sea ahora {X;};c; una familia de espacios topoldgicos y consideremos el producto
directo Il;c; X;. Para cada j € I tenemos la “proyeccién del producto sobre su j-ésimo factor”,
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mj  lier Xis — X, que estd definida como

Tyt HiEIXi — Xj
(xi)iel ” Zj -

Se define la topologia producto sobre Il;c;X; como la topologia inicial definida por todas las
proyecciones {7; }ier. Segun la descripcién dada en el punto 1.4, los abiertos basicos para dicha
topologia son los subconjuntos del producto directo de la forma

U; abierto de X; para todo i € I, siendo U; = X

salvo a lo sumo para un ntmero finito de indices.

IL;c U;

Dados un espacio topoldgico Z y una aplicacién f : Z — 1l;c;X;, segin la propiedad uni-
versal de la topologia producto directo tenemos: f : Z — Il;c; X; es continua si y sélo si su
composicién con todas las proyecciones son continuas.

1.7 En estos capitulos sélo consideraremos productos directos de un numero finito de espa-

cios topolégicos Xi,..., Xi. Es claro que cada punto = = (z1,...,2;) € X3 X -+ x X}, estd
determinado por sus proyecciones sobre los factores: z = (771(30), .. ,Wk($)) porque m;(z) = x;
parai=1,...,k. Lo anterior implica que si Z es un conjuntoy f: Z — X; X -+ X X} es una
aplicacién, entonces existen aplicaciones Unicas f1 : Z — Xq,..., fr : Z — X} tales que f se

expresa en funcién de ellas como sigue

f:Z — X1><~~-><Xk
z — f(2)= (fl(z),...,fk(z)).

En efecto, para cada i € {1,...,k}, fi : Z — X, es la composicién Z N X1 %o x X 45 X;
de la aplicacién f con la proyeccién i-ésima. Abreviadamente escribimos f = (fi,..., fx), v
decimos que fi,..., fi son las aplicaciones componentes de f.

Cuando Z es un espacio topoldgico, la propiedad universal del espacio producto directo

. C f=(f10 k) . . o
dice que una aplicacién Z ——""%5 X| x --- x X}, es continua si y sélo si sus componentes

fi,-.., fr son continuas.

Ejercicio 1.8 Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto y f : X — Y una aplicacion, y
consideremos en Y la topologia final definida por f. Si A es un subconjunto de Y, entonces sobre
A pueden considerarse dos topologias que en general son distintas: la de subespacio inducida
por la de Y, y la final definida por la aplicacién f : f~1(A) — A. Pruébese que cuando A es
un abierto de Y ambas topologias coinciden.

2. Variedades topolégicas

Definicion 2.1 Una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio topologico Hausdorff
y de base numerable (tiene una base de abiertos que es numerable), en el que cada punto tiene
un entorno abierto homeomorfo a un abierto de R™.
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Nota 2.2 En la definicién anterior, la condicién de ser Hausdorff no es redundante porque no
es consecuencia de las otras. La “recta con dos origenes” es localmente homeomorfa a R pero
no es un espacio topolégico Hausdorff.

Lema 2.3 Dados r > 0 y un punto p € R", la bola abierta de R™ centrada en p y de radio
r, B(p,r) = {x €: |p— x| < r} es homeomorfa a R" (donde |z| = \/x%+ -+ x2 denota la

norma euclidea de = = (z1,...,x,) € R").

Demostracion. Después de hacer una traslacién y una homotecia (que son homeomorfismos),
podemos suponer que el centro de la bola es p = 0 (el origen de R™) y suradio es r =1, y es
claro que las aplicaciones

B(0,1) — R" R* — B(0,1)
1 1

v/ 1—]z)? T T V 14+|z|? T

son continuas y mutuamente inversas. [

Tr

Corolario 2.4 Una variedad topoldgica de dimension n es un espacio topolégico Hausdorff
v de base numerable en el que cada punto tiene un entorno abierto homeomorfo a todo R".

Ejemplos 2.5 (a) Trivialmente, todo abierto no vacio de R" (y en particular todo R") es
una variedad topolégica de dimension n.

(b) Es facil comprobar que todo abierto no vacio de una variedad topolégica es una variedad
topoldgica de la misma dimension.

(c) Dadon > 1sea S, = {(z1,...,2n41) € R"™ : 22 + ... 422 | = 1} la esfera n-
dimensional (de radio 1), que con la topologfa inducida por la de R"™! es un espacio topolégico
compacto (cerrado y acotado de R”H). Veamos que S, es una variedad topoldgica de dimensién

n. Si para cada i € {1,...,n+ 1} consideramos las “semiesferas abiertas”
Ut ={(21,...,%n41) € Sp : z; >0}, U~ ={(z1,...,2pq1) € Sy ; <0},
entonces {Ufr U U: 1 U, +1} es un recubrimiento abierto de .S,,, y terminamos si proba-

mos que cada uno de dichos abiertos es homeomorfo a un abierto de R™. Demostrémoslo, por
ejemplo, para Uy . Si Dy, = {(y1,---,Yn) ER™ 1 i+ +y2 < 1} es la “bola abierta unidad”
de R", entonces las aplicaciones

uy — D,
(X1, -y Tpt1) — (T2y. .., Tpt1),
D, — Uy
(yla"‘7yn) — (_\/1_y%__y7217y177yn)7

son continuas e inversa una de la otra.

(d) El producto directo de un nimero finito de variedades topoldgicas es una variedad
topolégica cuya dimensién es igual a la suma de las dimensiones de las variedades factores
(compruébese).



2. Variedades topoldgicas 119

(e) Se define el toro n-dimensional como la variedad topolégica T,, definida por la igualdad
Tn:Sl ><---><Sl.

Es claro que la variedad T,, es compacta y de dimensién n. Usualmente, la palabra “toro” (a
secas) se utiliza para denominar al toro 2-dimensional T5.

Veamos que el toro es homeomorfo a la “superficie de revolucién” de R? que se obtiene al
girar una circunferencia alrededor de una recta que esta en el mismo plano de la circunferencia y
que no la corta (véase el problema IV.5.3); denotemos esta superficie por D. Podemos suponer,
haciendo una traslacién y un giro si es necesario, que la recta y la circunferencia de las que se
parte para generar a D son tales que la recta es el “eje z” y la circunferencia estd en el plano
y = 0 y tiene por centro un punto de la forma (b,0,0) con b > 0; si a es su radio entonces debe
ser a < b. En esas condiciones sabemos que la aplicacion continua

f:R? — D
(a, ) +— ((b—l—acosﬁ)cosa,(b+acos[3)sena,asenﬂ)

es epiyectiva. Por otra parte tenemos la biyeccién g : To — D definida del siguiente modo:
dado p = (p1,p2) € To = 51 x S, existen 6, ¢ € R tales que

p1 = (cosf,senf) € Sy, p2 = (cos,senp) € Sy,

y definimos la imagen de p por g como la imagen de (0, ) por f, g(p) := f(0,¢); g estd bien
definida porque los nimeros reales 6 y ¢ estdn determinados por p = (p1,p2) salvo miltiplos
enteros de 27, y es claro que g es biyectiva.

Ahora queremos ver que g es un homeomorfismo, y como 75 es compacto y D es Hausdorff
bastard probar que g es continua ', lo cual es una cuestién local. Veamos, por ejemplo, que g
es continua sobre el abierto U, x U,", donde (véase el ejemplo (c) anterior)

Uy ={(z,y) €51 : y>0} ={(cosB,send) : 0 <0 < 7}.

Tenemos el homeomorfismo

(0, ) = U2+
—

o

(cos@,senb),

cuyo homeomorfismo inverso es

Uy — (0,7)
(r,y) +—— arccosz.

Concluimos que la aplicacion g : U2+ X U;r — D es continua porque es igual a la composicién
de las siguientes aplicaciones continuas

Uy x Uy = (0,7) x (0,7) L5 D.

1 Un conocido resultado de Topologfa General afirma que toda aplicacién continua definida en un compacto
y valorada en un Hausdorff es cerrada.
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(f) El espacio proyectivo real n-dimensional es el cociente P, = (R"H — 0) /~, donde la

“ 7

relacién de equivalencia “~” estd definida como sigue: dados e,v € R"*! — 0,
e~ — existe A € R* tal que e = \v.

Sobre PP, se considera la topologia final de la aplicacién canénica de paso al cociente 7 :
R*™ -0 = P, z — (x), es decir, la topologia cociente. Dentro de R™ ! — 0 estd la esfera
Sy y se cumple 7(S,) = P,, de modo que P, es un espacio topoldgico compacto. Ademds la
aplicacién 7 es abierta: si U es un abierto de R — 0, entonces 7(U) es abierto de P, porque
AU es abierto de R"*! — 0 para todo A no nulo y

= '(x(U) = |J AU

AER*

Veamos que P, es una variedad topoldgica de dimensién n. Consideremos en P, las coor-
denadas homogéneas (x1,...,z,+1) que definen las coordenadas cartesianas (z1,...,Tn4+1) de
R™"!. Sea V el hiperplano vectorial de R™™! dado por la ecuacién z, .1 = 0y sea H = 7(V); es
decir, H es el hiperplano de P,, cuya ecuacién en coordenadas homogéneas es x,4+1 = 0. Como
7 1 (H) =V — 0 es un cerrado de R"™! — 0, se sigue que H es un cerrado de P, y por lo tanto
A, := P, — H es un abierto de P,,. Probemos que la aplicacién

f:A, — R"

(1, s Tpt1) — (”"1 ””),

Tnt1’ P Tnt1

que estd bien definida y es biyectiva, es un homeomorfismo. Por una parte, A,, esta dotada de
la topologfa final de la aplicaciéon m—1(A,,) =5 A, porque A, es abierto de P, (véase el ejercicio
1.8), y por lo tanto f es continua porque lo es la composicién

R™ [y =0} =771 (A,) > A, L5 R™.
($17"'7xn+1) } (Ifjrlv"'ar:il)'
Por otra parte, si consideramos la aplicacién h : R® — R — {Zn+1 = 0}, A(y1,...,yn) =
(y1,---,Yn, 1), entonces la aplicacién inversa de f es la composicién

R™ " RO g =0} 2 A,

y por tanto f~! es también continua.
De todo lo dicho se sigue facilmente que un recubrimiento de P,, formado por abiertos que
son homeomorfos a abiertos de R™ lo forman los “abiertos afines”

U ={(z1,...,2p41) €Pp : 2; #0},  i=1,...,n+1,

. n 1 Ti—1 Tif1 Tn+1
con los homeomorfismos U; — R", (z1,...,Zp41) — (E’ e e e ZT) .
Observacion 2.6 La dimensién de una variedad topoldgica es un invariante topolégico, esto
es, si X e Y son variedades topoldgicas homeomorfas, entonces dim X = dim Y. Esto es conse-
cuencia de un importante resultado de topologia general (conocido como teorema del rango),
que afirma que si R" es homeomorfo a una abierto de R™ entonces debe ser n = m.
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3. Abiertos coordenados topoldégicos

Salvo que se diga lo contrario, todos los abiertos que consideremos en adelante los supon-
dremos no vacios.

3.1 Sea X un espacio topoldgico. El conjunto de todas funciones continuas reales definidas
sobre X lo denotaremos C(X),

C(X):={f:X =R : fescontinua}.

Recordemos que C(X) con la suma y el producto usuales de funciones tiene estructura
de anillo conmutativo (la suma de dos funciones continuas es continua, y el producto de dos
funciones continuas es también continua); ademas, el cuerpo R de los niimeros reales se identifica
de modo natural con el subanillo de C(X) formado por las funciones constantes. Lo anterior
significa que C(X) es una R-dlgebra.

Dada una aplicacién continua ¢ : X — Y, la composicién con ¢ define la aplicacién

e*:C(Y) — C(X)
[ ¢*(f) = forp,

que es un morfismo de R-algebras, es decir, es un morfismo de anillos que deja invariantes las
funciones constantes (compruébese). Es fécil ver que se cumplen las siguientes propiedades:
(a) si¢:Y — Z es otra aplicacién continua, entonces (¢ op)* = ¢*o ¢*;
(b) si X =Y y ¢ =Ix (= identidad de X), entonces ¢* = I¢(x) (=identidad de C(X)).
Como consecuencia de (a) y (b) se sigue que si ¢ : X — Y es un homeomorfismo, entonces
©*: C(Y) — C(X) es un isomorfismo de R-élgebras (su isomorfismo inverso es el morfismo de
R-4lgebras (p~1)* definido por la aplicacién continua ¢! :Y — X).

Definicién 3.2 Sea X una variedad topoldgica de dimensién n. Un abierto coordenado (en
sentido topolégico) de X es un abierto no vacio U de X junto con n funciones continuas
Ui, ..., uy € C(U), tales que la aplicacién

(U1 yeeestn)

U R"
establece un homeomorfismo de U con un abierto U de R"; las funciones uq, . . ., u, se denominan
funciones coordenadas (o simplemente coordenadas) del abierto coordenado (U;uy,. .., uy).

Por definicién de variedad topoldgica, X puede recubrirse por abiertos coordenados.

Ejemplos 3.3 (a) Sean (z1,...,z,) las coordenadas cartesianas usuales sobre R". Recorde-
mos que para cada i € {1,...,n}, la funcién coordenada x; € C(R") es la proyeccién de R"
sobre su factor i-ésimo,
R* X5 R
()\1,...,>\n) — )\1

Trivialmente, (R™: z1,...,x,) es un abierto coordenado de R"”, es decir, (z1,...,x,) son coor-
M ) M ) n ) ) 7 M n

denadas topoldgicas sobre R"; el homeomorfismo R™ M R"™ es la identidad.

(b) Sea (U;ui,...,u,) un abierto coordenado de una variedad topolégica X. Si V' es un
abierto no vacio de U, la restriccion de las funciones u1,...,u, a V, que denotaremos igual,
hacen que (V;uq,...,uy,) sea también abierto coordenado de X.
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3.4 Fijemos un abierto coordenado (U;uq,...,u,) en una variedad topolégica X. Dada una
funcién continua sobre U, f € C(U), veamos cémo obtener la expresién de f en funcién de las

. ., (ulv"'vu )
coordenadas u1, .. ., u,. Denotemos la aplicacién U ——"~5 R™ que definen las coordenadas

como ¢ = (u1,...,u,), y sea U el abierto de R™ tal que ¢ : U — U es un homeomorfismo.
Entonces, segtin lo dicho en 3.1, la aplicacién

e*:C(U) — C(U)
F +— @"(F)=Fop
es un isomorfismo de R-dlgebras, y por lo tanto existe una tnica funcién continua F' sobre U tal
que f = Fo. Si la expresién de F' en las coordenadas cartesianas de U es F' = F(z1,...,%y),

entonces para todo x € U tenemos f(x) = F(p(z)) = F(ui(x),...,un(z)). Haciendo abstrac-
cion del punto x de U escribiremos

f=F(ui,...,u,),
que es la expresion de f: U — R en funcién de las coordenadas uq, . .., uy.

Ejemplo 3.5 Consideremos la variedad topolégica X = R y sobre ella la funcién continua

f:X — R
a — |af.

Si x es la coordenada cartesiana de R (es decir, la funcién identidad R = X % R), entonces la
expresion de f en esa coordenada es clara:

fz) = |x]

Por otra parte, la funcién u : X — R definida como

++/| | sia>0,
—/ |« sia<O0,
2

es un homeomorfismo, y por tanto (X;u) es un abierto coordenado de X. Es claro que f = u*,
de modo que la expresion de f en funcién de la coordenada u es

u(a) =

flu) =u? |;

es decir, la unica funcién F' = F(z) sobre R para la que la composicién X “RE Res igual
af:X —Res F(x) =22

3.6 (Estructura diferenciable de R") Sea f : U — R una funcién continua sobre un

abierto U de R". Dados un indice i € {1,...,n} y un punto (ay,...,a,) € U, recordemos que
se define la derivada parcial de f respecto de la coordenada i-ésima en el punto (ay,...,a,)
como el siguiente limite (cuando existe)

af flar,...;a;+1t,...;an) — fla,...,ap)

. =1
8$i (alu ,Cln) tg% n
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Cuando el anterior limite existe en todo punto de U se tiene la funcion “derivada parcial” de
f respecto de la coordenada x;,

0
p = aTJ;(P) :

Se dice que f es infinitamente diferenciable (6 de clase C*) si admite tantas derivadas
parciales como se desee y el resultado es siempre continuo, esto es, si para todo (a1, ..., a,) € N
existe y es continua sobre U la funcién

aal ++Olnf

(0% « Y
0251 - 9zl

en cuyo caso se escribe f € C*°(U). Como ya sabemos, la suma y el producto de funciones
de clase C* son de clase C*°, y las funciones constantes son de clase C*°; es decir, C*(U)
es una subdlgebra de la R-algebra C(U). En adelante las funciones de C*°(U) las llamaremos
simplemente “diferenciables”.

3.7 Sea ahora (U;ui,...,u,) un abierto coordenado de una variedad topolégica X de dimen-

sién n, y sea U el abierto de R" tal que la aplicacién U M U es un homeomorfismo.

Vamos a trasladar a U mediante dicho homeomorfismo la estructura diferenciable usual de U.

Fijemos una funcién continua f € C(U) y sea F = F(x1,...,x,) la inica funcién continua
sobre U que cumple f = F(uy,...,u,) (véase 3.4). Definimos la derivada parcial de f respecto
de la funcién coordenada u; en un punto p € U como

af e 14 F(ul(p),,ul(p)—}—t,,un(p))—F(ul(p),,un(p))
(p) = lim
aui t—0 t
oF
= ur(p), ..., u ,
oz, (1 (®) n(p))
cuando el anterior limite exista. Claramente, la funciéon % estd definida sobre U y es continua
si y sélo si la funcién g—i esté definida sobre U y es continua, en cuyo caso tenemos
of OF
= ULy wnyUp) - 3.1
Ou; 8xi( ! n) (3.1)
Diremos que la funcién f es diferenciable respecto de las coordenadas ui,...,u, Si existen
todas las derivadas parciales respecto de dichas coordenadas y son continuas. El conjunto de
las funciones de C(U) que son diferenciables respecto de uy, ..., u, se denotard
C®WU;uyy...,up).
De la definicion se sigue que f es diferenciable respecto de uq,...,u, si y sélo si F' es diferen-

ciable en el sentido usual (respecto de las coordenadas cartesianas de U). Es decir, mediante

el isomorfismo de R-algebras C(U) e (U), las funciones de C*°(U) se corresponden con las
funciones de C*°(U, uy, ..., uy,), lo que significa que es conmutativo el cuadrado

C>®(U) = C(U)

w*ll zlw*

C®U;uy,...,up) — CU).
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Como consecuencia se sigue que C*(Usui, ..., upn) es una subdlgebra de C(U) (porque C*(U)
es una subdlgebra de C(U) y ¢* transforma subélgebras en subélgebras).

3.8 Notese que la igualdad (3.1) puede escribirse como

of  ,(OF
Oui_(p aZL‘Z ’

lo que significa que es conmutativo el cuadrado

Cx(U;uy,...,up) BTN C*WU;up,...,up).

La férmula (3.1) se generaliza claramente de la siguiente manera (compruébese): para todo
(a1,...,0p) € N" se cumple

8a1+~~~+anf ot tan

= UlyeeeyUp) .
ouft - - - dup™ 8x§‘1--~8x%”( oo tin)

Después de todo lo dicho, y dado que toda variedad topoldgica esta recubierta por abiertos
coordenados, parece natural pensar que una manera de dotar a una variedad topolégica de
estructura diferenciable seria construyendo dicha estructura localmente a través de los abiertos
coordenados. Pero nos encontramos con el problema de que la estructura diferenciable dada
en un abierto coordenado de una variedad topolégica depende fuertemente de las coordenadas,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9 La funcién f del ejemplo 3.5 es diferenciable respecto de la coordenada u pero
no es diferenciable respecto de la coordenada x: f(u) = u? y por tanto f € C>(X;u), pero

f & C®(X;x) porque f(x) = |zl

El préoximo lema aclara cuando dos sistemas de coordenadas sobre un mismo abierto de
una variedad topoldgica determinan las mismas funciones diferenciable. Antes, aclaremos en el
siguiente punto la nocién de “cambio de coordenadas”.

3.10 Sean uq,...,uUn y v1,...,0, dos sistemas de coordenadas sobre un abierto U de una
variedad topoldgica, y consideremos los abiertos U y V de R" tales que las aplicaciones
U (1,.m) UyU wt,-10n) V son homeomorfismos.

Como v1,...,v, € C(U), existen funciones continuas h; = h;(x1,...,2,), i € {1,...,n},
sobre U tales que
V1 = hl(ul, e ,un)

(3.2)

U = hp(ug, ... up)
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Las de (3.2) se llaman ecuaciones de cambio de las coordenadas vi,...,v, a las coordenadas
Ui,...,Up, ya que permiten obtener la expresion de una funcién f € C(U) en las coordenadas
Ui, ..., U, Sl se conoce cémo se expresa f en las coordenadas vi,...,v,. En efecto, si G =
G(x1,...,7,) es la tnica funcién continua sobre V que cumple f = G(vy,...,v,), entonces la

unica funcién F' = F(z1,...,2,) € C(U) que cumple f = F(uy,...,u,) es (compruébese)
F(ml,...,xn) = G(hl(:cl,...,wn),...,hn(xl,...,xn)).

Definiciéon 3.11 Con la notacién del punto 3.10 anterior, se dice que el cambio de las coor-
denadas vy, ...,v, a las coordenadas u1,...,u, es diferenciable, si las funciones h1, ..., h, son
diferenciables en el sentido usual, esto es, hy, ..., h, € C®(U).

Claramente, que el cambio de coordenadas de wvi,...,v, a uy,...,u, sea diferenciable
es equivalente a que las funciones v1,...,v, sean diferenciables respecto de las coordenadas
ULy ..., Up, €StO €8, V1, ..., 0 € CP(U;up,. .., up).

Lema 3.12 Sean ui,...,u, y vi,...,0, dos sistemas de coordenadas sobre un abierto U de
una variedad topoldgica. Se cumple la igualdad

Cx(U;v1,...,vn) =C®(Usu, ... up),

si y solo si los cambios de coordenadas entre los dos sistemas son diferenciables (es decir,
oo . o0 .
V1yeooy Uy €ECPU UL, ooy Up) YV ULy .oy € C(Us01,...,0p)).

Demostracion. Basta probar la equivalencia
CPWU;vi,y...,v) CC®(Usut, ... up) <= 01,...,0, €COUsur,..., uy).

La implicacién “=" es trivial porque v1,...,v, € C*°(U;v1,...,v,). Para probar la otra im-
plicacién, sea f € C*(U;vy,...,v,) y veamos que si vi,...,v, € C(U;uy,...,u,) entonces
fec®U;uy,...,uy). Si Gy hi,...,h, son las funciones definidas en ciertos abiertos de R"
que cumplen f = G(vy,...,v,) yv; = hi(ug,...,up), i € {1,...,n}, entonces f = F(uq,...,up)
donde

F(xy,...,xy) = G(hl(xl,...,xn),...,hn(xl,...,xn))

(véase 3.10). Como G es diferenciable en el sentido usual (porque f es diferenciables respecto de
las coordenadas v1,...,v,) v hi,...,hy, son también diferenciables en el sentido usual (porque
el cambio de coordenadas de vy,...,v, a uj,...,u, es diferenciable), concluimos que F' es
diferenciable en el sentido usual; por lo tanto f es diferenciable respecto de las coordenadas
ULy ey Up- B

4. Espacios anillados

Ya hemos dicho que en una variedad topolégica no tiene sentido decir si una funcién continua
es 6 no diferenciable. En la siguiente seccién veremos cémo dotar a una variedad topoldgica
de estructura diferenciable: consistirda en determinar, con ciertas condiciones, cuales funciones
continuas son diferenciables. Dichas condiciones son de caracter local, y la nocién apropiada
para describirlas es la de “haz de funciones”.
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¢

Definicion 4.1 Un haz de funciones sobre un espacio topoldgico X es una “aplicacién” Ox
que asigna a cada abierto U de X una subélgebra Ox(U) de C(U), cumpliéndose

(a) la restriccion de funciones del haz son funciones del haz: dados abiertos U,V de X con
V. CU,sife0x(U) entonces f,, € Ox(V);

(b) toda funcién que localmente es del haz pertenece al haz: dados un abierto U de X, un
recubrimiento abierto {U;};c; de U y una funcién f : U — R, si f'Ui € Ox(U;) paratodoi € I,
entonces f € Ox(U).

Abreviadamente, las condiciones (a) y (b) anteriores se expresan simultdneamente como
sigue: una funcion pertenece al haz si y sélo si pertenece localmente al haz.

Definicién 4.2 Un espacio anillado es un par (X,Ox) donde X es un espacio topoldgico y
Ox es un haz de funciones sobre X.

Ejemplos 4.3 (a) SiC denota el “haz de funciones continuas” sobre X (para todo abierto
U de X es, como hasta ahora, C(U) la R-algebra de todas las funciones continuas sobre U),
entonces (X,C) es un espacio anillado.

(b) Si X es un abierto de R", entonces para cada abierto U de X tenemos la R-algebra
C>°(U) de las funciones diferenciables sobre U. De las propiedades de las funciones diferenciables
se sigue facilmente que (X,C*) es un espacio anillado.

(c) Fijemos un espacio topolégico X. Las funciones continuas y acotadas no son haz, ya
que la propiedad “ser acotada” no es local. Las funciones continuas localmente acotadas si
son haz. Del mismo modo, las funciones constantes no son haz, pero las funciones localmente
constantes si son haz.

(d) Sea (X,0x) un espacio anillado y sea U un abierto de X. El haz Ox induce de modo
natural un haz de funciones sobre U, que denotaremos O, del siguiente modo: dado V abierto
de U, V es también abierto de X y se define Oy (V) := Ox (V).

Definicién 4.4 Dados espacios anillados (X, Ox) e (Y, Oy ), llamaremos morfismo de espacios
anillados del primero en el segundo a toda aplicacion ¢ : X — Y que satisfaga:

(a) ¢ es continua;

(b) componer ¢ con funciones del haz Oy da lugar a funciones del haz Ox : para cada
abierto V de Y y cada f € Oy (V) se cumple p*(f) = fop € Ox(p~1(V)).

Ejemplos 4.5 (a) Considérense dos espacios topoldgicos X e Y como espacios anillados
(con sus respectivos haces de funciones continuas). Toda aplicacién continua de X en Y es un
morfismo de espacios anillados. Ademaés se cumple que si X e Y son “completamente regula-
res”, entonces los morfismos de espacios anillados de X en Y son justamente las aplicaciones
continuas de X en Y.?

(b) Sean X un abierto de R", Y un abierto de R™ y ¢ : X — Y una aplicacién cualquiera.

Si (y1,-.-,Ym) son las coordenadas cartesianas (de R™) sobre Y y para cada j € {1,...,m} de-
notamos f; := ¢*(y;) = yj o p, entonces f; : X — R es la j-ésima funcién componente de ¢, es
decir, ¢ = (f1,..., fm). Segun la definicién de “aplicacién diferenciable” que se da en Andlisis

2 Un espacio topoldgico X se dice que es completamente regular, si la coleccién {f~(0) : f € C(X)} es base
de cerrados en X.
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Matematico, la aplicacién ¢ es diferenciable cuando sus componentes son funciones diferencia-
bles, esto es, cuando f1,..., f;, € C°°(X). En dichos cursos se prueba que la composicién de
aplicaciones diferenciables entre abiertos de espacios euclideos es diferenciable.

Si se consideran X e Y dotados con sus respectivos haces de funciones diferenciables, en-
tonces se cumple: ¢ es diferenciable < ¢ es un morfismo de espacios anillados. En efecto, para
probar la implicacién “=-" basta tener en cuenta que, como acabamos de recordar, la compo-
sicién de aplicaciones diferenciables es diferenciable. Veamos la implicacion “<«”, para lo cual
supongamos que ¢ es un morfismo de espacios anillados; entonces para cada j € {1,...,m} se
cumple que f; = yjop € C*°(X) porque y; € C*(Y) (la funcién coordenada j-ésima Y YR
es diferenciable); por lo tanto la aplicaciéon ¢ es diferenciable porque sus componentes son
funciones diferenciables.

(¢c) Dado un espacio anillado (X, Ox), para cada abierto U de X la inclusion U — X es
un morfismo de espacios anillados si se considera U con el haz de funciones inducido por el de
X. En particular, la aplicacién identidad Ix : X — X es un morfismo de espacios anillados.

Ejercicio 4.6 Pruébense las siguientes propiedades (que son consecuencia inmediata de las
definiciones):
(a) Lacomposicién de morfismos de espacios anillados es un morfismo de espacios anillados.
(b) Una aplicacién ¢ : X — Y entre espacios anillados es un morfismo de espacios anillados
si y sélo si ¢ es localmente un morfismo de espacios anillados (esto es, existe un recubrimiento
abierto {U;}icr de X tal que Py, U; — Y es morfismo de espacios anillados para todo i € I,

donde sobre cada U; se considera el haz inducido por el de X).

(¢c) Sea U un abierto de un espacio anillado X. La inclusién natural U — X cumple
la siguiente propiedad universal: dado un espacio anillado Z, una aplicaciéon ¢ : Z — U es
morfismo de espacios anillados si y sélo si la composicién Z 2y U < X es morfismo de
espacios anillados.

Definicion 4.7 Un morfismo de espacios anillados ¢ : X — Y se dice que es un isomorfismo
(de espacios anillados), si existe otro morfismo de espacios anillados ¢ : ¥ — X tal que
Yop=1Ixy potp=1Iy.

Con la notacién anterior, es claro que si existe 1, entonces ¢ es biyectiva y se cumple
1) = ¢~ 1. Por lo tanto tenemos: el morfismo de espacios anillados ¢ es isomorfismo si y sélo
LY — X es morfismo de espacios
anillados. Un enunciado equivalente al anterior es: el morfismo de espacios anillados ¢ es
isomorfismo si y sélo si es homeomorfismo y su aplicacién inversa p~! : Y — X es morfismo
de espacios anillados.

si es una aplicacién biyectiva y su aplicacién inversa @~

Lema 4.8 Un morfismo de espacios anillados ¢ : X — Y es isomorfismo si y solo si se cumplen
las dos siguientes propiedades:

(i) ¢:X — Y es un homeomorfismo;

(ii) para cada abierto V de Y, el morfismo de R-dlgebras

e*: 0y (V) — Ox(¢'(V))
[ o— o' (f) = fop

es isomorfismo.
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Demostracion. Supongamos en primer lugar que ¢ es un isomorfismo de espacios anillados, y
por tanto es un homeomorfismo; denotemos ¢ = ¢~!. Dado V abierto de Y sea U = o~ }(V),

en cuyo caso V = ¢~ 1(U). Es claro que los morfismos de R-algebras Oy (V) Rak Ox(U) y
Ox(U) LR Ox (V) son inversos uno del otro, ya que

go*o w* = (w o 90)* = identidad de OX(U) y
Yo p* = (pot))* = identidad de Oy (V).

Por lo tanto Oy (V) 0 x(U) es un isomorfismo de R-algebras.

Reciprocamente, supongamos ahora que se cumplen las propiedades (i) y (ii) del enunciado.
En particular ¢ es homeomorfismo; denotemos 1) = ¢~!. Debemos probar que 1 es morfismo
de espacios anillados, esto es, que transforma funciones del haz Ox en funciones del haz Oy.

Dado U abierto de X sea V = ¢~ }(U). Las aplicaciones continuas U SV yV Yy U son

inversa una de la otra y por tanto los morfismos de R-algebras C(V') LA ClU)yC(U) N C(V)
son inverso uno del otro. Como, en virtud de la propiedad (ii), el isomorfismo ¢* transforma
la subdlgebra Oy (V) de C(V) en la subélgebra Ox (U) de C(U), concluimos que 9* transforma
Ox(U) en Oy (V). 1

Ejemplo 4.9 Sea (U;uy,...,u,) un abierto coordenado de una variedad topoldgica X. Dado
un abierto V' de U, la restriccién de las funciones uy, ..., u, a V hacen que (V;uy,...,u,) sea
también abierto coordenado de X, y por tanto tenemos en C(V) la subélgebra C>(V;uq, .. ., uy)
de las funciones sobre V que son diferenciables respecto de uq,...,u,. Es claro que el ser
diferenciable respecto de uq,...,u, es una condicién local, por lo que sobre U tenemos el haz
de funciones

V abierto de U ~> C®(V,uy,...,uy).

Sea ahora U el abierto de R™ tal que U M U es un homeomorfismo, y consideremos

sobre U el haz de las funciones diferenciables en el sentido usual. Entonces ¢ : U — U es un
isomorfismo de espacios anillados. En efecto, si V es un abierto de U y V = (V) es el
abierto de U que se corresponde con V por el homeomorfismo ¢, entonces el isomorfismo de
R-4lgebras C(V) — C(V) transforma C*°(V) en C*®(V;uy, ..., u,) (por la propia definicién de
C>®(Viuq,...,uy), véase el punto 3.7); en particular el morfismo de R-dlgebras

e C®(V) — C®(Viuy,...,up)
[ o (f) = fop

es isomorfismo, y basta aplicar el lema 4.8 para obtener lo que queremos.

5. La estructura de variedad diferenciable

Definicion 5.1 Llamaremos variedad diferenciable de dimension n a todo espacio anillado
(X, 0x) con las siguientes propiedades:

(a) el espacio topoldgico X es Hausdorff y de base numerable;

(b) todo punto de X tiene un entorno abierto que es isomorfo (como espacio anillado) a
un abierto de (R",C*).

Las funciones del haz Ox se denominan funciones diferenciables sobre la variedad X.



5. La estructura de variedad diferenciable 129

Ejemplos 5.2 (a) (R",C*) es trivialmente una variedad diferenciable de dimensién n.

(b) Todo abierto (no vacio) de una variedad diferenciable X es una variedad diferenciable
de la misma dimensiéon que X. En particular, todo abierto de R™ es una variedad diferenciable
de dimension n.

(¢) Si(U;uq,...,uy) es un abierto coordenado de una variedad topoldgica y Oy es el haz
sobre U de las funciones que son diferenciables respecto de las coordenadas u, .. ., u,, entonces
en el ejemplo 4.9 se ha probado que (U, O ) es una variedad diferenciable de dimensién n.

Definiciéon 5.3 Una aplicacién ¢ : X — Y entre variedades diferenciables se dice que es una
aplicacion diferenciable si es un morfismo de espacios anillados.

Los isomorfismos de espacios anillados entre variedades diferenciables se denominan
difeomorfismos. Por definicién, una variedad diferenciable de dimensiéon n es “localmente
difeomorfa” a R".

Propiedades 5.4 Enunciando los apartados del ejercicio 4.6 en el marco de las variedades
diferenciables tenemos las siguientes propiedades:

(a) La composicién de aplicaciones diferenciables es una aplicacién diferenciable.

(b) Una aplicacién ¢ : X — Y entre variedades diferenciables es diferenciable si y sélo
si es localmente diferenciable (esto es, existe un recubrimiento abierto {U;};c; de X tal que
Py, - U; — Y es diferenciable para todo i € I).

(¢) Si U es un abierto no vacio de una variedad diferenciable X, entonces la inclusién
U — X, que es una aplicacién diferenciable, tiene la siguiente “propiedad universal” : Para
cada variedad diferenciable Y y cada aplicacion f :Y — U se cumple

Y i> U es diferenciable — la composicién Y i) U — X es diferenciable.

Ejemplos 5.5 (a) Sean X un abierto de R" e Y un abierto de R™. En el ejemplo 4.5 (b)
hemos visto que una aplicacion ¢ : X — Y es diferenciable segtin la definicién 5.3 si y sdlo si
es diferenciable en el sentido del Analisis Matematico.

(b) Sean ahora X una variedad diferenciable y f : X — R una funcién. Para f tenemos
dos nociones de “diferenciabilidad”: (i) “funcién diferenciable” como funcién perteneciente al
“haz de funciones diferenciables” de X, esto es, f € Ox(X); (ii) “funcién diferenciable” como
“aplicacién diferenciable” entre X y R (pues R es variedad diferenciable), esto es, f : X — R
como morfismo de espacios anillados. Las dos nociones coinciden (como no podia ser de
otra manera): como ambas nociones son “locales” bastard comprobarlo cuando (X,0x) =
(R™,C*), que es el caso particular Y = R del ejemplo 4.5 (b).

(¢) Dada una variedad diferenciable X, con argumentos similares a los utilizados en el
parrafo anterior se prueba que para toda aplicacién ¢ = (fi1,..., fm) : X — R se cumple:

@ es diferenciable — fiseoos fm € Ox(X).

Definicion 5.6 Sea X una variedad diferenciable. Un abierto coordenado diferenciable de X
es un abierto no vacio U de X junto con n funciones diferenciables uy,...,u, € Ox(U), tales

que la aplicacién U M R™ establece un difeomorfismo de U con un abierto U de R™.

Todo abierto coordenado diferenciable es también un abierto coordenado topoldgico.
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Nota 5.7 Con la notacién de la definicién anterior, sea Oy el haz inducido en U por el haz
Ox de X; U es una variedad diferenciable y Oy es su haz de funciones diferenciables. Si V' es
un abierto de U y V = ¢(V), entonces la aplicacién

e*:C®(V) — Oy(V)
f o= o*(f) = fop

es un isomorfismo de R-algebras (propiedad (ii) del lema 4.8), y por tanto toda funcién f €
Ou (V) es de la forma f = ¢*(F) = F(u1,...,u,) con F € C*(V), es decir,

OU(V) = COO(V;ulv cee 7un) .

Por lo tanto tenemos: Si (U;ui,...,u,) es un abierto coordenado diferenciable, entonces el haz
de funciones diferenciables sobre U es justamente el haz de las funciones que son diferenciables
respecto de las coordenadas uy, . . ., Uy.

Definicion 5.8 Se llama atlas de una variedad diferenciable a un recubrimiento suyo formado
por abiertos coordenados diferenciables.

El siguiente importante resultado serd muy util para construir variedades diferenciables.

Proposicion 5.9 Consideremos una variedad topoldgica X de dimension n recubierta por
. Yo . 74 Z . . . . .

abiertos coordenados topolégicos {(UZ, uf,. .. ,un) }iel. Si en las intersecciones {U; N Uj}i’jel

los cambios de coordenadas son diferenciables, entonces existe una tnica estructura diferencia-

ble Ox sobre X para la cual el recubrimiento {(Uz, uj,. .. ,un) }ie[ es un atlas.

Demostracion. Veamos en primer lugar la existencia. Definamos la “aplicacién” Ox que a

cada abierto V' de X le asigna

Ox(V) = {feC(V) : f‘vai eC®(VNU;ul,... ub) paratodoiel}; (5.1)

es facil ver que Ox (V') es una subdlgebra de C(V'). De la definicién se sigue claramente que Ox
estd determinada por condiciones locales y por tanto es un haz de funciones. Ahora, si para cada
19 € I probamos que el haz inducido en U;, por Ox es el de las funciones que son diferenciables
respecto de las coordenadas uilo, ..., ul entonces habremos demostrado simultdneamente las
dos cosas que queremos: que (X, Ox) es una variedad diferenciable, y que para dicha variedad
diferenciable {(Ui; ul, ... ,u;) }Z ¢ ©s un atlas. Veamos entonces que para cada abierto V' dentro
de U;, se cumple
Ox (V) =C®(Viu,...,ul?).

n

Tenemos
Ox(V) = {f €CV): fiynu € C®(VNU;ui,...,ul) paratodo i€ I}
:{fEC(V) : f'va GCOO(VﬁUi;uio,...,ui{)) paratodoief} (5.2)

:C”(V;u’f,...,uﬁf); (5.3)
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para obtener la igualdad (5.2) se ha tenido en cuenta que sobre el abierto VNU; C U;, NU; son
diferenciables los cambios de coordenadas entre uzf’, coulo g ui, .oyl (véase el lema 3.12);
la igualdad (5.3) se cumple porque {V N U;}ier es un recubrimiento abierto de V.

Probemos ahora la unicidad, es decir, supongamos que existe sobre X otro haz de funciones
Ox tal que (X, Oyx) es una variedad diferenciable para la que {(Ui; ul, ... ,uﬁl) }l c; €s un atlas,
y veamos que entonces Ox = Ox. Sea V un abierto de X. Como {V NU;};cs es un recubrimiento

abierto de V se cumple
Ox(V) = {f €C(V): fi, ., €0x(VNU;) paratodoi e 1} .

Ademas, para cada i € I, el haz inducido en U; por Oy es el de las funciones que son diferen-
ciables respecto de las coordenadas ui, ..., u;,, asi que debe cumplirse

Ox(V) = {f €eCV): fiyy € C®(VNUzus,...,ul,) para todo i € I} ;
es decir, Ox (V) = Ox(V) (véase la igualdad (5.1) con la que se ha definido Ox). 1

Observacion 5.10 En adelante, todos los abiertos coordenados que consideremos en una va-
riedad diferenciable lo serdan en sentido diferenciable, salvo que se diga otra cosa.

Vamos a terminar esta secciéon dando una propiedad que resultara ttil a la hora de com-
probar si una aplicacién continua entre variedades diferenciables es diferenciable.

5.11 Sea {U;}icr un recubrimiento abierto de una variedad diferenciable X, sea {V}};c; un
recubrimiento abierto de otra variedad diferenciable Y, y sea ¢ : X — Y una aplicacién
continua. Dados indices 7 € I, j € J sea ;; la restriccion de ¢ al abierto @*1(Y/j) NU; de X,
la cual valora en el abierto V; de Y. Son equivalentes:

(i) la aplicacién ¢ es diferenciable;

(ii) la aplicacién ¢;; : o~ 1(V;) N U; — V; es diferenciable para cualesquiera i € I, j € J.

En efecto, supongamos en primer lugar que ¢ : X — Y es diferenciable. Dados indices
1€ 1,5 € J,larestriccién de ¢ al abierto 90_1(Vj) NU; de X es la aplicacién diferenciable

(p‘w’l(Vj)ﬁUi : SOil(Vj) nui —Y;

pero la anterior es justamente la composicion de ¢;; : go_l(Vj) NU; — V; con la inclusién
Vj <= Y, de modo que aplicando la propiedad 5.4 (c) concluimos que ¢;; es diferenciable.

Supongamos ahora que se cumple (ii). Utilizando de nuevo la propiedad 5.4 (c) obtenemos
que la restriccién de ¢ a cada uno de los abiertos de X de la familia {cp_l(Vj) N Ui}i er.jes ©
diferenciable. Entonces ¢ es localmente diferenciable (porque la anterior familia recubre a X),
y por lo tanto es diferenciable (propiedad 5.4 (b)).

Nota 5.12 En la préctica, la propiedad 5.11 se utiliza siendo {U;}icr v {Vj}jes atlas de X e
Y, respectivamente. De ese modo cada aplicacién ¢;; estd definida entre abiertos coordenados,
y por tanto pueden hacerse “calculos en coordenadas” para ver si ¢;; es diferenciable.
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5.13 (Observacidn final) Hasta ahora hemos usado el simbolo Ox para denotar el haz de
funciones diferenciables sobre los abiertos de una variedad diferenciable X. Esta notacién,
poco sugerente, ha sido necesaria para enfatizar que tales funciones diferenciables no vienen
determinadas por la estructura topolégica de X (esto es, una variedad topolégica X puede
admitir diferentes estructuras diferenciables). Una vez que este punto ha quedado claro sera
conveniente volver a la notacién mas tradicional. En lo sucesivo, si U es un abierto de una
variedad diferenciable X, entonces el dlgebra de las funciones diferenciables sobre U se denotara
por C*°(U) en lugar de por Ox(U).

6. Problemas

6.1 Sean X una variedad diferenciable, Y un conjunto y ¢ : Y — X una biyeccién. Pruébese
que sobre Y existe una unica estructura de variedad diferenciable para la que ¢ es un difeo-
morfismo.

Dada otra biyeccién ¢ : Y — X pruébese: la estructura de variedad diferenciable que sobre
Y define ¢ coincide con la que define ¢ si y sélo si gogp™! : X — X es un difeomorfismo.

6.2 Sea E un R-espacio vectorial de dimensién n. Dado un isomorfismo lineal 7' : £ — R" hay
una estructura de variedad diferenciable sobre E para la que T' es un difeomorfismo. Pruébese
que dicha estructura no depende del isomorfismo T'.

6.3 Dotese de estructura de variedad diferenciable a las siguientes variedades topoldgicas:
(a) La esfera n-dimensional S, = {(z1,...,2p41) € Rt a2+ 422, =1}
(b) El espacio proyectivo real n-dimensional P,, = P(R""1).
(¢) El espacio complejo C" ~ R?",
(d) El espacio proyectivo complejo n-dimensional P, (C).
6.4 Sea ' € C®(R") con n > 2 y considérese el conjunto X = {(z1,...,z,) € R"
F(z1,...,2z,) = 0}. Supuesto que las derivadas parciales de F' no se anulan simultdneamente
en ningun punto de X, utilicese el Teorema de la Funcién Implicita del Andlisis Matematico

para probar que X tiene una estructura natural de variedad diferenciable de dimensién n — 1.
6.5 Pruébese que la aplicacién natural 7 : S, = P, z — (x), es diferenciable (n > 1).

6.6 Pruébese que es diferenciable la aplicacién ¢ : S; — Py siguiente: dado x € Sy, si y € R?
es un vector en la direccién de la recta tangente a S; en x entonces ¢(z) = (y).

6.7 Pruébese que la inclusién S,, — R"*! y la proyeccién natural 7 : R"*! — 0 — P,, son
aplicaciones diferenciables (n > 1).

6.8 Pruébese que la aplicacién natural 7 : C"™! — 0 — P, (C) es diferenciable (n > 1).

6.9 Dadas variedades diferenciables X e Y, pruébese que sobre la variedad topoldgica X x Y
hay una tnica estructura de variedad diferenciable para la que las proyecciones 71 : X XY — X
y mo : X XY — Y son diferenciables, y para la que se cumple la siguiente propiedad universal:
dadas una variedad diferenciable Z y una aplicacion f : Z — X XY, f es diferenciable si
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y s6lo si myof y maof son diferenciables (es decir, si como es usual identificamos f con sus
componentes, f = (f1, fo) donde fi = miof y fo = maof, entonces: f es diferenciable < las
componentes de f son diferenciables). [Indicacién: Cuando X = R" e Y = R, es conocido
que la estructura de variedad diferenciable de R"™™ es la tinica sobre la variedad topoldgica
X xY = R" x R™ = R™™ para la que las proyecciones son diferenciables y que tiene la
correspondiente propiedad universal.]

Ademsds se cumplen:

(a) dim(X xY)=dimX +dimY;

(b) sig: X xY — Z es una aplicacion diferenciable y fijamos yo € Y, entonces también
es diferenciable la aplicaciéon X — Z, x — g(x,y0) ;

(c) dadas aplicaciones hy : X — X, hy : y — Y entre variedades diferenciables tenemos:
h1 X hgo es diferenciable < hy y he son diferenciables.

6.10 Describase un atlas del toro S7 x 5.

6.11 Pruébese que la proyeccion estereografica de la esfera Sy desde su “polo norte” sobre
el plano determinado por su ecuador establece un difeomorfismo entre So — {un punto} y R%.

6.12 Pruébese que la circunferencia S; es difeomorfa a la recta proyectiva real P;.

6.13 ;Es un difeomorfismo la aplicacién f : R = R, z — 22 ? ;Y la aplicacién ¢ : R> — R?,
(z,y) = (ze? +y,ze¥ —y)?

6.14 Pruébese que un atlas de la circunferencia S7 lo forman los abiertos coordenados

(0,2r) = Up=51—(1,0) (—m,7) — Uy=2S;—(-1,0)
a +— (cosa,sena) B+ (cosp,senf3)

Compruébese lo mismo para los abiertos coordenados

Uy=5-(1,0 = R Upy=5 —(-1,00 = R
(z,y) — %, (x,y) — 5

6.15 Pruébese que un atlas de la esfera Sy lo forman los abiertos coordenados
W; =8 —(0,0,1) — R? Wy =S8y —(0,0,—-1) — R?

(x73/72) — <1fza 1EZ> ) (97;%2) — <ﬁ1‘27$> .

6.16 Pruébese que la esfera Sy es difeomorfa a la recta proyectiva compleja Py (C).

6.17 Pruébese que un atlas de la esfera Sy lo forman los abiertos coordenados

(0,27) x (=m/2,7/2) — Vi =S8y —{y=0,2>0}
(0,0) +—

(cosfcosp, senfcosp, senyp) ,

(0,27) x (—7/2,7/2)
(0, ¢)

Vo=8,—{2=0,2 <0}
(—cosfcosy, seng, senf cosy) .

[l
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6.18 Se define la banda de Mdebius como el espacio topoldgico cociente B := X/~ , donde
X =10,1] x(0,1) y

. {(a,b>~<a,b>,
(0,b) ~ (1,1 —b).

Dotese a B de estructura de variedad diferenciable.

6.19 Se define la botella de Klein como el espacio topolégico cociente K := X/~ , donde
X =[0,1] x [0,1] ¥
(a7 b) ~ (aa b) )
T = (a,())w(a,l),
(0,b) ~ (1,1 —=0).

Détese a K de estructura de variedad diferenciable.



