Capitulo VIII

Espacio tangente

1. Preliminares: funciones meseta

Comenzaremos probando la existencia de “funciones meseta”, las cuales seran muy utiles
para probar a su vez la existencia de otras funciones necesarias para desarrollar la teoria.

Definicion 1.1 Dado un espacio topoldgico X, se llama soporte de una funcién f: X — R
al cerrado Sop f de X que se obtiene al hacer la clausura del conjunto {z € X : f(z) # 0},

Sopf={zxeX : f(zx)#0}.

1.2 En una variedad diferenciable X, sean U un abierto y F' un cerrado tales que F' C U. Si
una funcién f € C*°(U) se anula fuera de F', entonces puede “extenderse por cero” fuera de U
a una funcién diferenciable global: si definimos

f(w):{f(x) s? relU,
0 sixeX-U,

entonces es claro que f € C>*(X), ya que f es diferenciable sobre el recubrimiento abierto
{U,X — F} de X.

Lema 1.3 Sea K un subconjunto compacto de una variedad diferenciable X y sea U un
entorno abierto de K. Existe una funcién diferenciable global h € C*°(X) tal que Soph C U,
0<h<1ly th = 1. A una tal funcién h se la conoce como funcién meseta.

Demostracion. Consideremos la funcién e € C*°(R) siguiente
e Mt si t>0,
e(t) =
0 si t<0.

Fijemos un nimero real r > 0. Dado un punto p € K, consideremos dentro de U un abierto
coordenado V,, ~ R" entorno de p, y dentro de V), consideremos la bola W), ~ B(p,r). La

funcién ) )
e((2r)? — |lz — pl?)

9p(7) = e((2r)? — [l = pl?) + e([lz — p|[> — 72)
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136 Capitulo VIII. Espacio tangente

es diferenciable sobre V,, >~ R", vale 1 sobre la bola B(p,r) ~ W, se anula fuera de la bola
B(p,2r) y cumple 0 < g, < 1. Extendiéndola por cero fuera de V,, podemos considerar g, como
una funcién diferenciable global que cumple Sop g, C U.

Como K es compacto estd recubierto por un nimero finito de abiertos W, ,..., W, , y es

facil ver que
k

ha)=1—[] (1~ gp (@)
i=1

es la funcion buscada. 1

Corolario 1.4 Sea U un abierto de una variedad diferenciable X y sea f € C™(U).
Dado z € U, existe una funcién diferenciable global F € C*(X) que coincide con f en algin
entorno de x.

Demostracion. Sea K un entorno compacto de x dentro de U. Por 1.3, existe h € C*°(X) tal
que h‘K =1y Soph CU. La funcién buscada es F' = fh extendida por cero fuera de U. |

2. Anillo de gérmenes

Fijemos en esta seccién una variedad diferenciable X de dimensiéon n y un punto x € X.

Si U, es la coleccion de todos los entornos abiertos de x en X, entonces sobre el conjunto

L] =)

Uel,

de todas las funciones diferenciables en algin entorno (abierto) de z se define la siguiente
relacion de equivalencia:

fi=fp <= fiy fa2coinciden en algiin entorno de x .

Definicién 2.1 Al conjunto cociente por la anterior relacién de equivalencia se le llama anillo
de gérmenes de funciones diferenciables en x, y se le denotard por Ox,. Dada una funcién
diferenciable f definida en un entorno de x, su clase de equivalencia en Ox , se llama germen
de f en x, y se denota por f.

Segun las definiciones dadas, dos funciones diferenciables sobre ciertos entornos de x tienen
el mismo germen en x si y sélo si coinciden en algtin entorno de x.

Nota 2.2 FEn adelante, cuando no haya motivo de confusion porque esta claro la variedad
diferenciable X a la que pertenece x, para simplificar escribiremos O, en lugar de Ox ;.

Propiedades 2.3 (a) El conjunto O, de los gérmenes tiene estructura natural de R-édlgebra:
la suma y el producto se definen del modo evidente, fo + 9. = (f + @)z fo 92 = (f - 9)x;
el cuerpo R se inyecta en O, como los gérmenes de las funciones constantes.

(b) La aplicacién natural C*°(X) — O, f + fz, es un morfismo de R-dlgebras. Ademas,
el corolario 1.4 afirma que este morfismo de R-algebras es epiyectivo.
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(¢c) Sig:X — Y esuna aplicacién diferenciable e y = p(x), entonces hay un morfismo de
R-algebras entre los anillos de gérmenes:

o0, — O,
gy > (go@)z.

(d) Si U es un entorno abierto de x en X, entonces el anillo de gérmenes de funciones
diferenciables en x no cambia al sustituir X por U, pues todo elemento de O, es el germen
en x de alguna funcién diferenciable definida en un entorno abierto de x contenido en U. Es
decir, para la inclusién natural 7 : U < X, el morfismo de R-dlgebras i* : Ox ; — Oy, es un
isomorfismo.

(e) Se cumplen las “propiedades funtoriales” habituales: (i) si ¢ : Y — Z es otra apli-

cacién diferenciable y z = ¢(y), entonces la composicién O, AN 0y ~“ 5 0, es justamente

el morfismo de R-dlgebras O, M Oy (ii) si X X X es el morfismo identidad de X ,

I3 . . : .
entonces O, —— O, es el morfismo identidad de O,. Como consecuencia de las dos anteriores
propiedades tenemos: si ¢ : X — Y es difeomorfismo, entonces ¢* : O, — O, es isomorfismo
de R-algebras.

Definicion 2.4 Una aplicacién diferenciable ¢ : X — Y se dice que es difeomorfismo local
en un punto x € X, si existen un entorno abierto U de z en X y un entorno abierto V' de ¢(x)
en Y tales que ¢ : U — V es difeomorfismo.

2.5 La propiedad 2.3 (e) puede generalizarse en el siguiente sentido: Si una aplicacién dife-
renciable ¢ : X — Y es difeomorfismo local en un punto z € X, entonces ¢* : Oyp) — Oz
es un isomorfismo de R-algebras. En efecto, basta tener en cuenta que el anillo de gérmenes
O, podemos obtenerlo considerando solamente las funciones diferenciables sobre un entorno
abierto U de z (propiedad 2.3 (d)).

Proposicion 2.6 EI anillo de gérmenes O, es local, es decir, posee un tinico ideal maximal.

Demostracion. Como el morfismo de R-dlgebras O, — R, f, — f(z), es epiyectivo y R es un
cuerpo, su nucleo my, = {f, € O, : f(z) =0} es un ideal maximal.

Para probar que m, es el tnico ideal maximal de O, basta ver que todo germen que no
pertenezca a m, es invertible. Si f, € O, es tal que f, ¢ m,, entonces f(x) # 0 y por
continuidad f no se anulard en todo un entorno abierto de z; en tal entorno f es invertible y
el germen (f~1), es el inverso de f,. 1l

Lema 2.7 Sip = (p1,...,pn) es un punto de un abierto convexo U de R", entonces m =
{feC>®U) : f(p) =0} es un ideal maximal de la R-dlgebra C*°(U) que estd generado por
las funciones ©1 — p1,...,Tn — Pn, €StO €s,

m = (:El _pla"'vxn_pn)v

donde x1,...,x, son las funciones coordenadas cartesianas sobre R".
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Demostracion. Es claro que las funciones 1 — p1,...,z, — pp € C°(U) se anulan en el punto
p, y por lo tanto tenemos la inclusion (z1 — p1,..., 2y — pp) C m.

Sea ahora f € m y probemos que f € (x1 — p1,...,Zyn — pp). Dado un punto cualquiera
x = (x1,...,2,) de U, como el segmento de recta que une p y x estd totalmente contenido de
U (por ser U convexo), podemos considerar la siguiente funcién continua

g:[0,1] — R
t — g(t):=flp+tx—p)).

Por las conocidas propiedades de las aplicaciones diferenciables entre abiertos de espacios
euclideos, sabemos que g es diferenciable en el intervalo abierto (0,1) y que su derivada es

n

90 =Y (i =) 5o+ te — ).

i=1

Tenemos entonces:

fm:f@—m»:wwmmzlyww

:[;{E}@—mn§£@+ux—m@wu:§jmrwm[;§£@+¢@—p»m,

i=1 =1
esdecir, f =hy-(r1—p1)+- -+ hn- (xy —pn) € (1 — pP1,...,Zn — Pn), donde para cada

ie{l,...,n}es hi(x):/ol gi(p—kt(m—p))dt. [

2.8 La igualdad probada en el anterior lema estd estrechamente relacionada con la conocida
“formula de Taylor”. Para simplificar la notacién vedamoslo cuando n = 1, en cuyo caso U es
un intervalo abierto de R y m = (x — p), siendo p € U y x la coordenada cartesiana sobre R.

Fijemos una funcién f € C*(U). Si denotamos \g = f(p), entonces f — Ao em=(x —p)y
por lo tanto existe hy € C*°(U) tal que

f:)\0+h1-<$—p).

Del mismo modo, existen A\; € Ry hy € C®(U) tales que hy = A\; + ha - (z — p), y sustituyendo
en la igualdad de f obtenemos

f=X+A-(x—p)+hy-(z—p)
Reiterando el proceso para hg y asi sucesivamente llegamos a que se cumple

f=X+M-(@—p)+ -+ N (@—p) +hpy1-(x—p) Tt

para ciertos escalares Ai,..., A, y cierta funcién h,.1 € C*°(U). Derivando en la anterior
expresién es facil comprobar que para cada k € {1,...,r} es A\, = f"(p)/k!. Sustituyendo
obtenemos la féormula de Taylor
f'(p p
f=iw)+ TP TPy ym

siendo el resto R, una funcién diferenciable perteneciente a m™ = ((z — p)™).
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Proposicién 2.9 Sea (U;uq,...,u,) un abierto coordenado de X tal que z € U, y sean
(A1y...,An) las coordenadas de x respecto del sistema de coordenadas ui,...,u,, es decir
Ay An) = (ui(x), ..., up(x)). El ideal maximal m, del anillo de gérmenes O, estd generado
por los gérmenes de las funciones u; — A1, ..., Uy — Ap.

Demostracién. Via el difeomorfismo U — "), 7 (= abierto de R"), y en virtud de lo

dicho al final de la propiedad 2.3 (e), podemos suponer que U es un abierto de R", que las
coordenadas (ui,...,uy) son las coordenadas cartesianas (x1,...,zy) y que z es el punto de U
cuyas coordenadas cartesianas son (Mg, ..., A,). Ademds, pasando a un abierto mas pequeno si
fuera necesario, podemos suponer que U es un convexo de R™.

Ahora, como el morfismo de R-algebras C*°(U) — O, es epiyectivo (propiedad 2.3 (b)) y
transforma el ideal m = {f € C*°(U) : f(p) = 0} de C*°(U) en el ideal m, de O, basta aplicar
el lema 2.7 para terminar la demostracién. [

3. Definicién de espacio tangente

Fijemos un punto p € R" y un vector v € R™. Si pensamos v como un vector en p, entonces
v define un modo de derivar funciones en p, la “derivada direccional en el punto p respecto del
vector v”: dada una funcién f definida en un entorno de p, se define la derivada direccional de
J segin v en el punto p como el escalar D, f dado por la férmula

Dy = lim f(p+tvt) — f(p) 7

cuando dicho limite exista. Si f es diferenciable en un entorno de p, entonces D f estd bien
definido, ya que si consideramos la aplicacién

c:R — R"
t — o(t):=p+tv

(la imagen de o es la recta de R" que pasa por p con la direccién de v), entonces foo es
diferenciable en un entorno de ¢t = 0 y se cumple

Dyf = (fo0)'(0).

Si g es otra funcién diferenciable definida en un entorno de p tal que f, = g,, entonces es claro
que Dy f = D,g; es decir, tenemos definida la aplicacién Dy : O, — R, f, = Dp f. Es conocido
que esta aplicacién tiene las propiedades de una “derivacién” (un modo de derivar) en el punto
p (véase la definicién 3.1 siguiente).

Veremos mas adelante (en el ejemplo 3.7) que hay una correspondencia biunivoca entre las
derivaciones en el punto p y los vectores en p. Esta situacién que se da en R" sugiere un modo
de definir el concepto de “vector tangente” a una variedad diferenciable arbitraria X en un
punto suyo.

Definiciéon 3.1 Sea p un punto de una variedad diferenciable X. Una derivacion en el punto
p es una aplicacion D : O, — R que cumple:
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(a) DA =0 para todo A\ € R;
(b) D(fp+9p) = D(fp) + D(gp) para todo fp,gp € Op;
(c) D(fp-g9p) =D(fp) g(p)+ f(p) - D(gp) para todo fp, g € Op.

Notese que toda derivacién en p es una aplicacién R-lineal. Obsérvese también que el conjunto
Derg(0,,R) de todas las derivaciones en el punto p es un R-espacio vectorial con las operaciones
naturales: dados A € R y D, D’ € Derg(0,,R), para cada f, € O, es

(D + D/)(fp) = D(fp) + D/(fp) ) (A-D)(fp) = A-D(fp)-

Definicion 3.2 Sea p un punto de una variedad diferenciable X. Se llama vector tangente a
X en p a toda derivacién D : O, — R. Se define el espacio tangente a la variedad diferenciable
X en el punto p como el R-espacio vectorial T, X := Derg(0,,R).

Obsérvese que si U es un abierto de X que contiene a p entonces 1T,X = T,U, ya que el
anillo de gérmenes no cambia al sustituir X por U (véase la propiedad 2.3 (d)).

Nota 3.3 Para simplificar la notacién, en adelante suprimiremos en los gérmenes de funciones
el subindice que indica el punto donde se toman dichos gérmenes; es decir, cuando escribamos
“f e 0,7 significard que f es una funcién diferenciable en algtin entorno abierto de un punto
x de la variedad diferenciable que se esté considerando.

3.4 Sea (U;uy,...,u,) un abierto coordenado de una variedad diferenciable X y sea p € U.
Para cada i € {1,...,n}, la “derivada parcial respecto de la coordenada u; en el punto p”

) , 6 también
P

define un vector de T, X (esto es, un vector tangente en p) que denotaremos ( 3
Uj

abreviadamente (9, )p:
(Ouw)p:0p, — R

of
—
;o= L.

Es conocido que, en efecto, la anterior aplicacién cumple las propiedades de la definiciéon de
derivacién. Nétese que dados indices 7,75 € {1,...,n} se cumple

Oulug) = 6, = 20 (3.)

Dp(u;) = 6 = )
e Y 0 sii#j.

Teorema 3.5 Siuq,...,u, es un sistema de coordenadas en un entorno de un punto p de una
variedad diferenciable X, entonces {(du,)p, - - -, (Ou,)p} es una base de T,X. Como consecuen-

cia, T, X tiene dimension finita igual a la de X.

Demostracion. Es claro que los vectores { iy p, oy (Oun)p } son linealmente independientes:
dados escalares Ai,...,\, € R tales que Y ;" | \i(Oy ) = 0, aplicando las igualdades (3.1)
tenemos que para todo indice j € {1,...,n} debe ser

0= <Z /\z‘(aui)p) () = > Xi((Bu)p(ug)) =D Nibig = A; .
=1 =1 =1
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Ahora, para ver que {(0y, )p, - - -, (Ou, )p} €s un sistema de generadores probemos primero la
siguiente propiedad: si D € T, X es tal que Duy = --- = Du, = 0 entonces D = 0. En efecto,
dado un germen f € O, tenemos (véase la proposicién 2.9)

f_f(p)Emp:(ul_pla“-aun_pn)’

donde (p1,...,pn) son las coordenadas del punto p respecto de las coordenadas uq, ..., uy,. Por
tanto existen hi, ..., hy, € O tales que f— f(p) = h1-(u1 —p1)+---+hy - (un—pr), y aplicando
la derivaciéon D obtenemos

Df =Df—D(f(p)) = D(f = f(p)) = Y_ D(hi - (u; — i)
=1
=3 (Phi - (w(p) = i) + hilp) - (Du; = Dpy))
=1

:ﬁ:(Dhi-O-f—hi(p)'O) —0.

=1

De la propiedad probada se sigue que si dos derivaciones en el punto p coinciden sobre los
gérmenes de las funciones coordenadas, entonces son iguales. Como consecuencia, para cada
D € T, X se cumple

D=3"(Du) - (), (3.2)
i=1

porque las derivaciones D y Y I | (Duw;) - (9y,)p coinciden sobre u, ..., u, (compruébese), lo
que prueba que las parciales generan. [

3.6 Notese que la férmula 3.2 del anterior teorema dice explicitamente como obtener las
coordenadas de un vector D € T,X en la base {(Ou,)p,---,(du,)p} que definen las parciales;
dichas coordenadas son

(Dui,...,Duy).

Ejemplo 3.7 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita dotado con su estructura
diferenciable ordinaria (véase el problema VII.6.2). Fijado un punto p € V, veamos que el
espacio tangente 1,V es candénicamente isomorfo al propio V.

Dado un vector v € V, tenemos la correspondiente derivada direccional D, : para dada
fe0, es

t —
D = lim flp+tv) — f(p)
t—0 t

De la igualdad Dy f = (foc)'(0) (siendo o(t) = p + tv) se deduce facilmente que D) : 0, — R
es efectivamente una derivacion. Tenemos asi definida la aplicacion

eR.

v:v — T,V
v — Dy,

que es claramente lineal y queremos probar que es un isomorfismo.
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Consideremos una base cualquiera {v1,...,v,} en V y sean (p1,...,p,) las coordenadas en
ella del punto p. Para cada ¢ = 1,...,n sea u; : V — R la funcién “coordenada i-ésima” en
dicha base, de modo que la aplicacion
Vv (u1,e0sun) R™
v=av; + - +av, —— (a,...,an)

es un isomorfismo lineal y por lo tanto es difeomorfismo (u1, ..., u, son formas lineales sobre V'
que constituyen la base dual de {v1,...,v,}). Entonces las funciones uy, ..., u, son un sistema
de coordenadas sobre V' y obtenemos que {(dy, )p, - - -, (du, )p} €s una base de T,,V. Terminamos
si probamos que ¥ transforma la base {v1,...,v,} de V en la base {(8u1)pa el (8un)p} de
T,V; o equivalentemente, que si las coordenadas de un vector v € V en la base {vi,...,v,}
son (ay,...,an), entonces las coordenadas de ¥(v) = Dj en la base de parciales son también
(a1,...,a,). En efecto, las coordenadas de D son (D;’,ul, e ,D;jun), donde

DYu; = lim ui(p +tv) —ui(p) _ i Pittai —pi

t—0 t t—0 t

= Q.

4. Aplicacion lineal tangente

Sea ¢ : X — Y una aplicacién diferenciable. Dado un punto x € X y su imagen y = ()
tenemos la aplicaciéon componer con ¢ entre los anillos de gérmenes, ¢* : O, — O, de modo
que entre los respectivos espacios tangentes en x e y tenemos la aplicaciéon “componer con p*” :
cada vector D € T, X es una derivacién D : O, — R, y como ¢* : O, — O, es un morfismo
de R-algebras resulta que la composicion Dop* : O, — R es también una derivacion, es decir,
Dop* € T,)Y. La aplicacién obtenida se denota ¢,

pu: T X — T,V
D — @*(D) = ‘DOSO*v

y es facil comprobar que es lineal.

Definicién 4.1 Con la notacién del anterior parrafo, la aplicacién ¢, : T, X — T})Y se llama
aplicacion lineal tangente en el punto z de la aplicacién diferenciable .

Propiedades 4.2 Consideremos una aplicacién diferenciable ¢ : X — Y, un punto z € X
y su imagen y = ¢(z) € Y. La demostracion de las siguientes propiedades son sencillas y se
dejan como ejercicio.

(a) (Regla de la cadena) Sea ¢ : Y — Z otra aplicacién diferenciable y z = ¢(y) = ¢pop(x);
la, composicion T, X & T,Y BRI T.Z es igual a la aplicacion lineal T, X % T.7.

(b) Si X X, Xesla aplicacién identidad de X, entonces T, X & T, X esla aplicacién
identidad de T, X.

(c) Como consecuencia de las dos anteriores resulta que si ¢ : X — Y es un difeomorfismo,
entonces @, : T; X — T,Y es un isomorfismo lineal.

(d) La propiedad (c) anterior es més general: Si ¢ : X — Y es un difeomorfismo local
en x, entonces ¢, : T, X — T})Y es un isomorfismo lineal (véase el punto 2.5).
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4.3 (Matriz de la aplicacién lineal tangente) Sea ¢ : X — Y una aplicacién diferencia-
ble y sean x € X e y = ¢(x). Consideremos un entorno abierto coordenado (V;v1,...,vm)
de y, y dentro de ¢ ~!(V) tomemos un entorno abierto coordenado (U;u1,...,u,) de z. En-
tonces tenemos la aplicacion diferenciable ¢ : U — V', y queremos calcular la matriz de la
aplicacién lineal tangente ¢, : T, X — T,Y en la bases {(aul)x, e (8%)5,;} de T,U=T,Xy
{(le)y, RN (8vm)y} de T,Y =T,V.

Expresemos ¢ : U — V en las coordenadas consideradas. Para cada i € {1,...,m} sea
fi = viop = ¢*(v;) € C*U), f; = fi(uy,...,un), de modo que ¢ = (fi,..., fm). La colum-
na j-ésima de la matriz buscada son las coordenadas, en la base de T,Y, de la imagen por
s T, X — T,Y del j-ésimo vector de la base de T, X, esto es,

(- (Duy)a) (@1) 1= 1 ((Ou)a) (v))
Calculando obtenemos

00 (01)2) () 1= (00N (0) = (0o (") = (Bu ) = 24 (a).

Por lo tanto, la matriz de la aplicacién lineal tangente ¢, en el punto z en las bases {(0y; )z}

y {(avi)y} s

df1 df1
@)=l

La anterior se llama matriz jacobiana de la aplicacion diferenciable ¢ en el punto z (en las
coordenadas consideradas).

El conocido Teorema de la Funcién Inversa del Analisis Matematico se reformula en nuestro
lenguaje como sigue:

Teorema 4.4 Sea ¢ : X — Y una aplicacion diferenciable y sea x € X. Si la aplicacién lineal
tangente @, : Ty X — T,,)Y es isomorfismo, entonces ¢ es difeomorfismo local en el punto z.

Demostracion. Como tanto la hipdtesis como la tesis del enunciado son propiedades locales,
podemos pasar a un entorno abierto coordenado V de ¢(z) en Y y a un entorno abierto
coordenado U de x en X tal que U C o }(V), y tendremos

p: U=V

Ademas, como U es difeomorfo a un abierto de R" (n = dim X) y V' es difeomorfo a un abierto
de R™ (m = dimY), para simplificar podemos suponer directamente que U es un abierto de R"
y que V es un abierto de R™. En las coordenadas cartesianas (z1,...,z,) de R" y (y1,...,Ym)
de R™ la expresion de ¢ serd

U @:(fl,,fm)

eedm) oy,
(@1,...,20) ————

(fl(xl,...,azn),...,fm(xl,...,a:n)).
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Una vez en esta situacién aplicamos los resultados conocidos de los cursos de célculo. Pongamos
y = p(x). Por hipdtesis la aplicacién lineal ¢, : T, X — T},Y" es isomorfismo (y por tanto debe
ser n = m). Como en las bases {(0;,)} de T X y {(9y,)y} de T,Y, la matriz de ¢, es la
matriz jacobiana de ¢ en el punto =,
Afi
( o @).

obtenemos que el determinante de dicha matriz (el jacobiano de ¢ en x) es no nulo. Aplicando
el teorema de la funcién inversa del Analisis Matemético se sigue que existen un entorno
abierto Uy de x dentro de U y un entorno abierto V de y dentro de V tales que la aplicacion
diferenciable ¢ : Uy — Vj tiene inversa ¢! : Vy — Uy y es diferenciable, esto es, ¢ : Uy — Vo
es difeomorfismo. Por tanto ¢ es difeomorfismo local en z. |}

Nota 4.5 La propiedad 4.2 (d) es el reciproco del anterior teorema. Por lo tanto el “teorema
de la funcién inversa” es realmente una equivalencia (y asi lo utilizaremos): Sea ¢ : X — Y
una aplicacion diferenciable y sea x € X. La aplicacion lineal tangente . : Tp X — Ti,,)Y es
isomortfismo si y sélo si ¢ es difeomorfismo local en x.

5. Diferencial en un punto

Definicion 5.1 Se llama espacio cotangente de una variedad diferenciable X en un punto
x € X, al espacio vectorial dual 77X del espacio tangente 1, X. Los elementos de T, X se
denominan 1-formas en x.

Definicion 5.2 Sea z un punto de una variedad diferenciable X y sea f € O,. Se llama
diferencial de f en z a la 1-forma d, f definida como

dof :T,X — R
D s d.f(D):=Df.

Es inmediato comprobar que d, f es en efecto lineal.

Propiedades 5.3 Sea x un punto de una variedad diferenciable X.

(a) La diferencial d, : O, — TX es una derivacidn, es decir, se cumplen: (i) d;A = 0
para todo A € R; (ii) d,(f + g) = dof + dag; (iil) d(fg) = g(x) - duf + f(2) - dpg. Todas las
igualdades anteriores son de comprobacién inmediata.

(b) Si ug,...,u, son coordenadas en un entorno del punto z, entonces {dui,...,dzu,}
es una base de Ty X. En efecto, basta tener en cuenta que se cumple dmui(((‘)u J)gc) = 0;; para
deducir que {dyuy,...,dyun} es justamente la base dual de {(Ou, )z, -- -, (Ou,)a }

(¢c) Sean wi,...,u, coordenadas en un entorno de z. Para todo germen f € O, tenemos
(compruébese)

)
dof = Z; m{i(m’)dxui.
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Es decir, las coordenadas de la 1-forma d, f en la base {d u1,...,d,u,} son

(gi(m),..., gjﬂ (m)) .

(d) La diferencial d; : O — T X es epiyectiva (consecuencia trivial de la propiedad (b)).

(e) (Ejercicio) Sea f : U — R una funcién diferenciable con U entorno abierto de x.
Mediante la identificacion natural Ty, )R = R se cumple que la diferencial d, f : T, X — R
coincide con la aplicacion lineal tangente fi : Tp X — Ty R.

Definicién 5.4 Sea ¢ : X — Y una aplicacién diferenciable y sean z € X e y = ¢(z). La

aplicacion dual de la aplicacién lineal tangente ¢, : T, T — T,Y se llama aplicacion lineal

cotangente de la aplicacion diferenciable ¢ en el punto z, y la denotaremos ¢* : TjY — T X.
Del Algebra Lineal sabemos que se cumplen:

(i) ¢« es inyectiva < ¢* es epiyectiva;

(ii) ¢« es epiyectiva < ¢* es inyectiva,

(iii) @4 es isomorfismo < ¢* es isomorfismo.

Lema 5.5 Sean ¢ : X — Y una aplicacion diferenciable, x € X e y = p(x). Para cada f € O,
se cumple la igualdad

¢ (dyf) = da(¥"f) (5.1)
(nétese que la p* que aparece a la izquierda de la anterior igualdad NO es la misma que la que
aparece a la derecha). Es decir, es conmutativo el siguiente cuadrado

0, —2 0,

W e

Y 25 TiX
Demostracion. En efecto, dado D € T, X, por una parte tenemos
¢*(dyf)(D) = dyf(euD) = 9. D(f) = D(¢"(f)),
y por otra parte es d,o*(f)(D) = D(¢*(f)). 1

5.6 Segun la propiedad 5.3 (b), las diferenciales de un sistema de coordenadas generan el espa-
cio cotangente. En el proximo teorema veremos que esta propiedad caracteriza a los sistemas de
coordenadas, y su demostracion sera sencilla teniendo en cuenta la siguiente observacién: si X
es una variedad diferenciable y tenemos funciones fi,..., f, € C*°(X), entonces el que dichas

funciones definan un sistema de coordenadas en algin entorno abierto de un punto x € X,

significa justamente que la aplicacion diferenciable X M R" sea un difeomorfismo

local en x. En tal caso, diremos abreviadamente que “las funciones fi, ..., fr son coordenadas
locales en el punto z”.

Teorema 5.7 Sean fi,..., fr funciones diferenciables sobre una variedad diferenciable X.
Dado x € X, si la familia de 1-formas {d, f1,...,d; fr} es una base de T X, entonces fi,..., fr
son coordenadas locales en x.
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Demostracion. Supongamos que {d; f1,...,dsfr} es base de T, X. Consideremos la aplicacién
diferenciable ¢ = (f1,...,fr) : X = R" y sea y = (). Nbtese que para cada i € {1,...,r}
tenemos ¢*(z;) = f; (donde x1, ..., z, son las coordenadas cartesianas sobre R"), y por lo tanto

@ (dyxi) = do(¢™(2:)) = da fi -

Entonces la aplicacién cotangente ¢* : TyR" — T7X es un isomorfismo, porque transforma
una base en una base. Para terminar la demostraciéon basta aplicar el teorema de la funcién
inversa (véase el teorema 4.4). 1

Ejercicio 5.8 Sea ¢ : V — V' una aplicacién diferenciable entre R-espacios vectoriales de
dimension finita. En el Célculo Diferencial se define la diferencial de ¢ en un punto p € V
como la tnica aplicacién lineal dpp : V' — V' que cumple la condicién

@(p +v) — p(p) — dpp(v)
[o]| 0 [ v]|

donde || .|| es cualquier norma sobre el espacio vectorial V' (por ejemplo, la definida a partir de
una métrica euclidea).

Teniendo en cuenta el ejemplo 3.7 (en el que se ha visto que el espacio tangente de un
espacio vectorial se identifica de modo natural con el propio espacio vectorial), pruébese que la
diferencial de ¢ en un punto p € V coincide con su aplicacién lineal tangente en dicho punto.
En otras palabras, pruébese que el cuadrado

v ey
| I (5.2)

TpV L TSO(p) V!

es conmutativo. [Indicacién: Considérese una base {v},...,v],} en V' y su base dual {u}, ...,
ul, } (siendo m = dim V’), en cuyo caso las funciones u/, ..., u}, son un sistema de coordenadas
sobre V' (véanse los cdlculos hechos en el ejemplo 3.7); la expresiéon de ¢ en esas coordenadas
serd ¢ = (f1,..., fm), donde f; = ujop = p*(u}) € C*(V) para cada i € {1,...,m}. Para
probar la conmutatividad del cuadrado 5.2 bastard ver que, dado v € V, las coordenadas del

vector d,p(v) en la base {v],...,v;,} de V' coinciden con las coordenadas de ¢.(D,) en la base
{0w)ow)s - O o)t de Top)V"]

Observacion 5.9 Sea ¢ : X — Y una aplicacién diferenciable cualquiera y sea x un punto
de X. A la aplicacién lineal tangente ¢, : T, X — T, ;)Y se la denomina en algunos textos
diferencial de la aplicaciéon ¢ en el punto x. Segun el ejercicio anterior, esa terminologia es
coherente con la nuestra y con la utilizada en el Calculo Diferencial.

6. Problemas

6.1 Estidiese la aplicacién lineal tangente de la aplicacién diferenciable ¢ : C — C, z — 2°.
Obténganse los puntos de C donde ¢ es un difeomorfismo local.
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6.2 Estudiese la aplicacién lineal tangente de la aplicacién diferenciable ¢ : So — R2,
(x,y,2) = (z,y). Obténganse los puntos de Sy donde ¢ es un difeomorfismo local.

6.3 Dadas variedades diferenciables X e Y y dado (z,y) € X x Y, pruébese que los espa-
cios vectoriales T(, (X X Y) y T, X x T,Y son canénicamente isomorfos. Esttdiese dicho
isomorfismo en coordenadas.

6.4 Como aplicacién del problema 6.3 pruébense:
(a) Dadas aplicaciones diferenciables f: Z — X y ¢g: Z — Y, para la aplicacién diferen-
ciable (f,g) : Z — X x Y se cumple

(b) Dadas aplicaciones (jifergnciables f: X —=>Xyg:Y =Y, para la aplicacién dife-
renciable f x g: X xY — X xY se cumple

(f X g)s = fs X gs.

(¢c) Sea ¢: X xY — Z una aplicacién diferenciable y fijemos un punto (xg,yp) € X x Y.
Tenemos ¢, = @14 + @2+ para las aplicaciones diferenciables

X — Z Y — Z
r qb(m,yo), Yy gb(any)a

donde dicha igualdad hay que entenderla del siguiente modo: D = (D1, D2) € T{z o) (X xY) =
Ty, X x T,,Y,
¢«(D) = ¢14(D1) + ¢24(D2) -

6.5 Una aplicaciéon diferenciable puede ser difeomorfismo local en todo punto y no ser difeo-
morfismo (péngase un ejemplo). Pruébese que si una aplicacién diferenciable es difeomorfismo
local en todo punto y biyectiva, entonces es difeomorfismo.

6.6 Coordenadas polares: Dado un punto (z,y) de R —{(0,0)}, existe # € R, tinico salvo
multiplos enteros de 2w, tal que

x =rcost, y=rsend,

donde r = /22 + y2. Diremos que (r,6) son “coordenadas polares” del punto (z,y).
(a) Pruébese que la aplicacién epiyectiva

R, xR — R?—{(0,0)}
(r,0) +—— (rcosf,rsend)

es difeomorfismo local en todo punto.

(b) Dedtizcase de (a) que las coordenadas polares sobre R? — {(0,0)} son un sistema de
coordenadas locales (esto es, todo punto tiene un entorno donde son coordenas). Més concreta-
mente, si R es una semirecta de R? con extremo en el origen (por ejemplo, R = {(x,0) : x > 0}),
entonces (r,6) son coordenadas sobre el abierto U = R? — R.
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6.7 Coordenadas cilindricas: Las coordenadas polares (r,6) de R? — {(0,0)} definen de
modo natural coordenadas (r, 6, z) sobre R® — {eje 2} (= (R? — {(0,0)}) x R): dado (z,y,2) €
R? — {eje 2} existe 6 € R, tinico salvo miiltiplos enteros de 2, tal que

r=rcost, y=rsend, z=2z,

donde r = /22 + y2. Diremos que (1,60, z) son “coordenadas cilindricas” del punto (z,y, 2).
Compruébese que (1,6, z) son coordenadas locales sobre R? — {eje z}.

6.8 Coordenadas esféricas: Dado un punto (z,y, z) de R? — {eje 2}, existe € R, tnico
salvo multiplos enteros de 27, y existe un dnico ¢ € (—7/2,7/2) tales que

x =rcosfcosp, y=rsenfcosp, zZ=rsenp,

donde r = \/x? + y? + 22. Diremos que (r, 6, ¢) son “coordenadas esféricas” del punto (z, y, z).
A 0 se le llama “longitud” del punto (z,y,2) y a ¢ se le conoce como “latitud” del punto
(2,9, 2).

(a) Pruébese que la aplicacién epiyectiva

Ry xR x (—7/2,7/2) — R3— {eje 2}
(r,0,¢0) +—— (rcosfcosp,rsenfcosp,rsenp)

es difeomorfismo local en todo punto.

(b) Dedtizcase de (a) que las coordenadas esféricas sobre R? — {eje 2z} son un sistema de
coordenadas locales. Mds concretamente, si H es un semiplano de R? cuyo borde es el eje z
(por ejemplo, H = {(x,0,2z) : x > 0}), entonces (r,0,¢) son coordenadas sobre el abierto
U=R®—H.

6.9 ;Cémo podemos generalizar los problemas 6.6 y 6.8 para R**! con n + 1 > 4, teniendo
en cuenta que la aplicaciéon

Rn+1 Rn+1
(ryaq,...,an) +—— (r-cosaj-----cosay,
r-senaq - cosg - COSQp, «.vy T SEN QY1 - COSQy , T - Senay,),

es diferenciable? (Estudiese el caso n+ 1 =4.)

6.10 Sea ¢ : V — V' una aplicacién lineal entre espacios vectoriales reales de dimensién
finita. Dado un punto p € V, teniendo en cuenta las identificaciones naturales T,V ~ V' y
Ty V' =~ V', pruébese que la aplicacion lineal tangente @y : T,V — T,y V' es igual a .

6.11 ;Existe sobre S5 un sistema de coordenadas global?

6.12 Dado un punto z de una variedad diferenciable X, si f € O, es tal que d, f # 0, entonces
existe un entorno abierto V' de x tal que d, f # 0 para todo y € V.
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Apéndice: Definiciéon clasica de diferencial

Teorema Para cada punto x de una variedad diferenciable X existe un isomorfismo canénico
mz/mg ~ T> X, donde m, es el ideal maximal del anillo local O,.

Demostracién. Observemos primero que la diferencial d, : O, — T;X cumple d,(m2) = 0.
En efecto, un elemento de m? es de la forma oiii figi con fi,..., fr,g1,...,9r € My, y al

diferenciar resulta . .
dy (Z ﬁm) = (gi(@)do fi + fi(w)dagi) =0
i=1 i=1
porque fi(z) = gi(x) =0parai=1,...,r.
Como m, es un O,-médulo y O, /m, = R, tenemos que m,/ mg es un R-espacio vectorial, y
lo dicho en el parrafo anterior prueba que el morfismo de O -médulos d, : m, — T X factoriza
de modo tnico por una aplicacién R-lineal (que denotamos igual)

dy :my/m2 = TrX .

Consideremos ahora un sistema de coordenadas uq,...,u, en un entorno de x. Segun la
proposicién 2.9, los gérmenes uy — A1, ..., u, — A, generan m, como O, -moédulo, asi que las
clases { u; — \; } generan el R-espacio vectorial m,/m2. Tenemos

da(uy — Ay) = dp(us — i) = dpuy,

es decir, d, transforma un sistema de generadores de m,/m? en una base de T} X; por lo tanto
es un isomorfismo. 1

Siguiendo con la notacién del anterior teorema, dado un germen f € O, tenemos f — f(x) €
mg, y la clase f — f(x) se corresponde por el isomorfismo m,/m? ~ T} X con la 1-forma d, f.
Por tanto, si dado » € N llamamos “infinitésimos de orden 7 en el punto x” a los elementos
de ml, y si f — f(x) es el “incremento de f en =7, podemos decir que la diferencial de una
funcién en un punto es el incremento de la funcién en dicho punto, médulo infinitésimos de
segundo orden. Esta es, esencialmente, la definicién clésica de la diferencial que fue dada por
Leibniz en el siglo XVII.

Apéndice: Definicion geométrica del espacio tangente

Comencemos dando una interpretacién de los vectores tangentes como “puntos infinite-
simalmente proximos”. Fijemos un punto p de una variedad diferenciable X y tomemos una
“curva en X que pasa por p en el instante t = 07, esto es, una aplicacién diferenciable o : I — X
definida en un intervalo abierto I de R entorno de 0 tal que o(0) = p (¢ denota la coordenada
cartesiana en I). Se llama “vector tangente a la curva o en el punto p” al vector

T :=0.((0r)o) € TpX .

Considerando coordenadas locales uq,...,u, en el punto p, la curva o se escribira en la forma
o(t) = (fi(t),..., fa(t)), siendo f; := ujoo. En particular

p= U(O) = (fl(o)""afn(o)) :
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Tenemos

T = 0.((@00) = - 0+ ((000) ) By = Y- (@oluior) - D)y = 3 “20) - @u)y

=1 =1 =1

es decir, en coordenadas es
T = (£0),.... £3(0)).

Esta expresién nos dice de paso que todo vector tangente en el punto p es el vector tangente
de alguna curva que pasa por p.

Si partimos del punto p = ¢(0) y realizamos un “desplazamiento infinitesimal” a lo largo
de la curva o, deberiamos llegar al punto o(¢) siendo € una cantidad “infinitesimal”. Para dar
una definicién de o(e) consideremos los desarrollos en serie de Taylor de las componentes de o,

fit) = fi(0) + FLO)t + hi()E* (hs € CX(D)).

Sustituyendo ¢ = ¢ y entendiendo que £? es una cantidad despreciable, obtenemos f;(c) =

1i(0) + f1(0)e, luego en coordenadas se cumple

o(e) = (file), .-, fule)) = (f1(0) + f1(0)e, ..., fu(0) + fr(0)e) = p+ T

Asi que el desplazamiento infinitesimal o(¢) viene determinado por el vector tangente 7.
En conclusién, los vectores tangentes en el punto p se corresponden biunivocamente con los
“desplazamientos (o arcos) infinitesimales” desde dicho punto. En otras palabras, podemos
entender que un vector tangente en p representa un punto “infinitesimalmente préximo” a p.

Otra manera de enunciar la equivalencia anterior es como sigue. Diremos que dos curvas
c:1— X, ¢:J— X que pasan por p en el instante ¢ = 0 son equivalentes, si sus desarro-
llos en serie de Taylor hasta el primer orden coinciden. Entonces el conjunto de las clases de
equivalencia de curvas que pasan por p se corresponde biunivocamente con el espacio tangente
T,X. Esta es la llamada definicion geométrica del espacio tangente.



