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Tema 1 Meétodos directos de resolucion de sistemas lineales

El objetivo de este tema es obtener la solucién del sistema de ecuaciones lineales
Az =0b, A€ Mpxn, beRY,

donde A es una matriz no singular y estudiar la dependencia de la solucién de los errores en A y b.

En asignaturas anteriores (Algebra Lineal Il y Métodos Computacionales II), se ha estudiado cémo discutir
y resolver el sistema por eliminacién gaussiana. En este tema nos centraremos en resolver mediante factorizacién

de matrices y en analizar los errores producidos al resolver un sistema.

Recordemos que la solucién de un sistema lineal se puede obtener por la regla de Cramer. Sin embargo,
este método es muy poco eficiente. En particular, si calculamos los determinantes por desarrollo de adjuntos (es
decir, sin usar la eliminacion gaussiana) se necesitarian mas de 100! operaciones elementales para una matriz

A de 100 x 100, lo que lo hace imposible de utilizar en la practica.

Comenzaremos recordando algunos elementos del andlisis matricial, después estudiaremos cémo resolver
los sistemas mediante factorizacién de matrices y finalmente estudiaremos las normas matriciales y los errores

en las soluciones de los sistemas lineales.

1.1 Elementos basicos del analisis matricial

En general, trabajaremos sobre los niimeros complejos, pues los métodos iterativos (que estudiaremos en el
siguiente tema), son mas simples en este contexto. Ademds, el primer gran resultado que veremos (Teorema 1.2)
solamente se cumple en C, en R es falso.

Dado un vector columna v de C”, definimos su traspuesto conjugado como el vector fila tal que cada
coordenada es la conjugada de la coordenada correspondiente de v y lo denotamos v*.

Definimos el producto escalar de dos vectores u, v € C™ como v*u. Es sencillo probar que es un producto

interior. Ademas

v = ||vfl2 ==

n
> ol
k=1

1.1.1 Matriz traspuesta conjugada

Dada una matriz A € M,xp, A = (aij)gzl...’:z definiremos su traspuesta conjugada! como

A* = (aji) € Muxm

Proposicion 1.1

Sean A, B € Myyxn, C € My, xp. Se verifica:

1. A = A
2. (A+B)*=A*+ B*.
3. (AA)* = 2A*

1La matriz traspuesta conjugada también se denota A, En algunos textos se denomina matriz adjunta (no confundir con la matriz de
los adjuntos) o hermitiano.



1.1 Elementos basicos del analisis matricial

4. (AC)* = C* A~

[ )
Demostracion Ejercicio. O
Proposicién 1.2
Si A es invertible, entonces A* es invertible y se verifica
(A*)—l — (A_l)*.
Ademas, det A* = det A. o
Demostracion Ejercicio. O
Sean
A = (aij)iij<n € Mn, I = (8ij)1<i,j<n-
Decimos que A es
o simétrica si esreal y A = A’
o hermiticasi A = A*.
o ortogonal siesrealy AA' = A'A = I.
o unitariasi AA* = A*A=1.
o normal si AA* = A*A.
1.1.2 Matrices triangulares y diagonal dominantes
Atendiendo a la naturaleza de los elementos, definimos los siguientes tipos de matrices:
o Aesdiagonalsia;; = 0,1 # 7,1 <14,j <n.
o A es triangular superior si a;; = 0,7 > j,1 <,5 < n.
o A es triangular inferior si a;; = 0,7 < j,1 <4,5 < n.
o A es (estrictamente) diagonal dominante si
n
jal > Y lagl, 1<i<n
) j=1
i
Proposicién 1.3
Toda matriz estrictamente diagonal dominante es invertible. o

Demostracion

Sea A estrictamente diagonal dominante. Para probar la existencia de inversa, vamos a aplicar Rouché-
Frobenius. En particular, mostraremos que Az = 0 tiene solucién unica (lo que implica rango méaximo).
Suponemos que no por reduccion al absurdo (existe z tal que Az = 0y z # 0). Sea i el indice donde se alcanza
el maximo de los médulos de los componentes de z (estrictamente positivo)

Como Az =0, ) a;jz; = 0. En particular para i, pero

n n n
laigiollzil =1 D aiggzil < D0 aigzil <> laiggl 2]
J=Liio =L =1,5%i0

n

= |Zi0| Z |(1ioj| < |Zio||ai0io|'

J=Lj#io



1.1 Elementos basicos del analisis matricial

De esta contradiccion, A es invertible.

Ejercicio 1.1 Obtener un ejemplo de una matriz diagonal dominante que no sea invertible.

1.1.3 Particion de matrices

Dada una matriz D € M,,, diremos que

D11 D12 D1y,
Do,y Doy Doy,
D = . v b
Dle DmDQ T DkaD

es una particion de D si para cada 1 < ¢, j < n, D;; es una matriz con el mismo nimero de filas que D;; para
todo j y con el mismo nimero de columnas que D;; para todo i.
Supongamos que A = (4;;), B = (B;j), C = (Cj;) son particiones de A, B,C' € M,,.

Si cada producto A;sBs; se puede formar y
Cij = ZAissta
S

entonces C = AB.

Ejercicio. (I

Ejercicio 1.2 Elegir dos matrices y comprobar el resultado. Se recomienda practicar este producto.

1.1.4 Autovalores y autovectores

Recordemos algunas definiciones y propiedades de los autovalores.
Sea A € M,,. Se denomina
o Polinomio caracteristico de A a p(\) = det(A — AI).
o Autovalores de A a las raices del polinomio caracteristico.
o Espectro de A, Sp(A), al conjunto de autovalores de A.
o Radio espectral de A, p(A) := méax{|\|: A € Sp(4)}.
o Autovector asociado a un autovalor A\ € Sp(A) a todo vector v que satisfaga Av = Av.

Proposicion 1.4

1. A es invertible si 'y sélo si 0 ¢ Sp(A).

2. Para todo autovalor )\, dim(Ker(A — X)) > 0 (todo autovalor tiene un autovector no nulo

asociado).

3. Sp(AB) = Sp(BA). En particular, el espectro es invariante por cambio de base.

4. Los autovectores asociados a un autovalor X constituyen el subespacio vectorial Ker(A — \I), de
dimension menor o igual que la multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico.

5. Si A1, Ao son dos autovalores distintos de A, entonces

Ker(A — A ) NKer(A — A1) = {0}.




1.1 Elementos basicos del analisis matricial

1. Trivial
2. Teorema de Rouché-Frobenius (el rango no puede ser maximo pues el determinante es nulo).

3. Sea v un autovector de AB con autovalor asociado A. Entonces ABv = Av. Luego
BA(Bv) = BAv = ABuv,

de donde Bv autovector de BA con autovalor asociado A.

4. Siexpresamos la matriz en una base tal que los primeros vectores son los autovectores asociados, entonces
la aplicacién tiene en la diagonal el autovalor, tantas veces como autovectores, luego la multiplicidad
algebraica es mayor.

5. Sencilla (ejercicio). De hecho, los subespacios vectoriales asociados a los distintos autovectores estan en

suma directa. Si la suma de sus dimensiones es n, la matriz es diagonalizable.

O
Proposicion 1.5
1. Los autovalores de una matriz hermitica son siempre reales.
2. Los autovalores de una matriz unitaria tienen modulo 1. De hecho, las matrices unitarias de orden
n se corresponden con las isometrias lineales de (C", || - ||2). .
Demostracion Sea A, A autovalor, v autovector.
1) Si A es hermitica:
v = v* v = v* Av = v* A% = (Av)*v = (\w)*v = \v',
luego A = A € R.
2) Si A es unitaria:
IA2v o = XMw*v = A v = (W) Ao = (Av)*Av = v* A* Av = v*v.
Entonces |\|? = 1.
Ademas se tiene que, dados u,v € C",
(Au, Av) = (Au)*(Av) = uw* A" Av = u*v = (u,v),
por lo que la aplicacion “multiplicar por A” es una isometria para || - [|o. O
Corolario 1.1
Los autovalores de una matriz simétrica son reales. V)
1.1.5 Factorizacion de Schur
Se dice que las matrices A, B € M,, son semejantes si existe P € M, invertible, tal que
B =P 'AP.
A'y B son semejantes si y solo si representan la misma aplicacion lineal en dos bases distintas.
Sean A, B € M, matrices semejantes. Se verifica:
o det A = det B.
o tr A =trB.
o Sp(A4) = Sp(B). )




1.1 Elementos basicos del analisis matricial

Se ha visto en asignaturas anteriores. (]
La descomposicion de Schur muestra que toda matriz es semejante a una triangular superior mediante un

cambio de variables unitario.

Sea A € M,,(C).
1. Existe una matriz unitaria U tal que la matriz U* AU es triangular superior. Ademds los elementos
de la diagonal son los autovalores de A.
2. (Teorema de Descomposicion espectral) A es normal si 'y solo si existe U (unitaria) tal que U* AU

es diagonal.

1) Por induccién.

El resultado es trivial si n = 1, asi que supondremos n > 2.

Suponemos cierto hasta n — 1. Sea A; un autovalor de A y x1 un autovector no nulo asociado a \;
normalizado, es decir: ||z1||3 = zfx; = 1, Az; = A\;x1. Entonces, podemos extender x1 hasta una base
ortonormal (por ejemplo, con la ortonormalizacién de Gram-Schmidt), x9, ..., x, de modo que la matriz X

cuyas columnas son 1, . .. z,, es unitaria. Es mas, existe un vector u y una matriz A; € M,,_1(C) tal que

xax — (M)
0 A

Por induccién existe Uy tal que U A1U; es triangular superior y los elementos de la diagonal son los

10
U= .
0 U,
U es unitaria (ejercicio). Entonces

1 0 1 0
U*AU = X*AX

0 Uy 0 U

(1 0 AU 1 0
0 Uy 0 A 0 Up

B )\1 ul- 1
0 UfAU, )’

que es triangular superior. Por ser semejantes, Ay U* AU tienen los mismos autovalores, que son los elementos

de la diagonal de U* AU.

2) Si A es normal, sea R = U* AU, donde U es la construida en el apartado anterior y R es triangular

autovalores de A;. Tomamos

superior. Entonces
R*R= (UTAU)"(U*AU) =U*A"AU = UAA*U = (U*AU)(U*A*U) = RR*
Luego R es normal. Pero el elemento (1,1) de R*R es |\1]? y el de RR* es

n
M+ el
k=2

Luego 71 = 0 para todo k£ # 1. Repitiendo el proceso, se obtiene que es diagonal.
Reciprocamente, si U* AU es diagonal, D, entonces A = UDU* y A*A = AA*.



1.2 Normas matriciales

O
£y Ejercicio 1.3 Usando la factorizaciéon de Schur, demostrar que la traza A es igual a la suma de los autovalores
y que el determinante de A es el producto de los autovalores.

1.1.6 Matriz definida positiva

Una matriz hermitica A € M,, es definida positiva (resp. semidefinida positiva) si

v*Av > 0, v € K"\{0} (resp.v"Av >0, v € K"\{0}).

Proposicion 1.7

Sea A € M, una matriz hermitica. Se verifica:
1. A es definida positiva si 'y sélo si Sp(A) C RT.
2. A es semidefinida positiva si 'y solo si Sp(A) C Rt U {0}.

Demostracion 1) Sea A def. positiva. Sea A € Sp(A) y v un autovector asociado no nulo.
0 <v*Av =0v"dv = ™

Como v*v > 0, tenemos que A > 0.

Supongamos que A es hermitica y los autovalores son reales positivos. Por el Teorema de Schur existe U
unitaria tal que

U*AU = D = diag([A1, ..., A\n)]
Entonces para todo vector v no nulo, se verifica
v*Av =0v*UDU*v = (U*0)*D(U*v) = w*Dw = Z Ai|w;* > 0.
2) Ejercicio. O

Proposicion 1.8

Sea A € M,,. Entonces A* A es una matriz hermitica y semidefinida positiva.

Si ademas A es invertible, entonces A* A es definida positiva. .

Demostracion Se deja como ejercicio.

1.2 Normas matriciales

En esta seccion veremos cémo extender el concepto de norma a las aplicaciones lineales. Para complementar

esta seccidn, se puede consultar el libro de Infante y Rey.

1.2.1 Norma matricial

Una norma (vectorial) sobre M, es una aplicacion,
I : My = RTU{0}, A — [JA],
que verifica:
1. ||A|| =0siysélosi A=0.
2. ||[A+ B < ||A|| + || B]|, paratodo A, B € M,,.




1.2 Normas matriciales

3. ||AA]| = |M|||A]l, paratodo A € C, A € M,,.
Decimos que es una norma matricial si ademds verifica
4. [|[AB| < ||AJl||B]|, paratodo A, B € M,,.

Ejemplo 1.1 Sea A € M,,, A = (a;j)1<i j<n. Podemos definir las siguientes normas (demostraremos mas

tarde que son normas matriciales):

o [|Allr = maxi<j<n Y i faijl.
o [[Alloo = méxi<i<n -7 [aij|-

o [ All2 = p(A*A)V2,
Sin embargo

| All = mdxi<; j<n [aij|

no es una norma matricial (ejercicio).

1.2.2 Normas matriciales compatibles e inducidas
Sea || - ||, una norma vectorial en K™ y || - || 5y una norma matricial en M,,.

Decimos que || - || a7 es una norma matricial compatible si
[Av]le < [[Allallvllo, Vo e K", A€ My,

Decimos que || - || 37 es una norma matricial inducida si

) Av )
[ Allar = méx, 20 IAv]. _ max |, =1 [|Av[ls, VA€ M.

]l
Si || - || as es una norma matricial inducida entonces ||I||5; = 1.
Ejemplo 1.2 Las tres normas que més utilizaremos, || - ||1,] - ||, || - ||2, son inducidas (lo demostraremos

después):
o ||A||1 inducida por ||v||; = Y, |vil, v € K™
o ||Al|c inducida por ||v||cc = méx]_; |v;], v € K™.

o ||Al|2 inducida por |[v]|2 = /> i [vil?, v € K™

o La norma de Frobenius: 12

_ 2 _ * AN1/2
1Al =1 Y lagl = tr(A"A)
1<i,j<n
no es una norma inducida.
Es una norma matricial, pues es una norma vectorial (la norma euclidea, considerando las matrices como
vectores) y cumple:

IABI? =) | awmbyl’

(Des. Cauchy Schwarz)

> Z aix|? Z [brs

1<i,j<n k=1 1<i,j<n k=1
= D2 aal ) | DD Ibk* | = 1AIPUBI
1<i,k<n 1<k,j<n

No es inducida pues ||I|| = y/n # 1, y para toda norma inducida, ||I||3; = 1.

Es compatible con la norma euclidea (ejercicio).



1.2 Normas matriciales

Proposicion 1.9

Si|| - ||v es una norma vectorial sobre K", entonces la norma inducida

| Allar := maxy), =1 [|Av|l

es una norma matricial, compatible con || - ||,.

Demostracion En primer lugar, estd bien definida pues x — || Az||,, es una funcién continua, luego alcanza

su maximo en el compacto {||v||, = 1}. Ademads, ambas normas son compatibles

1 Avlly o [l Av]
[l = ol

14lar = max

7vv # 07
luego ||Av||, < ||Al|ar]|v]l, para todo v # 0.
Veamos que es una norma matricial. Sean A, B € M,,.
1. ||A||ar = 0siy solo si max ||Av||,/||v|l, = 0siy soélosi ||Av|, = 0siy sélosi Av = 0sii A = 0.
2. Sea u de norma 1 donde se alcanza el supremo de ||(A + B)v||,
1A+ By = [(A+ B)ully < [[Aully + | Bullo < [[Allal[ullo + [|Bllallwllo = [|Allar + 1Bl
3. Sea A € C. Entonces
A2 = max [[AAv]l, = |A| max [| Av[|, = [A[[Al|ar

4. Seau de norma 1 donde se alcanza el supremo de || (AB)v||,

IAB|ar = [[(AB)ullo < [|Allarl| Bully < [[Allal| Bllarllullo = [|Allarll Bl as-

O
1.2.3 Normas matriciales inducidas por las vectoriales
Proposicién 1.10
1. La norma inducida por ||v|1 = > 7", , es
[ Al = e Z Jaij-
2. La norma inducida por ||v||cc = méxi<i<p |vi|, v € K” es
[ Alloe = 11232( Z |aijl.
3. La norma inducida por ||v||2 = /> 1 |vi]? v € K”, es
|All> = p(A* A4)'/2. &

Demostracion

1) Sea A una matriz. Sea y de norma 1 donde se alcance || A|1,

[Al[x = [[Ay[ls = Z | Zawyj| < ZZ |aijy;| = Z |y Z |ai;]
< Zm max2|am| mngam Iyl Smngam.
i i



1.2 Normas matriciales

Por otra parte, supongamos que el méaxy, ), |a;;| se alcanza en el indice ko y consideremos el vector ey,

ANl > [[Aergllr = laix, | = f;lggnz |aik|
K2

)

2) Sea A una matriz. Sea y de norma 1 donde se alcance || Al
n
14l = | Aylloo = méx | S syl < mixe 3 sl
J=1 J
< m;iXIyﬂm?XZ la;| = IIyIImmZ&iXZ |ai;| = mfxz |ai;]
J J J

Por otra parte, supongamos que el max; » ; la;j| se alcanza en el indice /. Consideremos el vector v

definido por v; = ay;/|ar;| si ar; # 0, vj; = 0 en caso contrario. Entonces [|v[|c = 1, [[Av]loc = >_; arj]
[ Avljoo = méx| > aivy] < miéxz |agj||v| < mz.éxz |ai;].
J J J

Luego [[Av]loc =" 32 larj| < [[Allco-
3) Sabemos que los autovalores de A* A son todos reales positivos o nulos. Ademads, por ser hermitica, el
Teorema de Schur implica que existe una base ortonormal {u1, ..., u,} formada por autovectores de A*A (U).

Sea y de norma 1 donde se alcanza max, |1 [|Av||3. Siy = > aju;,

L=l =yy = O aw)) O ajuy) =Y dijuiu;
ij
= 2077;0[1' = Z |Oéi|2
Q

Ademas

14yI3 = (Ay)* (Ay) = y* A" Ay = )" Giu; (A"A) Y ajuy = ) diaju; (A" Ayu; =
i j ij
= E QiU A\ ju; = E il ag)? < p(A*A) E loi|> = p(A*A).
]

Por otra parte, Sea \; el autovalor que da el radio espectral y u; un autovector de norma 1 asociado.

s | Av]3 > |l dus |} = (Aur)*(Aur) = uj (4" Aur = Ay

= )\]”u,[‘2 = )\] = p(A*A)

1.2.4 Error y condicionamiento

Sea Z una solucién aproximada de Az = b. Definimos el vector de error como

Ty =T —x,
donde z es la solucién exacta del problema.
Definimos el vector de error residual como
bs = AT —b.
Nétese que Az = bs.
Fijada una norma, definimos los errores relativos asociados a los errores anteriores como

_ s _ [1bs]]

- , R=1°1
]| 2]



1.3 Factorizacion de matrices

Consideremos una norma matricial inducida por una vectorial (denotaremos ambas como || - ||).

Sea A € M,,. Denominamos condicionamiento de A respecto a la norma || - || a

cond(A) := [|A]A7H].

Proposicién 1.11

Sea || - || una norma matricial inducida y A € M,, una matriz invertible. Se verifican las siguientes
propiedades:

1. cond(A) > 1

2. cond(A) = cond(A~1).

3. cond(AA) = cond(A) para todo \ € R\{0}.

Demostracion 1.1 = ||I]| = [|[AA7Y|| < JA||||A7L).
2 y 3 triviales (ejercicio). (Il

Sean b,bs € R™ no idénticamente nulos. Denotemos x y x + x5 a las soluciones respectivas de los

sistemas lineales
Az =b A(z+xs5) = b+ bs.

Entonces se verifica

15
il

1 el _ Jlsl

< < cond(A
cond(4) [ = el “)

Ademdas, para toda matriz A invertible, existen b, bs € R™ no idénticamente nulos tal que las desigual-

dades se alcanzan. v,

Demostracion De A(x + x5) = b+ bs, tenemos que x5 = A~ 1bs.
Entonces [la5]| < [|4~][}b5]
Por otra parte, [[b] < || A, entonces 1/z]| < [|A]|/[b].
Juntando ambas desigualdades tenemos la que queremos.

Por otra parte, por definicion de norma inducida, existe z tal que ||Az| = ||Al|||z||. Definimos b = Ax
para este z.
De nuevo por definicién de norma inducida, existe bs tal que ||A~1bs| = ||A~Y|[|bs]|.

Para los sistemas lineales Ax = by A(x + x5) = b + by, tenemos que x5 = A~ 'bs, luego ||lzs| =
1A= ]| y Al = [1l] y de ah se sigue la igualdad.

O
Teorema 1.4 (ver [, p. 62])
Sean b, bs € R"™ no identicamente nulos, A, As € M, tales que Ay A + As son matrices invertibles y
denotemos 'y x + x5 a las soluciones respectivas de
Az =, (A+A5)(x+:c5):b+b5.

Entonces se verifica

sl cond(4) <||b5|| N ||A5||)

[z — 1 —cond(A)|lAs|l/II Al \ lloll (Al 0

10



1.3 Factorizacion de matrices

1.3 Factorizacion de matrices

El objetivo es resolver el sistema de ecuaciones lineales
Ax = b,
donde A € M,,(K), b € K" son conocidos.

1.3.1 Orden de una sucesion

Decimos que una sucesion {x,} es del orden menor o igual que otra sucesién {y, } si existen constantes

C, N tales que |z,,| < Cly,| paran > N y lo denotamos

{m} =0 ({n})  ({an} € O({m})).
Decimos que dos sucesiones {x}, {yn} son del mismo orden, y lo denotamos {z,,} = © ({y,}) si
{zn} =O0{yn}), {yn} = O{zn}).

Decimos que el orden de {x,, } es estrictamente menor que el de {y,, } silim,, o =5 /yn = 0y lo denotamos

{zn} = o0({yn})

Ejemplo 1.3 Es facil comprobar que
{n},{100n}, {n + 1}, {n® + n} = O({n?}).

Sin embargo {n?} # O({n}). Es mds, si p es un polinomio de grado k, entonces

p(n) = 6(n").
# Ejercicio 1.4 Probar que si z,, = 2x,—1 + 1, 9 = 1, entonces
{an} =0(2").

#: Ejercicio 1.5 Probar que si z,, es el niimero de cifras en base 10 de n, entonces

{zn} = O(lnn).

1.3.2 Sistemas faciles de resolver

Consideremos que tenemos el sistema de ecuaciones lineales
Ax = Db,
donde A € M,,(K), b € K" son conocidos.
Para ciertas matrices A el sistema es facil de resolver:
I. A diagonal. El nimero de operaciones estd en O(n).

A triangular superior. Por sustitucién regresiva. El nimero de operaciones estd en O(n?).

Rl

A triangular inferior. Por sustitucién progresiva. El niimero de operaciones estd en O(n?).

>

A ortogonal o unitaria. Multiplicando por su traspuesta o traspuesta conjugada. El niimero de operaciones
estd en O(n?).
1.3.3 Factorizacion de matrices

Supongamos que la matriz A factoriza como producto de varias matrices
A =M;M,... My,

de modo que las matrices M; se correspondan con matrices de sistemas “faciles de resolver”.
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1.3 Factorizacion de matrices

Entonces, podemos resolver el sistema recursivamente:

Miy1 = b,May2 =y1,... Mkyk = yk—1,

y tendremos que la solucién es x = yy.

Por ejemplo, si A = M7 My, basta resolver M3y = by Max =y.
£ Ejercicio 1.6
Resolver el sistema Az = b, conb = (1,1,0) y
2 -1 V2
A=|-1 2 0 |,
0o 0 2
sabiendo que su factorizacién de Schur es A = URU* con
V2/2 V2/2 0
U=|-v2/2 vV2/2 0|, R=
0 0 1

o O W
o = O
[ NGRS

1.3.4 Factorizacion LU

Decimos que una matriz invertible A admite una factorizacion LU si se puede escribir en la forma:
A=LU
donde
o L es una matriz triangular inferior ([;; = 0 si7 < j).
o U es una matriz triangular superior (u;; = 0sii > j).
Si conocemos una factorizaciéon LU de una matriz A, A = LU, podemos resolver el sistema Ax = b con
el siguiente procedimiento:
o Resolvermos mediante sustitucion progresiva el sistema
Ly =b.
o Obtenemos la solucién x resolviendo por sustitucion regresiva el sistema

Ux=y.

También es qitil para calcular el determinante, inversas, etc.
Obtener una factorizacién LU de una matriz A es equivalente a resolver el sistema
A=LU
donde los elementos de L y U son las incégnitas.

2

Tenemos n? ecuaciones y n? + n incognitas.

Debemos fijar n condiciones. Algunas posibilidades:

o Factorizacién de Doolittle, si la diagonal de L estd formada por unos.
o Factorizacion de Crout, si la diagonal de U est4 formada por unos.
Por omisién, se considerard que la factorizaciéon LU es la de Doolittle.



1.3 Factorizacion de matrices

Si los n menores principales de la matriz A € M, son no singulares, entonces la matriz A admite una
factorizacion LU. Reciprocamente, todos los menores principales de una matriz de la forma LU son no

singulares siempre que L'y U sean (triangulares e) invertibles.

Supongamos que A = LU. Particionando adecuadamente las tres matrices, tenemos
Apq a1 o Ly ot Un—1 un! N Ly 1Up1 Lnflun_1
ap—1 Gnn ln—l lnn On—l Unn ln—lUn—l ln—lun_1 + lnnunn
por lo que A,,_; es no singular.
Veamos que si todos los menores son no singulares entonces A admite una factorizacién de Doolittle.
Por induccién, el menor principal de orden n — 1 admite una factorizacién A,_1 = L, 1U,_1, donde
L1y U,—_1 son no singulares.
Ahora planteamos el sistema de ecuaciones L,,—1(u1p ... Un—1,) = (@1y ... An-1x), que es resoluble
porque L,,_1 es no singular.
Lo mismo para (In1 ... lnn—1)Un—1 = (an1...0nn-1).

Por dltimo a,, ,, = 22;11 ln,stsn + lyntny, y de ahi despejamos u,, ,, (tomamos I, , = 1). O

1.3.5 Factorizacion LU con pivoteo

Dada o € S,,, denominamos matriz de permutaciones asociada a ¢ a la matriz

€o(1)
P =

€o(n)

Para toda matriz A € M,,, PA permuta por o las filas de A.

Sea P una matriz de permutaciones. Entonces en cada fila y en cada columna de P hay un tinico 1 y el

resto de posiciones contienen ceros. Ademds, det(P) = sig(o) y

PP'=P'P=1

Basta escribir P como producto de matrices correspondientes a trasposiciones de filas. Su

inversa es ella misma y al trasponer intercambiamos los productos. U

Definicion 1.1

Decimos que A € M, admite una factorizacion LU con pivoteo si existen

1. una matriz de permutacion P,
2. una matriz triangular inferior L = (l;;)1<ij<n, conlyy =1, 1 <i<ny|l;;| <11 <45 <n,
3. una matriz triangular superior U invertible

tales que PA = LU.

Si A admite una factorizacién LU con pivoteo entonces A factoriza como A = P!LU.

Vamos a probar que siempre que la matriz sea invertible, existe dicha factorizacion.

Toda matriz A € M, invertible admite una factorizacion LU con pivoteo.



1.3 Factorizacion de matrices

Decimos que Py, L, U son una factorizacion LU con pivoteo de A hasta el paso k si PLA = LUy y
1. P es una matriz de permutaciones.
2. Lj es una matriz triangular inferior tal que Lj = (lgﬂ)), l(k) =1,1<i<n, |l | <1L,1<i,j<n,y
lg-f) =0parai > k,i # j.
3. Uy, es “triangular superior hasta la fila £” tal que Uy, = (ugf))1<l7j<n y u( ) = 0si j<i<k.
Sea k el mayor valor para el que tenemos la factorizacion anterior. Veamos que k = n. Supongamos que
k <mn.
En primer lugar, si u?k = 0 para todo j > k, es fécil probar que det(Uy) = 0 y llegamos a contradiccion.
Sea [ tal que ]ul(,lz)| = max{ ]uy,? : j > k}. Entonces, si Py; es la matriz que permuta las filas k y [, tenemos
que
Ppy P A = (P Ly Prt) (PraUy,).

Si denotamos
Pyy1 = PPy, Ly = (PuLpPy), Ug= (PuUy)

entonces Py 1A = LU, y Prii1, Ly, Uy, es una factorizacién LU de PF™1A hasta el paso k, pero ahora
k| = méx{|a§?k| : j > k}. Entonces, por la factorizacién LU usual, existen matrices L1 y Ug1, tales que

si Py11 = Py Py, se verifica que P11 A = Ly, 1Ug1 con las propiedades buscadas, luego k = n.

1.3.5.1 Algoritmo para obtener la factorizacion LU con pivoteo

Sea A € M,,. Definimos las matrices P(*) = (p'ff))7L(k) = (l(],c)), Uk = (u(k)), k=0,1,...,n—1,

determinadas de la siguiente manera:

PO =0 =14 U= 4.

Paracadak =1,...,n—1
1. Seat = (k,s), s > k de modo que |ui;1| < |u§;1 .
2. Definimos P*) como la matriz obtenida de P(:—1) permutando las filas k y s.
3. Definimos L) = (Zl(f)) como la matriz obtenida de L(*~1) permutando las filas k y s, excepto los
elementos de la diagonal
4. Definimos l(k /u ,j=k+1,...,ny lg.g) = Zl(f) para el resto.

5. Definimos
® _ o0 g (k)
w;; = _ﬂzk)ukﬂ’ k+1<i<n, k<j<n.
kk

(k) _ ~(F)

y u;;° = u;;” para el resto.
La factorizacién buscada esP=pPn1) [ =1 y=yh-1,
Ejemplo 1.4



1.3 Factorizacion de matrices

Tomemos la matriz:

-1 -1
1 1
1 2

-2 1
1 2
1

-1 -1

-2 1

1 2
0 1
9 9
23 14
18 9
41 4
18 9

12
_a 4
18 9
_23 _ 14
18 9
00 1
9 9
12
_4 4
18 9

7

0 -x

0 0

5 -1 -1 1
A— -2 1 1 2
8 1 2 3
5 -2 1 4
Tomamos para el primer paso las matrices:
10 00 10 00 5
p_ 01 00 L= 01 00 U= -2
0 010 0 010 18
0 001 0 001 5
Permutamos lafilaly3de UydeP
0 010 10 00 18
p_ 01 00 L= 01 00 U= -2
10 00 0 010 5
0 001 0 001 5
Ahora hacemos cero debajo de la diagonal y guardamos los multiplicadores en L
0010 1 000 18
P:0100’L:—§100 _|o
1 0 00 5 0 10 0
0001 Z 001 0
Permutamos las filas 2 y 4 de U y de P y las de L pero omitiendo la diagonal.
0010 1 000 18
p_ |00 0 1} L 100 _|o
100 O0f’ 2 010 0
0100 -5 001 0
Finalmente, hacemos cero debajo de la diagonal (P permanece inalterado)
0 010 1 0 0 O 18
P:0001’L:1—}2{%00’U 0
10 00 T o 1 0 0
0100 -5 -2 -2 0
£ Ejercicio 1.7
Obtener la factorizacién LU con pivote de
1/2 5 0
A=]11 6 -6
1/3 5 0

1.3.6 Factorizacion de Cholesky

N N

=~ = NN W

N— 7 N~

ol ol wolN o

wlN o= ol w

Sea A € M, (R). Decimos que A admite una factorizacion LU de Cholesky si existe una matriz real

triangular inferior L tal que los elementos de su diagonal son positivos y

A=LL".



1.3 Factorizacion de matrices

Una matriz A real es simétrica y definida positiva si y solo si admite una factorizacion LU de Choleski.

Supongamos que A es simétrica y definida positiva. En particular, los menores principales han
de ser no nulos. Por lo que admite una factorizacién LU.

Por ser simétrica, veamos que admite una factorizacién LD L:
LU =A=A'"=(LU) =U'L!
Como L es invertible, U = L 1UL!. Luego U(L!)~! = L~1U?, pero entonces ha de ser triangular inferior y
superior, luego es diagonal. Sea
D=U(LH ' =L7Ut
Es mas, U = DL!, luego A = LDL.
Como A es definida positiva, tenemos que D también ha de serlo (escribir D = L~'A(L~!)! y aplicar

def. pos de A a e;,) Entonces podemos definir D'/2y I, = LD'/?. Tenemos A = L(L)*
Reciprocamente, si A = LL!, entonces,

v'Av = o' LL'v = ||v'L|3.

O
Ejemplo 1.5
Consideremos la matriz:
4 2 =2
A=|2 2 4
-2 —4 11
Como es simétrica, calculamos su factorizacion:
2 0 0 2 1 -1
L=(1 1 of,L'=]0 1 -3
-1 -3 1 00 1

(Luego es definida positiva.)



Tema 1 Ejercicios

= Tema 1 Ejercicios

1. Encontrar ejemplos de matrices A tales que
(a). A no sea normal.
(b). A sea normal pero no unitaria.
(c). A sea unitaria pero no hermitica.
2. &2® Demostrar que el producto de dos matrices triangulares superiores es una matriz triangular superior.
Demostrar que si A es una matriz triangular superior e invertible, entonces su inversa es triangular
superior.

3. 2* Sea A una matriz subdividida en bloques de la forma

B C
A= ,
0 I
donde los bloques son de n x n. Demuestre que si B — I es no singular, entonces para k > 1,

A Bt (B¥~I1)(B-1)"'C
S\ 0 I ’

4. Calcular la norma uno, infinito y euclidea de las siguientes matrices:

Lo o 1 1 1 1 01
A:( > B:( ) C=|-11 -1], D=[-11 0

0 2 0 2
-1 0 -1 -1 0 0

5. Calcular la norma dos de la siguiente matriz. Calcular los valores « € [0, 27] para los que la norma uno
s cos(a) sin(a)
—sin(a) cos(a) /)

-(23)

(a). Representar en una grafica la imagen de la bola unidad (con la norma euclidea) por la aplicacion

e infinito sea maxima.

6. &l Consideremos la matriz

lineal dada por la matriz. En la misma grafica, representar la imagen de los vectores (1,0) y (0, 1).
(b). En la gréfica anterior, representar la imagen de los autovectores de A* A. Utilizar la orden arrow.

(c). Anadir a la gréfica la circunferencia de centro el origen y radio 1/ p(A*A).

(1 2) e=(21)

Calcular sus autovalores y tratar de deducir como serd la imagen de la bola unidad. Repetir el proceso

(d). Considerar las matrices

anterior con estas matrices.
7. 2* Demostrar que la norma matricial (norma de Frobenius)
1/2
2
1Al =1{ D layl , (A=A{ay} € My),
1<i,j<n
no estd inducida por ninguna norma vectorial, pero es compatible con la norma vectorial euclidea (utilizar

la desigualdad de Cauchy-Schwarz).



Tema 1 Ejercicios

10.

11.
12.

15.

16.

17.

. 2* Demostrar que la norma matricial

1Al = > lagl, (A={ay} € My),

1<i,j<n
no estd inducida por ninguna norma vectorial, pero es compatible con la norma vectorial || - ||1.
Demostrar que || A|| = maxi<; j<n |a;j| no es una norma matricial.
2* Sea A € M,,. Se verifica
(a). Si|| - || es una norma matricial inducida tal que || A|| < 1, entonces la matriz I + A es invertible y

se tiene que
1

< T+ A7 < T Al

1
L+ (4]
(b). Siunamatriz de la forma I + A es singular, entonces necesariamente || A|| > 1 para cualquier norma
matricial (inducida o no).
2* Sea A una matriz hermitica tal que Ay > 0, 1 < k < n. Entonces A es definida positiva.
2* Sea A € M,, una matriz real, simétrica y definida positiva. Entonces
(a). a;; > 0paratodo1 <7 < n.

(b). méxlgingn aij = méxlgign (778

. &l Consideremos las matrices

Ale,lez,
-1 2 -2 2

(a). Calcular la imagen de la bola unidad con norma euclidea por las aplicaciones lineales definidas por
dichas matrices.
(b). Calcular la norma 2 de ambas matrices.

(c). Obtener las direcciones en las que la imagen de la bola unidad alcanza el maximo y el minimo.

. 2* Demostrar que para cualquier matriz no singular A y cualquier norma matricial || - ||,

1
1A]]
2* Demostrar que el producto de matrices ortogonales es una matriz ortogonal y que el determinante de

1l =1, A~

una matriz ortogonal vale £1.
2* Sea {v1,...,v,} una base de vectores ortonormales de R™. Dado v € C, obtener en términos de

v1,...,Un ¥ 0, los coeficientes c; € R tales que
n

vV = E C; V5.
i=1

2* Demostrar (usando la norma euclidea matricial)
(a). pV/2 ((A* + B*)(A + B)) < pV/2(A*A) + p!/2(B*B).
(b). p((AB)*(AB)) < p(A*A)p(B*B).

. 2 Sea A € M,, invertible y || - || una norma matricial inducida. Probar

(a). cond(A) >1
(b). cond(A) = cond(A~1)
(c). cond(AA) = cond(A), paratodo A € K, \ # 0.

1 1/30 <31 32)
r=|==, == |-
1 1/31 30" 31

. &l Consideramos el sistema



Tema 1 Ejercicios

Supongamos que el término independiente se ha obtenido midiendo con un error en cada coordenada de

40,01. Acotar el error en las soluciones.

20. &b Sea
4 -1 0
-1 4 0 0
A=
1 0 5 -1
—1 11 4

21.

22.

(a). Calcula las normas 1,2 e infinito de la matriz A.

(b). Calcula un vector unitario con la norma 1, u, tal que || Alj1 = || A||1]|u||1.

(c). Idem para las normas 2 e oo.

(d). Calcular los autovectores unitarios (usar la orden de sage eigenvectors_right) con la norma euclidea
de A'A. Calcular su imagen por A. Comprobar que tanto los autovectores como sus imagenes son
ortogonales, es decir, forman una base. Calcular min,,,— || Au||2. Repetir el proceso cambiando
A por A~ ;Qué relacion hay entre la 1/[| A~ |o y miny,,—1 [|Aul|2?

(e). Calcular min,,— [[Aulf2.

(f). Idem para la norma infinito.

Ll La matriz de Hilbert de n x n estd definida como

1
i+ =1/ 0

Son matrices tipicamente mal condicionadas.
(a). Calcula los nimeros de condicién de la matriz de Hilbert de dimensién 5 con la norma 1 y con la
norma infinito.
(b). Crea varias matrices aleatorias de dimension 4. Calcula su determinante y su nimero de condicién
(con tu norma preferida). ; Qué relacién hay?

(c). Crea muchas matrices aleatorias de dimensién 4 y representa en una grafica el determinante y el

Loy
1oy )T

con b un vector unitario con la norma 2. Suponemos que tenemos un pequefio error en el término

numero de condicion.

&l Consideramos el sistema

independiente, es decir, en lugar de b, tenemos b + b y sabemos que ||b|2/||b||2 < 1.

(a). Calcular el nimero de condicién de la matriz del sistema con la norma euclidea.

(b). Acotar el error relativo de las soluciones.

(c). Encontrar b de norma 1y b en las condiciones anteriores para que el error sea maximo.

(d). Idem para minimo.

. Demostrar que si p es un polinomio de grado d, entonces p(n) € O(n?).
24.
25.

Probar que nlnn & O(n) y que n? € O(nlnn).

Sea

3

f(n) = Zi(i—l—?)).

=1

Demostrar (sin calcular el sumatorio) que f(n) € O(n3).



Tema 1 Ejercicios

26. Sea

Demostrar que f(n) € O(n).
27. 2*Sea f(n) el n-ésimo término de la sucesién de Fibonacci. Demostrar que f(n) € O(n)y f(n) € O(2").
28. &® Al aplicar la factorizacién LU con pivote a una matriz diagonalmente dominante, ;siempre se elige
como pivote el elemento de la diagonal?

29. A partir de la eliminacién gaussiana, obtener la factorizacién LU de las siguientes matrices:

1 0 & 0
50 0O 1 3 1
A=10 -1 3 B =
3 -3 0 6
1 3 0
0 2 4 -6
30. A partir de la eliminacién gaussiana con pivote, obtener la factorizacion LU de las siguientes matrices:
1 0 L o
50 0 1 f?; 1
A=10 -1 3 B =
3 -3 0 6
1 3
0 2 4 -6
31. & Mediante factorizacién LU, obtener la inversa de las siguientes matrices
1 0 Lt o
50 0 1 g 1
A=1]10 -1 3 B =
3 -3 0 6
1 3
0 2 4 -6
32. Considerar la matriz
1 0 0
03 0 O
A=
094 0
5 0 8 10

(a). Determinar una matriz triangular inferior M con diagonal unitaria y una matriz triangular superior
Utalque MA=U.

(b). Determinar una matriz triangular inferior L con diagonal unitaria y una matriz triangular superior
U tal que A = LU. Mostrar que M L = I (es decir, L = M™1).

. &l Consideremos la matriz

(a). Obtener la factorizacién LU de la matriz A.

(b). Utilizar dicha factorizacion para obtener la inversa de A.

(c). Obtener la factorizacién LU de A*A. A partir de dicha factorizacién, obtener la factorizacién de la
forma LD L' y a partir de ella la factorizacién de Choleski.

34. Probar que la siguiente matriz no puede factorizarse como producto LU, donde L es una matriz triangular

20



Tema 1 Ejercicios

inferior y U es una matriz triangular superior.

A=

w =N
NN =N
e =

35. Factorizar la matriz

(a).
(b).

(c).

(d).

4 -1 -1 O
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0 -1 -1 4

Como LU donde L es triangular inferior con diagonal unitaria y U es triangular superior.

Usando la factorizacion anterior, factorizarla como L DU donde L es triangular inferior con diagonal
unitaria, D es diagonal y U es triangular superior con diagonal unitaria.

Usando la factorizaciéon anterior, factorizarla como LU donde L es triangular inferior y U es
triangular superior con diagonal unitaria.

Usando la factorizacién anterior, factorizarla como LL!, donde L es triangular inferior.

36. &l Consideremos la matriz:

(a).

(b).
(c).

(d).

1 2 1
A= 3 21
-2 —4 4

Obtener la factorizacion de Schur. ;Qué ocurre? Calcular los autovalores de la matriz A y discutir
porqué no factoriza en los reales como una matriz unitaria por una matriz triangular. Obtener la
factorizacion en los nimeros complejos en doble precision (CDF)

Resolver el sistem Az = b con b = (1,2, 3) usando la factorizacién anterior.

Consideremos ahora la aplicacion lineal dada por

1 2
A =
2 4
Calcular su factorizacion de Schur. Representar las columnas de la matriz U y también las de AU.
Obtener la factorizacién de Schur de cualquiera de las matrices anteriores ’paso a paso”, siguiendo la

demostracién vista en clase. Para calcular un autovector se puede usar la funcién eigenvectors_right

y para extender a una base ortonormal, se puede utilizar la funcién gram_schmidt de Sage.

21



Tema 2 Métodos iterativos para sistemas lineales

Los métodos directos que hemos estudiado tienen inconvenientes si se aplican a sistemas de ecuaciones
de grandes dimensiones, porque requieren muchas operaciones y son sensibles a errores de redondeo. Ademas,
son especialmente poco practicos cuando las matrices son dispersas, es decir, tienen muchos ceros. Veremos
que estos problemas se pueden resolver con los métodos iterativos.

Por otra parte, veremos métodos iterativos para el cdlculo de los autovalores y autovectores de una matriz.

2.1 Sucesiones de matrices

Una sucesién de matrices {4, },=12. ., A, € M, se dice que converge a la matriz A € M,, si para una
(cualquier) norma matricial
lim [|4, — A|| =0.
r—00

Proposicion 2.1

Sea A € M,,. Entonces se verifica

1. p(A) < ||A|| para toda norma matricial.

2. Para todo € > 0, existe una norma matricial inducida || - || tal que

IA]l < p(A) + €.

1) Sea \g el autovalor que da el radio espectral y sea v un autovalor asociado no nulo.
Sea u un vector tal que vu’ # 0. Entonces
Polllvu’|| = [[Aovu'|| = [|Aval|| < | All[lu’]],

luego p(A) = |Xo| < [|A]
2) Dada A, por el Teorema de Schur, existe U (invertible) tal que U ' AU es triangular superior.

Noétese que los elementos de la diagonal de U ! AU son los autovalores de A. Es decir

A big ... bin
pou-tav=|® 2 |

B ’ bn—l,n

0o ... 0 An

Dado € > 0 tomamos § > Otalqueparal < ¢ <n —1,

D17 byl = 10] > 187 byl < e

j=it1 j=it1
Construimos la matriz Ds = diag(1, 6,62, ...,6" 1)
Entonces
A1 O0bia ... 5n—1b1n

0 X
C=(UDs)'AUDs) = | 7
5bn71,n

o ... 0 An



2.1 Sucesiones de matrices

Luego la aplicacion
I lr: My =R, ||B||g == [[(UDs) ™" B(UDs)| |

es una norma matricial (inducida por ||v|| := ||(UDs) 'v||) que verifica
n

— _1. . — — 2 ..
41 = NUDs)™ - A+ WDl = e = a3 sl
]:

Es decir,

n
Al = mds ([N + D |67 uyl | < e+ méx A = e+ p(A).
- Jj=i+1

Sea A € M,,. Son equivalentes:
1. limp_o0 AF =0
2. limy_so0 A*¥v = 0, para todo v € C™.
3. p(A) < 1.

4. Existe una norma matricial (inducida) tal que | Al| < 1. 0

Demostracion

1 =2 Sea]| - ||, una norma vectorial y | - ||as la norma matricial inducida. Entonces || A*v||, < [|A*|az]v]|o.
Luego limy o | 4¥0lly < g o0 [|45]at 0]l = 0.

2 = 3 Supongamos que p(A) > 1 entonces existe un autovalor A tal que [A| > 1
Sea v un autovector no nulo asociado A¥v = \Fv
Luego || A*v||, = [A[¥|Jv]| > ||v||, en contradiccién con que la sucesién converge a cero

3 = 4 Supongamos ||A|| > 1 para toda norma matricial
Existe una norma matricial inducida tal que || A|| < p(A) + €.
Luego 1 < ||A]| < p(A) + €. Tomando limite, p(A4) > 1.

4 = 1 Supongamos que existe una norma tal que || A|| < 1. Para dicha norma || A*|| < || A||* — 0.

Teorema 2.2

Sea A € My, y || - || una norma matricial. Entonces

ltm || 4% [1/* = p(4).
k—o0

Demostracion
Por una parte, p(A) < ||A||. Ademds, si \ es autovalor de A, entonces \* autovalor de A
Luego, para todo k, p(A)* = p(A*) < || A¥||. Por tanto
p(A) < || AF|ME
Por otra parte, para cada € > 0 consideramos la matriz

1
A= ———
p(A) + €

Entonces p(A.) < 1. Por el Teorema anterior, A’j — 0. Por definicién de convergencia, existe K > 0 tal que
| A¥|| < 1 para todo k > K..
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Luego para todo k > K.
1

((4) T
De donde ||A¥|| < (p(A) + €)¥. Luego para todo k > K,
IAF|VE < p(A) + e

1Ag] = A < 1.

Tomando limite en k, tenemos que
lim [|AF||'/* < p(A) 4+ €, paratodo e > 0.
k—oo

Luego
lim [|A¥| Y% = p(A).
k—o0

Finalmente, recordemos el Teorema del punto fijo de Banach que necesitaremos posteriormente.

SeaT: K" — K" una aplicacion contractiva (es decir, existe K < 1 tal que |T(y)—T (z)|| < K|jly—z||
para todo z,y € K™). Entonces existe un uinico punto fijo de T, z € K".
Es mas, para cualquier xo € K", sea {x\} la sucesion definida por

Tpr1 = T(xg), n>0.

Entonces se verifica

lim xp = z.
k—o0

2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Los métodos directos que hemos estudiado tienen inconvenientes si se aplican a sistemas de ecuaciones de

grandes dimensiones, porque requieren muchas operaciones y son sensibles a errores de redondeo.

Los métodos iterativos estdn especialmente indicados en la resolucion de este tipo de sistemas, o en aquellos

en las que las matrices son dispersas (poseen muchos ceros).

Consisten en definir una sucesién de puntos xg, X1, ...que converjan a la sucesién del sistema. Para

aplicarlo, escribiremos A = M — N. Entonces
Ax=be (M-N)x=be Mx=Nx+b

Eligiendo una matriz M que sea facil de resolver, podemos aplicar el método del punto fijo partiendo de un

vector xg y calculando los siguientes vectores de modo recursivo resolviendo el sistema
Mz = Nz + b.
Esto es equivalente a x;11 = G(x), donde
G(z) = M YNz +b).
Como

IG(y) = G(z)|| < |[M'N|||ly — z|| paratodoz,y € K",

si |[M~1N|| < 1, entonces la funcién G es contractiva.
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

Sean A, M, N € M,, tales que M es invertible y A = M — N. Dado xy € K", definimos la sucesion
Tpr1 = G(zy), donde G(x) = M~ (Nz +b).
Una condicion necesaria y suficiente para que la sucesion anterior converja para todo valor inicial (a
un punto fijo de G) es

p(M™IN) < 1.

En primer lugar, si p(M~!N) < 1, entonces existe una norma matricial inducida tal que
|[M~IN| < 1. Asi que G es contractiva y la sucesién converge al tnico punto fijo de G.

Reciprocamente, si la sucesion del punto fijo converge a x para cualquier punto inicial xy, como
Tppr — =M IN(zp +b) — M 'N(z +b) = M N(xy, — z),

entonces
0= lim 2, —x = lim (M_lN)k (xg — x).

n—o0 n—o0

Noétese que 2o — x es cualquier punto de K™. Luego p(M~'N) < 1.

2.2.1 Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

El método de iteracion de Jacobi consiste en definir M como una matriz diagonal con la misma diagonal
que Ay
N=M-A

Asi, la sucesion se construye partiendo de un valor inicial xg y definiendo

Mxy; 41 =Nxp+b, k>0

Nétese que en este caso, M ~! es una matriz diagonal tal que el i-ésimo elemento de su diagonal es a;; 1

1 <1< n.

El método de iteracion de Gauss-Seidel se obtiene al tomar A como una matriz triangular inferior cuyos
elementos no nulos coinciden con los de A, es decir, si A = (a;j) y M = (my;), entonces m;j = a;; sii > jy
mG; = Osiz <j.

Lamatriz N = (n;;) = M — A verifican;; = —a;;sii < jymn;; =0sii > j.

La sucesion se construye partiendo de un valor inicial xg y definiendo

MXk+1 :NXk+b, k > 0

Ejemplo 2.1
Ejemplo 4: Dado el sistema de ecuaciones
20 —y = 9 2 -1 0
r+6y—2z = 15,conA=|1 6 -2
dr —3y+8z = 1 4 -3 8
tenemos:
2 00 0 O 0 -1 0
D=]0 6 0], L= 0], U=1]0 0 -2
0 0 8 4 -3 0 0 0 O

Partimos de un valor inicial
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

xp = (0,0,0)

El método de Jacobi consiste en definir

ka+1 = —(L + U)Xk + b, k >0

2 00 Tkl 0 -1 0 Tk 9
0 6 0 yer1 | =—11 0 =2 ye | + 115
0 0 8 Zk+1 4 -3 O 2k 1
Por tanto,
2041 = Y +9
6yprr1 = —op+22,+15
82ky1 = —Adxrp+3yr+1
21 = yYyo+9=9
Partiendo de xg = (0,0,0), 6y; = —z9+22z0+15=15
821 = —dzo+3y+1=1
Ejemplo 2.2 Para el método de Jacobi, tenemos:
e x0 = (0,0,0)
o x1 = (4,5,2,5,0,125)
o x2 = (5,75,1,7916667, —1,1875)
o x3 = (5,3958333, 1,14583333, —2,078125)
o x4 = (5,07291667,0,90798611, —2,14322917)

Notese que, en este caso, el sistema es resoluble, y la solucién real es (5,1, —2), hacia la cual converge la
sucesion creada por el método.
Ejemplo 2.3

El método de Gauss-Seidel consiste en definir

MD+L)x,,;, =-Uxx +b, k>0

2 0 0 Tht1 0 -1 0 Tk 9
6 0 Y1 | =—10 0 =2 ye | + 115
4 -3 8 Zk+1 0 0 0 2k 1
Por tanto,
2xp 41 = yt9
Tg+1 + 6Yg+1 = 2z +15
drpir — 3Ypt1 +82p41 = 1
21 = yo+9
Partiendo de xg = (0,0,0), 6y; = —x1+22 +15
821 = —4x1+3y1+1
Para el método de Gauss-Seidel, tenemos:
e x0 = (0,0,0)
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2.2 Métodos iterativos para resolucion de sistemas

o x1 = (4,5,1,75, —1,46875)
x3 = (5,375,1,11458333, —2,14453125)

o x3 = (5,05729167, 0,94227430, —2,05029297)
x4 = (4,97113715,0,98804615, —1,99005127)

2.2.1.1 Convergencia de los métodos iterativos

Dado el sistema Ax = b, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces existe una tinica solucion
del sistema y los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel producen una sucesion de vectores que

converge a dicha solucion.

Para el método de Jacobi, basta calcular la norma infinito de M ~'N. Como A es estrictamente
diagonal dominante, se obtiene que ||[M ~!N||o, < 1. Luego es contractiva.
Para el método de Gauss-Seidel, vamos a probar que todos los autovalores de M ~!' N tienen médulo menor
que 1.
Seav = (v1, ..., v,) un autovector de M~ N de norma infinito 1 y autovalor .

M™'Nv =X, ie. Nv=AMuv.
Sea 7 tal que v; = 1 (si es necesario, cambiamos de signo el autovector). Entonces
n %
— Z aijvj == )\Zaijvj.
j=i+1 Jj=1
Luego

- Z?:i—i—l @ijVj Z?:i-l—l |ai;]

W=‘

) i—1
Ej:l ijVj |agi| — Zj:l |ai;]
O

2.2.2 Ciriterio de parada

Consideremos un método iterativo de la forma

Mzt = Nz 4,

donde z(©) es el punto inicial escogido, B = M !N la matriz del método y b un vector constante.

Denotemos 0y, = ||z*) — 2(*=V||. Si g41 = ||# — 21|, entonces una estimacién para dicho valor es

2
hal A kg1
+ ~ T L .
Ok — Oky1

Vamos a justificar dicho critero. Si x es la solucién, entonces x = M *1(N x + b) y tenemos
eer1 = |z —2® | = | M (N2 +b) = M~ (Na® 4 b)|| = ||Bx — B2W|| < || B|[|lz — 2W|| = || Bllex.
Por la desigualdad triangular,
ex1 = |lz — 2"V < | B||lz — 2P| < ||B]| (Hw — oD 4 |+ — w“”H) = || Bl|(ek+1 + Ok+1)-

Despejando (més nos vale que || B|| < 1), obtenemos

Ek+1 < HLH%H-
— 1B
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2.3 Meétodos iterativos para el calculo de autovalores y autovectores

Por otra parte, podemos estimar || B|| del siguiente modo:
01 = 2™ — 2@ = ||B® — Ba"| < || B3,
De aqui,

Bl = dk+1/0k-

Tomando la estimacion || B|| & dj1/d% y sustituyendo en la desigualdad anterior, tenemos el resultado buscado.

2.3 Meétodos iterativos para el calculo de autovalores y autovectores

Sea A € M,, una matriz. Recordemos que sus autovalores pueden ser calculados como las raices del
polinomio
p(A\) = det(A — AI),

y, dado un autovalor A\, podemos calcular su autovector asociado como la solucién del sistema lineal homogéneo
(singular)
(A= M)z =0.

Sin embargo estos problemas (en especial el primero) estdn mal condicionados. Por ello, estudiaremos métodos

para determinar directamente los autovalores.

Teorema 2.6 (Teorema de Gershgorin)

Sea A € M, (C). La union de todos los discos

n
Ki={p€C:|u—au| <) laul}
=

contiene todos los autovalores de la matriz A = (a;j)1<i j<n-

Demostracion Sea A un autovalor y v un autovector asociado. Entonces
Av = .

En particular Av; = 377, a;;v;.

Sea i la coordenada donde se alcanza ||v||. Podemos suponer que v; = 1y |vj| < 1 para todo j # i.

Entonces
n n
A = aa| = [(A = ai)vi = | agogl < layl.

j=1 j=1

J#i J#i
Es decir, A € K;. [l

Corolario 2.1
Si la union M7 = U;-”ZlKij de m discos Kij 7 =1,....,mylaunion M, de los discos restantes son

disjuntas, entonces M contiene exactamente m autovalores de A.

Q©

Demostracion (Necesita variable compleja)

Mediante permutaciones de filas y columnas, podemos asumir que los indices de M son 1,...,m.

Sea D la matriz diagonal con la misma diagonal que Ay B = A — D. Consideremos A; = D + tB.
Los autovalores de A; son funciones continuas respecto de ¢, ya que son los ceros del polinomio caracteristico

(vélido unicamente si son simples, si no, hay que hacer una construccién un poco més delicada). Aplicando
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2.3 Meétodos iterativos para el calculo de autovalores y autovectores

el Teorema de Gershgorin a la matriz A;, se obtiene que, para ¢ = 0, los primeros m autovalores pertenecen
a M. Como para todo ¢ en un camino que una 0 y 1 y evite los autovalores mdltiples, los autovalores \;(t),
1 <4 < 'm, pertenecen a la unién de My y My y \;(t), 1 < i < m, es un conexo, tenemos que \;(t) € Mj.

]

2.3.1 Métodos para calcular un autovalor. Método de la potencia.

Sea A € M,, y supongamos que sus autovalores, A1, ..., A, verifican
IA1] > A2l > ... > |\
y que existen n autovectores linealmente independientes, w1, uo, . . ., u, (tal que Au; = A;u;).

Sea xp = ajuy + ...+ apuy, con ay y consideremos la sucesién {xy } definida por

Tl = A:Ek—l =...= Akfl,‘o.

A\ An\”
T = )\]f aijuy + <)\1> asguo + ...+ <n> QpUn,

Es decir, para k suficientemente grande, se verifica

Entonces

Thol & ATk
El método de la potencia se basa en aproximar el valor de A1, aplicando a ambos términos una funcién lineal
¢: K" — K, por ejemplo:
1. Método de Rayleigh

L

$Z$k+1
A~ —
TLTk
2. Método del valor maximo. Sea j la posicién de la mayor coordenada en médulo de zj, entonces

3
€5 Th+1
A\ o

Q

e’]*-:nk
El método de la potencia también permite calcular un vector propio asociado a A;. Conocido A1, se verifica
que

, Tk
lim Tk = Xjuy
k—o0 )\1

Si el autovalor de médulo méximo no es tnico, existen modificaciones del método que permiten estimarlo.
En particular, si A; es un autovalor mdltiple (y verifica que su médulo es estrictamente mayor que el del resto
de autovalores), entonces el método de la potencia también estima ;.

El método de la potencia inversa permite calcular el autovalor de médulo minimo. Sea A € M, invertible
y diagonalizable, con autovalores Ay, ..., A, tal que

|/\1’ > |A2’ > > ’)\n‘ (> 0).
Entonces los autovalores de A~! son A\[*, ..., A\, y verifican
TSI <<

Por tanto, podemos aproximar A\, ' mediante el método de la potencia, aplicado a la matriz A~*

El método de la potencia desplazada permite mejorar la convergencia del método de la potencia y poder
aplicarlo en el caso de autovalores distintos con el mismo médulo. Consideremos la matriz A — p/, donde p se

denomina desplazamiento. Si A es un autovalor de A, entonces A — p es un autovalor de A — p/. De este modo,
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2.3 Meétodos iterativos para el calculo de autovalores y autovectores

si dos autovalores tienen el mismo médulo, podemos tomar un desplazamiento para que en la matriz desplazada

no tengan el mismo médulo y poder aplicar el método de la potencia.
Una variante del método anterior permite obtener el autovalor més préximo a un nimero complejo p dado.
Sean A1, ..., \, los autovalores de A — ;1 y supongamos que
M| > A2] > ... > M| > 0.
Entonces los autovalores de (A — )~ son A7Y,..., A1y verifican
TSI << AL

Por tanto, podemos aproximar (\,, — 1) ~! mediante el método de la potencia, aplicado a la matriz (A — pI) 1.

2.3.2 Métodos basados en transformaciones matriciales

Los métodos anteriores permiten estimar los autovalores de uno en uno. Existen métodos basados en trans-
formaciones matriciales que permiten aproximar todos los autovalores a la vez. En este apartado estudiaremos

uno de ellos.

2.3.2.1 Método QR de Francis-Kublanovskaya

El Método QR de Francis-Kublanovskaya es un método iterativo que, bajo ciertas condiciones permite
obtener todos los autovalores de una matriz.
Dada una matriz A € M,,(C), supondremos que podemos factorizarla como
A=(QR,
donde () es una matriz unitaria (Q*@Q) = I) y R es una matriz triangular superior. Esta factorizacion se denomina

factorizacion QR.
Sea A; = Ay @1, Ry una factorizacion QR de A;. Definimos la matriz

Ay = R1Q1 = QjA1Q1 = Q7' 41Q1.
En particular A; y A, tienen los mismos autovalores. El método QR de Francis-Kublanovskaya consiste en ir

calculando recursivamente
Ap = Rp1Qg—1,
donde Qx_1Rp_1 = Ag_1, Ri_1 es triangular superior y (J;_1 €s unitaria.
1
Sea A € M,,(C) tal que sus autovalores \;, 1 < i < n verifican

IA1] > [A2] > ... > | Al

Entonces
)\1 ci12 ... Cln
0 X
lim A = 2
k—oco
Cn—1n
0 0 An
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Es mas,
k
Ai .
(Ap)iio1 = O ‘A_ 1) i=2.m
.
Si ademas A es simétrica, entonces c;; = 0,1 <1 # j <n. ©
2.3.2.2 Factorizacion QR Householder
Dado un vector v unitario (con norma euclidea) de R", la reflexiéon de Householder es la matriz
P=1—- 2w
Proposicién 2.2
La reflexion de Householder es una matriz simétrica y ortogonal. Ademas
1. PP =1,
2. ||Pc|l2 = ||¢||2 para todo ¢ € R™.
3. Geométricamente, se corresponde con una reflexion respecto al hiperplano ortogonal a v. o

Demostracion  Es facil comprobar que P es simétrica y ortogonal. En particular PP = Id, ||P|ls = 1y la

imagen por P de un vector c es otro vector con la misma norma (euclidea), ya que
| Pc||3 = (Pc)'Pc = ' P'Pc = c'c = ||c||3.
Por otra parte, si w = v(v'c), w es la proyeccién de ¢ en v. Entonces ¢ — w es un vector ortogonal a v, es
decir, un vector del hiperplano ortogonal y
Pc=c—2ulc=c— 2w

es el simétrico de c respecto a ese hiperplano. U

La reflexién de Householder permite transformar un vector en otro en la direccion de uno de los ejes.

Proposicion 2.3

Dado ¢ € R", existe una reflexion tal que Pc = £||c||e;.

a
Demostracion Basta tomar
U
v=—, u=c=t|c|e.
[[wll
Entonces ;
2
Pc:c—2vvtc:c—uL§
[[ull
Ahora bien, como
2utc 2 (el = eller)
[ull2 2[e]|? £ 2¢1]|c]] ’
tenemos que
2 t
Pc=c—2w'lc=c— uﬁ =c— (ct|cller) = Flcllex
u
O

Algoritmo de factorizacion.
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Sea A € M,, y sean c la primera columna. Definimos la matriz

QW =1 —2v0t, w u=c=|cle;.

_u
|l
Entonces Q1) es una matriz unitaria tal que la primera columna de R = QM A tiene ceros debajo de la
diagonal.

(k=1) formada por las dltimas n — k + 1

Definimos Q*), R(*) por recursivamente. Sea R la submatriz de R
filas y columnas. Procediendo como antes, existe una reflexion de Householder Q tal que QR tiene ceros debajo

de la diagonal. Entonces definimos

QW — (Id 9), R®) — ) g1,
0 @

Finalmente Q = QWQ® ... Q" Dy R = Q"1 .. .Q® QW A producen la factorizacién Q R buscada.

Ejemplo 2.4 Obtener una factorizacién QR de

25 25
— 12 52
_3 3 _
5 5 9
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Tema 2 Ejercicios

6.

= Tema 2 Ejercicios -

. 2 Demostrar que para matrices de orden 2, el método de Jacobi converge si y sélo si el de Gauss-Seidel

converge.

. Aplicar tres pasos del método de Jacobi para aproximar la solucion de los siguientes sistemas (partiendo

de (0,0,0,0)). Calcular el error residual.

4x1 + 2290 =0 10z + 29 =1 r1+xz3=1

2x1 — dxo + 223 =3 10z + 23 =0 —2x9 —4dx3 =2
a) b) c)

4xs —2x4 =0 103 +2x4=1 203 —2x4 =3

r3—3x4 =0 1+ 10x4 =0 51 +4x4 =4

. Aplicar tres pasos del método de Gauss-Seidel para aproximar la solucién de los siguientes sistemas

(partiendo de (0,0,0,0)). Calcular el error residual.

drx1+ 2290 =0 (1()3:1—1—302:1 r1+xz3=1
2x1 — dxo + 223 =3 10z + 23 =0 —2x9 —4x3 =2
a) b) c)
4rs —2x4 =0 10234+ 24 =1 203 —2x4 =3
3 —3x4 =0 1+ 1024 =0 \51:1+4w4:4
. En general no se puede comparar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Probar que
1 2 =2
(a). SiA=|1 1 1 |,entoncesel método de Jacobi converge, pero el de Gauss-Seidel no.
2 2 1
2 -1 1
(b). SiA=] 2 2 2|, entonces el método de Gauss-Seidel converge, pero el de Jacobi no.
-1 -1 2
1 0 «
. DadalamatrizA= |1 3 « |, probar para qué valores de o el método de Jacobi es convergente.
1 0 2
1 a O
DadalamatrizA = | 3 3 0 |, probar para qué valores de o y 3 los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
1 0 2

son COl’lVeI'gCIltCS.

. Consideremos la matriz

s

I
— N
— W
NN O

y el vector b = (1,2, 3).
(a). 2* ;Existe zq tal que el método de Jacobi es convergente?
(b). &L Encontrar un vector inicial de modo que el método de Jacobi para el sistema Ax = b sea

convergente. Aplicar 1000 iteraciones del método y representar los errores residuales.

. kL Se considera un disipador en forma de barra. Dividimos barra en 10 secciones de la misma longitud.

Denotamos la temperatura de la seccién ¢ como z;. Se sabe que en estado estacionario (es decir, cuando
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alcanza el equilibrio), se verifica el siguiente sistema de ecuaciones:
4.%1 — T2 = 10,

—x1 + 4w — 23 =0,

—x9 +4x3 — x4 =0,

M

—x8 +4x9 — 110 = 0,

—xg9 + 4x19 = 0.
(a). Calcular la solucién mediante factorizacion LU con pivote.

(b). Calcular la solucién mediante dos pasos de Gauss-Seidel. ;Cudl es el error cometido?

9. Determinar los circulos de GerSgorin de la matriz

10.

11.

12.

14.

15.

4 1 1
A=|10 2 1
-2 09
Utilizando dichos circulos, acotar el radio espectral de A.
&l Consideremos la matriz
2 -1 1 2
A 1 3 2 =2
1 -2 1
1 -2 1 2

(a). Calcular sus autovectores con Sage.
(b). Para cada autovalor, obtener un autovector con norma infinito 1 y que tenga una coordenada igual a
1.
(c). Usando el resultado obtenido en el apartado anterior, ;estardn los autovalores contenidos en los
discos de Gershgorin correspondientes a las filas 1 y 37 Comprobar.
2* Usando el Teorema de GerSgorin, probar que toda matriz A estrictamente diagonal dominante es no
singular. Idem si A es estrictamente diagonal dominante.
2* Encontrar una matriz M3 (RR) tal que los discos de Gershgorin tengan todos radio estrictamente positivo
y que tenga un autovalor que esté en el borde de uno de los discos.

. 2*Encontrar una matriz M3(R) tal que los discos de Gershgorin tengan todos radio estrictamente positivo

y que tenga un disco que no contenga autovalores.

Aplicar tres iteraciones del método de la potencia para aproximar el autovalor dominante de la siguiente

matriz
4 1 1
A=10 2 1
-2 0 9

Aplicar tres iteraciones del método de la potencia para aproximar el autovalor dominante de la siguiente

matriz

A=

— = N
— N
[ e

tomando como vector inicial g = (1, —1,2).
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16.

17.

19.

Aplicar tres iteraciones del método de la potencia inversa para aproximar el autovalor de menor valor

absoluto de la siguiente matriz

A:

— =
S = o=
_ O

tomando como vector inicial g = (—1,0, 1).
Aplicar tres iteraciones del método de la potencia inversa desplazada para aproximar cada uno de los

autovalores de la siguiente matriz

3
A=1|1
0

A
N = O

tomando como vectores iniciales (1,1,0), (1,2,1), (0,1,4).

. Encontrar una factorizacién QR de la siguiente matriz

&L Aplicar 10 pasos del método QR para estimar los autovalores de la matriz
5,0 —4,0 1,0
—-4,0 6,0 —4,0
1,0 —4,0 5,0
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Tema 3 Resolucion aproximada de ecuaciones no lineales

Los métodos numéricos para obtener un cero de f producen una sucesion {zy, } tal que

lim z, =&, donde f(§) =0.

n—oo
Sea {x,} una sucesién producida por un método decimos que converge a £ con orden p > 1 si existen

C > 0yng € Ntal que

x —
M < C, paratodon > ny.

|$n _§|p

#: Ejercicio 3.1 Obtener el orden de las siguientes sucesiones: 1/n, 1/n?, 27", x,1 = 2 con 7o < 1.

3.1 Métodos iterativos de dos puntos

Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano)
Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b] tal que f(a)f(b) < 0. Entonces, existe { € (a,b) tal

que (€) =0. .

Los métodos de dos puntos tratan de reducir la anchura del intervalo manteniendo el cambio de signo.

3.1.1 Método de la biseccion
Sea f € Cla,b] tal que f(a)f(b) < 0. El método de la biseccion consiste en definir dos sucesiones {a,, },
{b,}, determinadas por ag = a, by = b, y paran > 0
an1 st flen 1) f(an_1) <0,

Cp—1  €notro caso.

QAp —

bn—l si f(cn—l)f(an—l) > 07

Cn—1 €n otro caso.

donde
ap—1+ bn—1

Cpn—1 = B

M¢étodo de la biseccion



3.2 Métodos de un punto

Seana < b € R, f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0y sean {ay}, {b,} los extremos izquierdo y derecho,

respectivamente, de los intervalos obtenidos por el método de la biseccion.

Entonces existe £ € (a,b) tal que f(§) =0y
lim a, = lim b, = ¢&.
n—oo n—oo

Ademas,
b—a <b—a
2n ) § —O0p > 2n

bp — € <

V)

Sea f € Cla,b] tal que f(a)f(b) < 0. El método de la regula falsi se define andlogamente al método de

biseccion tomando
. f(bn—l)an—l - f(an—l)bn—l

T T by 1) — flan )

En este método, no tenemos asegurado que la anchura de los intervalos converja a cero. Puede ocurrir que

a partir de un término solo se actualice a.,, 6 b,,. En todo caso, se puede demostrar que la sucesion c,, converge

aun cerode f.

3.2 Métodos de un punto

Meétodos de un punto

Tenemos una funcion f(x) continua y un punto inicial x.
Queremos calcular un cero de f(x) proximo a x.

Los métodos de un punto tratan de obtener el cero creando una sucesion {x,,} que converja a dicho valor.

3.2.1 Método del punto fijo

El objetivo es obtener un punto fijo de una funcion F(x) dada, es decir, un valor c tal que F(c) = c.

A partir de la funcion F(x) y de un punto inicial xq, definimos la sucesion del método del punto fijo como

Ty — F(xn_l) .

Proposicion 3.1

Sea F' continua, xo € Ry {z,} la sucesion definida por x,, = F(xy_1). Si {x,} converge a ¢ € R,

entonces F(c) = c.

[ )




3.2 Métodos de un punto

Si x,, — ¢ cuando n — oo,

c= nh_)rglo Tppl = nlg)go F(zp,)=F <nh_>rrolo xn> = F(c).
O
Ejemplo 3.1 Consideremos el método del punto fijo para F(x) = e~* /3 (grdfica azul), con xy = 1. Podemos
representar las primeras iteraciones en una grafica mediante un diagrama de Verhulst (o diagrama de telarana

- cobweb diagram). La grafica roja es la identidad, el punto buscado es aquel en el que se cortan.

Los valores que obtenemos al aplicar el método son los siguientes:

o xg=1

o x1 = F(x9) = 0,122626

o x9 = F(x1) = 0,294865

o x3 = F(x9) = 0,248211

Podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Banach para asegurar la existencia y unicidad del punto fijo.

En este contexto, el teorema tiene el siguiente enunciado.

Supongamos que F € C*([a, b]).
1. Si F(z) € [a,b] para todo x € [a,b], entonces F tiene un punto fijo en [a,b].
2. Siademas F'(x) estd definida y es continua en (a,b) y |F'(z)| < 1 para todo x € (a,b), entonces

F tiene un tinico punto fijo c en [a, b].

El primer punto se sigue del Teorema de Bolzano aplicado a la funcién F'(z) — x.

El segundo, del Teorema de Valor Medio, considerando que haya dos puntos fijos ¢; # ¢ en a, b, entonces
1 — o] = [F(c1) = Fleo)| = [F'(§)ler — ca] < e — cal.

De esta contradiccion, ¢ = co. |

Supongamos que F € C!([a, b]) verifica:
1. F(z) € [a,b] para todo x € [a, ).
2. F'(x) estd definida y es continua en (a,b) y |F'(z)| < K < 1 para todo x € (a,b).
Sea xy € [a,b], sea c el inico punto fijo de F'y sea {xy} definida recursivamente por x,, = F(zp_1).
Entonces
z1 — Zo|

nlirgoxn:c, E, = |c—xn|§K”’1_K .
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3.2 Métodos de un punto

Tenemos que
¢ = @np1| = [F(c) = F(2n)| < Kle — 2.

Por induccidn,
lc — x| < K™|c — x|

En consecuencia x,, — ¢ cuando n — oco. Ademas,
lc — zo| < e — 1| + |21 — 20| < Kl — o] + |21 — 0]

Luego
¢ — @] < |w1 — @ol/(1 = K).

O
Ejercicio 3.2
Consideremos la funcion f(x) = ax, para a € R. Calcular para qué valores de a el método del punto
fijo es convergente para cualquier condicion inicial en el intervalo [—1, 1] y qué valores de a no es convergente
para toda condicion inicial en [—1, 1].

Pensar qué ocurre si a € C.

3.2.2 Extrapolacion de Aitken

Supongamos que F € C([a, b)) y que ¢ un punto fijo de F. Si denotamos por A\ = F'(¢) y {xy} la sucesion

del método del punto fijo, entonces podemos estimar el error como:
c—xn=F(c) = F(zn-1) = F'(§)(c — xp-1) = Ac — Tp_1).

Despejando c, tenemos
Ty — Ap_1

cr e Ty + ﬁ(xn — Tp_1).

Proposicion 3.2

Supongamos que x,, — ¢, n — o0. La sucesion

Ty — Tp—1
App i = ———
Tpn—1 — Tp—2

converge a \ cuando n — 0. o

Aplicando el Teorema de Valor Medio
Tn — Tp—1 _ F(xn—l) - F(xn—Q)

= F'(&) = F(c) = A

Tp—1 — Tp—2 Tp—1 — Tp—2

Una estimacion del error, llamada Férmula de extrapolacion de Aitken es
An
11—
Esta formula puede utilizarse para acelerar la convergencia.

C— Ty~ (Tn — Tp—1)-

3.2.3 Método de Newton-Raphson

Partimos de una funcion f(x) y un punto inicial x.
Definimos x1 como el punto donde la tangente a la grdfica de f(x) en el punto (xg, f(x0)) corta el eje x.

La ecuacion de la tangente es:



3.2 Métodos de un punto

y — f(z0) = f'(z0)(z — o)
Despejando el punto de corte con el eje x,

x1 = xo — f(x0)/f (w0).

Repitiendo el proceso,

Tny1 = 2n — f(xn)/f (2n)

Convergencia

Supongamos que f, f', f" son continuas en un entorno de una raiz, ¢, de f y que f'(c) # 0.

Existe un entorno U de c tal que si xo € U, entonces la sucesion {x,} del método de Newton-Raphson
esta contenida en U y

lim z, = c.

n—o0
Ademas,
1 f ”(gn) 2
FE =c—x = —— E
n—+1 n+1 2 f/(mn) no
para cierto &, entre T, y C. ©
Demostracion

Desarrollando en serie de Taylor,

fle) = f(an) + f'(zn)(c — an) + f(€)(c — xa)?/2.
Luego
f(@n) + f'(zn)(c — n) _ 1"(€)
f'(@n) 2f"(xn)

c—Tpy1 =c—xn+ f(zn)/f (xn) = (c —apn)°.

Definimos ; "
maxj,._ X
o(6) = lo—c|<s | [ ()]

© 2ming_g<s | /()]

Elegimos § tal que p = d¢(d) < 1 (existe porque d¢(d) — 0 cuando § — 0 ). Entonces, si ey = |¢ — x| < 6,

e1 = le—x1| < c(8)ed < 5c(8)eg = peg < eg < 6.
Luego
e2 < per < pep,

Repitiendo el proceso

en < Pen—1 < Pneo-

Como p < 1, e, = 0 cuando n — oo.

Proposicion 3.3

Sea f € C*(|a,b]), con una raiz c en [a, b).

Si f'(¢) > 0y f"(x) > 0 para todo x € [c,b], entonces la sucesion {x,} converge a ¢ para todo valor

inicial zo € [c,b].
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3.2 Métodos de un punto

Se verifica un resultado andlogo si f'(c¢) < 0y f”(x) < 0 para todo x € [a, b). N

Se deja como ejercicio. O

3.2.4 Meétodo de la secante

Partimos de una funcion f(x) y de dos puntos iniciales x, x1. Calculamos el siguiente punto xo como el
punto en el que la secante determinada por los puntos (xo, f(zo)) y (x1, f(z1)) corta el eje x.

La ecuacion de la secante es:

y— f(zo) =

Imponemos que corte el eje x:
r1—x9  wof(w1) —x1f(zo)

flx) = flzo) — flz1) — f(=o)

w2 = 20 — f(20)

Repitiendo el proceso,

g — T f(Tnt1) — Tpr f(20)
n+ f(xns1) — fxy)

Sea c una solucion de f(x) = 0y supongamos que f'(r) # 0. Entonces el método de la secante converge
en un entorno de c'y es de orden (1 ++/5)/2.

Ver Kincaid-Cheney. ([l

3.2.5 Sistemas no lineales

Queremos resolver un sistema de ecuaciones no lineales

fl(fL‘l, . ,iL'n) = 0,

3.2.5.1 Punto fijo

El método del punto fijo consiste en escribir el sistema no lineal en la forma F(x) = xz,donde F: R™ — R"

es una funcion continua. Fijado xo € R", definimos la sucesion
Tnt1 = F(xp).
Por continuidad, si la sucesion {x,,} definida por el método del punto fijo converge, es decir, existe z € R"

tal que

lim z, = z,
n—,oo

entonces z es un punto fijo de F'y por tanto una solucion del sistema original.

Por el Teorema del punto fijo de Banach, una condicion suficiente para que la sucesion converja es que la

aplicacion F sea contractiva.
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3.2 Métodos de un punto

Supongamos que F: D C R" — R", F € CY(D), existe z € D tal que F(2) = zy p(JF(z)) < 1.
Entonces existe un entorno U de z tal que para todo xo € U, la sucesion definida por el método del

punto fijo converge a z.

Existe una norma matricial inducida tal que ||JF(z)|| < 1. Tomemos una bola centrada en z
tal que || JF(x)| < K < 1 para todo x en la bola. Entonces

Fly) - F(z) = /0 JF(z +t(y — 2))(y — z)dt.

Luego

1 1
1E(y) — F(z)]] S/O IJF(:vH(y—:v))(y—fﬁ)lldtS/0 [TF (z+t(y — )y —zlldt < | < Ky —=|
De donde obtenemos que es contractiva. ]

3.2.5.2 Newton-Raphson

Consideremos de nuevo el sistema

filzy,...,zn) =0,

fo(z1,...,zn) =0.
Podemos escribir el sistema como f(x) = 0, para £: R* — R™, £ = (f1,..., fn). Sean x,z € R" tal que
f(2) = 0y supongamos £ de clase 2. Entonces, desarrollando en serie de Taylor,
0=f(z) = f(zx)+Jf(x) (2 — x).
El método de Newton-Raphson consiste en, partiendo de xq, generar la sucesion definida por

Jf(zy) - (Tpt1 — xn) = —£(xy).

Supongamos que f: D C R™ — R", f € C*(D), existe z € D tal que f(0) = 0.
Entonces existe un entorno U de z tal que para todo xy € U, la sucesion definida por el método de

Newton-Raphson converge a z.

El método de Newton-Raphson es equivalente a aplicar el método del punto fijo a la funcién
F(x) =x — (Jf(x)) " f(x).
Es fécil ver que J F'(z) es la matriz cero, por lo que aplicando el Teorema del método del punto fijo concluimos.
Concretamente,
JF(z) =J(1d(z)) — J (Jf(2)] " - £(2)) =1d,, — I ([T £(x)] ") - £(z) — [J£(2)] " - I(£()).

Hay que tener en cuenta que todas las cosas que estamos sumando son matrices cuadradas de orden n,
aunque no estamos multiplicando matrices cuadradas de orden n: J ([J £(x)] ') es un tensor de orden 3 (matriz
de n x n x n o aplicacién lineal de (R")3 en (R™)? = M,,, como cada cual lo quiera ver) y f(z) € R”. En
cualquier caso, el dltimo sumando es —Id y, al evaluaren z, J ([Jf(2)]7") - £(z) = J ([J£(2)] 1) - £(z) = 0.
O

42



Tema 3 Ejercicios

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

= Tema 3 Ejercicios

. Probar que la ecuacion e + 2x = 0 tiene una inica raiz. Acotar dicha raiz mediante el método de la

biseccién con un error menor de 1072,

. Aplicar el Método de biseccién a f(z) = x3 — 16 = 0, a fin de determinar la raiz ciibica de 16 con un

error menor que 0,125.

Estudiar si el método del punto fijo para la funcion F(x) = — sin(x) +x+1/2 converge para condiciones
iniciales en el intervalo [0, 1].

Acotar el error cometido al aplicar tres pasos del método del punto fijo para calcular un punto fijo de
F(z) = —sin(z) + x + 1/2 partiendo de xo = 0,5. Comprobar las condiciones en el intervalo [0, 1].
Encontrar un intervalo donde la funciéon F(x) = exp(—x)/3 tenga un punto fijo y tal que el método del
punto fijo converja para cualquier valor inicial en dicho intervalo.

2* Probar que si F es una funcion de clase C' y [a,b] es un intervalo tal que F(x) € [a,b] para todo
x € [a,b] y 0 < F'(x) < 1, entonces la sucesion obtenida al aplicar el método del punto fijo converge
mondotonamente a un punto fijo de F'.

2* Probar que si F' es una funcion de clase C' y [a,b] es un intervalo tal que F(x) € [a,b] para todo
x € [a,b] y =1 < F'(z) < 0, entonces F tiene un tinico punto fijo ¢ en dicho intervalo, y si x,, es
la sucesion obtenida al aplicar el método del punto fijo, entonces (z, — ¢)(Xpy1 —c) < 0y |z, — |
converge monotonamente (decreciente) a cero.

2* Demostrar que si I es una funcion de clase C' 'y tiene un punto fijo xq tal que |F'(z0)| < 1, entonces
existe un intervalo tal que el método del punto fijo converge para toda condicion inicial en dicho intervalo.
Encontrar una solucion de e* — 4x — sin(x) = 0 en el intervalo [0, 1] mediante el método del punto fijo.
Probar al menos tres transformaciones de la ecuacion y estudiar la convergencia del método.

2* Discutir la convergencia del método del punto fijo para la funcion F(z) = ae®, a € R, para condiciones
iniciales en el intervalo [0, 1].

Aplicar cuatro pasos del Método de Newton-Raphson para encontrar una raiz ciibica de 50 partiendo de
xo = 4. Acotar el error.

Aproximar mediante 4 iteraciones del método de Newton-Raphson partiendo de xo = —0,5 la posicion
del minimo de f(z) = e® + 22 /2. Acotar el error.

2* Obtener una funcion diferenciable, con un tinico cero en [0, 1] tal que al aplicar el método de Newton-
Raphson partiendo de xy = 0, obtengamos x1 =1, x2 =0, . ..

2* Obtener un ejemplo de funcion diferenciable tal que al aplicar el método de Newton-Raphson, obten-
gamos un 3-ciclo, es decir, la sucesion repita siempre los mismos tres valores.

&L Supongamos que las ecuaciones del movimiento de un proyectil son
y = f(t) =4605(1 — e t/1%) — 147t, = = r(t) = 22400(1 — e~ /19).
Determine el tiempo transcurrido hasta el impacto con error menor que 10719,
&L Halle el punto de la pardbola y = % que estda mds cerca del punto (3, 1) con error menor que 10~ 0.
Utilizar el método de Aitken para estimar el error.

EL Halle el punto de la curva y = sen(x — sen(x)) que estd mds cerca del punto (2,1,0,5) con error

menor que 10719, Utilizar el método de Aitken para estimar el error.
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Tema 3 Ejercicios

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

L Halle con error menor que 10710, el valor de x para el que es minima la distancia vertical entre
las grdficas de las funciones f(x) = 2% + 2y g(x) = /5 — sen(z). Utilizar el método de Aitken para
estimar el error.
Il La curva formada por un cable colgante se llama catenaria. Supongamos que el punto mas bajo
de una catenaria es el origen (0,0), entonces la ecuacion de la catenaria es y = C cosh(z/C) — C.
Si queremos determinar la catenaria que pasa por los puntos (+a,b), entonces debemos resolver la
ecuacion b = C cosh(a/C) — C, donde la incégnita es C.
(a). Pruebe que la catenaria que pasa por los puntos (+10,6) es

y = 9,1889 cosh(x/9,1889) — 9,1889.
(b). Halle la catenaria que pasa por los puntos (+12,5).
2* Si p es una raiz de multiplicidad n de una funcion f de clase n + 1, entonces f(x) = (x — p)"q(x),
donde q(p) # 0.
(a). Pruebe que, en este caso, h(z) = f(x)/f'(x) tiene una raiz simple en p.
(b). Pruebe que si aplicamos el método de Newton-Raphson para hallar la raiz simple p de h(x),

entonces el método queda:
f(@e) (k)

(f'(xk))® = fl@r) f" (xr)

(c). Aplicar el método anterior para obtener una raiz (el 0) de f(x) = sen(z?) partiendo de xo = 1.

Tpy1 = Tk —

Compararlo con el método usual de Newton-Raphson.

Aproximar una solucion de

r—1y3/10 — 22/20 = 1,

22/10 +y — 23/20 = 1,

/20 —y3/20 + 2 =1,
aplicando tres pasos del método del punto fijo, partiendo de (1,1,1)
Aproximar una solucion de

z—y3/10 — 22/20 = 1,

22/10 +y — 23/20 = 1,

/20 —y3/20 + 2z =1,
aplicando tres pasos del método de Newton-Raphson, partiendo de (1,1,1).
=L Aproximar la distancia entre las curvas paramétricas definidas mediante las ecuaciones

r(t) = (cost,2sint) t € [0,27]

s(t) = (4 —sintcost,b + cos2t) t € [0,2m].

Elegir el método y aplicar cinco iteraciones.

L Aproximar la ecuacion de una recta tangente comun a las curvas paramétricas

r(t) = (cost,sint) t € [0,2n]

s(t) = (3 + 2sint,cost) t € [0,2n].

Elegir el método y aplicar cinco iteraciones.
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Tema 4 Interpolacion y aproximacioén polinomial

La interpolacion consiste en obtener una funcion que pase por una serie de puntos prefijados.
o Interpolaciéon polinomial. Elegimos los polinomios de grado menor o igual que el niimero de puntos
menos 1.
o Interpolacion a trozos. Elegimos funciones definidas a trozos por polinomios.
o Otras interpolaciones. Aunque no lo estudiaremos en este tema, también existe la interpolacion por

funciones racionales (aproximantes de Padé), por funciones trigonométricas, etc.

4.1 Polinomio interpolador

Denotaremos Py, el conjunto de polinomios (reales) de grado menor o igual que n.

Dados (z0,%0), (1,y1), - - -, (Tn, Yn) € R?, 2; # xj sii # j, existe un uinico polinomio en Py, Py (z),
tal que
Py(xp) =yk, k=0,1,...,n.

‘P, es un espacio vectorial de dimensién n + 1.

Consideremos la aplicacién lineal ¢: P, — R™*! definida como ¢(P) = (P(xo), ..., P(xy)).

Bastaria ver es un automorfismo, ya que dados (yo, - - ., ¥ ) €l polinomio interpolador es la preimagen por
@.

Si tomamos la base 1, z, 22, . . ., entonces su matriz es la matriz de Vandermonde y el determinante es no
nulo.

Se puede demostrar, de manera alternativa, comprobando que el nicleo de ¢ es cero. Esto es inmediato,
ya que el nicleo esta formado por los polinomios de grado menor o igual que n que tienen las n + 1 raices
T, X1y .- vy Ty

O

El tinico polinomio de grado menor o igual que n, P, (x) que verifica
P.(zx) =y, k=0,1,...,n

se denomina polinomio interpolador de los puntos.

Ejemplo 4.1 Consideremos los puntos:

0,4),(1,3),(2,1),(3,4)

Tenemos que resolver el sistema:

100 0 ao 4
1 11 1 ap | | 3
1 2 4 8 a | |1
1 39 27 as 4

Resolvemos y obtenemos

3 7
P(‘T):a0+al$+a2$2—|—a3$3:44_51:_5:62_*_1‘3'



4.1 Polinomio interpolador

Consideremos el espacio vectorial generado por funciones { fo(x),..., fn(x)}. Entonces existe una

dinica funcién de dicho espacio que interpola (o, v0), (¥1,%1), - - -, (Tn, yn) € R? siy sélo si

fo(zo) ..o falwo)

Lo 1|0
Si f(x) = Y1 aifi(x), es la funcion de interpolacion del corolario anterior, entonces ay, . . . , an es la
solucion del sistema lineal
fo(zo) .. fu(wo) ap mn
f()(xn) ... fn(xn) Qp Yn

Supongamos que los puntos (i, yy) pertenecen a la grifica de una funcion f (es decir, yr, = f(x)).
Entonces el siguiente resultado da una idea del error que se comete al sustituir la funcion por su polinomio

interpolador.

Sean xg < ... <z, € R
Dada f € C"([xo, xy)), si P(x) es el polinomio interpolador de (x, f(zx)), k = 0,...,n, z; # x;
si i # j, entonces para todo x € [xo,x,), existe £ € [xg, xy) tal que

n+1)
@)= Pale) = )

(r—xo)(x—x1) ... (z — xp)
Consideramos un punto Z € (zg, ), T # x;; las funciones dadas por w(z) = [\ (z — z;),
9(x) = f(z) — Pu(a) y el valor ¢ = g(7) /w(z).
Entonces la funcién ¢(x) = g(x) — cw(z) tiene al menos n+ 1 ceros en [z, =y, que son xo, . . . , p, Z. Por
el Teorema de Rolle, su derivada (n + 1)-ésima tiene un cero en (xg, x,,), digamos £. La derivada (n + 1)-ésima

de P,esOyladewes (n+1)!, luego
0= /() — efn+1)!

Despejando
_ I (I
f(Z) = Pp(Z) = mw(ﬂf)‘
O
4.1.1 Polinomios de Lagrange
Dados xo,x1,...,2, € R, x; # xj 5i1 # j, se definen los polinomios (base) de Lagrange como
(z — ;)
Li(z) =
@) ]l;lz (i — ;)

Li(x) es el polinomio interpolador de (x;,1) y (z;,0), para j # i.
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4.1 Polinomio interpolador

Proposicion 4.1

El polinomio interpolador de (x¢,yo), (1,Y1), - - - (Tn,Yn) €s
n

Po(z) =) _yiLi(x)
=0

[

4.1.2 Método de Newton

Dados xg,x1,...,7, € R, x; # ; si i # j, se definen los polinomios (base) de Newton como

1, z—x9, (x—z0)(x—121), ...,(x—20)(T—21) (T —TPp1).
La matriz de la aplicacién lineal ¢: P, — R definida como
¢(P) = (P(o), - - . ,P($n)),

es triangular inferior (con diagonal no nula).

Dada una funcion f(x) y n + 1 valores xg,x1,...,z, € R tales que x; # x; si i # j, se definen las

diferencias divididas de f(x) recursivamente como

floe] = f(xr),
f[xr,---axk] _ f[x"’-f—la"'vxk]_f[x’l’w"axk—l], 0§r<k§n
Ti — Ty

Obviamente esto mismo se puede definir sin la funcion f, simplemente teniendo unos ciertos valores

yo,...,ynER.

Sean xo,x1,...,x, € Rtales que x; # xj sii # jy sea f una funcion definida (al menos) sobre esos

puntos. Entonces el polinomio interpolador de los puntos (zg, f(z9)), ..., (zn, f(z,)) es

n Jj—1
Pu(z) =) flwo, 21, a5) [ (@ — 22).
i=0 =0

3

Demostracion Lo demostraremos por induccién sobre el grado del polinomio.

Sin = 0 entonces es trivial, para n = 1 tenemos

Pi(z) = flxo] + flz1]—=flzo] (z — x0).

T1—0
Veamos que si es cierto para el polinomio de grado n — 1 entonces también lo es para el de grado n. Por
hipétesis de induccién en los puntos xg, ..., Tp—1y T1,. .., Ty, t€NEMos que
P,—1(x) = flzo] + flzo, z1](z — x0) + ... + flzo, 21, .., Tn—1](x — 20) ... (x — Tp_2).
Po_1(z) = flz1] + floy, ao) (@ — 1) + ...+ flz1, 2o, . zp) (@ — 21) .. (3 — Tp1).
Buscaremos a,, para que
P,(z) = Ppo1(x) + an(z — x0) ... (x — 2pp—1).

Notese que basta con despejar a,, = [Py, (zy,) — Pp—1(zn)]/[(n — z0) ... (X — Tp—1)].

Es claro que
Pa(@) = Byt (2) + " (Pyci(2) — Puca (2)).

Ty — X0
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4.1 Polinomio interpolador

Igualando los coeficientes de =" en la anterior igualdad tenemos

1
an = (flz1, 22, -+ 2] = flxo, 21, -+ o 2p1]) = fl2o, 21,05 20
Tp — X0
O
Corolario 4.2
La diferencia dividida f[xo,...,xy,| es invariante frente a permutaciones de x, ..., xy, es decir, si
0 € Sp41, entonces
f[x07"'7‘rn]:f[xo‘(())w'w‘ra'(n)]' @
Demostracion En la demostracién anterior no hemos elegido ningtin orden para los puntos xg,...,x, y
flzo, ..., x,) es el coeficiente de =™, luego la unicidad del polinomio de interpolacién nos da el resultado. [J
Sean P,, el polinomio interpolador de una funcion f enn + 1 puntos distintos, xg, x1,...,x, € R. Para
todo T # xq,..., Ty,
n
F(&) = Po(2) = flz0,71,- .., 20, T) [ [(2 — ).
i=0 V)
Demostracion Basta considerar el polinomio interpolador de f en xq, . .., z,, Z. Tenemos
n
Poyi(z) = Po(z) + flzo, x1, ... 2n, ] H(ﬂﬁ — ;).
i=0
Ahora basta tener en cuenta que P,,11(Z) = f(Z). O
Corolario 4.3
Si f € C™([a,b]) y xo,...,xy € [a,b], entonces existe & € (a,b) tal que
ARG
flzo, - xn] = '()
4.1.3 Interpolacion de Hermite
Sean g < x1 < ...< X,y
yo0<i<n, 0<j<m
Existe un tinico polinomio de grado menor o igual que m :=n + >, m; tal que
PO(@)=y? 0<i<n, 0<j<m, .

El polinomio definido por el Teorema anterior se denomina polinomio interpolador de Hermite.

Definimos las diferencias divididas como

fleg, x] = (),

f[xlﬁxk,xk] = f (2xk)’
m—1)
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4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

Denotemos
saym mo+1 1 M1
{Z:} o = {xo, ™0 g, xp, ™ 2y, o, Mt 2, )

Entonces el polinomio interpolador de Hermite es

j—

P(z) =Y fl&o,.... & [ [(x — #).
7=0 =0

7=

—_

4.1.4 Fenomeno de Runge

El ajuste de una curva mediante polinomios de interpolacion de grado alto, esto es, para un conjunto

numeroso de datos, suele resultar poco satisfactoria, pues produce oscilaciones en los extremos.

Runge observo que si interpolamos la funcion

1
@) = o

en puntos equiespaciados, la distancia entre la funcion y el polinomio de interpolacion, con la norma infinito,

z € [—1,1]

tiende a infinito cuando aumentamos el niimero de puntos.

,1€-——"£ 05 0.5 E\——-;1
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4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

4.2 Interpolacion polinomial a trozos: splines

La interpolacion polinomial a trozos consiste en construir un polinomio de grado 1, 2 o 3 para cada par

de nodos consecutivos (rx, yx) y (Tx+1, Yk+1)- La curva definida mediante estos “trozos” se denomina spline.

Estudiaremos:

1. Interpolacion lineal a trozos: splines lineales
2. Interpolacion cibica a trozos: splines de Hermite

3. Interpolacion citbica a trozos: splines ciibicos

4.2.1 Splines lineales

Consisten simplemente en unir los nodos o puntos mediante segmentos. Asi, dado el par de nodos

(g, k), (Tht1, Ykt1), definimos el segmento que los une:

Yre+1 — Yk
Sp(x) = yp + T8 (2 — 23, @ € [Th, Tpsi]
Tpt1 — Tk
con lo que el spline lineal de los puntos (xo,Yo), - - ., (Tn, Yn) es la funcion definida a trozos:

S(z) = Sk(z),x € [xk, Tk11], k=0,...,n—1

4.2.2 Interpolacion cubica a trozos de Hermite

Nos dan

o xp <1 <...< Tp,

° Yo, Y1y--- s Yns

/ / /
° y(]?yla" . 7yn‘
Queremos una funcion f tal que
fag) =k, fag) =y 0<k<n.
Vamos a obtener una funcion de la forma
fz) = {akx?’ +bpw? + cpr +dy,  x € (21, 7).

Es decir, en cada intervalo (xy_1, x)) tomamos el polinomio ciibico de Hermite.

4.2.3 Splines cibicos

Se define la curva en [xg, x,] a trozos
S(z) = Sg(z),x € [zg—1,2], k=1,...,n
donde Si(x) es un polinomio cibico y se impone que
1. Sinterpole: Sy(xk—1) = Yk—1, Sk(zx) =yr, k= 1,...,n.
2. 8 sea derivable en cada xy: S),_(x) = Si(xk), k=1,...,n— 1
3. S sea dos veces derivable en cada xy: S _|(xy) = Sy (zx), k=1,...,n— 1L
Para tener una unica solucion del sistema, formado por 4n — 2 ecuaciones y 4n incognitas, debemos
imponer dos restricciones mas. Segin la forma de imponerlas, podemos definir distintos tipos de splines.

1. Spline citbico natural: este spline citbico es el que minimiza la energia de tension.

S"(z0) =0, S"(z,)=0.
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4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

2. Spline periodico (suponiendo que yo = Yy ):
S'(wo) = §'(wn),  §"(x0) = 5" (an)
3. Spline ciibico sujeto: Suponemos conocidos yj, y,, e imponemos
S'(xo) = v, S'(@n) =y
Ejemplo 4.2 Spline ciibico natural que interpola (0,4), (1,3), (2,1).

Tenemos el sistema

So(0)=4— (1 0 0 00 0 0 O do 4
So(1)=3— |1 1110 0 0O O co 3
S1(1)=3— 10 0 0 0 1 1 1 1 bo 3
Si(2)=1— |0 0 001 2 4 8 ao | |1
Sp(1)=511)— (o1 23 0 -1 -2 -3 dy 0
Sy(1)=sY1)— [0 0 2 6 0 0 -2 —6 c1 0
S5(0)=0— [0 0 200 0 0 O b1 0
S{(2)=0— \0 0 0 00O 0 2 12 al 0
Resolviendo el sistema, obtenemos
3 1 7T 3 3 1

So(x) =4 — Vi Zx‘g, Si(x) = 3 + Vi §IE2 + ng’.

5

4 -

3 -

2 -

1 -

0 ‘ ‘ ‘ ‘ .

-0.5 0 05 1 15 2 25

4.2.4 Método de los momentos
Sean ro < 1 < ... < xp. Supongamos que tenemos valores yo,y1,...,yn ¥ sea S el spline cubico

natural tal que S(x;) = y;. En esta seccion veremos un método efectivo para calcularlo. Ademas, probaremos

la existencia y unicidad de dicho spline.

Como vamos a imponer que S € C?([xg, z,,]), podemos definir los momentos de S en x, .. ., x, como

zii=98"(z;), 0<i<n.
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4.2 Interpolacién polinomial a trozos: splines

Denotemos
_ Y=y
h; ’

U; = 2(}14'71 + hz), (e 6(b1 — bifl)-

hi = xip1 — i, bi:

Proposicion 4.2

Los momentos z; son las soluciones del siguiente sistema tridiagonal
20 = Oa
hi—1zic1 +wizi + hiziyn =v, (1<i<n-—1)

Za = 0.

)

Demostracion  Fijado un intervalo [x;, x;+1], S”(z) restringido a dicho intervalo es un polinomio de grado 1,

Si. tal que SY(x;) = z; y S”(xi41) = #i+1. Entonces

T —x; Titl—T
SZN(Z') = Zit+1 ! + z; ol , T E [xi,ajiﬂ].

h; h;
Integrando (dos veces), tenemos

(=2 (o -

Si(x) = zi1 thz L o+ A,
3 3
T —x; Titl — T
Si(z) = Zi+1( ) + Zi( il ) +Ar + B, € [z 1i11]-
6h; 6h;

Imponiendo que S(x;) = y; y que S(2i+1) = Yi+1, tenemos

Yi = 6h;

.
h? +Ar; + B, yiq1= é;lh? + Axip1 + B;
1

Zit1 — Zi Zit1 — %
Yir1 — Yi = RS 4 Ay — 1) = %hf + Ah;.

6h;
Despejando, obtenemos una expresion para A:

1 Zi — Zit1 Yit1  hizip yi  hiz
A= virs —u ULy ) R — — £ = . 4.1
hz’ <yz+1 Yi + 6 i hi 6 hi 6 ( )

Para determinar B, tenemos
h?z; ; ; h;z; i hiz; h;z;
_ TiVi | Tl Tibir | Tihidign | Ty wihisi | Tz 2izih 42)
h; h; hi 6 hi 6 6 6

_ v zihi Yi+1  Zi+1hi
S\ e ) U T e )

Asi, obtenemos

Yir1 D Yi  h
Ar+ B = ( ht - 6Z¢+1> (x — ;) + <hz - 6%’) (Tit1 — ).

Luego

Zit1 2
Si(x) = 6; (z —2)® + 6l (2ip1 — x)?
(2 (2

Yir1 v hy
+ < ht — 6Zi+1> (LL’ — l‘l) -+ <h1 — 62’i> (xi—i-l — x)
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4.3 Teoria de la aproximacion

Veamos ahora que zy, . . ., z,, son soluciones del sistema lineal anterior. Es inmediato que zg = z,, = 0 por ser
el spline natural. Sustituimos para obtener S!_, (z;) y S.(z;):

g — P o2y (Yt RNy hi
Si(xi) = th(xzﬂ ;) +(hi 6ZH—1> (hi 62?@)-

/ N Al 2 Yi hici \ (Y-t hii
Si_l(ml)_%ifl(%Z ziz1) +<h¢1 6 ZZ) <hi1 6 Zz_1>.

Ahora, teniendo en cuenta que S/_ (mz) = S!(z;), tenemos

1 o
hl ]_ZZ 1 + (h + hl 1) Z,L + h ZZ+1 yl+1 y o yl y’L 1 )
6 h; hi—1

Multiplicando por 6 obtenemos la ecuacion buscada.

O
De la demostracion anterior obtenemos ademas:

Sean xg < 1 < ... < Ty. Supongamos que tenemos valores yg, y1,

que verifica S(z;) = y;, 0 < i < n, estd formado por los polinomios

2
Si(z) = 6;; (x — ;) + 6h = (zi41 — z)°

+ (y;;l . 6lzi+1> (x — $z) + <Zi — f;Zl> (l‘i+1 = l‘)
para T € [z, Tit1], 0 < i < n.

.« Yn- El spline cubico natural S

4.3 Teoria de la aproximacion
El problema de aproximacion consiste en, dada una funcion continua f y una familia de funciones F,
obtener g € F tal que la distancia entre f y g sea minima.
Por tanto, necesitaremos fijar dos elementos:
1. La definicion de distancia entre dos funciones.
2. La familia de funciones F.

Un espacio prehilbertiano C es un espacio vectorial sobre R (o C), dotado de un producto escalar, (-, -),

es decir, una aplicacion (-,-): C?> — R bilineal, simétrica y definida positiva. A partir del producto escalar
definimos una norma ||v|| = /(v, v).

Ejemplos

1. R™ con el producto escalar

n
v) = Z W; ;.
i=1

2. Cyla, b] el espacio de funciones continuas sobre el intervalo [a,b] con el producto escalar

/f (2) d,

donde w es una funcion continua y positiva en [a, b).

Dadas f, g € C, decimos que 'y g son ortogonales, f L g, si (f,g) = 0.
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4.3 Teoria de la aproximacion

Sea C un espacio prehilbertiano. Se verifica
LALf + gl = 1 £11? + llgll* + 2(. 9)-
2. f Lgsiysolosi|f+gl* =[£I+ gl>
3 KLl < £ lllgll-
4. f +gl> +11f = gll* =201 £1% + llg]1?)-

1. Aplicando la definicién.

2. Pitagoras: inmediato.

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Supongamos que no se verifica. |(f, g)| > || f]|||g]| En particular, ||g|| no puede ser cero, pues entonces
se daria la igualdad. Podemos suponer que ||g|| = 1, por lo que |(f, g)| > ||f||- Reescalando, podemos

suponer (f,g) = 1y tendrfamos || f|| < 1. Entonces llegamos a contradiccion, pues

0<|f —gl>=IF1?=2(f,9) + lgll® = 1F1> =1
4. Igualdad del paralelogramo. Es inmediata a partir del primer punto.
O
Sea C un espacio prehilbertiano y S un subespacio de C. Dada f € C, decimos que g € S es la mejor
aproximacion de f en S si
If =gl <Ilf —hll paratodoh e S.

Decimos que h € C es ortogonal a S, h L. S, si (h,g) = 0 paratodo g € S.

Sea C un espacio prehilbertiano y S un subespacio de C.

Dada f € C, g € S es la mejor aproximacion de f en S siy solosi f —g 1L S.

Si f — g es ortogonal a S, entonces por el teorema de Pitdgoras se tiene

If=hl?=1f—g+g=hl*=IIf —gl> +llg—hl> > |If — gl
paratodah € S.

Reciprocamente, si g es la mejor aproximacién, consideremos h € Sy A > 0. Entonces

0 < f =g+ X0l2 = IIf = gl? = If = gl +2M{f — g, h) + N2[|0]| = || f = gll* = X(2(f — g, h) + A|[1]*).
Tomando limite cuando A — 0%, tenemos que (f — g,h) > 0. Andlogamente, tomando —h en lugar de h,
(f — g,h) <0.En consecuencia, (f —g,h) =0,luego f —g L S.

O
Ejemplo 4.3 Aproximar sen(x) por un polinomio de la forma g(x) = ax + bx® + cx® con la norma inducida

por el producto escalar

1
(f,9) :/_1 f(x)g(x) dx.

Dado un espacio prehilbertiano, decimos que un conjunto finito de vectores o una sucesion de vectores
f1, f2, ... es ortogonal si

(fi, f;) =0 paratodoi # j.
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4.3 Teoria de la aproximacion

Decimos que es ortonormal si

(fir i) = dij-

Sea{gi,...,gn} un conjunto ortogonal de vectores de C. Sea S el subespacio generado por{g1, ..., gn}

y f € C. Entonces g = )", ¢;g; es la mejor aproximacién de f en S si'y sélo si

62:<fagl>/<glagl>7 ’L:].,,TL

4.3.1 Aproximacioén cuadrdatica polinomial

Dados un intervalo I y una funciéon w, continua y positiva en el interior de I, denotaremos Cy,(I) al

espacio prehilbertiano de las funciones continuas sobre I dotado del producto escalar

(f.9) = /] f(@)g(eyw(@)dz, .9 € Cu(l).

Sea Py, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n. Dada f € Cy,(I), buscamos
la mejor aproximacion de f en P,
Como hemos visto antes, necesitaremos una base ortogonal de Py,. Para ello podemos aplicar la ortogo-

nalizaciéon de Gram-Schmidt a {1, z,22,... 2" }.

Consideremos los polinomios po(x) =1, p1(z) =z — a1y

pi(z) = (x — a;)pi—1(x) — bipi—2(x), i=2,...,n,

donde
~ (@pi—1,pi-1) _ (@pi—1,pi-2)
aQ; =, bl = 0.
(Pi—1,Pi-1) (Pi—2, Pi—2)
Entonces py, ..., pn, es una base ortogonal de P,,.
En primer lugar, por la definicién, tenemos que p; es un polinomio ménico de grado ¢, luego
los polinomios pg, . . . , p, forman base.

Vamos a demostrar que (p;,p;) = 0, con ¢ < j por induccion sobre j. Si j = 1, es facil comprobar que

<p07p1> = 0.
Supongamos que es cierto para todo j < n 'y probémoslo paran. Sit =n — 1 0¢ = n — 1, basta sustituir

Pr, por su definicién y aplicar la bilinealidad.

Si7 < n — 2, tenemos
(Pn, ) = (& — ai)pn—1(x) — bipp—2(x), pj)-
Desarrollando por linealidad y usando que (p,—1,p;) = (Pn—2,pj) = 0, tenemos
(P pj) = (@Pn—1(2),pj) = (Pn—1(x), zpj).
Por otra parte, como
pj+1(z) = (x — aj11)pj(w) — bjt1pj—1(x),

tenemos que

xp;(x) = pj+1(x) + ajp1pi(x) + bjripj—1(x).

55



4.3 Teoria de la aproximacion

Sustituyendo en la expresion de (py,, p;), tenemos

(Pn,pj) = (Pn—1(x), pjt1(z) + ajp1pj(x) + bjt1pj—1(z)) = 0.

Ejemplo 4.4 Si tomamos como producto escalar

(f,9) = /_1 f(z)g(z)dz.

Los polinomios de la base ortogonal dada por el Teorema anterior se denominan polinomios de Legendre.

Ejemplo 4.5 Los polinomios de Chebyshev forman una base ortogonal de Py, con el producto escalar
1
f(z)g(x
)= [ 10,
-1 1—=x
4.3.2 Ajuste por minimos cuadrados

La version discreta del problema anterior es, dada una funcion continua f, valores tg < r1 < ... < x, €
R y el espacio de polinomios de grado menor o igual a k, Py, considerar la norma inducida por el producto

semiescalar

(f.9) = fzi)g(:).
i=0

La teoria anterior es valida en este caso, sin mas que cambiar el producto. El caso particular k = 1
se denomina regresion lineal, con k = 2 regresion cuadratica, etc. En el caso particular k = n se obtiene el

polinomio interpolador.
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Tema 4 Ejercicios

10.

11.

= Tema 4 Ejercicios <

. Probar que los polinomios p(z) = —x% + 3z y q(x) = —2® + 322 interpolan los puntos (0,0), (1,2),

(3,0). ¢Por qué no tenemos un tinico polinomio interpolador en este caso?

. &=L Encontrar ag, a1, as tales que la funcion

f() L, 1 . 1
xTr) = um— a a
M @—-12" P11+ (-2

N+
interpole a la funcion e® en los puntos x = 0, 1, 2. Dibuja la grdfica de ambas funciones.
Consideremos la funcion f(x) = e*. Acotar el error cometido a tomar f(0,5) como el valor del polinomio
interpolador de f en los puntos x = 0,1, 2.
Consideremos la funcion f(x) = cos(z). Acotar el error cometido a tomar f(m/5) como el valor del
polinomio interpolador de f en los puntos © = 0,7 /4, /2.
Consideremos la funcion f(x) = e*. Tomamos xo = 0. ;Cudl es el mayor valor de x1 que podemos
considerar para que la interpolacion lineal de f en xo,x1 tenga un error menor de 10722 (es decir,
|f(x) — p(x)| < 1072 para todo = € (xq, 1), donde p es el polinomio lineal que interpola f en xq,x1).
Hemos aproximado la funcion In x por un polinomio de interpolacion de grado 9 en el intervalo [1, 2]
usando puntos uniformemente distribuidos. Acotar el error cometido.

Utilizando los polinomios de Lagrange, obtener los polinomios interpoladores de las siguientes tablas:

x\ 0 1 2 x
(c).
2 0 2 y

-1 0 1 2
-2 0 2

X

(a).
v |

10 1 ")
D ).
0 3 0 y

Obtener los polinomios interpoladores de las siguientes tablas mediante diferencias divididas:

x\ 0 1 2 T
(c).
2 0 2 y

-1 0 1 2
-2 0 2

X

(a).
v |

10 1 ")
).
0 3 0 y

Sea la funcion f(x) = € y los valores siguientes: f(0) = 1, f(0,5) = 1,64872, f(1) = 2,71828 y
f(2) = 7,38906, efectuar los siguientes cdlculos:
(a). Aproximar f(0,25) usando interpolacion lineal a partir de los puntos anteriores mds proximos.
(b). Aproximar f(0,75) usando interpolacion lineal a partir de los puntos anteriores mds proximos.
(c). Aproximar f(0,25) y f(0,75) utilizando el polinomio de interpolacion de los puntos (0, f(0)),

(0.5, £(0,5), (1, £(1)), (2, F(2).
El polinomio

px)=14+(x+1)+ (z+ 1z + (z+ 1)z(z — 1),

es el polinomio interpolador de los puntos (—1,1), (0,2), (1,5), (2,16). Calcular el polinomio in-
terpolador de los puntos (—2,8), (—1,1), (0,2), (1,5), (2,16), sin recalcular todo el polinomio de
interpolacion

2* Obtener el polinomio interpolador de la siguiente tabla, usando que el polinomio interpolador de los
9 primeros puntos es x°:

|1 23 4 5 6 7 8 9 10

y|1 4 9 16 25 36 49 64 81 I
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Tema 4 Ejercicios

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Dados xo < z1 € R, y0, v}, y1,Y) € R, obtener el polinomio interpolador (polinomio interpolador de
Hermite) determinado por p(xo) = yo, p'(z0) = yb, p(z1) = y1, p'(21) = yi.
Obtener los polinomios interpoladores de las siguientes tablas:

x |-1 0 1 x| 0 1 z |- 0 1 2
(a. y |0 3 0 (b). y|-2 0 (c). 2 0 0

11 0 2 "1 o Y 1
Obtener la interpolacion cubica a trozos de Hermite de las siguientes tablas:

x |-1 0 1 x| 0 1 z |-1 0 1
(a). 0 3 0 (b). y|-2 0 (c). 2 0 0 2

"1 0 2 1o 3 1o 1 1 0
Obtener los splines ciibicos naturales que interpolan las siguientes tablas
), L0 ) z|o 1 2 " 0 12
a). . c).

ylo 3 0 yl-2 0 2 yl-1 2 0 2

Obtener la curva polinomial que interpola los siguientes puntos, considerados en los momentos t = 0,

t=1yt=2:
(@) z|-1 0 -1 (c) z|-1 0 1 (e) x| 0 1 -1
a). c). e).
y| 0 3 0 y|-1 -2 0 y|2 0 2
(b) x| 0 -1 2 () z|-1 0 -1 0 x|-1 0 -1
h). d). .
yl|-2 0 2 y| 1 1 1 ' y| 1 2 -3
Sea pg, p1, - . . una sucesion de polinoios tal que, para cada n, p,, tiene exactamente grado n. Demiestre

que la sucesion es linealmente independiente.
2* Demuestre que la matriz de Hilbert, con elementos a;; = (1 + i+ j )~1 es una matriz de Gram para

. 2 n—1
las funciones 1,x,x°,...,x

, es decir, es la matriz del sistema lineal que se obtiene al plantear el
problema de aproximacion para la norma inducida por cierto producto escalar.
Obtener el polinomio de grado menor o igual a 3 que mejor aproxima f(x) = e* con la norma inducida

por el producto escalar
1
o) = [ @) do

Obtener el polinomio de grado menor o igual a 3 que mejor aproxima f(x) = e* con la norma inducida

por el producto escalar
2
(o) = [ f@gla) da

EL Obtener el polinomio de grado menor o igual a 3 que mejor aproxima f(x) = € con la norma

1 T x
o= [ 00 g

inducida por el producto escalar
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Tema 5 Derivacion e integracion numeéricas

Dada una funcion fy a,b € R, queremos aproximar el valor de

b
uﬁ—/ﬂmw

En muchas ocasiones no existe una primitiva de f, por lo que necesitaremos otro método para evaluar la

integral.

Supondremos que conocemos los valores de la funcion en n+ 1 coordenadas xy < 1 < ... < xz,, € [a,b],

es decir, que tenemos los puntos

($03 f(xO))a (1’1, f(xl))’ cee (fnn, f(xn))7

Obtendremos valores aproximados de I(f) a partir de los valores de la funcion en los puntos anteriores.

5.1 Formulas de cuadratura

Denominamos féormula de cuadratura a una expresion del tipo

n b
QU1 = aif(z:) z/ f(z)dx.
i=0 a
o g < x1 < ...< Ty € [a,b] son los nodos de cuadratura.

° ap,ai,...,a, € Rson los pesos de cuadratura.

El error de truncamiento de la formula es

b
Blf) = [ $(w)iz - QU
a
El orden o grado de precision de la formula de cuadratura es el mayor nitmero natural m de modo que

E[P] = 0 para cualquier polinomio P de grado < m. Se dice que el orden es exactamente m si existe un

polinomio P de grado m tal que E[P] # 0

Proposicion 5.1

Una formula de cuadratura es de orden m si y solo si

Elz¥]=0, k=0,1,...,m.

El orden es exactamente m si ademas

E[z™1 £ 0.
2] # .
Ejercicio. ]
5.1.1 Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio
Las féormulas de cuadratura de tipo interpolatorio consisten en, dados a < b € R, xg, ..., x, € [a,b]
y f integrable en [a,b|, considerar el polinomio de interpolacion de f(x) en los puntos xo,x1,...,Tpn, Py, y

definir la formula de cuadratura

[ s =i = [P

Notese que en particular el grado de precision es, al menos, el grado del polinomio interpolador, n.



5.1 Formulas de cuadratura

En el caso de tomar puntos equiespaciados se denominan Féormulas de Newton-Cotes. Si los puntos

equiespaciados incluyen a y b se denominan formulas cerradas. En ese caso, los nodos de cuadratura son
xo=a,x1=a+h,...,.xn,=a+nh=>b, h=(b—a)/n.

Sean l;(x), 0 < i < n los polinomios de Lagrange de x, x1, ..., x,. Entonces

Po(z) =Y f(xi)li(=).
=0

Sustituyendo en la formula de cuadratura,

b b n
| taa~ [ Py - > afw)

b
ai:/ li(x) dx.

Recordemos que si P, es el polinomio interpolador, el error de interpolacion es

(n+1) n
f(n+(1§g!6) [[@ -2, & elat]

=0

donde

f(z) = Po(x) =

Por tanto, el error de cuadratura sera
b r(n+1) n
Pt
E[f] _/a eFy H)(x—xi)dx, & € [a,b].

Otra formulacion equivalente es, utilizando la interpolacion de Newton,

n

b
Elf] :/ f[xo,wl,---,ivn,w]H(w —x;) dx.

=0

5.1.1.1 Trapecio simple

Tomando xo = a, x1 = b, obtenemos

b b—a
[ #ado = 25 (@) + 10

Y el error de cuadratura es

NG
12

E[f] = (b—a)’, & € [a,b]

Figura 5.1: Trapecio simple

El error de curvatura se obtiene usando que (x — a)(b — x) es positiva en |a, b] y por el Teorema del valor

medio del calculo integral, el término de la derivada sale fuera de la integral.
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5.1 Formulas de cuadratura

5.1.1.2 Regla de Simpson

Tomando xo = a, T1 = %’, x9 =b, h = (b— a)/2, obtenemos la regla de Simpson:

[ e = B+ e+ 50)

Proposicion 5.2

Sea f € C*[a, b]. Entonces existe £ € (a,b) tal que el error cometido con la regla de Simpson es

b (4)
[ 1@ de = S5 + 4560 + 50 = - L5

Demostracion Desarrollamos la funcién de h en h = 0 la expresion del error

a+2h h
/ f(x) de — 5 (F(a) +4f(a+ b) + f(a-+20).

_ / (1) dt
entonces

F(x) = F(a)—i—F/(a)(x—a)—l—F”(a)(x—a)2/2—i—F/”(a)(x—a)3/3!—i—F“”(a)(az—a)4/4!+F/W(§)(x—a)5/5!
Luego

Si

/ e f(x)de =0+ f(a)2h + f'(a)2h* + f"(a)4h3/3 + £ (a)2h? /3 + f"(£)32R° /5!

Po otro lado

(h/3)(f(a)+4f(a+h)+f(a+2h)) = 04f(a)2h+f"(a)2h>+f" (a)4h® /34 " (a)2h* )3+ F" (€)(44+16)h° / (34))

Es decir, el resto es

(32:3—20-5)/(3-5!) = —4/(3-5!) = —1/(3-5-3-2) = —1/90.

61



5.1 Formulas de cuadratura

5.1.2 Grado de precision de las formulas de tipo interpolatorio

Proposicion 5.3

Una formula de cuadratura con (n + 1)-nodos distintos,

= Z aif(xi)a
=0

es de interpolacion si y solo si tiene grado de precision al menos n. o

Demostracion

En primer lugar, si la férmula es de interpolacién, es decir,

b
1) = [ Pua)ds,
a

donde P, (x) es el polinomio de interpolacién de f en zg,x1, ..., zy, entonces, si f es un polinomio de grado
< n, tenemos que P, = f y la formula es exacta.

Reciprocamente, supongamos que la féormula tiene grado de precision al menos n. Entonces, si E,(f) es
el error de interpolacion, En(a;k) =0, 0 < k < n, es decir,

1 pr+1 k+1_n k<<
m( —a )_gazxi, <k<n.

El sistema anterior es compatible determinado (su determinante es el de Vandermonde).

Por otra parte, si a; son los pesos de cuadratura de la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio, como
tiene grado de precision al menos n, tenemos que son solucion del sistema anterior. Luego la formula de

cuadratura anterior es de tipo interpolatorio.
O

5.1.3 Formulas de cuadratura compuestas

Las reglas compuestas consisten en descomponer el intervalo en subintervalos y aproximar la integral
aproximando la integral en cada subintervalo con un método simple.

1. Si aplicamos la regla del trapecio simple en cada subintervalo, tenemos la regla del trapecio compuesta.

2. Si el numero de subintervalos es par y aplicamos la regla de Simpson en cada par de subintervalos,

tendremos la regla de Simpson compuesta.

5.1.3.1 Regla del Trapecio Compuesta

Dado h = (b — a)/n, tomamos los nodos x; = a + ih, 0 < i < n. Entonces

/ Fla)de = o (F(ao) +2f(@2) -+ 27 (wn 1) + F )

Y el error de cuadratura

E[f] = —f/;(f)(b —a)h?, € € [a, D).
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5.2 Cuadratura adaptativa

5.1.3.2 Regla de Simpson Compuesta

Dado n = 2k, h = (b — a)/n, tomamos x; = a + ih, 0 < i < n. Entonces

b h k—1 k-1
/ f(z)dx ~ 3 (f(xo) +2 Z flxai) +4 Z f(@2it1) + f(fl?n)) :
a i=1

1=0

Y el error de cuadratura es

E[f] = - Ri(b—a), € € [a,b].

5.2 Cuadratura adaptativa

Los métodos anteriores toman los nodos de cuadratura equiespaciados. Esto hace que se dedique el mismo

esfuerzo computacional a cada subintervalo, independientemente de como se comporte la funcion en el mismo.

El método de cuadratura adaptativa estima el error cometido en cada intervalo. En caso de que dicha
estimacion sea menor que una tolerancia fijada, se usa la aproximacion obtenida. Sin embargo, si la estimacion
del error es mayor que la tolerancia, se divide el intervalo en dos, asignando a cada uno la mitad de la

tolerancia.

Una vez subdividido un intervalo, se aplica el mismo proceso para cada una de las dos subdivisiones.
Vamos a ilustrarlo usando el método de Simpson como formula de cuadratura para un intervalo. Fijada f

ya,b € R, denotaremos

S(ab) = "2 (Fla) + 4£((a+ 0)/2) + F0)
Entonces b @
/a f(@)de — S(a,b) = L 98§I)h5, & € [a,b].
Por otra parte, si c = (a +b)/2,
/a ' f(z)dz — S(a,c) — S(c,b) = — fl(g)_(gg) K, & € [a,b).
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5.3 Formulas de Cuadratura Gaussiana

Supongamos que f ) &)~ f (4) (&2). Despejando de las dos ecuaciones anteriores, obtenemos

15 f¢ (§1)
S(a,b) — S(a,c) — S(e,b) = T
De donde
f (51) S(a7 b) - S(“a C) - ‘S’(C’ b)
16 - 90 N 15 '

Es decir, (S(a,c) + S(c,b) — S(a,b))/15 es una estimacion del error cometido aplicando Simpson con dos
intervalos.
Resumiendo, el procedimiento (recursivo) es el siguiente:
1. Dada una tolerancia T, se comprueba si el error estimado (S(a,c) + S(c,b) — S(a,b))/15 en valor
absoluto es menor que dicha tolerancia.

2. Si es menor, se toma como aproximacion de la integral

/ opde ~ 5(0,0) + 8,y + SIS = Slart)

3. Si es mayor, se consideran las integrales en los intervalos [a,c] y [c,b], asignando a cada una una

tolerancia T'/2 y se procede andlogamente. Una vez aproximadas las dos integrales, se suman los valores

de las dos aproximaciones y ese es el valor utilizado como aproximacion de la integral entre a y b.

5.3 Formulas de Cuadratura Gaussiana

Consideremos una formula de cuadratura sobre n + 1 nodos,

b n
/ f(x)d:v%Zazf(acz)
@ i=0

Vamos a buscar los valores de los pesos y de los nodos para que el orden de la formula de cuadratura
sea maximo. Sabemos que para tener grado de precision al menos n, la formula de cuadratura sera de tipo

interpolatorio, por lo que sélo tendremos que obtener los nodos xg, . . ., xp.

Proposicion 5.4

Dados n € N, r > 0, una formula de cuadratura de tipo interpolatorio, I(f) = Y"1 aif(x;), tiene

grado de precision n + r si y solo si

b n
/l’jH(l‘—xi)dl':O, 0<j<r-—1.
@ i=0

Si la férmula de cuadratura tiene grado de precision n + r entonces para todo polinomio de grado menor

o igual an + r el error es cero. En particular, para los siguientes polinomios
n
x):asz(w—xi), 0<j<r-—1.

Entonces su integral en [a, b] coincide con la férmula de cuadratura, que es cero pues se anulan en los nodos.

Supongamos que se verifica la férmula. Denotemos
n

My (z) = [ [ (& — @)
i=0
La férmula serd de grado n + r si el error de cuadratura de todo polinomio de grado menor o igual an + r, P,

es cero. Ahora bien, P = QII,, + R, donde () tiene grado menor o igual a r y R tiene grado menor o igual a n.
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5.3 Formulas de Cuadratura Gaussiana

Entonces
E[P] = E[Q11,,] + E[R].

Por hipétesis, E[QII,] = 0y por ser una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio, E[R]| = 0.
[l

La Proposicion anterior muestra que para obtener una formula de cuadratura de grado n + r basta tomar
n

I, = H(x — ;)
1=0
ortogonal a 29, 0 < i < r — 1 con el producto escalar

b
(9, h) :/ g(x)h(z) dx.

Consideremos una sucesion de polinomios ortogonales (con el producto escalar anterior), { Q }p=o0,1,... tal que

el grado de Qy, sea k.

Proposicion 5.5

Fijado n € N sean xy, . . ., x, las raices de Qn+1. Entonces la formula de cuadratura de tipo interpola-

torio cuyos nodos son xg, . . . , Ty, tiene orden 2n + 1. o

Demostracion Hay que probar que las raices han de ser reales. Si no lo fuesen, entonces tendriamos un
polinomio de grado menor con el mismo nimero de raices reales, que al multiplicarlo por (5,1 nos darfa un

polinomio positivo y por tanto no ortogonal. (I

Proposicion 5.6

Los pesos de cuadratura son positivos. . ’

Demostracion Ver ejercicios. U

Teorema 5.1
Si f es continua en |a, b], entonces las formulas de cuadratura gaussianas convergen a la integral. W)}
N\

Demostracion  Por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass, existe un polinomio tal que | f — p| < e. Para

n suficientemente grande, las formulas de cuadratura son exactas para ese polinomio, luego

b b
/ fla)do =" Aif(x;) / f(x) — p(x) da +)Z A;(p(a) — f(a:i))’ < (b—a)ete»  A; =2(b—a)e.
O

Vamos a calcular las formulas de cuadratura gaussianas para la integral f_ll f(z)dx, denominadas

formulas de Gauss-Legendre.
Para ello, comenzamos calculando los polinomios de Legendre, que forman base ortogonal. Los dos

primeros serdan Qo(x) = 1, Q1(x) = x. Los siguientes se pueden calcular mediante la formula recursiva
(n+1)Ppi1(x) = (2n+ 1)zPy(x) — nPy—1(x).

Ahora bastara tomar como nodos las raices de dichos polinomios y como pesos los dados por ser una

formula de tipo interpolatorio.
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Tema 5 Ejercicios

10.

11.

= Tema 5 Ejercicios

. La regla del trapecio aplicada a f02 f(z) dx nos da el valor 4 y la de Simpson nos da el valor 2. ;Cudl

es el valorde f(1)?
Obtener una funcion f(x) tal que la regla del trapecio de el valor exacto de fil f(x)dx, pero la de
Simpson no sea exacta.

Obtener el grado de precision de la formula de cuadratura

/11f(m)dmf<_\f> +f<?>.

Sea h = (b—a)/3, xg = a, z11 = a + h, xo = b. Obtener el grado de precision de la formula de

cuadratura )
/ () dz = th (1) + th (22).

La formula de cuadratura

1
/_ @) de =~ cof (1) + 1 f(0) + 2 f (1)

es exacta para todos los polinomios de grado < 2. Determinar cy, c1, Ca.

Encuentra cy, c1, x1 tales que la formula de cuadratura

1
/0 f(z)dr = cof(0) + c1f(z1),

tenga el maximo grado de precision posible.

Encuentra xq, c1, x1 tales que la formula de cuadratura

1
| f@rdox () + e fian),
0

tenga el maximo grado de precision posible.

Aproximar aplicando la regla de Simpson

3 2
/ / In(x + 2y) dy dz.
1)1

Encontrar el valor de h para que el error de cuadratura con la regla del trapecio compuesto para las
siguientes integrales sea menor que 1074,

(a). f02 e dz.

(b). fol cos(m?x?) dz.

(). [ (x+4)" d,

(d). f12 xInxd.
Encontrar el valor de h para que el error de cuadratura con la regla de Simpson para las siguientes
integrales sea menor que 1074,

(a). f02 e*’ d.

(D). fol cos(m?z?) dax.

(c). foz(x +4)" 1 dx.

(d). ff zInz dx.

Determinar a, b, c, d para que la siguiente formula de cuadratura sea de grado tres

1
/_ @) do = af (1) £ bf(1) +f (1) + 47 (1.
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Tema 5 Ejercicios

12. Determinar a, b, c, d, e para que la siguiente formula de cuadratura sea de grado cuatro

1
/_1 F(@)dz ~ af(—1) + bF0) + cf (1) + df (1) + ef'(1).

13. Aproximar por la formula de Gauss-Legendre con 3 nodos las siguientes integrales:

1 3 2
/ sin(mz) dz, / Inz dz, / e dx.
-1 1 1

14. & Demostrar que los pesos de las formulas de cuadratura gaussiana son siempre positivos .
15. Calcular mediante cuadratura adaptativa una aproximaciéon con error estimado menor de 10™! de las

siguientes integrales:

(a). f01(1+:c3)1/2dx (c). f02(1+x3)_1/2dx (e). folscemdx
(b). f12(1+a:4)_1dx (d). foﬂ/2cos(a:)d:c ). fOZemQ dx

'Pista: considerar los polinomios P;(z) = J],_;(z — z:)? /(x5 — ).
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