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linea:

o Una funcién f es continua en a si estd definida en ese

punto, es decir, existe el valor f(a), si existe limg_,, f(z) y
ambos valores coinciden. Se suele escribir todo en una sola

lim f(@) = f(a).

DA
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El algebra de las funciones continuas
Teorema de Bolzano

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

e Una funcién f es continua en a si esta definida en ese
punto, es decir, existe el valor f(a), si existe lim,_,, f(z) y
ambos valores coinciden. Se suele escribir todo en una sola
linea:

lim f(x) = f(a).

T—ra
o Una funcién f es continua en a por la derecha si esta
definida en ese punto, es decir, existe el valor f(a), si existe
lim, 4+ f(z) y ambos valores coinciden. Se suele escribir
todo en una sola linea:

lim f(z) = f(a).

r—a+
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CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

e Una funcién f es continua en a si esta definida en ese
punto, es decir, existe el valor f(a), si existe lim,_,, f(z) y
ambos valores coinciden. Se suele escribir todo en una sola
linea:

lim f(x) = f(a).

T—ra
o Una funcién f es continua en a por la derecha si esta
definida en ese punto, es decir, existe el valor f(a), si existe
lim, 4+ f(z) y ambos valores coinciden. Se suele escribir
todo en una sola linea:

lim f(z) = f(a).

r—a+

o Una funcién f es continua en a por la izquierda si ...
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CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

e Una funcién f es continua en a si esta definida en ese
punto, es decir, existe el valor f(a), si existe lim,_,, f(z) y
ambos valores coinciden. Se suele escribir todo en una sola
linea:

lim f(x) = f(a).

T—ra
o Una funcién f es continua en a por la derecha si esta
definida en ese punto, es decir, existe el valor f(a), si existe
lim, 4+ f(z) y ambos valores coinciden. Se suele escribir
todo en una sola linea:

lim f(z) = f(a).

r—a+

o Una funcién f es continua en a por la izquierda si ...
o Una funcién es continua en a si y solo si es continua en a
por la derecha y por la izquierda simultaneamente.



@ Si se conoce que f es continua en a el calculo de

limy o f (.’L’ )

es inmediato, ya que es igual a f(a).

«0O0>» «F» «=» « > Q>



@ Si se conoce que f es continua en a el calculo de

limy o f (.’I} )

es inmediato, ya que es igual a f(a).

e El problema esté pues en el calculo de lim,_,, f(x) en el
caso en que f no es continua en a.
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o La funcién

es continua en todos los puntos x # 0. Asi que para todos
ellos el calculo del limite es muy fécil
lim

sen(z)  sen(a)
T—a xT B

a
si a # 0. El tnico caso que no se ha calculado es para a = 0.

«0O0>» «F» «=» « Q>

it
-



o La funcién

es continua en todos los puntos x # 0. Asi que para todos
ellos el calculo del limite es muy fécil

I sen(z)  sen(a)

T—a X a

si a # 0. El tnico caso que no se ha calculado es para a = 0.
o Este ejemplo muestra la importancia de conocer qué

funciones son continuas y qué reglas nos permiten decidir si
una funcién es continua o no.

=] F = = DA



e Por ejemplo, es conveniente conocer reglas para decidir
rapidamente si expresiones como

vVa?+x+ 1+ cos(z)

2 — sen(x)
qué puntos no.

son o no continuas; o mejor aun, en qué puntos lo son y en

«0O0>» «F» «=» « > Q>



EJEM

e Por ejemplo, es conveniente conocer reglas para decidir
rapidamente si expresiones como

vVa?+x+ 1+ cos(z)
2 — sen(x)

son o no continuas; o mejor aun, en qué puntos lo son y en
qué puntos no.

@ Por este motivo se suelen estudiar la continuidad de las
funciones mas simples (llamadas elementales) y después las
operaciones que mantienen la continuidad de las funciones
involucradas, como la suma entre ellas o la composicion.
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Continuidad
El algebra de las funciones continuas
Teorema de Bolzano

CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Todas las funciones elementales (polinomiales,
potencias, logaritmo, exponencial y trigonométricas)
vistas en el tema anterior son continuas en todo su
dominio.

Entonces, usando la continuidad y el dlgebra de limites,
tenemos que

1o V w? + 2+ 1+ cos(z) _ Vim0 (22 + x4 1) + limy,—g cos(z)
0 2 —sen(x) 2 — lim,_,0 sen(x)

V14 cos(0)
~ 2 —sen(0)

=1



Si f y g son funciones continuas, entonces
o f+ g es continua

«40)>» «F»r 4«

= DA



Si f y g son funciones continuas, entonces
o f+ g es continua

e f — g es continua
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Si f y g son funciones continuas, entonces
o f+ g es continua

e f — g es continua

e f-g es continua

«40)>» «F»r 4«

= DA



Si f y g son funciones continuas, entonces

o f+ g es continua

e f — g es continua

e f-g es continua

e f/g es continua en todos los puntos en los que ambas lo
son y el denominador no se anula

DA



Si f y g son funciones continuas, entonces

o f+ g es continua
e f — g es continua
e f-g es continua

e f/g es continua en todos los puntos en los que ambas lo
son y el denominador no se anula

@ f og es continua
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como

fz) =

1+ e”
son o no continuas. En este caso:

Estas propiedades permiten decidir rapidamente si expresiones

cos(x) + 2

@ la funcién constante 1 y la funcién exponencial e* son
continuas, luego su suma 1 + e lo es.

DA




como

fz) =

1+ e”
son o no continuas. En este caso:

Estas propiedades permiten decidir rapidamente si expresiones

cos(x) + 2
@ la funcién constante 1 y la funcién exponencial e* son
continuas, luego su suma 1 + e lo es.

e la funcién cos (z) y la funcién constante 2 son continuas,
luego cos (z) + 2 es continua.

DA




@ la funcidn

1+¢e*
h(z) =

() cos(x) + 2
es continua en todos los puntos en los que no se anule el
denominador. Como este denominador no se anula en
ningun punto, la funcién h(x) es continua.

DA
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@ la funcidn

1+¢e*
h(z) = —————

() cos(x) + 2
es continua en todos los puntos en los que no se anule el
denominador. Como este denominador no se anula en
ningun punto, la funcién h(x) es continua.

e la funcién raiz g(z) = \/z es continua y estd definida para
x>0
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EL ALGEBRA DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

o la funcién
1+e”

hz) = cos(x) + 2

es continua en todos los puntos en los que no se anule el
denominador. Como este denominador no se anula en
ningtn punto, la funcién h(z) es continua.

e la funcién raiz g(z) = \/x es continua y estd definida para
x>0

e como f(z) = (goh)(z)=g(h(x)) = coi&%iQ la funcién f
es continua para los valores en los que h(z) > 0, lo que
ocurre para cualquier valor, ya que 1+ e” y cos(z) + 2 son

funciones positivas.
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EL ALGEBRA DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

o la funcién
1+e”

hz) = cos(x) + 2

es continua en todos los puntos en los que no se anule el
denominador. Como este denominador no se anula en
ningtn punto, la funcién h(z) es continua.

e la funcién raiz g(z) = \/x es continua y estd definida para
x>0

e como f(z) = (goh)(z)=g(h(x)) = coi&%iQ la funcién f
es continua para los valores en los que h(z) > 0, lo que
ocurre para cualquier valor, ya que 1+ e” y cos(z) + 2 son

funciones positivas.

e En resumen, f(z) estd definida y es continua en todo R.



o Las funciones continuas tienen varias propiedades. Una de
ellas, ya vista, es que evitan el calculo de limites, ya que

para ellas sélo hay que sustituir el valor de la funcién en el
punto limite.

«0O0>» «F» «=» « > Q>
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TEOREMA DE BOLZANO

o Las funciones continuas tienen varias propiedades. Una de
ellas, ya vista, es que evitan el célculo de limites, ya que
para ellas sélo hay que sustituir el valor de la funcién en el
punto limite.

o Otra propiedad es el

TEOREMA (BOLZANO)

Si f: [a,b] — R es continua en todos los puntos de [a,b] y si
fla)f(b) <0 (es la forma abreviada para escribir que la funcion
cambia de signo entre a y b) , entonces existe un valor ¢ € (a,b)
que cumple f(c) = 0.




En este teorema es esencial que la funcién sea continua y que se

trate de un intervalo, como muestran las funciones siguientes:

=1 size[-1,0]
.

siz e (0,1)
No alcanza el valor 0.

Cambia de signo, no es continua y estd definida en un intervalo.

Or «Fr «Er (Er E

DA



-1 size(3,4)
g(x)_{1 siz € (6,9)

Cambia de signo, es continua pero no esta definida en un
intervalo. No alcanza el valor cero.

it
-

«0O0>» «F» «=» « Q>



Resolver la ecuacion xe® = 1.

llamando f (z) = ze® — 1 se trata de ver si hay valores que
cumplan f (z) = 0.

«0O0>» «F» «=» « > Q>

e Esta ecuacién puede escribirse como ze®* —1 =0, y



EJEM

Resolver la ecuacion xe® = 1.

e Esta ecuacién puede escribirse como ze®* —1 =0, y
llamando f (z) = ze® — 1 se trata de ver si hay valores que
cumplan f (z) = 0.

o Para ello, segin el teorema de Bolzano, basta comprobar

que la funcién es continua y que cambia de signo. En cada
cambio de signo se halla un valor que cumple f (z) = 0.

DA
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EJEMPLO Y APLICACION DEL TEOREMA DE BOLZANO

Resolver la ecuacién ze® = 1.

e Esta ecuacién puede escribirse como ze®* —1 =0, y
llamando f (z) = xe® — 1 se trata de ver si hay valores que
cumplan f (z) = 0.

o Para ello, segiin el teorema de Bolzano, basta comprobar
que la funcién es continua y que cambia de signo. En cada
cambio de signo se halla un valor que cumple f (x) = 0.

@ La funcidn es continua pues se trata del producto de x por
e” al que luego se le resta 1 (este razonamiento pone de
manifiesto la necesidad de conocer qué funciones son
continuas y las reglas que permiten decidir de forma rapida
si una expresion es o no una funcién continua).



e Como f(0) <0y f(1) >0 el teorema de Bolzano dice que
existe un valor ¢ € (0, 1) que cumple f (¢) = 0. Asi

¢ =0,.... Si se elige como raiz aproximada el 0, se comete
un error menor que 1 —0 = 1.

DA
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EJEMPLO Y APLICACION DEL TEOREMA DE BOLZANO

@ Como f(0) <0y f(1) > 0 el teorema de Bolzano dice que
existe un valor ¢ € (0, 1) que cumple f (¢) = 0. Asi
¢ =0,.... Si se elige como raiz aproximada el 0, se comete
un error menor que 1 —0 = 1.

o Para aproximarnos a c se divide el intervalo por la mitad,
es decir, se consideran los intervalos (0,0,5) y (0,5,1). Se
calcula el signo de la funcién en 0,5 y se elige el
subintervalo donde la funcién cambia de signo.
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EJEMPLO Y APLICACION DEL TEOREMA DE BOLZANO

@ Como f(0) <0y f(1) > 0 el teorema de Bolzano dice que
existe un valor ¢ € (0, 1) que cumple f (¢) = 0. Asi
¢ =0,.... Si se elige como raiz aproximada el 0, se comete
un error menor que 1 —0 = 1.

o Para aproximarnos a c se divide el intervalo por la mitad,
es decir, se consideran los intervalos (0,0,5) y (0,5,1). Se
calcula el signo de la funcién en 0,5 y se elige el
subintervalo donde la funcién cambia de signo.

e Como f(0,5) =—0,17 <0..., se elige el intervalo (0,5,1).
El Teorema de Bolzano garantiza que en este intervalo hay
al menos un cero ¢ = 0,5.... Si se elige como raiz
aproximada el nimero 0,5 cometemos un error menor que

(1-0)/2=05



e Se continua el proceso, calculando el signo de f(z) en
x = 0,75. Se obtiene que f(0,75) = 0,58--- > 0. Por tanto,
hay al menos una raiz en el intervalo (0,5,0,75). Si se elige

como raiz aproximada el nimero 0,5 cometemos un error
menor que (1 —0)/22 = 0,25
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e Se continua el proceso, calculando el signo de f(z) en
x = 0,75. Se obtiene que f(0,75) = 0,58--- > 0. Por tanto,
hay al menos una raiz en el intervalo (0,5,0,75). Si se elige
como raiz aproximada el nimero 0,5 cometemos un error
menor que (1 —0)/22 = 0,25

@ De esta manera nos vamos aproximando a un cero de f(x).
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EJEMPLO Y APLICACION DEL TEOREMA DE BOLZANO

e Se continua el proceso, calculando el signo de f(z) en
x = 0,75. Se obtiene que f(0,75) = 0,58 --- > 0. Por tanto,
hay al menos una raiz en el intervalo (0,5,0,75). Si se elige
como raiz aproximada el nimero 0,5 cometemos un error
menor que (1 —0)/22 = 0,25

@ De esta manera nos vamos aproximando a un cero de f(x).

o En el caso general los errores que se cometen al elegir como
solucién aproximada el extremo izquierdo del subintervalo
elegido son

b—a, (b—a)/2, (b—a)/2% ((b-a)/2% ...
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definida en un intervalo, se puede

Dada una ecuacién f(z) = 0 (todas las ecuaciones se pueden
escribir asf) en la que la funcién que aparece es continua y esté

@ saber si tiene soluciones

DA
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definida en un intervalo, se puede

Dada una ecuacién f(z) = 0 (todas las ecuaciones se pueden
escribir asf) en la que la funcién que aparece es continua y esté

@ saber si tiene soluciones

o calcularlas con la precisién que uno quiera.

DA

u]
‘ 8]
it



la funcién esf(z) = 23

La ecuacién x3 + 1 = x se puede escribir como f(z) = 0 donde
definida en todo R = (—o0, 00).

— x + 1. Esta funcién es continua y esta

«0O>» «F»r «=» < Q>

it
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La ecuacién x3 + 1 = x se puede escribir como f(z) = 0 donde
la funcién esf(z) = 23

definida en todo R = (—o0, 00).

Como ademds f(—2) <0y f(—1) > 0, la ecuacién tiene una
solucién ¢ = —1, ....

— x + 1. Esta funcién es continua y esta

«0O>» «F»r «=» <

it
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DA



La ecuacién x3 + 1 = x se puede escribir como f(z) = 0 donde
la funcién esf(z) = 2® — z + 1. Esta funcién es continua y estd
definida en todo R = (—o00, 00).

Como ademds f(—2) <0y f(—1) > 0, la ecuacién tiene una
solucién ¢ = —1, ....

Reiterando el proceso, como en el ejemplo anterior se obtiene la
solucién ¢ = —1,3247...
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