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DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

o Una funcién f definida en un intervalo centrado en xg, es
derivable en xq si existe el limite

I f(zo+h) — f(z0)
h—0 h

= f'(w0)-

e Este valor [’ (z¢) se llama derivada de f es el punto zg.
También se escribe

7o) =T ao), o tambien 1/ (@)= ¥ ().
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Sea f (z) = z%. En cada punto g se obtiene

h) — h)* — 2x0h + h?
h’mf(m(H_ ) — f(w0) = lim —(m0+ ) xo—lim 2o + b7 = 2x

h—0 h—0 h h—0 h

y ast [/ (zg) = 2x0.

Se suele escribir f/ (r) = 2x para la funcién f (r) = 22, o

también

df da?

dm() 2z, odm(a:)—2a:



Si f(z) = |z| y zo = 3 entonces

f (w0 +h) = f(z0)

lim Z]imwzlmeH:

1
h—0 h h—0 h h—0 h

y si g = 0 entonces

f(xo+h)—f(x0)=lim@={ 1 si h—07F

lim

h—0 h h—0 h -1 si h—0"

que no existe.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

e La gréfica de la funcién f es el conjunto de puntos
{(z, f(z)) : « pertenece al dominio de la funcién }.

También se dice que la gréfica de f es la curva y = f(x).

e Considérense los puntos (zg, f(x0)) v (xo + h, f(zo + h)) de
la grafica de la funcién f. La pendiente de la recta (secante
a la grafica de f o secante a la curva y = f(x)) que pasa
por dichos puntos es

f(@o+h) — f(o)
- :
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

e Si h — 0, las pendientes de las rectas secantes convergen a
la pendiente de la recta tangente a la grafica de f (o a la
curva y = f(x)) en el punto (xg, f(xo))-

e Por tanto, la pendiente de la recta tangente a y = f(z) en
el punto (zo, f(x0)) es

h) —
lfm f(xo + ) f(ajO) — f/(x())-

h—0 h

Caélculo I Tema 1 1.5. La derivada. Ejemplos y re



e En cada punto (zg, f (z9)) de la grafica de una funcién f,
la recta tangente tiene como expresion

y = f(x0) + f'(zo)(x — z0).

e Es una recta que pasa por el punto (zg, f(xg)) y que tiene
como pendiente f’ (zg).
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

2

Por ejemplo, para la funcién f (z) = 2* se pueden calcular las

rectas tangentes en los puntos (0,0) y en (2,4)

1:y=f(0)+f(0):(z-0)=0+0(z-0)=
ro:y=f2)+f(2) - (r—-2)=4+4-(x—2)=4x -4

Las rectas tangentes a la grafica de y = 22 en los puntos (0,0) y
(2,4) tienen como ecuaciones

y=0
y=4z —4
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Las funciones elementales se pueden derivar en todo punto de su
dominio (excepto z%, 0 < a < 1, que no es derivable en z = 0).

La siguiente tabla muestra una serie de funciones y sus
derivadas (a es una constante):

funcién | derivada || funcién | derivada
a 0 z® ar® !

exp(z) | exp(z) log(x) 1/x

sen(z) | cos(x) cos(x) | —sen(x)
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REGLAS DE DERIVACION

Adems4s de las derivadas de las funciones elementales, hay una
serie de reglas (propiedades de las derivadas) cuya aplicacién
permite el cdlculo de derivadas de expresiones més complejas.
Estas reglas son:
o (f£9) (z)=f(x) £d (2). ,
Asi, por ejemplo, (x + 22 4 sen x) =14 2x+ coszx.
o (af) =af'.
Por ejemplo, (171:3)/ = 17($3)/ =17 32% = 5122,

Caélculo I Tema 1 1.5. La derivada. Ejemplos y re



(f-9)=f 9+fd

Por ejemplo,

/
(x-senz) =1-senz+ x-cosx =senx + x cos T.

°
(i)':f’-g—f-g’
g g2
Ejemplo:
( x >'_1-senx—x-cosx_senm—x-cosa:
senz/ sen?x - sen?z
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EJEMPLO

Con estas reglas tan sencillas, y sabiendo derivar las funciones
mas simples, como las elementales, se pueden derivar
expresiones més complejas, como por ejemplo,

e® —17z\"  (e* —17z)" - xsenz — (¢* — 17z) - (zsenz)’
rsenx

(zsenz)?
(e* —17) -zsenz — (e* — 17x) - (senz + x cos x)

(zsenz)?
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Sean f y g funciones tales que g es derivable en z y f lo es en
g(z). Entonces f o g es derivable en z y

(fog) (@) =(f(g(2))) =F(g9(=) ¢ ().
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REGLA DE LA CADENA. NOTACION

o Considérese la composicién de funciones

(zoy)(z) = 2(y(2))-

@ Derivando respecto de x se obtiene

d(zoy) dz d dz d
2w = Lo P = (Fov) 0w

@ Si se suprimen los argumentos de las funciones, se tiene

d(zoy) _ (dzoy> dy

dx dy dx’
@ Si se suprime la expresion oy, se tiene
dz dz dy
dr  dy dz’

formula facil de recordar.
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Por ejemplo,

(se ( )) = cos (x2) -2z
(sen m) =2senxcosx
(sen (senz))’ = cos (sen ) - (cos x)
elte ) e Loy
, 1

(In(x +senx)) = e —— (14 cosx)
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CRECIMIENTO DE UNA POBLACION

o La tasa es un coeficiente que expresa el cociente entre la
cantidad y la frecuencia de un fenémeno.

@ Sea f(t) el nimero de individuos de una poblacién (de
bacterias) en el tiempo ¢. Si bien la poblacién es siempre un
numero entero, normalmente es tan grande que se
introduce un error muy pequeno al suponer que f(t) es una
funcién continua.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

o La tasa de crecimiento de la poblacién en el intervalo de
tiempo (t,t + h) es
fE+h) = f()
h 9
que puede interpretarse como la velocidad media de
crecimiento de la poblacién en el intervalo de tiempo
(t,t+ h).
o La tasa de crecimiento (instanténea) es

) = i LD =IO
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CRECIMIENTO DE UNA POBLACION

o Las bacterias se reproducen mediante division celular
simple.

o La tasa de crecimiento es proporcional a la poblacién
presente. Esta hipdtesis es consistente con las observaciones
de crecimiento de bacterias.

o Mientras exista espacio suficiente y un buen suministro de
alimento para las bacterias, se puede suponer también que
la tasa de mortalidad es cero. (Recuerde que en la divisién
celular la célula madre no muere, sino que se convierte en
dos nuevas células).

o Un modelo matematico para la poblacién de bacterias que
siga las hipdtesis anteriores viene definido por

(D)= af), a > 0.
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OTROS MODELOS

Las derivadas intervienen en multitud de modelos bioldgicos:

e El modelo de Lotka-Volterra y los modelos de Gause
describen la interaccién entre las poblaciones de un
depredador y su presa.

o La datacién mediante el carbono 14.
e La adsorcién y metabolizacion de compuestos biolégicos.

e El crecimiento de tumores o de peces (modelo de Von
Bertalanffy)

e La transmisién de informacién en una neurona (modelo de
Hodgkin y Huxley)

o Etc.
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FUNCION DERIVABLE EN UN CONJUNTO

Decimos que una funcién f es derivable en un intervalo
(a,b) si es derivable en cada punto z € (a,b).

Se dice que f es derivable en un conjunto U unién de intervalos
abiertos si en cada intervalo en derivable.

EJEMPLO

Comprobar que la funcion f(x) = |z| es derivable en
(—00,0) U (0, +00).
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DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

TEOREMA

St una funcion f es derivable en un punto xg, entonces es
continua en xg

TEOREMA

Sea una funcion f derivable en un conjunto (a,b)\{zo},
continua en xg y tal que existen los limites laterales

h’mﬂ;_ma f(x)y me_mg 1 (x). Entonces f es derivable en xq si
y solo si

lim f'(z) = lim f'(x).

— +
x—).fCO CE—)Z‘O
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