]
Tl
)
pe
i)



Resolucién
Algunos Modelos Introduccién
Mas alla de auténomas y escalares

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Las primeras ecuaciones
diferenciales surgen al tratar
de resolver ciertos problemas
de Mecéanica y Geometria. Hoy
en dia, constituyen el modelo
matematico de numerosos
problemas en todas las
ciencias y la ingenieria, en
particular, en biologia.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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E.D. AUTONOMA DE PRIMER ORDEN

Dada cierta funcién f(x), queremos obtener la funcién x(t) tal
que

t es la variable independiente
x(t) es la variable dependiente o funcién incognita.

La ecuacién se dice de primer orden porque sélo aparece la
primera derivada de la funcién incégnita.

La ecuaciéon se denomina auténoma porque la variable
independiente, t, sélo aparece como argumento de la funcion x.

Este tipo de ecuaciones modelan problemas de sistemas
“auténomos”, es decir, que no estdn influidos por factores
externos (o que esa influencia es constante en el tiempo).

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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E.D. AUTONOMA DE PRIMER ORDEN

Supondremos que f es una funcién continua y con derivada
continua.

Las soluciones son todas las funciones z(t) definidas en algin
intervalo (a,b) tales que

2'(t) = f(z(t)).
Admitiremos que a = —oco 0 que b = +o0.

EJEMPLO

Consideremos la ecuacion x'(t) = x(t). Muchas veces se omite
la variable t y se escribe

r = X.

Tenemos que f(z) = x y las soluciones son z(t) = Ce.

) = =

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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E.D. AUTONOMA DE PRIMER ORDEN

Recordemos que f es una funcién continua y con derivada
continua.

En estas hipotesis, las graficas de las soluciones no se cortan, es
decir, si x1(t), z2(t) son dos soluciones distintas, entonces

x1(t) # x2(t) para todo t donde estén las dos definidas.

Problema de valor inicial.
Dados tg, z, existe una tnica funcién x(t) que verifica

2(t) = f(x(t), x(to) = 7o.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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E.D. AUTONOMA DE PRIMER ORDEN

EJEMPLO

La tnica solucion del problema de valor inicial

es o(t) = et.

La unica solucion del problema de valor inicial

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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E.D. AUTONOMA DE PRIMER ORDEN

Se llama orbita de la solucién a la imagen, es decir,

orb(z) = {z(t): t € (a,b)}
Se llama punto de equilibrio a un valor xg tal que f(z¢) = 0.

Si 2 es un punto de equilibrio de 2’ = f(x), entonces z(t) = x¢
es una solucion de la ecuacién diferencial.

EJEMPLO

La ecuacion x' = x tiene un punto de equilibrio, 0. Luego

x(t) = 0 es solucion.

La ecuacion ' = x> — 1 tiene dos puntos de equilibrio, —1, 1.
Luego z(t) =1 y z(t) = —1 son soluciones.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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Grdficas y drbitas de las soluciones de ¥’ = x:
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ECUACIONES AUTONOMAS

Vemos como resolver una ecuacion diferencial auténoma de
primer orden,

dx
a'(t) = f(z(t) 5 = ).
Supondremos que f es una funcién continua y con derivada
continua.

Se dice que zg es un punto de equilibrio o critico, si
f(zo) = 0. Si 2 es un punto de equilibrio, entonces x(t) = xg es
solucion.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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ECUACIONES AUTONOMAS

Veamos como calcular las soluciones que no sean puntos de
equilibrio. Consideremos una solucién z(t) que tal que
f(z(t)) # 0. Entonces

z/( t
ldt=t+C.
fla(t) f /
Aplicando el cambio de variable x = z(t),
dx
e
f(x)

Despejando x de esa ecuacién, obtenemos la solucién z(t).

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO

de la ecuacion

' =az+0,
en funcion de los distintos valores de a,b.

Veamos como son los puntos de equilibrio, orbitas y soluciones

[m] = =

DA
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EJEMPLO: MODELO DE MALTHUS
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Este modelo fue propuesto en 1798 por el economista y
demoégrafo Thomas Malthus. Suele ser til como modelo
estimativo para intervalos de tiempo no muy grandes. Se ha
usado para el estudio de colonias de bacterias, poblaciones de
pequenos mamiferos e incluso para poblacién humana.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: MODELO DE MALTHUS
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Consideremos que p(t) es el tamano de cierta poblacién en el
instante ¢. Segin el modelo de Malthus, el crecimiento de la
poblacion seguiria un modelo de cierta tasa de crecimiento
constante ¢ (diferencia entre la tasa de natalidad y la tasa de
mortalidad) y proporcional al tamafio de la poblacion.

p'(t) = ep(t)
La resolucién de esta ecuacién son las curvas de la forma
p(t) = Ke®, K >0

donde K es el tamano de la poblacién en ¢ = 0.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales



Modelo de Malthus

Ley de Newton del enfriamiento
Desintegracién radioactiva
Modelo Logistico

EJEMPLO:

En la gréifica podemos ver en morado el crecimiento exponencial

que predice el modelo de Malthus y en rojo el crecimiento
cuadratico de los recursos.

P

[m] = = =

DA
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LEY DE NEWTON DEL ENFRIAMIENTO

Resolucién
Algunos Modelos
Mas alla de auténomas y escalares

La razén de cambio de la temperatura de un cuerpo en contacto
con otro es proporcional a la diferencia de temperatura entre
ambos. Si T(t) representa la temperatura del cuerpo en el
instante t, Ty es la temperatura de un medio en contacto con él
(que suponemos que no cambia de temperatura) y K es cierta
constante, entonces la ley de Newton queda establecida por
medio de la ecuacién diferencial:

/() = K (T - T(¢))

Las soluciones a esta ecuacién
son

T(t) = Tp + Ce &

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: DESINTEGRACION RADIOACTIVA
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Ciertos elementos o sus isdtopos son inestables, desintegrandose
en isétopos de otros elementos mediante emisién de particulas
a, particulas 8 o fotones. Por ejemplo, un atomo de radio se
desintegra en un 4tomo de radon, emitiendo una particula « en
el proceso, 2*Ra < Rn. La desintegracién de un tinico nicleo
radiactivo es un proceso aletorio, y el tiempo exacto de
desintegracion no puede ser determinado con exactitud. Sin
embargo pueden hacerse afirmaciones concretas en el proceso de
desintegracion de un gran nimero de dtomos radiactivos.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: DESINTEGRACION RADIOACTIVA
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La cuestion es: j Cudntos nicleos hay en una muestra de un
elemento radiactivo en el instante de tiempo ¢?

En una muestra que contiene un gran nuimero de nicleos
radiactivos, la disminuciéon del nimero de ntcleos radiactivos en
un intervalo de tiempo pequeno es directamente proporcional a
la longitud del intervalo de tiempo y al nimero de ntcleos
presente en el tiempo inicial.

Si denotamos por z(t) el nimero de nicleos radiactivos en el
tiempo ¢ y el intervalo de tiempo por h, la ley se traduce en

z(t+ h) —z(t) = —ax(t)h,

donde a es la constante estrictamente positiva de
proporcionalidad.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: DESINTEGRACION RADIOACTIVA

Resolucién
Algunos Modelos
Mas alla de auténomas y escalares

Si dividimos ambos lados de x(t + h) — x(t) = —ax(t)h, entre h
y tomamos limite cuando h — 0, obtenemos

2 (t) = —ax(t).

La velocidad de desintegracién del elemento radiactivo es
directamente proporcional a la cantidad de materia disponible.
Las soluciones a esta ecuacién son de la forma

x(t) = Ce .

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: MODELO LOGISTICO
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El Modelo de Malthus implica que multitud de factores no sean
tenidos en cuenta, de hecho es un modelo extremadamente
simple. Una sustancial mejora en las suposiciones del modelo de
Malthus viene dada por el Modelo Logistico, propuesto por el
matematico belga P. F. Verhulst en 1836.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: MODELO LOGISTICO
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Consideremos, de nuevo, que p(t) es el tamano de cierta
poblaciéon en el instante ¢. El modelo de Verhulst asume que la
tasa de crecimiento disminuye cuando la poblacion se acerca al
n°® méiximo de individuos que admite el medio.

La ecuacién propuesta es

v e (1-57)

donde ¢ es la tasa de crecimiento (con recursos ilimitados) y K
la capacidad del sistema.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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EJEMPLO: MODEL

Las soluciones del modelo de Verhulst son

(t) B Kpoect
PO K fpo et — 1y

En la gréfica podemos ver en morado el crecimiento logistico

que predice el modelo de Verhulst y en rojo la capacidad
maxima del sistema.

[m] = = =

DA
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Modelo logistico con cosecha
Modelo de Lotka-Volterra

EJEMPLO: MODELO LOGISTICO CON COSECHA

Consideremos, el modelo de Verhulst,
t)
() = LV
() = aatt) (1- T

Podemos modificar ese modelo para introducir una cosecha (o
migraciones o cualquier otro factor externo),

(0 =att) (1-52) - a®

donde a(t) es el nimero de individuos que se estan cosechando
por unidad de tiempo.

Si a(t) no es una funcién constante, el modelo es no auténomo.

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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MODELO DE LOTKA-VOLTERRA
(DEPREDADOR-PRESA )

Consideremos ahora dos poblaciones x,y (en este caso, medidas
en densidad de individuos). La presa crecerd exponencialmente,
salvo por la depredacién, que supondremos proporcional al
producto de las densidades y el depredador crece por la
depredacién y decrece por mortalidad natural.

RSl _ Bry
y = —Cy+ Dzy

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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Modelo logistico con cosecha
Modelo de Lotka-Volterra

~ MODELO LOTKA-VOLTERRA (DEPREDADOR-PRESA)

El modelo predice un comportamiento “ciclico” de las
poblaciones de depredadores y presas. La paradoja de los
pesticidas dice que el uso de pesticidas puede aumentar la
poblacion de parasitos.

Mariquitas

Caélculo I 2.1. Ecuaciones diferenciales
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