MASTER F. P. FUNDAMENTOS CURRICULUM I

Tema 4. 1.OS numeros reales

Introduccion

En el tema 2 de esta asignatura, a partir de los nimeros naturales, con sus
operaciones y su orden, que suponemos conocidos, asi como las propiedades
que éstos satisfacen, y utilizando la teoria de conjuntos, se construyeron los
nimeros enteros y a partir de ellos los racionales, de manera que cada enun-
ciado sobre nimeros racionales o sobre nimeros enteros se puede reducir a un
enunciado sobre los nimeros naturales.

Nuestro objetivo en este tema es construir el cuerpo de los nimeros reales
a partir de los nimeros racionales. Al construir los ndimeros reales a partir
de los racionales, todo enunciado sobre nimeros reales queda reducido a un
enunciado sobre los niimeros naturales.

Definiremos los nimeros reales como clases de equivalencias de sucesio-
nes de Cauchy de nimeros racionales. Esta construccion es la que aparece en
los textos [2] y [3].

Otra via para definir los niimeros reales es la de las cortaduras de Dedekind
(subconjuntos de niimeros racionales que satisfacen ciertas propiedades), que
puede consultarse en [1].

Es muy frecuente introducir los nimeros reales de forma axiomdtica, en
la forma que exponemos a continuacion, que consiste en definir los nimeros
reales como un cuerpo ordenado (Axiomas del I al VII) que satisface ademds
un octavo axioma, de completitud, que lo caracteriza, es decir, puede probarse
que un cuerpo que satisfaga estos axiomas es tnico (salvo isomorfismos). Una
prueba de la unicidad puede consultarse en el capitulo 29 de [5] o en [3].

Cualquier propiedad del cuerpo de los niimeros reales se deduce exclusiva-
mente de estos axiomas. En este tema daremos una construccién del cuerpo de
los nimeros reales a partir de los racionales y comprobaremos que se cumplen
los axiomas.

Definicion axiomatica de los nimeros reales

Se llama conjunto de los nimeros reales a un conjunto R en el que estdn
definidas dos operaciones, llamadas suma y producto:

RxR-5R(x,y)—x+y, RxR—5R, (x,y)—x-y
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que satisfacen los siguientes axiomas.
Axioma 1. Propiedades conmutativas: para todo par de elementos x,y € R
se cumple que
Xty=y+x, xy=y-x

Axioma II. Propiedades asociativas: para toda terna de elementos x,y,z €
R se cumple que

x++z2)=x+y)+z, x-(y-2)=(xy)z

Axioma III. Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma:
para toda terna de elementos x,y,z € R se cumple que

x(y+z) =xy+axz

Axioma IV. Existencia de elementos neutros: existen en R dos elementos
distintos, que se denotan 0 y 1 tales que para todo x € R

x4+0=04+x=x, x-1=1-x=1

Axioma V. Existencia de elemento opuesto para la suma y de inverso para
el producto:
a) Para cada x € R existe un elemento y € R tal que

x+y=y+x=0

Puede probarse que para cada x este elemento es tnico. Se denota —x.
b) Para cada x € R, x # 0, existe un elemento y € R tal que

xy=yx=1

Puede probarse que para cada x # 0 este elemento es tnico. Se denota
x L
Estos cinco axiomas son los que definen la estructura algebraica de cuerpo
conmutativo. De manera que, en esta definicién axiomadtica, el conjunto R de
los ndmeros reales es un cuerpo conmutativo.
Axiomas de orden.
Los dos siguientes axiomas son los de orden.
R contiene un subconjunto, que se denota P 6 R, se llama parte positiva
de R, y sus elementos se llaman positivos, cumpliendo las siguientes propie-
dades:
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Axioma VI. Propiedad de tricotomia: cada elemento x € R satisface una y
solo una de las siguientes posibilidades:

X €EP; x=0, —x€eP

Es decir, los subconjuntos {0}, Py —P = {x € R: —x € P} forman una parti-
cién de R.
Axioma VII. Estabilidad de las operaciones: si x,y € P entonces

x+y€P, xy € P.

A partir de estos axiomas se define en R una estructura de orden: x <y
six=yosiy—x& Py se prueba que este orden es compatible con la suma
(x<y = x+z<y+z V7 yelproducto (x <y, z>0, = xz <yz). Asi, R
es un cuerpo ordenado. Los niimeros racionales, Q forman también un cuerpo
ordenado.

La diferencia sustancial entre R y el resto de cuerpos ordenados radica en
la propiedad de la completitud, que se recoge en el dltimo axioma.

Axioma VIII. De completitud de Dedekind. Si A y B son subconjuntos
que forman una particién de R tal que a < b paracadaa € Ay b € B, entonces
existe un nimero real ¢ € R (que es tinico) que cumple:

» six€Ryx<centoncesx € A

= six € Ryx> centonces x € B.

Es decir,
m obienA={xeR:x<c}yB={x€R:x>c};
m obienA={xeR:x<c}yB={x€R:x>c}.

1. Construccion de los nameros reales

1.1. El anillo de las sucesiones

A lo largo de esta seccién A serd un anillo conmutativo y con unidad, es
decir, un conjunto en el que se han definido dos operaciones internas,

+:AXxA—A, (a,b)—a+b, -:AxA— A, (a,b)—a-b

que cumplen las propiedades asociativa, conmutativa, existencia de elemento
neutro, que denotaremos por O para la operacién suma, + y por 1 para la opera-
cién producto, -, todo elemento a tiene opuesto para la suma, —a, y el producto
es distributivo respecto de la suma a- (b+c) =a-b+a-c.

3
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Definicion 1.1. Una sucesion de elementos de A es una aplicacion x : N — A,
x(n) = x,.

Es habitual representar una sucesién mediante su imagen x = (x,x2,X3,...)
(xn)nen = (xn)n = (x,). En adelante, utilizaremos cualquiera de estas notacio-
nes.

Denotaremos por .%(A), o simplemente por . si no hay lugar a confu-
sién, al conjunto de las sucesiones de elementos de A. En . se definen las
operaciones suma y producto:

(xn) + (yn) = (xn +yn)7 (xn) : (yn) = (xn 'yn)

Es sencillo comprobar que la suma y el producto de sucesiones de elemen-
tos de A dotan a . de estructura de anillo conmutativo, en el que el elemento
neutro para la suma es la sucesion constante cero, (0) = (0,0,0,...), y el ele-
mento unidad es la sucesion constante uno, (1) = (1,1,1,...).

El anillo .# no es integro, es decir existen divisores de cero: las sucesiones
(1,0,1,0,1,0,...) y (0,1,0,1,0,1,...) no son nulas y su producto es cero.

Aun en el caso de que el anillo A sea un cuerpo (todo elemento no nulo
tiene inverso para el producto), en el anillo de las sucesiones % no todo ele-
mento no nulo tiene inverso. Por ejemplo, la sucesién (x,) = (0,1,0,1,0,1,...)
no tiene inverso.

1.2. Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy

Empezaremos recordando el concepto de sucesion convergente y las prin-
cipales propiedades de las sucesiones convergentes, que como tales no se han
probado en clase, por suponerse conocidas, pero si se han usado. Los conceptos
y resultados que veremos para (Q son aplicables a cualquier cuerpo ordenado.

Sucesiones convergentes

Definicion 1.2. Se dice que una sucesion (x,,) de nimeros racionales converge
a un ndmero racional / y se escribe lim,,_,.(x,) = I, 0 también, (x,) — [, si

Ve>0,e€Q,IveN:n>v = |x,—I| <€

Esto significa que, dado cualquier valor € > 0, por pequefio que sea, pode-
mos encontrar un natural v de manera que todos los términos de la sucesion,
x, cuando n > v estdn en el intervalo (I — &,/ +¢€).

4
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Ejemplos 1.3. 1. Toda sucesion constante (x,) = (a) es convergente, y su
limite es a.

. 1 . .
2. Lasucesiéon | — | converge a 0. ;Qué propiedad de los nlimeros racio-
n
n

nales se usa para probar esta afirmacién?
3. Lasucesion ((—1)") no es convergente.

En la definicién de limite de una sucesion interviene el valor absoluto de
los ndmeros racionales, que se defini6 en el Tema 2:

x si x>0
|x| := max{x, —x} = -
—x si x<O0
Asi, por definicidn, para todo x € R se cumple que
— [l <x < [x]
y, si g > 0 entonces
<gq = —g<x<gq.

El valor absoluto cumple las siguientes propiedades.

Proposicion 1.4. Para toda pareja x, y de niimeros racionales se cumple que:
1. x| >0y x| =0 <= x=0.
2. Desigualdad triangular: |x+ y| < |x| + |y].

3 eyl = x| [yl
4 |Ix =PI < [+ y ] =[] < Jx—y

Ejercicio 1.5. Compruébese que si una sucesion tiene limite, éste es unico.

Recordemos que un subconjunto X de un conjunto ordenado, en este caso
@Q, estd acotado inferiormente si existe a € (Q que es cota inferior de X, es decir,
a < x, Vx € X. Andlogamente, X estd acotado superiormente si existe b € QQ
tal que x < b,Vx € X. Si X estd acotado, es decir, si estd acotado inferiormente
por a y superiormente por b, y llamamos M = max{|al, |b|} entonces X C
[—M, M], es decir, |x| < M,Vx € X, pues:

—M = —méx{|a|,|b|} < —|a| <a <x<b < |b] < mix{lal,[b]} = M

Obviamente, si X C [—M, M] entonces X estd acotado inferior y superiormen-
te. Concluimos que un subconjunto X de QQ estd acotado si y solo existe M > 0
tal que X C M. Esta es la forma en la que habitualmente se maneja la acotacién
de los subconjuntos de Q.
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Proposicion 1.6. Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracion. Supongamos que 1im,,_,«(x,) =[. Sea € = 1. Sabemos que exis-
te v € N tal que |x, — | < 1, Vn > v, luego:

Hxn‘ - |lH < |xn_l‘ <l,Vn>v
y por lo tanto, |x,| < |/|+ 1, Vrn > v. De manera que si
M = max{|xi|,[x2],..., |[xv[, 1+ [1]},

tenemos que |x,| < M,Vn € N.

Proposicion 1.7. La suma (respectivamente el producto) de sucesiones con-
vergentes es una sucesion convergente y su limite es la suma (resp. el producto)
de sus limites.

Demostracion. Supongamos que 1im, . (x,;) = a y lim, e (y,) = b.
Probemos que lim, o (X, +y,) = a+b:
Dado € > 0, existen v; y v, en N tales que:

n>vy = |x,—al <

n>v, = |y, —b| <

M N M

Luego, si v =méx{vy, v, }, tenemos que si n > v, entonces:

& €
|(xXxn+yn) — (@+b)| < |xy—al+|yn—b| < 54‘*:8

Probemos que limy, o (X, - yu) = a- b.

En primer lugar, como las dos sucesiones son acotadas, podemos encontrar
M > 0talque |x,| <My |y,| <M, Vn € Ny, tomando M mayor, si es necesario,
podemos suponer también que |a| < M

Dado € > 0, existen v; y v, en N tales que:

€
n>v — |xn—a\<ﬁ

£
n>vV, — |y”_b‘<ﬁ

6
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Luego, si v = max{vj, v}, tenemos que si n > Vv, entonces:
|Xp Yo —a-b| = |xy-yp—a-y,+a-y, —a-bl

< ’xn'yn_a'yn|+‘a'yn_a’b‘ = ’xn_a"‘yn|+‘a|"yn_b|

€ €
<> M+t— M=c¢
=om Mt om

Proposicion 1.8. Sea (x,) una sucesion convergente. Si lim,_,.(x,) =1 #0y

X, # 0. Vn € N, entonces la sucesion | — | es convergente y
Xn

n(5)=()
lim|— )=~
n—oo \ Xy /

Demostracion. Demuéstrese como ejercicio. ]

Ejercicio 1.9. Si la suma (el producto) de dos sucesiones es una sucesion
convergente, ;son necesariamente las dos sucesiones convergentes?

Sucesiones de Cauchy

Si una sucesion (x,) es convergente, sus términos se acercan al limite, y
por lo tanto, se acercan entre si. Las sucesiones que tienen esta propiedad son
las llamadas sucesiones de Cauchy (o sucesiones fundamentales segun [3]).

Definicion 1.10. Se dice que una sucesién de niimeros racionales (x,) es de
Cauchy si

VeE>0,ecQ,AveN: pg>v = |x, —x4| <E

Ejemplos 1.11. 1. Toda sucesién constante (x,) = (a) es de Cauchy-
1
2. La sucesion <> es de Cauchy: dado € > 0, si tomamos v € N tal que
n n

v > £/2, tenemos que si pg > V, entonces:

3. La sucesién ((—1)") no es de Cauchy: para cualquier Vv existen p,q >
tales que |[(—1)? — (—=1)7| =2.
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Proposicion 1.12. 1. Toda sucesion convergente es de Cauchy.
2. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracion.
1. Supongamos que 1im,_,.(x,) = [. Dado € > 0, existe v € N tal que si
n < v entonces|x, — | < €/2. Luego, si p,q > v, tenemos que:

ep —xq| < lp — 1|+l —xy <€

2. Supongamos que (x,) es de Cauchy. Dado € = 1, existe v € N tal que si

p > Vyq>ventonces, |x, —x,| < 1. En particular, |x, —xy| < 1, luego
Ixp| < |xv|+1,Vp>v,ysi

M = max{|xi|, |xa|,. .., |xv=1], 1 + |xv |},

tenemos que |x,| < M,Vn € N.
"

La siguiente proposicidn establece una condicién suficiente para que una
sucesion de nimeros racionales sea de Cauchy.

Proposicion 1.13. Sea (x,) una sucesion de niimeros racionales. Si (x,) es
creciente (respectivamente, decreciente) y acotada superiormente (respectiva-

mente, inferiormente) entonces es de Cauchy.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion creciente y acotada superiormente por
M. Supongamos que (x,) no es de Cauchy, entonces, 3¢ > 0 tal que para todo
v € N, existen p,q > Vv tales que |x, —x,| > €.

En particular, para v = 1, existen p; > g1 > 1 tales que x,, > x,, + €. Para
p1, existen py > g > p; tales que

Xp, > Xgy +€ 2> Xp, + € > x4 + 2.

Reiterando este procedimiento, se prueba que para todo n € N existen p, >
Gn > pn—1 tales que

Xp, > Xg, +€ 2 Xp,_| +E> x4 +nE.
Pero, tomando n suficientemente grande, llegariamos a que:

Xp, > Xgq, +n€>M,

8
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lo que contradice que M sea cota superior de (x;).

Para el caso decreciente y acotada inferiormente, se procede de manera
similar, o alternativamente, basta tener en cuenta que si (x,) es decreciente y
acotada inferiormente entonces (—x,) es creciente y acotada superiormente, y
que si (—x,) es de Cauchy, también lo es (x,). ]

Ejemplo 1.14. La sucesion (x,) es de Cauchy y no es convergente en Q:

X242
2x,

X1 =2, Xpy1=

Observemos en primer lugar que se trata de una sucesién cuyos términos
son todos mayores que 1: x; =2 > 1y x,01 > 1 <= x2+2> 2, <
x2+2—2x, > 0. Como x2+2 —2x, = (x, — 1)+ 1 > 0, concluimos que
Xpa1 >0,VneN.

Por lo tanto, si esta sucesion (x,) tuviera un limite / este seria distinto de
242

2
no existe ninglin nimero racional cuyo cuadrado sea 2, concluimos que la

cero y tendria que cumplir que [ = lo que implicarfa que /> = 2. Como
sucesion no es convergente en Q.

Como la sucesion (x,) estd acotada inferiormente por 1, para probar que
es de Cauchy, basta probar que es decreciente:

X242

<Xy = 2 <wl = x2>2
Xn

Xn+1 =

Veamos que x2 > 2, ¥n € N. Para n = 1, x% =4 > 2; supongamos que
xﬁ > 2, entonces
2 2
x,+2
Kot :(n4x2) >2 = a2 44> 82 = x4l +4=(2-2)°>0

n

Por hipétesis de induccion, x2 > 2, luego (x2 —2)? > 0y por lo tanto, x2 | > 2.

Ejercicio 1.15. Probar que si una sucesion (x,) es de Cauchy, entonces lim,,_ |, —
Xn—1| =0.

Ejemplo 1.16. La sucesionx; =1, x; = x; —1—% =1+ %, Xp = Xn—1 —1—% =Y %
no es acotada (se trata de la serie armonica), por lo tanto, no es de Cauchy. Sin
embargo, para esta sucesion se cumple que 1{im,,—eo [X, — x,—1| = 1im; e % =0,
con lo que queda probado que esta condicién no es suficiente para que una
sucesion sea de Cauchy.
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Denotemos por % al conjunto de sucesiones de Cauchy de niimeros racio-
nales.

Proposicion 1.17. Las sucesiones de Cauchy de niimeros racionales forman
un subanillo del anillo de todas las sucesiones de niimeros racionales

Demostracion. Se propone como ejercicio: las sucesiones constantes (0) y (1)
son de Cauchy, con lo que basta probar que la diferencia y el producto de dos
sucesiones de Cauchy es una sucesion de Cauchy. ]

Sucesiones nulas, positivas y negativas

Definicion 1.18. Diremos que una sucesién de Cauchy de niimeros racionales
(x,) es nula si es convergente y su limite es cero.
Denotaremos por .4 al conjunto de todas las sucesiones nulas.

Ejercicio 1.19. Comprueba que la suma de dos sucesiones nulas y que el pro-
ducto de una sucesién nula por una sucesién de Cauchy es una sucesion de
Cauchy. Esto significa que las sucesiones nulas forman un ideal, 4", del anillo
de sucesiones de Cauchy %

Definicion 1.20. Diremos que una sucesién de Cauchy de niimeros racionales
(x,) es positiva existen un ndmero racional positivo r > 0, y un niimero natural
ng tales que

{xn :n>np} Clr,o0)

Denotaremos por 4 ' al conjunto de las sucesiones de Cauchy positivas

Definicién 1.21. Diremos que una sucesién de Cauchy de niimeros racionales
(x,) es negativa existen un nimero racional positivo r > 0, y un nimero natural
no tales que

{xn 1 n>np} C(—o0, —7]

Denotaremos por 4~ al conjunto de las sucesiones de Cauchy negativas

Proposicion 1.22. Cada sucesion de Cauchy de niimeros racionales pertenece
a uno y solo uno de los subconjuntos €, €~ o N . Es decir:

EC=CTuEe UN

10
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Demostracion. Si la sucesion (x,) no converge a cero, entonces existe un ni-
mero racional € > 0 tal que para todo v € N existe n > v tal que |x,| > €,
de manera que en (—oo, —g] U [€, +o0) hay infinitos términos de la sucesion,
y por lo tanto en alguno de los intervalos (—eo, —€] 0 [€, o) hay infinitos
términos de la sucesién. Supongamos que en [€, +o0) hay infinitos términos de
la sucesion.

Como (x,) es de Cauchy, para €/2 existe ng tal que si p y g son mayores
o iguales que ng entonces |x, —x,| < £/2. Podemos tomar g > ny tal que x, >
€/2 (hemos supuesto que hay infinitos términos de la sucesion que cumplen
esto). Entonces, como —&/2 < x, —x, < £/2, tenemos que x, > x, — £/2 >
€/2,¥p > ng. El r > 0 buscado es r = £/2.

Anélogamente se prueba que si en (—eo, —g] hay infinitos términos de la
sucesion entonces existen r > 0y ng € N tales que x,, € (—oo, —r], Vi > ny.

Si (x,) € .4, entonces para todo r > 0, todos los términos de la sucesién a
partir de uno dado estdn en el intervalo [—r, ], luego /' NET = A/ NE~ =0.

Por dltimo, ¥ y ¢~ son disjuntos por la propia definicién de estos con-
juntos. |

Ejercicio 1.23. Sea (x,),en una sucesion de Cauchy no nula. Sabemos que
entonces (x,) es positiva o negativa, es decir que existen un ndimero racional
r >0 y un ndmero natural ng tales que o bien {x,|n > no} C [r,+e0) o bien
{xn|n > np} C (—oo, —r|. Demuestra que la sucesion definida por:

. L.
yo=1,sin<ng, yo,=— sin>ng
Xn

es de Cauchy y que limy,—seo(xy, - yu) = 1.

1.3. [Equivalencia de sucesiones de Cauchy

Definicion 1.24. Diremos que dos sucesiones de Cauchy de nimeros racio-
nales (x,) e (y,) son equivalentes si la sucesién (x, —y,) converge a cero. Lo
denotaremos:

(xn) ~ (vn) <= lim (x, —y,) =0

n—yoo

Ejemplos 1.25. 1. Si lim,_,.(x,) = 0, entonces V(y,) € € se cumple que

(X +Yn) ~ (Yn)-
2. Silim, . (x,) = 1, entonces V(y,) € € se cumple que (x - yn) ~ (Yn)-

11
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Como ejercicio, compruébense las siguientes afirmaciones.

Proposicion 1.26. Con la notacion anterior.
1. La relacion (x,) ~ (yn) <= M, e(xy —yu) = 0 es de equivalencia.
La clase de equivalencia de (x,) es

[(xn)] = (xn) + 4.
2. Dado un niimero racional, x, la clase de equivalencia de la sucesion
constante (x) es

()] = {(x) €€+ lim (x,) = x}

n—oo

3. Si (xn) ~ (x},) e (yn) ~ (},) entonces:

(Xn =+ yn) ~ (x,+y) € (Xn-yn) ~ (2 ¥p)

4. Las operaciones

[Cen)] + [Om)] = [ +30)] 3 [)] - [Gn)] = [(6n - yn)]

definen una estructura de anillo conmutativo con unidad en el conjunto
cociente €| ~. El elemento cero es [(0)] y el elemento unidad es [(1)].
5. La aplicacion

i:Q—>%/~ x—[(x)]

es un morfismo de anillos (es decir, i(x —y) = i(x) —i(y), i(x-y) = i(x) -
i(y), i(1) = [(1)]) inyectivo.
6. Si (x,) es una sucesion positiva (respectivamente, negativa) y (x,) ~

(x!)) entonces (x,

: ') es también una sucesion positiva (respectivamente,

negativa).
Proposicion 1.27. El anillo €/ ~ es un cuerpo.

Demostracion. Sea [(xn)nen] 7# [(0)nen]. Sabemos que existen un nimero ra-
cional r > 0 y un nimero natural ng tales que o bien {x,|n > no} C [r,4) 0
bien {x,|n > no} C (—eo, —r]. Por el Ejercicio 1.23 sabemos que la sucesion
definida por:

yo=1,sin<ng, y,=— sin>ng
Xn

es de Cauchy y que (x, - y,) — 1. Luego [(xn)nen] - [(Vn)nen] = [(1)nen]

12
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1.4. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

En esta seccion vamos a denotar por R al cuerpo ¢’/ ~ obtenido como
cociente del anillo de las sucesiones de Cauchy de niimeros racionales por la
relacidn de equivalencia definida entre sucesiones de Cauchy.

Nuestro objetivo es probar que este cuerpo es el de los nimeros reales
definido en la Introduccién al tema, es decir, que satisface los axiomas I-VIIL.
Ya hemos probado que (R, +,-) es un cuerpo conmutativo, es decir, que se
cumplen los axiomas I-V. Ademads, sabemos que este cuerpo contiene, como
subcuerpo al de los racionales: el morfismo natural i : Q — €'/ ~, x+— [(x)]
es un morfismo de cuerpos.

El siguiente paso es definir una relacién de orden en R que extiende a la de
Q y que cumple los axiomas VI-VIII.

Definiciones 1.28. Diremos que un elemento [(x,)] del cuerpo R = %"/ ~ es
positivo, si alguno de sus representantes (y por consiguiente, todos) es una
sucesion positiva. Denotaremos por P al conjunto de los elementos positivos
de R, es decir:

P={[(xy)]: Ir>0,3veN:n>v = x,>r}

Diremos que un elemento [(x,)] del cuerpo R = ¢’/ ~ es negativo si alguno
de sus representantes (y por consiguiente, todos) es una sucesién negativa.

Observemos que (x,) es negativa si, y solo si (—x;,) es positiva. Luego, el
conjunto de los elementos negativos de R es precisamente:

—P={[(xy)]: Ir>0,3veN:n>v = x, < —r} ={[(xy)] : —[(xn)] € P}

Hemos probado en la Proposicion 1.22 que toda sucesién de Cauchy que
no converge a cero es positiva o negativa, luego todo elemento no nulo de R es
positivo o negativo:

R={0}UPLU—P (Axioma VI)

Es sencillo probar que la suma y el producto de dos elementos de P son
elementos de P; es decir, que R satisface el Axioma VIIL.

Definicién 1.29. Dados x = [(x,)] e y = [(y»)] elementos de R, diremos que
x<ysix=yoy—x€P.

13



FUNDAMENTOS CURRICULUM I MASTER F. P.

Es sencillo comprobar que se trata de una relacién de orden total compa-
tible con la suma y el producto, es decir, (R,+,-,<) es un cuerpo ordenado.
Ademds, el morfismo natural i : Q — R, i(x) = [(x)] es un morfismo de conjun-
tos ordenados, es decir, x <y si y solo si, i(x) < i(y), de manera que el orden
definido en R extiende al orden de los nlimeros racionales.

Proposicién 1.30. El cuerpo ordenado (R =€/ ~,+,-,<) satisface el Axio-
ma VIII o Axioma de Dedekind, es decir:

Si Ay B son dos subconjuntos no vacios de R tales que:

= R=AUB

= Ya € A,Vb € B se cumple que a < b
entonces existe un vnico ¢ € R tal que:

» obienA={xeR:x<c}yB={xeR:x>c};

wm obienA={xeR:x<c}yB={xeR:x>c}.

Demostracion. Observemos que, de existir, el elemento ¢ del enunciado debe
ser necesariamente Unico pues si existieran dos elementos distintos c¢; y ¢
entonces como ¢; < % < ¢, tendriamos que % € ANB, en contra de la
hipétesis de que ANB = 0.

Probemos la existencia de c.

En primer lugar, veamos que en A hay nimeros racionales. Para ello debe-
mos tener en cuenta que para cualquier elemento x = [(x,)] € R existe algin
racional positivo ¢ tal que —g < x < g: por ser (x,) de Cauchy, es acotada, lue-
go existe un racional positivo g tal que —g < x, < ¢, Vn € N, luego —g <x <gq.
Entonces, como A no es vacio, podemos tomar a € A, y si g es un nimero racio-
nal positivo tal que —g < a < g, entonces —g € A (pues —q no puede pertenecer
a B por ser menor que un elemento de A).

Andlogamente se comprueba que en B hay nimeros racionales.

Tomemos pues nimeros racionales a; €Ay by € B.

Si “1+b1 pertenece a A, tomamos a, = IH’I y by = by.
Si ‘”H’] no pertenece a A, entonces pertenece a By tomamos a; = a; y
by — wth

Con a; y by procedemos de la misma forma y asi construimos dos sucesio-
nes de nimeros racionales, una creciente, (a,), cuyos términos estan todos en
Ay otra decreciente, (b, ), cuyos términos estdn todos en B, y ademas, a, < by,
Vn > 1.

14
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La sucesion (a,) es creciente y estd acotada superiormente, y la sucesion
(b,) es decreciente y estd acotada inferiormente, luego ambas sucesiones son
de Cauchy.

Ademds, |a, —b,| < zin la; — b1 |, luego 1im,,_,(a, — b, ) = 0. Esto significa
que las dos sucesiones son equivalentes y definen un elemento ¢ = [(a,)] =
[(bn)] de R, que pertencerd a A o a B.

Si ¢ € A, entonces todo elemento menor que ¢ estard también en A, por lo
que si probamos que todo elemento mayor que c estd en B quedard probado
que A={x€R:x<c}yB={xe€R:x>c}.Sic € B, entonces de manera
andloga se pruebaque A={x€R:x<c}yB={x€R:x>c}.

Supongamos que ¢ € A y sea x = [(x,)] € R un elemento tal que x > c. Si
probamos que x es mayor que algin elemento b de B podemos concluir que
x€B.

Como x = [(x,)] > ¢ = [(bn)], es decir, [(x, —by)] > 0, existen un nimero
racional r > 0 y un natural v tales que x,, — b, > r, Vn > v.

Por ser (x,) una sucesién de Cauchy, dado € = %, existe m € N tal que, si
p,q > mentonces |x, —x,| < 5.

Luego, si ng = maximo{v,m}, tenemos:

r r
bnogxno—r<xn+§—r:xn—§, Vn > ng

Es decir, x, — by, > 5, Vn > ng. Esto significa que (x,) — b,, > 0, es decir,
by, < x = [(xn)]. Luego, x € B.
n

Definicion 1.31. Llamaremos cuerpo de los nimeros reales al cuerpo ordenado
(¢/ ~,+,-,<) y lo denotaremos por R.

2. Algunas propiedades de los niimeros reales

Hemos construido el cuerpo ordenado de los nimeros reales (R, +,- <)
como el cociente en el conjunto de sucesiones de Cauchy de nimeros racio-
nales % por la relacién (x,) ~ (y,) <= (x, —y») — 0y hemos comprobado
que esta construccion satisface los axiomas que caracterizan a R como cuer-
po ordenado y completo. Hemos comprobado que los racionales forman un
subcuerpo ordenado de R, es decir, mediante la aplicacién inyectiva

i:Q—=%/~ x—|(x)]

15
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Q se identifica con su imagen en R. Esta aplicacién no es epiyectiva, si una
sucesién de Cauchy (x,) no es convergente, entonces el nimero real [(x,)] no
es racional, decimos que estos nimeros son irracionales. La sucesién definida

X242
2xp

enel ejemplo 1.14 x; =2, x4 = define un ndmero irracional x = [(x,)]
cuyo cuadrado es igual a 2.
El valor absoluto de un nimero real se define de la misma forma que para

los nimeros racionales.

Definicion 2.1. El valor absoluto de un nimero real x es el nimero real posi-
tivo
x si x>0
|x| := max{x, —x} = o
—x st x<0
Asi, sig >0,
X <qg <= —g<x<gq.

El valor absoluto cumple para los nimeros reales las mismas propiedades
que para los racionales.

Proposicion 2.2. Para toda pareja x, y de niimeros reales se cumple que:
1. x| >0yx|=0 <= x=0.
2. Desigualdad triangular: |x + y| < |x| + |y].

3 eyl = x| [yl
4 Ix| =PI < [x+y]y ] =[] < Jx =y

2.1. Representacion decimal

Proposicion 2.3. El orden de R es arquimediano, es decir, dado un niimero
real x, existe un niimero natural n tal que |x| < n.

Demostracion. Por definicién, un ndmero real x es una clase de equivalencia
de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales, x = [(x,)]. Por ser la sucesion
(x,) de Cauchy es acotada, es decir, existe un nimero racional positivo K tal
que —K < x, < K, Vn € N. Luego, por la definicién de orden en R tenemos
que |x| < K. Como el orden en Q es arquimediano, sabemos que existe n € N
tal que K < n. Luego, |x| < n. ]

Observemos que la propiedad arquimediana es equivalente a decir que N
no es acotado en R.

16
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Representacion decimal de un nimero real

LLamamos parte entera de un nimero real x al tnico nimero entero z tal
que
z<x<z+1

Veamos como se obtienen las cifras decimales de x.
Escribamos cada intervalo [0, 1/10") de la forma:

1 ST i i+l
[O’IO”> = |JO |:10n+1’ 10n+1)
=

Dado x € R, llamamos xp a su parte entera e y; = x — Xg, tenemos:

1
x=x0+y1, 0<y; <1, luegoEIcleN 0<c1 <9 O_y1 0114(;
Seaxlzz—i-%,yzzx—xl:

by 0< v < = Tuego Jer €N, 0 <0y <9 ¢ 2 <y, < 211

xX=x —, lu c c = B

1TY2, Uy 10’ g 2 Vs s 102_y2 102
Seaxz—z—i- +102,y3 X—X2:

[o5) c3+1

x—x2+y3,0<yg<loz,luegoEIC3€N 0<ce3<9: 103§ y3 < 103

De esta forma construimos una sucesion de nimeros racionales (x,),):

z+10+102+ +1o

que converge a x, pues x — x, < ﬁ. Esta sucesion nos proporciona las cifras
decimales de x, podemos obtener tantas cifras decimales como queramos.

Sabemos que cuando los nimeros racionales admiten una expresion deci-
mal finita o peridédica. Veamos la demostracion de este resultado.

Proposicion 2.4. Todo niimero racional admite una expresion decimal finita o

periodica.

Demostracion. Es claro que basta probar el enunciado para los niimeros racio-
nales positivos. Sea ¢ un nimero racional positivo, es decir, ¢ = m/n, siendo
m y n ndmeros naturales. Dividiendo m entre n obtenemos m = an + ry, con
0<r<ny

m an-r r
n

17
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De manera que a es la parte entera de m/n y r;/n < 1. Dividiendo ahora 10r
entre n, tenemos 10r; =cin+r,con0<rn<nycy <9, pues 10r; =cin+
ry < 10n, luegoc; <9y

m 1 10 1 cin+nrp cl 1 r

PR T T R T T
Andlogamente, dividiendo 10r, entre n obtenemos
m_ 1 10 1 cin+nry c1 1 10r2 cT ¢ 1 n
A 0 T T e e T e T e

conry <nycy <9.Reiternado el proceso, obtendremos un resto nulo, 7.1 =0
0 bien un resto repetido ry , = r. En el primero de los casos, si ryy1 =0, el
nimero racional g tiene una expresién decimal finita:

m
; +10+W+ +TO" a,cicy...ck.

En el segundo caso, si 7y, = ri, €NtONCES Cx = Ciips Tkip+1 = Thks Chppt2 =

Cht2 s Tkt pt(p—1) = Tkt (p—1) Y Chtp+(p—1) = Chk4(p—1) ¥ l0s restos y cocientes
se van repitiendo periddicamente:

Tktdpts = Tktsy Y Chidpts = Ckts, VA EN, 0<s<p

de manera que el nimero racional ¢ = m/n tiene una expresion decimal peri6-

dica:
_m_ C+1 Ct 1
=R et 10+ 10 1ok 10T T TR 10k TovT
m
q = ; =a,C1C2...Ck—1CkC+1---Chk4p
|
Ejercicio 2.5. 1. Enunciar y demostrar un método para obtener la fraccion

irreducible que corresponde a un nimero racional expresado de forma
decimal.

2. Caracterizar las fracciones irreducibles m/n cuya expresion decimal tie-
ne un nimero finito de cifras decimales.

3. El que la expresién decimal de un nimero racional sea finita o periddica,
(depende de la base de numeracién?

18
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2.2. QesdensoenRR

Proposicion 2.6. Q es denso en R, es decir, para toda pareja de niimeros
reales tales que x <y existe un niimero racional q tal que x < q < y. Es decir,
en todo intervalo (x, y) hay algiin niimero racional.

Demostracion. Por la propiedad arquimediana, sabemos que existe un nimero

natural n > 0 tal que —— <nm,oseay—x > —.
y—Xx n
Sea m = minimo{k € N : nx < k}, entonces m — 1 < nx < m, luego
m—1 m
<x< —
n n

y tenemos que:

2.3. Existencia del supremo (infimo)

Teorema fundamental del orden en R 2.7. Todo subconjunto de R no vacio
y acotado superiormente (o inferiormente) tiene supremo (o infimo).

Demostracion. Sea E C R, E # @ acotado superiormente. Consideremos los
subconjuntos:

A= {x€R: xnoes cota superior de E '}

B={x€R: xes cota superior de E'}

A 'y B forman una particién de R: son no vacios, son disjuntos y su unién es
todo R. Ademads, sia € Ay b € B entonces a < b. Por el Axioma de Dedekind,
sabemos que existe un Unico ¢ € R tal que:

1. x<c = x€A;

2. x>c = x€B.
Si probamos que ¢ € B, es decir, que ¢ es cota superior de E, entonces, por 1,
tenemos que c es la menor de las cotas superiores de E, es decir, el supremo
de E.
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Supongamos que ¢ no es cota superior de E, es decir, que existe x € E tal

x+c .
que x > c. Sea y = ——. Entonces, y no es cota superior de E, pues y < x,
pero como y > ¢ llegamos a que y si debe ser cota superior de E, lo que es una
contradiccién. Concluimos que ¢ es cota superior de E. ]

Utilizando este teorema se prueba que todo nimero real positivo tiene raiz
real positiva de cualquier orden.

Proposicion 2.8. Si a es un niimero real mayor que cero, entonces, para todo
n > 2 existe un unico nimero real positivo b tal que b" = a.

Demostracion. Fijado n > 2, definimos el conjunto A = {x € [0, +e0) : x" < a},
que no es vacio (0 € A). Sim € N, m > 1 es tal que a < m < m", entonces m es
cota superior de A.

Sea b el supremo de A, b = sup(A). Veamos que no puede ocurrir que
b" < ani que b" > a. Observemos en primer lugar que

l"_"n,,,ll_n n—1 n, €
<b+k> i;)(i)b kl.fb Z()b fb+k

" & (n 1 n 1 1 d
b——| =N (D o= - o —— (|- =~
< k> EO( ) <z> K- <1> k <3> @ k

Si b" < a, entonces, tomando k € N suficientemente grande podemos ob-

1\" c
bt ) =b+ S
<+k> +k<a

. 1 L :
es decir, que b+ % € A, llegamos a una contradiccion, pues b es cota superior

tener que

de A. Luego no puede ocurrir que b" < a.
Supongamos ahora que b" > a. Entonces, tomando k suficientemente gran-

d
de podemos obtener que b" — ; > a, luego

" d
bh—— b — =
< k> > k>a
1

. 1 ) 1 .
ysix"<a< (b - E)” entonces x < b— %; es decir, b— Z serd una cota superior

de A menor que b, en contradiccién con que b es el supremo de A.
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Luego tiene que cumplirse que b" = a.
Si existe otro nimero c tal que ¢ = b" = a, entonces b = c pues si b < ¢
entonces b> < bc < ¢? y reiterando el argumento obtenemos que " < c”.

2.4. Sucesiones de nameros reales

En R se definen los conceptos de sucesién convergente y sucesion de
Cauchy de manera enteramente andloga a como se hizo para Q, si (x,) es una
sucesion de nimeros reales y / € R, decimos que lim,_,(x,) = /, 0 también,
(xn) — 1, si

Ve>0,ecR, IveN:n>v = |y, —I| <€
Una sucesion (x,) de nimeros reales es de Cauchy si
Ve>0,ecR,IVEN: pg>Vv = |x,—x4| <€

Las propiedades de las sucesiones convergentes de nimeros racionales si-
guen siendo vélidas (y la demostracién es la misma) para sucesiones de nime-
ros reales: el limite de una sucesién convergente es Unico, la suma y el producto
de sucesiones convergentes es convergente y el limite de la suma (del produc-
to) es la suma (el producto) de los limites. Lo mismo ocurre con las sucesiones
de Cauchy: toda sucesion convergente es de Cauchy; toda sucesion de Cauchy
es acotada; la suma y el producto de sucesiones de Cauchy es una sucesion de
Cauchy; toda sucesion creciente(decreciente) y acotada superiormente (infe-
riormente) es de Cauchy.

Ejercicio 2.9. Sea (x,) una sucesién de nimeros racionales.
1. Si (x,) converge al € QQ como sucesién de nimeros racionales, entonces
converge a [ como sucesién de ndmeros reales. Es decir, si

Ve>0,e€cQ,IveN:n>v = |x,— | <€
entonces

Ve>0,eeR, IveN:n>v = |x,—Il| <€
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2. Si (x,) es de Cauchy como sucesién de niimeros racionales, entonces es
de Cauchy como sucesion de nimeros reales. Es decir, si

Ve>0,ecQ,IveN : pg>v = |x,—x4| <E
entonces
Ve>0,eecR,IveN: pg>v = |x,—x4 <&

Proposicion 2.10. Todo niimero real es limite de una sucesion de Cauchy de
niimeros racionales.

Demostracion. Por definicién, un nimero real x es una clase de equivalen-
cia de sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales, x = [(x,)]. Veamos que
im0 (x,) = x. Sea € > 0. Como (x,) es de Cauchy, existe v € N tal que si
n,m > Vv entonces |x, — x,,| < €. Si fijamos n > v, tenemos que, Vm > Vv se

cumple que
Xp—E<Xp <X+ E
luego
Xp— € <[(xm)] =x<xp+€
es decir, |x, —x| < €. m

Teorema 2.11. Toda sucesion de Cauchy en R es convergente.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion de Cauchy. Para cadan > 1,sear, € Q
tal que x, <1, <x,+ —.
n

Probemos que la sucesion (r,,) es de Cauchy. Por la desigualdad triangular
‘rn - rm’ S ’rn _xn’ + ‘xn _xm’ + ‘xm - rm’
Dado € > 0, existen ng y n; tales que:
£
|y — x| < 3 Vn,m > ng

1 & 1

< — \V >
n,m n
3 y m 3’ =

Luego, si v = maéx{ny, n| } entonces

|rn—rm| <€, Vnm>v
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Como (r,) es una sucesién de Cauchy de nimeros racionales, define un
nimero real x = [(r,)] y, como hemos probado en 2.10, (r,) — x.

Veamos que lim, e (x,) = 1im, . (r,) = x. Dado € > 0, existe ng tal que
si n > ng entonces:

£

&
5 y |m—xl<=

— <-<
|x" rn|*n 2

luego,

In — x| < |xn — 1| + |rn—x| < €

Ejemplo 2.12. La sucesién del ejemplo 1.14

X242
2x,

X1 =2, Xpy1=

es de Cauchy, luego es convergente en R. Su limite es /2.

Corolario 2.13. Toda sucesion de niimeros reales creciente (decreciente) y
acotada superiormente (inferiormente) es convergente.

Demostracion. Toda sucesion de nimeros reales creciente y acotada superior-
mente es de Cauchy, luego es convergente. ]

2.5. El namero e

Proposicion 2.14. Sea a un niimero real mayor que cero. Consideremos la
sucesion de niimeros reales (a,) definida por

a\”"
a, = (1 + 7)
n
1. La sucesion (ay,) es mondtona creciente.
2. Seam € N tal que m+1 > a yn > m, entonces

2 am

a
ap <l4+a+—+...+—+
2! m!

am+1 m+2
(m+1)!'m+2—a
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k
a .
Demostracion. 1.) a,, = (1 + %)n =Y (Z) = Comparemos el k-ésimo su-
n
mando de a, y el de a4

<n>ak_n~(n—1)-...-(n—(k—1))ak

k)nk k! nk
k _
A PR Y PR N Sl
k! n n n
ak 1 2 k—1
—(1-——)(1- 1=
<k!< n+1)< n+l> < n+1)

(n+1)-(n)-...-(n+1—(k—1)) d°  (n+1 a*
k! (n+1)k—< k )(n+1)k

El k-ésimo sumando de a,,1| es mayor que el k-ésimo sumando de a,, y ademads,

ap+1 un sumando mas que a,, luego a,+ > ay.
2.) Escribamos de nuevo el k-ésimo sumando de a;;:

<n>ak_n-(n—l)-...-(n—(k—l))ak

k)nk k! nk
ak 1 2 k—1 a*
=—|1l—=)(1==]...( 1= < —
k! ( n) < n) < n > k!
(pues todos los factores (1 — T), m=1,...,k—1 < n son menores que 1).
n

Luego,
a\n "o ak n ak
a=(1+4)"= <)< < 1)
n k;) k) nk ,;) k!
Luego, si n > m, podemos escribir:

ratEg Oy M (e e
< —t...F+— ...
n Y m!  (m+1)! m+2 (m+2)(m+3)...n
La suma entre paréntesis es menor que la suma de la progresién geométrica
P AN
2 mrar T G
2
de razén —2 < 1, es decir, S = L— = m y obtenemos lo que
- m+2—a
m+2

queriamos demostrar

a2 am amtl m-2
an <l4a+—+...+—+
m!  (m+1)!m+2—a

2!
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. . .. a\”
Corolario 2.15. Si a es mayor que cero, la sucesion (1 + 7> es convergente.
n

Definicion 2.16. Se llama nimero e al limite:

1 n
e:= lim (1 + )
n—oo n

Observemos que sin > 1,
a=(1+1)=2<a,

y, como a = 1, para obtener la acotacién dada en 2.14 podemos tomar m =0y

tenemos que
2

a, <1+ %g =3
de manera que 2 < e < 3.
Veamos otra forma de obtener el nimero e.
Dado a > 0 consideremos la sucesion:

nak

Sp=) —
!
= k!

Es inmediato comprobar que esta sucesion es creciente pues:
an+l

Sn+1 :Sn‘i—m

Si probamos que es acotada superiormente, concluimos que es convergente.
Fijado m, para todo n > m tenemos que:

mo/n ak n <n>ak
7<an: R
,;O<k>k! L)%

es decir,

o 1 2 k—1 mogk
I£<,§)H<1)<1><1 . > =L s ma
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Es decir,
a n
Sm < lim (1 + 7>
n—soo n

luego (s,) es convergente y

=) k
a a\”
{ = — < 1Ii] —
r}lnblos,1 E T lim <1+n)

n—yoo
n=0

Por otra parte, en la demostracién de 2.14 hemos obtenido 1
a\n no ok
an:(lﬁ—;) <kgoﬁzsn

luego,
ok
a a\”n
lims, = Y 55 = lim (1+°)
n—oo — ! n—yoo n
n=0
En particular, para a = 1 obtenemos el nimero e

e=) —=Ilim —
k! n—oeo n
n=0
Proposicion 2.17. El numero e es irracional.
Demostracion. Supongamos que e es racional, es decir, que existen naturales
pyq tales que e = B.
q
Sin>gq,

| 41 1 1 1

0<sn—=s¢=) 7= L 7= + +...+==
! ,Qk! kzzok! (g+1)! (g+2)!

1(1+ S : + )<
(g+1)! (g+2) (¢+2)(q+3)

1 1 1 1
1+ + ot
(q+1)!< (g+1)  (¢g+1) (CI‘H)"_])
El término entre paréntesis es la suma de los n primeros términos de una pro-

gresién geométrica de razén

e La suma de todos los términos de esta
q

1
progresion es q , luego
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Tomando lim,,_,., obtenemos que

O<€—S4<@

y, multiplicando por g!:
1
0<q!(e—sg) < p

P . p
Observemos que ¢g!s, es un nimero entero, y como habiamos supuesto ¢ = —,
q
q
q'e también es un nimero entero, asi que hemos obtenido un nimero entero n

tal que
1
O<n<—
q

Concluimos que e es irracional. ]

2.6. Numeros algebraicos y trascendentes

Sabemos que v/2 es un nimero irracional. Una diferencia fundamental en-
tre /2 y el nimero e es que V/2 es raiz de un polinomio con coeficientes ra-
cionales (de hecho, enteros): p(x) = x> — 2. Los nimeros reales que cumplen
esta condicién, es decir, que satisfacen alguna ecuacion polinémica p(x) = 0,
con coeficientes racionales se dicen que son algebraicos sobre Q. Puede pro-
barse (no es sencillo) que el ndmero e no es algebraico, es decir, no es raiz de
ningtin polinomio con coeficientes racionales; lo mismo ocurre con el nimero
7. Estos nimeros que no son algebraicos se llaman trascendentes.

Cuando un nidmero real o es algebraico, el menor subcuerpo de R que
contiene a & y a todos los racionales, que se denota Q(c) es un Q espacio
vectorial de dimensién finita, mientras que si ¢ es trascendente, entonces la
dimensién de Q(a) como Q espacio vectorial es infinita, pues para todon > 1,
la familia de vectores {1, &, a?,..., "} es linealmente independiente.

Que el nimero 7 sea trascendente prueba la imposibilidad de la cuadratu-
ra del circulo, es decir, de construir con regla y compds el lado de un cuadrado
con el mismo area de un circulo dado: si el circulo tiene radio r, el lado del
del cuadrado deberia medir /7 y este nlimero no se puede constructible con
regla y compds, por no serlo 7.

A los nimeros reales que se pueden construir con regla y compés se les lla-
ma constructibles. Se puede probar que estos nimeros forman un subcuerpo
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K de R que contiene a los racionales:
QcKcR

Se puede demostrar que si @ € K, entonces ¢ es algebraico y el polinomio con
coeficientes racionales de menor grado que tiene a & por raiz tiene grado 2".
La cuadratura del circulo es un problema cldsico de construcciones con
regla y compds. Los otros dos grandes problemas cldsicos son los de la dupli-
cacion del cubo y la triseccién del angulo:
= Duplicacion del cubo: el problema consiste en construir, con regla y
compds el lado de un cubo cuyo volumen sea el doble que el de otro cu-
bo dado. Si el cubo inicial tiene un volumen igual a 1, el lado del nuevo
cubo debe medir v/2, que es un nimero irracional algebraico. Este nu-
mero es algebraico porque el polinomio de menor grado con coeficientes
racionales que lo tiene como raiz es x> — 2, que tiene grado 3.
= Triseccion del angulo: dividir en tres partes iguales un angulo dado.
Si el dngulo dado es de 60 se trata de construir con regla y compds un
angulo de 20, es decir, su seno y su coseno. Con la férmula del dngulo
triple tenemos:

cos(3B) = 4cos>(B) —3cos(B)

2

1 1
Como cos(60) = > entonces cos(20) es rafz de 4x3 — 3x% — 5> e decir

de 8x® — 6x — 1. Puede probarse que este polinomio es irreducible (no
tiene raices racionales) y por lo tanto es el de menor grado que tiene a
cos(20) por raiz, por lo que este nimero no es constructible.

3. Cardinal de los numeros reales

3.1. Zy Q son numerables

A partir de los nimeros naturales hemos ido ampliando los conjuntos de
nimerosNCZ C Q C R

Tanto el anillo de los nimeros enteros como el cuerpo de los ndmeros ra-
cionales son conjuntos numerables, es decir, tienen el mismo tamaifio que el
conjunto N de los nimeros naturales. Este hecho puede sorprender a prime-
ra vista pues al ser las contenciones N C Z C Q estrictas, se podria pensar
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que cada uno de estos conjuntos es mas grande que el anterior. Para aclarar
esta cuestion, debemos establecer primero qué es el tamafio de un conjunto.
Partiremos de dos ideas intuitivas fundamentales. En primer lugar, para cada
nimero natural n, el conjunto {1,2,...,n} es finito y tiene n elementos y di-
remos que un conjunto A es finito cuando podamos contar sus elementos, es
decir cuando podamos definir una aplicacion biyectiva entre A y {1,2,...,n},
en cuyo caso diremos que A tiene n elementos. En segundo lugar, dos con-
juntos, finitos o no, tendran el mismo tamaiio cuando a cada elemento de uno
de ellos le podamos asignar un elemento y solo uno del otro, es decir, cuando
entre ellos se pueda establecer una biyeccion.

Definicion 3.1. Se dice que un conjunto A es equipotente al conjunto B, y se
denota A ~ B si existe una aplicacidn biyectiva f : A — B.
Es facil comprobar que esta relacion ~ es reflexiva, simétrica y transitiva.
Cuando dos conjuntos A y B son equipotentes, se dice también que tienen
el mismo cardinal, y se denota |A| = |B]

Definicion 3.2. Un conjunto A es finito si es vacio (tiene cero elementos) o si
es equipotente con {1,2,...,n}, para algin n € N, en cuyo caso diremos que
A tiene n elementos o que el cardinal de A es igual a n.

Es facil comprobar que se cumplen las siguientes propiedades:

= Si B es un conjunto finitoy f : A — B es inyectiva, entonces A es finito
y el nimero de elementos de A es menor o igual que el de B.
Esta propiedad se enuncia a veces como Principio de Dirichlet o del
palomar: si n palomas se distribuyen en m palomares y n > m, (n # m),
entonces habra algin palomar con mdas de una paloma. Es decir, si A
es un conjunto finito con n elementos, B es un conjunto finito con m
elementos y n > m entonces no existe ninguna aplicacion inyectiva A —
B.

= Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

= Laimagen por una aplicacién de un conjunto finito es un conjunto finito,
es decir: si A es finito, f : A — B cualquier aplicacion, entonces f(A) es
finito.

Ejercicio 3.3. Compruébese que si un conjunto A tiene n elementos, entonces
el conjunto de partes de A, es decir Z(A) = {B|B C A}, tiene 2" elementos.
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Definicion 3.4. Si un conjunto es finito no es equipotente con ninguno de sus
subconjuntos propios (distintos del total) (“El todo es mayor que la parte”). Por
tanto, si un conjunto admite una biyeccion con alguna de sus partes entonces
no es finito, en cuyo caso diremos que es infinito.

Ejemplos 3.5. 1. El conjunto de los nimeros naturales N es infinito pues
podemos establecer la biyeccion:

s: N> N"=N—-{0}, s(n)=n+1.

2. El conjunto de los nimeros enteros Z es infinito, pues admite una biyec-
cién con el conjunto P de los nimeros enteros pares:

f:Z—P f(z)=2z

3. EI conjunto de los nimeros reales R tiene el mismo cardinal que el in-
tervalo (—1, 1), pues la siguiente aplicaci6n es biyectiva:

X

FAEL) SR, f) =

Definiciones 3.6. Diremos que un conjunto A es infinito-numerable, o que

tiene cardinal X (alef cero) si es equipotente con el conjunto de los nimeros

naturales, N. Es decir, cuando exista una biyeccién f : N — A, en cuyo caso,

se suele denotar f(n) = a, y se escribe A = {ay|n € N} = {ap,ai,az,...}
Diremos que un conjunto es numerable si es finito o si es infinito-numerable.
Un conjunto que no es numerable se dice no numerable.

Ejemplos 3.7. 1. El conjunto de los nimeros enteros es numerable, pues
la siguiente aplicacién es biyectiva:

2n si n>0

fiz=N, f("):{ 2n—1 si n<0

2. El conjunto N X N es infinito-numerable.
Para definir una biyeccién f entre N x N y N vamos a “contar” los ele-
mentos de N x N recorriendo las sucesivas diagonales:
Empezamos por (0,0) (acordamos que esta es la diagonal cero), y asig-
namos f(0,0) = 0. Pasamos a (1,0) y recorremos la diagonal 1: f(1,0) =
1, £(0,1) = 2; saltamos a la siguiente diagonal: f(2,0) =3, f(1,1) =4,
£(0,2) = 5; saltamos a la tercera diagonal, etc...
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Calculemos f(x,y) para cualquier par (x,y). Observemos que la diagonal
0 estd formada por un punto, el (0,0), la diagonal 1 por dos puntos (1,0)
y (0,1); la diagonal por los puntos (2,0), (1,1), (0,2) y en general, los
puntos (x,y) de la diagonal n son tales que x+y = n y, como x toma
n+ 1 valores: 0,1,2,...,n, esta diagonal estd formada por n+ 1 puntos.
El primer punto de la diagonal n es el (n,0), el segundo el (n—1,1),
etc... Para contar el lugar que ocupa el punto (x,y) (empezando a contar
por 1), debemos tener en cuenta que el punto (x,y) estd en la diagonal
x+y; en las diagonales anteriores hay 1+ 2+ --- 4 x+y puntos; en la
diagonal x +y, el punto (x,y) estd en lugar y+ 1. Luego, empezando a
contar por 1, el punto (x,y) estd en el lugar:

(x+y)(x+y+1)
2

I+24+(x+y)+(+1) = +O+1)

Si empezamos a contar desde 0, (x,y) estard en el lugar:

+y)(x+y+1
1+2+---+(X+y)+(y+1):(x y)(x2 L
Es decir, la biyeccion buscada es:
1
f:NxN-=N, f(x,y)_(x+y)();+y+ )

3. El conjunto Z x Z es numerable.

Proposicion 3.8. Si un conjunto A es numerable y existe una aplicacion in-
vectiva i : B — A, entonces B es numerable. En particular, todo subconjunto
de un conjunto numerable es numerable.

Demostracion. Basta probar que todo subconjunto infinito de N es infinito-
numerable (como ejercicio, expliquense los detalles).

Sea C un subconjunto infinito de N. Consideremos la aplicacién i: N — C
definida inductivamente por: £(0) = min(C), h(1) =min(C—{h(0)}) ...

h(n) = min(C — {h(0),h(1),...h(n—1)})

Por la propia definicién de A, tenemos que h(0) < A(1) < h(2) < .....,
luego si k # n, h(k) # h(n). Es decir, h es inyectiva.

Para probar que & es epiyectiva, tomemos ¢ € C. Como # es inyectiva y
N es infinito, el conjunto {n € N|A(n) > ¢} no es vacio. Sea m = min{n €
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N|h(n) > c}. Veamos que h(m) = c. Por definicion, h(m) > c. Si ¢ < h(m) =
min(C — {h(0),h(1),...h(m—1)}), entonces ¢ € {h(0),h(1),...A(m—1)}y
por lo tanto, i(m —1) > c, en contra de la eleccién de m como el menor natural

que cumple h(m) > ¢, luego h(m) = ¢ (]

Ejercicio 3.9. En la demostracién de la proposicion anterior ;dénde se ha
utilizado que C es infinito?

Corolario 3.10. (Cantor, 1873) El conjunto de los niimeros racionales es nu-
merable.

Demostracion. Escribamos cada nimero racional ¢ como una fraccion irredu-
cible con denominador positivo, ¢ = m/n, siendo m.c.d.(m,n) =1y n > 0.
Si a cada racional ¢ = m/n le asociamos el par (m.n) € Z x N definimos una
aplicacion inyectiva en un conjunto numerable:

i:(@:{qzmlm.c.d.(m,n): 1, n>0} - ZxN, qzﬂﬁi(q):(m,n)
n n

Otra forma de probar que Q es numerable consiste en definir la siguiente
aplicacién inyectiva:

04N
g (my= {2 el
n n 375" st m<O0

donde m es irreducible.

n
Entre ¢(Q) y N podemos establcer la siguiente biyeccion:

N2 9(Q)

0 h(0) = min(¢(Q))

1> h(1)= min(¢(Q) — {A(0)})
2)= min(¢(Q) - {A(0),h(1)})

2+ h(

nes h(n) = min(9(Q) — {(0),h(1)....A(n—1)})

Como ejemplo de conjunto no numerable tenemos el de las partes de N.
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Proposicion 3.11. Sea X un conjunto. No existe ninguna aplicacion epiyectiva

h:X — 2(X).
Demostracion. Dada una aplicacion i : X — Z2(X), consideramos el subcon-
junto
Xp={xeX :x&h(x)}
Entonces, Xj, & Im(h) (compruébese como ejercicio). [

Corolario 3.12. EIl conjunto & (N) no es numerable.

3.2. Numeros reales. Hipotesis del continuo.

Vamos a probar que los nimeros reales no se pueden contar, es decir, que R
no es numerable. Puede probarse (no lo haremos aqui) que el conjunto de todos
los nimeros algebraicos sobre (Q es numerable, esto significaque la mayoria
de los niimeros reales son trascendentes.

Como indicamos en 3.6, se dice que los conjuntos infinito-numerables, es
decir, los equipotentes con N tienen cardinal X (alef cero). Andlogamente, se
dice que los conjuntos equipotentes (que admiten una biyeccién) con R tienen
el cardinal del continuo ¢. Puesto que N C R, se dice que X < ¢ (observemos
que ni X ni ¢ son nimeros). George Cantor (1845-1918), probé en 1874 que
R es equipotente al conjunto &?(N) de partes de N, que como hemos probado
en 3.12 no es numerable.

Otra demostracién de que R no es numerable es la siguiente.

Teorema 3.13. R no es numerable.

Demostracion. Sea f : N — R una aplicacién. Vamos a probar que f no es
epiyectiva.
Para cada n € N escribimos la expresion decimal de f(n):

f(n) = Xn, Xn1X02 - - Xy - ..

Definimos el nimero real y = 0,y;y,...y% ... donde

3 81 xpF£3
Yn = { . 7

5 si ox,;, =3

Puesto que Vn € N, y, # x,,, tenemos que y # f(n); es decir, y ¢ Im(f). =
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Por analogfa al caso finito, se dice que el cardinal de Z(N) es 20, de ma-
nera que Cantor probé que ¢ = 2¥0 y conjeturd que este cardinal es el siguiente
a Xy, por lo que se denota también como ¥ . Esta conjetura, conocida como
Hipétesis del continuo, establece que no existe ningiin conjunto con cardinal
mayor que X (es decir, tal que admita una aplicacion inyectiva N — A pero
no una biyectiva N — A) y menor que ¢ = 2%0 (es decir, que admita una apli-
cacion inyectiva A — R pero no una biyectiva A — R). Cantor no logré probar
esta conjetura. Conseguir una demostracién era considerado a principios del
siglo XX como uno de los grandes problemas de las Matematicas, formando
parte de la célebre lista de los problemas de Hilbert, expuesta por éste en la
conferencia del I Congreso Internacional de Matematicas (ICM) celebrado en
Paris en 1910. En 1938, Kurt Godel probé que la Hipétesis del continuo es
compatible con los axiomas de la Teoria de Conjuntos. Sin embargo, en 1962
Paul Cohen probd que la negacion de la Hipdtesis del continuo también es
compatible con los mismos axiomas. Esto significa que la Hipétesis del conti-
nuo es indecidible con la axiomética de la Teoria de conjuntos, de manera que
puede construirse sin contradiccién una Matemadtica que incluya como cierta
la Hipétesis del continuo, y también puede construirse sin contradiccién una
Matematica que incluya como axioma su negacion.
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