Fundamentos Cientificos del Curriculum |

NuUmeros reales
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Definicion axiomatica de los nimeros reales

Los numeros reales forman conjunto R en el que estan
definidas dos operaciones, llamadas suma y producto:

RxR-SRMXy)—=x+y, RxR-—5R, (X,y)—Xx-y

y una relacion de orden que lo dotan de estructura de cuerpo
conmutativo ordenado.

La suma y el producto satisfacen los siguientes axiomas.
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Definicion axiomatica de los nUmeros reales

Los numeros reales forman conjunto R en el que estan
definidas dos operaciones, llamadas suma y producto:

RxR-SRMXY)—=x+y, RxR-—D5R, (X,y)—X-y

y una relacién de orden que lo dotan de estructura de cuerpo
conmutativo ordenado.
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Definicion axiomatica de los nimeros reales

Los numeros reales forman conjunto R en el que estan
definidas dos operaciones, llamadas suma y producto:

RxRLR(x,y)»—)quy, RxR—R, (X,y)—>Xx-y

y una relacion de orden que lo dotan de estructura de cuerpo
conmutativo ordenado.

La suma y el producto satisfacen los siguientes axiomas.

Axioma I. Conmutatividad: para todo par de elementos
X,y € R se cumple que

Xty=y+Xx X y=y-x
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Axioma Il. Asociatividad: para toda terna de elementos
Xx,y,z € R se cumple que

xt+(y+z2)=x+y)+tz, x-(y-z)=(x-y) 2

Axioma lll. Propiedad distributiva del producto con respecto a
la suma: para toda terna de elementos x, y, z € R se cumple
que
x(y+2z)=xy+xz

Axioma IV. Existencia de elementos neutros: existen en R dos
elementos distintos, que se denotan 0 y 1 tales que para todo
X eR

X+0=0+x=x, x-1=1-x=1

Axioma V. Existencia de elemento opuesto para la suma y de
inverso para el producto:

a) Para cada x € R existe un elemento y € R tal que
X+y=y+x=0

Puede probarse que para cada x este elemento es Unico.
Se denota —x.

b) Para cada x € R, x # 0, existe un elemento y € R tal que
Xy =yx =1

Puede probarse que para cada x # 0 este elemento es
Unico. Se denota x~ 1.

Por satisfacer estos cinco axiomas, R es un cuerpo
conmutativo.
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Axioma V. Existencia de elemento opuesto para la suma y de
inverso para el producto:

a) Para cada x € R existe un elemento y € R tal que
X+y=y+x=0

Puede probarse que para cada x este elemento es Unico.
Se denota —x.

b) Para cada x € R, x # 0, existe un elemento y € R tal que
Xy =yx =1

Puede probarse que para cada x # 0 este elemento es
nico. Se denota x~1.
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Axiomas de orden.

R contiene un subconjunto, que se denota P 6 R, y sus
elementos se llaman positivos, cumpliendo:
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Axiomas de orden.

R contiene un subconjunto, que se denota P 6 R, y sus
elementos se llaman positivos, cumpliendo:

Axioma VI. Propiedad de tricotomia: cada elemento x € R
satisface una y solo una de las siguientes posibilidades:

x e P; x =0, —-xeP
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A partir de conjunto P se define en R una relacion de orden:
x<ysix=yosiy—xecP.

Este orden es compatible con la suma:
X<y = x+z<y+2zVz

y con el producto:
xX<y,z>0 = xz<yz

R es un cuerpo ordenado.
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Axiomas de orden.

R contiene un subconjunto, que se denota P 6 R, y sus
elementos se llaman positivos, cumpliendo:

Axioma VI. Propiedad de tricotomia: cada elemento x € R
satisface una y solo una de las siguientes posibilidades:

x e P; x =0, —-xeP

Axioma VII. Estabilidad de las operaciones: si x,y € P
entonces
xX+yeP, xy € P.
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Axioma VIII. De completitud de Dedekind. Si Ay B son
subconjuntos que forman una particion de R tal que a < b para
cada a < Ay b € B, entonces existe un numero real ¢ € R (que
es unico) que cumple:

> sixcRyx<centoncesx € A
> six e Ry x > centonces x € B.
Es decir,
» obienA={xeR:x<c}yB={xeR:x>c};
» obienA={xcR:x<clyB={xeR:x>c}.

12/37



Sucesiones convergentes en Q

Definicion 5 ) _ Proposicion
Se dice que una sucesion (x,) de numeros racionales

converge a un nimero racional / y se escribe Iim,_,o0(Xn) = /, 0 1. Toda sucesion convergente es acotada.

también, (x,) — /, si 2. La suma (respectivamente el producto) de sucesiones
convergentes es una sucesion convergente y su limite es
Ve>0,e€cQ, IveN:n>v = |[xp—I|<e la suma (resp. el producto) de sus limites.
3. Sea (x») una sucesion convergente. Si limp_oo(Xn) =1# 0
i . 1
Ejemplos y X, # 0. Vn € N, entonces la sucesion <x> es
(1 n
1. La sucesion (n) converge a 0. convergente y ] ]
n ;
Ly | ) ==
2. La sucesion ((—1)") no es convergente. PR <x,,> (I)

Ejercicio
Compruébese que si una sucesion tiene limite, éste es Unico.
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Sucesiones de Cauchy
Definicion
Se dice que una sucesion de numeros racionales (xp) es de L -
i a sucesion
Cauchy si X242
Xy =2, Xpy1= 5
Ve>0,ecQ,IveN : p,g>v = [Xp— Xq| <€ Xn
es de Cauchy y no es convergente en Q:
Proposicion X242
o X =2, Xnyy = 5=
1. Toda sucesion convergente es de Cauchy. Xn

2. Toda sucesién de Cauchy es acotada.

3. Toda sucesién creciente y acotada superiormente es de
Cauchy.

4. Toda sucesién decreciente y acotada inferiormente es de
Cauchy.
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Proposicion

1. La suma y el producto de dos sucesiones de Cauchy es
una sucesion de Cauchy.

2. Las sucesiones de Cauchy de numeros racionales forman
un subanillo del anillo de todas las sucesiones de nimeros
racionales.
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Definicion

Diremos que una sucesion de Cauchy de numeros racionales
(xn) es positiva existen un numero racional positivo r > 0, y un
namero natural ngy tales que

{Xn : n>np} C[r, o0)
Definicion
Diremos que una sucesion de Cauchy de numeros racionales

(xn) es negativa existen un numero racional positivo r > 0, y un
namero natural ng tales que

{Xn : n>np} C (=00, —T1]

Denotaremos por C al conjunto de las sucesiones de Cauchy
positivas y por C~ al conjunto de las sucesiones de Cauchy
negativas
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Definicion
Diremos que una sucesion de Cauchy de nimeros racionales
(xn) es nula si es convergente y su limite es cero.

Denotemos por C al conjunto de sucesiones de Cauchy de
nUumeros racionales y por A al subconjunto de todas las
sucesiones nulas.

Ejercicio

Comprueba que la suma de dos sucesiones nulas es una
sucesion nula, y que el producto de una sucesion nula por una
sucesion de Cauchy es una sucesion de Cauchy nula.

Esto significa que A es un ideal del anillo C.
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Proposicion
Cada sucesion de Cauchy de numeros racionales pertenece a
uno y solo uno de los subconjuntos C*, C~ o V. Es decir:

C=CTUuC uUN
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Ejercicio

Sea (xn)nen Una sucesion de Cauchy no nula. Sabemos que
entonces (x,) es positiva 0 negativa, es decir que existen un
numero racional r > 0 y un numero natural ng tales que o bien
{Xn|n > Ny} C [r,+00) 0 bien {xs|n > Ny} C (—o0, —r].
Demuestra que la sucesion definida por:

. 1
yn=1, sin<ng, y,,:x— sin>ng
n

es de Cauchy y que limp_oo(Xn - ¥n) = 1.
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Como ejercicio, compruébense las siguientes afirmaciones.

1. Larelacion (xp) ~ (Vn) < limp_oo(Xn — ¥n) = 0 es de
equivalencia. La clase de equivalencia de (x,) es

[(Xn)] = (Xn) + V.

2. Dado un numero racional, x, la clase de equivalencia de la
sucesion constante (x) es

()] = {(xn) € C (Xn) = x}
3. Si (xn) ~ (x},) e (yn) ~ (¥},) entonces:

[im
n—oo

(Xn+¥n) ~ (Xp +¥n) © (Xn-Yn) ~ (X5~ ¥n)
4. Las operaciones

()] + [(n)] = (%0 +y0)] Y [(Xn)] - [(Yn)] = [(%n - yn)]

definen una estructura de anillo conmutativo con unidad en
el conjunto cociente C/ ~. El elemento cero es [(0)] y el
elemento unidad es [(1)].
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Equivalencia de sucesiones de Cauchy

Definicion

Diremos que dos sucesiones de Cauchy de numeros
racionales (x,) e (yn) son equivalentes si la sucesion (x, — yn)
converge a cero. Lo denotaremos:

(Xn) ~ (Yn) = nler;o(Xn —yn)=0
Ejemplos

1. Silimp—00(Xn) = 0, entonces V(y,) € C se cumple que
(Xn + Yn) ~ (Vn)-

2. Silimp00(Xn) = 1, entonces V(y,) € C se cumple que
(Xn - Yn) ~ (¥n)-
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5. La aplicacién
i-Q—=C/~ x—[x)

es un morfismo de anillos (es decir, i(x — y) = i(x) — i(y),
i(x-y)=1i(x)-i(y),i(1) =[(1)]) inyectivo.

6. Si (xn) es una sucesion positiva (respectivamente,
negativa) y (x,) ~ (x},) entonces (x;,) es también una
sucesion positiva (respectivamente, negativa).
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Proposicion
El anillo C/ ~ es un cuerpo.

Demostracion

Sea [(Xn)nen] # [(0)nen]. Sabemos que existen un numero
racional r > 0 y un nimero natural ng tales que o bien

{Xn|n > Ny} C [r,+00) o bien {xy|n > ny} C (—o0, —r]. Por el
Ejercicio 3 sabemos que la sucesion definida por:

. 1 .
Yn=1, sin < ng, yn:X— sl n > ngy
n

es de Cauchy y que (X, - y¥n) — 1. Luego
[(Xn)nen] - [(¥n)nen] = [(1)nen]
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Hemos probado en la Proposicion 4 que toda sucesion de
Cauchy que no converge a cero es positiva 0 negativa, luego
todo elemento no nulo de R es positivo o negativo:

R={0}UPU—P (Axioma V)

Es sencillo probar que la suma y el producto de dos elementos
de P son elementos de P; es decir, que R satisface el Axioma
VII.
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Definiciones
En el cuerpo R = C/ ~ llamaremos positivos, a los elementos
del conjunto P:

P={l(xn)] : (xn) eCT} =

{lxp)] : Ir>0,3veN:n>v = x,>r}

Diremos que un elemento [(x,)] de R es negativo si (x,) € C~.

Observemos que (x,) € C* siy sélo si (—x,) € C™. Luego, el
conjunto de los elementos negativos de R es:

—P={l(xn)] : (xn) € C} = {[(x)] : ~[(xn)] € P}
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Definicion
Dados x = [(xn)] € ¥ = [(vn)] elementos de R, diremos que
x<ysix=yoy-—xeP.
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Definicidn
Dados x = [(xn)] € ¥ = [(¥n)] elementos de R, diremos que
x<ysix=yoy—xecP.

Es sencillo comprobar que se trata de una relacién de orden
total compatible con la suma y el producto, es decir, (R, +, -, <)
es un cuerpo ordenado.
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Proposicion

El cuerpo ordenado (R =C/ ~,+, -, <) satisface el Axioma VIII
o Axioma de Dedekind, es decir:

Si Ay B son dos subconjuntos no vacios de R tales que:

» R=AUB
> YVac A Vbe Bsecumplequea< b
entonces existe un unico ¢ € R tal que:
» obienA={xeR:x<c}yB={xeR:x>c};
» obienA={xcR:x<clyB={xeR:x>c}.
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Definicion
Dados x = [(xn)] € ¥ = [(¥n)] elementos de R, diremos que
x<ysix=yoy—xecP.

Es sencillo comprobar que se trata de una relacién de orden
total compatible con la suma y el producto, es decir, (R, +, -, <)
es un cuerpo ordenado.

La aplicacion i : Q — R, i(x) = [(x)] conserva el orden, es
decir, x < y siy solo si, i(x) < i(y). Asi, el orden definido en R
extiende al orden de los numeros racionales.
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Demostracion

UNICIDAD: Si dos elementos distintos ¢y y ¢, satsifacen las
condiciones del enunciado, entonces como ¢; < £52 < ¢,
tendriamos que 5% € AN B, pero AN B = 0.

EXISTENCIA:

En primer lugar, veamos que en A hay nimeros racionales.
Dado x = [(xn)] € R existe algun racional positivo q tal que
—q < x < q: por ser (x,) de Cauchy, es acotada, luego existe
un racional positivo g tal que —q < x, < g, Vn € N, luego

—qg < x < g. Entonces, como A no es vacio, podemos tomar
a € A,y si g es un numero racional positivo tal que

—Qg < a< g, entonces —q € A (pues —q no puede pertenecer
a B por ser menor que un elemento de A).

Analogamente se comprueba que en B hay nimeros
racionales.
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Tomemos pues numeros racionales a; € Ay by € B.

Si 4P pertenece a A, tomamos ap = @42 y by = by.

Si @721 no pertenece a A, entonces pertenece a B y tomamos
a=a1y b2 = 31—57131.

Con ap y by procedemos de la misma forma y asi construimos
dos sucesiones de numeros racionales, una creciente, (a,), en
Ay otra decreciente, (bp).

La sucesion (an) es creciente y esta acotada superiormente, y
la sucesion (b,) es decreciente y esta acotada inferiormente,
luego ambas son de Cauchy.

Ademas, |an — bp| < F5|ar — b1, luego limp_,o(a@n — bp) = 0.
Esto significa que ambas sucesiones y definen el mismo
elemento ¢ = [(an)] = [(bn)] de R, que perteneceraa Ao a B.
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Por ser (x,) una sucesion de Cauchy, dado e = g existe me N
tal que, si p, g > mentonces |x, — Xq| < 5.
Luego, si ng = maximo{v, m}, tenemos:

r r
bnogxno—r<xn+§—r:xn—§, vn> ng

Es decir, x, — by, > 5, ¥n > ng. Esto significa que
(Xn) — bn, > 0, es decir, by, < x = [(xn)]. Luego, x € B.

35/37

Si ¢ € A, entonces todo elemento menor que ¢ estara también
en A, por lo que si probamos que todo elemento mayor que ¢
estd en B quedaraprobadoque A={xc R:x<c}y

B={x € R: x> c}.Sic e B, entonces de manera analoga se
pruebaque A={xc R:x<clyB={xe R:x>c}.
Supongamos que ¢ € Ay sea x = [(x5)] € R un elemento tal
que x > c¢. Si probamos que x es mayor que algun elemento b
de B podemos concluir que x € B.

Como x = [(xn)] > ¢ = [(bn)], es decir, [(x, — bn)] > 0, existen
un ndmero racional r > 0 y un natural v tales que x, — b, > r,
vn> v.
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Definicion
Llamaremos cuerpo de los nimeros reales al cuerpo ordenado
(C/ ~,+,-, <)y lo denotaremos R.
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Algunas propiedades de los numeros reales

El orden de R es arquimediano, es decir, dado un nimero
real x, existe un numero natural n tal que |x| < n.

Q es denso en R, es decir, para toda pareja de nimeros
reales tales que x < y existe un numero racional g tal que
X < q < y. Es decir, en todo intervalo (x, y) hay algin
ndmero racional.

Todo subconjunto de R no vacio y acotado superiormente
tiene supremo.

Todo subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente
tiene infimo.

Si a es un nimero real mayor que cero, entonces, para
todo n > 2 existe un Unico nimero real positivo b tal que
b = a.
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Todo numero real es limite de una sucesién de Cauchy de
nameros racionales.

En R, toda sucesion de Cauchy es convergente.

En R, toda sucesion creciente y acotada superiormente es
convergente.

En R, toda sucesion decreciente y acotada inferiormente
es convergente.
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