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Calculo 1

Funciones reales de variable real
Limites y continuidad

«Si he visto mas lejos es porque estoy sentado sobre los
hombros de gigantesy. Isaac Newton

Funciones de una variable real. Limite en un punto

Para una funciéon f : A ¢ R — R, se llama dominio de f al conjunto A (que es donde esta
definida la funcién). Se llama imagen de f al conjunto de valores que va tomando la funcion,
Im(f) = f(A) = {f(x) : x € A}. Se dice que f es una funcién real, ya que su imagen esta en R,
y de variable real, pues esta definida en un subconjunto A de R. Se suele escribir

f:xeACR — f(x) eR.

Estas funciones se representan dibujando su grafica G(f) = {(x, f(x)) € R? : x € A}, que es un
conjunto del plano R?.

Ejemplo. La funcién f : x € [-1, 2) — f(x) = x* € R tiene
como dominio el intervalo [—1, 2). Suimagen es el conjunto de
valores que va tomando la funcién:

Im(f) = {x*: x € [-1,2)} = [0, 4).

Im(f)

Su grafica es el conjunto de puntos del plano

G(f) ={(x,x*) e R*: x € [-1,2)}. 5

-1 0 1 2

U

Entre todas las funciones reales se estudiaran casos especiales como
a) funciones continuas, cuyas graficas son conjuntos de “una sola pieza”,

b) funciones diferenciables o derivables, cuyas gréficas son “de una sola pieza” y ademés con
tangente en cada punto, y
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c¢) funciones integrables, que permiten calcular el area subyacente a la grafica.

f
d /N /m’

a b

a) funcién continua b) funcién derivable ¢) funcién integrable
Operaciones con funciones. Dadas f : AC R — Ry g: BCc R — R funciones reales de
una variable real, se pueden definir operaciones con ellas, como
1) Adicién y multiplicacion:
f+g:x€eANBCR— (f+9)(x) = f(x)+9(x) e R
frgix€ANBCR— (f-g)(x) = f(x) - g(x) € R
definidas siempre que AN B # @
2) Multiplicacion por escalares: A- f:x € ACR — (- f)(x) =4 f(x) e R

Se designa mediante .# = .% (A, R) al conjunto de todas las funciones de A en R. En este conjunto
Z la adicidn es asociativa, conmutativa, tiene elemento neutro (la funcién constante 0) y cada
elemento tiene opuesto. La multiplicacion es asociativa, conmutativa, tiene elemento unidad (la
funcién constante 1), aunque no existe inverso en general, salvo para funciones que no se anulen
nunca. La multiplicacion por escalares verifica

A+p)-f

A-f+p-f

A-(f+g9) = A-f+2-g

A-p)-f A-(p-f)
1-f = f.

Se tiene entonces (aqui - es la multiplicacion y -, la multiplicacion por escalares)

o (.#,4) esun grupo conmutativo,
o (#,+,-) es un anillo conmutativo y unitario,

o (F,4+,-) es un espacio vectorial sobre R. Por ejemplo, si A = N entonces (Z#,+, ) es el
espacio vectorial de todas las sucesiones en R,

o (F,+,-¢) esun lgebra conmutativa y unitaria sobre R.

Limite de una funcion en un punto. Sea f : A C R — R y sea a un punto de acumulacién
de A. Se dice que b € R es limite de f en a si

Ve>0 36>0:xe€A 0<|x—a|<d = |f(x)-Db|<e

y se escribe

b=lim f(x).
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También se puede escribir como

xeAN(a-908,a+0)

Ve >0 35>0:{ Y %a

} = |f(x)-bl<e
o escrito de otra forma

VW=(b-eb+e) FU=(a—ba+d)\{a} : FUNA) CV

f En la definicion se escribe 0 < |x —a| < §, que es lo
b+e mismo que decir |[x —a| < Sy x # a.
b Abreviadamente [ x — a = f(x) — b] significa que
b—e¢ lim,_,, f(x)=b.

La funcién f no tiene porqué estar definida en el punto
| a. Se trata de un punto de acumulacion y puede estar o
1
a—38% g+§ no en A. Pero si a € A el valor de f en a es irrelevante

en la definicién de limite.

En lugar de ejes coordenados, se puede utilizar otra representaciéon del limite como aparece a
continuaciéon: b = limy_,, f(x) si dado cualquier intervalo V que rodea a b existe otro intervalo
U que rodea a a tal que las imagenes de los elementos de este tltimo (sélo los que estdin en A 'y
son distintos de a) van todas al intervalo V. Logicamente, a medida que se elige V mas pequerio,
sera necesario elegir U mas pequeno.

AcCR f R

U=(a-96,a+d6) a V=(0b-¢b+e¢)

xiégU = f(x)eV

En la definicién de limite se exige que a sea un punto de acumulacién de A. Caso de no serlo, la
definicién carece de sentido.

Proposicion. Si f tiene limite en a, entonces dicho limite es tinico.

Demostracion. Si existen dos valores b y ¢ que cumplen la definicion, entonces dado € > 0
35, >0 : x€A 0<|x—al<d = |f(x)-b|l<e
35, >0 : x€A 0<|x—al<d = [f(x)—c| <e¢
Asi, para 0 < |x — a| < min{dy, J,} se tiene
b—cl < |b-f)] + [f(x)—c|] < 2¢
y asi se llega a que b = c.

Demostracion alternativa: si hay dos limites b # c entonces dados V, = (b — &b +¢)y
V. = (¢ — &¢ + ¢) disjuntos V, N V. = @ (se elige ¢ suficientemente pequerio para que asi sea)
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deberia existir U = (a — §,a + 8) \ {a} verificando f(UNA) c V, y f(UNA) C V, lo cual es
imposible. m]

Ejemplo: si f : A ¢ R — R es una funcién constante, por ejemplo f(x) = 42 para todo
x € A, entonces para cada a € A’ se tiene lim f(x) = 42. La comprobacién es muy simple:
X—a

|f(x) — 42| = 0 para cualquier x, y por tanto | f(x) — 42| < ¢ para cualquier ¢ que se haya elegido
previamente. Para las funciones constantes, en la definiciéon de limite se puede elegir como §
cualquier nimero positivo.

Ejemplo: la funcién f : x € R — f(x) = 3x verifica lirr}1 f(x) = 12. Para probarlo se hace
x—

If(x)—12] = |3x—12] = 3|x—4|.

Como consecuencia, es posible hacer pequeno a |f(x) — 12| haciendo pequetio a |x — 4|. En
concreto, para cada e > 0 seeliged =¢/3yasi0 < |[x —4| < § = |f(x) — 12| < . Esto significa

que lim f(x) = 12.
x—4

Ejemplo: para la funcién f : x € [-1,5) — f(x) = x* € R se puede calcular el limite en
a = 2, y comprobar que dicho limite vale lim2 f(x) = Iirr% x* = 4. Para ello hay que probar que
X— X—

|f(x) — 4| se hace arbitrariamente pequefio a medida que |x — 2| se hace pequefio (con x # 2).
No hay més que escribir (se utiliza el hecho de que si x € [—1, 5) entonces |x + 2| < |x|+2 < 7)

|f(x) —4] = |x*—4] = |x+2|-|x-2] < 7|x-2].
Asi, dado € > 0 se elige § = ¢/7 y se tiene
0<|x—2/<d = |x*—4| <e.

En consecuencia, lim x? = 4.
x—2

También se puede hablar de limite en a = 5, pues de nuevo se trata de un punto de acumulacion
del dominio. Para verificar que dicho limite es lingl; f(x) = lirrfl3 x? = 25 se trata de versi | f(x)—25]
X— X—

se hace arbitrariamente pequefio a medida que |x — 5| se hace pequerio (con x # 5). Se tiene
|f(x) — 25| = |x*-25| = |x+5|-|x-5] < 10|x - 5|.
Por tanto, dado € > 0 se elige § = ¢/10 y se tiene
0<|x—5/<8 = |x*-25| <e.

En consecuencia, lim x? = 25.
x—5

Ejemplo: hay funciones, como la funcién de Dirichlet

1 si xe@Q

fixeR— { ]
0 si x¢Q

que no tienen limite en ningiin punto. Por ejemplo, en a = 7, no es posible encontrar un valor

b que cumpla |f(x) — b| < € para valores x préximos a 7. Segin sea x racional o no se tiene

f(x) =10 f(x) =0y asi|f(x) — b| < ¢ para todos ellos es imposible. No existe limite en 7. La

misma idea prueba que no hay limite en ningin otro punto.
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Ejemplo: las funciones

R L or 2, R R\ {0} — R
X~ ~ X x ~  x?
~ 2

x2 X #

c o =B

verifican
0 = lirr(l) flx) = lirr(l) g(x) = lin% h(x).

Estos ejemplos muestran la intrascendencia en la definicion de limite de lo que haga la funcién
en el punto a. La existencia (o inexistencia) del limite es independiente del valor, si es que existe,
de f en a. La definicion de limy_,, f(x) se refiere a qué hacen los valores f(x) en los puntos
proximos y distintos al punto a.

Ejemplo: para calcular lin}) % hay que encontrar qué valor b hay que colocar en la expresién
X—>

|senx

- bl para que pueda hacerse arbitrariamente pequernia. Dando valores x proximos a 0, parece

. , sen x I
que el candidato adecuado es b = 1. Se trataria entonces de probar que |T - 1| es pequenio si
x — 0. No es una cuestién dificil, aunque requiere algunas manipulaciones trigonométricas que
no son triviales (se puede ver en las hojas de Ejemplos y Ejercicios).

Queda claro que es necesario tener algunas herramientas que puedan simplificar el calculo de
limites. Las mas sencillas y ttiles se agrupan con el titulo de algebra de limites.

Proposicion (algebra de limites). Sean f : ACR — R yg: B ¢ R — R verificando
b=lim f(x), c=lim g(x)

donde a es un punto de acumulacion de A N B. Entonces f + g, Af y fg tienen limite en a y dichos
limites son b + ¢, Ab y bc respectivamente, es decir

lim (f+9)(x) = lim f(x)+lim g(x) =b+c
lim (f)(x) = (lim f(x)) (lim g(x)) = be
lim (Af)(x) = Alim f(x) = b

Ademas, si b # 0 entonces

1 1

lim f(x) b

lim

1
o f ()
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Demostracion. Para ver que
lim (f+¢9)(x)=b+c
basta considerar la desigualdad
[f(x) +g(x) = (b+c)| < |f(x) = b| +|g(x) .

La igualdad
lim (Af)(x) = Ab
X—a
es consecuencia de
|Af (x) = Ab| = |A[|f (x) = bl.

Para probar que

lim (fg)(x) = be

se elige 0 < ¢ < 1. Entonces existe un valor § > 0 tal que six € ANBy 0 < |x —a| < § se tiene
|f(x) = b| < e |g(x) —c| < e En particular, [f(x)| < |b| + 1. Asi

|f(x)g(x) = be| = |f(x)g(x) = f(x)c + f(x)c = bel
< [fG)]-1g(x) —cl + el - |f(x) = bl

< (|bl+ D)e+|cle = (|b] + |c]| + 1)e

Sea ahora b # 0. Dado 0 < ¢ < |b|/2 existe § > 0 tal que |f(x) — b| < € para todox € ANB
que verifique 0 < |x — a| < 8. En particular, |b| — |f(x)| < |b|/2y asi |f(x)| > |b|/2. En total, si
x €Ay 0 < |x—al| < setiene

1 1‘_|f(x)—b|< 2¢e

fx) b IfGol- 1ol b2

O
Se suele expresar este resultado diciendo que (si los limites de las funciones involucradas existen)
a) el limite de la suma es la suma de los limites,
b) el limite del producto es el producto de los limites,

c) el limite del cociente (cuando tiene sentido, es decir, cuando el denominador no es cero) es
el cociente de los limites, y

d) el limite de una funcién por un niimero es el nimero por el limite de la funcién.

Abreviadamente,

lim(f+g) = limf+limg
lim(f - g) (lim f) - (lim g)

i
lim (i) = lm f (cuando tenga sentido)
g limg

lim(A-f) = A-limf,

Limites en el infinito, limites infinitos, laterales,...

Existen diversas generalizaciones del concepto de limite, como
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Limites en el infinito,

Limites infinitos,

Limites laterales,

Limites superiores e inferiores,

en los cuales se consideran casos como a = +0 o la posibilidad de que lim,_,, f(x) sea 00, 0
algunos mas.

Limites en el infinito. Sea A un conjunto no acotado superiormente, es decir, para todo M > 0
se tiene A N [M, +00) # @. Se considera en este caso +co como un punto de acumulacién de A.
Para una funcién f : A € R — R se dice que

lim f(x)

X—+00

b=

si
Ve>0 3IM : xe€A x>M = |f(x)-b| <e.

De forma analoga, si A es un conjunto no acotado inferiormente, se dice que

lim f(x)

xX——00

b=

si
Ve>0 3IM : xe€A x<M = |f(x)-b|<e.

Estos limites se conocen como limites en el
infinito. Para ellos, las propiedades del algebra
de limites se mantienen.

Por ejemplo,

. 1
lim ( + 3) =3
x——o0 \ x — 2

. 1
lim —=0
x—+00 X

Limites infinitos. Sea f : A ¢ R — R y a un punto de acumulacién de A. Se dice que
lim f(x) = +c0
X—a

si

VM 36>0:xe€A 0<|x—al<d = f(x)>M,

es decir, cerca de a hay puntos x cuyas imagenes son tan grandes como queramos.

Se dice que
lim f(x) = —o0
X—a

si

VM 35>0:x€A 0<|x—-a|l<d = f(x) <M.
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1 .
lim — no existe
x—0 X

Los limites infinitos no mantienen las reglas del algebra de limites. Ya no se cumple por ejemplo
que el limite de la suma sea la suma de los limites. Ahora por ejemplo

lim — = +oo, lim — lim (= + =] =0
m — = 109, 1m — = —00 m | — — | =
x—0 x2 x—0 x2 y x—0 x2 x2

) 7 . =i ) 7 -1
lim — =400, lim —f =-c0 y lim |—+ —| =+
x—0 x4 x—0 x4 x—0

Sin embargo, es facil comprobar resultados del tipo

lim f(x) = beR

v [ = Im(Fr(0) =40

lim g(x)
X—a

Limites infinitos en el infinito. Si +c0 es punto de acumulacion de A, se dice

lim f(x) =—o0

x—+00
si
VM 3N : x€A x>N = f(x) <M.

Ejercicio: definir los otros casos (y comprobar por ejemplo que lim x? = +o0)
X—>—00

lim f(x) = —oo, xgrlqoo f(x) = +oo, xl_iﬂo f(x) =400

X——00

Limites laterales. Se dice que a es un punto de acumulacion por la izquierda de A cuando
cualquier intervalo de la forma (a— 4, a) contiene elementos de A, es decir, (a—38,a) NA # @ sea
como sea d > 0. Similarmente, a es punto de acumulacién por la derecha de A si (a, a+5)NA # @
para todo & > 0.

Si a es un punto de acumulacion por la izquierda de A, se dice que b es limite por la izquierda de
f:ACR — Renelpuntoasi

Ve>0 36>0:xe€A a-d<x<a=|f(x)-bl<e
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y se suele escribir como
b= lim f(x) = lim f(x).
x—a- x/'a
De la misma forma, si a es un punto de acumulacién por la derecha de A, se dice que b es limite
por la derecha de f : A € R — R en el punto a si
Ve>0 35>0:x€eA a<x<a+d=|f(x)-b|<e¢
y se expresa como
b= lim f(x) = lim f(x).
x—at x\a
Ejemplo: la funcién

-1 si x<0 ¢

f:xeR—>{

1 si x>0

verifica

xh—>nol- f(x)=-1 xli—>n0l+ f(x)=1. —T

e Si a es un punto de acumulacion por la izquierda y por la derecha, es decir, si es un punto de
acumulacion de A, entonces f tiene limite en a si y sélo si tiene limite por la izquierda y por la
derecha en a y ambos coinciden:

existen lim f(x)y lim f(x)
x—a~ x—at

existe lim f(x) &
x—a lim f(x) = lim f(x)
x—a x—a*

e También se pueden definir limites infinitos laterales: se dice que
lim f(x) =+
x—a-
si
VM 36>0:x€A a-5<x<a = f(x)>M.
De forma simétrica se utiliza la expresion
lim f(x) =-oc0
x—a-
para decir
VM 36>0:xe€A a-5<x<a = f(x)<M.
Anéalogamente se definen para el limite por la derecha.

Ejemplo. Para la funcion

1
— s1 x#0 2e

fixeR— X
2 s1 x=0

se tiene

lin(}_ f(x) =—-0 ling+ f(x) =400
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Limite superior e inferior. Se dice que b es limite superior de f en a, y se escribe

b = limsup f(x)

X—a
si se cumplen las dos condiciones
a) Ve>0 36>0: xe€A 0<|x—-a|]<d = f(x)<b+eg,

b) Vu>0 Ixe€Acon0<|x—al<py f(x)>b-e
De forma analoga se define el limite inferior.
Ejemplo. Si f es la funcién de Dirichlet

0 si xeQ

: R
fixe —){1 si x¢Q

entonces
liminf f(x) =0, limsup f(x)=1.
X—a

X—a

para todo a € R, aunque esta funcién no tiene limite en ningin punto.

Funciones continuas

Se dice que f : A € R — R es continua en a € A si o bien a es un punto aislado o bien a es un
punto de acumulacién de A, existe lim,_,, f(x) y coincide con f(a). Todo esto se puede resumir
en una sola linea:

Ve>0 35>0:x€A [x—al<d = |f(x)-f(a)] <e.
Esta condicion se puede expresar de otras formas equivalentes

a) YVe>0 36>0:x€A x€(a-58a+8) = f(x)€(f(a)—¢ f(a)+e)
by YW= (f(a)—¢ef(a)+¢) TU=(a-3b,a+6) : flUNA)cCV
) YWW=(f(a)—¢f(a)+e) FU=(a-8,a+d) : Uc f1(V)

(donde f~1(V) = {x € A: f(x) € V} representa la imagen inversa del conjunto V).

f En la definicién se escribe |x — a| < &, con lo cual se
fla) +e admite el valor x = a.
fla) e La funcién f debe estar definida en a y su valor f(a)

fla)—e

debe coincidir con el valor del limite lim,_,, f(x).

La continuidad de f en a suele expresarse en una sola

I linea: li = .
= inea lim £(x) = f(a)

Otra forma de representar la continuidad en a:
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AcCcR

U=(a-6,a+6) a fla) V=(f(a)-¢ f(a)+e¢)

xeANU = f(x)eV

1 si x>0

. es continua en x = 3, pero no lo es en x = 0.
1 st x<0

La funcién f(x) = { 3
Definicion. Se dice que f es continua en un conjunto si es continua en todos los puntos del
conjunto.

Intuitivamente, las graficas de las funciones continuas son aquellas que tienen un sélo trazo. Sin
embargo, hay funciones continuas (definidas en dos conjuntos disjuntos) cuya grafica tiene varios
trazos.

Ejemplo. Si A = (0, 1] U {2} U (3, 4), la funcién

3 [ ]
1 si xe€(0,1]
2 - -
fixeA— {3 si x=2
1
2 si x€(3,4) _
es continua (ya que es continua en cada punto de su 1 5 ; 1

dominio), a pesar del aspecto “roto” de su grafica.

También conviene revisar funciones como la funcién de Cantor o escalera del diablo para
delimitar mas qué significa eso de “funciones cuya grafica tiene un sdlo trazo”.

Tipos de discontinuidades

Cuando las condiciones de la definiciéon anterior no se cumplen se dice que f es discontinua en
a. Las causas que pueden dar lugar a que una funcién f no sea continua en a se siguen de

f escontinuaena < 3Ilim f(x) y coincide con f(a).
xX—a

Por tanto, f es discontinua en a si algo de esto falla. La existencia del limite a su vez depende de
la existencia de los limites laterales y de si coinciden o no entre ellos. Todo esto se refleja en el
siguiente esquema:

Evitable (3 lim € R)
X—a

De primera especie

: | De salto finito
(3 lim y 3 lim)
x—a-

De salto infinito

. o No evitable x—ar R
Discontinuidad en a . (pueden ser + o) Asintética
o esencial
(Alim oes + o) De segunda especie
X—a

(A lim oA lim
x—a~

x—at

0 ambos no existen)
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Discontinuidad evitable. Se dice f tiene una discontinuidad evitable en a cuando existe
lim,_,, f(x) pero no coincide con f(a). Se llama asi porque cambiando adecuadamente el valor

de f en a se tendria una funcién continua.

Ejemplo. Para la funcién 2

2 si x#1

f:xe]R—>{ .

1 si x=1

se tiene lirri fx)=2+f(1)=1. 1

sen x

Ejemplo. La funcién f(x) = > para cada x # 0,y f(0) = 72, tiene una discontinuidad
evitable en a = 0. Se puede hacer continua al definir f(0) = 1. La funcién g(x) = (cos® x — 1) /x?
(definida para x # 0) y g(0) = 4, tiene una discontinuidad evitable en a = 0. La tnica forma de

hacerla continua es asignando el valor g(0) = —1.

Discontinuidad de salto finito. Se dice f tiene una discon-
tinuidad de salto finito en a cuando existen lim,—,,- f(x) € R
| SE—— y limy_,4+ f(x) € R pero no coinciden.

Ejemplo. Para la funcion

-1 si x<0
fixeR—
ﬂ 1 si x2>1
se tiene lim f(x) =-1# lim f(x)=1.
x—0~ x—0t
Discontinuidad de salto infinito. Se dice f tiene una dis-
continuidad de salto infinito en a cuando existen lim,_,,- f(x)
y limy_,4+ f(x), y no coinciden al ser finito el valor de uno de
ellos y +o0 el otro. 9(x)
Ejemplo. Para las funciones
Lo >0 ! i >0
— siox — si ox
fE)=1 x gx) =1 o
-1 si x<0 x+2 si x<0
se tiene

-1=lim f(x)# lim f(x) =+c0, 2= lim g(x) # lim g(x) = +co.
x—0~ x—0* x—07 x—0*t
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Discontinuidad asintotica. Se dice f tiene una discon-
tinuidad asintética en a cuando existen limy_,4+ f(x) vy
limy_,,- f(x) y el valor de ambos es *oo.

Ejemplo. Para la funcién

1 .
f:xeR_) ﬁ si x#0
0 si x=0

se tiene lirr(l) f(x) =400 # f(0) = 0.
X—

Discontinuidad de segunda especie. Se dice f tiene una

4 discontinuidad de segunda especie en a cuando alguno de los
_____ f(x)Z_ limites limy_,q+ f(x) o limy—, f(x) no existe (o bien no
1] existe ninguno de los dos).
- . Ejemplo. Para las funciones
g(XE."' 2 si xe@Q x si xeQ
flx) = g9(x) =
0 si x¢Q 0 si x¢Q

se tiene que f tiene discontinuidades de segunda especie en todo R mientras que g tiene
discontinuidades de segunda especie en todos los puntos salvo en el 0, en el cual es continua.

Operaciones con funciones continuas

Las propiedades elementales de las funciones continuas son una consecuencia directa de las
propiedades del algebra de limites.

Proposicion. Si f y g son funciones continuas en a, entonces también los son las funciones f + g,
Af, f - g. Si ademas g(a) # 0 entonces también f /g es continua.

La demostracion es una consecuencia sencilla de las propiedades de los limites. Por ejemplo, para
el producto puede escribirse

f)g(x) = f(x)g(x) = f(x)g(a) + f(x)g(a) = f(x)(9(x) = g(a)) + f(x)g(a)
y calcular el limite cuando x — a.

Definicion. Sean f : A ¢ R — Ryg : B ¢ R — R, verificando f(A) C B, es
decir, el conjunto imagen de f contenido en el dominio de g. Se define la funcién compuesta

gof:ACR— Rcomo(go f)(x) =g(f(x))

A - R — R
x ~ f(x) ~ g(f(x)

La composicion de funciones es asociativa pero no es, en general, conmutativa. Por ejemplo,

flx) = x* _ ] 9oNHx) =9(fx)) =g(x?)
9(x) 1+x (feg(x) =fl9(x) =f(1+x))

1+ x?
(1+x)?
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Proposicion. Si f es continua en a y g es continua en f(a) entonces g o f es continua en a, es
decir, la composicion de funciones continuas es continua.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Por la continuidad de g en f(a) existe p > 0 tal que

ly—f(@l<p = |g(y) —g9(f(a)| <e.

AcCR

(a—8, a+9) (9(f(@) —& g(f(a) +e)
(f(a) = p. f(a) +p)

Para ese valor p existe § > 0 tal que (ahora se aplica la continuidad de f en a)
lx—al <& = |f(x) - fla)] <p.
En resumen, dado € > 0 existe § > 0 que verifica
[x—al <& = [(go f(x) = (ge @)l <&

y la composicién g o f es continua en a. ]

A veces se expresa esta propiedad como

lim g(f(x)) = g (lim £(x)) = g(f(a))

donde la primera igualdad se sigue por la continuidad de g en f(a) y la segunda por la continuidad

de fena.

Funciones continuas elementales

Estas dos proposiciones permiten construir funciones continuas a partir de funciones elementales,
cuya continuidad puede probarse con facilidad en algunos casos.

e Toda funcién constante es continua en todos los puntos.
SiA e R, lafuncién g(x) = A es continua en cualquier punto a: dado € > 0 se elige § cualquier
nimero positivo. Asi |x —a| < § = |g(x) — g(a)| < ¢ trivialmente, ya que |g(x) — g(a)| = 0.
e La funcién identidad I : x € R — x € R es continua.

Basta considerar § = ¢ en la definicién de continuidad, pues _
, I(x) =x
asi|lx —a| <d=|I(x)-I(a)| = |x—a| <e.

e Cualquier multiplo AI de la funcién identidad es continua:

Al(x) = Ax.

e La funcién I> = I - I es continua, por ser el producto de
funciones continuas: I?(x) = I(x) - I(x) = x? es continua.

e En general, la funcién I" : x € R — x" € R es continua.
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e Las funciones polinémicas

xeR — a,x" +a,_1x" 1+ +ax +a

son continuas, por ser sumas y productos de funciones continuas.

e Las funciones racionales

apx" + ap_1x"!

bpx™ + by x™ 1+ -+ bix + by

+ -+ a;x+a

xeACR—

son continuas en todos los puntos en los que estan definidas. Estas funciones racionales
son continuas en R salvo a lo sumo en una cantidad finita de puntos (las raices reales del

denominador). Por ejemplo, f : x € (=00,2) U (2,+00) — f(x) = % es continua. ;Cémo

es la grafica de esta funcion?

También se puede probar con no demasiada dificultad que las siguientes funciones elementales
basicas son continuas en cada punto en el que estan definidas. Al menos, para las funciones

potenciales la prueba no es demasiado complicada.
e Las funciones potenciales
xeACR —xP x

donde p € R. El conjunto de definicién es como minimo

Vx.

A = {x € R : x > 0}, y dependiendo del valor de p se
puede ir ampliando.

Sip > 0entonces A={xeR:x >0} x
Sip € N entonces A = R.

Si —p € N entonces A =R \ {0}.

La continuidad puede expresarse como |x —a| — 0 = |x? —a’| — 0.
e Las funciones exponenciales

xeR—a*

donde a > 0 (se entiende que a # 1) y sus inversas, las __—/zx

log, x

funciones logaritmicas
x € Ry — log,(x)

son todas continuas en todos los puntos en los que estan

definidas.

Que estas funciones exponenciales y logaritmicas sean inver-
sas significa que

(1/2)*

y=log,x & a’ =x

por lo que las propiedades de las potencias, como a*a” = a**7,
tienen su reflejo en los logaritmos:

log, /o x
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X
Y

X
ZV } = a’a” = XY =a"7 = log, (XY)=x+y=1log, X +log,Y.

Similarmente, log, x = plog, x ya que:
X=d = XP =) =da" = log,XP =px =plog,X.

Todos los logaritmos son proporcionales. Dicho con otras palabras, el conjunto de funciones
logaritmicas es un espacio vectorial de dimension 1. Para probar esta afirmacion se parte de
a’ = x 0 e¥ = x y se aplican logaritmos neperianos y logaritmos en otra base:

= 1
a=x = { y logax} = logaxzﬁ

y-lna = Inx Ina’

y = Inx logax

eV =x = = lnx = .
y-log,e = log,x log, e

[En general, si f (a®) = b - f(a) entonces f(x) = k - Inx para todos los valores x > 0, ya que
si se elige e¥ = x entonces f(x) = f(e¥) =y - f(e) = f(e) - Inx]

Como los logaritmos son todos proporcionales, se suele utilizar el méas sencillo, que es la funcién
logaritmo natural o neperiano y se denotara logx o Inx. En otro caso se utilizara la base del
logaritmo para indicarlo expresamente, por ejemplo log, x o el logaritmo decimal log,, x.

No ocurre lo mismo con las funciones exponenciales, que ya no son proporcionales unas a
otras. Es evidente que f(x) = e* y g(x) = 2* no son proporcionales. De echo 2* = %" =
e*n2 = (¢¥)I"2 Ademas, las funciones Inx y 2Inx (una es el doble de la otra) tienen como
inversas a e* y ¢*/? (una es el cuadrado de la otra).

e La funcién seno, x € R — senx, es continua,
es decir, |[x —a|] = 0 = |senx —sena| — 0.

., . ., 1 sen x
También lo es su inversa, la funcién arco seno /\ /
x € [-1,1] — arcsenx, considerada como la / x .

i ] T 3n
inversa de x € [-x/2, /2] — senx (definida =1

en un dominio en el cual sen x es biyectiva).

Todas las operaciones que se hagan con estas funciones elementales basicas, tales como sumas,
composiciones, productos,...son funciones continuas en donde estén definidas. Estas funciones
resultantes se llaman funciones elementales. Por ejemplo, funciones elementales (no basicas) son:

e La funcion coseno, x € R — cos x, que es el resultado de las siguientes transformaciones

x — senx — sen’x — 1-sen’x — \/1—sen2x

que son todas continuas (aparece la funcién seno, una potencia, una resta y una potencia).
e La funcion tangente donde est4 definida es continua

2k+1)m
e

se€En x

x € R\ :keZ}—>tgx:

CosS X

e La funcién coseno también se puede escribir como cos(x) = sen(x —/2) y de esta forma es el
resultado de la composicion de las funciones elementales basicas f(x) = x—7/2y g(x) = senx,

ya que cosx = (g o f)(x).
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Sobre la composicion de funciones. Se consideran f : ACR — Ryg: BC R — R,
donde la imagen de f esté contenida en el dominio de g, es decir, f(A) C B. Entonces se puede
hablar de la composicién g o f como la funcion x € A — (g o f)(x) = g(f(x)).

PREIIISEIS
x ~ f(x) ~ g(f(x))

N

gof

Por ejemplo, si
f) =1-x% g(x)=x
entonces (g o f)(x) = g(f(x)) = g(1 — x*) = 4/1 — x%. Esta funcién esta definida en aquellos

valores del dominio de f cuya imagen por f esté en el dominio de g. En este caso, los valores que
cumplen 1 — x? > 0, que son aquellos en los que g esté definida.

Se puede calcular la composicién en otro orden: (fog)(x) = f(g(x)) = f (\/; ) = 1—x, definida
s6lo para valores positivos.

La funcién (f o f)(x) = f(f(x)) = f(1-x%) =1- (1 —x?)?, composicién de f consigo misma,
esta definida en todo R.

La composicién de funciones no es conmutativa: en general se tiene f o g # g o f, aunque en
algunos casos concretos puede darse la igualdad.

Es muy qtil reconocer en una expresion qué funciones elementales intervienen, y en qué orden
lo hacen. Por ejemplo, la funcién x € R — f(x) = /4 + senx? puede conseguirse mediante
las funciones

fit) =x% flx) =senx, filx) =4+x  filx) =x
ya que f(x) = (fio f3 o fo 0 f1)(x). La continuidad de f (y otras operaciones que ya se veran,
como por ejemplo la derivada) se puede estudiar viendo como es cada una de las funciones que
intervienen. Como estas cuatro funciones son continuas, también lo es f.

Continuidad y dominio de la funcién. Hay funciones con-

tinuas en todo su dominio. También existen funciones que no

estan definidas en ningtin punto, como f(x) =y -1 —x — x2. | g(x)
Hay funciones definidas en conjuntos disjuntos y que son con- \

tinuas, por ejemplo 1 —

3—x si x€(1,2)

9rx€(1,2)u(3’4)_){ 1 si x€(3,4)

Una funcién continua cuya grafica tiene dos trazos. ;No es esto una contradiccion con la idea
que se tiene de funcién continua?

Continuidad y calculo de limites. Una primera propiedad que tienen las funciones continuas
es que para ellas no existe el calculo de limites. Por ejemplo, para calcular
, sen x
lim

x—/2 X
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basta considerar que en el punto a = /2 la funcién sen x es continua, la funcién x es continua y

. . ’ . 2 .
no se anula, luego el cociente es continua y asi el valor del limite es % = 2/m. Sin embargo,

estas consideraciones no valen para el calculo de
sen x

lim ,
x—0 X

y este limite se debe calcular con algin otro procedimiento. Otro ejemplo, es facil obtener que

I (x—4) Vi+x+Inx 0
m =

x—4 x2+1

sin tener que realizar ningun calculo, salvo sustituir el valor de la funcién, que es continua, en
a = 4. En el siguiente apartado se veran otras propiedades que tienen las funciones continuas.

Teoremas fundamentales para las funciones continuas

La funcién f(x) = x? transforma el intervalo abierto (—1,1) en el intervalo [0, 1), es decir,
f(—=1,1) = [0,1), y este ultimo no es abierto. Si f(x) = sen x, entonces f(—10,10) = [-1,1]. La
funcién g(x) = 1/x lleva el intervalo cerrado [1, +o0) en (0, 1], es decir, verifica g[ 1, +c0) = (0, 1].
Y también transforma un intervalo acotado en otro que no lo es: g(0,1) = (1, +00).

Estos ejemplos muestran que la imagen continua de un conjunto abierto o cerrado o acotado no
tiene porqué ser un conjunto del mismo tipo. En esta seccion se van a estudiar qué propiedades
se mantienen al aplicarles una funciéon continua. Y también se estudiaran las propiedades que
se mantienen al aplicarles la imagen inversa de una funcién continua. En concreto, si f : A C
R — R es una funcién continua, y B C A, ;qué propiedades pasan de B a f(B)? YsiC c R,
;qué propiedades pasan de C a f~1(C)?

Teorema. Sea f : A ¢ R — R continua y C C R un conjunto abierto (o cerrado). Entonces
fHC) = {x € A: f(x) € C} es abierto (o cerrado) de A, es decir, interseccién con A de conjunto
abierto (o cerrado).

Demostracion. Sea C abierto. Se trata de ver que f~(C) es abierto. Para ello se va a probar todo
punto suyo es un punto interior: si a € f~!(C) entonces debe existir U = (a — §,a + §) tal que
aeUc f1(0).

Sia € f!(C) entonces f(a) € C. Como C es abierto existe V = (f(a) — &, f(a) + ¢) tal que
f(a) € V c C. Aplicando la definicién de continuidad de f en a existe U = (a — J, a + ) tal que
f(U) c V. Por tanto,a € U C f~1(V) c f1(C).

Para probar el teorema con conjuntos cerrados se hace la misma demostracién pasando al
conjunto complementario. O

Ejercicio. Probar el reciproco de este teorema: si para cada C C R abierto se tiene que f~'(C)
es abierto de A, entonces f es continua en A.

Teorema. Si f : A C R — R es continua y A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostracién. Dado un recubrimiento abierto f(A) C \U;¢; Gi se tiene que A € U, f1(G))
es un recubrimiento abierto de A. Como A es compacto, este ultimo recubrimiento admite un
recubrimiento finito, es decir, A ¢ f1(G;,)U--- U f"1(G;)) y asi f(A) € G;, U---UG;, esun
recubrimiento finito del recubrimiento original y f(A) es compacto. ]
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Corolario. Toda funcion continua en un compacto alcanza el maximo y el minimo. Si A es
compactoy f : A € R — R es continua, existen a,b € A tales que f(a) < f(x) < f(b) para
todo x € A.

(La demostraciéon es evidente: como f(A) = {f(x) : x € A} es cerrado y acotado, por ser
acotado tiene infimo y supremo, y por ser cerrado ambos pertenecen al conjunto, y son minimo
y maximo).

El teorema de Bolzano y resolucion de ecuaciones. Otra

propiedad importante de las funciones continuas se conoce f
como teorema de Bolzano. Este resultado muestra como se f(x) =0
puede resolver cualquier ecuacion definida por una funcién N
continua. Dada una ecuaciéon f(x) = 0 en la que f es una | .
funcion continua, se pueden calcular sus posibles soluciones sin p b
mas que encontrar puntos a y b en los que f cambie de signo,
es decir, f(a) - f(b) < 0. Entre cada dos cambios de signo hay
una solucion que puede calcularse con tanta precisiéon como se
quiera.

Lema (propiedad esencial en las funciones continuas). Si f : A — R es continua y f(a) > 0
entonces también f es positiva para los elementos de un cierto intervalo (a — 6, a + d), es decir:

f@>0 = 3§>0:f(x)>0paratodox € (a—J,a+35)NA.
El mismo resultado para el caso en que f(a) < 0

f@) <0 = 3§>0:f(x) <0paratodox € (a—J,a+35)NA.

Demostracion. Si f(a) > 0, se elige ¢ > 0 para que se cumpla 0 ¢ (f(a) — & f(a) + 8), por
ejemplo ¢ = f(a)/2. Como f es continua en a, existe un intervalo (a — 8, a + &) que verifica

xe(a—8,a+d)NA= f(x)e (f(a) — ¢ f(a) +£),yp0r tanto f(x) > 0. 0

Se puede escribir este lema con otros términos equivalentes: si f es continua, entonces f~1(0, +o0)
y f~1(=o0,0) son abiertos en A. En efecto,

a€f(0,+0) & f(a) € (0,+) & f(a) >0,
y en ese caso hay un intervalo que cumple (a — §,a+8) N A C £71(0,+0), ya que

x€(a-8,a+8)NA = xef1(0,+00).

Teorema (de Bolzano o del valor medio para funciones continuas) Si f : [a,b] — R es continua
y f(a) - f(b) < 0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion. Sea f(a) < 0 < f(b) (el otro caso f(a) > 0 > f(b) es simétrico). Se considera el
conjunto

C={xelab] : f(x) <0}.

Como a € C C [a,b] se tiene que C es no vacio y acotado. Por tanto existe ¢ = sup(C). La
demostracion consiste en probar que f(c) = 0, viendo que es imposible f(c) > 0y f(c) < 0.
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Por el lema anterior, f es positiva en algin intervalo (b—¢, b].
Por tanto C C [a, b — €], en particular ¢ < b.

Ademas, f(x) > 0six € (c, b], puesto que si x > ¢ entonces
no puede ser f(x) < 0.

- >0 +
® o ®
a c b

Como consecuencia, no puede darse f(c¢) < 0. Si fuera

f(c) < 0, entonces también f seria negativa en un intervalo
(c =, ¢+ ) y ya se ha visto que a la derecha de c tiene que
ser f mayor o igual que 0.

Por dltimo, no es posible f(c) > 0, pues en ese caso, f seria positiva en todo un intervalo
(¢ = d,¢+ ) y por tanto seria f(x) > 0 para x € (¢ — 9, b]. Por tanto, ¢ no seria el supremo de
C (no seria la menor de las cotas superiores).

De todo lo anterior se sigue que f(c) = 0. ]

Corolario. Si I es un intervalo y f : I ¢ R — R es continua en I, entonces f(I) es también un
intervalo. En particular f alcanza cualquier valor intermedio entre dos valores que alcance: si
a,belyf(a) <a< f(b) entonces existe c € [a, b] verificando f(c) = a.

[Que I sea un intervalo significa que a,b € I ya < ¢ < b entonces ¢ € I, es decir, si verifica
a,b € I = [a, b] c I. Conjuntos que son intervalos son todos aquellos conjuntos comprendidos
entre dos valores (nimeros reales o +00):

[a]’ [aa b]s [as b)’ (a’ b]’ (aa b)s [a’ +OO)3 (a’ +OO)’ (_009 a]’ (_OO’ a)’ (_OO’ +OO) :R]

Demostracion. Sean f(a), f(b) € f(I)y f(a) < a < f(b). Se trata de ver que @ € f(I). La
funcién g(x) = f(x) — a es continua en [a, b] (suponiendo que a < b, en caso contrario habria
que escribir [b, a]) y cambia de signo, ya que g(a) < 0 < g(b). Por tanto existe ¢ € [a, b] que
verifica g(c) = 0, es decir, f(c) = ayasia € f(I). O

Este resultado no es cierto en Q (para funciones de variable racional). Por ejemplo, la funcién
f:x € Q — x?-2 € Q vale negativo en a = 0 y positivo en b = 2. Pero no alcanza el valor
cero, ya que f(c) = 0 no tiene solucién en los nimeros racionales.

Es importante resaltar que hay funciones continuas, como

2 si xe(1,2)
f:ixe(1,2)U (3,4 —
1 si x€ (3,4

que alcanzan valores positivos y negativos, aunque no alcanzan el valor 0. El teorema de Bolzano
trata sobre funciones continuas definidas en intervalos. Mas adelante se vera este teorema de
Bolzano en conjuntos conexos, como son los intervalos en R. Pero este resultado puede no
cumplirse si se permite utilizar funciones continuas en conjuntos mas generales, como en la
funcion que aparece al comienzo de este parrafo.
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Ejemplo: Resolver la ecuacion xe* = 1.

Esta ecuacién se escribe como xe* —1 = 0 y s6lo puede tener
soluciones positivas, ya que e* > 0 para todo x. La funcion
f(x) = xe* — 1 es continua y f(0) < 0 < f(1). Por tanto 1]
hay una solucién ¢ € (0,1). Ahora se pueden calcular los

valores de fen0.1,0.2,...,0.9 y encontrar donde hay cambio 2 -1 / 1
de signo para f. Como f(0.5) < 0 < f(0.6) se tiene que =

0.5 < ¢ < 0.6) y por tanto ¢ = 0.5... Se vuelven a calcular

los valores de f en 0.51, en 0.52,. .., 0.59, etcétera. h

Se van obteniendo asi los digitos de la solucion de xe* = 1, que es ¢ = 0.567143 . .. Se vera mas

adelante que la funcién f es creciente para x > 0y por tanto ya no hay mas soluciones.

Un método que se utiliza con frecuencia para calcular soluciones de ecuaciones es el llamado
método de biseccién. Una vez que se tienen a y b tales que f(a) - f(b) < 0 (es decir, hay un
cambio de signo), se mira como es el valor de f en el punto medio ¢ = (a+b)/2. Dependiendo de

como es este valor, se elige ahora el intervalo [a, c] o [c, b] en el que haya un cambio de signo.

En este intervalo se vuelve a tomar el punto medio y se elige de nuevo el subintervalo en el que
haya cambio de signo. Repitiendo este proceso, se van eligiendo intervalo cuyas longitudes son
cada vez méas pequenos. Sus extremos tendran cada vez mas cifras decimales iguales. Todo esto
permite encontrar la solucién (o soluciones) de f(x) = 0 con la precision que se quiera.

Ejemplo: Resolver la ecuaciéon x” — 12x — 4 = 0.

T —12x—4 La funcién f(x) = x” — 12x — 4 es continua y tiene cambios de
20 signo en los intervalos [-2, —1], [-1,0] y [1,2]. En cada uno
de ellos hay una solucién de la ecuacion f(x) = 0, y cada una
5 />c\ ; de estas soluciones se puede calcular con precision arbitraria.
Se obtienen
20 c; = —1.44855...
c; = —0.333371...
—40 c3 = +1.56264...

Otros ejemplos de aplicacion del teorema de Bolzano: la ecuacion cos’ x = x tiene como solucién

x = 0.461459. .. la ecuacidén Vx% + 1 = 1 + cos x tiene como soluciones x = +1.079665 ... Sin

embargo, la ecuacién log x = 4/x no parece tener soluciones al no encontrarse cambios de signo.

Continuidad uniforme

La continuidad es una propiedad local. Una funcién puede ser o no continua en cada punto. Si f
es continua en a entonces dado V = (f(a) — ¢, f(a) + ¢) existe U = (a — §,a + §) que verifica
f(U) c V.Pero la relacién que hay entre los valores ¢ y §, es decir, la relacién que hay entre los
tamanios de V' y U, depende de como es la funcion f es ese punto a.

Definicion. Se dice que f : A € R — R es uniformemente continua en A si
Ve>0 F6>0:x,y€eA [x—y|<d = |f(x)-f(y)|<e

La eleccion de § ya no depende del punto que se trate. Sélo depende del valor de «.
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Recuérdese que f es continua en un punto x € A si
Ve>0 36,>0: yeA |x—y|<d = |f(x)-f(y) <e.

Se ha escrito intencionadamente 8, en lugar de § para insistir en que la eleccion
de tal numero Sy depende del punto x € A.

Ejemplo: la funciéon f(x) = Ax es continua en R y también es uniformemente continua:

€
f() = fI=Ax =yl <e & |x -yl < mi
y por tanto la eleccion es § = |% (se entiende que A # 0, ya que el caso A = 0 es trivial).

Ejemplo: la funciéon f(x) = sen x es uniformemente continua en R, ya que
|senx —seny| < [x—y|

y por tanto basta tomar § = ¢ en la definiciéon de continuidad uniforme.

Es evidente que si f es uniformemente continua entonces f es continua. Sin embargo, hay
funciones continuas que no son uniformemente continuas.

Un ejemplo interesante. La funcion

6 .

X si x €[0,1] ;

f(x)=19 2x—-1 si xe€[1,2] )

3x—3 si x€[2,3]
3 N
es continua. En cada punto a del intervalo [0, 1) se cumple 9|
If(x) = f(@)] = |x—a Y
y por tanto en la definicion de continuidad en a se tiene elegir 1 2 3 4 5 6

0 <e.

En cada punto a del intervalo [1, 2) se cumple

If(x) - f(@)] = |2x-1-(2a-1)| = 2|x —a]
y por tanto en la definicién de continuidad se puede elegir § < ¢/2.
En el siguiente intervalo [2,3) seria § < &/3.

Este ejemplo muestra que en la definicion de continuidad en a, la eleccién del valor § para que
sea cierta la implicacion

x—al <6 = |f(x) - fla)| <&

depende del punto a. Ademas puede ocurrir que no se pueda encontrar un § valido en todos los
puntos, como por ejemplo, una funcién como la de mas arriba si se anaden tramos cada vez mas
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inclinados, como por ejemplo,

x si x €[0,1]

2x—1 si x€[1,2]

f(x)=19 3x—-3 si x€[23]
4x — 6 si x € [3,4]

Ejemplo: la funcién f(x) = x* es continua en R. Ahora bien,

FG0) = FDI=1x* = y*| = lx + yl - x = yl.

Por tanto, para hacer [f(x) — f(y)| < € hay que elegir |[x + y| - |[x — y| < €. Esto obliga a que §
deba ser cada ver méas pequeno para valores x — +co. La funcién no es uniformemente continua
en R. Pero si lo es en el intervalo [4, 7], ya que si x, y € [4, 7] entonces

fG) = fWI =1 =y = lx+yl - [x =yl <11+ |x — y|
y basta tomar § = £/11 en la definicién de continuidad uniforme.

Ejemplo: la funciéon f(x) = 1/x no es uniformemente continua en R \ {0}, ya que

1 1'_|x—y|
x oyl x|yl

y la eleccion de § depende de como son los valores x, y € R; en especial, si x — 0 entonces
debe elegirse cada vez mas pequeiio.

Ejemplo practico: como comprobar que una funcién es uniformemente continua. Es posible
realizar unos célculos sencillos para verificar si una funcién es uniformemente continua o no.
Dado ¢, se eligen a 'y a + § (puntos separados a distancia ), y se plantea la pregunta jes posible
que para § pequeno se pueda conseguir |f(a) —f(ai5)| < ¢ para cualquier valor a? Si la respuesta
es afirmativa, entonces f es uniformemente continua. En la practica resulta relativamente sencillo
hacer estas comprobaciones.

e Para la funcién f(x) = 4x, dado ¢ > 0, jes posible hacer |f(a) - f(a + 5)| < €? Como
|f(a) — f(a+ 5)| = 44, la pregunta se transforma en ;es posible elegir § para que 46 < ¢. La
respuesta es afirmativa: basta tomar § < ¢/4. Esta funcion es uniformemente continua en todo

R.

e Para f(x) = x? de nuevo se plantea |f(a) - fla = 5)| < ¢. ;Es posible encontrar un § que
cumpla eso? En este caso, |f(a) —f(at 5)| = |(%2a+ 9)J|. Mantener esta cantidad menor que
¢ para cualquier valor de a es imposible: si a es un valor grande entonces no se puede mantener
|(£2a + 8)8| < e. La funcién f(x) = x% no es uniformemente continua en R. Sin embargo, si
lo es en [0, 4]. En este intervalo se cumple |(£2a+ )| < (8 + )3 y ahora si es posible hacer
[(£2a + 8)S] < (84 9)d < €. Bastaelegir § < 1y § < ¢/9 (se elige como § el menor de esos
dos valores), pues asi (8 +9)d < (8+1) - /9 =¢.

e La funcién f(x) = 1/x no es uniformemente en (0, +00). Basta ver que

_laxd-a _ é
" laxd|-lal  |axd|-a

f(a) - f(a+8)| = ‘1 !

a a=xd
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que no se puede mantener menor que ¢ para cualquier a (para valores de a préximos a 0 la
expresion anterior se hace arbitrariamente grande). Ahora bien, la funcién f(x) = 1/x sies
uniformemente continua en [2,+00). En este intervalo se tiene a > 2y a+§ € (1,3) para
dpequeo, y asi

S 0 19}
f@=flaxd)| = o0 < 75 =3

si se elige § < 2e¢.

Proposicion. La suma y producto por escalares de funciones uniformemente continuas es
uniformemente continua.

En general, el producto y cociente de funciones uniformemente continuas no es uniformemente
continua. Por ejemplo, la funcién f(x) = x es uniformemente continua en (0, +c0) pero 1/f y
£2 no lo son.

Teorema. Toda funcion continua en un compacto es uniformemente continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f : A € R — R es continua en cada punto x € A, se tiene
36 >0: yeA ly-x| <8 = |f(y) - f(x)] <e/2

Con estos valores dy se puede formar un recubrimeinto abierto de A,
) )
Ac U (x——x,x+—x).
x€A 2 2

Como A es compacto, se puede extraer un subrecubrimiento finito:

) ) ) )
AcCx— =L+ —2|U. U o= ==, 5, + —2].
2 2 2 2

Se define 6 = min{dy,/2,...,dx,/2} que verifica § > 0. Se trata de comprobar quesix,y € Ay
|x — y| < & entonces |f(x) — f(¥)| < €. Con esto se prueba que f es uniformemente continua y
se termina la demostracion.

Sean entonces x, y € A verificando |x — y| < . Por una parte, existe j € {1,...,n} tal que

5, 5,
X € Xj—T, XJ'+T

y por otra

+

O Oy s
2 2 J

ly—xj| < |ly—x| + |[x—x;| < 5+% <
Esto dice que x e y estan en el mismo intervalo (xj — Oy Xj + 5xj). Por tanto,

[f ) = F] < |Fx) = FGxp)| + [f(x) = F(»)] < ef2+e/2=¢

(se aplica en cada sumando la continuidad de f en x;) y f es uniformemente continua. m]
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