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Puntos de acumulacion y puntos aislados.
Sea A un subconjunto de R y sea xg un punto de R.

Definicion
Se dice que xp es un punto de acumulacién de A si para todo
namero real r > 0 se cumple que:

[(Xo =1, Xo + )\ {X}]NA#

El conjunto formado por todos los puntos de acumulaciéon de A
se denota A'.

Ejemplos
> SiA=(0,1), A =

» SiB=1{0,1,2,3},B =
> SiC={1/n:neN*}, C =
> SiD=(0,1)U{2}U[3,4),D =
> SIE=Q, E =
3/32
Definicion

Se dice que xp es un punto aislado de A si existe numero real
r > 0 tal que:

(Xo—1r, X0 +r)NA={x}

El conjunto formado por todos los puntos aislados de A se
denota AS.
Observemos que A* = An (A)°

Ejemplos

> SiA=(0,1), AS=

» SiB=1{0,1,2 3}, BS=

» SiC={1/n:neN*}, C°=

» SiD=(0,1)uU{2}U[3, 4), D =
» SIE=Q, E° =
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Limite de una funcidn en un punto

Definicion

Sea AC R, seaf:A— Runafunciény sea xy un punto de

acumulacion de A. Se dice que | € R es limite de f en X Si
Ve>030>0:xcAO0<|x—x| <d = |f(x)—1I|<e

Es decir, si

Ve >030 > 0:x € AN(Xo—6, Xo+6), X # X0 = f(x) € (I—e, I+e)

O también si

VW=(—-¢l+¢),U=(x0—06,x+)\{x}:f(UNA) CV

Si [ es limite de f en xp se escribe limy_,x, f(x) =/
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Ejemplos
> iR =R, x = x2, limy_,qf(x)=0.

x2 si x+#0
> 9:R=R g(X):{1 si xiO

> h:R\ {0} =R, x = x2, limy_oh(x) =0.

x+1 si x>0 ,
{x si x<0 Alimso 1(X)

limy_s0 f(X) = 0.

> f(x) =

> f(x) = { 1 sl xeQ Esta funcion no tiene limite en

0 si x2Q

ningun punto.
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Proposicion
El limite de una funcién en un punto, si existe, es Unico.
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Algebra de limites

Sean ACR,BCR,xoc AnB,f:-A—-R,g: B—R.Si

Iim f(x)=a y Iim g(x)=>b

X—Xp X—Xp

entonces:
P limy_x, (f + 9)(X) = limy_x, f(X) + limy_x, 9(X) =a+ b
> ||’mx—>xo(f -9)(x) = limx—x, f(x) - limx—x, gx)=a-b
> Si ) e R, entonces limy_,x, (Af)(x) = AMimy_x, f(X) = Aa
» Si a+# 0, entonces

1 1 1

Xll—)n;l(o f(X) ||/mX_)X0 f(X) - 5

8/32



Limites laterales

Limite por la derecha
Sea A C R. Se dice que xg es punto de acumulacién por la
derecha de A si V¥ > 0 se cumple que (X, Xo +0) NA £ ()

Sea f: A— Runa funcién y sea xg un punto de acumulacion
de A por la derecha. Se dice que / € R es limite de f en xp por
la derecha si

Ve>030>0:xe A Xp<x<Xp+0 = |[f(x)—1] <e¢

Se denota
lim f(x) =1

+
X—%Xb
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Limite por la izquierda
Sea A C R. Se dice que xg es punto de acumulacién por la
izquierda de A si V6 > 0 se cumple que (X — J, Xo) N A # ()

Sea f : A— R una funcién y sea xp un punto de acumulacioén
de A por la izquierda. Se dice que / € R es limite de f en xg por
la izquierda si

Ve>030>0:xceA Xg—d<x<Xxg = |[f(xX)—I]<e¢
Se denota

lim f(x) =1

X—+Xb
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» Si xp es punto de acumulacién de A por la izquierda o por
la derecha entonces x; es punto de acumulacién de A.

» Si Xy es punto de acumulacién de A por la izquierda y por
la derecha entonces

Iim f(x)=1 < Iim f(x)=1= Ilim f(x
A, 10 g = 1=, 1, 1)
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Limites en el infinito

Si A C R no esta acotado superiormente, es decir, para todo
M > 0 se tiene que AN (M, +o0) # (), entonces se considera
que +oo es un punto de acumulacion de A.

Analogamente, si A C R no esta acotado inferiormente, es
decir, para todo M < 0 se tiene que AN (—oo, M) # (), entonces
se considera que —oo es un punto de acumulacion de A.

Definicion
Sea A un conjunto no acotado superiormente y sea f : A — R.
Se dice que / es el limite de f(x) cuando x tiende a +oo si

Ve>0IM>0:xcAx>M = |f(x) -1 <e

Se denota
lim f(x)=1

X——+00
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Definicion
Sea A un conjunto no acotado inferiormente y sea f : A — R.
Se dice que / es el limite de f(x) cuando x tiende a —oo si

Ve>0IM<0:xcAxX<M = |f(x)—I <e

Se denota
lim f(x)=1

X——00
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El Algebra de limites es también valida para limites en el
infinito.

Sean A C R, B C R, dos subconjuntos no acotados
superiormente. Sean f: A— R, g: B — R. Si

im f(x)=a y Iim gx)=0»b

X——+00 X—+00

entonces:
» limy 1 oo(F+9)(X) = limyx_ oo F(X) +limx 100 g(X) = a+b
P Iimy—ioo(f-9)(X) =limy_ 100 F(X) - limy109(X)=a- b
» Si ) e R, entonces limy_, oo (Af)(X) = Alimy_ 1o f(X) = Aa
» Si a+# 0, entonces

1 1 1
T Tx) T FX) @

Y analogamente para —oc.
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Limites infinitos

Definicion

Sea AC R, seaf: A— R una funcién y sea xy un punto de
acumulacion de A. Se dice que el limite de f en xy es +o0, y se
denota, limy_,x, f(X) = 400 Si

VM35 >0:xcAO0<|x—Xx|<éd = f(x)>M

||'mX_>XO+ f(x) = +o0

I|’mX_>XO_ f(x) = 4+o0
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Definicion

Sea AC R, seaf: A— Runa funciény sea xy un punto de
acumulacion de A. Se dice que el limite de f en x5 es —oo, y se
denota, limy_,x, f(Xx) = —oo si

VM35 >0:xcAO0<|x—Xx|<d = f(x) <M
lim +f(X):—OO

X—%Xb

I|’mX_>XO_ f(x) = —
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Limites infinitos en el infinito

» Si A no esta acotado superiormente, diremos que

VM3IN:xeA x>N = f(x)>M

» Si A no esta acotado superiormente, diremos que

» Si A no esta acotado inferiormente, diremos que
limy_, _ oo f(X) = +00 Si:

» Si A no esta acotado inferiormente, diremos que
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Funcidén continua en un punto
Definicidn
Una funcién f: A — R es continua en a € Asi 0 bien aes un
punto aislado o bien a es un punto de acumulaciéon de Ay
limy_, 4 f(x) = f(a). Es decir, si:

Ve>030>0:xeA0<|x—al<d = |f(x)—f(a)| <e
Es decir, si
Ve >036>0:x € An(a—0, a+d), = f(x) € (f(a)—e, f(a)+e)
O si
VvV =(f(a)—e¢ f(a)+e¢), IU=(a—9d,a+9): f(UNA) CV
O también si

VYV = (f(a)—¢, f(@a)+¢), U= (a—6,a+d): UnACF (V)
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Funcidén continua en un conjunto

Definicion
Se dice que f: A — R es continua en A si es continua en todos
los puntos de A.

Ejemplos
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Discontinuidades

» Discontinuidad evitable.

» Discontinuidad de salto finito.

» Discontinuidad de salto infinito.

» Discontinuidad asintotica.

» Discontinuidad esencial o de segunda especie.
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Operaciones con funciones continuas

Proposicion
Si las funciones f y g son continuas en un punto a, entonces:
» Lasuma f + g es continua en a.
» El producto f - g es una funcidn continua en a.
» Si )\ € R, lafuncion \f es continua en a.
» Sig(a) # 0, entonces f/g es continua en a.
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Proposicion
Seanf: A— Ryg: B — Rdos funciones tales que f(A) C B.
Si f es continua en ay g es continua en f(a), entonces go f es
continua en a. Es decir, la composicién de funciones continuas
es continua.

lim g(f(x)) = g(lim f(x)) = g(f(a))

X—a X—a
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Continuidad de las funciones elementales

vvyyvyyvyy

v

Toda funcidén constante es continua en R.
La funcion identidad /: R — R, /(x) = x es continua en R.

VA € R, la funcidn M\l es continua en R.

vn € N, la funcién f(x) = x" es continua en R.

Toda funcién polindmica

f(x) = anx" 4+ ap_1x"~ 1 + .- + a;x + ag es continua en R.

Una funcidén racional

f(x)

anx" + an_1x”—1 + -+ aiX+ ao

es continua en todo su dominio.

Las funciones potenciales
f(x)=xP, peR

son continuas en su dominio.
Las funciones exponenciales

fix)y=a*, a>0

son continuas en R
Las funciones logaritmicas

f(x) =log,(x), a>0

son continuas en (0, +o0)

- mem—I—bm_1Xn_1 —|—---—|—b1X—|—b0

23/32

24/32



» Las funciones trigopnométricas son continuas en todo su
dominio.

» Todas las funciones que se obtienen como sumas,
productos y composiciones de funciones polinémicas,
racionales, potenciales, exponenciales, logaritmicas o
trigonométricas, son continuas en todo su dominio.
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Conservacion del signo

Lema

Sif: A— R es una funcién continua en un punto ay f(a) # 0
entonces existe § > 0 tal que f no cambia de signo en
(a—d,a+ 6). Es decir, si f(a) > 0, entonces:

16 >0:f(x)>0,Vxe(a—da+di)NA
Y, si f(a) < 0 entonces

10 >0:f(x)<0,Vxe(a—d,a+d)NA
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Teorema de Bolzano

Si f: [a, b] — R es una funcidn continua y f(a) - f(b) < 0,
entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c¢) = 0.
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Teorema del valor intermedio

La imagen por una aplicacion continua de un intervalo, es un
intervalo.
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Acotacion

Lema
Si f: A— R es una funcién continua en un punto a entonces

existe 0 > 0 tal que f esta acotadaen (a—d,a+ J) N A, es
decir f((a— d,a+ d) N A) es un subconjunto acotado de R.
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Teorema
Si una funcion f : [a, b] — R es continua entonces esta
acotada, es decir f([a, b]) es un subconjunto acotado de R.

Demostracién

Sea A= {x € [a, b] : f estd acotada en [a, x]}. Por el Lema de
acotacion, sabemos que existe § > 0 tal que f esta acotada en
[a,a+ 0), luego si x € [a,a+ 9), x € A.

Como A no es vacio y esta acotado superiormente, existe

¢ = supremo(A).

Si ¢ < b, entonces existe § > 0 tal que f esta acotada en
(c—6,c+6). Como c es la menor de las cotas superiores de A,
tenemos que ¢ — d no es cota superior de A, luego existe

x € (c —d,c]N A, es decir, tal que f esta acotada en [a, x]. Como
[a,c+0) =[a,x]U(c—4d,c+9),

f([a,c+9)) = f([a, x]) U f((c — 6,¢c+ 9)) es unidn de dos
subconjuntos acotados y por lo tanto es acotado (Observemos que
con este argumento estamos probando que f esta acotada en [a, c])
Luego para cualquier y € (¢, ¢+ d), tenemos que f estd acotada en
[a, y], 0 sea, y € A. Esto significaria que ¢ no es cota superior de A.
Luego, no puede ocurrir que ¢ sea menor que b. Asi, c = by f esta

acotada en [a, b].
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Teorema de Weierstrass
Si una funcién f : [a, b] — R es continua entonces alcanza en
[a, b] el maximo y el minimo absolutos. Es decir, existen
c1, C2 € [a, b] tales que

f(cy) = maximo{f(x) : x € [a, b]}

f(co) = minimo{f(x) : x € [a, b]|}
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