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1. INTRODUCCION

La determinacién de listas completas de algebras de Lie es un problema
cuya complejidad aumenta a medida que se incrementa la dimensién. La cla-
sificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes es un problema abierto que ha
sido tratado por diversos autores. Dixmier [7], Morosov [14], Vergne [16], An-
cochea y Goze [1, 2], Echarte y Gémez [8], Gémez, Khakimdjanov y Jiménez-
Merchén [9] han obtenido, para distintos tipos de familias, listas de dlgebras
de Lie en dimensiones concretas o incluso en dimensiones arbitrarias.

Algunos de los problemas de clasificacién de algebras de Lie nilpotentes
de mayor interés consisten en la determinacién de aquellas con una propiedad
relevante, de modo que a través de su estudio se puedan conocer caracteristicas
importantes de la familia a la que pertenecen. En este contexto, se puede
destacar el estudio de las dlgebras graduadas de la familia ya que, en cierto
modo, se puede considerar que poseen la estructura basica de las dlgebras de
Lie nilpotentes de la correspondiente familia.

Por ejemplo, las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién n que admiten
una base (Xo, X1,...,X,—1) con [Xo, X;] = X;41 parai=1,2,...,n—2, fue-
ron ya consideradas por Umlauf [15] en su tesis (Leipzig, 1891). Vergne [16]
mostré el importante papel que tales dlgebras desempenan en el estudio de la
variedad de leyes de dlgebras de Lie nilpotentes. Llamadas ahora filiformes,
en terminologia introducida por ella misma, su indice de nilpotencia n — 1 es
el mayor posible entre las de su dimension. A través de las dlgebras gradua-
das “naturalmente”de la familia, Vergne obtiene una ttil representacion de
un algebra de Lie filiforme. Considera la graduacién asociada a la filtracién
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que, de forma natural, produce en un &dlgebra la sucesion central descenden-
te y obtiene su clasificacién probando que, salvo isomorfismos, sélo hay un
algebra filiforme asi graduada cuando la dimensién es impar y dos cuando la
dimension es par. Estas, denotadas aqui por L, y ., son dlgebras graduadas
g=091D D gn_1 que permiten a Vergne distinguir la estructura bésica
de cualquier dlgebra de Lie filiforme. Ademas, este hecho permite también a
otros autores abordar distintos aspectos de la teoria (véase [11]). Esto ha mo-
tivado el estudio de este tipo de graduacién en algebras de Lie con un indice
de nilpotencia diferente al de las filiformes; y de nuevo las algebras gradua-
das obtenidas se han manifestado tiles en el estudio de algunos problemas
cohomolégicos planteados sobre la variedad de algebras de Lie nilpotentes (ver
5], [10]).

En todos estos trabajos, el nimero de subespacios no nulos de la gra-
duacion, g;, lo determina la sucesiéon central descendente de las dlgebras de
la familia y resulta clave para la clasificacion la eleccion de una base ho-
mogénea adaptada. En cada caso concreto estudiado (indices de nilpotencia
n—1,n—2,...), la existencia de una tal base proviene directamente de la
graduacién considerada y su existencia constituye el punto de partida que
permite obtener la clasificacién. Asi, la ventaja de la inmediata existencia de
una base homogénea adaptada en una graduacién natural de un algebra de
Lie nilpotente compensa el hecho de que los subespacios g; no siempre tienen
la menor dimensién posible.

No obstante, en algunos problemas sobre algebras de Lie nilpotentes (ob-
tencién del dlgebra de derivaciones, descripciéon de componentes, etc.), resulta
evidente que la graduacion de un algebra resulta tanto mas util cuanto mas
baja sea la dimensién de los subespacios que se intervienen, aunque la gra-
duacién no sea la asociada a la sucesién central descendente (véase [4], [12],
[13]). Asi, el interés se ha desplazado a las dlgebras de Lie graduadas que
admitan una graduacién con un mayor niimero de subespacios que el que pro-
porciona la graduaciéon natural. Y, légicamente, el principal interés esta en
las algebras graduadas con el mayor nimero posible de subespacios.

Por ejemplo, distintos autores subrayan el importante papel de las dlgebras
de Lie filiformes para las que el producto corchete viene dado por

(X0, Xi] = Xiq1, 1<i<n-—2,
(X, Xj] = aij Xigjs1, I<i<j<n—=2, j<n—-2-—1.

Entre ellas se encuentran las élgebras R, y W, (véase [3], [6], [12]). Las
algebras que cumplen tal condicién pueden ser consideradas graduadas, con
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la graduacién g = g1 @ - - - P gy, siendo dim g; = 1. Se tiene que L,, puede ser
también asi graduada, pero sin embargo ), no puede serlo. Ello motiva la
consideracién de graduaciones con el mayor nimero de subespacios no nulos
posibles (sin intercalar, obviamente, subespacios triviales), que llamaremos su
longitud. De este modo, las dlgebras L,, R, y W, pueden ser caracterizadas
como algebras filiformes que admiten una graduacion de longitud maéaxima,
igual a su dimensién. En este articulo, estudiamos en este sentido las algebras
de Lie filiformes graduadas y determinamos la clasificacién de la familia.

La estructura del articulo es la siguiente. Introducimos en la seccién 2 la
notacion basica y algunos resultados previos sobre algebras de Lie filiformes.
En la secciéon 3 definimos la longitud de un algebra de Lie en término de
las graduaciones conexas que vamos a considerar. La existencia de bases
homogéneas adaptadas para graduaciones de méxima longitud, en el caso
filiforme, nos permite obtener la estructura de la familia. Finalmente, en la
dltima seccién, establecemos los teoremas de clasificaciéon para la familia de
algebras considerada y mostramos la utilidad del uso de Calculo Simbdlico en
la determinacién de las algebras de la familia.

Agradecemos al Profesor Khakimdjanov sus ttiles sugerencias.

2. NOTACION Y RESULTADOS PREVIOS

2.1. NOCIONES BASICAS. Un dlgebra de Lie (g, 1) sobre un cuerpo K es
un espacio vectorial g sobre K con una aplicacién bilineal p : g x g — g,
llamada ley del algebra de Lie o producto corchete y usualmente denota-
da pu(X,Y) = [X,Y], verificando las propiedades [X,X] = 0y [X,[Y,Z]] +
Y, [Z,X]| + [Z,[X,Y]] = 0 para todo X,Y, Z de g. Esta tltima condicién es
la identidad de Jacobi y serd denotada en adelante por J(X,Y, Z) = 0.

La dimensién del algebra de Lie es la dimensién del espacio vectorial g.
Las algebras de Lie que consideraremos en este articulo seran de dimensién
finita y sobre el cuerpo de los niimeros complejos.

Si denotamos por B2(C") el espacio vectorial de las aplicaciones bilineales
de C" x C" en C" y fijamos una base (Xo, X1,...,X,—1) de C", podemos
determinar un elemento p € B?(C") por sus constantes de estructura, es
decir, por el conjunto de escalares cfj, definidos por [X;, X;] = Zz;é cijk;
de este modo, B?(C") puede ser dotado con una estructura de espacio afin.
Asi, también un &lgebra de Lie se puede considerar como un elemento de
B2(C") que se puede identificar con su ley. Entonces, el conjunto £,, de leyes
de dlgebras de Lie sobre C" es una variedad afin de B%(C") definida por las
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expresiones polindmicas:

k k
].. C’L] — _6]17

n—1/1 s I s I s\ _
2. 505 (cijckl + ¢l + ckicﬂ) =0.

La sucesion central descendente de un algebra de Lie g esta definida por
CY% =g, C'g = [g,C"g], i > 1. Si C*g = {0}, para algin k, el dlgebra
de Lie se dice nilpotente. El menor k tal C*g = {0} es llamado indice de
nilpotencia de g. En [16], Vergne introduce la notacién para las dlgebras de
Lie que vamos a considerar en este trabajo.

DEFINICION 2.1. Un algebra de Lie nilpotente g, de dimensién n, se dice
filiforme si dimC'g=n —i—1, paral <i<n — 1.

Asi, un algebra de Lie filiforme tiene indice de nilpotencia maximal k =
n — 1, por lo que éstas son las dlgebras “menos” nilpotentes de entre las de su
dimension.

Un endomorfismo d de g es una derivacion de g si verifica [d(X),Y] +
[X,d(Y)] — d([X,Y]) = 0 para todo X,Y € g. El conjunto Der(g) de las

derivaciones de g, con el corchete [di,ds] = di o dy — dg o di es un algebra
de Lie sobre K. EIl conjunto de las derivaciones internas ady, definidas por
adx(Y) = [X,Y] es un ideal de Der(g). Las derivaciones internas de un

algebra de Lie permiten caracterizar la nilpotencia del dlgebra. En efecto, se
tiene que un algebra g es nilpotente si y sélo si adx es nilpotente para cada
X € g (teorema de Engel).

2.2. GRADUACIONES EN ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES. Un é&lgebra
de Lie g se dice Z-graduada o graduada si admite una descomposicién vecto-
rial del tipo g = @®;ecz i, donde los subespacios g; verifican [g;, g;] C gi+; para
todo i, € Z. Las graduaciones que se consideraran aqui son finitas, es decir,
con un numero finito de subespacios g; no nulos.

Por ejemplo, si g es un algebra de Lie de dimensiéon n y de indice de
nilpotencia k, entonces estd naturalmente filtrada por los ideales {C’g}o<i<k
de la sucesion central descendente, considerando la filtracién (.S;);cz, definida
con Sjp1 = Clg, paral <i<k—1, 8, =g,sii<0,y Siy1 = {0}, si
1 > k. El algebra de Lie graduada asociada a g a través de tal filtracion esta
definida por grg = @;ezgi, con g; = S;/S;11 = Clg/Clg. La graduacién
asi obtenida del algebra grg es finita. Se tiene, entonces, con mas precision,
grg=g1®---® g, con [gi, g;] C gitj para i+ j < k. En general las dlgebras
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grg y g no son isomorfas. Vergne [16] estudié las dlgebras de Lie filiformes
para las que se verifica el isomorfismo y autores de este trabajo han abordado
el problema en &lgebras con otro indice de nilpotencia [10]. Denotando por
g = b el isomorfismo de g y b, las dlgebras para las que gr g = g son llamadas
ahora graduadas naturalmente. Esto es, existe una graduacién para el dlgebra
g verificando

0=010g0® - Sg, g=0"g/Cy.

En el caso filiforme, Vergne [16] prueba que sélo hay dos algebras graduadas
naturalmente, L, y @), cuando la dimensién n es par, y sélo una, L,,, si n es
impar. En una base adaptada (Xo, X1,...,Xn—1), las dlgebras L,, y Q,, estdn
definidas por

L, =[X0,Xi] = Xiy1, 1<i<n—2;
0 [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-2,
" X Xeoil = ()7 Xy, 1<i<q—1, n=2q.

(Los corchetes no definidos, excepto antisimetria, se suponen nulos.)

La familia de dlgebras de Lie filiformes de leyes determinadas por los cor-
chetes [X;, X;] = ai; Xitj+1, en una cierta base, es considerada por varios
autores (ver [3], [6], [12]) en diferentes contextos. Entre las dlgebras de la
familia se encuentran, ademas de L,, las algebras R, y W, definidas en la
base (Xo,...,Xp—1) por

R (X0, Xi] = Xiq1, 1<i<n-2,
" [X17Xj]:X2+j7 2<j<n-—-3;

[X07Xi]:Xi+1; 1<t1<n—-2

W, = ) ) .
n 6 (i—1)! (j—1)! (j—i
X, X;) = & )(i(-]',-j)!) U= X,y i1,

donde |« denota la parte entera de a.

La importancia de estas dlgebras en el estudio de algunas propiedades
cohomoldgicas sobre la variedad de algebras de Lie nilpotentes 91, es puesta
de manifiesto por Khakimdjanov en [13]. Prueba que hay 4 o 5 componentes
irreducibles para el caso filiforme, determinadas por algebras entre las que se
encuentran las leyes de L, R, y W,,.

Se puede observar que las algebras que verifican [X;, X;] = a;; Xiyj1
admiten la graduacién dada por g = g1 & ... D gy, con g; =< X;_1 >. Es
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decir, un mayor nimero subespacios que el de la graduacién natural y, conse-
cuentemente, la menor dimensién posible en ellos (en los no nulos). Adems4s,
para tal graduacion la base (Xo,...,X,_1) es una base homogénea para las
algebras L,, R, y W, anteriormente definidas.

Estos hechos nos sugieren el interés en abordar el estudio de las algebras
que admiten una graduacién con un nimero de subespacios determinado (la
“longitud”del algebra) de modo que no sea posible graduarla con més su-
bespacios. En caso filiforme, las algebras L,, R, y W, quedaran también
caracterizadas, en este nuevo contexto, por tener la maxima longitud entre
las de su dimensién.

3. LONGITUD DE UN ALGEBRA DE LIE NILPOTENTE

Introduciremos en esta seccién la notacién para el tipo de graduaciones
que seran consideradas a partir de ahora.

3.1. GRADUACIONES CONEXAS. Diremos que un &algebra de Lie nilpo-
tente g admite una graduacién conexa, g = ®;cz gi, cuando es g; # {0}, para
cada ny < i < ng, y se tiene g; = {0} en otro caso. Al niimero de subespacios
no nulos, I[(®g;) = no — n1 + 1, le llamaremos longitud de la graduacion.

A partir de ahora, las algebras se supondréan con una graduacion finita y
conexa. La expresién g = Pg; quiere decir, entonces, que g = gn, B - D gno,
con cada g;, n1 < i < ng, no nulo, verificindose [g;, g;] C gi+;. La graduacién
conexa con el mayor nimero posible de subespacios que admita un dlgebra de
Lie introduce un invariante del algebra que pasamos a definir.

DEFINICION 3.1. La longitud I(g) de un &lgebra de Lie g se define como
el mayor niimero entero I(Pg;), siendo g = Pg,. Es decir,

l(g) =max{na—mn1+1:g=gn @ D gn, es una graduacién conexa} .
Diremos que el dlgebra g es de mdxima longitud si I(g) = dim g.

La longitud de un algebra determina, entonces, el mayor ntimero de subes-
pacios posible que se puede conseguir con una graduacién conexa del algebra.
Asi, cada dlgebra de Lie g tiene al menos longitud 1, porque siempre pode-
mos considerar la graduacién trivial g = gg. Por otro lado, la longitud de
un algebra no puede ser mayor que su dimensién, luego para cada algebra
de Lie nilpotente se tiene que 1 < I(g) < dimg. En el caso de ser g de
maxima longitud, el dlgebra admite una graduacién g = @g,; con subespacios
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unidimensionales, con el beneficio que tal graduaciéon comporta, por ejemplo,
permitiendo una importante simplificacién de cdlculos cohomoldgicos.

Por ejemplo, el algebra L, admite la graduacién g = g1 ® - - - & g,, siendo
los subespacios g; =< X;—1 >, con 1 < i < n, el subespacio generado por el
elemento X;_; de la base (X¢, X1,...,X,_1) en la que estd definida. Aunque
esta graduacién conexa de L, no es la natural (g; # g/C'g), cada subespacio
g; tiene ahora dimension 1. Asi, tal graduacién de L,, tiene el mayor ntimero
de subespacios no nulos posible y, por tanto, el algebra L, es de maxima
longitud. Para el dlgebra ), no podemos obtener otra graduaciéon conexa
con un mayor numero de subespacios no nulos que el determinado por la
graduacién natural; en este caso, se tiene [(Q),) = n— 1. También las dlgebras
que verifican [X;, X;] = a; j Xitj41, admiten la graduacion g = g1 @ - - - @ gy,
siendo g; =< X;—1 >, con 1 < i < n. Ello prueba que I(R,) = I(W,,) = n.
Por tanto, L,, R, y W, son édlgebras filiformes de maxima longitud.

El resto de este articulo estd dedicado a estudiar y obtener la clasificacién
de las algebras de Lie filiformes de maxima longitud. Las algebras que se
obtienen, entre las que se encuentran L,, R, y W,, determinan a cada una
de las componentes irreducibles descritas por Khakimdjanov en [13].

3.2. ESTRUCTURA DE LAS ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES DE MAXIMA
LONGITUD. En la clasificacion de las dlgebras graduadas naturalmente, Verg-
ne [16] utiliza el hecho de que si g es un élgebra de Lie filiforme de dimensién

n, existe una base adaptada (Xo, X1,...,Xn—1), que verifica:
[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-2,
[X0> Xn—l] =0.

Se puede observar que las bases consideradas en las definiciones de L., R,
y W, son bases adaptadas y homogéneas para la graduacién que determina
sus longitudes. Veremos a continuacion que si g es un algebra de Lie filiforme
de dimensién n y maxima longitud, siempre es posible encontrar una base
adaptada homogénea para cualquier graduacién de longitud I(®g;) = dim g.
Esto permitira obtener la estructura de la familia de dlgebras de Lie filiformes
de méaxima longitud en cualquier dimension.

PROPOSICION 3.2. Si g es un dlgebra de Lie filiforme de dimensién n y
maxima longitud l(g) = n que admite la descomposicién g = gp, © -+ &
On,+n—1, entonces existe una base adaptada homogénea de g.
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Demostracion. Distinguiremos los casos n; >0, n1 <0<ny+n—1, y
ni+n—1<0.

1. Cason; >0. Sea (Uy,,...,Up,) una base de g, tal que g; =< U; >.
Puesto que g es filiforme, se verifica dimClg = n — 2 y dimC?g = n — 3.
Denotando, de ahora en adelante, cada clase por su representante correspon-
diente, tenemos que existen tres vectores, U;,U;, Uy € g de manera que se
tiene g/Clg =< U;,U; >y g/C?%g =< U;,U;, Uy, >. Entonces, tiene que ser
Ui, Uj] = ai U, con a;; # 0, ya que, en otro caso, Uy estard generado por
vectores (al menos uno) de Clg y se tendria que Uy € C?g. Con un cambio
de escala, si fuera necesario, podemos suponer a; ; = 1. Como [g;, g;] C gi+;,
para cualquier i, j, se tiene que [U;, U;] = Uy, con lo que

9/029 =< Ui,Uj,UH_j > .

Supongamos ahora que [Us,Usiyj] = Ugsy1)iqj, para 0 < s < r — 2, veri-
ficandose que g/C"g =< U;, Uj, Uiyj, ..., Up_1yipj > ¥ sea

9/C"™g =< U;,Uj,Uirjy -, Up—1yinjs Ur > -

Probaremos que Uy, = Uyi1j. En efecto, no puede ser k = (s+r—1)i+2j, con
1 < s <7 —2, porque la identidad de Jacobi J(U;, U(s_1)i425, Ur—1)iy;) = 0
implica que Uigpr_1yi42; € C"lg y Uy € g/C™"'g. Ademds, no puede ser
k = (r —1)i+2j porque se tendria [Uj, Uy _1)i1;] = aUg, con a # 0; entonces,
las relaciones de Jacobi J (Ui, Utitj, Upr—1-1)i+j) = 0, con 1 <t < |(r —2)/2],
implicarfan cuando r es par la contradiccién [Uj, U(,_l)iﬂ] = 0. Si se tiene
k= (r—1)i+2j y r es impar se llega de nuevo a otra contradiccién. Por lo
tanto, es k = rt + j y podemos suponer, con un cambio de escala apropiado,
que [UiaU(r—l)i+j] = U = Upiyj. Luego, g =< U;,U;,Ujy, .. .,U(n_g)i+j >,
con [UiaU(r—l)i+j] = Uritj, 1 <7 <n—1. Como n; > 0, la conexién de la
graduacién implica que ¢ = 1y j = 2. Entonces g =< Uy,Us,Us, ..., U, >
y poniendo X;_; = Uj;, para 1 < i < n, se obtiene que (Xo, X1,...,Xn_1) s
una base adaptada homogénea de g.

2. Casoni+n—1<0. De manera similar se obtiene g =< U;, Uj, U;y;,
.o+ U(n—2)i+; >, donde ahora los subindices deben ser i = —1y j = —2. La
base adaptada homogénea es entonces (Xo, X1,..., X,—1),slendo X_;,_1 =U;
para —n <1 < —1.

3. Casony <0< ny+n—1. En este caso, como el centro de g tie-
ne que ser go, se llega finalmente a g =< U;,U;, Uiy, ..., Up_2yip; >, te-
niendo que ser (n — 2)i + j = 0. De nuevo, por la conexién de la gradua-
cién, se obtiene que ¢ y j son primos entre si. Entonces, o bien i = 1
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yj=-—-n+2 0bieni = -1y j = n—2 En ambas situaciones ob-
tenemos la base adaptada y homogénea (Xo, X1,...,X,—1). En efecto, si
g =< U,Us_p,Us_p,..., Uy >, entonces Xog = Uy, X; = U_pt144, para
1<i<n—-1,ysig=<U_1,Up—2,Uy_3,...,Uy >, entonces Xg = U_q,
X, =Up_1_s,paral <i<n—1. |

El resultado siguiente limita a sélo dos casos el estudio de las graduaciones
conexas que pueden conducir a algebras de Lie filiformes de maxima longitud
no isomorfas.

PROPOSICION 3.3. Sea g un dlgebra de Lie filiforme de dimensién y lon-
gitud n. Entonces:

1. EIl algebra g admite la descomposicion g = g1 @ --- @ g, Si y sélo si
admite una descomposicion g =g¢g_, ®--- D g_1.

2. EI dlgebra g admite la descomposicion g = g_n10@® --- @ g1 si y solo si
admite una descomposicion g =g_1 @ - D gn—2.

Demostracion. En cada caso, basta considerar el isomorfismo identidad y
la renumeracion adecuada de los subindices de los subespacios de las gradua-
ciones involucradas que definen a g. |

A partir de las descomposiciones de la proposicién anterior, se puede pre-
cisar la estructura de las algebras de Lie filiformes de méaxima longitud en
términos de una base adaptada homogénea.

COROLARIO 3.4. Sea g un algebra de Lie filiforme n-dimensional de maxi-
ma longitud, que admite la graduacion g = g_p42 @ --- @ go © g1. Entonces,
existe una base adaptada homogénea (Xo, X1, ..., X,—1) del dlgebra de modo
que g_ntit1 =< X; >, paral <i1<n-—1,y g =< Xy >.

COROLARIO 3.5. Sea g un algebra de Lie filiforme n-dimensional de maxi-
ma longitud, que admite la graduacion g = g1 ® go @ --- ® g,. Entonces,
existe una base adaptada homogénea (Xo, X1, ..., X,_1) del algebra con g; =
< X;—1>paral <i<n.

Los resultados obtenidos permiten resolver el problema de la clasificacién
de las algebras de Lie filiformes de maxima longitud.
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4. ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES DE MAXIMA LONGITUD

Distinguiremos los posibles casos que se deducen de las descomposiciones
anteriormente obtenidas. Primero, considerando las algebras que admiten la
descomposicién del corolario 3.4 y, posteriormente, las que se determinan del
corolario 3.5.

4.1. ALGEBRAS DE TIPO g = g_,10® --- @ g1. El siguiente resultado
establece que, en cada dimensién, solamente el dlgebra L, puede admitir la
graduacién del tipo considerado.

TEOREMA 4.1. Si g es un algebra de Lie filiforme n-dimensional de longi-
tud I(g) = n que admite la graduacion g = g_p+2 B - -+ D go D g1, entonces se
verifica que g = Ly,.

Demostracion. Sea g = g—nt2 @ --- ® go ® g1. El corolario 3.4 garantiza
la existencia de una base adaptada homogénea (Xo, X1,...,X,—1) de g, con
g1 =< X0 >V git+1-n =< X; > para 1 <i <n — 1. Entonces, se tiene que

[Xo,Xi]:XiJrl, 1§i§n—2,
[X0> Xn—l] =0.

Probaremos que todos los demds productos [X;, Xi] que definen a las dlgebras
de la familia son nulos. En efecto, como

(X5 Xk € [0-(n-1-4)s 9—(n—1-k)] C B—(n—1—(jtk—n+1)) »

se debe verificar [ X, Xi] = a1, Xj1p—nt1 paral < j <k <n—2conj+k > n.
Por tanto se verifica que j+k—n+1<j—1<j < k. Ademds, por ser g
filiforme y [Xo, X;] = Xit1, 1 <i < n —2, se tiene que

C'g =< Xiy1, Xita, -, Xno1 >, 1<i<n-—2.

Asi, no puede ser a;; # 0 porque la igualdad CItk—ntlg = Cith-nt2g
contradice la nilpotencia del algebra g. |1

Dado que L,, también admite la descomposicién g = g1®- - -PB gy, estas gra-
duaciones nos van a determinar todas las algebras de Lie filiformes de maxima
longitud.
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4.2. ALGEBRAS DE TIPO g = g1 @ -+ ® gp. Como vimos en la sec-
cién 2, las algebras Ly, R, (n > 5) y W, (n > 7) son &lgebras de longitud
n que admiten, precisamente, la descomposicién g1 @ --- @ g,,. Puede com-
probarse directamente que también admiten tal descomposicién las dlgebras
que denotaremos K, (n > 8) y Q) (n > 7, n impar), definidas en la base
(Xo,Xl, ceey anl) por

[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-—2,
. XXz 1] = (CDT Xy, teig |,
XXy = T2 = ) Ko 1i 2,
| (X5, Xnogmi) = (—1)F G032 o x 2<i< 53
donde o« =0 sines pary a =1 si n es impar.
/ [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-—2,
©n = { [Xi, Xpoi] = (-1)"71 X, 4, 1<i< "T_‘r’, n impar.

Las dlgebras de Lie filiformes K,, y @), son entonces también de mdxima
longitud y no isomorfas a las anteriormente consideradas. En la proposicién
siguiente estudiamos los invariantes que prueban que estamos, en cada dimen-
sién, ante una familia finita de dlgebras realmente distintas.

PROPOSICION 4.2. Las dlgebras de Lie filiformes Ly, Ry, K., W, y Q.
son dos a dos no isomorfas.

Demostracion. En [12], por ejemplo, se puede ver que las élgebras L,, R,
y W, son dos a dos no isomorfas. Ademads, se puede observar que la dimensién
del ideal ©%g = [C'g, C'g] es diferente en cualquier otro par de dlgebras que
se pudiera considerar. En efecto, D%(L,) = D*(R,) = 0, D*(W,) = n — 6,
D%(K,) =2, si nespar, o 3,sinesimpary D3(Q))=1. 1

En el proximo teorema probaremos que las dlgebras Lie filiformes de la
proposicién anterior son las tinicas de méaxima longitud cuando la dimensién
del dlgebra es suficientemente grande.

La estructura de la familia de dlgebras que estamos buscando esta deter-
minada por la graduacion a través del corolario 3.5. Veremos que, a partir
de la dimensién n > 11, es posible determinar la familia de dlgebras de Lie
filiformes de maxima longitud y dimensiéon n como extensiones centrales de
las algebras de la familia de dimensién n — 1.
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TEOREMA 4.3. Sea g un algebra de Lie filiforme n-dimensional de longitud
l(g) =n, n > 12, que admite la descomposicién g = g1 @ --- ® g,. Entonces,
se tiene que § = Ly, g = Ry, g = Wy, g = K,, 6 g = Q),, donde la ultima
igualdad sélo se debe considerar si n es impar.

Demostracion. Sea g un algebra de Lie filiforme de maxima longitud y
dimensién n > 12, que admite la descomposicién g = g1 P - - - @ gn. El corola-
rio 3.5 garantiza la existencia de una base adaptada homogénea (Xg, X1, ...,
Xp—1) de modo que se tiene la descomposicién

g=<X0><X1>® - P< Xp_1>.

Entonces, el dlgebra g ha de pertenecer a la familia de dlgebras de Lie filiformes
cuyos productos corchetes, excepto antisimetria, vienen dados por

[Xo, Xi] = Xit+1, 1<i<n—-2,
[Xi, X;] = aij Xigjr1, I<i<jsn—2-1,

donde las constantes de estructura, a; j, deben satisfacer las relaciones alge-
braicas obtenidas de las identidades de Jacobi. Probaremos que las constan-
tes de estructura sélo pueden ser las que determinan, salvo isomorfismo, a
las algebras del enunciado del teorema. La demostracién se hard mediante
induccion sobre la dimensién de las dlgebras de la familia.

En efecto, las dimensiones 12 y 13 pueden ser estudiadas directamente (la
ayuda de un soporte de célculo formal sera 1til), y se obtiene

dimg =12 g=1Li2, g=Rip, g=Wip» 6 g=Ki;
dimg =13 g=1Liz, g=Ri3, g=Wi3, g=Ki3 6 g=0Qi3.

Supéngase cierto el teorema para las algebras de Lie filiformes de dimensién
n y sea ahora g un algebra de Lie filiforme de dimension y longitud n+ 1, con

g=<X0>0<X1>® - O< X1 >D< X, >.

Asi, denotando cada clase por su representante correspondiente, se tiene que
(X0, X1,...,X,—1) es una base adaptada homogénea del dlgebra cociente g’ =
g/ < X, >. El dlgebra ¢ es filiforme de longitud n y se puede aplicar
la hipdtesis de induccién. Entonces, el dlgebra g se puede obtener como una
extension central de g’, donde se tienen que considerar todos los casos posibles.
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— Si g = L,, el dlgebra g pertenecerd a la familia

[Xo, Xi] = Xiq1, 1<i<n-—1,
(X, Xno1-4] = ai Xy, 1<i< |22,

y de las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xp—2-;) =0, para 1 <i < [(n—4)/2],
se obtiene que a; = (=1)""tay, para 1 < i < |[(n — 2)/2]. Entonces, si n + 1
es par, la relacion de Jacobi J(Xo,Xans,Xan) = (0 implica que a3 =0 y el
algebra es g = L,41; si n + 1 es impar, el algebra obtenida dependeré de la
nulidad de aq. Asi, si a1 = 0, se tiene que g = Ly11 y si a1 # 0; con un
cambio de escala (si es necesario), el dlgebra que se obtiene es g = @/, 11

— Sig' =R, o g =W,, procediendo de manera similar al caso anterior
se obtiene que g = R,+1 6 g = W, 41, respectivamente.

— Sig = K, yn+1 esimpar, el tratamiento es similar al de los casos
previos y se obtiene que g = K,,11. Sin embargo, cuando la dimensién n + 1
es par, el dlgebra g’ = K,, no puede ser extendida. En efecto, el dlgebra g
serfa de la familia

[Xo0, Xi] = Xit1, 1<i<n-—1,
(X, Xpai] = (1) X3, 1<i<nss,
[Xi, Xn-s—i] = (1) 7 (%52 =) Xpa,  1<i< 25,
[Xi Xpo] = (-1 G0 2 <<
[Xi, Xn—1-i] = ai X, 1 <i<ns3

De las relaciones de Jacobi J(Xg, X;, X;,—2-;) =0, para 1 <i < (n—3)/2, se
obtiene an_s = (=1)"2° (n=3)(n—5)/8 y a; = (—1)i (i—1)(n—3—1)/2—ai1.
Por lo tanto, a; # 0 para 1 < i < (n—3)/2; en particular, a1 #0 y as = —aj.
Entonces, se encuentra una contradiccién con la ecuacién as = (7 — n)a; /2,
obtenida de la relacién de Jacobi J(Xi, X2, X,,—5) = 0. Esto prueba que el
algebra g’ = K, no puede ser extendida a un &lgebra de Lie cuando n es
impar.

— Finalmente, si g’ =
familia

/
no

entonces n + 1 es par y g pertenecerd a la
[X07Xi]:Xi+17 1<i<n-1,
(X, Xp—2—i] = (=1)* X1, 2<i< nT—S’

[Xi, Xn—1-i] = ai X, 1<i< nT—B
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Ahora, de las relaciones de Jacobi J(Xg, X;, Xp—2-;) =0, 1 <i< (n—3)/2,
se obtiene que a; = (—1)""!((n —2)/2 — i), con 1 < i < (n — 3)/2. Asi, el
algebraes g = Kpy1. |

4.3. CALCULO SIMBOLICO EN ALGEBRAS DE LIE. No vamos a descubrir
ahora que el uso de un lenguaje formal resulta muy f1til en los problemas de
clasificacion similares al estudiado en este articulo. En concreto, el software
Mathematica [17] se ha demostrado eficaz en algunas fases del estudio que
ha conducido a la clasificacién de dlgebras de Lie filiformes de méxima longi-
tud. Mathematica ha sido empleado en forma interactiva, como una poderosa
herramienta de célculo simbélico y como un lenguaje formal adaptable (por
sus capacidades de programacién simboélica). No obstante ha sido considera-
do siempre sélo como un asistente para obtener ejemplos que proporcionaran
informacién sobre algunas familias de &algebras filiformes graduadas en di-
mensiones elevadas que el desarrollo del estudio hacian suponer relevante. El
proceso seguido para encontrar algebras graduadas en una dimension concreta
puede ser resumido en los siguientes pasos:

1. Generar las leyes de las familias definidas por las constantes de estruc-
tura para una base que se supone adaptada y homogénea para la gra-
duacién considerada.

2. Determinar las relaciones polinomiales entre las constantes de estructura
que son deducidas de las identidades de Jacobi.

3. Reducir las ecuaciones obtenidas anteriormente.

Con la reduccién obtenida se continiia hasta obtener, si es posible, la cla-
sificacién de la familia considerada. A medida que se va obteniendo informa-
cion, es decir, cuando la familia inicial puede ser simplificada, los algoritmos
empleados pueden ser modificados o refinados convenientemente para obte-
ner nuevos ejemplos de algebras representativas de la familia en dimensiones
mayores, si ello pudiera aportar informacion relevante. Este enfoque ha sido
empleado por coautores de este articulo en el estudio de las dlgebras de Lie
quasi-filiformes graduadas naturalmente [10].

La mayor dificultad para obtener la clasificacién de una familia de dlgebras
de Lie con una estructura dada suele ser encontrar la clave que permita la sim-
plificacién del problema. Con frecuencia, un teorema de clasificacién aparece
claro cuando se consideran las algebras a partir de una dimensién determinada.
Esto puede necesitar el andlisis de ejemplos en dimensiones tan grandes que el
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cédlculo simbdlico se convierte en un asistente inevitable. Asi, la observacion
y el estudio de ejemplos en dimensiones adecuadas han resultado muy utiles
para comprender la estructura de la familia de dlgebras de Lie filiformes de
maxima longitud. Nos han permitido chequear las nuevas conjeturas que po-
drian ser consideradas en cada paso, hasta que finalmente nos han conducido
a la clasificacién general de las algebras graduadas consideradas.

Aunque el concepto de dimensién “pequena”en problemas de clasificacién
de algebras de Lie nilpotentes es relativo (por ejemplo, sélo es conocida la
clasificacién de la familia completa hasta dimensién 7 [1], y si nos limitamos
a las filiformes hasta dimensién 11 [9]), en las algebras graduadas de méxima
longitud hemos podido encontrar pautas comunes a cualquier dimensién, al
no limitarnos al estudio de las dimensiones pequenas. De hecho, la dificultad
de limitarse a “pequenas”dimensiones para hacer conjeturas sobre cualquier
dimension en este tipo de problemas resulta patente en el caso estudiado aqui.
Por ejemplo, en dimension 11, entre las dlgebras de Lie g filiformes de maxima
longitud tenemos la familia uniparamétrica g(a) = Wi, («), definida por

([ Xo, Xi] = Xiq1, 1<:i<9,
X1, Xi] = Xito, 2<i <3,

[
[
[X1, X4] = aXs, a#0,1,2,3,
[
[

X17X6] = %XS )

(X1, Xq] = “BB xg

10a34+202—140+6
(X1, Xs] = = Za&_a) 0 X1,

Wii(a) =14 [Xo, Xi] = (1 — a)Xiys, 3<i<4,

(X, X5) = 2200y

(X, Xg) = 1=2)0a=d) x|

3—«
_ 4 3_ 2 _
X, Xy] = St tsacts
X, X = 30=2Cx, 1<i<5,

_ 30at—96034+120a2—720:+18
(X3, X¢] = da(2—a)(3—a) X0,

_ —420*414403 —18002+960—18
(X4, Xs5] = 4a(2—a)(3—a) X10-
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en la que, para cada valor del parametro « se tienen algebras no isomorfas
g(«) de longitud I(g(a)) = 11.

La existencia de una infinidad de dlgebras de Lie filiformes no isomorfas
de méxima longitud en pequenas dimensiones no permite suponer que en
dimensiones relativamente grandes las dlgebras de la familia puedan reducirse
a una lista con un nimero finito de ellas. Sin embargo, este es el resultado
que ha sido obtenido en el teorema 4.3 cuando la dimensiéon es n > 12. La
familia de algebras de Lie filiformes de méxima longitud se ha reducido a 4
algebras, L,, R,, W, y K,, si la dimensién es par, y a 5 dlgebras L,, R,, W,,
K, y Q. si la dimensién es impar. Asi, a través de la longitud de un algebra
de Lie, hemos estudiado la importante familia de algebras de Lie filiformes
verificando [X;, X;] = a;; Xipj1 (ver [3], [6], [12]), con un nuevo enfoque
que nos ha conducido a obtener su clasificacién.

REFERENCIAS

[1] ANCOCHEA, J.M., GOZE. M., Classification des algebres de Lie nilpotentes
de dimension 7, Arch. Math. 52 (1989), 175—185.

[2] ANCOCHEA, J.M., GOzZE. M., Classification des algebres de Lie filiformes
de dimension 8, Arch. Math. 50 (1988), 511 -525.

[3] BRATZLAVSKY, F., Sur les algebres admettant un tore de d’automoorphismes
donné, Journal of Algebra 30 (1974), 305—316.

[4] CaBEzAs, J.M., GOMEZ, J.R., JIMENEZ-MERCHAN, A., Family of p-
filiform Lie algebras, en “Algebra and Operator Theory” (ed. Y.Kakhimd-
janov, M. Goze, S. Ayupov), Kluwer Academics Publ., 1998, 93 —-102.

[5] CamacHO, L.M., GOMEZ, J.R., NAVARRO, R.M., Cohomology of some
nilpotent Lie algebras, Extracta Math. 15 (1) (2000), 155—174.

[6] CARLES, R., Sur certaines classes d’algebres de Lie rigides, Mathematische
Annalen 272 (1985), 477 —-488.

[7] DIXMIER, J., Sur les representation unitaries des groupes de Lie nilpotentes
III, Canad. J. Math. 10 (1958), 321 —348.

[8] ECHARTE, F.J., GOMEZ, J.R., Classification of complex filiform nilpotent
Lie algebras of dimension 9, Rendiconti Cagliari 61 (1) (1991), 21-29.

9] GOmEZ, J.R., JIMENEZ-MERCHAN, A., KHAKIMDJANOV, I., Low-

dimensional filiform Lie algebras, J. Pure Applied Algebra 130 (2) (1998),
133-158.

[10] GOMEZ, J.R., JIMENEZ-MERCHAN, A., Algebras de Lie graduadas y célculo

simbdlico, en “Actas del Primer Encuentro de Algebra Computacional y
Aplicaciones”, EACA’95, Santander, 1995, 57 —65.

[11] GozE, M., KHAKIMDJANOV, Y., Sur les algebres de Lie nilpotentes admet-
tant un tore de dérivations, Manuscripta Math. 84 (1994), 115—-224.



[12]
[13]
[14]

[15]
[16]

[17]

ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES 421

GozE, M., KHAKIMDJANOV, Y. “Nilpotent Lie algebras”, Kluwers Acade-
mics Publishers, 1996.

KHAKIMDJANOV, Y., Variétés des lois d’algebres de Lie nilpotentes, Geome-
triae Dedicata 40 (3) (1991), 269 —295.

MoOROSoOV, V., Classification of nilpotent Lie algebras of sixth order, Izv.
Vysch. U. Zaved. Mat. 4 (5) (1958), 161—171.

UMLAUF, K.A., “Uber die Zusammensetzung der endlichen continuierlichen
Transformationsgruppen insbesondere der Gruppen vom Range null”, Thesis,
Leipzig, 1891.

VERGNE, M., Cohomologie des algebres de Lie nilpotentes. Application &
I’étude de la variété des algebres de Lie nilpotentes, Bull. Soc. Math. France
98 (1970), 81-116.

WOLFRAN, S., “Mathematica. A System for Doing Mathematics by Compu-
ter”, Addison-Wesley, 1991.



