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1. INTRODUCTION

Soient H un espace de Hilbert sur C, B(H ) ’ensemble de opérateurs bornés
sur H et 0(A) le spectre de A, A € B(H). Le domaine numérique de A est

W(A4) = {{Az,z), |lzf| =1},
et le rayon numérique de A est
w(A) =sup{|z|, z€ W(A)}.

L’étude du domaine numérique est importante, elle permet entre autre de
repérer o(A) puisque coo(A) C W(A) (voir [7, théoreme 1-2-1]) ou co (K)
désigne ’enveloppe convexe de K, K C C. Si A est sous normal ou hypnormal
alors la dérniére inclusion devient une égalité (voir [8, probleme 172] pour le
cas sous normal). Dans certains cas, application domaine numérique possede
plus de propriétés que ’application spectre. Par exemple la premiere est conti-
nue au sens de Hausdorff, alors que la deuxieme n’est que semi-continue
supérieurement (voir [2, théoréme 3.4.2]). De plus, le domaine numérique est
toujours un convexe borné du plan complexe C (voir [11]).

On note par Cy (H) l'espace de Hilbert-Schmidt muni du produit scalaire

(X,Y), =tr (XY™) pour X,Y € Cy (H),

ou tr désigne la trace. On rappel que pour X € Cy (H) et (x;);cn un systéme
maximal de vecteurs orthonormés de H, tr (X) = > ;. (X, 2;) . Cette ex-
pression est indépendante du choix du systéme maximal de H (voir [13, III,
lemme 1]).
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Pour A et B dans B(H), la dérivation généralisée 3 4 p et 'opérateur
produit My 4 g (ou bimultiplication) sont deux opérateurs définis sur Co(H)
par

So.45(X)=AX —XB et Myap(X)=AXB, VX € C2(H).

La détermination du domaine numérique de l'opérateur Ms 4 p est une
question difficile qui a etait posée par L. Fialkow dans [5]. Pour étudier cette
question et pour déterminer W (d2 4,5) nous montrons au paragraphe suivant
que tout convexe C' de C est fermé pour les séries convexes (on dira que C
est c.s. fermé) c’est a dire pour toute suite (x,)nen d’éléments de C' et pour
toute suite de réels positifs (an)nen vérifiant Y a, = 1,81 Yy any est
convergente alors elle converge dans C.

Bouldin [4] a démontré que si A et B commutent, et si A est positif alors
W(AB) C W(A)W(B). Ceci nous permet de conclure rapidement que dans
ce cas W(Ms a,5) = W(A)W(B), mais le cas général n’est pas encore résolu.
Dans le paragraphe 3 nous montrons que

W (Myap) C coW (AW (B) + S(A)S(B),

S(A) = {{Az,y), |[=ll = llyll = T et (z,y) = 0},

Il s’ensuit que

(1) w(Mz,a,8) < w(A)w(B) + d(A)d(B),
et que
(2) |AB|| < 2w(A)w(B) 4 2d(A)d(B),

avec d(A) = infyec ||[A — A|| . Holbrook [9] a démontré que si A commute avec
B et B* alors w(AB) < w(A) ||B||, ceci nous donne

(3) w(Ma,a,B) < w(A) B
On rappele I'inégalité classique suivante :

(4) IA]l < 2w(A),

(voir [7, théoreme 1-3-1]. D’ou

() [AB| < 4w(A)w(B).
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Il est clair que I'inégalité (2) est une généralisation de (4). Nous montrons
par des exemples que dans certains cas, I'inégalité (1) est meilleur que (3) et
que (2) est mieux que (5).

C.K. Fong [6] et S.Y. Shaw [14] ont montré que W (d2 4. 5) = W(A)-W (B).
Nous montrons au paragraphe 4 que W (dz 4,5 ) = W(A) — W(B).

2. CONVEXES C.S. FERMES DE C

Dans ce paragraphe, nous étudions des parties de C qui sont fermés pour
les séries convexes.

DEFINITION 1. ([10]) Une partie C' de C est dite compact pour les séries
convexes, (respectivement c.s. fermée) si pour toute suite (z,,),en d’éléments
de C et & pour toute suite de réels positifs (an)nen vérifiant Y- an = 1,
nous avons » -y @ny est un élément de C' (respectivement si la serie )
anxy converge alors elle converge dans C').

Dans la suite de ce paragraphe, ¢, désignera l'intérieur de C| et pour sim-
plifier les démonstrations on prendra les a, strictement positifs pour tout n
de N.

LEMME 2. Soient C' un convexe de C, x € ¢ et y € C. Alors le ségment
[z,y[ C C.

Preuve. Pour la démonstration, voir [15, théoreme T. 2, XIX, 2; 4]. 1

Remarque 3. 1l est facile de démontrer que tout convexe fermé borné d’un
espace vectoriel normé est compact pour les séries convexes.

LEMME 4. Tous ségment et toute demi-droite de C sont c.s. fermés.

Preuve. Considérons le cas d’un segment de la forme |z, 2’[. Soient (2, )nen
une suite d’éléments de |z, 2'[ et (ay,)nen une suite de réels strictement positifs
vérifiant ) an = 1. D’apres la remarque précédente, )y an, est dans
[2,2/]. D’autre part les vecteurs x,, — z, sont alignés et de méme sens et
|zy, — 2] > 0,VYn € N, alors

()

= E an:z:n—g anz

neN neN

:Zan|xn—z| > 0.

neN
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De méme, Y an |z, —2'| > 0. Donc 3, anZy est dans |z, 2'[. On
fait un raisonnement analogue pour les autres types de ségments et pour la
demi-droite. 1

THEOREME 5. Soit C' un convexe de C alors C est c.s. fermé.

Preuve. Soient (x,)nen une suite d’éléments de C' et (a,)pen une suite de
réels strictement positifs vérifiant Z%N ap, =1 et ZnGN anxy convergente.
Nous avons deux cas a déscuter. Le premier c’est celui ou les z, sont tous
alignés, alors le plus petit convexe I contenant tous les x,, est une demi droite
ou un ségment de C' et d’apres la remarque et le lemme précédents, >
anty est dans I. Le second cas est celui ou ils existent ¢, j et k dans N tels
que x;, T;, ) forment un triangle 7. Alors le point

, 1

z = —(aixi +a;x; —i—akxk)
a; + aj + ay 7 ’

est dans C. En effet, soit z = a 1

Taj(aixi + ajz;) alors z €|a;, xj[. Or

S (ai + aj)z apxi
a; + a; + ag a; + a; + ag

est dans |z, 2] qui est inclus dans T et nous avons 7' C C.

-1
Soit t = 3, ¢ ik} AnTn AVEC a = (ng_f{i,j,k} am) .
Comime En¢ (g} a,, = 1, par la remarque précédente, on conclue que
t € C. D’autre part,

Z anTn = (a; + a; + ag)2’ + Z an, | t €7,
néN n¢{’b,j,k‘}
et le lemme 2 permettent de voir que |2/, t[C C et par suite ) | -y GnTpn € C. 1

3. DOMAINE NUMERIQUE DE L'OPERATEUR PRODUIT Ms A B

Les deux lemmes suivants nous seront utiles pour démontrer le théoreme 8.

LEMME 6. Soit H un espace de Hilbert sur C de dimension deux et A €
B(H) alors S(A) est un disque centré a l'origine et de rayon d(A).
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Preuve. Ando (voir [1] ou [3]) a démontré que sup{|z|, z € S(A4)} = d(A).
Pour démontrer le lemme, vu la symétrie circulaire de S(A), il suffit de vérifier
que 'un des deux seguements [0, d(A)[ ou | — d(A), 0] est dans S(A). Or tout
opérateur sur H admet un trasformé affine pour lequel la matrice dans une
base orthonormée est de la forme

w:(y0) @ (10) (%)

ol a > 1. Soient (e, e2) une base orthonormée de H et
B ={(x,y) € H, x = cosf.e; +sinfl.ey, y =sinf.e; + cosb.eq, 0 € [0,27][}.

Si A est de la forme (1), le lemme 5 est évident.

Si A est de la forme (2), d(A) = [|A|| = 1 et pour (x,y) € B, (Az,y) =
cos? . Donc ]0,d(A)[ est dans S(A).

Si A est de la forme (3) alors | A|| = a. Quand (z,y) parcoure B, (Ax,y) =
—asin? 0 + a~! cos? 0 fait de méme dans [—a,a"!]. Dot | — d(A),0] C S(A).

L’opérateur A admet un transformé affine oA + I de la forme (1), (2)
ou (3) et S(aA + BI) = aS(A) est un disque centré a l'origine et de rayon
|a| d(A). Donc S(A) est le disque centré a l'origine et de rayon d(A). |

LEMME 7. Le lemme précédent réste valable lorsque H est un éspace de
Hilbert sur C.

Preuve. Soient F' un sous espace de H et A/F la compréssion de A a F
i.e. pour tout z de F, A/F(x) = PA(z) ou P est la projection orthogonale sur
F', nous avons S(A/F) C S(A). En effet, pour z, y deux vecteurs orthonormés
de F, nous avons

(PAz,y) = (Ax, Py) = (Az,y) € S(A).

Considérons F' = vect (z,y) et F' = vect (¢/,y') ot {2/, '}, {,y} sont deux
systémes de vecteurs orthonormés de H. Or S(A/F) C S(A) et S(A/F’") C
S(A) alors les disques de centre 0, de rayons repectivement [(Ax,y)| et
|(Az',y')| sont dans S(A); d’otr le ségment [(Az,y), (Ax’,y')] est dans S(A).
Ainsi S(A) est convexe, de rayon d(A) et admet la symétrie cerculaire, par
suite c’est le disque centré a lorigine et de rayon d(A). I
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LEMME 8. Soient H un espace de Hilbert sur C et A,B € B(H). Pour
une suite (x,)pen de vecteurs orthonormés de H, Considérons U; et V; deux
éléments de RN définis par

Uy = (aj)jen aveca; = |(Ax;,xj)| sij#i et oy =0.

Vi = (Bj)jen avec B =|(Bxj,z;)| sij#i etfi=0.
Alors

Uil* = af <d(4) et Vil>=)_ 8} < d*(B).

jeN jeN

Preuwve. D’aprés Ando (voir [1] ou [3]), d(A) = sup ||AP — PAP|, ou le
suprémum est pris sur toutes les projections orthogonales P de rang 1. Soit
P la projection orthogonale sur vect (x;), nous avons

(AP — PAP)(z;)|| < d(A) et [(AP — PAP)(z)| < |Ui.
Pour V;, on consideére la projection orthgonale P sur vect (z;) et par suite

|(B*P — PB*P)(z;)|| < d(B*) = d(B) et (B*P—PB*P)(x;) =V

D’ou le résultat. 1

THEOREME 9. Soient H un espace de Hilbert sur C et A, B deux éléments
de B(H) alors

W (Mo ap) C coW (AW (B) + S(A)S(B).

Preuwve. Soit X € Cy(H), d’apres [11, II, theoreme 3], il existe deux suites
(zi)ien et (¥i)ieny d’éléments orthonormés de H et une suite (a;);en de réels
positifs telles que X = 3° _ a;z; ®y;. Si [ X[ =1ona} a? = 1. Dans
le développement du calcul qui suit, la trosieme égalité s’obtient par [13, I,
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lemme 2] et la quatrieme par [13, III, lemme 9.

(Ma,apX,X) = tr(AXBX*)=tr [ Y aia;Az; ® 4. By; @
i,jEN
= Z a;ajtr (Az; ® (x; ® y;B™)y;)
i,jEN
= Y aa; (A, z; @ y;(By,))
i,jeN
= ) aa <Al‘i» (Byj>yi>xj>
i,jEN
= Y aia; (Az;, z;) (By;, ui)
i,jEN
— 2 o . o
= Y a} (Ami,wi) (Bysyi) + Y aiay (A, ;) (By;,yi) -
1€EN Zv]ﬂ#]
D’apres le théoreme 4,
Za? (Ax;, z;) (Byi, yi) € coW(A)W(B).
1€N

Par le lemme 6, S(A)S(B) = D(0,d(A)d(B)); il reste a montrer que

Y aia; (A ;) (Byj,yi)| < d(A)d(B).
1,J,0#]
En effet :

> aia; (Azi,x5) (Bys,yi)| < Y aiag [(As, 23| [(Byj, vi)

i,J 1,J,i#]
1 1

= > [ (Azi, 2 1Bys, )2 | [ag (1(Awi, 25| [(By, i) )2
',jisﬁj

<3 3 @ lAma) By u)l + Y a2 (Awi, )] [(Bys, 00

,wa] 05,177
1 1
S§ZG?Z|<A%1‘J’>\|<Byjayi>\+§Z%2'Z|<A$ia$j>|!(Byj,yz'>|

i J# J i#]

:%Za (U, Vi) + Za U;, V),
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ou U; et V; sont ceux définis dans le lemme 7 qui permet aussi de conclure que

D> aia; (Azi, 25) (Byj,y)| < 3 af Uil Vil = d(A)d(B).

2%
Remarques 10. 1) En dimension finie, la compacité de ’ensemble
{(z,y) e Hx H, |z =yl =1 et (z,y) =0},

et la continuité de 'application (z,y) — (Az,y) impliquent facilement que
S(A) est férmé.
2) La majoration de |3, ..., a;a; (Aw;, ;) (Byj,yi)| par d(A)d(B) est op-
timale. En effet, si A = B et d’apres [12], nous avons
{(Au, u) = (Av,v), lull = [[v]| =1}
= {(Au,v) + (Av,u), |Jul = |lv[[ =1, (u,v) =0}.

Si le diametre de W(A) est 2d(A) alors il existe deux suites (uy) et (vy,)

d’éléments de H telles que ||uy|| = ||vn|| = 1, (tn, vn) = 0 et limy, |(Auy,, vp)| =
lim,, |(Avp, un)| = d(A). Soient a; et ag dans C tels que a1 = as = %, On

pose T1n = Up, T2 = Un, Y1,n = Up €t Y2, = vy, alors

lim | Y aia; (Ain, @jn) (AYjins Yim)
ey

= lim |[(Aup, vp) (Av,, u,)| = d?(A).
COROLLAIRE 11. Soient A et B deux opérateurs de B(H) alors
w(Mzap) < w(A)w(B)+d(A)d(B).
[A[B] < 2w(A)w(B) + 2d(A)d(B)

Preuve. L’inégalité (1) découle facilement du théoreme précédent. Puisque
1M2,4,8]1 = AL B et [[M2,a,5] < 2w(Mz,a,p), dou (2). 1

Remarques 12. 1) L’inégalité (3) est dans certains cas moins optimale que
(1) ; en effet, si par exemple

n 0 0 0
a=(5 i) =V 0)
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alors w(A)w(B) + d(A)d(B) = 2 et w(A)||B|| = n+ 1. De plus (1) est
optimale puisque si nous prenons B = [ et A quelconque dans B(H ), nous
avons w(Ms 4 p) = w(A)w(B) + d(A)d(B) = w(A).

2) L’inégalité (2) est optimale, en effet si nous prenons

0 0
A_<l O>et B =1,

alors [|[AB|| = || Al ||B]| = 2w(A)w(B) + 2d(A)d(B) = 2w(A) = 1. Générale-
ment nous avons ||A|| || B]| < 4w(A)w(B), cette inégalité dans le cas de I’exem-
ple précédent est moins optimale que (2).

3) Nous savons que ||A]| < 2w(A), cette inégalité est un cas particulier de
(2) si on prend B = I.

4. DOMAINE NUMERIQUE DE LA DERIVATION GENERALISEE 3 4 B

Soient A et B deux éléments de B(H ), dans ce paragraphe, nous détermi-
nons & quoi est égale exactement I'image numérique de la dérivation généralisée
02,A,B-

THEOREME 13. Soient A et B deux éléments de B(H), alors W (02,4,5) =
W(A) — W(B).

Preuve. Soit X un élément unitaire de Cy(H), d’apres [13, II, théoréeme 3],
il existe une suite (a;);eny d’éléments de RT et deux suites (x;)ien et (¥i)ien
d’éléments orthonormés de H telles que

X = Zaimi ®y; et Za? =1.
i€N ieN
Nous avons
(02,4.BX,X) = Za? (Ax;, z) — Zag (B, x;) .
i€N ieN

D’apres Toeplitz-Hausdorff (voir [11]), W(A) et W (B) sont deux convexes de
C et par le théoreme 5 nous avons

Za? (Azi, x;) € W(A) et Zag (Bx;,z;) € W(B)

€N ieN

et, par suite, W(d2, 4,8) C W(A) — W(B).
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Soit z € W(A) — W(B), z = (Azx,x) — (By,y) avec x et y deux éléments

unitaires de H. Posons X = z ® y, c’est un élément unitaire de Co(H) et
facilement on peut verifier que z = (d2, 4,5 X, X) . Par suite W (A) — W(B) C
W (02,4,5 ), dou I'égalité. 1

o=
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