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INTRODUCTION

La dualité dans les espaces de suites scalaires a été introduite et étudiée
par Kothe et Toeplitz [7]. Ensuite, Maddax [3] a généralisé cette théorie aux
espaces de suites sur un espace de Banach. Dans [1] on a généralisé et étudié
les duals de Kothe-Toeplitz dans les espaces de suites sur un espace de Fréchet
non-archimédien (n.a.).

Dans ce travail, on s’interesse aux duals de Kéthe-Toeplitz définis a partir
d’une dualité séparante d’espaces de Banach n.a. ; on généralise la notion d’es-
paces parfaits et on établit des résultats généralisant des théoréeme concernant
ces espaces [4].

Soit (K, |-]) un corps valué n.a. On considere les ensembles suivants : N =
{la] : @ € K} (ensemble des valeurs de |-|); Gx = Ng \ {0} (groupe des
valeurs de |-[); Gk est un sous-groupe multiplicatif de R*. Dans toute la
suite p > 1 désigne : 1° le générateur de G, si G est cyclique; 2° le nombre
positif tel qu’il existe (A, )nez dans K vérifiant [\, | = p™ pour tout n € Z, si
Gk est dense dans RY, .

1. DuaLs DE KOTHE-TOEPLITZ DANS UNE DUALITE SEPARANTE

Soient (X, ||-]|x) et (Y,]|-]]y) deux espaces de Banach n.a. mis en dualité
séparante (X,Y). On note w(X) 'ensemble de toutes les suites d’éléments de
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X. On appelle espace de suites sur X tout sous-espace vectoriel de w(X). On
définit les espaces de suites sur X suivants :

o(X)={(zr) ew(X) : ko e N/xp =0 Vk > ko},
co(X) = {(xk) € w(X) : (zx) converge vers 0 dans X},
co(X) ={(zx) € w(X) : (z) converge dans X},
m(X) = {(zx) € w(X) : (zk) est bornée dans X}.
Soit z = (z1) € w(X); pour tout n > 1 la suite 2"} = (x1,...,2,,0,...) est

appelée la n**™¢ section de z. Pour tout y € Y, on pose :

lyll* = sup [z, y)l.
lellx<1

Si |Jy||* < 400 pour tout y € Y, ||-||* définit une norme n.a. sur Y, et si de
plus Ny = {llzllx : € X} C Nk, on a: [[y[|* = sup|z .20 %
Dorénavant on suppose que N, C Nk.
DEFINITION 1.1. Soit F un sous-ensemble de w(X).

(a) On appelle a-dual de E l’ensemble :

£ = { ) cwl) s 3 lonmdl < +o0 V) € B},
k

(b) On appelle §-dual de E I'ensemble :

EP = {(yk) cw) : Z(xk,yk) converge dans K V (x) € E}
k
(c) On appelle y-dual de E I’ensemble :

n

> @k, i)

< 400 V(a;k) S E}
k=1

n

B = { ) € wly) : sw

Pour tout sous-ensemble E de w(X) on a : E* C EP C E7; p(X)* =
P(X)P = p(X) =w(Y); w(X)* = w(X)? =w(X) = p(Y). Si s désigne «,
Bou~y,ona:FE CE*; E°=F*;, FCF = F°C FE*®; E est un sous-esapce
vectoriel de w(Y).

Des techniques analogues & celles utilisées dans [1] nous permettent
d’établir les résultats suivants :
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PROPOSITION 1.1. Soit (yr) € w(Y). Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) (yx) € co(X)*;
(ii) (yx) € c(X)*;

(i) (yr) € m(X)*;
(iv) Dok lluwll™ < +oc.

PROPOSITION 1.2. Soit (yx) € w(Y); (yr) € co(X)? si, et seulement si,
supy, [|yk " < 400

PROPOSITION 1.3. Soit (yx) € w(Y); (yx) € c(X)? si, et seulement si,
supy, |lyel|* < 400 et yr — 0 dans (Y,o(Y, X)).
k—+oo
PROPOSITION 1.4. Soit (yx) € w(Y); (yr) € m(X)? si, et seulement si,

PROPOSITION 1.5. Soit (yr) € w(Y). Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(i) (yr) € co(X)7;

(ii) (yk) € c(X)7;

(i) (yx) € m(X)7;
)

(iv) supy, [|yk(l* < +o0.

Remarque 1.1. Dans le cas particulier X =Y = K, on a : ¢o(K)* =
co(K)* = m(K)* = L(K); co(K)? = m(K); e(K)? = m(K)’ = co(K);
co(K)Y = ¢(K)Y =m(K)Y = m(K).

2. ESPACES s-PARFAITS ET ESPACES s-COMPLETS

Dorénavant s désignera a, 3 ou y. Si E est un sous-ensemble de w(X) on a
E C E*% et on dit que E est s-parfait si E = E*%. o(K), m(K) et w(K) sont
s-parfaits; co(K) est [-parfait, mais il n’est ni a-parfait ni y-parfait; c(K)
n’est pas s-parfait.

Pour tout z = (z1) € E, on pose :

=" k)| Yy = (y) € EY,
k
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vy(w) = ‘Z@myk) Vy=(y) € E°,
k
= sup > wnve) Vy = (y) € E".
k=1

Si E est un espace de suites sur X, v, et w, sont des semi-normes n.a. sur F,
et u, est une semi-norme sur FE.

DEFINITION 2.1. Soit (™) une suite d’éléments de E. On dit que (z™) est
a-Cauchy si, pour tout y € E%, (™) est de Cauchy dans (F, u,), et on dit que
(™) est a-convergente vers x € E si lim, u,(z™ — x) = 0 pour tout y € E“.

On définit de la méme facon une suite 3-Cauchy, g-convergente, v-Cauchy
et y-convergente.

Pour tout y € £ on a v, < wy, < uy; on en déduit que toute suite -
Cauchy (resp. y-convergente vers z) est 3-Cauchy (resp. [S-convergente vers
x). Si (™) est s-convergente vers z, on note : x = s-lim,, 2"

ExXeMPLES. ([1], EXAMPLES 2.1) Soit e = (1,1,1,...).

1. Si E = ¢(K), on a Ef = ¢y(K), EY = m(K) et E“ = [;(K); e = a-
lim,, el = B-lim,, e[”), mais (el"),, n’est pas v-Cauchy.

2. Si E=cy(K),ona B = EY =m(K) et E* =1,(K); e = a-lim, e[} et
(e["]) n’est pas B-Cauchy et donc n’est pas y-Cauchy.

3. Si E=w(K), on a EY = ¢(K), et e = ~-lim,, el".

DEFINITION 2.2. Si toute suite s-Cauchy dans E est s-convergente vers
un élément de FE, on dit que E est s-complet.

L’espace [1(K) est a-complet, c¢o(K) est B-complet et m(K) est y-complet.
Avant de montrer que tout espace s-parfait est s-complet, on va établir
quelques lemmes.

LEMME 2.1. Soient \g € K \ {0}, zg € X et yg € Y. Il existe ty € Y tel
que :
{ [(z,t0)| <[(z,90)] VzelX,

[(xo,t0)| < [Xol-
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Preuve. Soit |A| > 1 tel que |{(xo,y0)| < |A\o| et posons ty = yo/A. Pour
tout z € X, [(z,t0)] = [(z,y0)|/IAl < [(z,50)| et [{zo,t0)| = [{z0,50)|/|Al <
Aol 1

LEMME 2.2. Pourtousxy,...,xn € X ety1,...,yn € Y, ilexistety,..., t,
€Y tels que :

(i) [z ti)| < |{zyyi)| YVeeX et Vi=1,...,n;

(i) | G )

i=1

= 11;1%>§L|<wz‘,yi>!~

Preuve. Par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 il suffit de prendre 1 = y;.
Supposons que ’hypothese de récurrence soit vraie jusqu’a I’ordre n—1. Soient
T1,...,Tn € X et y1,...,yn € Y ; on distingue deux cas.

18" cas : [{Tn, Yn)| < maxi<i<n—1 |[(xi,y:)|. Soient t1,...,t,_1 € Y tels
que :

[(z,ti)| < [{z,y:)] VeeX et Vi=1,...,n—1,

n—1
z;<$i7ti> = Jnax (i, yi)l -
1=

Soit ¢, € Y tel que [(x,t,)| < |(z,yn)| pour tout z € X et [(xn,tn)] <
}Z?:}l(a:i,tiﬂ (lemme 2.1). On a :

n n—1

Z(%m = Z(%m = 1§I{1Sa€<_1’<mi7yi>| = g%’%“afz‘,yz‘ﬂ-

=1 =1

2¢me cas : (xn, yn)| > maxi<j<n—1 |(Zi,yi)|. Posons t; = y; pour tout
1=1,...,n;ona:

n n
Z;@iam = ;<$z’,yi> = [(Zn, Yn)| = g%fgl’@i,yiﬂ-
1= 1=

LEMME 2.3. Soit E un espace de suites sur X. Si (z") est une suite s-
Cauchy dans E, alors pour tout j > 1 la suite (a:?)n est convergente dans
(X,0(X,Y)).
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LEMME 2.4. Soient E un espace de suites sur X et (z™) une suite dans E.
Si (z™) est $-Cauchy, on a :

V(y;) € B et Ye >0, Ipo €N tel que Vp,q > po sup|(zh —zf,y;)| <e.
i

Preuve. Supposons par 'absurde que ce résultat ne soit pas vrai; alors il
existe (y;) € EP, e > 0 et deux suites d’indices (p;) et (g;) tels que :

sup|<:cfj—xgj,yi>‘>€ Vj>1;
i

(et —xl' y;) converge dans K, il existe N1 > 1 tel que sup;s y, (2} —

zl', y;)| <e. Alors on a maxi<i<n, [(z' — 2", y;)| > €.
Soient zi,...,2n, € Y tels que : |[(z,2;)| < [(x,y;)| pour tout z € X et
pour tout ¢ = 1,..., Ny, ‘Efvzll@fl — x?l,zi)‘ = maxj<i<n, (27" — 2", y;)|

(lemme 2.2). On a donc :

> €.

N1
Dot —al z)
i=1

Soit ja > j1 = 1 tel que maxj<;<n, |22 — 2”2 y;)| < e. Soit Ny > Ny tel

7

p; qj
que sup;s n, [(z;”* — 2;”?, ;)| < e. On a alors :
J2 452 > ‘
max x.t —x; i) | > €
1<i<N, < g i oY ’
max <x132 — xgm,yi> ‘ > e
N1<i<N3
Soit 2Ny 415 2N 42, -5 2N, € Y tels que : \(%ﬁz” < ]éx,yiﬂ pour tout
i = N1+ 1, ...,Ny et pour tout z € X, |Zi:2N1+1<xi72 — :UZ.”,ZM =
MAaX N, <i< Ny |<xf32 - x?’Q,yi)L Alors on a :
N2
P; q
§ : <miJ2 1127ZZ> > e
i=N1+1

Par induction, on construit une suite d’indices (jg), une suite d’indices
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(NE) et 2N, 415 2N, 142+ -- -, 2N, € Y tels que :

|<$7Zl>|§‘<x7yl>| VeeX et Vi=Ng_1+1,...,Ng,

N
P 4 P aj
. —ax% )| =  max .k —x gy > e
7 7 b N 7 17 I )
) Ni_1<t<Nj
i=Ng_1+1
P; aj p; aj
sup <:ci““ —gci”“,zi>‘ <e, max <xi”“ —azi”“,zi>‘ <e.
: 1<i<N,_
>N SISNg—1

Pour k> 1ona:

E <:L"L — JI‘Z , 24

i

Nk-1
= max

<:L"L — :L"L , 23
Ny,

=1
E <:1:Z —z %,z

1=Ng_1+1

i>Np,

Et comme on a [(z,z;)| < |(z,y;)| pour tout ¢ > 1 et pour tout z € X,
(z;) € EP; cela contredit le fait que (z™) est 3-Cauchy. |1

THEOREME 2.1. Tout espace s-parfait est s-complet.

Preuve. Soit E un espace de suites sur X [-parfait, et soit () une suite
p-Cauchy dans E ; d’aprés le lemme 2.4, on a: V (y;) € E® et Ve >0, 3pg €N
tel que

sup [(z] — af,yi)| < e VD, q > po. (*)

(2
Pour tout ¢ > 1 soit z; € X tel que z; = limy ! dans (X,0(X,Y)); z =
(z;) € EPP, donc (z;) € E (E est -parfait). En faisant tendre ¢ vers +oo

dans (*) on aura :

V(yi) € B® et Ve >0, 3py €N tel que Vp>py sup|(zh —z;,4)| <e.
i

Donc x = (-lim,, zP.
Pour les deux autres la preuve se fait d’une facon directe. |
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3. ESPACES FORTEMENT S-COMPLETS

DEFINITION 3.1. Soit E un espace de suites sur X. Un sous-ensemble B
de E est dit a-borné (resp. [-borné; resp. y-borné) si pour tout y € E<
(resp. EP; resp. E7), il existe p > 0 tel que SUP(z,)eB 2 (T, ¥i)| < p (vesp.
SUD(o1)¢.5 SUDiz1 |(t, )] < 0 TESD. SUD(a.ye SUDpon |32 21, )] < 0).

Remarques 3.1. (i) Tout sous-ensemble fini de E est s-borné. (ii) Si B¢ =

EP tout sous-ensemble a-borné de E est 3-borné. (iii) Si E® = E7, tout
sous-ensemble B-borné de F est vy-borné.

Si B est un sous-ensemble a-borné de E, on pose :

ap(y) = (SI)IPBZ (i, vi) Vy=(y;) € E%;
T S i

si B est un sous-ensemble 3-borné de E, on pose :

> (i i)

i

Bp(y) = sup Yy = (y;) € E”;

(Ii)EB

si B est un sous-ensemble v-borné de E, on pose :

n

> (i, i)
=1

vB(y) = sup sup Vy=(yi) € E7;

(z;)eBn>1

ap, Bp et yp sont des semi-normes sur E%, Ef et E7 respectivement ; si B
est un sous-ensemble a-borné de F, on a :

Be(y) < vB(y) < ap(y) Yy e E~.

DEFINITION 3.2. Soit (y") une suite dans E*. On dit que (y") est forte-
ment-s-Cauchy si, pour tout sous-ensemble B s-borné, (y") est de Cauchy
dans (E®, sp), et on dit que (y") est fortement-s-convergente vers y € E* si,
pour tout sous-ensemble s-borné B de E, on a lim,, sp(y™ —y) = 0, et on note

y = fs-lim, y™.

PROPOSITION 3.1. Soit (y™) une suite dans E*®; si (y") est fortement-s-
Cauchy, alors (y?)n est o(Y, X)-convergente dans Y pour tout j > 1.

Preuve. Soient j > 1, et a € X ; {d;(a)} est s-borné, donc (<a,y§‘>)n est
une suite de cauchy dans K, et alors elle converge. [
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DEFINITION 3.3. Sitoutesuite fortement-s-Cauchy dans E° est fortement-
s-convergente vers un élément de E*, on dit que E est fortement-s-complet.

LEMME 3.1. Soit (y?) une suite fortement-(3-Cauchy dans EP. Pour tout

B (-borné et pour tout € > 0, il existe pg € N tel que
sup [(zs, y; —yi)| < e Vp,q>po et V(i) € B.
2
Preuve. Sinon, il existe B (-borné et ¢ > 0 tel que pour tout £ > 1, il
existe px, g > k et (zF) € B tels que sup; |(z¥, y* —y%*)| > ¢ pour tout k > 1
Soient p1,q1 > 1 et (x}); € B tels que : sup;|[(z},y7' — y!)| > &;
— y') converge dans K, soit Ny > 1 tel que : sup;.y, |(z},

Zi<xi1’y?;1
Yy —yl")| <e. On a donc :
Lo al
Jmax |(zhyl —yf)| > e
|(x},y)| pour tout y € Y et

! z]l\, € X tels que : |(z;,v)]
I = maxicicn, [(@h,yf" — y")]

Soient 21, 23, ..
: 1,
pour tout i = 1,..., Ny, ]Z =5yt =y
1_ 11 1 i .
(lemme 2.2). Posons zt = (zl,zQ, e AN TN 41 TN, 0 - - - ) alors

‘Z(z“yz —y

Lyt =yt |,

—max{

e

Z <1"l’yz y:h>

>Ny

2)i € B tels que : sup; [(2?, yF? —y#)| >

Soient pa > p1 et g2 > q1, et soit (
e. Soit Ny > Ny tel que : sup;s v, [(z?, 97 — yf?)| < e. Alors on a

2 a
Jmax |(afy7” —yf*)| > e
Soient z%,z%, . ZJQV € X tels que : [(22,y)| < |[(z?,y)| pour tout y € Y et
pour tout § = 1., Na. | SN (2" — )| = masicia, (a2 08" — o)
22 = (z%, z%, . zNz,m?V2+1,x?V2+2, .); alors

Posons :

q2
7 7 yz yl

> (@l —y?)

i>No

—max{

‘Z<Zz7yz _yz

e
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Et ainsi, par induction, il existe px > pr_1, @& > qx_1, (2¥); € B, N}, >

k_ (. k k ko k k )
Ni_q1 et z —(zl,zQ,...,sz,xNk+1,a:Nk+2,...)Ew(X) tels que :

k
(i) e
Posons : B’ = {z1,22,...}; B’ est B-borné et on a :

Bp (Y’ — y¥*) = sup
r>1

Z<2§",y§”“—y3’“>‘>e Vk>1,
%

ce qui contredit le fait que (yP) est f-Cauchy. I
THEOREME 3.1. Tout espace [3-parfait est fortement-(3-complet.

Preuve. Soient E un espace (-parfait et (y?), une suite S-Cauchy dans
EB; d’aprés le lemme 3.1, on a : pour tout sous-ensemble 3-borné B de E et
pour tout € > 0, il existe pg € N tel que

sup [(zi,y; —yi)| < e V(z;) € B et Vp,q = po. (*)
(2

Pour tout i > 1 soit y; € Y tel que y; = lim,y? dans (Y,o(Y, X)); (y;) €
EPP = E, et en faisant ¢ vers +oo dans (*), on aura (y;) = fB-lim, y?. 1

D’une facon analogue, on démontre le théoréme suivant :

THEOREME 3.2. Tout espace a-parfait (resp. y-parfait) est fortement c-
complet (resp. fortement-y-complet).
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