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In this paper, we introduce the notion of topological G-spaces. This is
an intermediate class between G-sets and A-modules. After giving suitable
definitions and illustrating exemples, we prove a theorem of type closed graph
theorem.

1. INTRODUCTION

Dans cet article nous introduisons la notion de G-espace topologique (défi-
nition 4), ot (G, .) est un monoide [5] muni d’une structure topologique. Ces
espaces forment une classe strictement plus large que celle des modules topo-
logiques, du fait qu'un module topologique sur un anneau unitaire A est un
A-espace topologique. Si A, 4 € G et E un G-espace, 'équation : Ax+ pzx = ax,
Vr € E, d’inconnu «, qui admet évidemment A 4+ u comme solution dans le
cas des A-modules, peut ne pas avoir de solution dans GG, comme le montre
I’exemple 2. Pour surmonter cette difficulté qui résulte de la structure pauvre
du monoide G, nous utilisons les applications A 4+ p, —\ et A — p, pour tous
A € G. Ce qui nous a permis d’étendre la notion de parties absorbantes
(définition 5) et parsuite celle de réseau aux G-espaces topologiques.

D’autre part, plusieurs mathématiciens ont étudié le théoreme du graphe
fermé (voir par exemple [1, 2, 6, 7]). Ce théoréme est un outil tres puissant
dans l'analyse fonctionnelle. Sa version classique, qui montre que toute ap-
plication linéaire a graphe fermé entre deux espaces vectoriels topologiques
métrisables complets est automatiquement continue, est di & S. Banach [8].
La démonstration se base essentiellement sur le théoreme de Baire. Dans le
but de généraliser ce résultat, les espaces a réseaux convergents ont été intro-
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duits et étudiés par M. DeWilde [7]. Des résultats analogues ont été établis
dans les modules topologiques apres avoir adopté des notions convenables de
parties équilibrées et de réseaux [2].
Pour établir un résultat de ce type dans les G-espaces topologiques nous
faisons les hypotheses suivantes :
— Il existe une suite (A\p)y, d’éléments dans G qui converge vers un élément
Ao € G.
— Si E est un G-espace topologique les applications A, — Ag : £ — E,
x — Ap.x — Ng.z, n € N, sont bicontinues (i.e. bijectives, continues et
ouvertes).
Ces hypotheses sont évidemment satisfaites dans le cas classique des espaces
vectoriels topologiques. Il suffit de prendre \,, = %, Vn € N*.
Nous donnons des exemples illustrant les différentes notions introduites
dans cet article puis nous établissons des résultats de type théoreme du graphe
fermé.

2. G-ESPACES TOPOLOGIQUES

DEFINITION 1. Un monoide est un ensemble muni d’une loi de composi-
tion interne associative possédant un élément neutre.

Soit G un monoide noté multiplicativement d’élément neutre 1.

DEFINITION 2. ([5]) Un ensemble non vide E est dit un G-ensemble muni
d’une loi de composition externe dont G est 'ensemble d’opérateurs ( (A, z) —
Az) vérifiant :

(i) 1z =z, pour tout x de E.

(ii) A(pzx) = (Ap)z, pour tous A, i de G et tout x de E.

DEFINITION 3. Un groupe commutatif (F,+) est dit un G-espace s'il est
muni d’une loi de composition externe, dont GG est I’ensemble d’opérateurs,
vérifiant :

(i) E est un G-ensemble.

(ii) Mz +y) = Az + Ay pour tous z,y de E et tout A de G.

Notations. Soient E un G-espace et A, u deux éléments de . Les appli-
cations de E dans F : ¢ +— Ax + px, x — —Azx, £ — Axr — px seront notées
respectivement A + p, —\ et A — p.

Dans la suite, on suppose G muni d’une structure topologique compatible.
Pour tout A € G, soit ¥(A) un systéme fondamental de voisinages de .
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DEFINITION 4. On appelle G-espace topologique tout G-espace E muni
d’une topologie telle que (E,+) soit un groupe topologique et la loi de com-
position externe (A, z) — Az de G x E dans E soit continue.

Remarque 1. La classe des G-espaces topologiques est strictement plus
large que celle des modules topologiques sur un anneau unitaire. En effet,
il est clair qu'un A-module est un A-espace. L’exemple suivant montre que
I'inclusion est stricte.

EXEMPLE 1. Soit F le groupe additif des applications continues de C dans
C. Si on considere 'opération externe définie par :

CxE—E, (\f)—(z— f(A2)),
E sera un C-espace, qui n’est pas un C-module :
0.f: 2z f(0).

DEFINITION 5. Soient A et B deux parties d’'un G-espace topologique.

— On dit que A absorbe B si pour tout A\g € G, il existe a € ¥(\g) tel que :
pour tout A € a, (A — X\o)(B) C A.

— On dit que A est absorbante si elle absorbe toute partie réduite & un
seul élément.

Remarque 2. Soit E un G-espace topologique. E est tout d’abord un
groupe topologique, donc il admet un systeme fondamental de voisinages de
0 formé de parties symétriques et fermées [4]. Le fait que pour tout = € E et
tout A\g € G lapplication G — E, A — Ax — Mgz, est continue en \g montre
que tout voisinage de l'origine est absorbant. Il en résulte que tout G-espace
topologique admet un systeme fondamental de voisinages de 0 formé de parties
symétriques, fermées et absorbantes.

DEFINITION 6. Une application f d’'un G-espace E dans un G-espace F
est dite G-linéaire si elle vérifie : f(x +y) = f(x) + f(y) et f(\x) = \f(z),
Vr,y € E et V) € G.

Remarque 3. Si T : E — F est une application G-linéaire alors pour tous
AMpeEGonaTo(A—p)=AN—p)oT.

Nous utilisons ce résultat dans les démonstration des deux théoremes 1 et 2.
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EXEMPLE 2. (DISTRIBUTION DE HEAVISIDE) (R, +) muni de sa topologie
usuelle et de la loi de composition externe définie par A.x = A"z, VA € R%,
Vo € R, est un R’ -espace topologique.

Soit (D(R), +) le groupe des fonctions réelles, indéfiniment dérivables et a
support compact sur R muni de la topologie de la convergence uniforme sur
les parties compactes. D(R) muni de 'opération externe définie par

A x— p(Az)

pour ¢ € D(R), A € RY, est un R -espace topologique. Soit

H(z)=1 pour z € R,
0 pour z € R* ;

< H g >= [ pa)de = [ A\ 'o(z)dz = X\. < H,¢ >. Donc H est
une application R —hnealre de D(R) dans R.

3. THEOREME DU GRAPHE FERME

On suppose dans tout ce qui suit que les G-espaces considérés sont séparés
et qu’il existe une suite (A,), d’éléments dans G qui converge vers un élément
Ao € G telle que les applications A, — A\g, n € N, soient bicontinues. Ces
hypotheses nous permettent de donner un recouvrement a tout G-espace F
sous la forme :

E={JOn—2)""(4)

neN

ou A est une partie absorbante (par exemple un voisinage de 0).

3.1. CAS DES G-ESPACES METRISABLES COMPLETS. Le résultat suivant
étend le théoreme de S. Banach, la version classique du théoréeme du graphe
fermé, connu dans la théorie des espaces vectoriels topologiques :

THEOREME 1. Soient E et F deux G-espaces topologiques métrisables
complets. Si T est une application G-linéaire de E dans F' a graphe fermé
alors T' est continue.

Preuve. Soit (Uy,)y (resp. (Vy,)n) un systeme fondamental de voisinages de
Porigine dans F (res p F), tels que V,, soit fermé symétrique et V11 + Vi1 C
Vy,. On pose A, = T~1(V},). Pour tout n € N.
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(i) L’intérieur de A,, est non vide, ¥n € N : Soit n € N fixé. Pour z € E,
T'(x) est absorbé par V;,. D’ou il existe ig € N tel que (Aj,—Ao)T'(z) € V},. Ainsi
T((Nig —Ao)x) € Vyy et (A, — o)z € Ay Ce qui donne E = U;(\; — Ao) “L(Ay).
E est métrisable complet donc il est de Baire. Il existe alors i € N tel que
I'adhérence de (A\; — A\g) "(Ay) est d’intérieur non vide. Soit O un ouvert non
vide tel que O C (A\j — Ao) " 1(A4,) = (Ai — o) "1 (A,). Dot (A\; — Ao)(O) C A,.
Comme ()\; — Ag)(O) est ouverte alors A,, est d’intérieur non vide.

(ii) Pour tout n € N, il existe m,, € N tel que T'(U,y,,,) C V,, : Soient x € E
et U € 9(E) tels que +U C A, 12. Ainsi (4+U) — (z+U) C Apio+Apio C
Ap+1. Donc on peut trouver un entier m,, vérifiant Uy,, C A,+1. Ce qui donne
Un, C Any1 + Un,,,- Soit a1 € Uy,,, il existe x1 € Apq1 et az € Uy, tels
que a1 = x1 +az. On obtient deux suites (a;); et (z;); telles que a; € Up,,.,_,,
x; € Apyiet ar =)0 T+ asq1, Vs € N. Dot a; = ), z;. D’autre part la
suite (325, T(x;))s est de cauchy car S5 T(a;) € M5V, 0 € Vi 1. Or
F est complet et V,, fermé, donc il existe y € V;, tel que y = > .2, T'(x;). Et
puisque G est fermé alors (a1,y) € Gr. D'ou T'(a1) =y. 1

3.2. CAS DES G-ESPACES A RESEAU CONVERGENT. Dans le but de géné-
raliser le résultat précédent, on étend les différentes notions de réseaux, connues
dans la théorie des espaces vectoriels topologiques (voir par exemple [8, 11]),
aux G-espaces topologiques. Soit £/ un G-espace topologique, pour une appli-
cation W : oy N¥ — 2F et o € N on note

Wop=W(peQ),...,0(k), VkeN.

DEFINITION 7. L’application W est dite un réseau dans F si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) Les parties W, ;, sont symétriques contenant I’origine.

(ii) U{W,1 : ¢ € NN} est absorbante dans E.

(iii) Pour ¢ € NN et k € N, tout point de W, est absorbé par I’ensemble

UWost1 : 0 € NN a(i) = (i), Vi=1,..., k}.

iV) W¢7k+1 + W J+1 C W%k, Vk e N, Vp € NN,
On dit que le réseau W est compatible avec la topologie de E si pour tout
U € 9(E) et toute ¢ € NV, il existe n € N tel que W,,,, C U.

D’une maniere analogue au cas des espaces vectoriels topologiques (voir
[8, p- 90]), nous obtenons le résultat suivant.

PRrROPOSITION 1. Pour un réseau W dans F, les conditions suivantes sont
équivalentes :
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(i) W est compatible.

(ii) Si p € NN et (2,), une suite dans E telle que x,, € Weon, Vn € N,
alors la suite (Zzzlf Zn )k est de cauchy.

(iii) Si ¢ € NN et (2,,), une suite dans E telle que z, € Weon, ¥n € N,
(n)n est une suite nulle.

DEFINITION 8. On dit que le réseau W est convergent si pour toute suite
(x)n et toute ¢ € NN telles que z,, € Wem, ¥n € N, la serie ) x,, converge
dans F.

L’exemple le plus simple d’'un G-espace topologique a réseau convergent
est celui d'un G-espace topologique métrisable complet. Il suffit de choisir
convenablement un systéme fondamental de voisinages de l'origine, (Up,), et
de poser W(nq,...,ng) = Ug.

EXEMPLE 3. Soit F un espace de Banach sur R. Si on considere 'opération
externe définie par \.x = ||z, pour tout = € F et tout A € R, E sera un R-
espace topologique. De plus, si A\, = % et Ap = 0 alors pour tout n € N

l'application £ — E, x — \,.x — Ag.x, est bicontinue.

La classe des G-espaces topologiques a réseau convergent posséde des pro-
priétés de permanence importantes.

ProprosITION 2. Soit E un G-espace topologique a réseau convergent.
(i) S'il existe une application G-linéaire T : E — F séquentiellement conti-
nue alors F' est a réseau convergent.
(ii) Tout G-espace quotient séparé de E est a réseau convergent.
On obtient un réseau par (ni,...,ng) — T(W(p, k)).

THEOREME 2. Soient E un G-espace topologique de Baire et F' un G-
espace topologique a réseau convergent. Toute application G-linéaire a graphe
fermé de E dans F' est continue.

Preuve. Soient W un réseau convergent dans F' et T une application G-
linéaire a graphe fermé de E dans F'.

(a) On montre par récurrence que pour tout k € N, il existe Wy =
W(ni,...,ng) tel que T—1(W}) soit non maigre. Posons Wy = F, on aura
T~1(Wy) = E qui est un espace de Baire, donc non maigre. Supposons qu’il
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existe Wy_1 = W(n1,...,np_1) tel que T~ (Wj_1) soit non maigre. Wj,_1 est

absorbé par 'ensemble |, cjy W(n1,...,nr—1,n) donc on peut écrire :

Wi = |J M= 20) ' (W(ny, ... ,ne1,m)),
i,nEN

Soit ny € N tel que Wy, = W(nq,...,nk_1,nx) et T~H(W}) non maigre.
La suite de la preuve est similaire aux étapes (b) et (c) de la démonstration
du théoreme [8, pp. 92—93] dans le cas des espaces vectoriels topologiques. |

COROLLAIRE 1. Toute application G-linéaire a graphe fermé d’un G-es-
pace topologique métrisable complet dans un G-espace topologique a réseau
convergent est continue.

COROLLAIRE 2. Si E est limite inductive topologique d’une famille de G-
espaces topologiques de Baire et F' un G-espace topologique a réseau convergent,
alors toute application G-linéaire a graphe fermé de E dans F' est continue.

Preuve. Supposons E muni d’une topologie limite inductive définie par une
famille (E;); de G-espaces topologiques de Baire relativement aux applications
S; : B; — E. On remarque que Grog, = (S; x Ir) ' (Gr), donc T o S; est &
graphe fermé chaque fois que T est a graphe fermé. Il en résulte que T o .S; est
continue pour tout indice 7. D’ou T est aussi continue. |1

Comme conséquence du théoreme du graphe fermé, on obtient le résultat
suivant dit théoreme de ’application ouverte :

COROLLAIRE 3. Soient EF un G-espace topologique a réseau convergent et
F' un G-espace topologique de Baire. Toute application G-linéaire surjective
continue de E' dans F' est ouverte.

Preuve. N(T') le noyau de T est fermé, donc E/N(T') est séparé. En vertu
de la proposition 2, E/N(T) est a réseau convergent. Soient ¢ la surjection
canonique et S I'isomorphisme vérifiant T' = So . Alors S est a graphe fermé
ainsi que son inverse S~! : F — E/N(T), d’apres le théoreme 2, S~! est
continue. D’ou T est ouverte. |
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