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Abstract: For discrete groups, we construct two bounded cohomology classes with coefficients
in the second space of the reduced real ¢1-homology. Precisely, we associate to any discrete

group G a bounded cohomology class of degree two noted g2 € Hg(G,ﬁgl (G,R)). For G
and IT groups and 6 : IT — Out(C') any homomorphism we associate a bounded cohomology

class of degree three noted [0] € H(II, ﬁﬁl (G,R)). When the outer homomorphism 6 : IT —
Out(C) induces an extension of G by II we show that the class go is Il-invariant and that
the differential d3 of Hochschild-Serre spectral sequence sends the class g2 on the class [6] :

ds(g2) = [6]. Moreover, we show that for any integer n > 0 the differential ds : Fy* — E3t3°
of Hochschild-Serre spectral sequence in real bounded cohomology is given as a cup-product
by the class [0].
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1. INTRODUCTION

1.1. MOTIVATION. Soit G un groupe discret et C}'(G;R) I'espace vecto-
riel réel des n-cochaines bornées non homogenes, ¢ : G* — R. La différentielle
de degré n > 0 d’une n-cochaine c est définie par,

1. Pour n > 1 et pour tout (go, g1, ..,9,) € G"*! on pose,

dnc(g(Jagl’ oo 7971) = C(gla o agn)
i=n
+ Z(_l)zc(907 91,---,9i—19i, Gi+1,5 - - - 7gn)
i=1

+ (_1)nilc(g07gla ... 7gn—1)-

*Conditionally accepted for publication on October 31, 2008. Final acceptance on De-
cember 1, 2010.
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2. dy : CP(G,R) — R est Papplication nulle.

L’homologie du complexe différentiel (Cj(G;R),d,) s’appelle la cohomo-
logie bornée réelle du groupe G au sens de Gromov (cf. [15]) et est notée
Hi(G,R).

Dans [3] et [4], en adaptant au contexte de cohomologie bornée réelle les
méthodes de construction du deuxiéme et du troisieme groupe de cohomologie
ordinaire d’un groupe G a la donnée d’une extension de groupes discrets 1 —

G 5T %5 11 — 1 nous avons associé la suite exacte & quatre termes,
0 — HA(ILR) -2 H2(I,R) -2 H2(G,R)T -2 H3(ILR) (1)

dans laquelle ’homomorphisme H, f(G,]R{)H 2m g’(H, R) s’appelle opérateur
de transgression, et ou HE (G,R) désigne le sous-espace des classes de co-
homologie bornée réelle de degré deux invariantes par ’action du groupe 11
qui est induite par la représentation extérieure 6 : II — Out(C') associée a

lextension 1 — G —» T 25 I — 1.

La suite exacte (1) suggere qu’il existe une théorie des suites spectrales
en cohomologie bornée. En effet, A. Noskov [23] (Voir aussi N. Monod et
M. Burger [21]) a prouvé qu’on peut associer & une extension de groupes

discrets 1 - G — I' =<5 II — 1 une suite spectrale de Hochschild-Serre en
cohomologie bornée réelle (Ef’q, d,) qui converge vers la cohomologie bornée
réelle du groupe I'. Cependant, pour expliciter le second terme F5'?, A. Noskov
a stipulé dans [23] que les espaces de cohomologie bornée H} (G, R) soient des
espaces de Banach (voir aussi [21] cf. pr. 4.2.2 p. 264), or cette hypothese n’est
pas toujours remplie quand la dimension de ’espace vectoriel réelle H, g(G, R)
est infinie [24].

Dans [6], pour contourner I’hypothese demandée par [23] et [21], nous
sommes placé dans la catégorie des espaces vectoriels réels semi-normés pour
prouver que tout complexe différentiel (K*, d,) qui est muni d’une filtration
positive décroisante réguliere induit une suite spectrale convergente (E,", dy"")
dont les termes sont des espaces vectoriels semi-normés identifiés a une bijec-
tion linéaire continue pres (cf. 3.2.1). Ainsi, par exemple, & une extension

de groupes discrets 1 — G —» I' =25 II — 1 nous pouvons associer
une suite spectrale de Hochschild-Serre (Ef’q,dr) dont les termes sont des
espaces vectoriels semi-normés et qui converge vers la cohomologie bornée
réelle lefﬂ(F,R). De plus, il existe une bijection canonique continue, non
nécéssairement bicontinue, qui est définie sur le second terme EY? & valeurs
dans P'espace vectoriel réel semi-normé Hj (II, H!(G,R)) de la cohomologie
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bornée avec coefficients ; ceci méme si I'espace vectoriel semi-normé H}(G,R)
n’est pas séparé (cf. 3.2.2).

En conséquence de ce résultat nous pouvons associer a toute extension de
groupes discrets 1 — G 5T -%5 T — 1 la suite exacte & cing termes (cf.
[23], [21] et [6]) :

0— H2(ILR) & H2(I,R) % HAG, RS gL, R) & HIT,R)  (2)

qui differe de la suite exacte (1) par le terme supplémentaire Hy(T',R) et au
lieu de 'opérateur de transgression 6 : HZ(G,R)! — HP(II, R) nous avons
la différentielle d, : E)* = H2(G,R)" — E)° = HJ(I,R). Ainsi, suite &
ces remarques, on se propose dans ce travail de comparer les deux opérateurs
0 : E;’Q — B, etdy: B — Ej’o en suivant le plan que nous décrirons
dans le prochain paragraphe.

1.2. PRESENTATION DES RESULTATS. Dans la section 2, nous étudions la
notion d’homologie ¢; d’un groupe discret G a coefficients dans un G-module
de Banach V. Les espaces d’homologie /1 seront notés Hfl(G7 V) tandis que
les espaces de Banach d’homologie ¢;-réduite seront notés Fil (G, V).

Afin de rendre le contenu de 'article auto suffisant, nous allons consacrer la
section 3 a un bref rappel sur quelques éléments de la cohomologie bornée utiles
pour ce travail. Plus précisément, nous rappelons la notion de la cohomologie
bornée d’un groupe discret a coefficients dans un module de Banach V' (cf. [6],
[15] et [22]), nous décrivons la construction des termes d’une suite spéctrale
(EP? d?) et nous expliquerons aussi la relation entre les quasi-morphismes et
les 2-cocycles bornés réels. Ensuite, nous démontrerons notre premier résultat
principal :

THEOREME PRINCIPAL A. Pour tout groupe discret G il existe une
unique classe de cohomologie bornée a coefficients triviaux notée,

g, € Hg(G,FgI(G,R)), qui possede les deux propriétés suivantes :

1. g, est nulle si et seulement si le second groupe de cohomologie bornée
H?(G,R) est nul.

2. Pour toute classe de cohomologie bornée réelle € HZ(G,R) on a la
relation,

rUg, =2z

ott le cup-produit U est défini par ’entrelacement naturel (dualité) entre
les espaces de Banach HZ(G,R) et Fgl(G, R).
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Dans la section 4, a partir d’une représentation extérieure 6: IT — Out(C)
nous construisons une classe de cohomologie bornée de degré trois notée
[0] € HP(IL, Fﬁl (G,R)), ou l’action du groupe II sur Fél (G, R) est celle induite
par la représentation extérieure 6.

Pour construire la classe de cohomologie bornée avec coefficients, [0] €
HE(H,F?(G,R)), nous avons adapté au contexte de la cohomologie bornée
avec coefficients les méthodes permettant la construction d’une classe de co-
homologie ordinaire de degré trois a partir de la représentation extérieure
0 : II — Out(C) (cf. [17] et [10]).

Dans la section 5, en supposant que la représentation extérieure
0 : IT — Out(C) est induite par une extension de groupes discrets 1 — G —
I' % II — 1 nous démontrons que la classe de cohomologie bornée
g, € Hg(G,Fgl(G,R)) est Il-invariante. Il résulte de cette invariance que
g, définit un élément de E? = Hf(G,ﬁgl(G,R))H. Par ailleurs, en remar-
quant que la classe de cohomologie [f] définit un élément du terme Eg,o nous
démontrons le théoreme suivant :

THEOREME PRINCIPAL B. La différentielle d, : E&* — E3Y de la suite
spectrale de Hochschild-Serre associée a I'extension de groupes discrets 1 —
G-5T -5 —1en cohomologie bornée a coefficients dans le II-module
de Banach Fﬁl (G,R) envoie la classe g, sur la classe [0)].

Ensuite, grace au résultat du théoreme principal B nous démontrons le
théoreme suivant qui donne l’expression explicite de la différentielle d3 en
fonction de la classe de cohomologie bornée [6)].

THEOREME PRINCIPAL C. Soit # : II — Out(C) une représentation

extérieure induite par une extension de groupes discrets 1 — G — I' -
IT — 1 et soit [0] € H (H,Fgl (G,R)) la classe de cohomologie bornée associée
a 0. Alors, pour tout entier n > 0 la différentielle d, : E;L’Q — E§L+3’0 de la
suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie bornée réelle est donnée
par ’expression :

dy(z) = (-1)"zU[h], VzeEM.
En utilisant D’expression explicite de l'opérateur de transgression

§ « H(G,R)' — HP(IL,R), rappelée ci-dessous a la suite du corollaire 4
de la section 4.3, nous déduisons le :
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COROLLAIRE A. L’opérateur de transgression § : H?(G,R)'! — H3(IL,R)

associé a lextension 1 — G —— I' -2 TI — 1 est égal & la différentielle
d, : B9 5 B3O,

Le résultat du théoreme principal C nous permet aussi de déduire le :

COROLLAIRE B. Si la classe de cohomologie bornée (0] € Hg’(H,ﬁ?(G,
R)) est nulle, alors I'opérateur 0 — H (I, R) =% HJ(T,R) est injectif.

Enfin, notons que le résultat du corollaire B nous suggere les deux questions
suivantes :

QUESTION 1. La classe [0] est-elle une obstruction a l’exactitude a gauche
du foncteur de cohomologie bornée réelle H;:’(—,R) 7 C’est-a-dire, si un ho-
momorphisme surjectif o : I' — II induit un opérateur injectif Hp (I, R) L
H}(T',R); la classe [0] € HE(H,??(G,R)) est-elle nulle ?

QUESTION 2. La classe [0] € HE(H,F? (G,R)) est-elle triviale lorsque
6(II) € Out(C') est moyennable ? En effet, dans [5], nous avons démontré que
si 'image de la représentation extérieure 6 : II — Out(C') est moyennable alors
pour tout entier n > 0 opérateur oy, : Hy*(II, R) — HJ'(I', R) est injectif.

2. HOMOLOGIE /1 D’UN GROUPE DISCRET

2.1. G-MODULES DE BANACH RELATIVEMENT PROJECTIFS. Soient G un
groupe discret et E un espace de Banach. On dira que E est un G-module
de Banach s’il est muni d’une action du groupe G telle que chaque élément
g € G induit un opérateur linéaire borné g : £ — E de norme || g ||< 1. On
notera par g.v I'action de g sur un élément v de F.

Les G-modules de Banach constituent une catégorie dont les G-morphismes
sont tous les opérateurs linéaires continus f : £ — F qui sont G-équivariants,

flg-z)=g-f(z), VeeENVged.

A un G-module de Banach E on associe un sous-espace vectoriel de vec-
teurs G-invariants EC := {ve E;g-v=wvVg e G} et un espace quotient de
Banach de vecteurs G-coinvariants E, := —— ; o F(G) désigne 'adhérence

E(G)

du sous-espace vectoriel de E engendré par tous les vecteurs g-v—v avec g € G
etve k.
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Notons que si on se donne deux G-modules de Banach E et F' on définit une
structure de G-module de Banach sur leur produit tensoriel projectif complété
E®F (cf. [13]) en posant :

g-(zQy)=g-zg9 'y, Vge G,x € E,y € F.

L’espace de Banach des vecteurs G-coinvariants du G-module de Banach EQF
sera désigné par I’expression, E@GF = (E@F)G.

Soient F et X deux G-modules de Banach. On dira qu’un G-morphisme
surjectif p : F — X est admissible s’il existe un opérateur linéaire continu
r € L(X,FE), non nécessairement G-équivariant, tel que p o r = id,. De
méme, on dira quun G-module de Banach V est relativement projectif si

D
pour tout G-morphisme surjectif admissible F _— X ——= 0 et pour tout
T

G-morphisme « : V — X il existe au moins un G-morphisme 3 :V — FE tel
que po = a,

Etant donné un groupe discret G, on désigne par C% (G, R) le complété
de P'espace vectoriel des n-chaines réelles C,, (G, R) := R[G"] qui est engendré
par les éléments de 1’ensemble G™ et est muni par la norme ¢,

i= i=m
si 2= ailgi,--.,9,) ER[G"] ompose | z[i=) |ai|leR". (3)
; i=1

=1

=

Sur I'espace de Banach C% (G, R) nous avons une structure de G-module
de Banach naturelle définie par la G-action suivante,

g' (gla"'7gn) = (9917"'79971)7 V9791,--.7gn 6 G

LEMME 1. Pour tout groupe discret G et pour tout G-module de Banach
V, le produit tensoriel projectif complété C%1(G,R)®V est un G-module de
Banach relativement projectif.

Démonstration. Puisque pour tout couple d’entiers naturels m > 1 et
n > 1 les espaces de Banach C%(G,R)QCY(G,R) et C°L, (G,R) sont ca-

m-+n
noniquement isomorphismes, il suffit de démontrer le lemme pour n = 1.
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P
Soit E—= X ——=0 un G-morphisme surjectif admissible. Pour tout
T

G-morphisme « : C’f%G,R)@V — X et pour tous g € G et v € V posons
Blgov)=g-r(g" - alg®v)).
Les opérateurs a et p étant G-équivariants, ’opérateur continu
B:CHG,R)EV = E

vérifie I'identité p o f = a.. De plus, comme pour tous les éléments g et h € G
et pour tout vecteur v € V on a,

h-Bh™' - (gov)=h-B(h lg@h-v)
=h-[hg-r(g - a(h g @ h-v))]
=g-r(gth-a(h™ - (g®v)))
=g-r(g " alg®w))
=Blg®wv)

on en déduit que 'opérateur continu 5 : C’fl (G, R)@V — FE est G-équivariant.
Par suite, le G-module de Banach Cfl (G,R)®V est relativement projectif. NI

2.2. RESOLUTIONS RELATIVEMENT PROJECTIVES. Soit V un G-module
de Banach. On appelle G-résolution homologique de V' dans la catégorie rela-
tive des G-modules de Banach la donnée d’un complexe différentiel (K, d.),

ds

d2 dl d0=€
o Ky — I

K Ky Vv 0.

dont les fleches sont exactes (i.e. Imd,+1 = Kerd,) et dont les termes K, sont
des G-modules de Banach. On rappelle que le complexe différentiel (K, d,)
possede une homotopie contractante s’il existe une suite d’opérateurs continus
sp: Ky = Kpq1 telsque Vn € N, s,y ody +dpy1 08y = tdg,, d1 0 sg = tdg,
et tel que la norme || s, ||< 1,

ds ds d; do
_ T Ky Ko K Ko =%y ——>o.

S9 S1 S0

Quand une G-résolution homologique (K,,d,) d’'un G-module de Banach V'
possede une homotopie contractante s, : K, — K,11 on dira que (K, dy, Sx)
est une résolution homologique forte du G-module de Banach V.
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Dans ce qui va suivre on va se servir du lemme 1 pour associer a chaque
G-module de Banach une résolution relativement projective forte.

D’abord, notons que lorsque le groupe G agit trivialement sur R, vue
comme espace de Banach, le lemme 1 permet de voir que pour tout entier
n > 0 l'espace de Banach des n-chaines non normalisées

Cilo(G.R) = G}l (G.R)

est un G-module de Banach relativement projectif. En fait, si on considere la
suite d’opérateurs différentiels continus de degré —1,

i=n+1
On=Y_ (-1)'d;: CI(G,R) = C/1 (G, R),
i=0
ou di(go,91,---y9n) = (90y---,Gis---,9n), on obtient une G-résolution forte
(Cf}O(G,R), 0x) de R. De plus, si pour tout entier n > 0 on pose s,(9o, - - -, gn)
= (1, 90,-.-.,9n) on définit ainsi une homotopie contractante qui rend le com-

plexe différentiel des G-modules de Banach ( f}O(G, R), O, s«) une résolution
homologique forte de I’espace de Banach R qui s’appelle la bar résolution du
groupe G par les chalnes non normalisées.

Dans le cas d’'un G-module de Banach V' quelconque, une résolution ho-
mologique forte peut étre construite de la maniere suivante.

Soient E, F et V des espaces de Banach et ¢ : F' — () un opérateur
linéaire continu surjectif. D’apres le théoreme de Papplication ouverte (cf. [9]
et [25]), I'opérateur linéaire ¢q®V : EQV — Q®V qui est obtenu en tensorisant
lopérateur g par 'espace de Banach V est lui méme continu et surjectif. De
méme, le théoreme 'application ouverte permet de déduire l'identification :
Ker(¢q®V) ~ Ker(¢q)®V (cf. prop. 3 de [13] page 38). En conséquence de ces
remarques, on conclut que le foncteur de tensorisation —®V préserve les suites
exactes dans la catégorie des espaces de Banach. D’ot la :

ProprosSITION 1. Soient G un groupe discret et V un G-module de Ba-
nach. Alors, le complexe différentiel (C’f}o(G,R)@N/, O«, Sx) qui est obtenu en
tensorisant la bar résolution (C’f}o(G, R), On*, s+) du groupe G par le G-module
de Banach V est une résolution forte relativement projective de V.

Le lemme suivant nous montre que toutes les résolutions fortes relative-
ment projectives d’'un G-module de Banach donné sont homotopiquement
équivalentes. Sa preuve sera omise, car, elle est analogue au cas classique
(cf. [14] et [17]).
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LEMME 2. Soient (Uy,d,s.) une résolution homologique forte de
G-modules de Banach et (Vi,d,) un complexe différentiel homologique de G-
modules de Banach relativement projectifs. Alors, tout G-morphisme continu
u : V_, — U_, se prolonge en un morphisme u, : Vi, — U, de complexes
différentiels de G-modules de Banach unique a homotopie preés.

2.3. DEFINITION ET PROPRIETES DE L'HOMOLOGIE /.

DEFINITION 1. Soient V un G-module de Banach et ( Py, d) une résolution
homologique forte relativement projective de V. Les groupes d’homologie du
sous-complexe différentiel des vecteurs G-coinvariants (P.), s’appellent es-
paces de /1-homologie du groupe GG a coeflicients dans le G-module de Banach
V et se notent H' (G, V) := H.((P.),).

D’apres le lemme 2 on sait que toutes les résolutions fortes relativement
projectives d’'un G-module de Banach V' sont homotopiquement équivalentes.
Donc, les espaces d’homologie H!'(G,V) ne dépendent pas de la résolution
relativement projective choisie. En particulier, si on prend la bar résolution
(Cf}O(G,]R)@V, Ok, Sx) associée au groupe G on obtient un isomorphisme ca-
nonique :

ou 0, désigne l'opérateur différentiel du complexe des n-chaines normalisées

de type /1,
CfL14r1,o(Ga R)®,V ~ CiH (G, R)QV

dont ’expression explicite est donnée pour tout

g1 ]+ | gn] ® v € CLH(G,R)BV
par :
On(lgn |-~ lgnl®@v)=T[92 |- | gn]®g1-v—[g192| -+ | gn] ® v
+o (D" | | g1l @ .

Maintenant, grace a 'isomorphisme (4) on voit aisément que le groupe
Hgl(G, V) = V. De méme, si on suppose que le groupe G agit trivialement
sur l'espace de Banach V on en déduit que le groupe Hfl (G, V) =0 (cf. [20]).
En effet, si pour tous les éléments g € G et v € V on pose,

1 n— n— o
m(g.0) =Y 5l g7 @v e GG RV (5)
n>1
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on obtient une 2-chaine normalisée dont le bord est égal a dx(m(g,v)) =
[g] ® v e BA(G,V).

Rappelons aussi que puisque 'image d’un opérateur linéaire continu n’est
pas en général fermée ceci implique que la restriction de la norme ¢; sur
I’espace des ¢1-cycles Zf;l (G, V) peut dégénérer sur le quotient,

01
LT~ ma,v).
Bnl (Ga V)

En effet, S. Soma a construit des exemples de variétés de dimension trois M3
pour lesquelles la semi-norme || - ||; induite sur l'espace HSI(M ,R) dégénere
(cf. [24]).

DEFINITION 2. Le groupe quotient de I’espace H.'(G,V) par le noyau
Ker(]| - ||1) s’appelle groupe d’homologie ¢;-réduite du groupe G a coefficients

dans le G-module de Banach V et se note Hﬁl(G, V).

Pour finir cette section nous donnerons deux résultats classiques
qui concernent ’action d’un groupe discret sur ses propres espaces de {i-
homologie.

PRrROPOSITION 2. Soit V un G-module de Banach. Alors, pour tout entier
n > 0 et pour tout élément g € G I'automorphisme intérieur iy, : G — G induit

I’application identique sur I’espace d’homologie H (G, V) (resp. Fﬁl (G, V)).

Démonstration. Soient V' un G-module de Banach et (P,%, 0y, s.) une
résolution homo-logique forte relativement projective de V. Pour chaque gg €
G et n € N posons pour tout vecteur vy, € Py, Up(vy) = go - vn. Ainsi, puisque
les morphismes U, : P, — P, vérifient les deux relations,

Un(g-vp) = To (9)-Un(vn) et Up(vp) =vp+(g90-vn—vn), Yo, € P,VgeG

on en déduit que U, induit 'identité sur I’espace des vecteurs G-coinvariants
(Pn)g- Par conséquent, 'automorphisme intérieur i, : G — G induit 'appli-
cation identique sur les groupes d’homologie H,((P\).) = H2 (G, V). 1

COROLLAIRE 1. Soit I un groupe discret et G sous-groupe normal de T.
Alors, la conjugaison dans le groupe I' induit une action naturelle du groupe

T _
quotient G su les espaces d’homologie H (G, V) (resp. Hil(G, V).
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3. COHOMOLOGIE BORNEE D’'UN GROUPE DISCRET

3.1. DEFINITION ET PROPRIETES. Etant donné un G-module de Banach
V, pour tout entier n > 0 on désigne par C}'(G, V) I'espace de Banach des
n~-cochalnes non homogenes bornées f : G — V. C’est-a-dire, il existe un réel
k > 0 tel que la norme £,

I f lloo= sup{ll fg1:---59n) 2 91, -, 9n € G} <k

Notons que la norme || - ||« permet de voir que l'espace C}'(G,V) est
isomorphe a I’espace de Banach des opérateurs linéaires continus L(R[G"], V).

Sur le complexe des cochaines bornées non homogenes C; (G, V') on définit
une différentielle d,, : CP(G, V) — C}"(G, V) par 'expression,

dn(f)(g15- s 9nv1) = 91-f(92, -+, Gnt1)
+ Z(_l)zf(gh -3 9iGi+1, - - - 7gn+1)
=1

+ (_1)n+1f(gl7 s 7971)

Ker(d
Les groupes quotient H}'(G,V) := Ie(rd(n)) s’appellent espaces de coho-
mitn—1
mologie bornée du groupe G a valeurs dans le G-module de Banach V. Notons

quon a HY(G,V) =V et que

ey = HECGY) | Hig) = 915 (92) + S (91). V1,92 € G}
e {feClG,V)|FveVVgeG,f(g)=gv—uv} :

En particulier, quand le groupe G agit trivialement sur ’espace vecto-
riel réel V on voit qu'on a H} (G, V)=0 puisque {0} est le seul sous-groupe
additif borné dans V. Notons aussi que la norme || - ||oo définie sur les es-
paces CJ'(G, V) induit une semi-norme sur les espaces de cohomologie bornée
H}'(G,V). Quand le groupe G agit trivialement sur V' = R, N. Ivanov a
démontré que HZ(G,R) est un espace de Banach (cf. [16]).

Les groupes de cohomologie bornée Hj' (G, V') peuvent étre définis a partir
du sous-complexe différentiel des cohaines homogenes G-invariantes,

(Cro(G, V)T = (LR[G™], V) = CJ(G, V)

ott la différentielle d’une n-cochaine homogene f : G"*! — V est donnée par
I’expression,

1=n-+1

5n(f)(g()agla"'>gn+1) = Z (_1)if(g()7"-7/g\i7"'>gn+1)7

=0
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ol g; veut dire omettre la composante g;.
Pour finir ce paragraphe on donnera quelques résultats utiles pour la suite
de ce travail dont les démonstrations se trouvent dans l'article [15] ou [6].

PRrROPOSITION 3. Soient G un groupe discret et V un G-module de Banach.
Pour tout élément go fixé dans le groupe G on note iy, : G — G 'automor-
phisme intérieur qui lui est associé. Alors I'opérateur (ig,), : Hy'(G,V) —
H}'(G,V) est égal a I'identité.

COROLLAIRE 2. Soit I' un groupe discret. Pour tout sous-groupe normal
G C T la conjugaison dans le groupe I' induit une action isométrique du

r
groupe quotient G sur les espaces semi-normés Hy' (G, V).

La proposition 3 et son corollaire 2 nous permettent de déduire la propo-
sition suivante :

PROPOSITION 4. Soit I un groupe discret. Pour tout sous-groupe normal
G C T et pour tout entier n > 1 linjection canonique ¢ : G — I' induit un
opérateur iy, : Hy'(I',V)) — Hy'(G, V') qui prend ses valeurs dans le sous-espace

des vecteurs a—invariants. C’est-a-dire on a Im(i,) € HJ'(G, V)F/G.

3.2. SUITES SPECTRALES EN COHOMOLOGIE BORNEE. Dans ce para-
graphe, nous donnerons un bref rappel sur la théorie des suites spectrales
développée dans la catégorie des complexes différentiels semi-normés. Ensuite,
avec la donnée d’une extension de groupes discrets 1 — G = I' 5 I — 1,
nous décrirons le complexe différentiel double qui induira la suite spectrale
de Hochschilde-Serre en cohomologie bornée (EX?, d?) dont la différentielle
dg’o : Eg 2 E"T30 gera explicitée dans la section 5.

3.2.1. CONSTRUCTION DES SUITES SPECTRALES. Soit (K™, d,) un com-
plexe différentiel de degré +1 (i.e. cohomologique) dont le terme général K"
est un espace vectoriel réel semi-normé et d,, : K™ — K"! est un opérateur
linéaire continu tel que dn41 0 dy, = 0.

On dira que le complexe différentiel (K*, d,) possede une filtration positive
décroissante si pour tout entier n > 0, il existe une famille de sous-espaces
vectoriels FPK™ C FP7LK"™ tels que d,(FPK") C FPK""! avec FPK* = K*
si p < 0. Les termes FPK™ seront donc munis par la topologie induite.
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Il est clair que les inclusions de complexes différentiels FPK* <Jy K* in-
duisent des opérateurs linéaires continus, j? : H"(FPK*,d,) — H"(K*,d,), et
que les images FPH"(K*,d,) := Im(j?) C H"(K*,d,) avec F'H"(K*,d,) =
H"(K*,d,) définissent une filtration positive décroissante de ’espace vectoriel
H™(K*,d,),

... C FPH EY(K* d,) C FPHY(K*,d,) C ---
C F'H"(K*,d,) C F°H"(K*,d,)

dont le nombre des termes n’est pas fini en général.
En fait, si on suppose que la filtration positive décroissante FPK* est
réguliére i.e. :

Vg >0, 3n(q) >0, Vp>u(q) = FPK?1=0

il en résulte que pour chaque entier n > 0 fixé la famille { FPK™ ;p € N} est
finie et que par conséquent la famille décroissante de sous-espaces vectoriels
{FPH"(K*,d,) ;p € N} est finie.

Considérons un complexe différentiel (K™, d,) d’espaces vectoriels réels
semi-normés et supposons qu’il est muni d’une filtartion positive décroissante
réguliére notée FPK*. Pour tout entier r > 0 on définit les sous-espaces vec-
toriels topologiques,

— ZP9 = {x € FPKPH4 | d,  r€ Frrptatly

— Bl ={x € FPKPY1 |3y e FP"KPTa"t d y=ua}.

Observons que par construction des sous-espaces Z2'? et BP'Y on a les
inclusions,

D,q p+r,g—r+1
dp+q (ZT‘ ) C ZT
et
p+1,g—1 D,q p+1+r,g—r p+r,g—r+1
dp+q(Zr—1 +Br—1) C Zr—l +Br—1 .

Donc, si on munit I'espace vectoriel quotient

Dsq

EP4 — Zr
r Zp+1,q—1 + BPA
r—1 r—1

par la semi-norme de la topologique quotient on déduit que la différentielle
d, : K" — K™t induit une famille d’opérateurs linéaires continus :

dg,q: Ef’q N Ef”’q*’"“
[z] = dpiq(z)]



258 A. BOUARICH

de norme || &7 ||<|| d,, || et tels que dETTT o @29 — 0. En conséquence,
pour tout entier » > 0 le couple (E,;"*, d;”*) est un complexe différentiel d’es-
paces vectoriels réels semi-normés bi-gradués.

Au complexe différentiel filté (K*,d,) on associe également les familles de
sous-espaces vectoriels topologiques suivants :

~ ZP1 ={x € FPKP*1|d , x =0};

~ B ={x e FPKPY1 |Jy e KPTa~t d , y=ua};

ZPa . . .
- B = mra et que I’on munit de la structure topologique quotient.
o0 oo

Avec les notations ci-dessus on obtient donc les inclusions suivantes :

P,q D,q P,q D,q p,q P.q P,q P,q
By C...cBriC Bl C...CBRICZRIC ... CZ CzPi... C Zb

tel que pour r > pon a :

P,q — Pqd — RP9 — RPY4 _ . _ RPY
BOO_UBT’ _Br _Br+1_ _Boo
r>0

et par régularité de la filtration FPK™* si on pose ro = u(p+ ¢+ 1) — p on
vérifie que I'intersection :

Pq — P9 P,q —_— e e e — P,q
(20t =280 =200, = - = Z81.
s>0

En effet, grace a la régularité de la filtration FPK* on déduit que la suite
des sous-espaces vectoriels réels {EF? ;Vr € N} est stationaire. C’est-a-dire,
a partir d’un certain rang assez grand r > 0 on a,

qd P9 __ J— )
EP=FPl =... = EP4.

Suite a cette propriété on dira que la famille de complexes différentiels
bi-gradués (E:*, d:*) converge vers ’aboutissement EX et on désignera ce
fait par le symbole :

EPt  —  EPI

Enfin, observons que puisque le sous-espace vectoriel ZP+9 est contenu dans
le sous-espace vectoriel des cocycles Ker(dp;,) on obtient une surjection ca-
nonique continue,

FPHPTI(K* d,)
FrtlHPHe(K* d,)

zZP1 —
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dont le noyau est égal a la somme BP9 + ijl’q_l. Par conséquent, comme la
filtration FPK* est réguliere on déduit que pour tout entier n > 0 la famille
des bijections linéaires continues induites,

Zpn=p FPH™(K*,d,)

pn—p . .
{Eoo T Bgnfp + Z£o+1,nfpfl - FerlHn(K*’d*) ’vp S N}v

est finie.

Avec les notations ci-dessus, pour tout complexe différentiel (K*,d,) qui
est muni d’une filtration positive décroissante et réguliere FPK™* on a les af-
firmations suivantes (cf. [6]) :

1. 1l existe une bijection canonique continue définie sur le premier terme
EP? dans I'espace d’homologie relative HP+9(FPK* /FPTLK*) qui envoie
la différentielle d; sur lopérateur de bord (i.e. connexion) associé au
triplet (FPK*, FPYLK* FPH2 "),

2. Pour chaque entier r > 0 il existe une bijection continue, EP% =
HPA(E**,d,). Autrement dit, la famille de complexes différentiels bi-
gradués (E;",d;"™) est une suite spectrale dont les termes sont des es-
paces vectoriels réels semi-normés.

3. Il existe une bijection continue qui envoie la somme directe topologique

p=n
E% = @E&"‘p sur la somme directe topologique
p=0

P FPH™M(K*,d,)
D (

~ gPta(K*
Fp—l—lHn(K*,d*) —H (K 7d*)

p=0

En conséquence, la suite spectrale (E;", d;’™) converge vers I’espace vec-
toriel de la cohomologie H"(K*,d,) i.e. :
EPY = EPTT S HPYYK®,d,).
3.2.2. LA SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE. La donnée d’une
extension de groupes discrets 1 — G — I' -2 II — 1 et d’un I-module de

Banach V' permet de construire un complexe différentiel double dont le terme
général est défini par,

Vp,q €N, KP?:=CP(IL,U9) ot  U%:=Lg(RI, V).
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Comme au paragraphe 3.1, puisque les éléments de ’espace vectoriel KP4
sont des cochaines bornées, on définit une différentielle horizontale dyy : KP7 —
KPtL4a et une différentielle verticale dyy : KP4 — KP9t! telles que

deH = O, dUdU =0 et deU = dUdH.

De méme, au complexe différentiel double (K**, dy, dyy) on associe un com-
plexe différentielle totale (Tot(K™**), d,) de degré +1 ou pour tout entier n € N
on pose :

Tot(K**)":= @ KP? et d.:=dn+ (—1)’dy.
ptg=n
Le complexe différentiel total (Tot(K**), d,) possede deux filtrations posi-
tives décroissantes et régulieres verticale et horizontale notées respectivement :

FPTot(K**) : ZKW et FITot(K**): ZKW

i>p Jj=q

Donc, aux filtartions (F} Tot(K**),d,) e (FpTot(K* *),d,) on associe
deux suites spectrales notées respectivement E*; rh et EM qui convergent vers
la cohomologie du complexe différentiel total, (Tot(K *),de = dn+ (—1)Pdy)
et vérifient les propriétés suivantes (cf. [6]) :

1. La suite spectrale E » dégénere au premier terme (i.e., E¥ ;f =0,Vp >

1,4 > 0) et son aboutlssement E% = Hy (L', V). Donc, la suite spectrale

EP converge vers I'espace de la cohomologie bornée HP (T, V).

2. 11 existe une bijection continue du terme EPY dans l'espace vectoriel
semi-normé C}(IT, H}(G,V)) des p-cochaines non homogenes bornées
sur le groupe II a coefficients dans 'espace semi-normé Hg (G,V), en
plus, la différentielle d, , s’envoie sur la différerntielle dj, .

3. Tl existe une bijection continue du terme Ej’ dans Hy (IT, H) (G, V') es-
pace de cohomologie bornée associé au complexe différentiel
(Cy (I, H(G, V), dyy)-

4. La suite spectrale (EP9,d, ) converge vers la cohomologie bornée du
groupe I' a coefficients dans le I-module V i.e. :

EYT S HY(ILHY(G,V)) = HITUT, V).

Pour finir ce paragraphe nous démontrons le lemme suivant qui donne des
. 0 2 .
renseigements sur la structure des termes E3"" et E5"° utiles pour la preuve des
théoremes

Bet C.
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LeEMME 3. SiV est un I'-module de Banach trivial alors on a les assertions
suivantes :
1. Le terme Eg’o = Eg’o, donc il existe une bijection linéaire continue sur
le terme E;“O a valeurs dans I'espace de cohomologie bornée Hy'(11, V).
2. Il existe une suite exacte d’opérateurs linéaires continues,

_ dn72,3
N Y )}

. o e . 0,2
En conséquence, il existe une bijection linéaire continue sur le terme Fq
a valeurs dans HZ (G, V)1 espace des classes de cohomologie bornée I1-
invariantes.

Démonstration. 1) Rappelons que le terme Eg’q est égal a la cohomologie
du complexe différentiel (E;™, d5™) (A une bijection continue pres), donc pour
tout entier n > 0 on a :
no ~ Ker(alg’0 : Eg’o - ESH’_I)

3 n—2,1 . pn—2,1 n,0
Im(d,, ) — Ey)

et

2 Ker(dy? : EJ® — EJT21 .
o Im(dy T By o B
Puisque V est un I'-module trivial, espace vectoriel H} (G,V) = {0} et
par suite le terme E§72’1 = H} (1L, HE(G,V)) = {0}. De plus, comme le
terme E5 7! = {0} on déduit que le terme E§° = Ey° 5 HJ(IL V).
2) Puisque le terme Ey "> 5 gL HY(G,V)) = {0} cela implique
n—2,3
que la suite d’opérateurs linéaires continus Ejy > =, EP? — EY 2 5 0 est
exacte. Ainsi, si on prend n = 0 il s’ensuit que le terme Ey 28 = {0} et que
Ey? = By 5 HY(IL, H2(G, V). Donc, le terme Ey? 5 H2(G, V).

3.3. Cup-PRODUIT. Soient U, V et W trois G-modules de Banach et
pw:UxV — W un opérateur bilinéaire continu G-équivariant. Pour tout
couple de cochaines bornées non homogenes f € C}(G,U) et h € CJ(G,V)

on définit leurs cup-produit f U h € C’f Jrq(G, W) par la formule suivante (cf.
[10]) :

FUn(gr |- 19,.,)) =n(fgr |1 gp])
®9192“'gp‘h([gp+1 | ’ngrq])' (6)
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Il est facile de vérifier que le cup-produit U : C;(G,U) x Cy(G,V) —
Cy (G, W) est continu, associatif et commute avec la différentielle d, dans la
formule suivante,

dprq(fUR) =dp(f)Uh+ (=1)PfUdy(h). (7)

Ainsi, en passant en cohomologie, I'expression (6) induit un cup-produit
sur les espaces de cohomologie bornée qui sera noté aussi :

U: HPY(G,U)x H(G,V) —  HM(G,W)
(If1,[A]) — [f]U[R]:=[fUA].

Dans le reste de ce paragraphe, on donnera des exemples de cup-produit
utiles pour la suite de ce travail.

Notons d’abord que grace a la fonctorialité de la cohomologie bornée et
de I’homologie ¢!, la donnée d’une représentation extérieure 6 : IT — Out(C)
permet de munir les deux espaces HZ(G,R) et Hgl(G,R) d’une structure de
II-module de Banach. Notons aussi que le crochet de dualité <, >: H Z?(G, R) x
FQI(G,R) — R (évaluation) réalise une forme bilinéaire II-équivariante. En
effet, 'action de II sur R étant triviale on aura pour tous les éléments a € II,
x € HY(G,R) et y € Hy' (G, R) :

< B(a)y(z),0(a); (y) >=< z,0(a), 0 0(a); 1 (y) >=< 2,y > .

Par conséquent, I’expression (6) induit un cup-produit sur la cohomologie
bornée du groupe II qu’on notera :

U: HP(ILHy (G, R)) x HI(IL, HX(G,R)) — H'YI(ILR),  Vp,qe N,

Ce cup-produit U qu’on vient de définir possede deux cas particuliers tres
utiles pour la suite de ce travail :

1) Si on suppose II = G et que 6 = 1 est la représentation triviale on ob-
tient alors un cup-produit sur les espaces de cohomologie bornée a coefficients
triviaux :

U: HY(G, Hy (G, R)) x HI(G, HX(G,R)) — HP™(G,R),  VYp,qeN.

2) Supposons que la représentation extérieure 6 : II — Out(C) est as-

sociée & une extension de groupes discrets 1 — G = I' % II — 1. Ensuite,
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considérons les trois complexes différentiels doubles

KP1 = CP(IL, Lg(RDIT, R)),

KP4 = CP (11, Lg(RT7M), HE (G, R)),
—

Kyt = Cy(I, LoRI™ Hy (G,R)),

ou chacun d’eux est muni de la filtration positive décroissante naturelle suivant
le degré p (cf. 3.2.2). Ainsi, avec ces données, on obtient trois suites spectrales
de Hochschild-Serre notées respectivement
(EP1.d,), (EP?.d, ) et (Eﬁ’qu,dnél).
Enfin, si on considere le crochet de dualité <, >: HZ(G,R) x F§1 (G,R) —
R on obtient un cup-produit au niveau des complexes différentiels doubles,
U K& x K — KP4, qui induit par suite un cup-produit au niveau des

suites spectrales,
U: EPY x P4 —y pptriatd
: 7,00 7,01 r

qui commute avec les trois différentielles d._, d
suivante :

-e, €t d, dans la relation

+/’+/ R l’/_ R , /’/ + , /’/ /’/
dETPHATE (P Y xfl ) = df,fo(xfoq) U xfl T4 (1)l y df,ef (xfl ).

3.4. QUASI-MORPHISMES ET 2-COCYCLES BORNES. Ce paragraphe est
entierement extrait de [3] et [4].

3.4.1. GENERALITES SUR LES EXTENSIONS CENTRALES. Soient G un
groupe discret et ¢ € Z2(G,R) un 2-cocycle réel non dégénéré i.e. c(g,1) =
c(l,9) =0,Vg € G.

Observons que si on munit le produit cartésien R x G par la multiplication
interne

(t,g9) - (u,h) == (t +u+c(g,h), gh)

on obtient un groupe noté, R x. G, tel que 'injection canonique j(t) = (¢,1)
et la surjection canonique p(t,g) = ¢g deviennent des hommorphismes et que
le sous-groupe image j(R) = Ker(p) est central dans le groupe R x.G. Notons
aussi que si on remplace ¢ par le 2-cocycle ¢ = ¢+ df, avec f : G — R est
une cochaines telle que f(1) = 0, on obtient un isomorphisme de groupes F :
R x s G — R x.G défini par F'(t,g) = (t+ f(g),g) ou F(¢,1) = (¢,1),Vt € R.
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En conséquence, un 2-cocycle ¢ € Z?(G, R) induit une suite exacte courte

qui réalise une extension centrale du groupe G par R et qui ne dépend que de
la classe de cohomologie [c] € H?(G, R).
Inversement, étant donnée une extension centrale

0 R—2-G—L2>q 1,

en fixant une section ensembliste s : G — G de la projection p : G — G (i.e.
pos =id) telle que s(1) = 1 on vérifie que I’expression

c(g1,92) = 5(91)s(g2)5(9192) " (8)

définie un 2-cocycle non dégénéré c € Z?(G,R) (cf. [10] et [17]).

D’autre part, puisque pour tout élément g € G, les deux éléments g et
s o p(g) se projetent via la surjection p sur p(g) € G, il existe un unique
élément central ®(g) € R tel que :

g = sop(g)®(9)- (9)

AFFIRMATION 1. La I-cochaine réelle ® : G — R définie par (9) vérifie les
propriétes suivantes ot on considére R ~ Ker(p) comme un groupe additif :

L Vg1, g2 € G, p*(c)(g1,92) = ®(5152) — B(91) — P(G2)-
2. VteR, &)=t

3. Vte R,Vg e G, ®(gt) = P(g) +t.

4. pos=0.

En conséquence, la correspondance F(g) := (®(g),p(g)) est un isomor-
phisme d’extensions centrales de G dans R x. G.

Démonstration. 1) Soient g; et go € G, des expressions (8) et (9) il résulte
que :

p*(0)(g1,52) = s o p(g1)s o p(g2) (s 0 p(g1g2)) "

)
= 519(51) ' 52®(52) " (61522(7152) )
= ®(9192) — ®(g1) — ®(g2)-



EXPRESSION DE LA DIFFERENTIELLE d3 265

2) Puisque pour tout t € R, p(t) = 1, la relation (9) implique ®(t) = t.

3) Par construction on a gt = sop(gt)®(gt),Vt € R et g € G. Ainsi, comme
p(gt) = p(g) on obtient ®(gt) = ®(g) + .

4) Puisque pour g € G on a s(g) = sop(s(g))Pos(g) et pos(g) =g, donc
dos(g)=0. 1

Suite aux discussions précédentes on conclut qu’il existe une correspon-
dance bijective entre les classes de cohomologie x € H?(G,R) et les extensions
centrales du groupe G dont le noyau est isomorphe avec R (cf. [10] et [17]).

3.4.2. GENERALITES SUR LES QUASI-MORPHISMES

DEFINITION 3. Soit G un groupe discret, on dira que l'application ® :
G — R est un quasi-morphisme s’il existe un réel k& > 0 tel que pour tous g
et h éléments de G on a,

| @(gh) — ®(g) — ®(h) [< k.

Si en plus, pour tout entier n € Z on a ®(¢") = n®(g) on dira que P est
un quasi-morphisme homogene.

Notons que si on applique affirmation 1, on voit que pour tout 2-cocycle
borné ¢ : G x G — R la 1-cochaine ® : G — R qui lui est associée par I’expres-
sion (9) est un quasi-morphisme. Ce quasi-morphisme n’est pas nécessairement
homogene, mais on peut le rendre homogene en posant,

o@) = lim ~a(g"). (10)

AFFIRMATION 2. Le quasi-morphisme homogéne ¢ : G — R défini par
(10) vérifie les propriétés suivantes :

1. Vt € R,Vg € G,¢(gt) = ¢(g) +t, en particulier p(t) = t pour tout t € R.

2. La cochaine réelle b’ = ¢ — ® est bornée et R-invariante (i.e. b'(tg) =

b'(9))-

Démonstration. 1) Puisque R est contenu dans le centre du groupe G, pour
tout n € N et pour tout élément § € G on a (gt)" = §g™t". Par application de
®, puis par passage a la limite on obtient 1).

2) Puisque @ est un quasi-morphisme il existe un réel k > 0 tel que pour
tous les éléments g et h de G, | ®(gh) — ®(g) — ®(h) |< k. Donc, pour tout
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g € G et pour tout n € N, on a | ®(g") —n®(g) |< (n—1)k. Ainsi, par passage
a la limite sur n on déduit que b’ = ¢ — ® est une cochaine bornée, qui est
R-invariante puisque ® et ¢ vérifient la propriété 1). |

La propriété 2) de laffirmation 2 montre que la cochaine bornée b/ = p— @
induit sur le groupe G une cochaine bornée b : G — R telle que bop = ¥'.
Ainsi, en posant

so(g) =s(g9)b(9)™", Vged@

on obtient une section ensembliste & la projection p telle que so(1) = 1. De
plus, puisque pour tout g € G I'élément sp o p(g) se projetent sur p(g) € G, il
existe donc un élément central h(g) € R tel que :

g = hg)socp(9). (11)

AFFIRMATION 3. Avec les notations ci-dessus on a les affirmations sui-
vantes :

1. La cochaine h : G — R définie par (11) est égale au quasi-morphisme
homogéne ¢ : G — R qui est associé & ® par 'expression (10).

2. Le 2-cocycle borné ¢ induit par le cobord R-invariant —dy est cohomo-
logue au 2-cocycle borné c. Plus précisément, on a ¢ —c = —db, ot b est
une cochaine bornée.

Démonstration. 1) Si a I'élément g € G on applique les formules (9) et
(11) simultanément, on obtient ’expression

g =s0p(9)¢(g) = so o p(g)h(g) = 50 p(7)b(p(7)) " h(7)

de laquelle on déduit que h(g) —®(g) = b(p(g)) = b/'(g) (cf. aff. 2). C’est-a-dire
onah=qp.
2) Un calcul direct sur le défaut des sections s et sy montre que ¢—c = —db.

Suite aux assertions de I'affirmation 3 on peut maintenant interpréter une
classe de cohomologie bornée réelle x € HZ (G, R) par la donnée d’une exten-

sion centrale
4 s
0—R—I>G=—=G—1

|

R
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munie d’'une section ensembliste s, : G — G de la projection p telle que le
quasi-morphisme ¢ : G — R qui lui est associé par la formule (9) est homogene
et avec ¢(s;(g9)) =0,Yg € G.

L’affirmation suivante se démontre en utilisant le fait que ¢ est un quasi-
morphisme homogene associé a la section s, :

AFFIRMATION 4. Avec les notations ci-dessus on a les assertions suivantes :
1. Vg € G,Vn € Z,5,(g") = (s2(9))™.
2. La section s, : G — G commute avec la conjugaison i.e. :

s2(ghg™Y) = 52(9)s2(h)sz(9)™%, Vg, h € G.

3. Sion désigne par Z(G) le centre du groupe G alors pour tous les éléments

g€ Getze Z(Q) on as,(z) € Z(G) et 8:(92) = 5:(9)5:(2).

En conséquence, la restriction de s, a Z(G) (a valeurs dans Z(G)) (reps.

¢ a Z(G)) est un homomorphismes tels que pour tout Z € Z(G) on a :

Z=5,0p(Z) +jop(Z) et ©(Z 9) = ¢(2) + ¢(9)

Autrement dit, en tant que Z-modules on a Z(G) = R Z(G).

La section s, étudiée ci-dessus n’est pas unique dans I’ensemble des sections
de la projection p qui induisent par (9) un quasimorphisme homogene. En effet,
si on multiplie s; par un homomorphisme m : G — R on obtient une nouvelle
section s1 = s,.m de p dont le quasi-morphisme homogene associé par (9) est
égal a o1 = ¢ —mop. Cependant, si on note ¢, le 2-cocycle borné obtenu par
la formule (8) & partir de la section s, on voit alors que le 2-cocycle borné
associé a la section s; par la formule (8) reste égal a c,.

La proposition suivante résume les propriétes du 2-cocycle borné ¢, qui
sont en effet essentielles pour le reste de ce travail.

PROPOSITION 5. (CF. [4]) Pour toute classe de cohomologie bornée x €
HE(G, R) il existe un 2-cocycle borné ¢, unique dans la classe de cohomologie
de x tel que :

1. ¢, est le seul 2-cocycle borné représentant x qui vérifie la relation :
ex(g",g™) =0, Ym,n € N,Vg € G. (12)

De plus le quasi-morphisme qui lui est associé par (9) est homogéne. On
appellera c,, le 2-cocycle homogéne représentant la classe x.
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2. La classe de cohomologie x € HZ(G,R) est nulle si et seulement si le
2-cocycle borné homogéne c, est nul.

3. Pour tout automorphisme a de G on a a*(cz) = Cay,y, OU O : H(G,
R) — HZ(G,R) est I'isométrie induite par o. En conséquence, la classe x
est fixée par I'isométrie oy, si et seulement si le 2-cocycle homogéne c, est
invariant par « (i.e. a*(cy) = ¢;). En particulier, le 2-cocycle homogéne
¢, est invariant par conjugaison.

Démonstration. 1) Soient ¢ €  un 2-cocycle qui vérifie (12) et b: G - R
une cochalne bornée telle que ¢— ¢, = db. Puisque c et ¢, vérifient la condition
(12) il s’ensuit que pour tout g € G on a 'égalité db(g,g) = 0 qui implique
que b(g*") = 2"b(g),¥n € N. Donc, b = 0 et par suite ¢ = c,.

2) Supposons que la classe x est nulle. Donc, il existe une cochaine bornée
réelle b telle que ¢, = db. Ainsi, comme dans la preuve de 1) la condition (12)
implique que ¢, = 0. La réciproque est évidente.

3) Puisque le 2-cocycle ¢, est homogene il en résulte que pour tout au-
tomorphisme « du groupe G le 2-cocycle a*(c;) € ap(x) vérifie (12). Donc,
d’apres 1) ¢, (z) = a*(cz)- |

3.5. CONSTRUCTION DE LA CLASSE DE COHOMOLOGIE BORNEE DE DE-
GRE DEUX g. Soit G' un groupe discret que l'on fait agir trivialement sur le

second espace de I’homologie ¢!-réduite Fgl(G,]R). Soit m, : G? — Cgl(G, R)
la cochaine définie par I'expression :

m,(g,h) = (9,h) — m(g) + m(gh) — m(h) = (g,h) —moda(g,h)  (13)

oum : C’fl (G,R) — 051 (G, R) désigne 'opérateur borné défini ci-dessus par la
formule (5) (cf. [20]). La cochaine m, est bornée parce que d’apres ’expression
(5) pour tout g € G la norme ||m(g)||; = 1 implique que pour tous g et h € G
la norme ||m,(g,h)|; < 4.

AFFIRMATION 5. Pour tous g et h € G on a les propriétés suivantes :

1. Pour toute cochaine bornée b: G — R, on a : < db,m,(g,h) >= 0.

2. Sic:G? = R est un 2-cocycle borné et si ¢, : G — R désigne I'unique
2-cocycle borné homogéne tel que x = [c] = [c;] € H(G,R) alors,

<¢, mQ(ga h) >=< Cmamz(ga h) >= Cx(ga h)
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Démonstration. Premierement, remarquons que d’apreés l'expression (5)
qui définit la co-chalne m : G — Cﬁl(G,R) pour toute cochaine bornée b on
a, < db,m(g) >= b(g), ceci entraine < db,m, >= 0. Ainsi, puisqu’il existe
une cochaine bornée v : G — R telle que ¢ — ¢, = db’ on voit donc que
<ce,my >=< cp,m, >.

Enfin, en utilisant le fait que le 2-cocycle ¢, vérifie la condition d’ho-
mogénéité on en déduit que < ¢z, m,(g,h) >= cz(g,h). 1

AFFIRMATION 6. La cochaine bornée m, : G* — C’gl(G,R) induit un 2-
cocycle borné homogéne m, : G? — Fgl(G,R) (ie. m,(¢g™,g") = 0,Yg €
G,Ym,n € 7).

Démonstration. Observons d’abord que puisque pour tout ¢ € G on a
d2(m(g)) = g il en résulte que la cochaine bornée m, : G? — 051 (G,R) prend
ses valeurs dans ’espace des ¢1-cycles Zgl(G,R). Ainsi, en composant la 2-
cochaine m, avec la surjection canonique Z5' (G, R) — Fgl(G,R), on obtient
une 2-cochaine bornée m, : G? — Fgl(G,]R).

Pour démontrer que le cobord de la cochaine m, : G — Hﬁl (G,R) est nul
nous allons démontrer que le cobord de la cochaine m, : G — Zgl(G,R) est

une 3-cochaine a valeurs dans I’adhérence 351 (G,R) C Zgl (G,R).

En effet, si on désigne par D, la différentielle ordinaire du complexe des
cochaines bornées non homogenes Cj (G, Zgl (G,R)) ot le groupe G agit trivia-
lement sur ’espace Zgl (G,R), alors, a partir de la deuxiéme assertion de 1affir-
mation 5 et de la lindarité du crochet de dualité <, >: HZ(G,R) xﬁgl (G,R) —
R on voit que pour toute classe de cohomologie bornée = = [c] = [¢;] €
HE(G,R) et pour tous g, h et k € G on a,

< ¢, Dy(m,)(g,h, k) >= < c,m,(h, k) > — < ¢,m,(gh, k) >
+ < e,m,(g,hk) > — <c,m,(g,h) >
= Cx(hak) - Cx(ghv k) + Cm(gv h‘k) - Ca:(g7 h)
= dcy(g,h, k) =0.

Ainsi, de la derniere expression on déduit que le cobord D,(m,) : G3 —
Zgl(G,R) prend ses valeurs dans ladhérence Bgl(G,R) - Zfl(G,R).
Parce que si on suppose qu’il existe des éléments gg, hg et kg € G tels que,
D(m,)(go, ho, ko) ¢ Bgl(G,R) C Cgl(G,R), le théoreme de séparation de
Hahn-Banach (cf. [9], [25]) nous permet de trouver une forme linéaire continue
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non nulle ¢y : 051 (G,R) — R qui s’annule sur le sous-espace fermé Bél (G,R)
et telle que < ¢g, D«(m,)(go, ho, ko) >= 1.

Maintenant, puisque la forme linéaire continue ¢ : Cgl(G,R) — R est
nulle sur I'espace des 2-bords bornés 351 (G,R) C Bgl (G,R) on en déduit que
co : Cgl(G,R) — R définit un 2-cocycle borné ¢y € ZZ(G,R) et donc, pour
tout triplet (g,h, k) € G® on aura 1’égalité

< ¢, Di(m,)(g,h, k) >=0

qui contredit le fait que < ¢y, D.(m,)(go, ho, ko) >= 1.

Par conséquent, pour tous g, h et k € G le cobord D,(m,)(g,h, k) €
BS (G, R).

Finalement, en passant en homologie ¢1-réduite on conclut que m, : G* —
Fgl(G,]R) est un 2-cocycle borné. De plus, il est homogene parce que pour
tous g € G et n,m € Z la relation < ¢z, m,(g", ¢g™) >= cz(¢9",¢™) = 0
implique m, (¢", ¢g™) = 0. 1

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour énoncer et dé-
montrer le théoreme principal A.

THEOREME PRINCIPAL A. La classe de cohomologie bornée g, := [m,] €
Hg(G,Fgl(G,R)) vérifie les deux propriétés suivantes :
1. g, est nulle si et seulement si le second groupe de cohomologie bornée
H}(G,R) = 0.
2. g, est la seule classe de cohomologie bornée élément de I'espace HE(G,
Fgl(G, R)) qui vérifie la relation,

rJg, =z, Vz € HE(G,R)

ot le cup-produit U est défini par I’entrelacement naturel (dualité) entre
les espaces de Banach HZ(G,R) et Fgl(G, R).

Démonstration. 1) La premiere proposition du théoréme est une consé-
quence de la formule < ¢, m,(g,h) >= c;(g,h) (cf. aff. 5) et du fait que la
classe de cohomologie bornée réelle [c,] est nulle si et seulement si le 2-cocycle
borné homogene ¢, = 0 (cf. pr.5).

2) Supposons qu’il existe une cochaine bornée p : G? — Zgl(G,R) qui
induit une classe de cohomologie (] € H,?(G,ﬁgl(G,R)) telle que, x U [f] =
z,Vr € HZ(G,R).
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Observons que sous cette hypothese pour toute classe de cohomologie x €
H E(G,R) on peut écrire < ¢z, —m, >= 0. Ainsi, en appliquant le théoreme
de séparation de Hahn-Banach comme dans la preuve de l'affirmation 6, on
déduit que la cochaine bornée 1 —m, : G? — Zgl (G,R) prend ses valeurs dans

l'adhérence Bgl(G,R). Autrement dit on a, 7 =m, : G — Fgl(G,R). [

Dans le papier [7], nous reviendrons sur la construction de la classe de
cohomologie go pour montrer qu’elle est universelle au sens de Yoneda et
nous en expliciterons ’expression sur quelques groupes discrets particuliers.

Dans la section 5, si 6 : II — Out(G) désigne la représentation extérieure
associée a une extension de groupes discrets 1 — G SN S | (cf. voir
4.1) nous allons démontrer que la classe de cohomologie gy est invariante par
rapport a 'action du groupe II sur ’espace Hg(G,FSI(G,R)) qui est induite
par la représentation 6 (cf. cor. 6).

4. CONSTRUCTION DE LA CLASSE DE COHOMOLOGIE
BORNEE DE DEGRE TROIS [0

Dans cette section, nous nous proposons d’associer a toute représentation
extérieure § : IT — Out(C) une classe de cohomologie bornée de degré trois du

groupe II & valeurs dans I'espace des classes d’homologie ¢1-réduite Hﬁl (G,R)
que l'on suppose muni de la structure de II-module de Banach induite
par I’homomorphisme 6. Cette classe de cohomologie sera notée [0] € HJ (I,

HY(G,R)).

Pour construire la classe de cohomologie bornée [0] € Hg(H,ﬁgl(G,R))
nous allons nous inspirer des techniques introduites en théorie de I’'obstruction
qui associe a la donnée d’une représentation extérieure 6 : II — Out(C) une
classe de cohomologie ordinaire de degré trois élément du groupe H3(II, Z(G))
(cf. [17] et [10]).

4.1. CLASSES DE COHOMOLOGIE D’OBSTRUCTION. Dans ce paragraphe,
nous donnerons l’essentiel des idées de la théorie de 'obstruction qui per-
mettent d’associer a un homomorphisme 6 : II — Out(G) une classe de coho-
mologie ordinaire de degré trois élément du groupe H3(II, Z(G)) (cf. [17] et
10]).
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4.1.1. L’APPROCHE DIRECTE. Soient 1 — G - T' % II — 1 une exten-
sion de groupes discrets et s : II — G une section ensembliste de la projection
o telle que o o s = idyy et s(1) = 1. Pour tous a € Il et ¢ € G on pose
W, (a)(g) = s(@)i(g)s(a) .

En général, 'application ¥y : IT — Aut(G) n’est pas un homomorphisme.
En effet, si on note fs : II x II — G le défaut de la section s a étre un
morphisme de groupes,

s(a)s(B) = i(fs(a, B))s(af), Va,Bell

on vérifie que pour tout g € G :

Ws(a) o Us(B)(9) = it (a,8) © Ys(aB)(g)

ot i, désigne I'automorphisme intérieur de G défini par i, (g) = zgz ', Va,g €
G.

Notons aussi que si s; est une deuxieme section ensembliste de o alors
il existe une application h : II — G telle que si(a) = h(a)s(a),Va € 1L
Ainsi, par définition de l'application ¥y, on aura la relation ¥y, (a)(g) =
h(a)Ws(a)(g)h(a)~! qui montre que ¥, induit un homomorphisme @ : II —
Out(C') ne dépendant que de la suite exacte donnée.

La cochalne non abélienne f; vérifie la condition de 2-cocycle non abélien
sur le groupe II a valeurs dans le groupe G donnée par :

\Ps(a)(fs(ﬁa ’7))]03(047 ﬁ')/) = fs(av B)fs(aﬁa '7)' (14)

En effet, c’est grace a 'expression (14) qu’on pourra identifier le groupe T’
avec le produit cartésien tordu II Xy, G munit de la loi de composition interne
suivante (cf. [10] et [17]) :

(a,9) - (a1,91) = (o, g¥s(a)(g1) f (o, 1))

On vérifie aussi que le couple (1,1) est élément neutre dans II xf G et
que i(g) = (1,9) et o(a,g) = a sont respectivement l'injection canonique de
G dans 1I x ¢, G et la projection canonique de II x s G sur II.

4.1.2. L’APPROCHE INVERSE. Considérons une représentation 6 : II —
Out(G) et un relevement ensembliste, ¥ : II — Aut(G), de 6. Puisque pour
tous les éléments « et B de II les deux automorphismes ¥(«) o ¥ () et W(af)
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représentent le méme automorphisme extérieur 6(a) o 8(3) = O(af) il existe
donc un élement f(«, ) € G tel que :

if(a,8) © Y(aB) = ¥(a) o ¥(B)

Dans la suite nous appellerons le couple (¥, f) noyau abstrait de ’homo-
morphisme 6 : IT — Out(C) (cf. [10] et [17]).

En général, la cochaine f : II x II — G ne vérifie pas la relation (14) des
2-cocycles non abéliens. Cependant, si pour tous les éléments «, 8 et v € 11
on pose :

Ky (o, 8,7) = W(@)(f(8,7) f (e, By) f (@B, ) fla, B) 7 (15)

on vérifie que l'application K, , : II3 — G prend ses valeurs dans le centre
Z(G) du groupe G. En outre, en munissant le groupe abélien Z(G) de la
structure de II-module induite par ’homomorphisme 6 : II — Out(C), alors
grace a l’associativité du groupe des automorphismes Aut(G) on démontre que
la 3-cochaine K, , : 13 — Z(G) est un cocycle et que la classe de cohomologie
(K, | € H3(I1, Z(G)) ne dépend que de la représentation extérieure 6 : IT —
Out(C). De plus, on démontre que la classe [K,, ] € H*(II, Z(G)) s’annule si
et seulement si ’homomorphisme 6 : II — Out(C) est associé a une extension
de groupes discrets 1 — G~ T -2 TT — 1 (cf. [10] et [17]).

Dans le reste de cette section, nous allons munir I’espace d’homologie ¢!-
réduite Fgl (G,R) de la structure de II-module induite par ’homomorphisme
0 : II — Out(G) et ainsi en remarquant que si on répartit les quatre facteurs
le 'expression (15) comme suit (voir I'expression (23) du paragraphe 4.4)

g@,f(a’ﬁv’)/) = mZ(\I’(a)(f(B”Y))v f(aaﬁr)/)) _ﬁ2(f(avﬁ)7f(aﬁv’y))

nous allons vérifier que la 3-cochaine bornée @Q P 3 — Fﬁl (G,R) est
un cocycle (cf. pr. 9) représantant une classe de cohomologie notée, [0] €
HE(H,ﬁgl (G,R)), qui ne dépend pas du noyau abstrait (¥, f) associé a ’ho-
momorphisme 6 : IT — Out(G) (cf. pr. 10).

L’utilité de la classe de cohomologie [f] pour cet article apparait dans la
section 5.

Plus précisément, en se donnant une extension de groupes discrets 1 —
G 5 T % 11 — 1 munie de sa représentation extérieure 6 : II — Out(G),
nous allons vérifier que la différentielle dg’Q : E§’2 — Eg”o, de la suite spectrale
de Hochschilde-Serre en cohomologie bornée a coefficients dans le II-module
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Fgl(G,R), envoie la classe de cohomologie bornée gy sur la classe de coho-
mologie bornée [f] (cf. th. B). Ensuite, pour tout entier n > 0 nous allons
démontrer que la différentielle dg’2 : By 2 EY +3’0, de la suite spectrale de

Hochschilde-Serre en cohomologie bornée réelle, est donnée par le cup produit
(cf. th. C),

dy*(z) = (~1)"z U 4]

4.2. QUASI-ACTIONS. Rappelons que d’apres les discutions du paragra-
phe 3.4, étant donnée une classe de cohomologie bornée x € Hg (G,R) nous

lui avons associé une extension centrale 0 — R 25 G@ 25 G —» 1 munie
d’un quasi-morphisme homogeéne ¢ : G — R et d’une section ensembliste
sy : G — G dont le défaut & étre un homomorphisme est un 2-cocycle borné
homogene ¢, : G* — R tel que p*(c;) = —dp et [c;] = x € HF(G,R).

Le lemme suivant ainsi que la proposition et son corollaire sont extraits de
[3] et [4].

LEMME 4. Soit (¥, f) un noyau abstrait de I’lhomomorphisme 6 : II —
Out(G). Pour tous les éléments o € Il et g € G on pose :

U()(g) = s2(¥ () (p(9)))#(9)- (16)

Alors, pour chaque o € II I'application ¥(«a) : G — G est une bijection
égale a l'identité sur la droite centrale R = Ker(p) C G et qui vérifie les
propriétés suivantes :

- Vg € G, p(¥(a)(g)) = ¥(a)(p(9)) ;

s = gy © (@)

Vo, B eI, ¥(a)oW(B) =ip,(ap o Y(af) ou Fy(a,B) = s, 0 fla,B).
Vaell,ge G,z € Z(GQ),¥(a)(g z) = ¥(a)(9)¥(a)(2).

T = W N =
<C
Q
m
=
<C
Q]
m
Q)
=
L
(o)

Démonstration. La relation 1) est évidente. La relation 2) résulte du fait
que pos, = 0. Larelation 3) est une conséquence immédiate de la relation : s,0
ig = isz (o) O Sz tandis que la relation 4) se déduit de la formule de composition,
U(a)o¥(B) = T © U(af).

Enfin, la relation 5) se démontre a l'aide des propriétés de s, et de ¢
énoncées dans 'affirmation 4. 1
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PROPOSITION 6. Pour tousg et h éléments du groupe G la bijection ¥(a) :
G — G vérifie la relation suivante :

T(a) ()P (e)(h) = W(a)(gh) (¥ ()" (c2) (p(@), p(h))cx(p(@), p(h) ™" (17)

qui mesure le défaut de ¥(a) a étre un automorphisme sur I'extension centrale
G.

En conséquence, I'application ¥(«) : G — G devient un automorphisme si
et seulement si la classe de cohomologie bornée x € HZ(G,R) est invariante
par I'action de 'automorphisme ¥(a) € Aut(G).

Démonstration. En effet, avec les notations ci-dessus on peut écrire :

T()(9)T () (h) = [52(T () (p(9))) 50 (¥ () (p(h)](9)

COROLLAIRE 3. Soient 0 — R -2 G 2+ G — 1 une extension
centrale induite par une classe de cohomologie bornée r € HbQ(G,R); et
1 — G -5 T -5 11— 1 une extension de groupes avec 6 : II — Out(G)
désigne la représentation extérieure qui lui est associée. Alors, il existe un
homomorphisme 0 : I — Out(G,R) = {a € Out(G) | a(t) = t,Vt € R} qui
commute dans le diagramme suivant

e/l
- 9
-
A #

Out(G, R) 2— Out(G)

si et seulement si la classe x € HZ(G, R) est Il-invariante. Ot p* : Out(G,R) —
Out(G) désigne ’homomorphisme naturel induit par la surjection p : G — G.

4.3. CONSTRUCTION D’UNE COCHAINE BORNEE DE “COMPOSITION”.
Dans ce paragraphe, on garde les notations introduites ci-dessus et on désigne
par Sym(G, R) (resp. Aut(G,R)) le groupe des bijections (resp. des automor-
phismes) de I’extension centrale G qui sont égales a l'identité sur la droite
centrale R = Ker(p) C G.
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Rappelons que la restriction de s, a Z(G) (A valeurs dans Z(G)) est un
homomorphisme (cf. aff. 4). Il en résulte que application ¥ : IT — Sym(G : R)
qui est définie par la formule (16) (cf. lemme 4) induit un homomorphisme
W : I — Aut(Z(G),R) parce que, pour tous o, 3 € Il et z € Z(G) on a,

U(a) 0 U(B)(2) = Fula, B)¥(ab)(2) Fula, ) = T(af)().

Ainsi, en conséquence de ces remarques, dans tout le reste de ce travail
nous allons regarder le centre Z(G) C G comme un Il-module dont la structure
est induite par ’homomorphisme ¥ : IT — Aut(Z(G), R).

Maintenant, considérons une représentation extérieure 6 : IT — Out(G) et
fixons un de ses noyaux abstraits (¥, f). Avec la formule (16) on obtient une
application W : II — Sym(G,R). D’autre part, en imitant la formule (15) qui
définit le 3-cocycle d’obstruction K , : I1? — Z(G), on pourra définir une
application sz : I3 — G en posant pour tous o, 3 et v € II :

K (a,8,7) = U(a)(Fe(8,7) Fe(a, By) Fe(aB,7)  Fule, )1 (18)

En effet, puisque I'image p(KmW) = K, , prend ses valeurs dans le centre
Z (@) on en déduit que I'expression (18) définit une 3-cochaine abélienne K T
113 — Z(G). D’autre part, puisque I’on sait que la section s, : Z(G) — Z(G)
et le quasi-morphisme ¢ : Z(G) — R sont des homomorphismes reliés par
I'identité (cf. aff. 4),

T=s,0p(F)+jow(@), VieZ(@),

il en résulte que les deux 3-cochaines abéliennes K__ : 13 — Z(G) et K,,:
13 — Z(G) sont elles aussi reliées par I'indentité,

K o= oK )+ (s0).(K, ) € 2(@) = R® Z(G). (19)

La 3-cochaine image go*(Km E) : II? — R sera appelée cochaine de composi-
tion. Nous I’avons nommeée ainsi parce que si on suppose que la représentation
extérieure 6 : II — Out(C) est associée & une extension de groupes 1 —»

G % I' 25 II — 1, en prenant une extension centrale 0 — R SN
G——)G — 1 qui represente la classe de cohomologie bornée x € HZ(G,R);

la 2 extension 0—R -+ G —> I' %5 II — 1 permet alors de retrouver la

3-cochaine ¢, (K ‘1,) I3 — R en procédant comme si le groupe G était un
II-module tordu au sens de Whitehead (cf. [10] page 102).



EXPRESSION DE LA DIFFERENTIELLE d3 277

PROPOSITION 7. La cochaine de composition ¢ := pu(K ) I —R
est donnée explicitement Vo, 8,y € 11, par la formu]e

¢, (@ B,7) = ca(¥(a)(f(B,7), fle, 7)) — ca(f(a, B), f(aB,7)), (20

En conséquence, ¢y = ox(K

Z,

G) : TI3 — R est une 3-cochaine bornée.

Démonstration. Puisque pour tous z € Z(G) et g € G le quasi-morphisme
homogene ¢ : G — R vérifie la relation, ¢(Z g) = ¢(z) +¢(g) (cf. aff. 4), donc,
si on 'applique sur les deux membres de I'expression

K, (o, B,7)Fu(a, B)FalaB, ) = ¥(a)(Fu(B, 7)) Fa(e, 87)

déduite de (18) on obtient :

P(T()(F(B,7) Fr(, 7)) = o(K_ (. B,7)) + ¢(Fu(e, B)Fu(aB, 7).

Ensuite, développons les deux membres ci-dessus en appliquant la rela-
tion p*(cy) = —dyp, le fait qu’on a pos; = 0 implique 9 o F;; = 0 et que
(V(a)(g)) = ¢(g), Va1l et g € G.

P(U () (Fo(B,7) Fa(e, 87)) = (U (a)(Fx(8,7))) + (Fx(a; f7))
V() (f(B,7); F(e, B7))
a)(f(B,7), fla, 57))

et
(K, (o, B,7)Fe(a, B)Fe(aB,y)) = o(K ;(a.B,7)) + ¢(Fe(a, B)Fe(aB, 7))

ZsO(K S, B'V)) o(Fu(a, B))

P(Fu(aB,7)) + cx(f(e, B), f(aB,7))
—90( Lo (o B.7) + ca(fle, B), f(aB, 7))

Ainsi, en comparant les deux développements on déduit I’expression (20). 1

PROPOSITION 8. Le cobord de la 3-cochaine K__ : I1? — Z(G) est donné
par ’expression,

d(ng)(aﬁ B: 7 C) = czyg(ﬁa g C) - C\I/(a)b(z),ﬁ(’@’ s C) €R. (21)
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Démonstration. Pour tous «, 3,7 et  éléments du groupe II nous pose-
rons :

L = () (T(B)(Fs (7. ) Ex(8.70) ) Fale, 7€) € C.

Ci-dessous, nous développons 1’élément L € G de deux facons :

1) Dans le premier développement, nous utilisons 'expression (18) qui
définit la cochaine KZE. De plus, nous allons utiliser 1’expression (17) de la
proposition 6 qui controle la déviation de la bijection ¥(a) : G — G & étre
un automorphisme. De méme, nous allons appliquer la formule (4) du lemme
4 qui controle la déviation de I'application ¥ : II — Sym(G : R) & étre un
homomorphisme.

L = () (T(A)(Faly, ) FalB,10) ) Fal, 1)
= W(a) o T(B)(Fu(7: C)[T(@) (Fa(8,10)) Fa (e, 7€)
ca((B)(F(:€)): F(BAON (@) (o (W(B) (F (7)), (8.4 ™
= ir, 0 © T(OB)(Fal, O) [Falas B)Fa(af, A OK, (00 ,7C)]
ca(W(B)(F(1,€)): F(BAON (@) (o (W(B) (), F(B.A€) ™!
= Fu(a, B)[T(aB) (F (7, ) FelaB, 1OIK,. o (0 5,7€)
(W (B)(1(1,C)). F(B.AO)W(0) (e (E(B)(F (3. O). £(870) "
= [Fula, B)Fa(aB, 1) FelaB, QK 4 (08,7, QK (e 5,70
ca((B)(F (1)), F(BAON (@) () (W(B) (£(:€)): F(B,70))

2) Dans ce second développement de 'expression L, a coté des expressions
(17) et (18) nous allons utiliser le fait que les bijections ¥(«) fixent les points
de R = Ker(p) et que pour tous g € G et Z € Z(G) on a : ¥U(a)(g z) =
V() (9)¥(a)(Z) (cf. lemme 4).

LZ@@( ﬁ'yé)) w(a, B70)

=@mmK557< B,7)F2(B7,€) ) Falat, 7€)

= T(a)(Fe(B,NF. BWC) o0 BYOT(@) (K4 (8,7,0))

= T(@)(Fa(B,7)[T(0) (F2 (87, ) Falors YO [T(@) (K, 4 (8,7,C))
a(£(8,7). F(B7, ) (@) (o) (F(8.7). F(B1. )"
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= U(a)(Fe(B, MK, 5o, B, ) Fula, f) Fa(aBy, O (a) (K, 5(8,7,¢))

ca(f(8,7), F(B7: O)(W()*(ca) (f(B,7), F(B7, ()"

= [U(a)(Fa(B, 7)) Fule, B Fe(aBy, Q¥ (a)(K, ) (8,7, O)K, (e, B7,¢)
cx(f(B,7), £(Bs ))(‘Ij(a))*(cx)(f(ﬁ,v),f(ﬁ%C))

= [Fu(a, B)Fu(aB, ) Fu(aBy, Q¥ (a)(K, (8,7, O)K, 5(@,8,7)

K (0,87.0)
ol £(8.7): F(B7, O)(®(@))*(ex) (F (8. 7). F(B7.¢)*

La formule de différence (21) s’obtient maintenant par comparaison des
deux développements de ’élément L dans le groupe G. |

Observons que puisque d’apres la formule (19) on sait que la cochaine
K _: I3 — Z(G) est égale a la somme,
K = euK_)+ (34K, ) € Z(G) ~R& Z(G)
K _
et puisque la cochaine image s; (K, ;) : m 2 Z(G) 2= Z(G) est un 3-
cocycle, l'expression (21) établie dans la proposition 8 permet de déduire le
corollaire :

COROLLAIRE 4. Pour toute classe de cohomologie bornée x € HZ(G,R)
le cobord de la cochaine bornée de composition p.(K__) =c__ : I3 — R est
égal a,

d(CEE)(Oé, 67 Y, C) = ij (B) Y, C) - C\I,(a)b@)j(ﬁa Vs C) (22)

Notons qu’en conséquence de la proposition 8 et de son corollaire 4, si on
suppose que la classe de cohomologie bornée x € H,?(G,]R) est Il-invariante
comme dans [3] et [4], on retrouve le fait que K I1? — Z(G) est un
3-cocycle et que la cochaine de composition . (K E) =C g 12 — R est un
3-cocycle borné qui représente par consésquent un éiément de I’espace de coho-
mologie bornée HJ(II, R). Si I'on suppose enfin que 6 : II — Out(C) provient
d’une extension de groupes, nous avons démontré dans [3] que l'application
linéaire ) -

§: HEG,RM —  H}ILR)
x — (K )]

« T
appelée opérateur de transgression rend la suite (1) exacte.
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4.4. UN REPRESENTANT CANONIQUE DE LA CLASSE DE COHOMOLOGIE
[0]. Dans ce paragraphe, étant donnée une représentation extérieure 6 : II —
Out(C) nous munissons I’espace d’homologie ¢;-réduite Hgl (G,R) de la struc-
ture de II-module de Banach induite par 6. Et, pour tout noyau abstrait (¥, f)
de la représentation extérieure # nous nous proposons de démontrer que la co-
chaine bornée 0, , : 3 — Zgl (G,R) qui est définie par I’expression,

H\II,f(av ﬁa’y) = mz(qj(a)(f(ﬁaly))’ f(avﬁ’y)) - mQ(f(a,B), f(aﬁaFY)) (23)

_ 6 —
induit un 3-cocycle borné 6, , : II? 1, Zh(G,R) — Hgl(G,R) ou

m, : G2 — Z5(G,R) désigne la 2-cochaine définie par la formule (13). Nous
montrerons dans la section suivante que la classe de cohomologie induite par
ce cocycle ne dépend pas du noyau abstrait (¥, f).

D’abord, rappelons que puisque pour tout 2-cobord borné db € BZ(G,R)
on a,

< db,m,(g,h) >=0, Vg, h € G

(cf. aff. 5) il en résulte que pour tout 2-cocycle borné ¢ € Z2(G,R) la 3-
cochaine bornée de composition (P*(Kza> = ¢ _ : II? = R définie par la

formule (20) peut étre exprimée par le crochet de dualité,

Cmﬁa(avﬁa’y) =< ¢, e\p,f(aw@a’y) >=< Cxueq;’f(aaﬁaf)/) > (24)

ou ¢, désigne I'unique 2-cocycle borné homogene qui représente la classe de
cohomologie bornée x = [c] € HZ(G, R).

_ 0
PROPOSITION 9. La cochaine bornée 0, , : 1I? 2 7 G R) —

Fgl(G,R) qui est induite en homologie (1-réduite par ’expression (23) est
un 3-cocycle.

Démonstration. Notons que puisque la cochaine m, : G* — Zgl(G,R)
annule le cobord des cochaines bornées b : G — R il en résulte immédiatement
que :

<db, 0, , >=0 et que <db,dn(0q,,f)>:0

) \I/’f
ou d désigne la différentielle définie sur le complexe des cochaines non ho-
mogenes définies sur le groupe II & valeurs dans le II-module de Banach
Fgl(G,]R). Par conséquent, pour démontrer que la cochaine 5\1,7 ;o 3 —

FSI(G,R) est un 3-cocycle, il suffit de démontrer que pour toute classe de



EXPRESSION DE LA DIFFERENTIELLE d3 281

cohomologie bornée = = [c,] € HZ(G,R) et pour tous les éléments a, 3, v et
¢ € 1I le crochet de dualité,

< ardy(0y ), B,7,C) >

est nul.
En effet, par définition de la différentielle d; on peut écrire :

<oy dy (04 ) (0, 8,7,() > = < ¢, U(a)u(0y,(8,7,¢)) >
- <z, 0, ,(aB,7,0) >
+ <ty (o, 87, 0) > — < e, 0, (o, 8,7¢) >
+ < e, 0, (a, B,7) >
= < ¥(a)(ca),by,,(8,7:€)) > —c, 5(aB,7,¢)
+c (o, 07,0 —c gla,8,7¢) + ¢ (o B,7)
= [< (¥())"(ca), 04 1 (8,7, C) > —c, 5(B,7,0)]
+le, 5(8,7.¢) — ¢, g(aB,7,¢) + ¢ g (a, f7,C)
=, g0, 8,7¢) + ¢ (o, 8,7)]
= [<(¥(a))"(ca), 04 4 (8,7,C) > —¢, 5 (B,7,¢)]
+d(c, ), B,7,¢).

Ainsi, si on applique la formule (22) du corollaire 4 qui nous donne :
d(C%G)(Oé, 65 Y, C) = c%@ (/67 v, C) - C‘Pb(a)(m),a(57 v, C)u VI S HI?(G7 ]R)

on déduit finalement que le crochet de dualité < cg,d, (0, ,)(a,B,7,¢) >
est nul et que la 2-chaine d (0, ,)(a, 8,7,¢) € BSI(G,R). Donc, si on passe

dans le II-module de Banach d’homologie ¢1-réduite Hﬁl (G,R) on obtient
dy (0, ()(a, 8,7,0) =0. 1

4.5. LA CLASSE DE COHOMOLOGIE BORNEE [f, ;] EST BIEN DEFINIE.
Dans ce paragraphe, nous nous proposons de démontrer que la classe de
cohomologie [0, ] € HE(H,FEI(G,R)) définie par l'expression (23) a par-
tir du noyau abstrait (U, f) ne dépend que de la représentation extérieure
6 : II — Out(C).

Pour cela, considérons deux noyaux abstraits (U, f) et (V’, f') associés a
la représentation extérieure # : II — Out(C). Observons que puisque pour
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tout v € II les automorphisemes ¥(«) et ¥’'(«) représentent le méme auto-
morphisme extérieur §(a) € Out(C), il existe une application h : II — G telle
que pour tout o € II, ¥'(ar) = Iey © U(«). Ainsi, par définition des défauts f
et f: 112 — G il existe une cochaine abélienne z : 112 — Z(G) qui les relient

avec l'application h : II — G dans la relation :

(e, B)h(aB)z(ev, B) = h(a)T(a)(h(B)) f(e, B), Ve, B €IL (25)

Rappelons que dans le lemme 4, a partir des données précédentes nous
avons construit des familles de bijections ¥ : II — Sym(G,R) et ¥’ : IT —»
Sym(G,R) (cf. formule (16)) dont le défaut pour qu’elles soient des homo-
morphismes est donné respectivement par les applications, F,, = s, o f et
Fl = s, 0 f : T2 — G (cf. Passertion 4 du lemme 4).

Le lemme suivant joue un role crucial pour comparer les deux classes de
cohomologie bornée [0y ¢] et [0y /] dans le groupe Hg(H,ﬁgl(G,R)).

LEMME 5. Avec les notations ci-dessus on a les propositions suivantes :

1. II existe une application hgy : II — G telle que pour tout « € 1I, iho(a) o
T(a) =T (a).

2. Il existe une cochaine abélienne b : 11> — Z(G) telle que pour tous « et
pell,

b(e, B) Fy(ar, B)ho(aB) = ho(e) ¥ (a)(ho(B)) Fa(ev, B).

3. La cochaine réelle o, (b) : 112 LN Z(G) =5 R est égale au crochet de
dualité o, (b) =< cz, A > ou A : [12 — Zgl(G,]R) est une cochaine bornée
qui associe a chaque couple («, 3) € 1I? un 2-cycle qui représente une
classe d’homologie (1-réduite donnée par I'expression :

Ma, B) = 1, (h(ev), () (h(8))) + M, (¥ () (R(B)), f(cr; B))

—w _— (26)

- mz(f (Oé, 6)7 h(aﬂ)) S H2 (GvR)
et oum, : G* — ZSI(G,]R) désigne la cochaine définie par I’expression
(13).

Démonstration. 1) Puisque pour tout a € II on sait que, ¥'(a) =1, o

WU (a), en posant ho(a) = s oh(a) € G la formule (16) qui définit la famille de
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bijections D Sym(G, R) permet de voir que pour tout élément g € G
on a

En remarquant que I'application s, o p : G — G commute avec la conju-
: = s — . =
gaison dans le groupe G (cf. aff. 4), on déduit que ¥ (o) =1, ) o ¥(a).

2) Observons que si pour tous les éléments « et 5 du groupe II on compose
—— , — — . - .
Pexpression V' (o) =4, o W¥(a) avec ¥ (B) =1, , o¥(B), on obtient par

application de la formule (4) du lemme 4 qu’on a

/ — . —_
V(a) o W (f) = b (@) (@) (o (8)) Fx (,8) © V(aB).

D’autre part, puisque on a @/(a)o@/(ﬁ) =l o o@/(aﬂ) = Ut (oo ) ©

W(af) on en déduit I'égalité des automorphismes intérieurs :

b (@) (@) (ho (B) Fa(@8)  CFh(erB)ho(aB)”

Un automorphisme intérieur n’étant défini qu’a un élément du centre pres,
il existe donc une cochaine abélienne b : 11> — Z(G) qui réalise la relation
recherchée,

b(a, B)Fo(a, B)ho(aB) = ho(a)¥(a)(ho(B))Fe(a, B), Va, 8 € 11.

3) Pour pouvoir écrire la 2-cochaine réelle ¢, (b) : IT> — R au moyen d'un
crochet de dualité, nous allons développer dans le groupe G les deux membres
de la relation établie dans 2) comme suit.

a) Premierement, notons que puisque le 2-cocycle ¢, : G? — R est égal au
défaut de la section s, : G — G on peut écrire,

b(a’ /B)F:Q(OZ, B)hO(aB) = B(
b(

B)sa o f'(a; B)se o h(ap)
B)ea(f'(a, B), h(aB))se(f'(cx, B)h(a3)).

«,
«,

b) D’autre part, si I'on exprime la bijection ¥(a) & I'aide de (16) et si on
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utilise la propriété ¢ o s, = 0 on obtient :

ho(e)¥(a)(ho(B)) Fr(a, B) = 55 0 h(a)s,(¥(a)(h(B)))sz o f(e, B)j
oo sy(h(B))

= cz(h(a), ¥(a)(h(B)))

sz (h(a)¥(a )(h(ﬁ)))sx(f(a,ﬁ))

= cz(h(), ¥(a)(h(B)))ca (¥

sz(h(a) ¥ () (h(B))f (v, B))-

Ainsi, si maintenant on applique lexpression (25) qui relie les défauts

respectifs f et f’ des relevements ensemblistes ¥ et ¥’ de la représentation
extérieure 6 : IT — Out(C) i.e.,

f'(e, B)h(ap)z(av, B) = h(e) ¥ () (h(B)) f (e, B), z(ax, B) € Z(G), Vo, B €T

on pourra alors réécrire 1’élément ho (o)W (a)(ho(B))Fi(a, B) sous la forme
suivante :

ho()¥(a)(ho(8)) Fe(er, B) = co(h(e), U(e)(h(B)))ca (¥ () (h(B)), f(e, )
sa(f'(a, B)h(af)z(a, B)).

c) Et, puisque pour tous g € G et z € Z(G) on sait que s,(gz) = s2(9g) -
5:(2) € G (cf. aff. 4) on déduit de ce qui précede que

b, B) = cx(h(a), ¥(a)(h(B))) + cx(¥()(h(B)), f (v, B))
= co(f'(a, B), h(aB)) + sa(2(a, B))

ou

Enfin, si on applique le quasi-morphisme homogene ¢ : G — R sur la
derniére expression de 1'élément b(c, 3) € Z(G) on obtient o, (b)(a, B) =
czs Ma, ) > car po s, =0 et pour tout t € R, p(¢t) =t. 1

Pour finir cette section nous allons démontrer la proposition suivante qui
=
€ H}(IL,Hy (G,R)) ne

affirme que la classe de cohomologie bornée [0
dépend pas du noyau abstrait choisi (U, f).

\I/,f]
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PROPOSITION 10. Le cobord de la cochaine bornée :71_[2 — Fél(G,R)
qui est définie par expression (26) est égal a dA =0, o Oy ;-

En conséquence, la classe de cohomologie bornée [0,, ] € H} (11, ﬁﬁl (G,R))
ne dépend que de la représentation extérieure 6 : II — Out(C).

Démonstration. Pour démontrer que le cobord dx : 11 — Fgl(G,R) est

égal a la différence 60 v T 0, , nous développerons ci-dessous le produit

L' = ho(0)¥(a)[ho(B)¥(B) (ho (7)) Fa (B, 7)1 Fr(ev, B7)

dans le groupe G de deux facons.

1) Dans le premier développement de ’élément L’ € G, nous allons utiliser
Vexpression W(a)oW(f) =i, . , oP(af) (cf. lemme 4) et la formule (17) de
la proposition 6 qui controle la déviation de la bijection ¥(a) : G — G & étre
un homomorphisme.

(ho (BN () (¥ (B)(ho (7)) Fe (B, 7)) Fa (v, 57)
gl *(cz) (W(B), W(B)(h(7)).f (B, 7)) ']
)

Pour poursuivre ce développement de I’élément L' € G nous allons utiliser
I'expression de la cochaine abélienne b : 112 — Z(G) du lemme 5 et expression
(18) i.e.

K (e, 8,7) = U(a)(Fe(B,7)) Fula, B7) Fe(aB,7) " Fula, B) 7

associée au noyau abstrait (U, f).
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b(a, B) Fy(a, B)ho(aB)][¥ (3) (ho(7)) Fa(er, )]

Km(a B,7)Fu(, B) Fu(f,7)]

cz(P(B)(h(), F(B, ) (¥ ()" () (¥ (B)(R()), £(B,7)) ]
v (s

), C(B)(h(1)) £ (B,7) (¥ (@) (cz) (h(B), T(B)(h(7)) F(B.7)) "]
ba, B)K, (e, B, 1) Fx (e, B)[ho(aB) ¥ (aB) (ho (7)) Fu(aB, )]
cz(P(B)(h(), F(B, ) (¥ ()" () (¥ (B)(R()), £(B,7)) ]

(h(a), W(B)(h(7))f ( M(E())" () (h(B), T(B)(h(1)f(B,7)) "]
(. B)b(aB, MK (e, B,)[F (e, B)Fy (B, 7)ho(a )]
[e2(T(B)(h()), £ (B, ))( (@) (ex) (T (B)(h()), £(B,7)) 7]

[ea (), W (B) (h(7)).f (B, 7)) (T ()" (c) (h(B), T(B) (7)) £ (B, 1))~ "].

2) Dans le deuxieéme développement de I’élément L' € G, nous allons uti-
liser la formule (18) qui donne l'expression des cochaines K . et K L

I} — Z(G) et le fait que la bijection ¥(a) : G — G verlﬁe la relation
V(a)(g2) = ¥(a)(g)¥(a)(z) pour tous g € G et z € Z(G) (cf. lemme 4). De
méme, nous allons utiliser I'existence de hg : II — G tel que pour tout « € II,

V' (a) = E (o) © W(a) prouvée dans le lemme 5.
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3) Si on simplifie par F,(a, 8)Fy(afB,v)ho(afy) € G qui apparait dans
les deux développements précédents de L’ € G' on pourra écrire dans le sous-
groupe abélien additif (Z(G),+) que :

K G(a,8,7) =K __/(a,8,7) + ¥(a)(b(8,7)) = b(aB, ) + b(e, B7)

—b(a, B) + ealf(B,7), h(BY))
— (@) () (' (B.7) h(BY)) — o (W (B) (1)), F(B,7))
+ (W(0))+(ca) (W(B) ( (1)), £(B, 7))
— . (h(B). W(B)(h(1) (8. 7))
+ (). (e ((B), T(B)(h(1) £ (8. 7))
= K__,(a.B,7) + T(a) (B(8,7)) — B(aB.7) + B(ax, 5)
— B0, )= < en A(B,7) > + < (W(a))*(ex), A(B,7) >

ot A : 112 — Z(G) désigne la cochaine définie dans le lemme 5 par, ¢.(b) =
Cpy A >

Enfin, puisque le quasi-morphisme homogene ¢ : G — R est U-invariant
(cf. lemme 4),

p(¥(e)(9) = ¢(g), Yaecllged

et que pour tous «, B et v € ll on a p(K_ ( B,7) = < ¢y 0, (o, B,7) >
on obtient,

<ol (0.8,7) =0, (@.B.7) >= o(K_(@.8.7)) — o(K__,(@.5,7))

= < ¢, A(B,7) > — < o, MafB,7y) >
+ < ny)‘(a767) > —< Cx,)\(Oé,,B) >
— <o, MB,7) >

+ < cg, (¥(a)«(N)(B,7y) >

= < Cx,)\(aﬁ,’)/) >+ < C:m)\(aaBFY) >
— < Cx,A(a B) >

+ < Czy( ( )) (

= < ¢z, dNa, ,7)

)(B:7) >
>
Ainsi, en passant dans ’espace d’homologie ¢;-réduite , 5 (G,R) on déduit

de ce qui précede qu’on a finalement 0 -0 vy = =dX. 1
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5. EXPRESSION DE LA DIFFERENTIELLE d3

Considérons une extension de groupes discrets 1 — G — I' 2 I — 1
et fixons une section ensembliste s : II — I' pour 'homomorphisme surjectif o.
Rappelons qu’'un noyau abstrait (U, f) peut étre associé a la section s : II — T’
par les expressions suivantes,

fla, B) = s(a)s(B)[s(aB)] ™, Us(a)(g) = s(a)gs(a)™!, Ya, B €1l g € G.

Ainsi, puisque pour tous les éléments o et § € Il on a Ws(a) o ¥4(B) =
i o © Ys(@B) on déduit que l'application W : II — Aut(G) induit un ho-
momorphisme au niveau des automorphismes extérieurs qu’on notera 6 : IT —
Out(C).

Dans le reste de cette section on pose ¥ := Wg.

Rappelons aussi que dans la section 4, en munissant ’espace d’homologie
£1-réduite ﬁgl (G,R) par la structure de II-module de Banach qui est induite
par 6 : IT — Out(C'), nous avons démontré que pour tout noyau abstrait (¥, f)
Pexpression (23),

g\l/,f (OZ,B,’)/) = EQ(\I/(O[)(!}C(B,’)/), f(aaﬁy))
_EQ(f(aaﬂ)a f(aﬂ77))7va7/677 ell

définit un 3-cocycle borné 0, , : II° — Fgl(G,R) dont la classe de co-

homologie bornée associée [0 € H3(I, Fﬁl (G,R)) dépend seulement de
6 : II — Out(C).
De méme, rappelons que dans le théoreme principal A de la section 3 nous

avons démontré que 'expression (13)

\I/,f]

m, (g, h) = (g, h) —m(g) + m(gh) —m(h) = (g,h) —moda(g,h), Vg,h€G

induit un 2-cocycle borné homogene m, : G2 — ﬁﬁl (G,R) qui représente une
classe de cohomologie bornée g, € H, 5(6‘,?21 (G,R)) unique pour la relation
suivante,

xrJg, =z, VxEHg(G,R).

5.1. LA DIFFERENTIELLE d,, ENVOIE g, SUR [f]. Soient 1 — G —

I' =5 II —> 1 une extension de groupes discrets et s : II — I’ une section
ensembliste de 'homomorphisme surjectif o. Puisque pour tout élément v € I"
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on a o(y) =o(soo(y)) on peut définir une application h : I' = G en posant
pour tout y € T,

v =h(y).s00().

Il résulte de la définition de 'application h : I' = G que

h(g) =g, Vg €G.
PROPOSITION 11. L’image réciproque o*(0,, ;) : T® — ﬁgl(G, R) est égale

au cobord de la conchaine bornée T : I'? — Fgl(G,R) qui est définie par
DPexpression,

T(’Vl ) /72) =m, (f(g(’71)’ 0(/72))3 h(7172)_1)
—1m, (\I](U(’Yl))(h(’yz)il)v h('ﬁ)il)‘ (27)

En conséquence, la classe de cohomologie bornée oy ([0, ,]) € H(T, Hﬁl (G,R))
est nulle.

Tout le reste de la section sera consacré a la démonstration de la proposi-
tion 11. .
Soit © € HZ(G,R) une classe de cohomologie bornée et 0 — R RN

G—G — 1 Pextension centrale qui lui est associée (cf. 3.4.2). Posons,
P

hy =s,0h:T—G et szsxof:H2—>§

les relevements respectifs sur G des applications h: IT' — G et f : II x IT —
G.

AFFIRMATION 7. Avec les notations ci-dessus la cochaine non abélienne
Fy(0,0): T? — G s’écrit sous la forme,

Fo(o(1,),0(%,)) = U0 (7)) (he (7)™ Dhe (1) ha(,7,)
<o, T(y,7) > (28)

ouT:T?% — Zgl (G, R) est un représentant de la 2-cochaine bornée T : T —
ﬁél(G,R) définie par l'expression (27) et ou ¥ : Il — Sym(G, R) désigne la
famille de bijections définies dans le lemme 4 par ’expression (16).
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Démonstration. Avant d’établir I’expression (28) nous allons d’abord ex-
primer 'application f(o,0) : I? — G en fonction des applications ¥ : IT —
Aut(G) et h: T — G.

D’abord observons que pour tous les éléments 7, et v, € I' on peut écrire

fle(n);o(r,))

s00(7,)s00(7,)s00(v,7,) "

= [s(a(7,)h(y2)""s(0(7,)) s oo ()28 0 0 (1,7.)
V(o (7,)) (A1) HA(y) " h(7,7)-

1

Ensuite, développons I'expression s; o f(o(7,),0(7,)) € G tout en utilisant
le fait que le défaut de la section s, : G — G est égal & I'unique 2-cocycle
borné homogene ¢, : G> — R qui représente la classe de cohomologie = €
H}(G,R) :

Fr(o(7,),0(7,)) = sz0 fla(n),0(7,))
= 52[W(0(1))(h(7,) ") (%) h(1,7,)]
= 5[V (o (1)) (h(7,) " salh(7,) " R(7,7,)]
ez (U (o (7)) (A7) ™), h(y) " (1 %,)) ™
= 5[V (o (1)) (h(7,) s (h(7,) ") sa(B(1,7,))
c(U(o () (7)), h(1) ™ h(17,)
co(h(7) ™ (%)) !

Par conséquent, si on se rappelle que la bijection ¥(a) : G — G est
définie par la formule (16),

(@)(9) = s:(¥()(p(9))(9)

et que p o s, = 0, on pourra réécrire 'expression précédente sous la forme :

Fu(o(,),0(7,)) (0(7,)) (R (12) ™) s2(h(,) ™D s (h(1,72)) k(715 7)
(e (1)) (h, (1) ™), (7)™ o (%2 )k (7157,

ot k : I'> — R désigne la cochaine bornée définie par,

k(7157,) = —ce(h(7,) 7 h(117%,)) = o (¥(a (7)) (h(1,) 1), h(n) " h(7,7,))-

I1 est clair que pour aboutir a la formule (28), il suffit qu’on démontre que
la 2-cochaine bornée k : I'? — R est égale au crochet de dualité, k(v,,7,) =<

=

S
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e, T(v,,7,) >, ouT : T? — 251 (G, R) désigne un représentant de la cochaine
bornée T qui est définie par I'expression (27).

En effet, puisque ¢; : G> — R est un 2-cocycle borné homogene ceci
nous permet d’écrire pour tous a = U(o(7y,))(h(7,)1),8 = h(y,) et v =
h(7,7,) € G qu'on a :

0 = deg(a, ,7) = deg(¥(a(7,)) (A(r,) 1) A7) ™ h(71,7,))
= co(h(7) ™ h(172)) = (¥ (@ (1)) (h(72) ™ R(7) ™ h(1172))
+ (o (7)) () ™), h(y) ™ h(7,7,))
— (W (o (1)) (7)) h() ™)
= [ex(P() ™ h(172)) + €W (o (7)) () ™H) (7)™ h(7,7,)]
— [ex(¥ (o (7)) (h(7e) " R() ™ Ay )
+ e (W(o(3) (h(r2) ™), k() ™)
%) " HR() T A )
(7)™, b))
Enfin, en remarquant que le 2-cocycle borné ¢, est homogene il en résulte

que pour tous g et h € G on a cy(gh™ ' h) = —cz(g,h™!). De méme, en
remarquant que nous avons établi au début de cette démonstration que

U(o(7,))(h(1,) " Hh(y) " = Flo(n), o (1)) h(11y2) ™

ceci entraine :

k(17) = —lea(f(o(1), 0 () (%)~ (1))
+ ¢ (¥(o(7,))(h(7,) 7). h(y,) )]
—[=x(f(o(7),0(3))s (7, 7))

+ (¥ (1)) (h(7,)™h), h(,) D]

D’ou, pour tous les éléments 7, et v, € I' on a

> S

= —k(7,,7) — [cx(T(o (7)) (h(
+ 2 ((o(7,))(

k(’71772) =< vaT(’Vlf}/z) >
|

Démonstration de la proposition 11. Pour établir 1’égalité : 0*(§q,,f) =dT,
nous allons développer lexpression de la cochalne bornée réelle
< ez, 0%(0,,) >
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Pour cela, nous allons utiliser la formule (28) établie dans l'affirmation
précédente et le fait que F, = s, o f : II> — G controle la déviation de
I'application ¥ : II — Sym(G,R) & étre un homomorphisme (cf. lemme 4
formule (4)).

D’abord, pour tous v,, 7, et v, € I' appliquons 'expression (28) au couple

Y172 €6 s
Fe(0(172),0(%)) = (o (7)o (1)) (ha (5) ™D ha(1,7%,) ™

ha (1 %2Ys) < € T (172, Y5) >

= Fio(0(n),0(1.) 7 (o (n)) 0 U(a(7,))(h, (v5)7h)
[Fro(o (), 0 (1)) b, (17,) )
b, (72%s) < s T (%725 Ys) >

= Fo(0(1,),0(%,)) " (0 (1)) 0 U(o(7,)) (B, (7))
W (o (7)) (hy (7)™, () Tha (17275)
<o, T(1,%) >< o, T(1 Y5 7s) > -

Observons que si on multiplie la derniere ligne ci-dessus par 1’élément
F.(o(7,),0(7,)) (depuis la gauche) on obtient I’expression,

Fo(o(1),0(1)) Fa(0(17,), 0(75)) = T(o (1)) [P (0 (7)) (ha(r) ™))
W(o(7,))(ha ()™ Dha (7)™ e (17127%5)
< Ca:aT<71772) < 017T(’Y1727'73) >

Ainsi, en utilisant le fait que la déviation de la bijection ¥(o(v,)) : G — G
a étre un homomorphisme est controlée par 'expression (11), Vg, h € G,

T (o (1))@ (0 (1)) (h) = ¥(o(1,))(Gh)[(¥s(o(1,)))" (ex) (p(7), p(R))]
[ea(p(9), p(h) ]

on pourra écrire,

Fo(0(1,), 0 (1) Fa(0(172),0(73)) = o (u))[¥ (o (1)) (h, ()", (1) 7]
hy (1) ey (1 727) < o T(7,57,) >
<, T(% 75 %s) > X(71572,%)  (29)

ou X : I — R désigne la cochaine bornée réelle définie par l’expression
suivante :

X (71725 78) = (s(@(7,)))* () (Us(0 (7)) (h(v,) ™), Alre) ™)
- CﬂC(\IIS(U(’Yz))(h(’Vs)il)v h(72)71)'
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Remarquons que dans l'expression (29) si on applique la formule (28) on

pourra remplacer I'élément W(o(v,))(h, (v5) 1), (7,)' (mis entre crochets
dans (29)) par 'élément F,(o(7,), o (7)) h, (7,7) " < co, T(7,,7,) >"1 on

obtient :

Fo(o(7,),0(1)Fa(0(17,),0(75)) = C(o (1)) [Fa(o (), o (35, (72795) ™
<o, T(vy,7s) >
hy (1) (1 727) < o T(7157,) >
< ez, T(% Vs Ys) > X (015 %25Ys)
= V(o (7,)[Fe(0(1,), 0 (1)) b, (175) ']
he (1) (17%) < o T(,75) >
< e, T(V5 %) >< o, T(1 72, 75) >
X (V15725 7s) (30)
V(o (7)) (Fe(o(7,),0(75))
[T (o (7)) (hy (175) ™ DA, (1) 7!
b, (1 727s)]
Y (1% %) < € T(,75) > 7"
<, Ty, 7) >< o, T(1,%2,75) >
X (V15725 Y3)-

1

ou Y : I® = R désigne la cochaine bornée réelle définie par I'expression,

Y (7% %) = Cx(f(a(72)70(73))7h('}/z'y:s)il)
— (Ws(a (7)) () (f(0(1), 7 (3))s (7))

déduite de la formule (17) qui contréle la déviation de la bijection W (o (v,)) :
G — G a étre un homomorphisme.
Ci-dessous, pour développer 'expression de la cochalne abélienne

O'*(KZE) T3 = Z(G)

qui est égale a,

U(o(7,)(Fe(0(1),0(1:))) Fe(0(1,), 0 (12%:)) Fe (0 (117,), 0(7)) 7
Fy(o(,),0(7,) 7"
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nous allons remplacer 1'élément W (o (7, ) (h, (7,75) DA, (7,) “th, (7,7,7,) (mis
entre crochets dans (30)) par I’élément

Fe(a(71),0(1:7%))) < €, T, 712%) >

pour obtenir :

Fe(o(m); 0(0u) Fe(0(1%), (7)) = C(a (7)) (Fe(0(7,), 0 (7))
Fp(o(71):0(7,7)))
<o, T(n,MYs) > < ey T(7,,7,) >
<, T(, %) >7'< o TN Ve Ys) >
X (VY20 Y) Y (V15 Y25 ¥5)- (31)

Mais comme la représentation extérieure 6 : II — Out(C) est définie a
partir d’une extension de groupes, son 3-cocycle d’obstruction K, ; est nul.
Ainsi, si on applique la formule (19) qui donne

K,y = 0o, )+ (52)-(K, ) € 2(G) ~ R & Z(G)

on en déduit quen fait la cochaine K _ = p.(K _) : I1? — R. D’autre

, U
part, en utilisant simultanément l’expressmn (31) et lexpression (20) de la

proposition 7 on peut écrire dans le groupe commutatif additif (Z(G),+)
que :

< ez 00y 1) (V15 Ya5Ys) > = @(K S (0(n),0(%,),0(7)))
=K _(0(n) 0(1),0(7))
=<, T, 7%) > — <, T(1,7%) > (32)
+ <o, T(V557) > = <€, T(117%575) >
= X (7720 7) = Y (01,725 73)-
Il devient maintenant clair que pour achever la preuve de la proposition

11 il suffit qu’on démontre que le second membre de l'expression (32) est égal
au crochet de dualité

< o, dT(Vy5 Y25 75) >

En effet, si on fait la somme des deux cochaines X : I¥ — R et Y :
I'* — R tout en appliquant I’expression (27) qui définit la cochaine T' on
voit facilement que pour tous les éléments ~,, 7, et v, € I' on a,

X (0% %) + Y (01570 %) = < ey T %) = (Tslo (1)) (T37)) >
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Maintenant, grace a cette remarque on peut réécrire le second membre de
Pexpression (32) sous la forme :

<z, 0 (04 ) (V15720 Vs) >= <, T(V15775) > — < e, T(7,,7%) >
+ < g, (727 3) > — < g, (71’727’73) >

— < e T(m) = (Vulo(n)) (D)(3ar7) >
T

= < Cg, (7177273) > — < Cyg,
- < C:E7T(71'727 3) >

YirVe) >

+ <o (Wilo (%))) (T)(30r7) >
=< C:cadT(’Yu’Yz”Ys)

Finalement, en passant dans l'espace d’homologie (;-réduite Fgl(G,R)
nous obtenons I'expression recherchée o*(0,, ;) = dT'. 1

Le résultat de la proposition 11 nous permet maintenant de déduire les
deux corollaires importants suivants.

COROLLAIRE 5. La restriction de la cochaine bornée T : T'? — Fgl(G, R)
sur le sous-groupe normal i(G) C T représente la classe de cohomologie bornée
20

(D) = [m,] = g, € H{(G.TT, (G, R)).

Démonstration. En effet, puisque pour tout g € G on a h(g) = ¢g; donc
en évaluant la cochaine T : I'? — Fgl(G,]R) sur tous les couples d’éléments
(9,,9,) € i(G) x i(G) € T x T on voit aisément que i*(T)(g,,9,) =

—1m, (g, ', 9,1
D’autre part, puisque pour toute classe de cohomologie bornée z = [¢,] €
HZ(G,R) et pour tout couple d’éléments g, et g, € G on a les deux relations,

Cm(gflaggl) = _cx(gugz) et < Cmamz(gpgz) >= Cx(glagz)

on en déduit I'égalité i*(T)(g,,g,) = —m, (92 ,gl_l) =1m,(g,,9,) qui entraine
I’égalité en cohomologie : [i*(T)] = [m,] = [

. . -4
COROLLAIRE 6. La classe de cohomologie bornée g, € HZ(G, H, (G, R))
est invariante par 'action définie par la representanon extérieure 0 : —

Out(C) associée a Iextension de groupes 1 — G T 5 11 — 1.
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Démonstration. On procede comme dans la démonstration de la proposi-
tion 4 rappelée ci-dessus (cf. section 3) et qui correspond au corollaire 2 de
[6]. B

Plus précisément, il suffit qu’on regarde la 2-cochaine bornée T : I'? —
Fgl(G,R) qui est définie par expression (27) comme étant une 3-cochaine
homogene I'-invariante :

T € (LR, Hy' (G, R))" =~ L(R[T?), Hy (G, R)).
Ensuite, en utilisant ’homomorphisme composé
(L(R[TY], Y (G, R))F < (L(R[T3], Hy (G, R)))C
5 (LR[GY], HS (G,R))C ~ L(R[G2), Hy (G,R))

on déduit que I'image de la cochaine T via la composition de ces deux mor-
phismes induit une 2-cochaine Il-invariante sur le groupe G. Ainsi, comme

d’apres le corollaire 5 on sait que i*(T) = m, est un 2-cocycle ceci implique que
finalement la classe de cohomologie bornée g, = [m,] € Hg(G,Fgl(G,]R))H

est Il-invariante. |
Sion désigne par (Ef’z i d, ) la suite spéctrale de Hochschild-Serre associée

a lextension 1 — G —T -2 11 —» 1 en cohomologie bornée a coefficients
dans le II-module de Banach Fgl(G,R), on voit que la classe g, induit un

élément du terme ngl, et que la classe [f] induit aussi un élément du terme

E3,0
3,01°

Pour justifier ces deux faits observons que puisque le terme ngl = ngl
(cf. lemme 4) et puisque la classe de cohomologie g, € ngl = HE(G,
Fgl (G, R)!L donc g, représente une classe de cohomologie qu’on notera aussi
g, € ngl. De méme, puisque le terme Ei’?l = E33,,Zo1 (cf. lemme 4) avec Ei’zol =
HE(H,F?(G,R)) donc la classe de cohomologie [0] € Hg(H,ﬁgl(G,R)) re-
présente une classe de cohomologie qu’on notera aussi [0] € Eg”g.

Rappelons aussi que d’apres la définition des termes E3 0 et EY 2 (cf. 3.2.1)

on a 0 9
n7 n7
Zs n2 _ Zs

et E=—F2——.
Z;L-i—l,—l -I—B;’O 3 Z;—i—l,l +B;L,2
Ainsi, puisque la différentielle totale d. = dy + (—1)Pdy du complexe
différentiel double filté verticalement,

Vp,q €N, KP9:=CP(IL,UY) olt Ul = Lg(R[IIT], V)

n’o p—
E" =
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envoie le sous-espace Z3’ ? dans le sous espace Z"+3 0 (le.d,, (25 2) - Z”+3 0)

nous avons défini la différentielle d3 : Eg 2 Eg 30 e passant aux espaces
quotients par 'expression (cf. 3.2.1),

Vo e Zy?, dyP((a]) =[d,.,(2)).

Donc, si en particulier on prend V = Hgl(G,R) et n = 0 on voit que
la différentielle dg’f E%? E301 est induite par la différenielle totale

3,01
0,2 3,0
d3: Z3" — Z3 ou

Z9% = {x € FOTot(K**)? ;d,(z) € F3Tot(K**)%}
= {2 € Tot(K**)* ; d,(«) € Gy (1L U°)}

et

730 ={x € F3Tot(K**)3 ;d,(z) € FSTot(K**)*}
= {z € GG(IL,U") ;d,(x) = 0}.

Avec les discussions précédentes on peut maintenant démontrer le théore-
me principal B.

THEOREME PRINCIPAL B. La différentielle d02 E:?gl — E?’O1 de la
suite spectra]e de Hochschild-Serre associée a I’ extenswn de groupes discrets
1 — G -—-5T -5 IO — 1 en cohomologie bornée & coefficients dans le

II-module de Banach Fgl(G,R), envoie la classe g, € ngl sur la classe [0] €

3,0
Eul.

Démonstration. D’abord, notons que la cochaine bornée T : I'? —
Fgl(G,]R) (cf. pr. 11) peut étre vue comme élément de l'espace vectoriel

CY(I1, U?) parce que on a :
T € L(R[I). T, (C.R) = (L[] 7y (G.R))"
=T ¢ (L(R[I®), Hy (G,R))¢ = U,
Ainsi, comme le cobord d,T = o* (gq,yf) (cf. pr. 11) induit un élément de

I’espace vectoriel Cg(l_[, UY) il s’ensuit que la cochaine bornée T € Zg’z, son
cobord d,T € Zg 0 et que par conséquent

7 ([T)) = [4,T) € E%).

3,01
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D’autre part, puisque d’apres les corollaires 5 et 6, la restriction de la
cochaine bornée T : I'? — ﬁgl(G,R) au sous-groupe normal i(G) C T’

~

représente la classe de cohomologie bornée Il-invariante g, € Eg’gl = ES’Z —

Hg(G,FgI(G,]R))H, et comme d’apres la proposition 10 le cobord de la co-

chaine bornée T : T'? — Fﬁl (G, R) représente la classe de cohomologie bornée

0] € E?fl 5 Hg(H,Fél(G,R)) on conclut finalement que la différentielle
3,0

d3r,(g,) = (0] € Eyy - N

5.2. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL C. Soit 1 — G — I' -
IT — 1 une extension de groupes discrets et § : IT — Out(C') sa représentation
extérieure. D’apres [6], il existe trois suites spectrales de Hochschild-Serre en
cohomologie bornée & coefficients dans les II-modules de Banach HZ(G,R),
ﬁgl(G,R) et R (qui est trivial) dont les termes sont désignés respectivement
par (Ef’i , df’,’go), (Eﬁ”’éfi , dffl) et (BP9, dP9). Rappelons aussi qu’au paragraphe
3.3 nous avons fait remarquer que les différentielles de ces trois suites spec-
trales commutent avec le cup-produit dans la relation suivante,

/ ! Vw4 Vw4 Vv, Vv
AV (520 G g ) = @PY (a20) U b 4 (<1 O @' (o),

De méme, notons que l'identité établie dans le théoreme principal A,
r=zUg,, Ve € HE(G,R)
permet d’obtenir un isomorphisme canonique

Ug, : Egog — EQ’Q
x - T U8,

oo

dont le morphisme inverse associe a tout vecteur x € E;L’Z un unique vecteur
T, € E;‘(g tel que, z=2z_Ug,.

Finalement, observons que puisque en cohomologie bornée réelle le terme
E;"Q se surjecte sur le terme E;"Q (cf. lemme 3) et comme on a aussi E;““&O =
E?*g”o (cf. lemme 3), on en déduit que la différentielle dg’2 : By 2 Ey +3,0
transforme ’expression z = z__ U g, comme suit,

72 j— 72
dy*(z) =dy*(z, Ug,)
0 0,2
= d:oo (:Coo) U g2 + (_1)n$oo U d31g1 (gZ)

=0Ug, + (-)"z_ U0 = (-1)"zUA].
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COROLLAIRE A. L’opérateur de transgression § : H?(G,R)'! — H3(IL,R)
associé a la représentation extérieure 6 : II — Out(C) de l'extension 1 —

G — T -5 11— 1 est égal a la différentielle d? : E9? — E3.0,

Démonstration. 11 suffit de remarquer que d’apres la proposition 7 et ’ex-
pression (22) (cf. cor. 4), si ¢, : G — R désigne un 2-cocycle borné homogene
invariant par 6 : II — Out(C) il en résulte que pour tout noyau abstrait (¥, f)
de 6 'expression suivante (cf. (20)),

‘P*(Kﬁﬁ) =< Cx,gq,’f(a,ﬁ,’y) >
= cz(V(a)(f(B,7), [, B7)) = ca(f(ax, B), faB, 7))

définit un 3-cocycle réel borné sur le groupe II qui représente a la fois les
classes de cohomologie bornée : §([cz]) = [p«(K _)] (cf. [3] et [4]) et d3([cz]) =

(—1)es] U[A].
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