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Calculo I
Topologia en R

Elementos de la topologia en R

Una topologia en un conjunto da un criterio para poder hablar de proximidad entre sus
elementos. En R hay varias topologias, y de ellas s6lo una esta inducida por el orden de
R. Se llama topologia natural o usual de R. En este capitulo se van a describir conceptos y
propiedades para esa topologia natural.

El elemento basico de esta topologia en R es el intervalo. Sia, b € Ry a < b, se definen
(a,b) ={x e R:a<x<b}, [ab)={xeR:a<x<b}
(a,b] ={xeR:a<x<b}, [abl={xeR:a<x<b}.

Se llama intervalo abierto a (a, b), intervalo cerrado a [a, b], y semi abiertos a los otros dos.

A veces se expresan los intervalos sefialando el centro y el radio: se utiliza (a — r, a + r) para
indicar el intervalo centrado en a con radio r. Por ejemplo (7,9) = (8 — 1,8 + 1), un intervalo
centrado en 8 con radio 1. Asi, el intervalo

(a—r,a+r) = {xeR:a-r<x<a+r} = {xeR:|x—a|l <r}

esta formado por los puntos que estan a una distancia inferior a r del centro a. Recuérdese que
—7 <z <7 eslomismo que |z| <7; =5 < a < 5 eslo mismo que |a| < 5; y en general,

a-r<x<a+r & -r<x—-a<r & |x—a|l<r,

a-r<x<a+r © -r<x—a<r & |x—a|<r.

Graficamente, los intervalos (b,c] y (a —r,a+r) son:
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Ejemplos.a) {x e R: |x+4| <2} ={xeR:|x-(-4)| <2} =[-4-2,-4+2] = [-6,-2].
b){xeR:[6-x| <10} ={x € R:|x—6| <10} = (6 — 10,6 + 19) = (4, 16).
O)f{xeR:|9+3x| <12} ={xeR:|x+3| <4} =(-3-4,-3+4) =(-7,1).

Interior, adherencia, frontera, puntos de acumulacion y aislados de un conjunto

Para cualquier subconjunto A C R se llama complementario de A al conjunto A ={x e R:x ¢
A}. También se denota como CA. Se tienen las relaciones AN A° =@y AU A® = R.

Definicion. Dados a € Ry A C R se dice que

a) a es un punto interior de A, y se escribe a € A, si algun intervalo (a —r, a +r) esta dentro
de A, es decir,
a€Asidr>0: (a-r,a+r) C A

b) a es un punto frontera de A, y se escribe a € dA, si cualquier intervalo (a — r,a + r) tiene
puntos de A y AS,

(a—r,a+r)NA # @,

a € 0A si Vr > 0 se tiene
(a—r,a+r)NA° # @.

¢) a es un punto adherente a A (se dice a € A) si Vr > 0 se tiene (a —r,a+r) N A £ @;

d) a es un punto de acumulaciéon de A (y se escribe a € A’) si Vr > 0 se verifica
[(a—r,a+r)\{a}] NA# @

e) aes un punto aisladode Asi3r >0 : (a—r,a+r)NA={a}.

Se denotan mediante A, A, A, A’ y A’ a los conjuntos de puntos interiores, fronteras,
adherentes, de acumulacion y aislados del conjunto A.

A

l

A A
Ejemplos.
A A 0A A A’ A’
{2,4,6,8} %) {2,4,6,8} | {2,4,6,8} %) {2,4,6,8}
N @ N N @ N
Q %) R R R @
(0,1) (0,1) {0,1} [0,1] [0,1] @
(0,1]u{2} | (0,1) | {o0,1,2} | [o,1]u {2} | [0, 1] {2}
{1/n:n e N} @ AU {0} AU{0} {0} A

Ejercicio. Escribir correctamente qué significa cada una de las sentencias siguientes, tal y como
se hace en el primer apartado:
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a) a¢A o Vr>0 (a—r,a+r)NA°+2
b) a¢ oA & ...
agA o ...
dag¢gA & ...
e) agA’ & ...

Proposicion. Para cualquier subconjunto A C R se tiene
a) ACAcCA;
b) A=AUJA=AUJA=AUA";
c) Siac A entonces a es interior o es frontera (pero no puede ser las dos cosas a la vez), es
decir, A C AU 9A;
d) 9A = 9A° = AN A°.

Ejercicio. Se pueden caracterizar estos conjuntos A, A,... utilizando distancias. Si x € R y
A C R se define
d(x,A) =inf{|x —a| : a € A}.

Es la menor de todas las distancias entres x y los elementos de A. Este valor tiene sentido ya
que {|x —a| : a € A} estd acotado inferiormente (por 0) y por tanto tiene infimo. Ademas,
d(a,A) = 0 para todo a € A.

Ejercicio. Comprobar que

1) x € A= d(x,A) =0, pero la implicacion contraria no es cierta en general
2) xe Ao d(x,A) =0

3) x € A d(x,A%) >0

4) x € A’ = d(x,A) =0, y no es cierta en general la implicacién contraria
5) x € 0A © d(x,A) =d(x,A°) =0 & x € 9AC

Definicion de la topologia en R. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Definicion. Se dice que > Aes abierto si A = fi, es decir, si todo punto de A es interior. Se dice
que A es cerrado si A = A, es decir todo punto adherente a A pertenece a A.

Hay conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, y conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados.

Por ejemplo, N es cerrado y Q no es ni abierto ni cerrado. El intervalo (3,7) es abierto, [—2,4]
es cerrado y [0, 6) no es ni abierto ni cerrado. El conjunto {1+ 1/n : n € N} no es abierto ni
cerrado, pero {1+ 1/n: n € N} U {1} es cerrado. Se vera mas adelante que @ y R son los tnicos
que son abiertos y cerrados.

Proposicion. Un conjunto es abierto si y sblo si su complementario es cerrado, es decin A = A &
A¢ = A, que también se puede escribir como A = A & A° = A“.

Demostracién. A es abierto < A = A & A° = (A)C = A° & A° es cerrado. La tinica igualdad
que necesita demostracion es la ultima, (A)¢ = A, y se sigue del hecho siguiente:

xe(fi)c o x¢A o (x—r,x+r)NA £ (¥r >0) & x € A"
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También se podria haber probado partiendo de un conjunto cerrado: A es cerrado © A=A &

A = (A)° = A° & A° es abierto. La tltima igualdad se sigue de

xe(Z)C(:)xezZ(:)(x—r,x+r)CAC(3r>0)(:)x€F. =

o

Las igualdades (A)¢ = A° y (A)¢ = A° que aparecen en la demostracién dicen ademas que A
siempre es abierto, y por tanto coincide con su interior. Y A es siempre cerrado, luego es igual
a su adherencia. Por este motivo no hay doble interior ni doble adherencia.

El paso al complementario A «— A° transforma interiores en adherencias, abiertos en
cerrados y (leyes de De Morgan) uniones en intersecciones. Mas adelante se vera como las
propiedades que tienen los conjuntos abiertos son similares a las que tienen los conjuntos
cerrados siguiendo esta idea de «pasar al complementario»: se cambia abierto por cerrados,
unioén por interseccion,...

Hay muchas propiedades que se pueden expresar de formas distintas mediante el paso al
complementario. Son sentencias equivalentes que se escriben negando la propiedad original.
Por ejemplo, en el cuadro siguiente se muestran expresiones que coinciden, como 1y 1". También
coinciden la 2 y 2, etcétera:

1| x€eA 1| x¢A°

2| (x=rx+r)CcA 2| (x=rx+r)NA°=
3| xecA 3 | x¢A°

4] A=A 4| A=A

5 | A es abierto 5 | A¢ es cerrado

Definicion. Se llama topologia usual de R a la coleccién T (se denota con una letra “T" un poco
especial, y a veces se utiliza la letra griega ‘tau’ 7) formada por el vacio y todos los subconjuntos
abiertos de R. Se escribe

A€eT & AesabiertooA=0.

Teorema (propiedades de la topologia usual).
a) o,Re I
b) A; € T (i € I) = Ujer A; € T (la union de conjuntos abiertos es un conjunto abierto)

c) A; € T (i € L1 finito) = Nier A; € T (la interseccion finita de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto)

Demostracion. La primera parte es trivial. Para la segunda, si cada A; es abierto y a € UjcfA;
entonces para algin valor j € I se tiene a € A;. Por ser A; abierto se tienea € (a—r,a+r) C
Aj C UjefA;. Por tltimo, dada una cantidad finita de abiertos Ay,... A, € T,sia € A;N...NA,
entonces a € (a —r,a+r;)) C A;, ya que cada A; es abierto. Si r = min{ry,...,r,} entonces
ac€(a-r,a+r) CA N...NA,. O

En general, la interseccion de infinitos conjuntos abiertos no es un conjunto abierto, como por
ejemplo

(0,1] = rojl(o, 1+%), {0} = é(—% %)
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Proposicion. Un conjunto A C R es abierto si y solo si es union de intervalos abiertos.
Demostracion. Ya se ha visto que si A es union de intervalos abiertos entonces A es abierto.

Sea entonces A es un conjunto abierto. Para cada x € A existe un intervalo (x — ry, x + ry) que
verifica (el radio r, varia con cada punto x)

X € (x—rg x+ry) CA.
Por tanto, tomando uniones,

A= U{x} c Ulx—re,x+r) C A
x€eA

x€A
y A es union de intervalos abiertos. O

Como conjuntos cerrados y abiertos se corresponden mediante el paso al complementario (A
es cerrado & A° es abierto), utilizando las leyes de De Morgan,

iel iel iel iel

(UAi)C = M 4], (ﬂAi)c = UA4],

se tiene que
Proposicion (propiedades de los conjuntos cerrados).

a) @, R son cerrados,
b) la interseccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado,

¢) la unioén finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Sin embargo, la unién de cerrados puede resultar un conjunto no cerrado, como muestran las

igualdades
© [1 ca [ ] 1
(0,1]:U[—,1], (0,1)=U[—,1——].
n=1 n n=1

n n

En cursos posteriores se estudian topologias en cualquier conjunto X. Una topologia en un
conjunto X es una coleccién T de subconjuntos de X, T c H(X), que verifica las condiciones
del teorema anterior: a) @,X € T, b) la unién de elementos de T es un elemento de T y ¢) la
interseccion finita de elementos de ¥ es un elemento de T. A los elementos de T se les llama
abiertos de la topologia o, simplemente, abiertos.

Por ejemplo, las topologias con menos y con més abiertos posibles en X se llaman grosera y
discreta. La topologia grosera sélo tiene como abiertos a @ y X. La topologia discreta tiene
como abiertos a todos los subconjuntos de X.

En este curso soélo se estudia una topologia en R, la usual.

Propiedades topologicas de R
Se puede expresar en términos topolodgicos la idea de que los niimeros racionales QQ y los
numeros irracionales I estan por todas partes: en cada intervalo (a,b) o (a — r,a + r), por

pequefio que sea, hay numeros racionales e irracionales.

Teorema. En cada intervalo (a, b) hay niimeros racionales e irracionales.
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Demostracion. Se considera a,b € R con 0 < a < b (a partir de este caso se consigue facilmente
la demostracion sifueraa < 0 < bobiena < b < 0). Se elige n € N que verifique 1 < n(b—a), es

decir 1/n < b—a. La existencia de este n se puede justificar utilizando la propiedad arquimediana.

Con esto se consigue un intervalo (na, nb) cuya longitud es mayor que 1.

Como la longitud del intervalo (na, nb) es mayor que 1, debe existir un nimero entero en dicho
intervalo: para ello se elige el mayor entero g € Z tal que g < na (a este nimero se le llama
parte enterade na). Asig <na<q+1<na+1<nb.

na q+1 nb
q na+1
Por tanto
na<q+1<nb,
y asi
+1
a<q < b.
n

El nimero racional (g + 1)/n esta en el intervalo (a, b).

Para ver que hay nimeros irracionales en (a, b) se considera el mismo razonamiento anterior
aplicado al intervalo (a/V2, b/V2). Se encuentra un nimero racional m/n en él (que verifica
a/V2 < m/n < b/\2)y asi mV2/n € (a,b) es el nimero irracional buscado. O

Segl'm este resultado, si a € R, entonces para cualquier r > 0 se tiene (a —r,a+ r) N Q * 9,y
por tanto, a € Q. El mismo razonamiento se puede utilizar para probar que a € 1. En definitiva
se tiene Q = Ry I =Ry se dice que Q e I son densos en R. Para una topologia en un conjunto
X, se dice que B C X es denso en X si B = X.

Corolario. En cada intervalo (a, b) hay infinitos niimeros racionales e infinitos irracionales.

El siguiente resultado es equivalente al teorema fundamental del orden en R. Muestra de nuevo
la diferencia entre (Q (donde el teorema es falso) y R.

Teorema (Bolzano). Todo conjunto infinito y acotado de niimeros reales tiene algun punto de
acumulacion.

La expresion «conjunto infinito» significa «conjunto con infinitos elementos» o «de cardinal
infinito». Por ejemplo, el intervalo (0, 2) es un conjunto infinito.

Este teorema no es cierto en el conjunto de nimeros racionales. Por ejemplo, el conjunto
A={1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ...} tiene infinitos elementos, esta acotado, y no tiene puntos de

acumulacion: ese posible punto de acumulacién no esta en el conjunto de nimeros racionales.
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Demostracion. Sea A C R infinito y acotado. En particular A esta contenido en un intervalo
A C [a,b]. Se considera el conjunto

C= {x € [ab] a la derecha de x hay }

infinitos elementos de A

que es acotado superiormente (por ejemplo b es cota superior) y es no vacio, ya que a € C. Sea

entonces d = sup(C). La demostracién termina probando que d es punto de acumulacién de A.

Para ello se vera que dado r > 0 se tiene (d —r,d +r) N A es infinito, con lo que resultara que d
es punto de acumulacion de A. Se tiene

a) a la derecha de d — r hay infinitos elementos de A, ya que en caso contrario d — r seria una
cota superior de C menor que d, y

b) a la derecha de d + r hay, como mucho, finitos elementos de A, ya que en caso contrario d no
seria cota superior de C.

De a) y b) se sigue que (d —r,d +r) N A es infinito. En particular d es punto de acumulacion de
A. m|

Ejemplo. Sea A = {1/n : n € N}. Este conjunto A esta acotado y por tanto esta contenido en
un intervalo, por ejemplo A C [-8, 6]. Sea entonces, como en la demostracion,

a la derecha de x hay }

€= { x gL infinitos elementos de A

En este caso se obtiene C = [-8,0] y d = sup(C) = 0 es punto de acumulaciéon de A. Sir > 0,
entonces a la derecha de d — r hay infinitos elementos de A; a la derecha de d + r s6lo hay
finitos. En este ejemplo casi todos los elementos de A estan en el intervalo (d,d + r).

Conjuntos compactos

Se dice que una coleccioén de conjuntos {G; : i € I} es un recubrimiento abierto de A si cada G;
es abiertoy A ¢ U G;.

iel
Por ejemplo, los intervalos (0,3) y (1,5) forman un recubrimiento abierto del conjunto
A={2,3,4}, yaque A C (0,3) U (1,5).Y los intervalos (-2,4), (0,3) y (1,5) también forman
un recubrimiento abierto de A:

A={2,3,4} c (-2,4) U (0,3) U (1,5).

Recubrir un conjunto consiste en encontrar otros cuya unién contenga al conjunto inicial. A
veces, algunos conjuntos que forman parte de un recubrimiento son redundantes: si se quitan,
se sigue teniendo un recubrimiento. En el ejemplo anterior, si se suprime el intervalo (0, 3) se
sigue teniendo un recubrimiento de A. Se habla de «extraer un subrecubrimiento» cuando se
suprimen elementos de un recubrimiento.

Definicion. Un conjunto A C R se dice compacto si de todo recubrimiento abierto de A se
puede extraer un recubrimiento finito (formado por una cantidad finita ellos y que se llama
subrecubrimiento finito), es decir,

ACUGi
iel = A C G,UG,U...UG
G; abierto Vi € I

in
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para alguna eleccion de iy, - - - , ip.

Sea como sea el recubrimiento abierto {G; : i € I} de A, es suficiente con una cantidad finita de
esos conjuntos para seguir recubriendo al conjunto A.

Ejemplos.

1) Todo conjunto finito A = {xy,...,x,} es compacto, ya que de cada recubrimiento de A

elegimos un elemento del recubrimiento que contenga a x;, otro que contenga a x,, etcétera.

2) Hay conjuntos infinitos como N que no son compactos: hay recubrimientos como

1 1
N c U(n—g,n+—)

neN 3

en los que no se puede quitar ninguno de esos conjuntos, ya que dejaria de ser un
recubrimiento de N.

Este ejemplo muestra que si un conjunto A se puede recubrir por infinitos abiertos A C Ujc; G;
sin que sobre ninguno de ellos, entonces A no es compacto.

3) Incluso hay conjuntos acotados que no son compactos, como muestran las siguientes

relaciones
1 1 1 1 1
—:neNy ¢ U |—- , —+
n N \n  nP+n n n?+n

(1) ¢ U (1, 1)

neN \

4) En cambio, {1/n : n € N} U {0} si es compacto. Cualquier abierto que contenga a 0 contiene
a todos los términos 1/n salvo, a lo sumo, una cantidad finita de términos.

5) R no es compacto. Para comprobarlo, basta recubrir R con intervalos de la forma (— n, n).

La caracterizacion y propiedades de los conjuntos compactos forman un apartado esencial en
el analisis de una variable real.

Teorema (Heine-Borel-Lebesgue-Bolzano-Weierstrass) Para A C R son equivalentes:

1) A es compacto.
2) Todo subconjunto infinito de A tiene algun punto de acumulacion en A.

3) A es cerrado y acotado.

Demostracion. La prueba consiste en demostrar las implicaciones 1) = 3) = 2) = 1) y asi se

tendra la equivalencia entre todas: 1) & 2) & 3). La implicacién 2) = 1) no se hara este curso.

1) = 3). Se trata de ver que si A es compacto, entonces A es cerrado y acotado.
Para ver que A es acotado: se considera el recubrimiento abierto A c |J (— n, n). Como A es

neN
compacto, se puede extraer un subrecubrimiento finito,

y A esta acotado.
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Para ver que A es cerrado se razona por reduccion al absurdo. Si A no es cerrado, entonces
existe un elemento que verifica a € A, a ¢ A (todo conjunto cumple A € A y ambos coinciden
s6lo cuando A es cerrado). Se consideran los conjuntos

Ay ={xeR:|x—a|>1} =[a-1,a+1]°

que son todos abiertos y verifican A; C A, C A3 C ...
R .
J /7 a U\

Ademas forman un recubrimiento abierto A C |J,eny An = A1 UA2 UA3U ..., yaquesix € A
entonces |x —a| > 0y asi x € A, para algin n. De este recubrimiento no es posible extraer
un subrecubrimiento finito. Si A estuviera contenido en una unioén finita de esos conjuntos
A C AjU---UA, entonces A estaria contenido en el de subindice mayor, A C A,. Pero entonces
se tendria |x —a| > 1/n para todo x € Ay a no seria un elemento de A, ya que (a—1/n, a+1/n)
no tendria puntos de A. Se llega entonces a un absurdo.

3) = 2). Es el teorema de Bolzano. Por ser A acotado, cualquier subconjunto B C A infinito
también lo es. Por el teorema de Bolzano B tiene un punto a de acumulaciéon que verifica
a€BCA=A O

Corolario. Son conjuntos compactos la union finita de compactos, la interseccion de compactos y
los subconjuntos cerrados de compactos.

Definicion. Se dice que a es el maximo de A si a = sup(A) y ademaés a € A. Se dice que a es
el minimo de A si a = inf(A) y ademas a € A. Se denotan max(A) y min(A). Por ejemplo, si
A = (0, 1] entonces no existe minimo, inf(A) = 0 y sup(A) = max(A) = 1.

Por las propiedades ya vistas del supremo e infimo de un conjunto, ambos nimeros inf(A) y
sup(A) son elementos de A. La idea es simple y ya se ha visto: si d = sup(A), en cada intervalo
(d — &,d + ¢) hay elementos de A (0 no seria el supremo). Por tanto d = sup(A) € A. Lo mismo
con inf(A).

En total inf(A), sup(A) € A. Y ademas A = A cuando A es cerrado. En consecuencia,
Proposicion. Si A C R es un conjunto compacto no vacio, entonces A tiene maximo y minimo.

Demostracion. Como A es acotado y no vacio existen inf(A) y sup(A). Por ser cerrado ambos
estan en A. O

Ejemplo. Para el conjunto A = [0, 1) se tiene

inf(A) = min(A) =0, y
sup(A) =1,

pero A no tiene maximo.
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Ejemplo. Si B = [0, 1) U (2, 8] entonces

inf(B) = min(B) =0, y
sup(B) = max(B) = 8.

Se trata de un conjunto que tiene maximo y minimo aunque no es compacto.
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