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Calculo 1

Ejemplos y ejercicios

En estas hojas pueden encontrarse ejemplos como “derivada de la funcién exponencial”
donde se explica paso a paso cémo hacer esta derivada. También se encuentran ejercicios
del tipo “demostrar que f(x) = |x|*> es dos veces derivable”. Algunos tienen la respuesta
(o demostracién) y se trata entonces de entender los pasos que se dan. En otros sélo se
muestran algunas ideas que sirven de ayuda.

Numeros naturales. Induccién matematica
y A finales del siglo XIX, el matematico Giuseppe Peano (1858-1932) establece unos axiomas
con la idea de definir los nimeros naturales.
Definicion. N es un conjunto que satisface los siguientes axiomas
— N tiene un elemento distinguido, que se designa 1.

— Existe una aplicacién inyectiva s : N — N que cumple s(n) # 1 (Vn € N). Se suele
hablar de s(n) como n+, el siguiente a n.

— (Principio de induccién matematica) Si A € N verifical € Ay [n € A = n+ € A
entonces A = N

Este ultimo principio da una idea para demostrar ciertas propiedades (por ejemplo,
desigualdades) viendo que: 1) se cumple para algin numero, 2) una vez que se cumple para
un cierto niimero, también se cumple para el siguiente. Con esto, se consigue probar que la
propiedad en cuestion se cumple para todos los nimeros a partir del obtenido en el paso 1).

Por ejemplo, se puede probar por induccion que

n(n+1)
2

1+42+...+n=

para todo n € N. También se puede probar directamente, sin utilizar la induccién, comprobando
que si n es par entonces

n(n+1)

1+2+...+n:(1+n)+(2+(n—1))+...+(n/2+n/2):(n+1)-%: -

Ejemplos y ejercicios — 1

)




Si n es impar entonces n — 1 es par y se aplica esta formula anterior

n—1)n n(n+1
1+2+...+n:1+2+...+(n—1)+n:%+n:%

2] Esta tltima igualdad se puede demostrar directamente: sis = 1+2+- - - +n, entonces s +s es

1 + 2 +...+4(n-1)+ n
+ n +m-D+...+ 2 + 1

(n+1)+(n+1)+...+(n+1)+(n+1)

Asi, 2(1+2+...+n)=n(n+1).

Como consecuencia, la suma de los primeros nimeros pares es
2+4+6+---+2n = n(n+1).

Y la suma de los impares se puede calcular haciendo lo siguiente: como

2n(2n+1)

143+---+(2n-1)+n(n+1) = 3

entonces
1+3+--+(2n-1) = n(2n+1) —n(n+1) = n.

3J Se puede demostrar que 2n + 1 < 2" para n > 3. Como consecuencia se puede comprobar
que una desigualdad como n* < 2" es falsa para ciertos valores como n = 3 y es cierta para
nz4.

4] (Desigualdad de Bernoulli) Si x es un numero real mayor que cero, x > 0, entonces
(1+x)" > 1+ nx paratodon > 1.

Esta desigualdad se puede demostrar directamente,
n n n
(1+x)" = (0)1"x0 + (1)1”_1x + (2)1"_2x2 +...> l+nx

six > 0y n > 2. Para hacer la prueba por induccion se trata de ver primero si la desigualdad
(1+x)" > 1+ nx es cierta para algiin valor n = 1,2,3... Paran = 1 es falsa. Paran = 2 es
cierta: (1+x)? = 1+2x+x% > 1+ 2x. Se supone que es cierta para n, es decir, (1+x)" > 1+ nx,
y se prueba para n + 1, es decir, se prueba que (1 + x)"*! > 1+ (n + 1)x. Para ello se hace

(1+x)" =1 +x0)"1+x) > (1+nx)(1+x) (por hipotesis de induccion)

=l+x+nx+nx®*>1+(n+1)x,

)n+l

luego (1 +x > 1+ (n+ 1)x y se termina la demostracion.

Este resultado se puede extender y probar que para cualquier nimero real x > —1 y cualquier
numero entero n > 1 se cumple (1+x)" > 1+ nx. La igualdad se obtiene s6lo en los casos x = 0
on=1.

Ejemplos y ejercicios — 2

)




5] Probar por induccién que

1 = 1
1+3 = 2°
1+3+5 = 32
1+3+5+7 = 42

yengeneral, 1+3+5+---+(2n—1) = n? paratodon =1,2,3...
Una demostracion directa: utilizando el hecho de que 1+ 2+ - -+ n =n(n+ 1)/2, si se define
s=1+4+34+5+---+(2n-1),

entoncesn(n+1)=2(1+2+3+4+---+n)=2+4+4+6+---+2n=s+n. Por tanto, s = n?.

Otra demostracion distinta (no mediante induccién) consiste en comprobar que la diferencia
entre dos cuadrados consecutivos es n> — (n — 1)2 = 2n — 1, un ntimero impar.

6] Utilizar la induccién matematica para probar que para n = 1,2, 3... el niimero n? + 5n es par.

Se puede probar directamente de forma sencilla considerando los casos en los que n sea par o
impar.

Por induccién es facil: si n?+5n es par (lo cual es cierto para n = 1), entonces (n+1)%+5(n+1) =
n’+2n+1+5n+5=n?+5n+2(n+3) también es par.

7] (Polinomio generador de niumeros primos de Euler) Para 0 < n < 39 la expresién
n? + n+ 41 es un nimero primo. Sin embargo para n = 40 se obtiene el valor 40? + 40 + 41 = 412
que no es primo. Esto indica la precaucion que hay que tener al hacer la comprobacion inicial
“para ciertos valores se cumple” en la induccién matemaética.

, n(n+1)(2n+1)
= - .

http://gaussianos.com/la-intuicion-matematica-de-papa-keeler-y-la-formula-de-faulhaber/

8] Probar que 1+22+3%+---+n

Numeros naturales, enteros, racionales y reales

9] (El teorema fundamental del orden para conjuntos de niimeros enteros). Todo conjunto
no vacio de nimeros enteros acotado superiormente tiene maximo (es decir, supremo que
pertenece al conjunto). Todo conjunto no vacié de nimeros enteros acotado inferiormente
tiene minimo.

La prueba es facil: sea E C Z no vacio y acotado superiormente. Por el teorema fundamental
del orden en R existe d = sup(E). Falta comprobar que d € E y asi es maximo de E. Como
d = sup(E), entonces existe z € Econd —1 < z < d. Si fuera z < d existiria x € E con
z < x < d y entonces x — z seria un entero positivo menor que 1, que es imposible. Por tanto
z=dyd=max(E).

Los mismos argumentos sirven para probar la existencia del minimo.

10/ (Consecuencia del problema anterior.) Principio de la buena ordenacion de N: cada
subconjunto no vacio de nimeros naturales tiene minimo.
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11] (Otra consecuencia mas.) Funcién parte entera: para cada x € R existe un tinico entero
q € Z que cumple g < x < g+ 1. Se llama g = E(x) = [x], parte entera de x.

12| Probar que para cada x € R existe un tinico nimero entero n € Z que verifica
n<x<n+1l x—-1<n<x.
Este namero se llama parte entera de x y se denota mediante [x].

La unicidad es facil: si hay dos n y m que verifican lo anterior, y n < m, entoncesn < m < x <
n+1.Asi0 < m—n <1y sellega a un nimero natural entre 0 y 1. Absurdo.

Para probar la existencia, sea a el menor nimero natural talque |x| < a (la propiedad
arquimediana asegura la existencia de este a). Si x > 0 se elige [x] = a—1.Six < 0 se

elige [x] = —a+ 1 0 [x] = —a segln sea x entero o no.

Otro argumento consiste en poner R = | [n, n+ 1). De esta forma, cada x € R esta en algun
nez

intervalo de esos: x € [n, n+1). En ese caso se define [x] = n. De esta forma es facil probar que
six <y,y—x>1,entonces x < [x] +1 < x+ 1 < y. Por tanto el intervalo (x, y) contiene un
numero entero. Esto es una demostracion alternativa del resultado que dice que todo intervalo
contiene nimero racionales.

13| Para cada nimero n = 1,2,3,...se definen! =n(n—1)-...-2 -1y ademéas 0! = 1. Se
define para 0 < k < n el nimero combinatorio

n\ n!
(k) ~ klN(n-k)!

a) Dados n elementos distintos la cantidad de reordenaciones (permutaciones) que se pueden
hacer con ellos es n! (Con n letras distintas, se pueden formar n! palabras distintas)

b) La cantidad de subconjuntos de k elementos que contiene un conjunto de n elementos es

nn-1)-...-(n—-k+1) :(n)

k! k

c) Los nimeros combinatorios se pueden representar en un tridangulo simétrico (de Tartaglia)

) e

d) Para x, y € R se puede probar por inducciéon la formula del binomio de Newton:

(x+y)"= (n)x” + (n)x”_ly + (n)x”_zy2 +...+ ( " )xy”_1 + (n) y"
0 1 2 n—1 n
- (” n—k . k
= Z xR
)
k=0

e) Un conjunto de n elementos tiene un total de 2" subconjuntos. Dado un conjunto A se
llama partes de A al conjunto &?(A) que forman todos los subconjuntos de A:

Be #(A) o BCA
Si card(A) = n = card(#(A)) = 2"
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14/ (Teorema de Cantor) Un conjunto A nunca es biyectivo con Z(A).

La idea es considerar f : A — Z(A) y probar que no puede ser sobreyectiva. Si lo fuera,
entonces B={x € A: x ¢ f(x)} seria la imagen de algin elemento de a € A, es decir, f(a) = B.
Pero entonces

e ac B= a¢ f(a) = B, contradicciéon
e a¢ B= ae€ f(a) = B, contradicciéon

y por tanto f no puede ser sobreyectiva.

Por ejemplo, si A = {1, 2}, la aplicaciéon

f:A — P4
1 ~ {2}
2 ~ {1,2}

no es sobreyectiva. Hay siempre un conjunto que no es imagen de ningtin elemento:

B={xeA:x¢ f(x)}={1}

La misma idea sirve para mostrar la paradoja de Russel. Se considera el conjunto M = {x : x ¢ x}
de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos. Entonces M € M o M ¢ M se
implican una a la otra y se tienen una contradiccion.

15] (Paradoja de Russell) Se considera el conjunto A formado por todos los conjuntos que
no se tienen como elemento: A = {X : X ¢ X}. Hay conjuntos X que se tienen como elementos,
como por ejemplo, el conjunto de “ideas abstractas”. También hay conjuntos que no se contienen
como elemento, como el conjunto de libros.

Ahora bien, la afirmacién A € A obliga a que A ¢ Ay la afirmaciéon A ¢ A obliga a que A € A.

16 Una funcién f : A ¢ R — R es inyectiva si f(x) = f(y) = x = y parax, y € A. Esto
dice que cada elemento de la imagen de f sélo puede tener un origen. Por ejemplo f(x) = x?
definida en R no es inyectiva: si x = 2, no se puede asegurar que x = y. Sin embargo, la
funcion f(x) = x? definida en el intervalo [3, 9] si es inyectiva.

17] Una funcién f : A ¢ R — R es sobreyectiva si todo elemento de espacio de llegada es
imagen de algin elemento de A. En otras palabras, si dado y € R, la ecuacién f(x) = y tiene
solucion (esta solucién sera tnica cuando ademas la funcion sea inyectiva). Por ejemplo, la
funcion f : R — R dada por f(x) = x? no es sobreyectiva: la ecuacién x*> = y no tiene solucién
siy <0.

18] La aplicacién f(x) = x/(1 + |x|) es una biyeccién (inyectiva y sobreyectiva) entre R
y el intervalo (-1, 1). Los intervalos [0, 1] y (0, 1) son biyectivos: la aplicacion identidad en
los irracionales y una aplicacion biyectiva sobre los racionales (x,) e (y,) (son una cantidad
numerable) de ambos lados. También son biyectivos [0, 1] y [0, 1]? mediante f(0.a;azasay...) =
(0.a1a3a5 ey O.a2a4a6 .. )

19| (Escritura de nameros en cualquier base) Un niimero como 621 se puede escribir
mediante combinaciones de potencias de 10,

621 =ag+a;-10+ay - 10> +az - 10° + ...,
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donde los numeros naturales ay, a; ... se llaman unidades, decenas... y todos verifican 0 < a; < 9.
Es evidente que
621=1+2-10+6- 10%

Es la forma usual de escribir los numeros. Se llama expresiéon decimal (en base diez). De la
forma analoga, puede escribirse 621 como una combinacion de potencias de 4, es decir

621 =ap+a;-4+ay-4>+a3-43+...,
donde cada a; puede valer a; = 0, 1, 2, 3. No es dificil comprobar que
621=1+3-4+2-42+1-43+2-4%

y se escribe 621 = 212314 (se escriben las cifras de derecha a izquierda). Con esta notacién,
1324 =2+3-4+1-4% =2+ 12+ 16 = 30. Se pueden escribir nimeros en base hexadecimal
(base 16), una base en la que hay como digitos 0,1,2,...,9,A,B,C,D,E,F y asi 9F en base
hexadecimal es el nimero decimal 15+ 9 - 16 = 159.

También se pueden escribir los niimeros de [0, 1] como potencias inversas de 4. Un niimero
como 0.5 se puede escribir como

1 1 1
05=d;-—+dy-—+ds-—+---
Vg 77 2 TS

Es facil comprobar que d; = 2 y el resto son iguales a cero. Asi, 0.5 = 0.24.

Para escribir en base 3 un niimero con parte entera y parte decimal, como 12.5, hay que realizar
los dos procesos descritos antes: escribir 12 como combinaciones de potencias de 3 y 0.5 como
combinaciones de potencias de 1/3. Estos calculos no son siempre faciles y es necesario utilizar
algtn algoritmo sencillo para realizar cada uno de ellos. Estos algoritmos son “realizar divisiones
sucesivas” y “realizar productos quitando la parte entera”.

Por ejemplo, para escribir 12.5 en base 3, se separan en primer lugar la parte entera y decimal.

e Se trata de escribir 12 = ag + a; - 3 + az - 3> + ... donde cada nimero natural q; verifica
0 < a; < 3. El calculo de estos numeros consiste en ir haciendo divisiones sucesivas y
después ir escribiendo esos nimeros (los cocientes y el resto) pero de derecha a izquierda.

e Para nimeros s6lo con parte decimal, como 0.5, consiste en escribir 0.5 = ai/3+ay/3%+. ..
donde cada niimero natural g; verifica 0 < g; < 3. El calculo de estos niimeros se hace
multiplicando por 3, se extrae la parte entera, que son los numeros g; resultantes, y se
continta con la parte decimal que queda.

/12 (3N / < Ptt\
0 4|3 0.5 15 1
1

| /

0.5 1.5 1

w

12 = 1103 \0.5:0.111...(y

Para numeros con parte entera y decimal se hacen los dos procesos anteriores por separado y
se suman: 12.5 = 110.11111.. .3
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Otros ejemplos: 1.25 = 1.111(5, 1/3 = 03 = 0.1(3 y 20.7 = 14.B(14 (en hexadecimal).

Hay varias utilidades de ayuda para hacer estos calculos de cambio de base de cualquier
numero. Por ejemplo, en http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi se puede hacer marcando la
opcién “Calculadores y representaciones graficas en linea” y después “Conversor de base”.

Lecturas recomendadas sobre esto:
https://es.wikipedia.org/wiki/Categoria:Sistemas_de_numeracién_posicional
https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_numeracion
https://es.wikipedia.org/wiki/Notacidén_posicional

20] Al escribir los nimeros reales en base 2 se puede establecer una correspondencia biyectiva
entre el intervalo (0,1) y £ (N). Esto muestra que card(R) = card(0,1) = 8; = 2™

21] La suma +/a + /b de dos nimeros irracionales es irracional. Explicar qué condiciones
deben cumplirse.

Por reduccion al absurdo, si \/Z+ \/E =m/n € Q entonces a = m?/n* +b - 2m \/E/n Asi, si
m#0
Vo= (b-a)+—~
2m 2n
es racional, y se llega a un absurdo.

En cambio,

B+5)—(1++5)=2 182 =5, %:2
2

muestran que la suma, producto y cociente de nimeros irracionales puede ser racional.

22| Elntmero a = \/l +4/1+4/1+... espositivo (es mayor que 1). ;Es racional? La misma
cuestion para

1

1
1+...

b=1+
1+

Solucién: este niimero verifica a> = 1 + a por lo que

1+4/5
2

a =

23| Probar que 2 = +/2+ +/24+ /2 +... 6=14/30+4/30++/30+...
q y

24| (Ejemplo de prueba no constructiva). Existen dos niimeros irracionales a y b tal que
ab es un numero racional.

Seana=0b=+/2.5142 * esun nimero racional la prueba ha terminado. Si es irracional se

eligena:ﬁﬁyb:\/Z_.Asi
V2
ab:(\ﬁﬁ) —V2'=2
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que es racional.

25| El nimero u = 0.1234567891011121314.. .. se conoce como constante de Champernowne.
Se trata de un nuimero irracional. Su inverso es u~! = 8.1000000670760 ... Puede verse en
https://es.wikipedia.org/wiki/Anexo:Constantes_matematicas una curiosa lista de nameros.

26/ Calcular 1.327 +1.105 y 2/3 — 0.18.

27| El numero a = 1.999.. .. = 1.9 verifica a = 2. De hecho dist(a, 2) = |a—2| < 0.1; y también
la—2| £0.01;..., |a— 2| < epara cualquier ¢ > 0. Asi |a — 2| = 0, es decir, a = 2.
28] Estudiar si los siguientes conjuntos son numerables o no:

a) todos los nimeros x € R cuya expresion decimal pueda escribirse utilizando sélo los
digitos 4 o 5. Por ejemplo, x = 0.445 o x = 5545.54

1 1 1 1
b) {(xeR:x=—+---4+—,ny,..., np € N}, por ejemplo, x = = + —, o también x =
ni N 3 4
1 1 1
—+ =+ —.
2 5 12
29| El nimero 1.3454545 ... — 2.3, jes racional? ;irracional? jninguna de las dos? ;ambas a la

vez?
30/ Probar que el conjunto de niimeros reales

A :{O, 0.1,0.12,0.123, 0.1234, 0.12345, 0.123456, 0.1234567, 0.12345678,
0.123456789,0.12345678910, 0.1234567891011, . .. }

esta acotado superiormente y que su supremo (que existe en R) es

supA = u = 0.12345678910111213...

31] Se consideran dos conjuntos A, B C R acotados. Dibujar un grafico con todas las implica-
ciones que haya entre las siguientes sentencias y justificar todas las relaciones:

supA < sup B @ =
Existena € Ay b € Btalesquea < b
Para cada a € A existe alginb € Bcona < b

Paracadaa € Aycadab € Bsetienea < b

Numeros complejos

32] Algo debe ser incorrecto en la secuencia de igualdades

1= =ii=A-1-4/-1 = D=1 =1 = 1.
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33| Comprobar que (1 —i)° = 16(1 — i). Deducir como consecuencia que 1 — i es una raiz
octava de 16. Calcular el resto de estas raices v/16 y representarlas graficamente.

Calcular \/ . Para ello es ttil recordar que z™! = z/|z|%, un ntimero cuyo médulo es
+i

el inverso del modulo de z y su argumento es el opuesto del argumento de z. Con esto se puede
hacer

2i -1

—— =2+ = =1+i.

== 2)(+)
Asi

21
- =1+
1+
5/(3+4i
35/ Calcular | ———— ( )
2i

36/ Calcular y representar los nimeros complejos z € C soluciones de la ecuaciéon 8z° = —i.

ﬂj Al dibujar las raices 3/1_ , {1/1_ , \5/1— ... se van obteniendo poligonos regulares de 3,4,5...
lados.

38] Calcular y dibujar en el plano complejo las soluciones de

a) 23 = 3i, b) 4 = —-16, c¢) 2% = =27, d) Z3 = 8i.

39| Se consideran las soluciones {zg, z1, . . ., z,—1} de z" = 1 (raices de la unidad para n). Es
conocido que la expresion de estas raices es:

2km 2km 2kx
Zr =CoOS—— +isen—— =¢' n (k=0,1,...,n—-1),
n n
. , 2(n-1
es decir, nimeros cuyo médulo es 1 y su argumento es 0, ZT” 47”, 67” e, % Demostrar
que
a) El conjunto de raices puede escribirse como {1, zj, zf, zf, - z;‘_l}, es decir, probar que

— 52 — 3
V4) —21,23 _Zl”"

b) La suma de todas ellas es cero: zo + z; + ...+ z,—1 = 0.

El apartado a) es trivial. El apartado b) se sigue del a), ya que la suma de las soluciones verifica
(z = z; para simplificar la notaciéon y s = 1+ z + 2% +... +z"7!):

zs=z(l+z+2%4+... 42" = (z+22+... +2"1+2") =5

y por tanto debe ser s = 0.

40| Expresiones del tipo
Acoswt + Bsen wt

aparecen con frecuencia en matematicas y fisica. Por ejemplo, al describir el movimiento de un
péndulo (para oscilaciones pequeiias).
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Esa expresion A coswt + Bsenwt, en la que aparecen las funciones seno y coseno, puede
escribirse de forma mas sencilla, utilizando s6lo un coseno. Para ello se hace un pequefio
cambio. Se considera el nimero complejo A + Bi, que tendra médulo r y argumento ¢. Es decir,
A =rcos¢gyB=rseng. Se consigue asi escribir

Acoswt+ Bsenwt = rcos@coswt+rsengsenwt = rcos (cot—q)).

Topologia en R

41] La distancia entre dos nimeros reales x, y € R es

d(x,y) = |x - yl.

Por ejemplo, d(—4,2) = 6 y d(3,5) = 2. Utilizando esta nocién de distancia se pueden escribir
los conjuntos siguientes:

a) Los nimeros que estan a distancia 3 de 42:

{x e R : |x—42| =3} = {39, 45} (s6lo hay dos niimeros).

b) Numeros que distan menos de una décima de 2:

{xeR:|x-2]<01} = (2-0.1,240.1) = (1.9, 2.1).

c) Numeros que distan menos de una centésima de 2:

{xeR:|x-2] <001} = (2-0.01,2+0.01) = (1.99, 2.01)

d) Nameros que distan menos de una cantidad r de 2:

{xeR:|x=2]<r} = (2-1,2+7r)

e) Numeros que distan al menos 1 unidad de 7:

{xeR :|x=7| 21} = (o0, 6] U[8 +c0).

42] Para A, B C R, comprobar que si A C B entonces ACB yA CB.

43/ Escribir correctamente qué significa cada una de las sentencias siguientes, tal y como se
hace en el primer apartado:

a) a¢A o Vr>0 (a—r,a+r)NA°+2

b) a¢ oA & ...

agA o ...

dag¢gA o ...

e) agA’ & ...

Ejemplos y ejercicios — 10




Siun elemento a € R esta en un intervalo (a —r, a +r) en el cual s6lo hay finitos elementos de
A, ;puedesera € A’'? ;Y a € A?

44| Para cualquier subconjunto A C R se tiene
a) AC AcCA;
b) A=AUJA=AUIA=AUA
c) Siace A entonces a es interior o es frontera (pero no puede ser las dos cosas a la vez), es
decir, A C AU 9A;
d) 0A = 90A° = AN A°.

45) Six € Ry A C R se define

d(x,A) =inf{|x —a|: a € A}
que tiene sentido ya que {|x — a| : a € A} esta acotado inferiormente (por 0) y por tanto tiene
infimo. Ademas, d(a, A) = 0 para todo a € A.

Comprobar que

1) x € A= d(x,A) =0, pero la implicacion contraria no es cierta en general
2) xe Ao d(x,A) =0

3) x € A d(x,A%) >0

4) x € A’ = d(x,A) =0, y no es cierta en general la implicacién contraria
5 x € 0A © d(x,A) =d(x,A°) =0 & x € 9AC

46| Utilizando distancias probar que un conjunto A C R es abierto si y sdlo si su
complementario es cerrado.

Basta escribir todo en términos de distancias como sigue:

A abierto & [A:fi] = [Acﬁ] = [xeA:xeA] S [xe A=d(x, A% > 0]

& [dx,A)=0=>x¢A] © [x€A° = x e A°] & [A° C A°] & AC es cerrado.

47| Calcular la adherencia, el interior, la frontera, los puntos aislados y los de acumulacién de
los conjuntos

A = {xeR:|x—l|<l}U{l:n€N}
2 n
B = ’—1,1)U{(—1)"-”“ :neN}
! n
ol s) 6 5 )
C = |=1|Ul— =|Uul= = — —|u
2 4 3 6 5 8 7
D = 4,7)U{7+(_1)n neN}
L n
E = {1+(_1)n neN}U[O,l)
n
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48] ;Es posible escribir [—3, 5) como una unién de conjuntos abiertos? ;Y de conjuntos
cerrados?
;Es posible escribir (4, 7) como interseccién de conjuntos abiertos? ;Y de conjuntos cerrados?

49| (Otra forma de ver que R es un espacio de Lindelsf.)

a) Cada conjunto abierto A C R se puede escribir como unién de intervalos abiertos.

b) Cada intervalo I C R abierto se puede escribir como unién de intervalos abiertos cuyos
extremos son numeros racionales.

c) Intervalos con extremos racionales solo hay una cantidad numerable.

d) Cada recubrimiento abierto A C U;G; se puede considerar como un recubrimiento
numerable (coincide con un subrecubrimiento formado por una cantidad numerable
de esos conjuntos G;.)

La demostracion de a), b) y c) es facil. Para ver d), cada conjunto G; puede escribirse como una
union de intervalos con extremos racionales, G; = Upey, H,. Por tanto,

A C U;G; = Uj Uper, Hp,

es decir, A esta cubierto por ciertos intervalos H, con extremos racionales. Los que intervienen
en esta union final son s6lo una cantidad numerable, y para cada uno de ellos se elige un G;
que lo contenga.

@j Calcular fi, A, 9A, A’ y A® (interior, adherencia, frontera, puntos de acumulacion y
aislados) del conjunto de R siguiente: A=(1,2)U {x e Q : 0 <x < 1}.

51] Se considera A C R. Probar que

a) A es abierto, y es el mayor conjunto abierto contenido en A;

b) A es cerrado, y es el menor conjunto cerrado que contiene al conjunto A.

La prueba de a) es facil. Para ver que A es abierto, se trata de ver que todo punto de A es interior.

Si x € A entonces (x —r,x+r) C Aparaalgin r > 0. Por tanto

xe(x—r,x+r):(x—r,x+r)CA

y x es interior a A. Por otra parte, si B es abierto y B C A, se trata de ver que B C A. Esto es
evidente, sin mas que escribir B C A y poner interiores en ambos conjuntos: B = B C A.

Para la parte b) se trata de ver que A es cerrado, es decir, se trata de comprobar que

x € A = x € A Y esto es sencillo, ya que si x € A, dado (x — r,x + r) es posible
encontrar algun elemento y € (x —r,x+r) N A. Sis > 0 es suficientemente pequefo para L que
(y—s,y+s) C (x—r,x+r), entonces en (y — s, y +s) hay puntos de A y por tanto x € A.

o

Una consecuencia de este resultado es que A = Ay A = A. No hace falta hacer el interior del
interior, ya que el interior de un conjunto es abierto. Igual ocurre con la adherencia: al ser un
conjunto cerrado, hacer su adherencia ya no aporta nada nuevo.

52) Para A,B Cc Rsetiene AUB=AUByANB= A N B. Poner ejemplos en los que se
muestre que, en general, ANB# ANByAUB + AUB.
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53] Demostrar que {1/n : n € N} no es compacto, pero {1/n : n € N} U {0} si lo es.

54/ Sea A C R acotado. Probar que
a) inf(A) y sup(A) no son puntos interiores de A.

b) inf(A) y sup(A) pertenecen a A. En el caso de un conjunto compacto se tiene ademas
min(A), max(A) € A.

El primer apartado habla de una propiedad esencial de los conjuntos de nimeros reales. Una
propiedad que es la base del razonamiento de muchos teoremas (Bolzano, conexion en R,...). Si
A es un subconjunto acotado y abierto en R, entonces su supremo y su infimo no estan en A.

Para el segundo apartado, la idea es probar que ambos niimeros o estan en A o son puntos de
acumulacion.

55] En R, los tnicos subconjuntos que pueden ser abiertos y cerrados son @ y R.

Para probar esto: sea A C R abierto y cerrado y verificando @ € A C R. Se elige a € R\ A.

En ese caso, en alguno de los intervalos (—co, a) o (a,+00) hay elementos de A. Se supone que
en (—oo, a) hay elementos de A (con el otro se hace similar). Sea d = sup A N (-0, a). Por una
parte, por la definicién de supremo, se tiene d € A = A. Luego d < a. Por otra parte, A es
abierto, lo hace imposible que sea d ese supremo.

56/ Se considera el conjunto D formado por todos los niimeros del intervalo [0, 1] que tienen
alguna expresion decimal en la que todas las cifras son 0 excepto dos de ellas, iguales a 1. Por
ejemplo, son nimeros de este conjunto a = 0.11000... y b = 0.0109, ya que este ultimo se
puede escribir como b = 0.011000. ;Es D un conjunto compacto?

57] Utilizando la definicién de conjunto compacto, es posible probar que el intervalo [0, 1] es
compacto.

Sea R un recubrimiento abierto de [0, 1]. Se considera
s = sup {x € [0,1] : [0, x] puede recubirse con una cantidad finita de elementos de ‘R}

La prueba consiste en demostrar que s = 1. Es evidente que s > 0, ya que cualquier abierto que
contenga a 0 debe tener algun intervalo [0, €] para cierto valor € > 0. Si fuera s < 1, entonces
cualquier abierto V de R que contenga a s debe tener dentro algin intervalo [s — ¢, s + €]. Por

definicion de s, el intervalo [0, s — €] esta recubierto por una cantidad finita de elementos de ‘R.

A esta cantidad finita se le afiade el abierto V' y se tiene un recubrimiento de [0, s + ¢] formado
por finitos elementos de R. Esto contradice la definicion de s como supremo. Luego no puede
darse s < 1.

Sucesiones y series

58] Escribir con términos matematicos cada sentencia y decir qué relacién hay entre el nimero
a € Ry la sucesion (x,)

a) En cada intervalo (a — ¢, a + ¢) hay algtin término de la sucesion,

b) En cada intervalo (a — ¢, a + ¢) hay infinitos términos de la sucesion,
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¢) En cadaintervalo (a—¢, a+¢) estan todos los términos x;,, de la sucesion salvo una cantidad
finita,

d) En cada intervalo (a — ¢, a + ¢€) estan todos los términos de la sucesion salvo los primeros
X1y« Xns

e) En algin intervalo (a — ¢ a + ¢) no hay términos de la sucesion,

f) En algtn intervalo (a — ¢, a + ¢) hay algin término de la sucesion,

g) En algtn intervalo (a — ¢, a + ¢) hay infinitos términos de la sucesion,

h) a € {x, : n € N}, es decir, a esta en la adherencia de {x, : n € N} (es el conjunto de
valores de la sucesion),

i) ae{x,:neN, n>ny} para algin/todo ny € N.

59| Los términos de una sucesion verifican |x, — 3| > |2x, — 1| para todo n > 1. Probar que la
sucesion esta acotada.

Basta comprobar que si [x — 3| > |2x — 1| entonces x € [-2,4/3].
60/ Utilizando las propiedades del 4lgebra de limites

. n/2+logn . 1/2+ (logn)/n 1
lim ——— = lim = -,
oo 3pgafn % 341/ 6

y de forma similar

) 1 nt  2(1+3/n)
lim —sen—+ ——= = 2
n—e 1 4 1+1/n

61] Probar que

n! n!
lim — =1lim — = ... = +o0.
n nz n n3

Basta escribir

n! nin-1)(n-2)---2-1 (n=1)(n-2)

— = > (paran > 2),
n n-n n
n! nh-1)(n-2)---2-1 (n=1)(n-2)(n-3)
- = > > (paran > 3),
n n-n-n n
y similar para ntn, ...
- o ., n+2
62| Utilizar la definicién para probar que la sucesion x, = es convergente.
n

Lo primero es acertar con el posible limite y probar que la sucesion converge a dicho numero,
en este caso, al numero 1.

Dado ¢ > 0 se trata de saber probar que |x, — 1| < ¢ a partir de un cierto valor de n. Ahora

bien,
n+2

|xn_1|: -

5

S

n

y asi, en este caso, |x, — 1| < ¢ © 2/n < ¢, lo cual es cierto para n > 2/¢. Por tanto, dado ¢ > 0
se eligev = [2/¢] + 1 (se utiliza la funcién parte entera) y se cumple que n > v = |x, — 1] < ¢.
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Por supuesto, si se elige mal el posible limite, entonces los calculos resultan imposibles. De
haber supuesto (erroneamente) que el limite es 0, se trataria de probar que

n+2
= <e€
n

n+2

|xn _Ol =
n

para valores grandes de n. Se llega entonces a n + 2 < ne, es decir, n(1 —¢) +2 < 0. Y esto no es
cierto para valores grandes de n.

De la misma forma, si se supone que el limite es —3, se trataria de probar que

dn+2| 4n+2
|lxn = (=3) = = <e
n n
para n suficientemente grande, que es imposible.
63 ] Probar que si (x,) no esta acotada, es posible encontrar términos n; < ny < n3 < ... tales

que |xn,| > 1, |xn,| > |xn,| + 1, [xn,| > |%n,| + 1... Esto hace que una sucesioén asi no pueda ser ni
convergente ni de Cauchy.

64| Probar que la sucesién (n + 2)/3n es convergente. Comprobar, utilizando la definicion,
que es de Cauchy.

Que es convergente:

Que es de Cauchy:

n+2 m+2

3n 3m

sin < m.

65] Utilizar la definicién para comprobar que la sucesién (2n + 1) no es de Cauchy.

Para n,m € N distintos se tiene |n — m| > 1 (la distancia entre dos nimeros naturales distintos
es al menos igual a 1). Por tanto

[(2n+1) - (2m+1)|=2|n—m| > 2,

y la sucesion no es de Cauchy. No es posible hacer |(2n+1) — (2m+1)| arbitrariamente pequefio
para n'y m grandes.

66 De forma similar es posible comprobar que la sucesién (n?) no es de Cauchy.

Basta darse cuenta que si n # m, entonces |n? — m?| > 1.

67] (Propiedades de las sucesiones de Cauchy). El conjunto ¢ de sucesiones de Cauchy
en R, o el conjunto %, de sucesiones convergentes y el conjunto .27 de sucesiones acotadas,
con las operaciones usuales de suma y multiplicacion son subanillos del anillo .# de todas las
sucesiones en R. Ademas, se tienen las inclusiones (todas son estrictas)

%, C¥ codc.?.
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Proposicion. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracion. Si (x,) es de Cauchy, dado ¢ = 1 existe v € N tal que |x, — x| < € =1
para n,m > v. Por tanto, |x,] < 1+ |x,| para n > v y la sucesién estd acotada por
M = max{|x|,...,|x], 1+ |x]|}. O

Proposicion. La suma y producto de sucesiones de Cauchy es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sean (x,) e (y,) sucesiones de Cauchy. Dado ¢ > 0 existen vy y v, tales
que |x, — xm| < €/2y |yp — ¥4l < €/2 param,n > vy y p,q > v, Por tanto para valores
n,m > max{vi,vy} se tiene |x, + yn — (xm + Ym)| < |%n — Xm| + |Yn — Ym| < €y la sucesion
(xn + yn) es de Cauchy.

Para el producto es similar. Al ser sucesiones de Cauchy son acotadas: |x,| < Ny |y,| < M
para todo n € Ny se puede escribir

|ann - xm}’m' = |ann —XmYn +XmYn — xm}’ml
< |%n = Xml - [Ynl + (Y0 = Yml - |%m]

< |xp—Xm| M+ |yn— ym| - N

de donde se obtiene que (x,y;,) es de Cauchy. m]
" - n’—n+1
68| Utilizar la definicién para probar que { ———— es convergente.
n

Para comprobar que su limite es 1

n®—n+1 -n+1 n+1 2n 2

ML _ ;| — < <=5,

n? n? n? n? n

luego basta saber hacer 2/n < ¢. Esta desigualdad es equivalente a n > 2/¢. En la definicién de
convergencia se puede tomar en este casov = [2/¢] + 1.

69| Probar por induccién que
P+2°+...+n° = (1+2+...+n)?

para n > 1. Deducir que

13+ 224+. 4+
lim =
n—oo n4

N

Para probarlo por induccidn, basta darse cuenta que
P+22+. . +n°+(+1)° = Q+2+.. . +n+(n+1))?
es equivalente a (utilizando la hipotesis de induccion)
(1+...+n)*+(n+1)°% = 0+...+n+(n+1))>3
es decir
(1+...+n)*+(+1)% = Q+...+n?+(+D*+200+...+n)(n+1).

Simplificando se llega a
(n+1)° = (n+1)*+n(n+1)>
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que es trivialmente cierto.

Como consecuencia

5 n’(n+1)>?

= (1+2+...+n)* =
( ) 1

B+2°+.. . +n

y de ahi se sigue que el limite de més arriba sea igual a 1/4.
70| Se llama sucesion de Fibonacci (http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesién_de_Fibonacci) a
(1, 1,2 3,58 13, 21, 34,...).

Una sucesion cuyos dos primeros términos son x; = x2 = 1 y los demas se consiguen como
suma de los dos anteriores, x,4+2 = Xp4+1 + X, para n = 1, 2, 3... Probar que

sl

1+4/5
2

Xn =

donde
(p =

es el nimero de oro o niimero 4ureo. Es la solucién positiva de x* = x + 1. La otra solucién (es
negativa) es 1 — ¢.

Como curiosidad, si (x, y, z, t) son términos consecutivos de esta sucesion, entonces
a=xt, b=2yz, c=xz+ yt
2

forman una terna pitagorica, es decir, a* + b* = c2.

71] (Una justificaciéon completa del problema 22, pag. 7) La sucesiéon

VI, V1+41, 1+41+41 .
ient tada. Por tant te. Su limit —1+‘/§—\/1+,/1+\/1+
€S crecien eyacoa a. For tan Oesconvergen €. ou limi eeS(p— 2 =

Que esta acotada es facil: a; < ¢, y ademas si a, < ¢ entonces an+1 < 4/1+ ¢ = ¢. Por tanto,
una cota superior es ¢. Ademas a2, | = 1+a, > a’ (puede comprobarse facilmente que 1+x > x*
para x € [0, ¢]). Como

A

es una sucesion acotada y creciente, y por tanto converge. Existe a = lim,_,« a,. Asi,

0 Gy = nli_r)lgo(1+an) = 1l+a.
) n! n®+3 ) n
72| Probar que las sucesiones | — | y son monoétonas y que es acotada.
21 3n+2 n+1
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73] Calcular los limites

n® +3n — 60 5 n>—-2n-=6 y Vn2+6n+1

lim ———M, im 5 ,
n—oo n+15 n—oo n“+ 10n n—oo 7—2n

74] Demostrar que lim /n?+n —n = 1/2.
n—oo
Se obtiene facilmente multiplicando y dividiendo por el conjugado /n?+n +n.

-1
75) Como (1+¢&)" > 1+ne+ n(nT)gZ’ se sigue que

1 n 1 n
limﬂ:+oo(aeR,a>O), limﬂ=+oo

n—oo a n—oo n

Como consecuencia, sia > 1,entonces 1 < a < (1+¢)"y1 < n < (1+¢)" para n suficientemente
grande. Por tanto,

%—)1, %—)1, (1/”_2:(1/;.%_)1, yn3 —1...

76/ (Una forma distinta de tratar el problema anterior). Sea ¢ > 0. Entonces

1) La sucesion (1 + €)™ es creciente (esto es facil de ver). Por tanto (1 + ¢)" — +o0, ya que si
estuviera acotada entonces seria convergente a un numero q € R,

g = lim(1+¢)" = lim(1+&)™" = (1+¢)q,
n n

que es absurdo.

_ (1+¢e)" . . (1+e)"
2) Lo mismo ocurre con ——— (es creciente) para cualquier a > 0. Por tanto ——— — +c0.
a a
- (1+9)" : ..
3) Idéntico para ———. Es creciente casi siempre porque
n
1+ )" 1+&)" n 1+¢)"
(o™ (xen m (+o)
n+1 n n+1 n
n (1+¢)"

para n grande, ya que (1+¢) > 1 cuando n es suficientemente grande. Por tanto, si

n
fuera acotada entonces tendria limite p y

C (1+e™ 1+ n
=lim— =lim . 14+4¢) = p-(1+¢),
p n n+1 n n n+ 1( ) p-( )
. . (1+¢)"
que es imposible. Por tanto, — +00.

77 Notese la idea clave del paso 1) del problema anterior: si @ > 0, la sucesién (a") tiene
limite L, es decir, (a,a? a® a%,...) — L. Ademas, al quitar el primer término de la sucesion se
tiene (a?,a% a* ...) — L, es decir a(a,a? a°,...) — L. Por tanto a - L = L. Esto s6lo ocurre en
casos muy especiales:
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1) sia < 1 entonces la sucesion (a") es decreciente y L = 0;
2) sia =1 entonces la sucesioén (a") es constante y L = 1;

3) sia > 1 entonces la sucesion (a") es creciente y L = 400

78] La sucesioén {l/; es decreciente. Por tanto existe lim,_, {l/; > 1. Que sea mayor estricto
que 1 lleva a una contradiccién con el problema 75, pag. 18, luego ese limite es 1.

Que /n es decreciente es facil probarlo:

ntl il _ n+1
/"> (n+ DV o nv osn+l1 © >

n+l)"

& n>
n

n

n
n+1 g . . .
y ( ) es una sucesion convergente (su limite es el niimero e, como puede verse en ejemplos
n

posteriores)
79| Esta propiedad ya vista, (1 + ¢)" — +oo, tiene algunas consecuencias (aqui se entiende
a>1):

a) lim, a'/" = @™ /7 = 0 = 1 (es decir, (1/3 — 1, que ya se ha visto).

b) Si (a,;) — +o0 entonces (1 + ¢)% — +oo.

c) Si la sucesion (x,) es positiva y (x,) — 0, entonces a*» — a° = 1, es decir lim, @ =
al'™» % _Esto es una consecuencia del hecho @™ < 1+ ¢ & a < (1+¢)/*, y se utiliza el
apartado b) anterior.

d) Si la sucesién (x,) es positiva y (x,) — x, entonces lim, @ = @™ = g*. Esto es
una prueba de la continuidad (secuencial) de la funcién f(x) = a*, y se expresa como
(xp) = x = a» — a”.

80/ (Férmula de Euler) Si (a,) — 1y (b,) — oo entonces

b

: n — limnbn(an_l)
hznan =e .

Para demostrarlo basta escribir
1
e = (1+ (an — ) mrtn(@

y aplicar la definicion del nimero e.

Utilizando este resultado, probar que

81] (Criterio de Stolz) Si 0 < b; < by < bs... — +oo (sucesion positiva, creciente y no

acotada) entonces
. ap . Qny1 —ap
lim— = lim ———

1m
n by n by — by
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(un resultado que recuerda a la regla de ’'Hopital). Utilizar este hecho para probar que

o 1424...+n
lim ————— = 1/2.
n n

82| (Criterio de Stolz para la raiz) Si0 < b; < b, < b;... — +0o (sucesion positiva,
creciente y no acotada) entonces

. b . b [ An+1
lim \n/an = lim b‘"/n— .
n n an

Con este resultado probar que

lim -+ n_' i B
n n" n (n+1)"

83] Si (a,) es convergente y (b,) no lo es, jpuede ser (a, + b,) convergente? ;Y (a,b,)?

84| Se define la sucesion cuyos términos son

ar =1, ap1=+V2+ay,.

Probar que es una sucesién convergente.
Basta ver que es acotada y monétona (creciente),
a) acotada: si a, < 2 entonces a1 < V2+2 =2;

b) creciente: @y = v2+a, > \a, +a, = \/E\/E > \/a\/a: a.

Si a = lim a, entonces tomando limites en la expresion a,;; = /2 + a, se tiene a®> = 2 + a. De
aqui se sigue que a = 2.

85| La sucesion cuyos términos son

2+ x,
2

X1=4, Xpy1=

verifica (x,) — 2.

Para probarlo hay que considerar los casos: (1) si a = 2 entonces la sucesion es constante; (2)
si a < 2 entonces la sucesién es acotada superiormente (x, < 2)y creciente, y (3) sia > 2
entonces la sucesion es acotada inferiormente (x, > 2) y decreciente. En cualquier caso, es una

sucesion convergente, (x,) — b. Tomando limite en la expresion x,+; = (2 + x,)/2 se tiene
b=(2+b)/2,es decir, b = 2.

86| Se considera una sucesion (x;,) que verifica |x,+; — x,| = 1/n para todo n € N. ;Debe ser
una sucesion de Cauchy?

Indicacion: sis, =1+ ---+ 1/n entonces (s,) no esta acotada, pero |s,4+1 — sp| = 1/(n+1) — 0.

Otra posibilidad es considerar la sucesion

(0,1,1/2,0,1/3,2/3,1,3/4,2/4,1/4,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,...)
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que no es de Cauchy (para n y m suficientemente grandes hay valores x,, = 0 y valores x,,, = 1).

87] Probar que el conjunto de valores de adherencia de una sucesién es un conjunto cerrado.
Si ademas la sucesion es acotada, este conjunto de valores de adherencia es compacto. Por
tanto, tiene maximo y minimo, y estos valores reciben el nombre de limites superior e inferior
de la sucesion:

limsup (x,) mayor valor de adherencia de (x,)

X—00

lim (xn)
X—00

liminf (x,) = lim (x,) = menor valor de adherencia de (x;)
X—00

X—00

Si a = limy_,e (x,) entonces en (a — €, a + €) hay infinitos términos x,,, pero a la derecha de
a+ ¢ s6lo puede haber una cantidad finita de términos, ya que a es el mayor valor de adherencia.
Idéntico resultado ocurre para el limite inferior: a la izquierda de lim, | (x,) — ¢ s6lo puede
haber una cantidad finita de términos x,,.

Para sucesiones no acotadas superiormente se suele decir que su limite superior es +co. Y para
sucesiones no acotadas inferiormente se suele decir que su limite inferior es —oo.

Es evidente que liminf(x,) < limsup(x,). Ademas, para una sucesioén acotada (x,) se tiene
(x,) es convergente < liminf(x,) = limsup(x;,)

y en ese caso ese valor es el limite de la sucesion liminf(x,) = lim(x,) = limsup(x,).

Probar que el limite superior de una sucesion (x,) verifica

limsup x, = lim x, = inf supx; = lim |sup xi
n—oo n—oo n>0 k>n n—oo \ p o,

Analogamente, el limite inferior verifica

liminf x, = lim x, = sup inf x; = lim (inf xk)

n—co noco 20 kzn - n—e \k2n

88] Subsucesion de una sucesioén: dada una sucesién (x;), se llama subsucesion a cualquier
sucesion (x,,, Xn,, Xn,,...) donde ny < ny < ns < ... Por ejemplo, con una sucesiéon
(x1, X2, x3, . . .) se puede elegir como subsucesion la formada por los términos que estan en
lugar par: (x2, x4, Xg, . . .). Con la sucesion (1, 2,3,4,5,...) se pueden formar las subsucesiones
(2,4,6,8,...) y (1,10,100,...).

Probar que a es valor de adherencia de una sucesion si y solo si existe una subsucesion que
converge a dicho valor a. En particular, toda sucesion acotada tiene subsucesiones convergentes.
Ademas si una sucesion es convergente, cualquier subsucesion suya también lo es y los limites
coinciden.

89] Toda sucesion de niimeros reales tiene alguna subsucesion monétona. Como consecuencia
se puede probar que toda sucesion de Cauchy tiene alguna subsucesién convergente y por
tanto ella misma es convergente.

La demostracién es como sigue: dada (x,) C R se define

P={neN : x, < x, para n < m}.
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Si P es infinito entonces los indices n € P forman la subsucesion buscada, que sera monénota
creciente. Si P es finito entonces a partir de un indice ny ya no hay elementos de P. Luego si
ny; > ny entonces existe ny > n; con x,, > xp,. Y para ese valor n, exister otro n3 que verifica
Xn, > Xp,, etcétera. Se llega entonces a una subsucesion monotona decreciente.

90| El numero e es irracional. Ya se ha visto que la sucesion
1 n
ay = (1 + —)
n

De hecho, la sucesion es creciente y acotada y asi debe ser convergente.

S R R ER e

A n(n—l)i_'_ n(n—l)(n—Z)L
n? 3-2 n3

1 1 1 1 2
1-—|+=[1-=||1-=]+...
2! n 3! n n
1 1 1 1 2
1- +—11- 1- +...
2! n+1 3! n+1 n+1

es convergente. Su limite se llama e.

=1+1

1
—_
+
—_
+
|

A
—_
+
—_
+
|

= dp+1
<2+ —+ +
2 3-2 4-3-2
1 1 1
<24+—+—+—+---=3.
2 22 23
Por tanto, a, < a,+1 < 3y asi (a,) es creciente y acotada. O

Este nimero e es limite de una sucesion que esta acotada por un niimero

1 1 1 1 1 1 1 1
2+ —+ + o=l —+—+—+—+---= —
2 3-2 4-3-2 12 31 4! " n!

cuyo valor es el propio numero e. Es frecuente encontrar como definiciéon de nimero e este
valor de la suma de los inversos de los factoriales. En la cadena de desigualdades anteriores se

muestra que si
n
1
Sn = E —
! k!
n=0

entonces s, < 3 para todo n y ademas a, < s,. Asi
1" 1
lim|1+—| < —.
( n) Z n!

Por otra parte, si n > m entonces

1 1 1 1 2 1 1 m-—1
ap>1+1+—[1-=|+—=[1-=|[1-Z)++—[1-=]--|1-
2! n 3! n n m! n n
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y asi

) 1 1
lima, >1+14+—+---4+— =s,,.
2! m!
Se tiene entonces que
. ( 1)” 1
e=lim|[1+—] = il
n—oo n n]
n=0

La rapidez de la convergencia de la serie se puede calcular:

1 1 1 ( 1 1 1
O<e-s,

= + +-00 < + + +...l=—
(n+1)!  (n+2)! (n+1)! n+1l (n+1)>2 n'n

Como consecuencia, e es irracional. Si fuera e racional entonces e = p/q con p, g > 0. Aplicando

la desigualdad anterior se tiene

1
0<€—Sq<T
q-9

y asi

1
0<qle—sg) < —.
q
Ahora bien, por hipétesis gle es entero, y ademas

1 1
1s, = qg! e —
q'sq=q'|1+1+ o1 +--- 4+ pT

es entero. Asi se llegaria a la existencia de un niimero entero entero q!(e — s;) que verifica

1
0<qle—sg) <—,
q

que no puede ocurrir.

91 También se pueden calcular los limites

1\" 1 2\"
lim (1——) = —, lim (1+—) S
n—oo n e n—oo n

Para ello se hace lo siguiente:

2 =) = (e = () )

92/ Calcular
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93] (Indeterminaciones del tipo 1%°) Es facil comprobar que si (a,) — 1y (b,) — +00

entonces

lim afl” =e
n

limy, b, (ap—1)
Basta escribir

1\ (ap—1)by

bn an—1
a£"=<1+<an—1>>b"=( — ) =( — )

Yo " @D

94| (Una sucesion de niimeros racionales que converge a 1/2) Sea a € R*. Se define la
sucesion

1 a
x1 > 0 (arbitrario), xp41 = P (xn + —) (n=1,2,3,...)
Xn

Entonces (x,) es convergente y (x,) — \/; .
Demostracion. Para cualquier x; € R* se tiene
1 a
—|x1+—] = +a,
2 ( ! xl) \/—
ya que

a
x1+—22\/; o xf+a22x1\/; < (xl—‘/;)zzo’
X1

y esto ultimo siempre es cierto.
Luego x3, x3... son todos mayores o iguales que /a.

Ademas, al ser x,, > 4/a se tiene x,41 < x,. En efecto,

1 a a
Xntl = xn+x_ an@x—ﬁxn,
n n

que es evidentemente cierto al ser x, > +/a.

Por tanto, ya < ... < xp41 < Xp < ... < x4 < x3 < X7y la sucesion (x,),>2 es decreciente y
acotada inferiormente por /a.

Luego existe limx, = x > +/a. Tomando limite en la expresion (hay tres sucesiones
convergentes involucradas y se toma el limite en cada una de ellas)

1 a
xn+1:E Xnt—1,

Xn
se tiene
a
2x =x+ —.
X
Por tanto, x? = a.
En total se obtiene lim x, = 1/a. o

Este proceso muestra ejemplos de sucesiones de nimeros racionales que convergen a un nimero
irracional.
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Si se elige a = 2, entonces partiendo de x; = 2 (la eleccion de x; > 0 es irrelevante) se obtiene

la sucesion
3 17 577 665857 886731088897

27 12° 408 ° 470832 ° 627013566048

(xn) = (2

es decir, (x,) = (2, 1.5, 1.416, 1.414215686274510, 1.414213562374690, 1.414213562373095,...)

El siguiente cddigo muestra un pequefio algoritmo para encontrar una sucesion de numeros
racionales que converge a /3.

ClearAll[A]
a=3
A[1] = 2

Aln_] := (A[n - 11 + a/A[n - 11)/2
Table[A[i], {i, 1, 6}]
Table[A[i], {i, 1, 6}]1 // N

El resultado es una sucesiéon (de nimeros racionales) que converge a +/3:

7 97 18817 708158977 1002978273411373057
> 4’ 56’ 10864 408855776  579069776145402304°

{2, 1.75, 1.73214, 1.73205, 1.73205, 1.73205,...}

95] Calcular lim /6" + 5" + n + 2

Basta observar que 6" < 6" +5"+n+2 < 46" y asi

6 = lim V6" < lim V6" +5"+n+2 < lim V4-6" = lim V4 - lim V6" = 6
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
Otra forma consiste en escribir

6"+5"+n+2 = 6"(1+

( 5”+n+2)
1+ ——=
6"

es convergente, también es acotada. Por tanto

. n 5"+n+2
lim 14— =1
n—oo 6"

5"+n+2
6" '

Como la sucesion

96/ Calcular los limites

lim ———, im
n—oo 2N 4 31 n—oo n+2

on+l 4 gn+l ) ( 3n? + 4n )
—— —3n].

97| Sea (a,) la sucesion de nameros reales definida mediante la expresion
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El area de la grafica de la funcion f(x) = 1/x en [1, n] es fln(l/x) dx = log n. Sumando las
areas de los rectangulos por defecto y por exceso en los puntos de base 1,2,...,n — 1, n se tiene

1 1 1 "1 1 1 1
—+ -4+ —< —dx=logn<1+—+—-+---+ ,
2 3 n 1 X 2 3 n—1

y asi
1
a,—1<logn<a,— —,
n

o también )
i a, —logn < 1.

Si existe el limite, se tiene, 0 < lim,_,o(a, —logn) < 1.

Considerando el area de 1/x en [1, 1 + 1/n] por exceso y por defecto se tiene

Por tanto,

. s 1\n
Se pueden elevar los términos a n y tomar limites para obtener log (1+ —)" — 1.

Ahora es posible probar que (x, = a, —log n) es una sucesién decreciente de numeros positivos:

> 0.

1 1
Xn — Xn+1 :log(n+1)—logn—m :log(1+—)—

n n+1

Por lo tanto existe
lim 1+ L + L +-- 4 ! 1
= lim —+—+---+— —logn.
Y n—oo 2 3 n &

El ntimero y se llama constante de Euler y su valor aproximado es y = 0.5772156649 ... Se
desconoce si la constante de Euler es un nimero racional.

98] La sucesion
1 1
+ o .. + —
n+1 2n
esta acotada. De hecho es facil comprobar que 1/2 < x, < n/(n+1) y asi x, € [1/2,1] para
todo n. Ademas es creciente (de nuevo una comprobacion sencilla). Por tanto la sucesion es
convergente. Su limite (que es su supremo) es

Xn =

1
limx, = lim +---+— = log2~0.6931471...
n 2n

n n+1l
Una forma de justificar esta convergencia es hacer lo siguiente: lim, x, = log 2 & lime™ = 2.
Ademas,

et — el/(n+1)+~--+1/(2n) — el/(n+1) .. el/(2n)
n+l

2n
1 n+l 1\ 1 1
1+ cee 14+ — =11+ cee 14+ —
n+1 2n n+1 2n

n+2 n+3 2n+1
n+l1 n+2 2n

X

2n+1
n+1
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99| Utilizando las desigualdades

1 n 1n+1
(1+_) <e<(1+_) ,
n n

que son ciertas para todo n € N, se puede demostrar (otra forma mas) que

1
n+1

1
+---+— —log2.
2n
Como consecuencia se puede probar la existencia de una constante y que verifica

i 1+1+ +1 l
= lim —+---+— —logn.
Y 9 " g

n—oo

100] En 2018, B. Chakraborty utiliza un argumento ya conocido para probar de forma sencilla
la desigualdad 7° < e”. Para ello mide el 4rea de la funcién 1/x en el intervalo [e, 7|, que es
menor que el area del rectangulo que contiene a esa region:

T
logn—lz/ ldx<£—1,
e X e
f(x)=1/x y se llega a 7¢ < e”.
Este argumento ya se ha utilizado en el ejemplo 97, pag.
25. Se puede utilizar para cualesquiera nimeros a < b.
En este caso se obtienen desigualdades del tipo

1
e T 1—;§Iogx§x—1 (x>1).
Si se utiliza en los puntos n,n + 1,. .., 2n, entonces el area esta encajada entre la suma de areas

de rectangulos, por defecto y por exceso:

1 1 n q 1 1
+---+— < log2n—-logn = log2 = —dx < —+--- 4+
n+1 2n . n

Si

entonces
< log2 < +l . +1
s, < lo <s —— — =5 —.
" & " n 2n " on

La sucesion (s,) esta acotada (ademaés, es creciente) y su limite es log 2.

101] Sobre n! y la féormula de Stirling. Es evidente que el intervalo [0, n] contiene a todos
los nimeros {0, 1, ..., n}. Por tanto el intervalo [n/2, n] contiene al menos la mitad de ellos (el
otro subintervalo [0,n/2) contiene al resto). Por tanto, en la lista de nimeros 1, ..., n al menos
la mitad es mayor o igual que n/2.

Asi por ejemplo,
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y también

n!:n-(n—l)---Z-lz(%)n/zz(%)n.

Por otra parte, (cambiando los primeros términos por n y la otra mitad de términos por n/2)

n/2 n
n!:n~(n—1)"~2-1Sn”/2~(%) :(j—n).
2

En resumen

Corolario.
a) lim +/n! = +co.
n—+o0o

!
b) lim = =o.

n—+oco p't

n

n n n! 1
£ < /n! < — . Por tanto 0 <

1
V2 V2 e T

En [Spivak, Calculo Infintesimal] puede verse que este limite es

¢)

vn!

1
lim = —.
e

n—oo n

Esto indica que \"/n—' ~ n/e, aunque es falso que n! ~ (n/e)" (pags. 629-630). Esto ultimo es una
simple consecuencia de la desigualdad ya vista (\/; / \/E )" <n!<(n/ \/2— )"

Maés adelante, en la pag. 794 se muestra que ademas n! ~ +/27n (n/e)", que se conoce como

féormula de Stirling:
n
n! = +2nrn (%) .

A veces se escribe como (en esta forma es conocida como férmula de De Moivre)
logn! ~ nlogn—n+ O(logn)

(notacioén “O grande”). De hecho,

logn! =nlogn —n+log+/27n .

De aqui se sigue que
logn! ~ nlogn —n.

En esta ultima forma aparece con frecuencia como férmula de Stirling.

Un poco de historia: De Moivre establece que n! ~ K \/; (%)n para alguna constante K.
Posteriormente Stirling prueba que K = +/27.

1 1 1
102 ] Demostraciones visuales de la igualdad Sttt = 1.
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103 Se conoce como serie de Kempner a una modificacion de la serie arménica suprimiendo los
términos en los que aparezca una determinada combinacion de digitos. Por ejemplo, eliminando
los términos en cuya expresion aparezca la secuencia 896 se obtiene la serie

o0

1
Z ;[896]

n=1

de todos los sumandos 1/n excepto para aquellos n que contengan la secuencia 896 en su
expresion, como n = 1896 o n = 908965.

Es facil comprobar que

>
n=1 n[o]
es sumable. Los términos eliminados forman una serie no sumable, ya que
1 1 1 1 ({1 1 1
—t—F+—4...= — |+ —+—+...| = 4.
10 20 30 10\1 2 3
También se puede comprobar que
>,
T nll

es sumable:

1) para los niimeros naturales de una sola cifra (se elimina el 9) la suma de los inversos
1+1/2+1/3+...+1/8 esta acotada por 8.

2) para los numeros de 2 cifras (del 10 al 99 hay 90; no se eliminan 8 - 9 y se eliminan 8 + 10). La

. . 89
suma de sus inversos 1/10 + 1/11 + ... + 1/88 es menor o igual que o

3) similarmente, hay 8 - 9> nimeros de tres cifras que no contienen ningin nueve, y la suma de
92

sus inversos es menor o igual que 0

Y asi con el resto de nimeros de cuatro cifras, de cinco, etcétera.

Por tanto

(esta ultima es una serie geométrica y se puede calcular su suma).

Este razonamiento se puede utilizar con otras cifras. Son interesantes las lecturas de
http://en.wikipedia.org/wiki/Kempner_series

http://mathworld.wolfram.com/KempnerSeries.html

http://en.wikipedia.org/wiki/Small_set_(combinatorics)
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104 Probar que la serie

es sumable. Calcular su suma.

Es facil comprobar que la serie es sumable, por ejemplo, mediante el criterio de la raiz. Por
tanto, se puede reordenar y se obtiene

Este problema se puede generalizar para estudiar la serie
[ee]
g nr’
n=1

donde |r| < 1 (en otro caso la serie evidentemente no es sumable). Es facil comprobar que

an (1—)")2’

n=1

ya que al ser sumable (el criterio de la raiz por ejemplo garantiza la sumabilidad) se puede hacer

o
an”:(r+r2+r3+...)+(r2+r3+...)+...: +

n=1

105/ (Aplicacion del problema anterior). Un profesor aprueba siempre un porcentaje r de
alumnos, con r € [0, 1]. Si hay N alumnos, en la primera convocatoria aprueban Nr; en la
segunda quedan N(1 — r) y aprueban Nr(1 — r); en la tercera quedan N(1 — r)? y aprueban
Nr(1 - r)?, etcétera. La cantidad de alumnos aprobados (en las distintas convocatorias) es

1
Nr+Nr(1-r)+Nr(1-r)®*+... = Nr(1+(1-r)+(1-r)*+...) = Nr— = N,
r

es decir, todos acaban aprobando.

;Cual es la media de convocatorias para aprobar? Hay Nr que necesitan 1 convocatoria; hay
Nr(1 - r) que necesitan 2; Nr(1 — r)? que necesitan 3,... Por tanto, la media es

1 o0
m = — (Nr+2Nr(1 =) +3Nr(1=r+..) = i;n(l—r)” = =

Por ejemplo, si un profesor aprueba siempre al 50 % de sus alumnos (r = 1/2), el nimero medio
de convocatorias para aprobar es 2.

106] Una forma sencilla de sumar una serie del tipo >~ na" = a+2a* +3a> +. ..

La serie sdlo es sumable si |a] < 1,y en ese caso, sis = a+ 2a% +3a® + ..., entonces

s—(a+d®+a*+...) = a+28%+3a*+... = a(a+2a*+3a°+...) = a-s.
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Por tanto

y entonces

Zna a —a)2

n=1

107 Los segmentos que unen puntos consecutivos de la sucesiéon (1/n) suman entre todos la
longitud de [0, 1]. Por tanto

D

n>1

1 1 1
- - = = 1.
n n+1 nZ+n

n>1

. . . s g 1 1 1 1
Este tipo de series se llaman series telescopicas. Otro ejemplo: como = < oy e

(para n > 1), entonces

=1 = 1 1 1
ZﬁSl*_Zn(n—l) l+( _5) (5_5) =2
n=1 n=2

109 | Estudiar la sumabilidad de las series

o0 4 2 2
n“+n“+2 n“+1
a)z on b)z n3
n=1

110 Sean a,b € R, a > 0,b > 0. Estudiar la sumabilidad de las series
(n +1)a” a+n®+1
Z n23n b)Z nbn +3n
segun sean los valores de a 'y b.

111/ Probar que Z k

es sumable. Calcular su suma.

n+2
112] Lo mismo para la serie
112) P > T
. 1 1 1 1
113] La serie 1 — St T g T e T sumable y su suma es 2/3.
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114 | Sea a € R, a > 0. Estudiar la sumabilidad de las series

= a" = b"
2) ;(n+2)(n+a)5" b) ;nz(n+6)2"

segun sean los valores de a y b.

115] Sea (x,) una sucesion convergente de términos positivos: x, > 0 para todo n y
(xn) — a € R. ;Qué ocurre con la sucesion (4/x, )? ;Es convergente? ;Es acotada?

Sia > 0 entonces a — ¢ < x, < a+ ¢ para todo n salvo una cantidad finita. Luego (+/x,) — 1.

El caso a = 0 es especial. Si (x,) — 0 entonces x, < 1 para todo n salvo una cantidad finita,
luego +/x, < 1.Si esta ultima sucesién converge debe ser a un namero de [0, 1].

La sucesion (x,) = (1/n) — 0y (1/x,) — 1. La sucesién (x,) = (1/2") = 0y (+/x,) — 1/2.
Una mezcla de ambas, (x,) = (1,1/2%1/3,1/2%1/5,1/2%,...) cumple que (+/x,) no es
convergente (los términos pares van a 0 y los impares a 1/2).

116 (Sobre los criterios del cociente y la raiz de sumabilidad de series numéricas) Sea
(x,) una sucesion de niimeros reales positivos: x, > 0 para todo n. Probar que

. Xnt1 . . n T n —— Xn+1
lim < lim Vx, < lim+/x, < lim .
n n
n n

n Xn X

Xn+1

Como consecuencia, si existe L = lim, (con 0 < L < +o0) entonces también existe

n
lim, v/x, = L.

La consecuencia es evidente y no necesita demostracion. La desigualdad central tampoco
necesita ser demostrada. La primera desigualdad y la tercera son similares, por lo que sélo se
hara la primera.

Xn+1

Sea a = lim . Evidentemente se tiene a > 0. Si a = 0 no hay nada que probar. Sea entonces

Xn
: n, ’ 7 .,
a>0ysea0 < b < a. Veamos que b < lim_+/x, y asi se tendra como conclusiéon que

< h_mn (l/;

Por definicion de limite inferior, a la izquierda de b s6lo hay finitos términos x,1/x,. Por tanto,
existe N € N tal que

hmn
Xn

Il b (Ynz N).

Xn

Sin > N entonces

X X X
e L L
XN XN+1 Xn-1
y multiplicando todas estas desigualdades se tiene

X
2SNy Axe > bAxnbN .
XN

Esto es cierto para todon > N y asi

liminf Vx, > limb Vxyb~N =b.
n n
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117/ El resultado anterior puede completarse con estos ejemplos.

o Si(x,) = (1,2%,1,24, 1,25, .., es decir, x, = 1 si n es impar y x, = 2" si n es par, entonces
Xnt1 21 nimpar n 1 nimpar
Xn 1/2" npar 2 npar
Por tanto
X — — X
| "+1:0<1:1imnxn<lim"xn:2<+oo:lim iasly
“n Xn n n no Xn
e Si y, = n para todo n, entonces lim, Y1 _ lim,(1+ 1/n) = 1. Por tanto, lim,, \”/; =1
Yn
z n
e Si z, = n"/n! para todo n, entonces lim, ptl lim,, (1 + —) = e. Asi se tiene que
Zn n
n
lim, \/z, = lim, — =e.
n!

2n

n) no es facil. En cambio, si se considera x,, = (zn"), entonces es sencillo

e El calculo de lim,, + (

Xn+1

comprobar que lim, = 4. Por tanto, lim,, + (?) =4.

n

118] Probar que

[o¢] [(0¢] o0 2
1 n n
e=>» — =) — 2=)» —
n! n! n!
n=0 n=0 n=0
[ee]
s 1 ’
Basta utilizar que e = E — y asi
n!
n=0

[
S| =
Il
=
ANg
~~
S
[ -
—_
p—
|
o

Por otra parte,

NE
s | =
Il
I t’j 8
0
| =
N’
|
]
=
S|+
N
1
o

n=0 n=1 n=0
Otra forma es utilizar el polinomio de Taylor
= x" =, nx! n(n —1)x"2
X — T = =
¢ = Z n! Z n! Z n!
n=0 n=1 n=2
=\ 20 43"
119| Calcular la suma de la serie Z
5”
n=1

Basta escribirla como suma de dos series geométricas.
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1 1 1
120] La sumabilidad de la serie armonica alternada 1 — 2 + 371 + ... puede probarse viendo

(4o

1 1
, —|paran=13,5,...
n+l n

que las sumas parciales

se corresponden a longitudes de segmentos [

El mismo argumento prueba la sumabilidad de una serie alternada x; — x + x3 — x4 + ... con
(xn) "\ 0.

Las sumas (x; —x2) + (x3 —x4) + ... representan O O— Om—
longitudes de segmentos [xp41, x,| paran = 1,3,5,. .. 0 X4 X3 X2 X1
(en el dibujo, en rojo)

Esto prueba que la sucesion de sumas parciales pares (sz, s4, S, - - .) €s convergente (es creciente

y acotada). Como ademas |sp+1 — Sp| = ﬁ, también converge la sucesion (sp).

1 1 1
121 Jacob Bernoulli probé la no sumabilidad de la serie armoénica 1 + STzt it viendo

que para n > 1 se tiene

Asi,
1 1 1 1 1 1 1
1+[—+=—+—]+|—=+...+—|+|[—+...+—]|+...
(2 3 4) (5 25) (6 36)

tiene sumas parciales no acotadas. Parece ser que este mismo argumento ya fue encontrado
por N. Oresme en el s.XIV.

1 1 1
122 J. Bernoulli también consigui6 probar la sumabilidad de la serie 1 + Zrtatagt
utilizando la desigualdad

1 .2 _2_ 2
k2 = k(k+1)  k k+1’
Asi
"1 1 1 1 1 1
— < 2|{1-=)+|=-=|+.. . +|—=— < 2
7 =2|(-3)+(z-3)+[3-75]

1
123 La sumabilidad de una serie Z — depende del valor s. La serie no es sumable para
nS

n=
s =1ysiloesparas > 1. Se llama funcién zeta de Riemman a

[ee)

(s = 3 —.

ns
n=1

Esta funcion puede ampliarse para definirla en todo nimero complejo s # 1. Se conocen algunos
valores (Euler encontré una formula general para valores pares de s) como

7'[2 77,'4 ]1'6
(=" (=0 (O= 0
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Para niimeros impares no se conoce una expresion general, aunque si aproximaciones con la
precision que se quiera.

Por ejemplo, puede utilizarse Sagemath con el codigo

var(’k,n’)
for n in range (2,12):
show([n,sum(1/k"2,k,1,00)]1)

para hallar estos valores de la funcion zeta de Riemman.

Es facil encontrar lecturas sobre esta funcion: por qué se llama funcioén de Riemann y no funcion
de Euler, su relacion con la distribuciéon de nimeros primos, etc.

Funciones reales de una variable. Limites, continuidad, diferenciabilidad

124 | Utilizar la definicion de limite de una funcién en un punto para comprobar que

lim (4x —3) =5, lim1 (x+|x]) =0, lirr; (*-x*-x+4) =6
x—— x—

x—2

125 Encontrar ejemplos de funciones que verifiquen

lim f(x) =0, limh(x)=0, limg(x)=+co, lim f(x)-g(x)=0, limh(x):g(x)=2.

126 Sea f : A ¢ R — R una funcién continua.
a) Si f(a) < 0 entonces existe un intervalo (a — §,a + ) en el cual f es negativa.
b) Deducir que {x € A : f(x) <0} = f~!(—00,0) es un conjunto abierto.

c) Si f(a) € UyU c R es abierto, entonces existe un intervalo (a — §, a + §) que verifica
fla—96,a+6) cU.

d) Deducir {x € A : f(x) € U} = f~1(U) es un conjunto abierto.
Como consecuencia para cualquier funcion f se tiene
f es continua < f(C) es abiertode A (VC C R abierto),

es decir,

f es continua & f'(C) = {x € A: f(x) € C} es abierto para cada C abierto de R.

127/ Se consideran las funciones f(x) = x* —=3x +2y g(x) = \/; +1 definidas cada una en el
mayor dominio posible. Calcular las funciones f o gy g o f, y los dominios en los que estan
definidas.

128 | Para las funciones

x si x <1

10—%% si2<x g:x € [=8,+0) — |x|,

f:ixe (—1,1)U(2,+oo)—>{
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calculargo fy fog.

129 Dadas f:AC R — Ryg: B c R — R, la composicion g o f tiene como dominio

Dom(go f) = {x : x € Dom(f), f(x) € Dom(g)} = {x :x €A f(x)e B} =An f(B).

En particular, si f(A) C B (es decir, f(x) € B para todo x € A) entonces A = AN f~1(B). En
este caso, la funcion g o f esta definida en A.

Por ejemplo, si f(x) = log(x —2) y g(x) = \/;, entonces A = (2,+), B = [0,+), y la
composicion g o f esta definida en todos los valores x € A tales que log(x —2) € [0, +c0). Luego
Dom(g o f) = [3, +00).

Esta composicion es la funcion (g o f)(x) = /log(x — 2).

130| Escribir la funcién
1+ sen(x? + e¥)
f(x) = eX+COSx + 1

como composicién de funciones elementales basicas.
131 Se considera la funcion

x si0<x<l1

f:xe(O,l)U(2,3)—>{

1 si2<x<3
Probar que f es continua. Calcular lim,_,; f(x).

132] La funcién f(x) = 1/x es continua en todos los puntos x # 0. Esto es facil de comprobar
ya que se trata de una funcién que es cociente de dos funciones continuas (el numerador es
la funcién constante igual a 1 y el denominador en la funcién identidad). También se puede
probar su continuidad utilizando la igualdad

1 1

X a

_lx—al

x| - lal’

con la que se puede probar que si a # 0 entonces

133) Sea f : I ¢ R — R continua en un punto de acumulacién a € I. Entonces, para cada
(x,) — asetiene f(x,) — f(a) (se dice que f es secuencialmente continua en a). En este caso,
como a = lim x,,, se suele escribir

Tim f(x) = £ ( lim x),

n—+oo
que expresa la idea de que las funciones continuas y los limites pueden permutarse.

Y reciprocamente, si una funciéon f : I ¢ R — R verifica que para cada (x,) — a se tiene
f(xn,) — f(a), entonces f es continua en a.
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134 La funcion f(x) = y/x es continua en cualquier punto a > 0.

Una forma (que prueba ademéas que f es uniformemente continua): Dado ¢ > 0 se elige § = 2.

Entonces, si |x — y| < J se tiene

Ve =y 1P s Vs =y 1 IVx +Vy | = -yl <

yportantolx—y|<5:>|\/;—\/yl<g.

Otra forma: se trata de probar que lim,_,, \/_ = \/g . Para ello hay que comprobar que si

x — a* osix — a~ entonces | y/x — +/a | se puede hacer arbitrariamente pequefio. Ahora
bien, si x — a* (el otro caso x — a~ es similar) entonces

Vi—Va<e o Jx <a+e © x<ef+2a+a & x—a< e +2e4/a,

y se puede elegir § = &2 + 2¢ \/E en la definicion de continuidad.

Este mismo argumento sirve para probar que una funcién como f(x) = x'/" es continua, donde
n =2,3,.... Como corolario, las funciones potenciales

fx) = I = (et

son continuas, por ser composicion de funciones continuas. Estos argumentos llevan ademas a
la continuidad de las funciones potenciales f(x) = x? para p € R.

135 Si f : [a,b] — R es continua y f[a,b] C [a, b] entonces existe un punto fijo para f
(un valor ¢ que cumple f(c) = c)

Considerar la funcién g(x) = f(x) — x. Se tiene g(a) = f(a) —a >0y g(b) = f(b) —b < 0.Si
alguno de ellos es cero la prueba se ha terminado. En caso contrario se aplica el teorema de
Bolzano.

136/ Para hallar lil’{)l x2/°8* se puede calcular el limite de la base y del exponente y entonces
x—0+

lim x2/1°8% = o0 = 1,
x—0+

Esto es incorrecto (el segundo signo igual es cierto, el falso es el primero). Al escribir

f(x) = x*/1°8% se tiene log (f(x)) = log x. Por tanto f(x) = e’y lirgl x?/ogx = g2,
x—0+

log x

137 Sobre la ecuacién xe* = 1.

Al escribir dicha ecuacién como f(x) = xe* — 1, el teorema de Bolzano permite encontrar una
solucion de f(x) = 0, cuyo valor es ¢ = 0.5671432.. . .. Es la tnica solucion posible, ya que sélo
puede haber soluciones positivas y ademas f’(x) > 0 para x > 0. De haber otra solucién se
obtendria una solucién de f’(x) =, que no es posible.

Esta solucion se llama constante Q. Es el tinico valor que cumple Qe = 1. Este valor coincide
con W(1), donde W es la funcién de Lambert, que se define como la inversa de la funcion

F(W) =We". Asi, W(1) es la soluciéon de We" = 1, W(2) es la solucién de We" = 2, etcétera.

Por ejemplo, W(e) = 1.
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X Q

La constante Q es un punto fijo de la funcién e~
Por tanto, Q puede calcularse como el limite de la sucesion (,), donde Q; es cualquier valor
arbitrario positivo y Q41 = . Por ejemplo, si se comienza por Q; = 1, entonces la sucesién
es

(Q1, Q= el =l = 1/e, Q3 = e = g l/e o))

La ecuacion xe* = 1 puede escribirse de otra forma: si e* = a, es decir, x = log a, entonces

la ecuacion xe* = 1 se transforma en log a - @ = 1. Por tanto, « es la solucion de la ecuacion
X

x¥ =e.

Por ultimo, también puede aplicarse el logaritmo en la ecuaciéon xe* = 1y se obtiene log x+x = 0.

Luego Q el es valor en el que se cortan las graficas de las funciones —x y log x.

138 La funcién de Lambert permite conocer soluciones de ecuaciones del tipo x? = e*

similares. Para ello se hace lo siguiente
1
=Wilx-].

Como ademas W(-1/2) es complejo, la soluciéon real buscada es x = -2W(1/2) =
—0.70346742249839165205.... También podria haberse hecho asi:

cerea(-2)et)

139| (Demostracion alternativa al teorema de Bolzano sobre funciones continuas) Sea
f : [a,b] — R una funcién continua que verifica f(a) < 0 < f(b) (el caso f(a) > 0 > f(b)
es similar). Entonces existe un valor ¢ € (a, b) que verifica f(c) = 0.

o

2 x 1 x/Z:_ﬁe—x/zz l
2 T2

x
xX'=e = —=x—¢ = -
2 2

| R

La demostracion comienza definiendo x; = a, y; = b. Se elige el término medio (x; + y1)/2, que
divide en dos mitades el intervalo original. De esas dos mitades, se define [x,, y»] como aquella
en la que f cambia de signo. Sobre este nuevo intervalo se vuelve a hacer el mismo proceso. Y
asi continuamente. Se construye asi una sucesion [x, y;] D [x3, y2] D ... enlos que f vale
negativo en cada x, y positivo en cada y,. La sucesion (x,) converge (es creciente y acotada) al
mismo sitio que converge (y,). Sea ¢ = lim x,, = lim y,. Como f(x,) < 0 para todo n entonces
f(c) <0.Como f(y,) > 0 para todo n entonces f(c) > 0. Por tanto f(c) = 0.

140] Un algoritmo sencillo para utilizar el teorema de Bolzano. Se considera una ecuacién
f(x) =0, de la que se trata de calcular sus soluciones. Se buscan en primer lugar valores en los
que f cambie de signo. Si a y b son tales valores, y f es continua en [a, b], entonces es posible
encontrar una solucién de dicha ecuacion con la precision que se quiera.

Paso 1. Encontrar valores de a y b. Esto se puede hacer rastreando como son los valores de f
sobre a lo largo de la recta real.

Paso 2. Se define c = (a+ b)/2.

Paso 3. Si |f(c)| < 10712 entonces se imprime el valor de ¢ y se termina (la igualdad f(c) = 0 es
virtualmente imposible de alcanzar, asi que se pone como criterio que sea menor que 1072, o
cualquier otro valor que se quiera).

Paso 4. En caso contrario, se mira como es el valor de f(c).
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Si f(a) - f(c) < 0 entonces se define b = c.
Si f(b) - f(c) < 0 entonces se define a = c.

Se vuelve al paso 2.

141 | Calcular las soluciones de la ecuacién 1.5 4
(x)=x2-1
x> —1=senx H
0.5 |
Soluciones: > A A 5
x; = —0.63673265080528201089... 0.5
g(x) = sen
Xy = 1.4096240040025962492 . ..

142| Calcular las soluciones de x? = e* con al menos 6 cifras decimales (la solucién debe salir
x = —0.7034674224 . . )

143 ]| Una técnica para probar la continuidad y la continuidad uniforme. Se puede
probar que la funcién f(x) = 1/x es continua en a = 1 haciendo lo siguiente:

< —< €

__) o) o)
+6 1

fla+d) - f@)] = | =

siempre que § < ¢. Por tanto, esta funcion es continua en a = 1y para ¢ > 0 hay que elegir
d < ¢ en la definicion de continuidad.

Continuidad de la misma funcién en a = 2:

fa+d-f@] = |5 -5 = g < $<¢ o<
Continuidad en a = 7:

fa+o) @) = |35 = o < e o<
Continuidad en a = 0.2:
[f(a+8) - f(a)] = ‘02+5 %‘ - (0.2f5)0.2 < (0;32)2 <e  si8<(02% = o2

A medida que a se acerca a 0 la relacion -9 es «peor». La funcion no es uniformemente continua
en (0,400) ni en (0,1). En cambio si lo es en [0.1,+0), ya que para a € [0.1,+0c0) se tiene
a > 0.1 y entonces

l)—L<£<L<£ si § < ¢e/100
a+d al  (a+0d)a a? 0.12 )

[fla+d) - f(@)] = |

Este ¢ es valido para cualquier a € [0.1,+), lo que indica la uniforme continuidad de f en
dicho intervalo.

Ejemplos y ejercicios — 39

)




144 Continuidad de la funciéon exponencial. Ya se ha visto en un problema anterior la
desigualdad
(1+x)">1+nx (Vx> 0,n € N),

conocida como desigualdad de Bernoulli. Como consecuencia, (1 + x)" > 1+ nx > nx. Si se
escribe a = (1+x)", entonces a es un niimero mayor que 1y ademas a'/” — 1 = x. Reescribiendo
la desigualdad anterior en estos términos se tiene

1<a/m<14+& (Vn € N).
n

. a 4 1 1 1
Dado ¢ > 0 se elige n tal que - < ¢. Asi, para —-- < x < -- se tiene

a
A <al"<1+Z <1+¢
n
y por tanto
a&>alns >1—¢
1+¢

Tomando entonces § = 1/n se tiene
x| <d=|a"—1| <e.

Esto dice que

lim a* =1,
x—0

que es la continuidad de la funcién exponencial a* en 0. Para ver la continuidad en cualquier
otro punto b se hace

ima =lima(a ")=a lima " =a lima =a’.
1 X 1 b, x-b bl x—b bl t b
x—b x—b x—b t—0

(En el problema 79, pag. 19, puede verse otra forma de probar la continuidad de la funcion
exponencial.)

145] Derivada de la funcién exponencial. Utilizando de nuevo la formula de Euler
[problema 80, pag. 19], si f(x) — y g(x) — oo para x — a, entonces

i 96— plimynag(x) (f()-1)
lim f(x) e ,

se puede calcular la derivada de la funcion e*.

Para ello, si a € R, se tiene

. ex _ ea . ea(ex—a _ 1) - (ex—a _ 1)
lim = lim — = ¢*lim ——.
x—a X —a x—a X —a X—a X —da
Ademés
lim(ex_“)l/(x_“) =e
xXxX—a
y entonces
A |
im L&D
x—a X —a

Esto prueba que la funcién exponencial es derivable en todo punto. Por tanto, también es
continua en todo los puntos.
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146 Derivada de cualquier otra funcion exponencial a*. De la igualdad

X
a = eloga — exloga

se sigue que

(@)’ = (loga)e*8% = (loga)a®.

Analogamente,
log x 1

log, x = og a = (log,x)" =

xloga’

147/ Si f es derivable en a se puede escribir el valor de la derivada como
flx ) f(a) _ i J@th —f@)

’ = I
NG = h—0 h
Por ejemplo, si f(x) = x?, entonces
2 _ g2
f'(a) = lim =limx+a = 2a,
x—a X —da x—a
y también
_ (a+h)?-4a? ~ 2ah+ h?
(a) = lim ——— = lim ——— = 2a.
fia) hoo h oo h ¢

148] Utilizando la definicion de derivada se puede calcular la derivada de f(x) = \/; ena=1.

AT, ST
P = U = i
En cualquiera de los dos casos se obtiene f’(1) = 1/2 (para realizar los calculos basta multiplicar

y dividir por el conjugado del numerador).

149/ Procediendo como en el problema anterior se puede calcular la derivada de f(x) = y/x
P
en cualquier punto a > 0.

f(a) = hm \/_ \/_ = lim M.

t—0

De aqui resulta que f’(a) = sia > 0.En a = 0lafuncién f(x) = \/; no es derivable.

1
2\a
150] Consecuencias de la regla de la cadena. Dada una funcion derivable f(x), se puede

considerar la funciéon f"(x), que es la composiciéon de la funcién original con la funciéon
g(x) = x™. Aplicando la regla de la cadena,

(f" ()" = nf" 7 Of ().
El mismo argumento sirve para probar que

f1x)

(log(f(x))" =
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Como consecuencia se pueden derivar funciones haciendo ciertas transformaciones antes de
derivar:

ffx) 1 b 1

o Px T fx)=pflx)—=px.
f'(x)
f(x)

Esta forma de proceder se suele llamar derivacion logaritmica, por utilizar el logaritmo antes de
derivar.

f(x)=x = logf(x)=plogx =

f(x)=x = log f(x) =xlogx = =logx+1 = f'(x) = (1+logx)x".

También puede calcularse la derivada de f(x) = x* haciendo lo siguiente:

fx) = x* = €8 = ¢¥lo8x = £/(x) = (xlogx)’e* 18 = (1 +logx) x*.

151 Calcular el polinomio de Taylor de f(x) = e* en a = 0. Calcular el valor de e con un
error menor que 1072,

152 Dibujar con ayuda de Geogebra, WxMaxima, o algin otro, el polinomio de Taylor de
f(x) =logx en a = 2. A medida que el grado aumenta, esos polinomios toman valores cada
vez mayores en x = 6 0 x = 7. ;Qué significa eso? ;No es una funcién analitica en a = 2?

153 | Se considera la funcién
1 a
f@ =7 (x+3)
definida en (0, +c0).

Para calcular su valor minimo, se puede probar directamente [ver ejemplo 94, pag. 24] que
flx) > \/E para todo x > 0. Como ademas f(va) = \/;, este valor es donde se alcanza el
minimo.

También se puede proceder derivando e igualando a cero:
1
fo=5(1-5%)=0 e x=a.
2 x?

Como f’’(x) es siempre positiva, se trata de un minimo. Por tanto f(x) > f(va) = \/E para
todo x > 0.

154 (Derivadas, pendientes y angulos de corte)

Dadas dos rectas y = mx+ne y = m’x+n’, de pendientes A
my m’, se verifica Q//OL
tga=m, tgf=m’.
y=m'x+n’
El angulo ¢ de corte entre ellas verifica
B o
. te(ct - ) tga —tgf m—m’ e /
= o — = = =
E¢=18 1+tga-tgp 1+m-m’ y=mx+n

Ejemplo. Se pueden calcular los angulos de corte de las rectas del tipo y = x 0 y = 2x, en
general y = mx, con el eje X. Esos angulos son
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1) con la recta y = x un angulo de 45° (/4 = 0.257x radianes),
2) con larecta y = 2x un angulo aproximado de 63.43° (unos 0.357 radianes),
3) con la recta y = 4x un angulo angulo aproximado de 75.96°, unos 0.42x radianes, y

4) en general, con la recta y = mx el angulo es arctg |m|.

Ejemplo. La grafica de la funcién f(x) = sen x atraviesa
al eje X por el origen. Para calcular el angulo de corte en
ese punto a = 0 se calcula la recta tangente a la grafica Yy =senx
de la funcién: y = f(a) + f’(a)(x — a). En este caso, la
recta tangente es y = f(0) + f'(0)(x — 0) = x. El &ngulo p=rml4

que forma con el eje X es /4. La grafica de f(x) = senx \\
sale del origen con la misma direccion que la diagonal
del primer cuadrante.

Ejemplo. Las graficas de la funciones f(x) = senx y

g(x) = cos x se cortan en el valor a = 7/4. El angulo de

corte es el que forman las rectas tangentes en dicho punto
y =senx a = /4, es decir, el angulo de las rectas

¢
\/5

74 \>/ y=f(a)+f"(a) (x—a) = =+
Y =cosX \/2—
2

y=g(@+g'(a) (x—a)=

(x — 7 /4),

sl

(x — 7/4).

El angulo ¢ se calcula entonces utilizando las pendientes m = \/5 [2ym’ = — \/5 /2y se obtiene

N2

1-1/2

m-—m’

=242.

t =]
¢ ‘1+m-m’

Luego ¢ = 70.53° =~ 0.397.

Ejemplo. Con este procedimiento se pueden calcular
angulos de corte de graficas de funciones. Para ello, se
calculan en qué puntos se cortan, y en cada uno de estos
puntos de corte se mira como son los angulos que forman 4
las rectas tangentes a las graficas. o
La grafica de la funcién f(x) = e* corta al eje Y. Eso / y=¢
ocurre cuando a = 0. La recta tangente en ese punto es

y=f(a)+f'(a)(x—a) =1+1-(x—0) = 1+x. Por tanto,
el angulo de corte con el eje Y es /4.

Ejemplo. Para calcular el angulo de corte de las graficas
de las funciones f(x) = x? y g(x) = (1+x)/2 es necesario
hallar primero los puntos de corte.

i (1+x)/2}=>x:10x:—1/2.

Estos puntos de corte son entonces P(1,1) y Q(—1/2,1/4).
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En el punto P se trata entonces de ver como son las pendientes de las graficas en x = 1. Son
f’(1) =2y g’(1) = 1/2. El angulo de corte verifica tg ¢ = 3/4 y se obtiene ¢ ~ 36.87°.

155] Calcular el rectangulo de drea maxima que se puede hacer con una cuerda de determinada
longitud.

Si L es la longitud y se denotan por x e y sus lados, entonces 2x + 2y = L, y se trata de
calcular el maximo valor que puede alcanzar el &rea A = x - y. Como y = (L — 2x)/2, entonces
A = x(L — 2x)/2 y el problema se traduce en encontrar el maximo de esta funcién «area».
Como A’ = L/2 — 2x, al igualar a cero se obtiene x = L/4, que es un valor maximo ya que
A’ < 0. La solucién es pues x = y = L/4. El valor maximo del 4rea es A = L2/16.

156 Se cortan dos trozos de una cuerda. Con uno de ellos se forma un circulo y con el otro
un cuadrado. ;Como debe hacerse el corte para que la suma de areas (del circulo y el cuadrado)
sea maxima?

157] Calcular como debe ser el rectingulo de mayor tamafio que cabe en un semicirculo.

Si el semicirculo tiene radio r, entonces los puntos (x, y) del

borde verifican x% + y% = r2. Se trata de calcular cual de estos

puntos hace méaximo el valor 2xy, que es el area (tamarfio) del y
rectangulo.

Como 2xy = 2x 4/r? — x? , se trata de calcular las soluciones de

(2x A/r? — x? )/ = 0. Se obtiene x = r/\/E, que es un maximo. "
Asi, la solucion pedidaes x = y =r/ \/2— y el area maxima es r

re.

X, y)

158 Descomponer e como suma de dos nimeros positivos que hagan maxima la suma de sus
logaritmos.

Se trata de calcular el maximo valor de log x + log y sabiendo que x e y son nimeros positivos
que cumplen x + y = e. Por tanto, el problema se traduce en el calcular el valor maximo de
log x + log(e — x).

159/ Calcular los maximos y minimos de f viendo cémo es la grafica de f’

~

fl

NS g
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160 El calculo de méximos y minimos puede ayudar a
encontrar soluciones de ecuaciones. La funcién

flx)=—=x*+x*-1/4

no presenta cambios de signo. Para cualquier valor a que se
pruebe se tiene f(a) < 0. No se puede aplicar el teorema de
Bolzano y parece que la ecuacién f(x) = 0 no tiene soluciones.
En este caso se mira cual es el valor maximo de f. Podria darse
el caso que f alcanza el valor 0 (y la ecuacion f(x) = 0 tiene
solucion) sin que haya cambios de signo.

flx)=-x*+x*-1/4

La funcién presenta un minimo en x = 0 y dos maximos en x = +1/+4/2. El valor de la funcion

en esos méaximos es f( + 1/\/5) = 0. La ecuacion f(x) = 0 tiene dos soluciones.

161 Calcular los maximos y minimos de la funcion

f(x)

X

T 1+ x?

LV\

flx) =

Hallar los puntos de inflexion. Dibujar su grafica.

1+x%° \4

B s e e e A

162 Aprovechando una pared, y utilizando un alambre, =~ T 1T T T T T°71°7°7

1

se quiere hacer un recinto rectangular lo mayor posible
(que tenga area maxima).
;Como debe hacerse?

Si L es la longitud del alambre, entonces L = 2x + y, donde y es el lado paralelo a la pared. Se
trata de calcular el maximo valor del area A = xy = x(L — 2x). El resto es sencillo: derivando
e igualando a cero se llega a L — 4x = 0. Asi x = L/4, que es un maximo; y = L/2;y el area

maxima es L?/8.

163] Calcular las dimensiones de una lata cilindrica de
volumen 33 cl. (es decir, 330 cm®) que sea lo mas barata
posible (con superficie lateral minima). Se entiende que
la lata esta cerrada superior e inferiormente.

;Son asi las latas de refrescos que vemos habitualmente?

164 Comprobar que para cualquier valor de n = 0, 1, 2... se tiene

—x~2

lim = 0.
x—0 xI
Utilizar este hecho para comprobar que la funcién
Flx) = e si x#0
0 si x=0

verifica

0=£(0)=f"(0)=f"(0) == f"(0) =

=

V =330cc
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165 Dibujar las graficas de

x+1 x2+1
h =
Y (%) x+3

fx) =xe’,  g(x) =

y sus asintotas.

Como ayuda para representar una funcion:

Tabla de valores. Puntos de corte con los ejes. Valores de la funcién cuando x — +oo.

Puntos extremos. Signo de la derivada (para saber donde la funcién crece y decrece)

Asintota vertical: es la recta x = a siempre que exista alguno de los limites

lim f(x)=+c0 o lim f(x) = xoo.

Asintota horizontal: es la recta y = b si existe

lim f(x)=0»

X—>+00

Asintota oblicua: es la recta y = mx + n si existen los limites (que se han de calcular en
este orden)

m= lim f&) n= lim(>o (f(x) - mx)

X—+00 X Xx—+
e Simetrias (si es una funcién par, o impar)

166 Utilizar el programa Geogebra para dibujar las graficas de las funciones f(x) = sen1/xy
g(x) = x sen. Dibujar las graficas de h(x) = cos ax segin sea el valor de a (este valor se coloca
en un deslizador; al moverlo se obtiene una grafica distinta)

167 Estudiar la funcién f(x) = exx_ T ;Puede definirse de forma continua en x = 0? Estudiar
también su funcion derivada.
168 Se consideran las funciones
—1 si 1.
1 51.x<0 xsen— s1tx#0
f(x) = 0 six=0 g(x) = 5
+1 six>0 0 si x =0.

Representar ambas funciones. Calcular las funciones compuestas g o f y f o g. Para estas dos
tltimas funciones, hallar lim,_,g (g © f)(x) y limx— (f © g) (x).

169 Demostrar que log(1 + x) < x para todo x # 0 (se entiende que

para todo x € (-1, +o0) no nulo, que son los valores en los que tiene

sentido). X
Para probarlo se considera la funciéon f(x) = x — log(1 + x), que es
continua y derivable en todo su dominio (—1, +c0). Su derivada es

. log(1+ x)
Fla=1-—=— |

1+x 1+x°
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Por tanto f es decreciente en (—1,0), y creciente en (0, +c0). Como ademaés f(0) = 0 entonces
f(x) > 0 en cualquier x. Y ademas, si x # 0 entonces f(x) > 0: no puede haber otro valor
x # 0 en el que f(x) = 0 pues en ese caso (teorema de Rolle) existiria un valor ¢ entre 0 y x en
el que f’(c) = 0, cosa que es imposible.

= 1. Deducir de este resultado que

log(1
170/ Probar que lin}) log(1+x)
x— X

log a,

a) sia, — 1 entonces loga, ~ a, — 1, es decir, lim

=1 (se dice que son infinitésimos
n a,—

equivalentes).

1
b) En particular, ya =1 ~ — log a para todo a > 0, y asi lim, n( {'/_—1) = log a.
n

171 Aplicando la regla de L’Hopital se obtiene

que es falso. Un ejemplo mas que recuerda aplicar dicha regla verificando antes que se cumplan
las condiciones. El valor correcto es

log x
lim g = —0Q.
x—0* X
Otro ejemplo
KXBrx-2 . 3x% + 1 . 6x

im-———— = lim =lim—=3
x—1x2—-3x+2 x—1 2x—3 x—1 2
El valor correcto es —4.

172] (Sobre la regla de L’Hopital) A) Si f y g son funciones diferenciables en a con
f(a) = g(a) = 0, entonces

i L0 0@ L (0 - f@)/ @) )
e g(x) e g —g@) e (g0 - g@)/-a) @

donde la ultima igualdad se obtiene aplicando limite en el numerador y denominador, y tiene
sentido siempre que g’(a) # 0. Hay que notar que g’(a) # 0 significa que lim,_,, (g9(x) —
g(a))/(x — a) = g’(a) # 0; por tanto, g(x) # g(a) en algun entorno de a, y puede hablarse de
limy_,, f(x)/g(x) = limy—,(f(x) — f(a))/(g(x) — g(a)). En consecuencia

fla)=0=g(a) . f) _ f(a)
g'(a) #0 } M g(x)  g'a)’

Logicamente, si g’(a) = 0 esto no puede aplicarse. Por ejemplo, si f(x) = e* —x -1y g(x) = x?,

entonces
. f(x) o e¥—x-1 £7(0) 0
lim = lim = = —,
o0 g(x) w0 x? g0 0

que no tiene sentido.

B) La regla de L’Hopital afiade algo maés, que puede aplicarse tanto si g’(a) # 0 como si
g9'(a) = 0.
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£(x) f) _ o F)

Si existe lim entonces existe lim ——
x—a g’(x) xa g(x)  x—a g'(x)

Por tanto, si g’(a) # 0 pueden aplicarse ambos resultados A) y B), y se tiene:

Corolario 1: Si f y g son funciones diferenciables en a con f(a) = g(a) =0, g’(a) # 0, entonces

si existe lim f7(x) tambien existe lim f(x) = lim f1(x) = f'a) .
x=a g'(x) x—a g(x) x=ag'(x)  g'(a)

En particular, para g(x) = x — qa,

Corolario 2: Si f es diferenciable en a con f(a) = 0, entonces

si existe hmf (x), tambien existe lim f0 = lim f’(x) = f'(a).
x—a X —a x—a

Corolario 3: Si f es diferenciable en a, entonces

si existe hm f (x), tambien existe lim
X—a

fO-F@ i - e
X—a Xx—a

(es una consecuencia directa del corolario anterior aplicado a la funcién f(x) — f(a))

« Por tanto, si f’ no es continua en a entonces eso ocurre porque no existe lim,_,, f’(x). Se
trata de una discontinuidad esencial.

« La funcién f(x) = x?sen1/x (y £(0) = 0) es diferenciable en 0 y verifica f’(0) = 0, pero
lim,_,o f’(x) no existe (caso de existir s6lo podria ser igual a 0). Si g(x) = x, resulta que

O F®
T B

y muestra que la regla de L’Hopital solo se cumple en un sentido.

no existe,

« El Corolario 3 es también una consecuencia directa de la regla de L'Hopital, sin tener que
recurrir al resultado dicho en A). Si f es diferenciable en a y existe lim,_,, f"(x) entonces

fx)-f@
T = f'(a),

(la ultima igualdad es la definiciéon de f’(a)) y f” es continua en a.

hmf(x) = lim

X—a

« Otro ejemplo mas: como

. 1
0 = lim —
x—+o00 eX
entonces (regla de L’Hopital)
. 1 . b . x? ooxt
0= lim — = lim — = lim — = lim —
x—+o00 eX x—+o00 eX x—+400 eX x—+400 eX

para todo n € N. La regla de L'Hopital dice que si existe el limite del cociente de funciones,
también existe (y coincide) el limite del cociente de las primitivas (primitivas que en a se
anulan).

173 ] (Sobre la regla de L’Hopital). La regla de L’Hopital extendida
lim f(x) =lim g(x) =0
x—0O x—0 f(x)

’ = lim = A,
lim £ _ o x=0 g(x)
x—0 g’(x)
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es valida en los casos (a y b son numeros reales)

O = a, a', a”, +00, —00,
O = 0, o0,
A = b, +co.

5

Ejemplos: [Algunos se hacen directamente; otros necesitan cierta manipulacion, que suele ser

f() _ 1/g(x)
()~ 1UfG)

o similar; otras veces hay que hacer manipulaciones mas elaboradas].

tan simple como

senl/x sent

1) lim xsenl/x = lim = lim =1

xX—+00 X—>+00 l/x t—0

3 2
x”+1 3x

2) lim >— = lim —— = +oo (se dice del tipo <)

x—+00 X x—+00 2Xx Y

X X ex

3) lim = lim — = lim — =+

x—+00 3x2  x—o+400 6X  x—+H00 6

X+ 2 1 1

4) lim = lim — = —.

x—+00 6xX — 4 x—+00 6 6

log x 1/x
5) lim xlogx = lim = lim =0 (del tipo 0 - o0
) x—0* & x—0+ 1/x x—0+ —1/x2 ( P )
1—cosx sen x 1

6) lim ———— =lim = — (es del tipo «normal», es decir, %)

x—0 x x—0 2x 2

x—x2—x )(x+x?—x x 1

7) lim x — yx?—x = lim ( I ) = lim ——— = — (es

X—+00 X—+00 x + /xz —x X040 4oy (32 2

del tipo oo — oo y se transforma multiplicando y dividiendo por el conjugado para convertirla
en una en que se pueda aplicar la regla de L’Hopital). La dltima igualdad se consigue
dividiendo por x el numerador y el denominador.

174 | Utilizando la igualdad vista en el problema anterior, lim xsen1/x = 1, probar que

X—+00
x“sen |—
. x4
lim

X0 (xt+1 —x2

= 2.

175 Como puede verse en https://goo.gl/no3YVb, al aplicar la regla de L’Hopital para
calcular

) x2+1
lim —
X—>+00 x
se obtiene, aplicando dos veces la regla,
) x2+1 ) x . x2+1
im ———— = lim —— = lim —,
X—>+00 X X—>+00 x2 +1 X—>+00 X
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y no se llega a nada. El calculo correcto es

] Vx2+1 ) x2+1 ) 1
lim — = lim > = lim l+— =1
xX—+00 X xX—+00 X xX—+00 X
176| Partiendo de la definicién de nimero e se tiene

1 n
lim (1 + —) =e,
n

y por tanto lim, nlog(1+ 1/n) = 1. Asilog(1 + 1/n) =~ 1/n. Con la regla de L’Hdopital se tiene
log(1 + x) ~ x cuando x — 0.

177 Dibujar las graficas de las funciones f(x) = x y g(x) = x?sen 1/x. Lo mismo con las
funciones f(x) = x? y g(x) = x*> sen 1/x. En general, ;jse puede ver alguna relacién entre las
graficas de f(x) = x" 1y g(x) = x"sen1/x paran=0,1,2,...?

178 Con el programa WxMaxima calcular las derivadas hasta orden 5 de la funcién f(x) = xe*.
Dibujar sus graficas.

179] Calcular el polinomio de Taylor de f(x) = 4/x en a = 1 de grado 5. Aproximar el valor

dex/g.

Pf(x) =1+ %(x— 1) - %(x -1)%+ %(x— 1)® - 12—8(;(— 1)* + %(x -1)°

Se puede probar que

b _1\n+1

n=0

y asi

n!22n(2n —1)

—_(D™ien
Vi+x = Zn! x (x| <1)
n=0
Otra posible forma de aproximar raices de niimeros reales es utilizar la expresion
\/; — 10(log10 x)/2 _ e(logx)/z

En general,

x4 = ealogx

180 | Escribir el polinomio de Taylor de cualquier orden de las funciones
180/ p y q

a) f(x)=(x—-2)2ena=2ya=0

b) g(x) =1+x+3x°ena=0ya=1

¢) h(x) = cosxena = 0. Utilizar el programa Geogebra para dibujar los primeros polinomios
de Taylor (de grados hasta 10).
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181 Contacto entre dos funciones. Sea n € {0,1,2,...}. Se dice que f y g tienen un
contacto de orden n en a si

f) -g(x) _

oo 0.

f(a) =g(a) y lim
X—a
Probar que para dos funciones f y g que sean n veces diferenciables en a se tiene

f(a) 9(a)
fla) = g'(a)

(@ 9" (a)

f y g tienen un contacto de ordennena &

Demostracion. La implicacién “<” es consecuencia directa de la regla de L’Hépital (aplicada n
veces):

. f)-g9x) ) -g'(x) . (%) -g" (%)
P P T & e e L

(n-1) — g(n—1)

Para la implicacion “=" se tiene f(a) = g(a) por definiciéon de contacto. Hay que observar que

ademas
O R (R
x—a  (x—a)* x—a  (x —a)k

para cualquier 0 < k < n. Luego un contacto de orden n obliga a un contacto de cualquier
orden menor.

Por tanto, si f y g tienen un contacto de orden n entonces también tienen un contacto de orden
1y asi

0.

—a X —a x—a X—a

Por tener un contacto de orden 2,

f'(x) —g9'(x)

f//(a) _g//(a) — lim (f (X') _f (a) | g (X) -9 (a)) — 5
xXx—a X —da X —d4a xXx—a X —da
y entonces, aplicando la regla de L’Hopital,
7 ’” . f(X) - g(X)
f (a) -9 (a) :chlil’éz(x_—a)z =0.
Y se continuda asi para contacto de orden 3, de orden 4, etcétera. m]

Dos funciones se parecen en a si tienen contacto en ese punto. A medida que el contacto sea
mayor (de orden) mas parecidas seran las funciones. Como una consecuencia de lo visto mas
arriba, se tiene

Sip y q son funciones polinomicas de grados n y m respectivamente y tienen en algun punto un
contacto de orden mayor o igual que n y m, entonces p = q.
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ya que al escribir los polinomios en potencias de (x — a),

ro+ri(x—a)+r(x—a)’+---+r,(x—a)

p(x)

q(x) so+si(x—a)+s3(x—a)’+-- +sp(x—a)™

los coeficientes coinciden: ry = sy por tener un contacto de orden 0; r; = s; por tener un
contacto de orden 1,...

Como consecuencia, si una funcién cualquiera f tiene contacto de orden n en a con dos
polinomios, entonces esos polinomios tienen entre si un contacto de orden n en a. Al escribir
ambos polinomios en potencias de (x — a), sus coeficientes deben coincidir hasta el grado n. En
particular, s6lo puede haber un polinomio de grado 1 que tenga un contacto de orden 1 en a
con la funcién f; s6lo puede haber un polinomio de grado 2 que tenga un contacto de orden 2
en a con la funcién f, etcétera.

Un contacto de orden 0 en a significa
f(a)=g(a) y lim f(x) = lim g(x).
X—a X—a
Luego f es continua en a si y sélo si lo es g. Asi, una funcién es continua en a si y sélo si tiene
un contacto de orden 0 en a con una funcién continua.

Ademas, si f tiene un contacto de orden 0 con una funcién constante, g(x) = k, entonces,
fla) =k y lim f(x) =k,
X—a

que es equivalente a la continuidad de f en a. Por tanto, una funcion es continua en a siy sélo
si tiene un contacto de orden 0 con una funcién constante. Esa funciéon constante no puede ser
otra que el valor de la funcion en el punto: g : x € R — f(a).

Las funciones
x si x#0

f(x):{ h(x):{l si x=0

tiene un contacto de orden 0 en a = 0, pero no tienen un contacto de orden 1.

X2 si x#0
1 si x=0

Demostrar que si f y g tienen un contacto de orden n, entonces también tienen un contacto de
orden inferior p (0 < p < n).

En resumen, para una funcién f definida en un entorno de un punto a, se tiene

e f escontinua en a siy solo si f tiene un contacto de orden 0 en a con una funcion constante.
La tnica funcién constante que cumple esta condiciéon es x — f(a)

e f es derivable en a si y sdlo si f tiene un contacto de orden 1 en a con una funcién afin
(polinomio de grado menor o igual que 1). La nica funcién afin que cumple esta condicion

es x — f(a) + f'(a)(x — a).

Ejemplo. Ya se ha visto que la funcion

1
sin— si x#0
f:xeR— x

0 si x=0
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es continua y derivable en todo R. Es mas, f es indefinidamente derivable en cada x # 0, pero
f no es dos veces derivable en 0.

Ademas, f tiene en 0 un contacto de orden 2 con un polinomio de grado menor o igual que 2,
en este caso el polinomio g(x) = 0, pues

% = }lciir(l)xsen; = 0.

f(0)=g(0) y lim

Ya se ha visto que para el caso n = 0, una funcién es continua si y soélo si tiene un contacto de
orden 0 con un polinomio de grado 0. También se ha visto que para el caso n = 1, una funcién es
derivable si y solo si tiene un contacto de orden 1 con un polinomio de grado menor o igual que
1. El ejemplo anterior muestra que ya no es cierta esta equivalencia entre ser 2 veces derivable
y tener contacto de orden 2 con un polinomio de grado menor o igual que 2.

Este ejemplo se puede transformar facilmente para conseguir una funcioén que no sea 3 veces
derivable pero que tenga un contacto de orden 3 con un polinomio de grado menor o igual que
3. La misma idea para 4, 5....

Al contrario de lo que ocurre en los casos n = 0, 1 (funcién continua y derivable), el reciproco
del teorema local de Taylor es falso. Es decir, ocurre que si n > 1 entonces

f tiene un contacto de orden n en a

. =
f es n veces derivable en a . .
& con un polinomio de grado n

Como resumen, sobre el caracter derivable de una funcién y tener contacto con algiin polinomio
de grado cierto grado,

f(x)
f escontinua en asiy so6losi f tiene un contacto
de orden 0 en a con la funcién constante fla)g-rmm o
y=f(a)
y=fla).

a

y=fla+fa)(x-a)
f es derivable en a si y sélo si f tiene un 7 fx)
contacto de orden 1 en a con la funcién f(a)

y = f(a)+ f'(a)(x - a).
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f derivable dos veces en a implica que f tiene

un contacto de orden 2 en a con la funcién N
f(a) Tl
1" (a) e
y=f@+f @0 -a)+ IS (- ), s
. |&0)\

Pero tener un contacto de ese tipo no implica

Ch
que f sea dos veces derivable en a K

182] Existencia, continuidad y derivabilidad de la funcién inversa. Una funcién f
no siempre tiene inversa. Para que f~! sea una funcién es necesario y suficiente que f sea
inyectiva. En ese caso f~! esta definida en la imagen de f. Ademés, f~! es también inyectiva,
puesto que (f~1)7! = f es una funcién. Se cumple f(f!(x)) = x para todo x en el dominio de
f Ly f71(f(x)) = x para todo x en el dominio de f.

Cuando existe la funcion inversa, las graficas de las funciones f y f!
son simétricas con respecto a la diagonal del primer y tercer cuadrante: /

.
.
.
X .
.
.
.
.
.
.

si (a,b) es un punto de la grafica de f entonces b = f(a). Por tanto e

(b, a) es un punto de la grafica de 1. Y los puntos (a, b) y (b, a) son /
simétricos con respecto de la recta y = x.

Por ejemplo, a la derecha se muestran las graficas de las funciones e* log x
y log x (son inversa una de la otra), y un punto de cada grafica, (1,e) y
(e, 1), que son simétricos con respecto a la recta y = x.

,
’
.
.
.
’
0
.
.

1) Si f es continua e inyectiva en un intervalo, entonces f es creciente o decreciente en dicho
intervalo. Por tanto, el dominio de f~! también ser4 un intervalo. Como consecuencia ! es
continua.

Ademas, si I es un intervaloy f : I — R es continua, entonces f es estrictamente mondtona
siy solo si f es inyectiva.

2) Al aplicar la regla de la cadena en f(f~!(x)) = x se obtiene
'
fr(f1 )

Pero esta regla sélo se puede aplicar si se sabe que f~! es derivable. Como

(f)'(x) =

A~
fr(a)”

parece ser que la clave esta en que la derivada de f no se anule.

(f (fla) =

De hecho, si f es inyectiva y continua en un intervalo y f’(f(a)) = 0, entonces f~! no es
derivable en a. Esto es una simple conclusion de la regla de la cadena: como f(f~!(x)) = x,si f*
fuese derivable en a se tendria f'(f(a))- (f™1)’(a) = 1y asi se llegariaaque 0- (£ 1)"(a) = 1,
que es absurdo.

Como ejemplo, f(x) = x> tiene inversa no derivable en 0.

El resultado que muestra la derivabilidad de £~ es
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3) Sea f continua e inyectiva sobre un intervalo, f derivable en f~!(b) con derivada no nula,
f'(f~1(b)) # 0. Entonces f~! es derivable en b y

1

—1\7 _
Oy

También se puede expresar haciendo a = f~!(b), es decir b = f(a) y entonces queda

3’) Sea f continua e inyectiva sobre un intervalo, f derivable en a con derivada no nula,
f’(a) # 0. Entonces f~! es derivable en f(a) y

1

—1y\7 _
(@) = 5

Como corolario, si I es un intervalo y f es derivable en I con f’(x) # 0 para todo x € I, entonces
f es estrictamente monétona, f! es derivable y su derivada es

1

-1\ _
(f)'(fx) = I8

Las demostraciones no son sencillas, y pueden verse en M. Spivak, Céalculo Infinitesimal, capitulo
12.

Con estos resultados, f(x) = x", definida en todo R para n par y definida en [0, +c0) para n
impar, es continua e inyectiva y su inversa es g(x) = (1/; = x!/", Esta funcion es derivable para
x # 0 y ademas

g(x) = f,(f_l(x)) = n(f—l(x))n—l - n(xl/n)n—l nx

1 1 1 1 1

Y la inversa de la funcién f : x € R — f(x) = x%, jes continua? jes derivable?

183] Los extremos del intervalo y el cilculo de maximos y
minimos. La funcién f(x) = x* en el intervalo [—1, 2] presenta un
minimo relativo en x = 0. Es el inico punto que anula la derivada.
Sin embargo, puede observarse en la grafica que hay que estudiar
qué ocurre en los extremos del intervalo para afadir, si es el caso,
otros puntos que sean maximos o minimos, aunque en ellos no se
anule la derivada.

En x = —1 la funcidn alcanza un maximo relativo.

En x = 2 la funcién alcanza un maximo absoluto.

184 | Dados dos puntos A y B del plano, calcular la trayectoria mas corta para ir de un punto
al otro pasando por el eje X (es un buen ejemplo de un problema con una sencilla solucién
geométrica y no tan sencilla solucién analitica)

185] Se corta un alambre de longitud L para formar un circulo con uno de los trozos y un
cuadrado con el otro. Calcular como debe ser el corte para que la suma de las areas (del cuadrado
y el circulo) sea maxima o sea minima.
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Si los trozos que se dedican al cuadrado y circulo son x y L — x, entonces la suma de las areas
es x2/16 + (I — x)? /4. Se trata de calcular el maximo y minimo absoluto de esa funcién en el
intervalo [0, L]. Derivando se obtiene x = 4L/(4 + ) que es un minimo. El maximo debe estar
en uno de los extremos del intervalo: se alcanza para x = 0.

186] Considérese un paralelepipedo rectangular de volumen

igual a 9 y tal que un lado de su base sea el triple que el otro, h
como se muestra en la figura.

Determinar las longitudes de sus lados para que el area total 3%

(suma de las areas de sus seis caras) sea minima. x

187 | Diferenciabilidad de una funcidén definida a trozos. Se considera la funcién

1
2 .
x“sen— six #0,
fx) = x
0 six = 0.

Se trata de una funcién diferenciable en 0, y ademas f’(0) = 0, ya que

h? !
h. _ 0 sen — 1
hmM = lim—h = lim hsin— = 0.
h—0 h h—0 h h—0 h
1
Pero, si se hacen derivadas en cada trozo, entonces al intentar derivar x? sen — se tiene:
X
( , 1 )’ 1 1
x“sen—| = 2xsen— —cos—.
X X X

Y este limite

. 1 1
lim [ 2x sen — — cos —
x—0 X X

no existe. Con este método se habria llegado a la conclusion incorrecta de que la funcién f no
es derivable en 0.

En general, la derivada no tiene que ser continua; por lo que el segundo método puede dar
“falsos negativos”, funciones que son diferenciables pero que esta técnica sugiere que no lo son.

188] Calcular la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x* + 2x en el punto (1, 3).
Hallar la recta tangente a la grafica de f cuya pendiente sea m = 1/2 y calcular en qué punto
corta esta recta tangente a la recta y = 0

189] Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) = ¢* que ademaés pasa por el origen.
190/ Lo mismo para la funcién f(x) = 6x.

191/ Se consideran las funciones f(x) = x> +2 y g(x) = —x2. Encontrar las rectas que son
simultdneamente tangentes a las graficas de las dos funciones.

192] Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion

-1 si x<0

f(x)=13 x si 0<x<1

1/x si  x>1
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193 | Calcular lin}) (l— 1 )

X sen x

Estudiar la continuida erivabilidad de la funcién
194 diar 1 dadyd bilidad de la fi ¢

2 si x<0
f(x)=9 3—x si 0<x<1
X+1 si ox>1

195| Calcular
cos’x —1

t
) T o b) lim —
X

x—0 X x—0

196] En la carretera AP-6, en el puente de Guadarrama, hay un radar de tramo que mide la
velocidad media durante 3323 metros. La limitacién en esa zona es de 100 km/h. ;Cual es el
tiempo que debe emplear un conductor en ese tramo para no ser multado?

197 Se considera un paralelepipedo rectangular de base
cuadrada como se muestra en la figura. h
Cada una de las cuatro caras laterales tiene perimetro igual a
30 cm. Calcular las dimensiones que debe tener para que su

s - X x
volumen sea maximo.

198] Derivadas de orden superior. Si f : A —> R, se dice que f es de clase n, y se escribe
f eC™A)ofeChsif esnveces derivable y la derivada n-ésima £ es continua. Se dice
que f € C™ (de clase infinito) si f tiene derivadas de cualquier orden, y por tanto, todas esas
derivadas son continuas. Es evidente que

C*®(A) € C™(A) € C™(A) € CH(A) ¢ C(A),
donde C(A) denota las funciones continuas.

Probar que la funcion

™ s x>0,

1X €
fixeR— { 0 six<0
es de clase n pero no de clase n + 1.

La derivada de orden n

(n+1)!(x—a) si x>0,

(n) .
f 'xER—>{ 0 six<0

es continua, pero no derivable. Luego no puede ser de clase n + 1 (la derivada n + 1 ni siquiera
existe)

199 Demostrar que si f(x) = |x|> entonces f’(x) = 3x|x| y f"/(x) = 6|x|. Por tanto f es de
clase 2 en 0 pero no de clase 3.

200] Si f(x) — 1y g(x) — +oo para x — a, entonces
i g(x) _— limesag(x)(f(x)-1)
chlig f(x) e .

Ejemplos y ejercicios — 57




201 Probar que la funcién

_ 1 six<0 \ /\
fx) {cosx si x>0 -1 W am \

es diferenciable en todo R

202] Sobre el teorema del valor intermedio para las derivadas. Sea f continua en a
y diferenciable en un intervalo que contiene al punto a excepto posiblemente para a. Si existe
lim,_,, f'(x) entonces también existe f’(a) y coinciden:

lim f*(x) = f"(a).

X—a
Esto habla de la continuidad de f’ en a. Para no ser continua, la discontinuidad debe ser por
que no existe limy_,, f'(x).

Demostracion. Se trata de ver que existe

f’(a) = lim

X—a

f(x) - f(a)
x—a

y que coincide con lim,_,, f'(x).

Para valores de x suficientemente proximos a a (se supone x > a; para x < a el razonamiento
es el mismo) se tiene que f es continua en [a, x] y diferenciable en (a, x) y por el teorema del
valor medio existe ¢, € (a,x) que verifica

f(x) - f(a)

X—a

= f,(cx)-

Como por hipdtesis existe lim,_,, f’(x), se tiene

f&)-fl@ _
x—a B

f'(@ = lim lim f'(c,) = lim f'(x). 0

203 Como consecuencia del problema anterior y del teorema del valor intermedio para
las derivadas, puede probarse que si f es derivable en un intervalo que contiene a a pero f' es
discontinua en a, entonces

a) los limites laterales lim,_,,- f'(x) y lim,_4+ f'(x) no pueden existir a la vez

b) estos limites laterales no pueden existir a las vez ni siquiera admitiendo que puedan valer
+00.

(M. Spivak, Calculo infinitesimal, pag. 297)

204 | Es posible encontrar funciones continuas no derivables: funciones de Cantor (escalera
del diablo) y de Weierstrass.

205 Todos los logaritmos son proporcionales. Para ello se parte de e¥ = x y se aplican
logaritmos neperianos y logaritmos en otra base:

ey — 5 N { y= Inx
y - log,e = log,x
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y asi
1
Inx log,e = log,x = =X
Ina
[En general, si f (ab ) =b- f (a) entonces f (x) = k - In (x) para todos los valores x > 0, ya que
si se elige e? = x entonces f (x) = f(e?) =y - f(e) = f(e) - Inx.]

Como consecuencia, basta conocer el comportamiento de la funcién logaritmo neperiano,
Inx o logx. Para el resto de logaritmos basta saber que son multiplos suyos. Por ejemplo,

(logx)” = 1/x. Por tanto
,  (logx)’ 1
1 = = .
(log, x) (logS) xlog3

206 Si una funcién f : R — R verifica f’(x) = kf(x) entonces debe ser f(x) = e* o un

multiplo suyo.

La demostracién es muy simple: la funcién F(x) = f(x)/e** tiene como derivada

’ kx _ kx
g = LT

y por tanto F(x) es constante. Asi f(x) = Cek*

207 Probar que dos rectas y = ax + b e y = mx + n en el plano son perpendiculares si
a-m = —1. Utilizar esto para encontrar la familia de curvas perpendiculares a las circunferencias
(x — 4)? + y? = r? (se trata de circunferencias centradas en el punto (4, 0) con radios ).

Solucién: en cada punto de esas circunferencias se puede calcular la pendiente derivando:
2(x—4)+2yy’ = 0.

De aqui se sigue que la pendiente de las curvas perpendiculares debe ser y’ = y/(x — 4), y asi
log y =log C(x — 4). Por tanto y = C(x — 4). Se trata de rectas que pasan por el punto (4, 0).

208 Algunas identidades trigonométricas: E D
sen(a+ f)) = senacospf+cosasenf 3””7
cos(x+ ) = cosacospf —senasenf 1 i 3

Para ello basta ver que 3 |

sen(a + f) = |EA| =|DC| + |CB| ﬁa i i
=senacosf + cosasenf 0 A é 1

ya que |EC| = sen f§, |OC| = cos  y como en el triangulo ECD el angulo que toca C es a, se

tiene
|CB| |DC]
sena = , cosa =

cos f3

senf}’

De forma similar,

cos(a+ ) = |OA| = |OB| — |AB| = |OB| — |ED| = cosacosff —senasen f3
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209| Demostracion de que la funcion senx es

continua. Para 0 < x < 7 se considera el tridngulo

AOAB cuya éarea es % sen x. Este area es menor que el
4rea del sector circular OAB. Este sector tiene un area

1 X
A = (cosx,senx) igual a > Por tanto

0<senx < x

senx y asi
x lim senx = 0.
x—07F
) B=(1,0) Asi
lim sen(x) = lim sen(—x) = — lim sen(x) = 0.
x—0~ x—0* x—0*t
En resumen, lim,_,o senx = 0 = sen0 y la funcién sen x es continua en cero. Ahora, si

-4 < x < 5 entonces

cosx = y1-—sen?x
lim cosx = lim {/1-sen?x = _[1—limsen?x = 1 = cos0
x—0 x—0 x—0

y también es continua en 0. Por ultimo, si a € R entonces

verifica

lim senx = lim sen(a + h)
x—a h—0

= }llirr(l) ( sen(a) cos(h) + cos(a) sen(h))
= sen(a) 1111rr(1) cos(h) + cos(a) }lin% sen(h)

=sen(a)-1+cos(a)-0

= sen(a),

lim cosx = lim cos(a + h)
x—a h—0

= }llin}) (cos(a) cos(h) — sen(a) sen(h))
= cos(a) }llirr(l) cos(h) — sen(a) Illirr(l) sen(h)

=cos(a) -1 —sen(a) - 0

= cos(a).

Se llega a que ambas funciones sen x y cos x son continuas en todo R.
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210] Derivadas de las funciones senx y cosx. Se

considera el grafico de la derecha. ,
La longitud del arco AB es igual a x y es mayor que la A
longitud del segmento AC, que es sen x. Esto prueba que A
senx < X.
tgx
Por otra parte, el area del sector OAB es x/2 y es menor sen x
que el area del triangulo OA’B, que es tg x/2. Por tanto, x
la desigualdad anterior se puede completar
@) C B=(1,0)

senx < x < tgx.

Dividiendo sen x y tg x por cada uno de los términos de esas desigualdades se tiene

> COS X
X
y también
1 tg x
> -5 > 1
Ccos X X
De aqui se sigue que
. senx . tgx
lim = lim— =1
x—0 X x—0 X

Como consecuencia (hay que multiplicar arriba y abajo por el conjugado) se tiene

cosx — 1 V1 -—sen?x —1 —sen®x

lim ——— = lim = lim = 0.

x—0 X x—0 X x—0 x ( /1 B sen2 x +1)

Como corolario de todos estos calculos se tiene la expresion de las derivadas de sen x y cos x,
ya que

, . sen(x+h) —senx ~ senxcosh+senhcosx —senx
sen’x = lim = lim = COSX.
h—0 h h—0 h

Para la derivada de cos x se puede utilizar que la funcién cos? x + sen? x = 1 es constante y su
derivada entonces es 0. De ahi se obtiene cos’x = —senx.

211 Como ya se ha visto en el problema anterior,

Se suele decir que x, sen x y tg x son infinitésimos equivalentes (cuando x — 0) y se expresa
x ~ senx ~ tgx.

Esto quiere decir que son expresiones intercambiables en cualquier limite cuando x — 0. Por
ejemplo, aplicando la regla de L’'Hopital y el cambio tg x ~ x se tiene

senx — x . cosx —1 . cosx—1 . —senx 1
_ = 1m—2:11m—=——

m m--——--—
x—0 tgx —x -0 1+tg2x—1 x>0 x x>0 2x 2
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212] Definir funciones diferenciables para puntos de acumulacién, y no en un entorno
del punto, puede llevar a situaciones distintas. Por ejemplo, f : x € [0,1] — x cumple
f7(0) = f’(1) = 1 si se definen derivadas para puntos de acumulacién. Ademas en esos puntos
hay un maximo y un minimo. Sin embargo, para funciones definidas en un entorno del punto
a, si f alcanza un maximo o un minimo en a entonces f’(a) = 0.

213] Conjuntos convexos y funciones convexas. Dados dos puntos A, B € R?, al conjunto
{tB+(1-t)A:t € [0,1]}

se le llama segmento AB y se denota L[A, B] o [AB] o [A, B]... Es un conjunto formado por
todas las combinaciones convexas entre A y B, comenzando en A (cuando ¢ = 0) y terminando
en B (cuando t = 1). Por ejemplo, si A = (4,1), B = (2, 3) entonces los puntos que estan en el
segmento que une A con B son

{t(2,3)+(1—-1t)(41):te[0,1]} = {(4—-2t,2t+1):t € [0,1]}.
También se puede escribir

x=4-2t
y=2t+1"

{(x,y)e]R2 : te[O,l]}.

Se dice que un conjunto H C R? es convexo si dados A, B € H se tiene [AB] C H, es decir,
si H contiene el segmento que une cualesquiera dos puntos de H. Por ejemplo, si H es finito,
entonces H es convexo sélo si contiene un s6lo punto.

Para una funcién f : A € R — R se llama grafica de f al conjunto

{(x,y)ER2 D X €A, y:f(x)}.

Se llama epigrafo de f alos puntos del plano que estan encima de la grafica, es decir, al conjunto

{(x,y)E]R2 : x €A, yzf(x)}.

Se dice que f es convexa si su epigrafo es un conjunto convexo en R%. Probar que f(x) = x? es
una funcién convexa, pero g(x) = x> no lo es.

Si f esta definida en un intervalo I, f es convexa si y sélo si verifica

flex+ 1 -0y) <tf@+a-nfy)
para x, y € I. Por ejemplo, f(x) = x> es convexa en [1, 2] pero no lo es en [-2, 2]

214 Curvatura y radio de curvatura de la grafica de una funcién. Para una curva plana

r(t), se llama curvatura a
_ (@) xx” ()]

" (6)]?

Si se trata de la grafica de una funcioén y = f(t), entonces r(t) = (¢, f(t)) y

ij )
r'(yxr’(t) =1 f(t) o|=f"() - k.
0 f”(t) 0
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Por tanto, la curvatura de la grafica de f es

ol el
(VieF@®) (1 pap)”

Se llama radio de curvatura al inverso de este ntimero k.

Por ejemplo, en los maximos y minimos de la funcion f(x) = senx, la curvatura es 1, y por
tanto el radio de curvatura es 1. Por ejemplo, en x = /2 la curvatura es

| — sen(x/2)|
K= =1.

(Vi+eotara))

1" /—\

/2 37/2

-1 +

Al ser 1 el radio de curvatura, la grafica de la funcién en esos puntos se comporta “como una
circunferencia” de radio 1. En x = 0 la curvatura es 0 y el radio es infinito.

La parabola y = x? tiene curvatura 2 en el punto (0,0). Su radio de
curvatura es 1/2. Al pasar por el origen, la parabola se comporta como
una circunferencia de radio 1/2 (que por tanto esta centrada en el punto
(0,1/2)).

En el punto (1, 1) de esa parabola la curvatura es k = 2/ \/5— 3, y el radio
es su inverso \/33/2

3
La funcién y = log x tiene radio de curvatura \/2_ en el punto (1,0) de la grafica.

www.google.es/#qg=thetanswer+to+life+the+tuniverse+and+everything
es.wikipedia.org/wiki/Cuarenta_y_dos
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Ejercicios para practicar con derivadas

D) (X)) =t = Fx) =telx+1
cosx

I) £(X) = COS X oottt f’(x) = =3 cos® x senx

) f(x) =xSenx ..o i f’(x) = 2x* cos x* + sen x*

IV) F(x) = VR F @ FT oo Flay=—Stt

2x+er+1

V) f(x) ==log’x +log (x*) . .ooiiii f'(x) :—3%10g2x+%
A X +1 , B 3 x? 2(2x3+x)(x3+1)
VI) f(X) m ................... f (X) = A1 - (x4+x2+1)2
e~ , B e er
VII)f(x):ex_l_1 ...................................... f(x)_ex+1_(eX+1)2
VII) f(x) =sen(x+cos(x)) ...covvvrevannn... f’(x) = —(sen (x) — 1) cos (x + cos (x))
IX) F(x) = A+ VX oo F/(x) = _2+1/yx
4 4/x+ \/;
X) () = €8 f(x) = e+
_ 4 1 '(x) = dx3 1 2 1
XI) f(x)=x"sen (;) ............................. f(x) = 4x’ sen (;) — x“cos (;)
XI) f(x) =x cos(senx) ........c.ccvviuen... f'(x) = cos(senx) — x cos(x) sen(sen x)

10 V* log(10)

2 Vx

XIV) f(x) = e T e f'(x) = 2xe” v —e

XI) F(x) = 10V £(x) =

XV) f(x) = senx ... ... f’(x) = Vsenx ( cosx _ log(senx))

X senx x?
XVI) f(x) = log (1 ;;C) ............................................. £ = xf_ 1
XVII) f(x) = x*sen (%) ................................ f'(x) = 2x sen (%) — cos (%)
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