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Calculo I1I

Funciones
L Riemann integrables

o ~~— El calculo de areas puede simplificarse, en muchos casos, reducién-
dose al estudio de regiones que tienen todos sus lados rectos salvo
uno. La figura adjunta ilustra esta situaciéon: uno de los subdomi-

L/ / nios, designado por F, presenta un tnico lado no recto, definido
T o~ como la grafica de una funcion f.

En este capitulo se estudia una forma de calcular las areas de conjuntos de ese tipo. Se trata
de la integral de Riemann: un proceso en el que se calculan sumas de areas de rectangulos para
encontrar el area total como limite de esas sumas. El método exhaustivo (que proviene de la época
de la Grecia antigua) es el origen de esta idea de la integral como limite de sumas de areas de
rectangulos. La integral de Riemann permite el calculo del area encerrada por la grafica de una
funcién en un intervalo, al menos para una clase muy amplia de funciones. Mas adelante se vera

que hay funciones que permiten hacer estos calculos y otras que no.

Funciones integrables

Para una funcién no negativa f : [a, b] — R integrar es calcular
el area subyacente a la grafica

A:/abf.

Para funciones generales (positivas, negativas o con parte positiva

y parte negativa)
f:lab] R

S
1l
~

la integral mide el area que hay por encima del eje X menos el area
B=2 b que hay por debajo. En la figura de la izquierda la integral mide

/abf:7—2:5.
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Hay funciones no nulas cuya integral es negativa o cero. Por
ejemplo, la funcién

fixe[-1L,1] — f(x) =x

fr-s [ fres

Integracion de funciones constantes. Por definicién, si f : x € [a,b] — f(x) =c € Res
una funcién constante, la integral de f en [a, b] es

/abf=c-(b—a),

que es un numero positivo, negativo o cero segun sea c.

verifica

Integracion de funciones escalonadas (o simples o constantes

.., ., . Ejemplo de funcién
a trozos). Una particion de [a, b] es una coleccion finita de puntos escalonada con 3 escalones
a=x) < x1 < x5 < ... < x, = b. Suele escribirse P =  ©? hsgs
{a = xg < x1 < X2 < ... < xp, = b}. Una funcién escalonada ¢+ :

N

(asociada a esa particién) es una funcién que es constante en  ci¢
cada intervalo (xj_1,x;) de la particion, es decir, una funcién
f:x€lab] — f(x) =cjsix € (xj_1,x;). Ademas, se afade
que f sea continua por la derecha o por la izquierda en los puntos a X1 X b
x; de la particion. Por definicién, la integral es

[
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c1(x1 — x0) + ca(x2 — x1) + - -+ + cn(xy — Xp-1)

n n

D eilxj—xj) = ) cih

J=1 Jj=1

Se denota por &'[a, b] al conjunto de funciones escalonadas en [a, b]. Es evidente que se trata de
un espacio vectorial, en el cual la integral

&lab] — R
£ [UF

es un funcional lineal. En otras palabras, si f, g € &[a, b] entonces af + g € &[a, b] y ademas

/ab(af+ﬂg) - a/abf+ﬁ/abg-

Ademas es un funcional monétono:

fgeélabl f<g = /abfs/abg,

donde f < g significa que f(x) < g(x) para todo x € [a, b].
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Es facil comprobar que si f,g € &[a,b] entonces inf(f, g),sup(f,g) € &[a,b], donde, por
definicion, inf (f, g) (x) = inf (£(x), g(x)) y sup(f,g) (x) = sup(F(x), g(x))-

En general, no hay ninguna relacién entre los valores /a ’ f-9y ( /a ’ f ) . ( /a ’ g). Es facil
encontrar ejemplos en que muestren que puede darse cualquier comparacién, menor, mayor o

igual.

Las funciones escalonadas son la base para el calculo de integrales de funciones mas complejas,
que ya no son escalonadas pero que pueden aproximarse en algin sentido por éstas.

Funciones Riemann integrables. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada, es decir, existe
M > 0 que verifica |f (x)| < M para todo x € [a, b]. En lo que sigue se asumira que las funciones
son acotadas, aunque a veces no se diga expresamente. Al final del tema se vera como proceder
con funciones que no son acotadas.

Definicion. Se dice que f es Riemann integrable o Z-integrable

(o integrable en el sentido de Riemann) en [a, b] si para todo € > 0 k
existen funciones escalonadas h, k € & [a, b] tales que f
b
a) h<f<k b) /(k—h)Ss h
a
(f esta encajada entre funciones escalonadas cuya diferencia en a b

area es tan pequena como se quiera).

Se denota mediante Z[a, b] al conjunto de funciones Riemann integrables en [a, b].

Ejemplo. Cualquier funcién escalonada en [a, b] es Riemann integrable: si f es escalonada,
entonces se eligen h = k = f que verifican los apartados a) y b) anteriores.

Ejemplo. La funcién f(x) = x es Riemann integrable en [0, 1]. Es K

o . . . 08
un ejercicio simple comprobar como hay que elegir dos funciones Fx) = x

0.6

. 1 a_no
escalonadas h < f < k que verifiquen fo (k — h) < ¢ para distintos
valores de ¢. 04
En la grafica se muestra como hacerlo para ¢ = 1/10. De forma similar 2

se hace para ¢ = 1/100, etc.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ejemplo. La funcién f que vale cero en todos los puntos de [0, 1]
salvo f(1/2) = 1 es Z-integrable. Para esta funcién se eligen h =0y

1 1 e 1 £
k:xe[O,l]—>k(x):{ XE[E_E’E+E]

0 resto

. 0 1/2 1
que verifican h < f < k y ademas

/Ol(k—h):/olk:s

La misma idea sirve para probar que son Z-integrables las funciones que son constantes en un
intervalo salvo en una cantidad finita de puntos, en los que la funcién toma valores arbitrarios.
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Mas adelante se veran algunas clases de funciones Z-integrables, como las mondtonas o las
continuas. Sin embargo, hay funciones sencillas que no son Z-integrables.

Ejemplo. La funcién de Dirichlet

0 si xe@Q
f:xel0,1] —
1 si x¢Q
no es Z-integrable en [0, 1]. Para comprobarlo basta observar que S L
si h y k son funciones escalonadas en [0, 1] y verifican h < f < k 0 1

entonces deben cumplir h < 0

y1<k

Por tanto, h < 0 < 1 < k y entonces

/Ol(k—h) > /011 = 1L

Se deduce asi que f no es Z-integrable, no se puede integrar en el sentido de Riemann. Esta

funcién si es integrable en un sentido mas amplio (la integral de Lebesgue) y su integral de

Lebesgue vale 1.

Por otra parte, se muestran a
de ciertas funciones.

Teorema 1. Toda funcion f :

o

£l h
a b
h:x € lab
k:xelab

continuacion varios teoremas que garantizan la Z-integrabilidad

[a,b] — R monodtona (creciente o decreciente) es 7% -integrable.

Demostracion. Sea f creciente (la prueba es similar si f es
decreciente) y ¢ > 0. Al ser f mondtona en [a, b] se tiene que

f esta acotada. Sea a = x9 < x; < ... < x, = b una particién de
[a,b] con puntos igualmente separados (equidistantes), es decir,
Xj—xj—1 = (b—a)/nparaj=1,...,n. Se elige n suficientemente

grande para que cumpla (f(b) — f(a))(b — a)/n < ¢. Se definen
las funciones escalonadas

| — h(x) = f(xj-1)

| — k(x) = f(x)) } (Si X € (xj-1,xj]).

Es evidente que h < f < k, ya que f es creciente. Ademas

S

/ k-m=Y P () - fon) = LS () - Fixgon)
a j=1 j=1
= 7 (Pt — 0 + ot T + .+ £ (32) — Pl
=2 @) s e

y por tanto f es #Z-integrable.

Teorema 2. Si f : [a,b] — R es continua, entonces es Z-integrable en [a, b].
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Demostracién. Como f es continua en [a, b], que es un conjunto compacto, entonces f esta
acotada. Ademas, f es uniformemente continua en [a, b]. Por tanto, dado € > 0, existe § > 0 tal
que
£
xyelabl lx-yl<8 = [f0)-f()] < 7
Sea una particién a = xp < x; < ... < x, = btal que x; —xj_1 < d para j = 1,2,...,n. Se
consideran las funciones escalonadas

h:x € [ab] — h(x) = min{f(x) : x € [xj_1,x;]} = m;(f)

k:x € [ab] — k(x) =max{f(x) : x € [xj_1,x;]} = M;(f) } (para x € [xk—1,%x]) .

Estas funciones cumplen h < f < k. Esto es evidente, ya que en cada intervalo [xj_1, x;] la
funcion h es el valor minimo de f y la funcion k es el valor maximo de f; valores que se alcanzan
por la continuidad de f. Como M;(f) y m;(f) se alcanzan en dos valores del intervalo [x;_1, x;]
(valores cuya distancia entre ellos es menor que §), aplicando la continuidad uniforme de f se
tiene M;(f) — m;(f) < &/(b — a). Por tanto,

n

b n
/(k—h)=Z(Mj(f)—mj(f))AjS biaZAJ=b—€a(b—a)=€
a =1 :

Jj=1 B

y se termina la demostracion. m]

Teorema 3. Una funcién es Z-integrable en un intervalo si y sélo si lo es en cada subintervalo:
sif:[a,b] — Resacotadaya < c < b, entonces f € Z[a,b] & f € Z[a,c] N Z|c,b].

La demostracién es muy sencilla. Al dividir el intervalo en
k dos subintervalos [a,c] y [c, b], las funciones escalonadas se
dividen en dos trozos, uno en cada subintervalo. Y reciprocamente:
f funciones escalonadas en cada subintervalo pueden unirse para
p p
h formar otra definida en todo el intervalo.
Una funcién es Z-integrable si se puede rodear adecuadamente
a c b con funciones escalonadas. Esto se puede hacer en un intervalo si
y sélo si se puede hacer en cada uno de sus subintervalos.

Estos resultados prueban que las funciones elementales son Z-integrables en los intervalos en los
que sean continuas. Por ejemplo, la funcién f(x) = 1/x es Z-integrable en [0.2, 4]. También son
Z-integrables las funciones acotadas y continuas a trozos. Y aquellas que a trozos son continuas
o mondtonas.

Ejemplo. Cualquier funcién continua (o creciente) en [a,c] y en [c,b] es Z-integrable en
[a,b]. Esto prueba que las funciones elementales a trozos son integrables. Por ejemplo, para
las funciones

x+1 si xe€[-1,3] .
fe=1 12 s x5 g Do rEl
xX)=4 - si x € (3, x) =
. 7 x®sen(1/x) si x>0
senx si x € [5,6]

se tiene que f € Z[-1,6] y g € Z[0,2].

Sin embargo, hay funciones que no se pueden integrar, como en la funcién de Dirichlet. La integral
de Lebesgue, que no se va a estudiar en este curso, permite el calculo del area subyacente para
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todas las funciones Riemann integrables y para muchas mas en las que la integral de Riemann
no puede calcularse. Esta integral de Lebesgue extiende a la integral de Riemann y puede hallar
integrales de funciones que no son Riemann integrables. Al coincidir ambas integrales en las
funciones elementales se habla de «la integral», dando a entender que sélo hay un proceso para
el calculo de integrales.

Teorema 4. Para una funcion f : [a,b] — R acotada, son equivalentes

a) f es Z-integrable en [a,b], es decir, para todo ¢ > 0 existen funciones escalonadas

hke&labltalesqueh<f<ky [ (k-h) <e

b b
b) sup{/ h : heé"[a,b],héf} =inf{/ k : kecf[a,b],fsk}

En este caso, al nimero real que aparece en el apartado b) se le llama integral de f en [a, b] y se
escribe

b b b
/fzsup{/h:heg’[a,b],héf}:inf{/k:kEé”[a,b],fSk}.

Ejemplo. Para la funcién f(x) = x en el intervalo [0, 1], se puede

elegir la particion P = {0, 0.1, 0.2,...,0.9, 1} y la funcién escalonada 1
h verifica 08 F) =x i
0.6
! 1 2 9 1 1 9-10
h=0+—+—+. ..+ = (142+..49) = ———— o4
0 102 102 102 100 100 2 o
Estos valores de la integral de h se van acercando a 1/2 a medida que oz o1 os o5 3

la particion tiene mas puntos.

Corolario. Sia < ¢ < b, entonces f € Z[a,b] © f € Z[a,c] N Z|c,b] (esto ya se ha visto

antes), y ademas en ese caso,
b c b
[r=[r+ [
a a ©

Demostracion. Si h y k son funciones escalonadas con h < f < k, entonces

/ab(k—h) = /ac(k—h) + /Cb(k—h).

El sumando de la izquierda tiende a cero si y solo si los dos de la derecha tienden a cero. m]

Definicion. Si a < b se define /baf = - /abf y faaf = 0. Por tanto, para a < ¢ < b el teorema

anterior puede escribirse como
b c a
/ f+ / f+ / f =o.
a b c

Calculo de la integral. Hay varios métodos que permiten aproximar el valor de la integral fa f.
El teorema anterior dice que es el mayor valor de todas las integrales de funciones escalonadas que
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estan por debajo de f. También es el menor valor de todas las integrales de funciones escalonadas
que estan por encima de f. Una funcién Riemann integrable tiene la propiedad de que ambos
procesos llevan al mismo nimero. Logicamente, la eleccion de tales funciones escalonadas (por

debajo de la funcién o por encima de ella) debe ser acertada, es decir, lo méas cerca posible de la
funcion.

Ejemplo. La funcién f(x) = x* es Riemann integrable en [0, 1] (bien por ser creciente, bien
por ser continua). Por tanto se puede calcular su integral. Si se elige una funcién escalonada por
debajo de f, definida mediante la particion {0, 1/2, 1}, como se muestra en la figura 1,

A A A

f(x) =x° f(x) =x* flx) =x°

Figura 1
Figura 2
Figura 3

A4

Y

\

1/2 1 1/4 1/2 3/4 1 o 1

se obtiene una funcién escalonada cuya integral vale 1/8, y asi

1
/ x? > 1/8=0.125.
0

En la figura 2 se muestra una funcion escalonada que esta por debajo de f y definida con cuatro

escalones, dados por los puntos {0, 1/4,1/2,3/4,1}. Su integral vale 7/32 (es la suma de 4reas de
esos rectangulos). Por tanto

1
/ x? > 7/32=0.21875.
0

Se puede continuar este proceso, como en la figura 3 en la que se utilizan 8 escalones. Se obtiene
una funcién escalonada cuya integral es 35/128, y entonces

1
/ x? > 35/128 = 0.2734375.
0

Haciendo maés divisiones del intervalo se van obteniendo funciones escalonadas cuyas integrales
valen 6567/20000 = 0.32835, con una divisién 100 puntos del intervalo, y 665667/2000000 =
0.3328335, con una divisién de 1000 puntos del intervalo. La integral de la funcién f(x) = x? es
el mayor valor posible de todos estos que se van obteniendo.

., 1 . .
También se puede calcular /0 f con funciones escalonadas por encima de f. De todos los valores
que se obtengan, la integral de la funcién f(x) = x* es el menor de todos.

A A

1/2 1 4 /2 34 1
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Ambos procesos (integrales por defecto o por exceso) llevan a la misma conclusién cuando la
funcion es Riemann integrable. En este ejemplo se llega a

1
/ x? = 1f3.
0

Ejemplo. Para la funcién f de Dirichlet vista anteriormente se obtiene

b b
sup{/ h:heé"[a,b],hsf}:o, inf{/k:keé"[a,b],fSk}zl,

y por tanto no es una funcion Riemann integrable.

Ejemplo. La funcién f que vale cero en todos los puntos de [0, 1], salvo f(1/2) = 1, verifica
b b
sup{/ h: he&lab], hgf}:inf{/ k : ke(f‘[a,b],fsk}:o,
a a

y asi /oleO.

Ya se vera mas adelante que para una funcion f Z-integrable se pueden elegir funciones
escalonadas intermedias, no necesariamente por debajo o por encima de f, y la integral de f
es el paso al limite de estas integrales. Al elegir puntos de una particién equidistante a = xp <
x1 <...<x,=Dbsetiene

) f(x1)+f(x2)+-~-+f(xn)'

n

b b-a —
/ f = lim TZf(xj) = lim (b-a
a j=1

(el area es el paso al limite del calculo de la base por la media de las alturas). Por comodidad se
eligen los puntos equidistantes, y asi
b—a b-a b-a b-a

< Xy =x1+ =Xx9+2- <...<xXp=xp+n-
n n

a=xy<Xx1=Xxp+

Ejemplo. Para calcular foﬂ sen x2 se eligen puntos de una particién de [0, ]

T 27 9
O=x< —< —<...< —<1x
10 10 10

y asi

= 0.654789...

~ ) sen(l—’g)2+sen(‘{i—’(§)2+...+sen(?—’(§)2+senﬂ2
/ senx® =~ (r—0) 0
0

Esta aproximacién serd poco ajustada, ya que se han utilizado sélo diez valores. Mejor
aproximacién se consigue eligiendo més puntos, por ejemplo, %, 2% 7,y se tiene

> 100° 100’
2 21 \2 997 \ 2 2
n sen (%) +sen(=Z)" +...+sen(=Z) " +senrw
/ senx? =~ (7 —0) (5%5) (i) o (555) = 0.765425. ..
0
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Para 1000 puntos (n = 1000) se obtiene el valor /0” senx? ~ 0.771971... Al afiadir mas puntos

cada vez se van obteniendo mas cifras decimales exactas,

/4
/ senx? =~ 0.7726517126900656532010918 . . .
0

Con este método se pueden calcular integrales como

b 27 sen x
e tgx = 1.265376. .. = —0.433785...
0 T x

También se puede calcular el area de un circulo (centrado en el origen con radio 1) de ecuacién
x? + y% =1 0 el de una elipse de semiejes a y b de ecuaciéon x?/a® + y*/b* = 1.

x2 yZ
Wbyt =1 mw¥+ﬁ:1
“=g \\/A:ﬂab

Algo de calculo numérico: regla de los trapecios y regla de Simpson. Para hacer el calculo

de la integral fa b f, donde f es una funcién Z-integrable, existen mas métodos, como la regla de
los trapecios o la regla se Simpson. En ambas se elige una particiona =xp < x; < ... <x, =b
de puntos equidistantes (x; — xj—1 = (b — a)/n). Logicamente, la cantidad de puntos aumentara
para obtener mas precision.

En la regla de los trapecios, en cada intervalo [xj_1,x;] de la f
particion se mide el area del trapecio cuya base es [x;_1, x;] y sus f(xj)
dos alturas son f(x;_1) y f(x;). Este area es f(xjo1)
b-a f(xj1)+f(x)
n 2 X X

. . . 0z b .
La regla de los trapecios consiste en tomar como aproximacion de /a f la suma de esas areas de
todos los trapecios

n

b —
/ f = b2 ?. f(xo) +2f (x1) +2f (x2) + ... + 2f (xn—1) +f(x,,)]

En la regla de Simpson, en cada dos intervalos consecutivos

f [xk—1,X%k] v [Xk, Xk+1] se considera el polinomio P de gra-
do 2 que pasa por los puntos (xg_1, f(xk-1)), (X% f(xk)) ¥
P (Xk+1, f (xk+1))- Este polinomio encierra en [xj_1, Xg+1] un area
igual a
b-a Xp_1+ X
Xk-1 Xk Xk+1 ™ [f(xk_l) +4f (%) +f(xk+1)]
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. . . . b .
La regla de Simpson consiste en tomar como aproximacion de fa f la suma de esas areas
encerradas por los polinomios de grado 2, y se obtiene (en este proceso se elige n par)

b —
/f ~ bgna. F(x0) +4f (x1) + 2f (x5) + 4f (x3) + 2f (x4) + . .. + 4f (xn_1) + f(x)

Ver, por ejemplo, «Férmulas de Newton-Cotes» en alguna pagina como Wikipedia. Estos
métodos se estudian en Analisis Numérico y permiten aproximar las integrales conociendo
ademaés la magnitud del error que se comete.

Sumas de Riemann y propiedades de la integral

Dadas dos particiones P = {a=xp < x; < ... <x,=b}yP' ={a=x5;<x/ <...<x,=>b}

de [a,b], se dice que P es mas fina que P’ si P’ C P, es decir todos los puntos de P’ estan en P.

Se escribe también P’ < P. Se denotara por Z|a, b] al conjunto de particiones de [a, b].

Definicion (suma de Riemann). Dada f : [a, b] — R acotada, se llama suma de Riemann de f
relativa a la particién P a cualquier suma del tipo

S(f.P)= f(t1) - (x1 —x0) + f(t2) - (x2—x1) + ...+ f(tn) - (xn — Xn—1)

f(tl) . Al +f(t2) o Az +... +f(tn) o An

> flt) A=Y fte) - A,
P

k=1

donde Ay = xx — xx_1 y cada t; es un punto del intervalo [xy_1, xi].

Cualquier suma de ese tipo se llama suma de Riemann, y hay tantas como elecciones se hagan
de los puntos xj que forman los intervalos de la particién y de los puntos tx que se elijan dentro
de estos intervalos.

Ejemplo: Para la funcién f(x) = \/; , definida en el intervalo [0, 10], se considera la particién
P = {0,1,4,5,7,10}. En cada uno de los intervalos [0, 1], [1,4], [4,5], [5,7] y [7,10] de la
particion se elige un valor, por ejemplo t; = 0.5, t; =3, t3 = 4.5, t4 = 6, t5 = 9, como se muestra
en la grafica.
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La suma de Riemann que se obtiene es (suma de bases por alturas)

5

> Ft)A

k=1

V05 - (1=0)+ /3 -(4=1)+ 45 -(5-4) + V6 (7= 5) + /9 -(10 = 7)

21.92355903. ..

S(f.P)

X

Definicion (suma inferior y suma superior). Si en cada uno de los intervalos [x_1, x;]| de la
particién se elige m(f) = inf{f(x) : x € [xx_1,%x]}, se llama suma inferior de Riemann
relativa a la particion P al valor

L(f,P) = > me(H)Ak = Y mp(f)A,
P

k=1
(L es la abreviatura de lower.)

En el caso opuesto, si Mg (f) = sup{f(x) : x € [xx_1, xx]}, la suma superior de Riemann relativa
a esa particion P es

U(f.P) = Y Mc(NDe = Y Mi(HAg,
k=1 P

(U es la abreviatura de upper.)

Ejemplo. Se considera la funcién f(x) = 4/1 — x2 en [0, 1], cuya

grafica puede verse a la derecha. Se trata de la cuarta parte de una

circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Sea la particiéon
P ={xg =0, x1 = 1/3, x = 2/3, x3 = 1} formada por 3
intervalos de igual tamarfio (todos miden 1/3 de longitud).

Para calcular la suma inferior L(f, P) hay que encontrar en cada

intervalo el punto en el que f alcanza el minimo: es el punto 1/3 0 13 2/3 1
en [0,1/3]; el punto 2/3 en [1/3,2/3], y el punto 1 en [2/3,1]. X0 X1 X2 X3
Por tanto,

L(f,P) = f(1/3) - (1 = x0) + £(2/3) - (x2 = x1) + f(1) - (x3 — x2)
= % (\/1 - 1/9 +\/1—4/9) = % (\/§+\/§) ~ 0.562721 ...

La suma superior se consigue eligiendo en cada intervalo de la particion el valor en el que f
alcanza el maximo, y asi

U(f,P) =£(0) - (x1 = x0) + f(1/3) - (x2 — x1) + f(2/3) - (x3 — x2)
:%(1+\/1—1/9+\/1—4/9) :%+%(\/§+\/§) ~ 0.896055. . .

Cualquier suma de Riemann que se haga con esta particion estard comprendida entre estos dos

valores. Si se eligen los puntos t; = 0.1, t = 0.5y t3 = 0.87 (cada uno esta en unos de los
intervalos, aunque la eleccion es arbitraria) entonces

S(F,P) = £(0.1) - (x1 = o) + F(0.5) - (x = x1) + F(087) - (x5 — )
= % (\/1 “0.12 +4/1-052 ++/1- 0.872) ~ 0.784688 . ..
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Ejercicio. Comprobar que para la funcién definida a trozos f(x) = 1+xen [0, 3],y f(x) = 6—x
en (3, 5], y la particion P = {0, 1, 2, 3,4, 5} del intervalo [0, 5] se tiene L(f,P) =9y U(f, P) = 14.

Relacion entre las distintas sumas de Riemann. Es evidente que para cualquier funcién
f v para cualquier particion, sea cual sea la eleccién de los puntos i de la particion, se tiene

mi(f) < f(te) < M(f), y por tanto
L(f,P) < S(f,P) < U(f,P).
SN

NS

1
1
1
1

I
|
I
1
1
1
.

Xk-1 Xk Xk+1  Xk-1 bk Xk ber1 Xk+1 Xk—1 Xk Xke+1

Calculo de L(f, P) Calculo de S(f, P) Calculo de U(f, P)

Cada suma de Riemann verifica S(f, P) € [L(f, P), U(f, P)] Para cada particiéon P € &|a, b]
la suma inferior L(f, P) corresponde al area que deja encerrada la mayor funcién escalonada h
que esta por debajo de f, es decir, h < f. La suma superior U (f, P) es el rea de la menor funcién
escalonada k que verifica f < k. Por tanto,

b
sup{L(f,P):Pe@[a,b]} = sup{/ h : he &Jab], hsf},

b
inf {U(f,P): P e P[ab]} = inf{/ k keg[a,b],fsk}.

a

Cambiando entonces «integrales de funciones escalonadas» por «sumas de Riemann» se puede
reescribir el resultado ya visto sobres funciones Riemann integrables:

Teorema. Sea f : [a,b] — R acotada. Son equivalentes
a) f es Z-integrable en [a, b], es decir, existe fabf.

b
b) Existe un niimero real /a f tal que para todo ¢ > 0 existe una particion Py que verifica
b
S(F.P) - [ f

. 2 b
afinando la particion, y su limite es /a f.

< ¢ para P > Py. Es decir, las sumas S(f, P) convergen cuando se va

c¢) Para todo ¢ > 0 existe una particion P verificando ‘U(f, P) — L(f, P)| <e.

d) sup{L(f,P) . Pe @[a,b]} = inf{U(f,P) . Pe gZ[a,b]} - /bf.

Propiedades de la integral de Riemann

Todo lo visto hasta ahora permite probar la mayoria de estos resultados sobre la integral, bien
utilizando funciones escalonadas, bien utilizando sumas de Riemann.
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El conjunto %|a, b] es un espacio vectorial sobre el cuerpoR y f € Z[a, b] — fabf €Res
un funcional lineal. Esto quiere decir que si f,g € Z[a,b] y a, B € R entonces af +fg € #|a, b]

y /ab(af+ﬁg) - a/abf+/3/abg.

La integral es un funcional monétono: si f,g € Z[a,b] y f < g, entonces

/abe/abg-

Sif e #Zlab] yP,P’" € P|a,b], entonces

b
m(f)- (b-a) < L(f,P) < / f < Uf.P) < M(f)-(b-a),

donde m(f) =inf{ f(x) : x € [a, b]} y M(f) = sup{ f(x) : x € [a, D]}.
@ Sia <c < b,entonces f € Z[a,b] & feXlac]lnNH|cDb], yen este caso se tiene

/abf=/acf+/cbf-

Sif,g € #Z[a,b] (funciones acotadas) entonces f-g € XZ|a,b]. Ademas, salvo casos muy
b - b b
concretos, fa f+g no coincide con (/a f) . (fa g).

Mas adelante se veran ejemplos de funciones no acotadas con f,g € Z[a, bl y f-g ¢ Z|[a,b].

@ Sif,g € Z[a,b] entonces inf(f, g), sup(f,9g), f+, f- v |f| también son Z-integrables.
Por definicion, fi y f- son las funciones positivas

fi =sup(f,0), f-=sup(—f,0),
ysetiene f = fi = £y Ifl = fu+ )

Como ademés £f < |f], y la integral es un operador monoétono, se tiene la desigualdad triangular:

/abf s/abm.

El nombre de desigualdad triangular viene al caso ya que la integral es una suma (de Riemann)
llevada al limite. Esta propiedad dice que el valor absoluto de la suma es menor o igual que la suma
de valores absolutos, en clara similitud con la desigualdad triangular de nimeros |x+y| < |x|+]|y|.
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Area encerrada entre funciones. Si f,g: [a,b] — R
son funciones acotadas Riemann integrables, entonces el area
encerrada entre ellas en dicho intervalo es \

/ablf—gl- ’ )

Por ejemplo, para funciones como las de la grafica de la derecha

/ablf—gl - /ac(g—f)+/cb(f—g)- T g

Es facil comprobar que el area encerrada por las funciones f(x) = senx y g(x) = cosx en el
intervalo [0, 2] es 4 \/5

Valor medio de una funcién. Si f € #|[a, b], entonces existe un valorn € [m(f), M(f)]

que verifica
b
[r=ne-a

Si f es continua en [a, b] (por tanto es acotada y f € Z|a, b)) entonces existe & € [a, b] tal que
f(&) =n, es decir,

b
/ F=f& - (b-a.

Demostracion. Ya se ha visto que

b
m(f) - (b—a) < / f< M@ (b-a)

es decir,
1

b
[ f = e M),

Si ademas f es continua, entonces f alcanza todos los valores comprendido entre m(f) y M(f)
y entonces existe & € [a, b] tal que (&) =n. O

b
1
'1=b_a/af

se le llama valor medio o promedio de f en [a, b]. A veces se escribe como ]_C[a’b]. El teorema
asegura la existencia de este valor n € [m(f), M(f)]. Ademas es un valor que alcanza la funcién
si ésta es continua, es decir, n = f(&) para algin & € [a, b].

Definicion. Al nimero

Ejemplos: 1) el promedio de la funcién f(x) = x* en [0, 1] es

- 1 t, o1
= — X = —.
fio 1-0 /o 3

Este valor se alcanza para ¢ = 1/\/§, ya que f(c) = 1/3.
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2) el valor medio de la funcién f(x) = senx en [0, 7] es

- 1 i 2
Sfron = 7[—0[ senx = —.

Este valor se alcanza: para algin ¢ € [0, 7] se cumple senc = 2/7.

3) la funcién f que vale 0 en [0, 1] y 1 en [1, 3] tiene un promedio de 2/3. Es un valor que nunca
alcanza la funcién: en ningun valor x se tiene f(x) = 2/3.

4) se puede calcular la altura media de la semicircunferencia superior de radio 1 centrada en el

origen. Para ello, basta considerar la semicircunferencia como la grafica de f(x) = 4/1 —x? en
[—1,1] y promediar esa funcion en ese intervalo. El valor medio (la altura media en este caso) es

1 !
5/ V1—-x2 dx = m/4 ~ 0.7853981633...
-1

5) se puede considerar el trozo de la pardbola y = 1 — x? que esta por encima del eje X y
calcular la distancia media al origen. Cada punto (x, y) de ese trozo de la parabola esta a distancia
d(x,y) = y/x? + y? del origen. Ademés y = 1—x?y —1 < x < 1. Por tanto, se trata de promediar
la funcién d(x, y) = y/x% + (1 — x2)? en [—1, 1]. Esa distancia media es 0.9297712.. ..

Teoremas fundamentales del calculo integral

En este apartado se estudian resultados que relacionan el calculo integral con el diferencial. No
debe confundirse el calculo de areas con el calculo de primitivas, aunque en algin resultado
parece decirse todo lo contrario.

Teorema 1 (primer teorema fundamental del calculo).

Sea f € #[a,b] acotada. Entonces, la funcion F : [a,b] — R
definida por la expresion F(x) = / f, verifica ¥
a

a) F es continua en [a, b].
F(x)

b) F es diferenciable en cada punto c € [a,b] en el que f sea
continua, y ademas F'(c) = f(c). a x b

[En la definicién de F se tiene que F(a) = /aaf = 0.]

Demostracion. a) Sea x € [a, b]. Se trata de ver que F es continua en ese punto. Esto es sencillo,

[o-fon=smlfs

< lm M(IfD) - Jx =yl = o

y
< lim [ |f]

-

= lim
y—>x

lim |F(y)—F(x)| = lim
y—ox yox

(donde M(|f]) = sup{|f(x)| : x € [a, b]}). Como consecuencia, lim F(y) — F(x) = 0, y por
y—>x

tanto lim F(y) = F(x). Eso dice que F es continua en x.
y—ox
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b) Si ademas f es continua en c, aplicando el teorema del valor medio del calculo integral se tiene
(para x > c; en el otro caso es idéntico)

Fx)-Fo) _ L F=fif _ L f _ )

X—cC

= ]_C[c,x] (valor medio de f en [c, x]).

Ya se ha visto que 17 € [inf f{cx], sup ficx]]. Ademas, f es continua en c, es decir, f(x) — f(c) si
x — c. Eso hace que inf fi. ] — f(c) y que sup ficx] — f(c). Por tanto n — f(c). En resumen,

F(x) - F(c) _
e - f(o),

F'(c) = lim
de donde se obtiene que F es diferenciable enc y F’(c) = f(c). O

Nota. En la demostraciéon ha aparecido una propiedad de la funcion F: verifica la desigualdad
|F(y) - F(x)l < M- |y— x|, donde M = M(|f]). Una funcién que cumple esta propiedad se dice
que es lipschitziana. Con esta desigualdad se prueba facilmente que F también es uniformemente
continua. Al cumplirse

[F(y) = F(x)| < M- |x -yl

para x, y € [a,b], basta elegir § = ¢/M para obtener la continuidad (o la continuidad uniforme).

Definicion. Se dice que F : [a,b] — R esuna primitiva de f : [a,b] — R si F es diferenciable
en [a,b] y F'(x) = f(x) para todo x.

Por ejemplo, F(x) = x* — 6 es una primitiva de f(x) = 2x en cualquier intervalo [a, b]. También
G(x) = x* + 45 es una primitiva de f.

El apartado b) del teorema anterior dice que si f es continua en [a, b] entonces f tiene primitiva,
que es

F(x) = / f (con F(a) =0)
¢ X
F(x) = 7+/ f (con F(a) =7)
F(x) = F(a) +/ f (con F(a) a elegir)
a
Esto dice que una primitiva de f es la funcién F cuya expresion verifica

F(x) - F(a) :/f (Vx € [ b]).

Ejemplo. La funcién
(e"* cose*) log (x* — 20)

+
V8 + x* X

tiene primitiva en [5, 12]. Esa primitiva es

Y. (e cose!) log(t* - 20)
-1+ [ (Sl ez,

Una funcién que es continua, verifica F(5) = 0,y F'(x) = f(x) para x € [5,12].

fx) =
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Ejemplo (una funcién no continua que tiene primitiva). Como ya se ha visto en Calculo I, la
funcion

1
x’sen— si x#0
F(x) = x

0 si x=0
es derivable en todo R, y su derivada

1 1 )
2xsen— —cos— s1 x#0

fx) = Fi(x) = x x

0 si x=0

no es continua (ya que no es continua en 0). En este ejemplo, f es no continua pero tiene primitiva.

Ademas, f es Riemann integrable en cada intervalo [a, b] de R. [En cualquier caso, para ser la
derivada de alguna funcién en un intervalo se debe cumplir el teorema del valor intermedio de
las derivadas. Una funcién que tenga una discontinuidad de salto no puede tener primitiva.]

Ejemplo. La funcién f(x) = e*tgx es continua en [0, 1]. Por tanto tiene primitiva F, cuya
expresion es

X
F(x) :/ e tgtdt
0

Esta funcion no es elemental y esto es todo lo que se puede decir de ella, de momento. Se escribe
dt para decir cuél es el argumento (la variable t) de la funcidn cuya area se va a calcular. La otra
variable x es de la funcién F.

Ejemplo. También es continua en [0, 1] la funcién f(x) = x. Su primitiva es

X 2
F(x) = / tdt = =,
0 2

ya que es el area de un triangulo de base x y altura x.
Ejemplo. La funcién

1 e_x2/2 f
\er

se conoce como funcién de densidad de la distribucién normal
N(0,1) de media 0 y desviacion tipica 1. Es una funcién

fx) =

simétrica cuya area total es igual a 1, es decir,

[

La funcién (de distribucién, como se conoce en Estadistica)

pe 1 X
F(x) = / f = / e /2 4t
—c0 27 —0

no es elemental. Para cada x > 0 el valor de F(x) es F(x) = % + fox f,y esta integral es el area
marcada en la grafica anterior. Estos valores suelen aparecer en tablas que permiten conocer F(x)
para ciertos x > 0. Como consecuencia de simples argumentos de simetria se puede conocer
ademas F(x) para x < 0.

Funciones Riemann integrables — 17

)




El teorema anterior dice que este proceso F(x) = /a * f de «acumular areas» es posible siempre
que f sea Z-integrable. Ademas, si f es continua, se consigue una primitiva de ella. El siguiente
teorema completa este resultado.

Teorema 2 (regla de Barrow o segundo teorema fundamental del calculo). Si f € Z|[a, b]
tiene primitiva F en [a, b], entonces

b
/ f = F(b) - F(a).

Demostracion. Por hipétesis, F’(x) = f(x) en cada x € [a,b]. SeaP = {a =x) < x; < ... <
x, = b} una particion de [a, b]. Entonces

F(b) — F(a) = F(x,) — F(xp-1) + F(xp-1) — F(xp—2) + ...+ F(x1) — F(xo)
= F'(ty)(xn = Xn—1) + F'(ta-1) (Xn-1 = Xp—2) + ... + F'(t1) (x1 — x0)

f(tn)Axn +f(tn_1)AXn_1 + ... +f(t1)AX1

= S(f,P) (esunasuma de Riemann).

En la segunda igualdad se ha utilizado el teorema del valor medio, y asi por ejemplo F(x,) —
F(xp-1) = F'(ty) (xy — x4-1) = F’(t,) Axy, para algin t, € [x,-1, x,]. Similarmente para el resto
de intervalos de la particion. En la tercera igualdad se utiliza la hipétesis F'(t,) = f(t,).

En total F(b) — F(a) = S(f, P) es una suma de Riemann, y asi L(f, P) < F(b) — F(a) < U(f,P).

Y esto ocurre para cualquier particiéon P. Como f € Z[a,b], al afinar la particién se tiene que

L(f,P) y U(f,P) convergen ambas a fabf, es decir:

S(f.P)
Il
L(f,P) < F(b)-F(a < U(f,P)

\ . /
[
Como consecuencia, F(b) — F(a) = /ab f. O

Un corolario evidente de esta regla de Barrow: ya se ha probado que si f € Z[a,b] ya <x <b
entonces f € Z|[a, x]. Por tanto, en este ultimo intervalo se tiene /axf = F(x) — F(a), es decir

F(x) = F(a) + /axf

Resumen de los teoremas fundamentales

x b
= [ rwar = s, [ ffmds = £~ (@,
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Ejemplo. La funcién «parte entera»

2 [ J
E(x) = [mayor nimero entero < x| = max{k € Z: k < x}
1 —o
en [—1,2] es una funcion escalonada (y asi es Z-integrable)
©
~1 si x€[-1,0) -1 P2
_ 0 si xe[0,1) P
E@ =1 1 & xe[L2)
2 si x=2

Se puede calcular la funcién F : x € [-1,2] — F(x) = /_); E, que es continua.

2

La funcién E no tiene primitiva en [—1, 2] ya que tiene discontinui-
dad de salto, en cambio si tiene primitiva definida a trozos.
Si x € [-1,0) entonces F(x) = f_’; E=-x-1.Six € [0,1)

entonces F(x) = /_xlE: _/_01E+/OXE: —1.Six € [1, 2] entonces - 1/2
F(x)= ["E= [\ E+["E=x-2 -1

Otra forma de calcular F es escribiendo en cada trozo la primitiva de E y hallando las constantes
que vayan apareciendo para que F(—1) = 0 y F sea continua (la dltima constante Cy se calcula
por continuidad):

—x+C; S% X € [_1’ O) —x—1 si x¢€ [_1’ 0)
Flx) = C, si xe€[0,1) —1 si
%) = : = 1 si x€1]0,1)
x+C3 si x€[1,2) x—2 si x€][1,2]
C4 s1 x=2 ,

Esta funcién F es continua, por tanto la funcion

X

G:xe[—l,Z]—>G(x):/ I8

-1
es diferenciable. Se puede calcular facilmente y se obtiene
—x?/2-x—-1/2 si x€[-1,0)

G(x) = -x—-1/2 si x€[0,1) .
x?/2-2x si x€[1,2]

Es una funcién que tiene tres trozos, uno parabdlico a la izquierda
que conecta con un trozo recto (marcado con otro color) y con -1
otro parabdlico a la derecha. Esta funcién G no sélo es continua;

es también diferenciable ya que F es continua.
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Ejemplo. Se considera la funcién
1
x si x€]0,1)
flx) = ,
x—1 si xe[1,2]
. 1 2
para la cual se obtiene
1
x x%/2 si x €[0,1)
Fw= [ 1=y, |
0 x“/2-x+1 si x€[1,2]
1 2
Ejemplo. Para la funcién
! x si x€]0,1)
fx) = ,
2—x si xe€[1,2]
1 2 es facil comprobar que la funcién F asociada es

x 2 3
1 F(x):/o f:{ x°/2 si x€[0,1)

2x —x%/2-1 si x € [1,2]

(F es diferenciable: a pesar de estar definida mediante dos
trozos parabdlicos distintos, éstos encajan bien)

Teorema 3 (de Lebesgue). Sea f : [a,b] — R una funcioén acotada. Son equivalentes
a) f € Z|a, b
b) {x € [a,b] : f no es continua en x} tiene medida de Lebesgue igual a 0

El apartado b) tambien se expresa diciendo que «f es continua salvo en los puntos de un conjunto
de medida (de Lebesgue) cero» o también que «f es continua casi por doquiera». Esta expresion
casi por doquiera se suele abreviar como c.p.d. También se utilizan las abreviaturas c.s. (casi

siempre), a.e. (almost everywhere), p.p. (presque partout). Asi que el teorema de Lebesgue se
puede enunciar

f es Riemann-integrable en [a, b] & f es continua c.p.d. en [a, b]
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No se va a demostrar este teorema, aunque si se va a estudiar qué significa ser un conjunto de
medida de Lebesgue cero. Después se veran algunas consecuencias de este teorema.

Contenido y medida cero (medida de Jordan y de Lebesgue)

SiI c R esun intervalo de extremos a y b, se define la longitud de I como |I| = b—a. Por ejemplo,
los intervalos (3, 7], [3,7] y (3,7) tienen longitud 4. Si a = b se puede considerar I = [a, a] = {a}
como un intervalo de longitud cero.

Se dice que un subconjunto acotado A C R tiene contenido (o medida de Jordan) cero si para
todo € > 0 existen intervalos I, ..., I, talesque AC L U--- UL, y |I;| +- -+ |I,| < ¢e. Con otras
palabras, A puede ser cubierto por una cantidad finita de intervalos cuyas sumas de longitudes
es arbitrariamente pequena.

Por ejemplo, un conjunto formado por un sélo punto, A = {5}, tiene contenido cero, ya que
{5} € (5—-¢/2, 5+ ¢/2) (como alternativa {5} C [5,5] cuya longitud es |[5, 5]| = 0.) El mismo
argumento sirve para probar que todo conjunto finito tiene contenido cero. Si A = {x1,...,x,}
seeligen I} = [x; —e/4,x1 +¢/4], L = [x; —¢/8,x1 +¢/8],...Asisetiene AC [ U---Ul,y
L] +...+ || =¢/2+¢e/4+... < e(como alternativa A C [x1,x1] U+ -+ U [xp, x,,] cuya suma de
longitudes es cero)

Hay conjuntos infinitos que tienen contenido cero. Por ejemplo A = {1/n : n € N} tiene
contenido cero: todos los elementos de A, salvo una cantidad finita de ellos, estan contenidos
en el intervalo [0, ¢]; el resto, al ser una cantidad finita, tiene contenido cero.

Todo conjunto con contenido cero es forzosamente acotado, yaque A C I; U - - U I, y esta unién
es un conjunto acotado, ya que cada intervalo que interviene es acotado.

La unién finita de conjuntos de contenido cero es un conjunto de contenido cero. Los subconjuntos
de conjuntos de contenido cero son conjuntos de contenido cero.

Ademas, si A tiene contenido cero entonces su adherencia A también tiene contenido cero. Es
facil probar esto, ya que en la definicion de contenido cero se pueden considerar los intervalos
I, ..., I, cerrados; si no lo son, se cierran y su longitud no varia. Al ser todos cerrados, la uniéon
finita de ellos es cerrado. Por tanto (aplicando la propiedad M ¢ N = M c N)

AcLU---Ul, = AcLU---UI,.

Como consecuencia de esto ultimo se obtiene que el conjunto A = Q N [0, 1] no tiene contenido
cero, pues A = [0, 1].

Sin embargo, hay conjuntos «grandes» con contenido cero. El siguiente ejemplo muestra un
conjunto no numerable, con el mismo cardinal que el de R, cuyo contenido es cero.

Ejemplo: el conjunto ternario de Cantor. Se trata de un conjunto acotado no numerable
cuyo contenido es cero. Puede verse en http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Cantor mas
sobre este conjunto.

Se comienza con Cy = [0, 1]. Como resultado de quitarle a Cy su tercio central abierto, se obtiene
Cy =[0,1/3] U [2/3,1]. A este conjunto C; se le quita de nuevo el tercio central abierto de cada
subintervalo suyo, y se tiene C, = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9, 1]. Se continua asi
con la construccion de Cs, Cy, . ... Graficamente [aunque todos estan contenidos en el intervalo
[0, 1], se dibujan asi para ver con mas claridad qué conjuntos son]:
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Co
Ci

—_ — — — — — — — G

Es evidente que Cy O C; D C2 D Cs.... Se llama conjunto de Cantor a

C=MNC,=CNCiNGCNC3N...
n>0

Evidentemente C # @, ya que por ejemplo 0,1/3,1 € C. Ademas, C € C, paratodon =0,1,...
y cada C, estd formado por una cantidad finita de intervalos, cuyas longitudes suman

|cn|=(§) 0 (1> o0).

Como consecuencia C tiene contenido cero. Este conjunto es compacto y no puede contener
ningin intervalo.

Ademas, C es no numerable. Para comprobarlo se escriben los elementos del intervalo [0, 1] en
base 3. Cada nimero se escribe como x = 0.a;d2as . .. donde cada cifra decimal a; es 0, 1 0 2.

Es importante entender que esta escritura de nimeros como expresiones decimales puede no ser
unica. Por ejemplo, en base 10 se puede considerar 0.1 = 0.099999 ... En base 3 un mismo ntiimero
se puede escribir de varias formas: 0.1 = 0.022222.. .. Otro ejemplo: el niimero 2/3 se escribe en
base 3 como 0.122222...=0.2.

e El conjunto Cy es todo el intervalo [0,1], Cy = {0.a;azas... : a; =0,1,2 paracadai > 1}.

e El conjunto C; esta formado por los numeros cuya primera cifra decimal es distinta de 1, es
decir, C1 = {0.611612613 .l ap F 1}

e El conjunto C, esta formado por los nimeros cuya primera y segunda cifra decimal son
distintas de 1, es decir, C3 = {0.a1a2as... : a1 # 1, ap # 1}.

e ctcétera

El conjunto de Cantor C son todos los nimeros del intervalo [0, 1] cuya expresiéon decimal en
base 3 se puede escribir sin que contenga ninguna cifra igual a 1. Por ejemplo, 1/4 escrito en base
3 €5 0.02020202.. .. y es un elemento de C. También es verdad que 1/3 € C. Este numero en base
3 se escribe como 0.1 y puede escribirse como 0.022222 . . ., un nimero que no contiene ninguna
cifra igual a 1. La misma idea para todos los demas nimeros. Por ejemplo, 1/3" € C para todo
n, y son numeros que se pueden escribir en base 3 sin utilizar la cifra 1. En cambio, el nimero
(escrito en base 3) x = 0.11 no es un elemento de C.

Este conjunto C tiene el mismo cardinal que [0, 1]. Si se escribe [0, 1] en base 2, cada niimero
es x = 0.a;azas ... donde cada cifra decimal a; es 0 o 1. La aplicacién «cambiar 2 por 1 en cada

cifra decimal»
C —> [0,1] (en base 2)

0.202002220... ~» 0.101001110...

es una biyeccion entre los elementos de C y los elementos de [0, 1] (escritos en base 2).
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Definicion. Se dice que A C R tiene medida (de Lebesgue) cero si para todo ¢ > 0 existen
intervalos Iy, I, ... talesque AC L UL ULz ... y ||+ |L| + || +... < e Se dice que A es un
conjunto de medida nula.

En la definicién ya no se exige que la cantidad de intervalos sea finita (como en la definiciéon de
contenido cero), puede ser hasta numerable. Por tanto, es evidente que si A tiene contenido cero
entonces A tiene medida cero. Sin embargo, el reciproco no es cierto.

Si A es numerable entonces A tiene medida cero. Para probarlo basta escribir A como A =
{x1, x5, ...} y entonces

donde la suma de longitudes de esos intervalos es Y e/2"! =¢.

El mismo argumento sirve para probar que la unién numerable de conjuntos de medida cero es
un conjunto de medida cero.

Como consecuencia, Q N [0,1] y N son conjuntos de medida cero, ya que son numerables. El
primero de ellos muestra ademas un ejemplo de conjunto acotado de medida cero que no es de
contenido cero.

Ejemplo. La funcién
0 si xe@Q

1 si x¢Q

no es Z-integrable en [0, 1], su conjunto de discontinuidades es [0, 1] que no mide cero. En
cambio

f:xe[01] —

1 six € {l,l}
fixel01] — e
0 resto

si es Z-integrable en [0, 1].

Ejemplo. La funcion de Thomae (https://es.wikipedia.org/wiki/Funcién_de_Thomae) es un
caso de funcidn discontinua s6lo en los nimeros racionales. Se trata de una funcién Riemann
integrable y su integral puede calcularse facilmente.

El teorema de Lebesgue tiene varias consecuencias. Ahora es facil probar algunas proposiciones
sobre funciones Riemann integrables.

Corolario. Si f,g € #|a, b] entonces Af + ug, f-g, |f|, f+, f-, inf(f,g), sup(f,g) son funciones
Riemann integrables.

La demostracién es simple. Por ejemplo, es conocido que si f y g son continuas en un punto
entonces f g también lo es. En otras palabras

{discontinuidades de f-g} c {discontinuidades de f} U {discontinuidades de g}.

Basta entonces aplicar el teorema de Lebesgue.
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Generalizacion de la integral

Hasta ahora se ha estudiado la integracion (en el sentido de Riemann) para funciones acotadas
definidas en intervalos compactos. Ahora se trata de quitar esas restricciones y estudiar el calculo

integral para funciones no acotadas y también para funciones definidas en intervalos no acotados.

En https://es.wikipedia.org/wiki/Integral_impropia se encuentra una lectura interesante
sobre este tipo de integrales, que se suelen llamar integrales impropias.

A) Integrales de funciones no acotadas

Por ejemplo, la funcién f : x € (0,1] — f(x) = 1/x € R, ;se
puede integrar? Para ello se trata de saber si el area sombreada de
la figura, que es una region no acotada, es un area finita.

Se considera la figura hasta una altura n, es decir, se considera la
funcién no negativa inf(f, n). Esta funcion es acotada y continua
y asiinf(f,n) € Z[0, 1]. Su integral vale

1 1/n 1
/ inf(f,n) = / n+/ — =1+logn
0 0 1/n X

Este valor tiende a +0o por lo que el area de la region sombreada es infinita. Esto quiere decir que

fé¢#(0,1].

A veces se dice también f ¢ Z|0, 1], admitiendo que el valor de f en 0 es irrelevante, ya que no
influye en el valor de la integral.

Definicion. Si f : [a,b] — R, es una funcién no negativa (puede ser acotada o no), se dice

que f € Z[a,b] siinf(f,n) € #|a,b] para todo n € Ny la sucesiéon (fab inf(f, n)) converge.

En ese caso se define

b b b
/ f = lim/ inf(f,n) = sup/ inf(f, n)
a (=29 a n a

(es una sucesion creciente y su limite y su supremo coinciden.) La misma definicién puede
aplicarse a cualquiera de los intervalos (a, b], [a,b) o (a,b).

Para una funcién f : [a,b] — R, siempre puede escribirse f = fi — f= (una diferencia de
funciones no negativas). Se dice que f € Z|[a, b] si las funciones f; y f- son Riemann integrables

en [a, b]. En este caso se define
b b b
Lr=f#-[r
a a a

Ejemplo. La funciéon f : x € (0,1] — f(x) = 1/\/; es no
negativa. Para cada n € N la funcién inf(f, n) € Z[0,1], pues es
continua. Se puede calcular su integral,

/0 1 inf(f, n)

1/n? 1y
n + —
A 1/n? \/;

Il

|

+
)
5
Il

| =
+
)

|

| Do

Il
)

|

| —
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Por tanto la funcién f(x) = 1/ \/; verifica f € Z[0,1] y ademas

/Olf:z.

Ejemplo. Para las funciones f(x) = 1/x? se puede comprobar que f € Z[0,1] © p < 1.

Ejercicio. Se considera la funcién f(x) = signo(x) en [—1, 1], es decir,

1
VIxl

-1

si x € [-1,0)
—x
f:ixe[-1,1] — f(x) = 0 si x=0

1
—  si x€(0,1]

Vx

Identificar las funciones f; y f-. Comprobar que f es integrable y calcular /_ 11 f.

B) Integrales en intervalos no acotados

Un ejemplo que muestra la situaciéon en este apartado: la
funcién f : x € [1,+00) — f(x) = 1/x € R esta definida en
un intervalo infinito. Para cada n € N se considera la funcién 14

1 n

foix € [1,n] —>fn(x):%

que es Z-integrable por ser continua. Su integral vale

n nl
/ fo = / — = logx]] = logn—1logl = logn — +4c0
1 1 X

n—oo

y por tanto el area (no acotada) sombreada que encierra la funcion f es infinita. Se tiene entonces

que f & Z[1,+00).

Definicion. Se dice que una funcién no negativa f : [a, +00) — R, es Z-integrable en [a, +0)
si para todo n € N (con n > a) la funcién f, : x € [a,n] — f,(x) = f(x) es Z-integrable en

[a,n] y la sucesién (/anfn) converge. En este caso se define

+00 n n
/ f = lim fn = sup / i
a LA a n a

(es una sucesion creciente y su limite y su supremo coinciden.)

Para una funcién f : [a,+00) — R se dice que f € #Z[a, +o0) si las funciones no negativas f; y
f- son Riemann integrables en [a, +0), y se define

[l
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Ejemplo: la funcion f(x) = 1/x? es Z-integrable en [1, +0), y su integral vale

1]" ) 1
_—— = hm ——+1 = 1
X 1 n—oo n

En cambio, g(x) = 1/\/; no es Z-integrable en [1, +c0), ya que

/1n1/\/; = [2\/;]? = 2+n -2 — +oo.

+00 n
/ 1/x* = lim 1/x* = lim
1

n—oo 1 n—oo

Ejercicio. ;Para qué valores de p las funciones f(x) = x” son Riemann integrables en [1, +00)?

senx
Ejercicio. ;Es Riemann integrable en [0, +00) la funcién f(x) = senx? ;Y g(x) = ?
x

A

ogx
Ejercicio. Comprobar que para la funcién f(x) = se tiene

g
VX

1 2
a) f es Riemann integrable en (0, 2) y se tiene / f=-4y / f=2 \/5(—2 +log 2)
0 0

b) f no es Riemann integrable en [4, +0)
(Una primitiva de f se consigue mediante integracion por partes, tomando u = log x, dv = dx/+/x)

Para pensar. Aplicar directamente la regla de Barrow en este tipo de integrales puede dar
resultados que son claramente falsos. Por ejemplo:

- T - e
oo X2 X_Oo_ ’ 0 (x —1)2 x =1/ - .

El Conjunto de Cantor y generalizaciones (en otras dimensiones)

Conjunto de Cantor Alfombra de Sierpinski Esponja de Menger

https://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Cantor
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