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Calculo I1I

Ejemplos y ejercicios

. b P . b . .
La notacion /a f(x)dx es mds antigua que [a f. Durante muchos anos la primera fue el
simbolo unico para la integral. Leibniz utilizo este simbolo porque consideraba a la integral
como la suma (designada por [) de infinitos rectangulos de altura f(x) y anchura dx

“infinitamente pequenia”. Autores posteriores utilizaron xy, ..., x, para designar los puntos
de una particién, y abreviaron x;—x;—1 por Ax;. La integral se definié como el limite cuando
Ax; tendia a 0 de las sumas Y i, f(xi)Ax; (andlogas a las sumas inferiores y superiores).

El hecho de que el limite se obtenga cambiando Y por f, f(xi) por f(x) y Ax; por dx
encanta a muchas personas. (M. Spivak, Cdlculo Infinitesimal)

En estas hojas pueden encontrarse ejemplos y ejercicios. Algunos tienen la respuesta (o
demostracion) y se trata entonces de entender los pasos que se dan. En otros se dan algunas
indicaciones de como se puede proceder.

Funciones Riemann integrables

1] La longitud de cada punto x € [0, 1] es long{x} = 0. Sin embargo, la unién de todos ellos
[0, 1] = Uye[o,1){x} tiene longitud long[0,1] = 1.

2] Calcular el area que encierra la funcién f(x) = 1/log x en el intervalo [2, 40]

Primero se elige cuantas alturas se van a medir. Por ejemplo, 10. Por tanto necesitamos conocer
el valor de la funcién en 10 puntos, comenzando en 2 y terminando en 40. Es un intervalo de
longitud 38, luego necesitamos dividir [2,40] en 10 trozos, cada uno de los cuales tendra una
longitud de 38/10. Los puntos elegidos son

38 38 38 38
X1=2+—, x=2+4+2-—, x3=2+3-—, ..., Xg=2+9 - —, x19 = 40.
10 10 10 10

La aproximacion del area es

fx) +--+ f(x10)
10

(40 —2) - = 13.3879945169928 . ..

A medida que se aumente el nimero de puntos mejor sera la aproximacioén del area, que es un
valor cercano a 14.7943804921387711258491102051 . ..
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3] El mismo procedimiento se puede usar para calcular el area de la funcién f(x) = x? definida
en el intervalo [0, 1].

Para n € N se eligen los puntos %, %, e "T_l, 1 (es una particion del intervalo con puntos

igualmente separados) y el area encerrada por la grafica de la funcion se puede aproximar por

1 1 2y 4., n 2 n
[x =m0 SR S SN (H - 5 e -

si n — oo. En efecto, por inducciéon puede probarse que

n(n+1)(2n+2)
6

124224+ 4n? =

y asi

—_ —.

Zkz 4 n(n+1)(2n+1) 2n3 +3n% +n 1
n 6n3 6n3 3

1
1
4] Igualmente, se puede comprobar que ‘/0 log(x—+2) =1.1184248145. ..

5] Comprobar que el conjunto & [a, b] de funciones escalonadas en [a, b] es un espacio vectorial

en el cual la aplicacion f € &[a, b] — fa b f es lineal.

6] Probar que ademés este funcional es mon6tono:

fg€8labl ng=/abfs/abg,

donde f < g significa que f(x) < g(x) para todo x € [a, b].

Probar que si f,g € &[a, b] entonces inf(f,g),sup(f,g) € &[a,b], donde, por definicion,
inf(f, 9)(x) = inf(f(x),g(x)) y sup(f, 9) (x) = sup(f(x),g(x)).

7] Con las funciones

3 1 six € [0, 1] ] -1 sixe [0, 1]
f(x)_{—l six € (1, 2] (x)—{ 1 sixe (1, 2]

se puede comprobar que, en general, no hay ninguna relacion entre la integral de un producto
y el producto de las integrales:

_zzfozf.g< Ozf./ozg):o
[ ([
s = (L)

0
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~

1
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~
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8] La funcién f que vale cero en todos los puntos de [0,1] salvo 1 .
f(1/2) =1 es Z-integrable. Para esta funcion se eligen h =0y

1 s 1 e 1 £
k:xe[O,l]—>k(x):{ S”“E[E_E’E*E]

0 resto

0 1/2 1

que verifican h < f < k y ademas

/Ol(k—h):/olk:e

La misma idea sirve para probar que son Z-integrables funciones que son constantes en un

intervalo salvo en una cantidad finita de puntos en los que la funcién toma valores arbitrarios.

Se puede probar que la funcion

1 1
1 sixell, —, —, ...
fexelo] — f(x) = { 2’3 }
0 resto

es Riemann integrable.
9] Para la funcién f de Dirichlet y cualquier particiéon P de [0, 1] se tiene

0=L(f,P) < S(f,P) < U(f,P) = 1.

10/ Justificar si la funcién

x* si xeQ

es o no Riemann integrable en [0, 1].

11] Poner un ejemplo de una funcién f : [0, 1] — R que sea acotada, no Z-integrable, pero
tal que f? si sea Z-integrable.

12] Calcular el valor de las sumas de Riemann S(f, P), L(f, P) y U(f, P) para la funcién f que
vale 0 en todo el intervalo [0, 1] excepto en el valor f(1/2) = 1.

13] Si f : [a,b] — R es una funcién monétona, entonces f es continua casi siempre.

Basta considerar el teorema de Lebesgue, ya que toda funciéon f monétona en [a, b] es Riemann
integrable en dicho intervalo.

14/ En el resultado ya visto en teoria
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Proposicion. Sea f : [a,b] — R acotada. Son equivalentes
b
a) f es Z-integrable en [a,b], es decir, existe /a f
, b . ..
b) Existe un niimero real fa f tal que para todo ¢ > 0 existe una particion Py que

verifica ‘S(f,P) —/abf| < ¢ paraP > Py

c¢) Para todo ¢ > 0 existe una particion P verificando

U(f,P)—L(f,P)’<g

b
d) sup{L(f,P) : Pe P[a,bl} = inf{U(f,P) : P e P[a,b]} = / f

se podria afiadir un apartado mas (equivalente a todos ellos)

b
b’) Existe un numero real fa f tal que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

‘S(f, P) - fab f‘ < ¢ para toda particion que verifique ||P|| < &

donde ||P|| es la mayor longitud de los subintervalos de la particiéon P.

La equivalencia b) & b’) puede verse, por ejemplo, en T.M. Apostol, Analisis Matematico, 2* ed.

pag.212 y 216.

Como consecuencia, si f € Z][a, b] entonces

b n
/a f(x)dx = nlggob;“ ;f(mkb;“).

Esta identidad se utiliza para calcular la integral /a f utilizando particiones equidistantes
(dividiendo el intervalo en puntos igualmente separados)

b—a b—a b—a b—a
< X9 =Xx1+ =x9+2:

a=Xxy)<X1=Xy+
n n

y entonces se puede escribir

b n
/ f(x) dx = lim b ; a E f(xk) = lim (b _ a) f(xl) +f(XZ) +... +f(xn) .
a n—eo P n—oo

n

15] Utilizando el problema anterior, se puede deducir que

n

n T
lim - = —.

Para ello debe notarse que

" n - 1 "\ 1/n | 1
;k2+n2 - ;kzmm - ;kz/n2+1 - Z;kzmzﬂ

que nos da como pista que la funcién que hay que utilizar es f(x) = N en el intervalo

+ x?
[0,1]. En ese caso la formula

b
[ s =

b—a — b—
a Ejf(a+k “)
n n
k=1
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se convierte en

T
El valor — se ha obtenido teniendo en cuenta que una primitiva de f es la funcién arctg x.

. : . . 1
16/ Utilizando ciertas sumas de Riemann y sabiendo que fo x = 1/2 se puede establecer la
suma de una serie.

Si para algin n € N se eligen los puntos 0,1/n,2/n, ..., 1 entonces
1 «— k i
=D —==) k
n n n
k=1 k=1

converge a 1/2 (esto es conocido por otros motivos: se trata de la suma de una progresion
aritmética).

. . 1 o
Se puede repetir este proceso partiendo de /0 x? = 1/3 o similar.

17| Utilizando la particiéon {1,2,3,...,n} en el intervalo [1,n] y las sumas inferiores y
superiores de la funcién f(x) = 1/x en dicho intervalor se tiene

1 1 1 "1 1 1
—+ =4 +— < — =logn < 1+—+---+ .
1 X 2 n—1

Esto da una idea de la velocidad a la que crece la serie armoénica. La constante y de Euler-
Mascheroni tiene mucho que ver con esto.

18] Sea f : [1,+00) — R una funcién creciente.

a) Probar que para todo n € N se tiene
fH+...+f(n-1) < /1 f < f@+...+f(n).

b) Utilizando el apartado anterior para el caso particular f(x) = log x, demostrar

nn (n + 1)n+1 nn+2
< n < < .
en—l en en—l
Concluir de ahi que
~ An! 1
lim = —.
n—oo n e

1_9J Si f,g € #Z[a,b] entonces f - g € #Z[a, b], aunque ya se ha visto que en general /abf gy
b b Lo
(/a ) - (fa g) son distintos.

Para probar que el producto de funciones Z-integrables es una funcioén del mismo tipo se puede
hacer:
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a) Si f € %#|a, b] entonces f2 € Z|a, b].
b) Como consecuencia, si f, g € Z][a, b] entonces f - g € #Z|a, b]

Para demostrar a) se escribe My (f?) = (Mk(|f|))2 y mp(f?) = (mk(|f|))2 y asi

Mic(f%) = mi(f?) = (Me(1fFD) + mie(1FD) - (M (1f1) = me(1f1))
< 2M(IfD) - (M (IfD) = mic(|£1))-

Para probar b) se utiliza la igualdad

2fg=(f+9°-f* -4

20/ Se considera la funcién 2

x si x€[-1,1), x#0

10
f(x)=49 1 si x=0
2 si x€|1,2]
-1 1 2
y sea ><’/{
-1

F:xE[—l,Z]—>F(x):‘/_le.

Comprobar que

x2

F(x)={ 2
2x—2 si x€[1,2]

1
-— si x€e|-1,1
: [-1,1)

(tiene que salir una funcién continua y que ademas sea diferenciable en todos los puntos en los
que f sea continua).

21] Calcular
Tootdt

-1 B +t+1
= log(u+\/a2+u2)

F:xe[-1,1] — F(x) =

Hay que utilizar que
/ du
vVa? +u?

22] Identificar el cardinal del conjunto de Cantor como el cardinal de [0, 1] en base 2 0 como

el cardinal de las sucesiones cuyos términos con 0 y 1. Poner este cardinal como 2" y establecer
Nl = ZNO

23] Sobre el conjunto de Cantor
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Se puede construir un conjunto similar pero en base 4 o en base 10. Se obtiene un conjunto
con las mismas propiedades que el original conjunto (ternario) de Cantor. También se puede
construir un conjunto de este tipo cuyo contenido es un valor no nulo (ver por ejemplo
http://en.wikipedia.org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set)

24| Probar que la funcién caracteristica del conjunto ternario de Cantor es Riemann-integrable
en [0,1]

Indicacion: esta funcidn caracteristica es continua en el complementario C¢ de C en [0, 1], ya
que C¢ es un conjunto abierto. Basta aplicar el teorema de Lebesgue.

25] Se define la dimensién fractal como el cociente

logn
log1/e’

donde n es el nimero de veces que se reproduce el objeto inicial en la primera generacion, y
¢ es la escala en la que se encuentran las dimensiones de las reproducciones. En el caso del
conjunto de Cantor, en la primera generaciéon quedan dos (n = 2) intervalos iguales a [0, 1],
pero a escala 1/3 (¢ = 1/3) del original. Su dimensioén fractal es

log 2
c = %8 ~ 0.63.
log 3
26/ Se consideran las funciones
log x 1 1 1
i) = 225 )= ——— f0= 5 AK) = ——
x xlog® x X xlog® x

Justificar si son o no Riemann integrables en el intervalo [2, +c0), y calcular la integral de las
que si lo sean.

+00
27] Probar que f(x) = log(x)/x* es Z-integrable en [4, +c0) y calcular su integral / f.
4
(La primitiva de log(x)/x? se hace por partes, eligiendo u = log x y dv = dx/x?)

28] Se considera la funcién f(x) = x? y el conjunto A= (0, 2] U{n € Z : |n| < 10}.
a) Probar que f y4 es integrable en el intervalo [-10, 8]
a) Calcular fA f

Notese que aunque f sea una funcioén continua en A, la funcion f y4 no lo es en ningtn intervalo
que contenga a A, como [—10, 8]. Esta ultima funcién es continua c.p.d. y por tanto es integrable

. e 8
en cualquier intervalo que contenga a A. Por ultimo, fA f= f_ 10 S xa-

Calculo de primitivas

29] (Sobre el calculo de primitivas.) Dada una funcién f,
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a) ;existe siempre una primitiva suya? La respuesta es no.

b) ;y si f es elemental? Entonces, si. Incluso tiene primitiva en cada intervalo en el que sea
continua.

c) ¢y en ese caso la primitiva debe ser elemental? Otra vez, la respuesta es no. Hay funciones
elementales, como sen(x?), que tienen primitiva pero no es elemental. Esto no suele ser
facil de probar.

d) Si f es continua, entonces tiene primitiva F, cuya expresion es

F(x):/axf.

30/ (Sobre la primitiva de la primitiva.) Si f es una funcién continua en [q, b], entonces

Ademas, se cumple F’ = f.

F(x) = /xf(t) dt

es una primitiva suya: F’(x) = f(x). A su vez, esta funcion F tiene primitiva, que es

G(x) = /jF(t)dt = /ax'/otf(s)dsdt.

G(x) = /x(x—t)f(t) dt.

Para demostrar esta igualdad, se muestra que ambas expresiones coinciden en x = a (ambas
valen 0 en dicho punto) y ademas sus derivadas coinciden:

G'(x) = (./axF(t)dt), = F(x) = (/ax/()tf(s)dsdt),,
(/axxf(t)dt —/axtf(t)dt)/: (x/axf(t)dt),— (/axtf(t)dt),

/xf(t)dt + xF(x) — xF(x) = F(x).

Se tiene que

y ademas

( [ -or dt)

31] Sobre el teorema de cambio de variable: sean f y g’ funciones continuas (g definida en un
intervalo I y f definida en el intervalo g(I)). Se tiene

a) Si F es una primitiva de f, entonces F o g es una primitiva de (f o g) - g’

b) SiG es una primitivade (fog)-g’y G = Fog para alguna funcion F derivable, entonces
F es una primitiva de f. Ademas, esta tal funcion derivable F siempre existe.
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Demostracion. El apartado a) es facil: Si F” = f entonces (Fog)’ = (F'og)-g9'=(fog)-¢g’.

Sea G una primitiva de (f o g) - g’ y sea L una funcién derivable que cumpla G = L o g. Si F es
primitiva de f se tiene (G—(Fog)) =G’ —(fog)-g’) =0.De aqui se sigueque Log—Fog
es constante. Por tanto, L(g(t)) = F(g(t)) + k, es decir, L(x) = F(x) + k. Como conclusidn,

L'(x) = F'(x) = f(x).

Para ver la existencia de tal funcién: como G es una primitiva de (f o g) - g’ y F es primitiva
de f, entonces F o g y G son primitivas de la misma funcion. Asi, G = F o g + k y por tanto
G=(Fog)+k=(F+k)og. O

32/ Célculo de primitivas inmediatas.

6x—1
a) /zéxdx = 3f—(2)+c f) /tgxdx = —log(cosx)+C
og

2
1 [ 1 2 1\3 6x _ 3
- il __~ = g)/ dx = 4 \x3+1+C
b)‘/x2 1+X dx 3(1+x) +C \/m
1 1 X 5 5/
c)/ dx:;arctg§+C h)/2'\5/§dx: x\/x+c

2
x“+9 3

1
dx = 2yx—-1+C
-1

2
9 / / i) /—dx = arcsen2x +C
x V1= 4x?
3 1
e) (x—3)4dx:_(x—3)3+c j)/V1+COSX dx = 2 y/1-cosx +C

La primitiva de 4/1 + cos x, que aparece en el ultimo apartado, se puede hacer tal y como se

indica, multiplicando y dividiendo por /1 — cos x, o también utilizando la conocida férmula
1+ cosx = 2cos?(x/2).

33| Calculo de primitivas haciendo derivadas. Para calcular / xe* dx se puede hacer lo
siguiente:
(xe¥)" = xe* + €,

de donde se tiene (al integrar)
xe* = / xe¥dx + €.

/xexdx = xe* —¢*.

De la misma forma para calcular f x2e* dx se hace

Asi se obtiene

(x%e*) = x%e* + 2xe”

y entonces

x2e* = /xzexdx+2/xexdx = /xzexdx+2(xex—ex),
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y asi

/xzex dx = x?e* —2(xe* —e).

También puede aplicarse este método para calcular las primitivas de e* sen x y e* cos x:

e*senx = /exsenxdx+/excosxdx

e‘cosx = /excosxdx—/exsenxdx

Al hacer la suma y la diferencia de las dos ultimas igualdades se obtiene

(e*senx)’

e*senx + e’ cosx
(e*cosx)’

e*cosx —e¥senx

1 1
/ e* cosxdx = Eex(senx + cos x), / e*senxdx = Eex(senx — CosX).

Una variante de este método consiste en multiplicar por x funciones de las que se conoce su
derivada y asi se consigue su primitiva. Para calcular f log x dx se hace

1
(xlogx) =logx +x—
x
y se integra, de donde
/ log x dx = xlogx — x.

Otro ejemplo: calcular f arctg x dx:

, X
(xarctgx)’ = arctg x +
1+x
y por tanto
1
/ arctg x dx = x arctg x — 2 log(1 + x%).

Y otro: para encontrar f arcsen x dx:

, x
(xarcsenx)’ = arcsen x +

1 — x?

/ arcsen x dx = x arcsen x + \/1 - x2 .

como consecuencia

34/ Integracién por partes (en algunos ejemplos se indica el cambio adecuado).

a) /xze_xdx = —(x2+2x+2)e_x+C
4 4

b) /x3log(x) dx = %Iogx—%+c

) en(logx)dx = u = sen(logx) | _ i( en(log x) — cos(lo x)) +C

: S & Tl dv = dx -2 \° & SU08

d) /arcsenxdx = [dz i Zicsenx] = xarcsenx + V1 —x? +C

e) /(xz—l)senxdx = (—x2+3)cosx+2xsenx+C
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5/ Integracion de funciones racionales.

3x2-5x-3 3x?

a)/ o dx = T—Zx—Slog(x—1)+C
8x+7

b)/x2+x 5 =3log(x+2)+5log(x—-1)+C

2x+1 3 x—1
)/ —————dx = — arctg 5 +log (x* —2x+5)+C
x

—2x+5 2
x? +x+1 4x+1
d)/ = +3log(x—-1)-3log(x)+C
x2
2 2 2
x“—3x+4 2x“+3x+38 1 x 3log(x*+4 3log x
e) ———dx = —————— — — arctg— + &( )— & +C
(x% +4)%x? 8(x3+4x) 8 2 32 16

f)/ dx 2 . 2x+1+c
— = — arc
x24+x+1 \/g & \/§

36/ Integracion mediante cambio de variable (en algunos ejemplos se indica el cambio
adecuado).

1 _ e¥ =t X 1 x
a)/ex+2dx— [dx _ dt/t] = E—Elog(e 20 HC

b)/ xx+1 dx = [ VI+x i t ]: %(x—Z)\/x+1+C

dx 2tdt

c)/ 1\/;dx:—2\/;—210g(\/;—1)+C

1—

1 5 1 3
= — coS x—gcos x+C.

. funcién impar
d) /coszxsm3xdx = [ P

en senx
También se puede hacer directamente al escribir sen” x = 1 — cos x en la integral inicial.

1 — 1ll_l_ 24
%2 1+ %2 x t/cos”t x

\9 — x2 _ | x = 3sent _ X oozl x
f)/ 9 xdx—[d — scostdt | T 9 x+2arcsen3+C

X = 2

1 senx = t
&) / sen x cos x dx = [cosxdx = dt] = log(tgx) +C
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1 1
Py arctg -kl

1-3x d
x
(x% + 6x +10)2

5
x
—d
_/ x-12
\@ Utilizar el cambio sen x = t para simplificar y calcular
cos x dx
sen3 x — cos? x + 1

\E Mediante el cambio cos x = ¢ encontrar
/ dx
senx
Con el cambio sen x = t se puede calcular
/ dx
COSX

16(x — 1) y
2 &

dx
x(x2 + 2x + 2)?

log x

dx/x = +C

|
Q,
o~
[—
Il

dx
h) / x(4+log’x)

\@ Calcular

\@ Hallar

\@ Hallar

\4_72] Calcular

S 2x

‘43 Calcular / m dx

. e?X + 3e*

‘44| Mediante el cambio de variable t = e* calcular —dx
1+e*

3cosxdx

\'Ek Mediante el cambio de variable senx =t calcular
sen3 x + 2 cos? x sen x

= dx
‘&J Calcular/ m
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Haciendo el cambio x = atgu (y asi dx = adu/cos® u) se tiene

/ dx / adu 1 / J 1
_ = — [ cosudu=— senu
(a? + x%)3/2 (cos?u)(a? +a®tg?u)’3/2  a? a?
1

(arctan =) .
= — sen (arctan —) = —————.
a? a’  a?(a®+x%)1/2

En la dltima igualdad se ha utilizado

&

sen(arctan §) = ———

Esta identidad es facil de probar: si & = arctan &, entonces £ =tga 'y

& sena/cosa

= = sena.
Y1+ \/1 + SEna
Ccos*

Una forma alternativa de calcular la integral es escribir

dx 3 a® + x? — x? dx = 1 2x? J
(a? + xz)s/z - a?(a® + x2)3/2 X = a?(a? + x2)3/2 2(a? + x2)3/2 X

que corresponde a la derivada de un producto, por lo que

dx 3 x
(a? +x2)3/2 - a?(a? + x2)1/2 )

47] En la pagina https://sagecell.sagemath.org se pueden escribir (o copiar y pegar) las
lineas

f(x)=(2*%x+1)/ (x*(x+1))
integrate(f(x),x).show()

y pulsar el botén “evaluar”. Asi se puede calcular cualquiera de las integrales de los ejercicios
anteriores.

48] Sobre la escritura de las primitivas. a) Es conocido que en un intervalo todas las
primitivas se diferencian en una constante. Por tanto, basta encontrar una primitiva de una
funcion, ya que las demas son esa misma sumando una constante. Por este motivo, para la
funcion f(x) = 2x se escribe como primitiva F(x) = x? o F(x) = x+5 0 F(x) = x? + C. Carece
de importancia si desde un principio se tiene claro de qué se esta hablando. Lo habitual es
utilizar esto tltimo, F(x) = x? + C, aunque no se podria decir que F(x) = x? sea una respuesta
equivocada.
b) La funcién f(x) = log(x — 1), que esta definida en (1, +o0), verifica
1
frx) = —.
x—1
La funcién g(x) = log(1 — x), que esta definida en (—oo, 1), verifica
-1 1

g'x) = 1-x  x-1
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Ambas tienen la misma derivada, y por tanto
1 log(x —1) si x>1
dx = = log|x —1].
x—1 log(1-x) six<1
Sin embargo, es frecuente encontrar expresiones del tipo

1 1
/;dx = logx, / o dx = log(x +3)

(como por ejemplo puede verse M. Spivak, Calculo Infinitesimal, pag. 499, 503,...) y encontrar
también esas mismas expresiones utilizando log |x| y log |x + 3|.

Entonces, g)f % dx = logx o f % dx = log|x|? Parece que la segunda es la correcta, pero
entonces se podria aplicar la regla de Barrow y se tendria

1y 1
/ —dx = log|x| =0
-1 X -1

que es falso. La igualdad f % dx = log x es una verdad a medias; y la igualdad f % dx =log |x|
es incorrecta si no se afiade algo mas.

La primitiva de una funcién como f(x) = 1/x se busca en algtn intervalo. Es decir, en algin
intervalo en la que dicha funcion tenga tal primitiva. Esto excluye a los intervalos que contengan
a 0. Se puede hablar de la primitiva de 1/x en [1,7] y es log x.

Deberia decirse

1 1
/;dx = log x (parax > 0), /;dx = log(—x) (parax <0),

1
—dx =1
/x x = log|x|

aclarando lo que se ha comentado maés arriba.

o bien

De la misma forma,

| e %(/ i xil"x)

y se suele indicar como primitiva

%(log |lx — 1| — log |x + 1|).

Deberia afiadirse “se entiende que la primitiva se toma sobre algin intervalo que no contenga
a —1nia+1”. En ese intervalo hay que cambiar |x — 1| y |x + 1| por lo que corresponda. Por
ejemplo, en el intervalo [0.1, 0.6] se tiene

0.6

= %(log% —loglil).

0.6 1 1
L, wneray = (1o -0 -togte+ 1)

1 0.1
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49| Mediante la regla de Barrow se puede calcular

Sin embargo, segin se ha visto en teoria, la funcién f : x € (0,1] — f(x) = 1/x? no es
Riemann integrable en [0, 1], ya que no existe el limite (o el supremo) de las integrales

' 1/ Lo
Lo = [ e [ = e

50/ Sea f una funcién continua en [a, b]. Se considera la funcién

1
F(x) = x—a

X
/ f(t)dt six e (a, b]
f(a) six=a
que va “promediando” los valores de f. Por definicion, F(x) es el promedio de f en [a, x].

a) Probar que F es continua en [a, b],
b) ;Debe ser F diferenciable?

Como indicacion, se puede ver qué relacion hay entre F y la primitiva de f dada por G(x) = fa *f.

Se pueden poner ejemplos, como f(x) = senx en [0, 27]. En este caso F(x) = (1 — cosx)/x
para x € (0,27] y F(0) =0.Si f(x) = \/; en [0, 1], entonces F(x) = 2 \/;/3.

Sucesiones y series funcionales

51/ La sucesién de funciones f,(x) = nx(1 — x)" converge o4
puntualmente en [0, 1]. ;Y uniformemente?

Se puede comprobar que el limite puntual es la funciéon 0 y que

las funciones f;, alcanzan el maximo, y este valor maximo no
tiende a cero a medida que n crece:

max (f,) = ( L )n+1 — 1/e.

[0,1] n+1

52| Diferencia entre convergencia puntual y convergencia uniforme de sucesiones de
funciones: una sucesion ( f,) converge puntualmente a f si f; (x) — f(x) — 0 (n — oo0) para todo
x € A (el conjunto de definicion de todas las funciones es A). Y (f;) converge uniformemente a
£ 5illfy = flleo = 0 (n — o0), donde

/o = flleo = sup{lfu(x) = f(x)] : x € A}

Por ejemplo, la sucesion f,(x) = x" en [0, 1] converge puntualmente a la funciéon f(x) = 0
(x €10,1))y f(1) = 1. Pero ||fy — fllc = 1 para todo n.
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Probar que

)= feh-H-"08lfi~flo — 0= () —f

53] Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion

de funciones

X
1+ nx

fa(x) =

en [0, +00). Probar que convergen puntual y uniformemente a la
funcién 0.

EJ Se considera la sucesion de funciones fi, f3, ..., fy, ... donde

n’x(1-nx) si x € [0, 1/n]

fa(x) =
0 si x€(1/n,1]

Probar que la sucesion converge puntualmente en [0, 1] pero no converge uniformemente.
;Sobre qué intervalos I C [0, 1] se obtiene convergencia uniforme?

1/2
1/3

S

fo

f

1 2 3 45 6 7 8 910

55/ Estudiar la convergencia puntual y uniforme en R de las funciones

1 si |x|<n

f”(x):{o si |x|>n

(la sucesion converge puntualmente a la funcién constante 1, pero no uniformemente)

56/ Estudiar la convergencia puntual y uniforme en [0, 1] de las

funciones
X

fa(x) =

. p . 2g
Es facil ver que f, — 0. Ademas, el maximo de f; se alcanza en
algunos de los valores

) 1 B 1 2n—1\"
f(o)_o’f(l)_l/z’f(\/_z”_l)_\/Zn—l( 2n )

Por tanto f; converge uniformemente a cero. Se puede ampliar el estudio a [0, +0).

57] Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las funciones
fa(x) =x"(1—x) en [0,1].

La convergencia puntual es facil.

Por otra parte, son funciones cuyo maximo es facilmente
calculable y ese valor maximo tiende a cero: se alcanza en x =

n/(n+1)y fa(n/(n+1)) - 0

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

h

f

0.3

0.2

0.1

hi

£

5
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58] Estudiar la convergencia puntual y uniforme en [0, +o0] de la sucesion de funciones

nx2

1+nx’

fa(x) =

Es facil comprobar que esta sucesion converge puntualmente a f(x) = x. Y también convergen
uniformemente, ya que las diferencias |x — f,(x)| se pueden hacer pequefias: como x — f,(x) =
x/(1+ nx), se mira cual es el maximo valor de esta expresion. Derivando no se obtiene nada, ya
que la derivada no se anula nunca, pero x/(1 + nx) es una funcién creciente, luego su maximo
se alcanza en el infinito, y ese valor maximo es 1/n.

59 Sea f : [ 0,+00) — R no nula y continua, verificando £(0) = 0y lim,_,1c f(x) = 0. Se
consideran las funciones f,,(x) = f(nx) y gn(x) = f(x/n) parax € [0,+c0) yn = 1,2,3, ...
Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones (f;) y (¢,). Probar que (f, - gn)
converge uniformemente.

La convergencia puntual (a cero) y no uniforme de (f;) y (g,) es facil. Para ver que (f;, - g»)
converge uniformemente a la funcioén cero se trata de calcular

max f,(x) - gn(x) = max f(nx) - f(x/n)

x>0 x>0
y comprobar que estos valores maximos tienden a cero cuando n crece.
Para ello se considera ¢ > 0. Por las propiedades de f existe un valor M > 0 para el cual se
verifica

f(x) <esixe [0%] 0si x € [M,+00).

Por tanto, si se elige n > M entonces
e six>1=nx>Mx>Myasi f(nx) - f(x/n) <e- f(x),
e six<1=x/n<x/M<1/My setiene f(nx) - f(x/M) < f(xo) - €,
donde x es el valor en el cual f alcanza el maximo. Por tanto
max fu(x) - gn(x) = max f(nx) - f(x/n) < e f(x0)

sin > M. Esto muestra que esos maximos tienden a cero.

60] La sucesion de funciones f,(x) = % arctg(n®x) converge uniformemente a 0. Sin embargo,
sus derivadas no convergen. De hecho f,(0) — +oco.
n—oo

61] Se considera la funcién

x
14 x2°

f:xeR— f(x) =

Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las
sucesiones de funciones (g,) y (h,) donde

gn(x) = f(nx), by = L0

\n

;Qué ocurre con la convergencia puntual de sus deriva-
dasen x =0?
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62] Las funciones
fa(x) = Vx2+1/n

son diferenciables en todo R y convergen uniformemente a la funciéon f(x) = |x|, que no es
diferenciable.

La diferenciabilidad de cada f, es evidente. Para probar la convergencia uniforme se trata de
comprobar cudl es el valor maximo de

90 = 1) = f@] = |V 1m —Ixl| = Va2 1/n x|

Se trata de una funcién positiva y par (g(—x) = g(x)) que cumple g(0) = 1/ \/; . Ademas se
cumple g(x) < g(0) para todo x € R, ya que

g(x)Sg(O)@m_|x|Sl/\/;@0SL\/x_l
n

y esto Gltimo se cumple trivialmente. Por tanto, ese valor méximo de |f, — f| es 1/+/n, y como
tiende a 0 para n — oo, entonces (f,) converge uniformemente a f.

Otra forma de probar la convergencia uniforme consiste en ver que g es decreciente en [0, +c0)

(al ser par, sera creciente en (—co, 0]). Por tanto, su valor méaximo sera g(0) que es g(0) = 1/ \/; .

63| Se pueden considerar funciones similares

fulx) = Vx2+1/n -\(x—1)2+1/n

que son diferenciables y convergen uniformemente a una funcioén que no es diferenciable (al
no ser diferenciable en dos puntos)

ﬁ] Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion de funciones f;, : [0, 3] — R,

donde
fn(x) =7x"(3 — x).

65 En el intervalo [0, +o0) estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesién de

funciones (f;) definidas como
2nx

1+ n2x2’

Ja(x) =

66/ (Otra version del teorema sobre convergencia uniforme y derivabilidad) Sea ( f,) una
sucesion de funciones derivables en [a, b] tales que

2) (f) = fen [ab],
b) () SN gen [a, b], donde g es continua.

Entonces f es diferenciable y

fix) = lim f/(x).
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La demostracion consiste en aplicar el teorema de convergencia uniforme e integrabilidad: para
todo x € [a, b] se tiene

[ o= tim [ f = fim (50 - @) = - fa
Como g es continua, se tiene que f'(x) = g(x) = nli_rgoﬁl’(x) para x € [a, b].

67] En el intervalo [—1, 1] se consideran las funciones
n+l
Ja(x) = x| =
paran=1,23,...

a) json diferenciables?

b) ;(fn) converge puntualmente? ;Y uniformemente?

(No hay convergencia uniforme en R ya que las funciones g, (x) = |x| e |x| son estrictamente
crecientes para valores grandes. Por ejemplo, si x = 10", se tiene g,(10") = 10" — 10" =
107(10 — 1).)

68| Probar que la serie

00
Z sen nx
n3

n=1

converge uniformemente en todo R. Si f(x) es su suma, probar que f es continua en [0, 7] y

que
4 - 2
Afmw:gaﬁﬁ

69| Probar que la serie
i .
— (1+x2)2n

converge uniformemente en [0, +c0). Si f es su suma, probar que f es continua y probar que

! log 2
/f: 2
0

70/ Probar que la serie

® 2

Z 1+ cosn“x
n

n=1

converge uniformemente en todo R. Si f(x) es su suma, probar que f es continua en [0, 7]y

que
[ e =305
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71] Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la
sucesion de funciones

cos(nx)

foix €0, 1] — fu(x) =

1+nx

(se han representado f; y fis a la derecha)

72] Probar que la sucesién de funciones

f
N

a) en algun punto ¢ € [0, 2] la sucesion (f,(c)) converge. Por ejemplo, si ¢ = 0, entonces

(fule)) = 0.

1 by
b) la sucesion de derivadas f,/(x) = — cos — converge uniformemente a g = 0. Esto es evidente.
n n

Ja:x €0, 2”]—>fn(x):sen%

converge uniformemente a f = 0.

Solucion: se trata de una sucesion (f,) que verifica

Por tanto (aplicando el conocido teorema de convergencia uniforme y derivadas) la sucesion f,
converge uniformemente a cierta funcion diferenciable f que verifica f” = g. Asi, f es constante.
Como ademas f(0) = lim,, f,(0) = 0, se tiene que f = 0.

73] Se considera la funcién f(x) = d(x, Z), la distancia 1
de x al entero mas proximo. La grafica puede verse a la
derecha en color azul. Se conoce como “diente de sierra”
y se ha dibujado la grafica sélo en [0, 2].

La funcion g(x) = f(2x)/2 es similar: una grafica diente
de sierra con el doble de picos que tienen la mitad de
altura. Su grafica esta en color rojo.

La funciéon suma de ellas, f(x) + f(2x)/2, tiene una
grafica (en verde) con mas picos.

0.5 |

Se puede repetir este proceso y considerar las funciones f(x) + f(2x)/2 + f(22x)/2° +... 0

incluso la funcién
f(2"x)
Z on '
n=0

Con los primeros 3 sumandos se obtiene una funcién

. fa)

4

o+ 122

0.5 |

cuya grafica puede verse en azul a la derecha. Anadiendo
dos términos mas se obtiene (grafica en rojo) la funcion

@0 fUx) 60 fen)
2 4 8 16

fx)
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Puede verse en [M. Spivak, Calculo Infinitesimal, pag. 696] que la funciéon

SIED oy SED S0

es continua en cualquier punto y no tiene derivada en ninguno.

74| Hallar el intervalo de convergencia de cada una de las series de potencias y determinar la
convergencia en los extremos de ese intervalo:

(-2 o (= 2)" 2 (x+3)
a); J:Ci',n.n d)nzzlj:n,)gn_,_l) g);—én{c(n.*_z)

- ( +1)n i 3( +6)n o 2( +1)n
e ) LT e 3 D

— X n® (x+1)" e n! (x +5)"
9 ;2”%12 f) Z4n+l (n3 +1) i) ; r D" - (174 9)

Para el dltimo apartado conviene recordar que lim, y/n!/n" = 1/e, como puede verse en las
hojas de ejemplos y ejercicios de Calculo I. Como alternativa, puede calcularse el radio de

n!
convergencia con el criterio del cociente: para a, = se tiene
(n+1)"-(n”+9)
lim 2 _ g n(n+1)"(n” +9) o (n+D™ n n’ +9 1
1m = = 0 . = —.
nooap n (n+2)"1((n+1)”+9) n (n+2)™ n+1 (n+1)7+9 e

75] Hallar el intervalo de convergencia de las series de potencias
n’ (x -2)"
) Z mo(nt1)
b) l(x -3)%+ —(x -3)*+ i(x -3)5 +
2 22 e

1 1 1
) —(x+5°+—(x+5°+—(x+5)°+
) 45+ (45 + o (x+5)

o 2 n
oY (n +21")~(:1C3+ 2)
n=1

Determinar ademas la convergencia en los extremos del intervalo de convergencia para cada
una de ellas.

76/ (Para pensar) Es facil deducir que
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para |x| < 1y también
1
1+x?

=arctg’x = 1-x"+x*—x+...

para el mismo intervalo |x| < 1. Viendo como son las graficas de estas funciones, acotadas
en todo R, y con una expresion tan sencilla, resulta sorprendente que la serie de Taylor no
converja para |x| > 1.

La ultima igualdad no puede ampliarse para valores fuera de (-1, 1). ;Qué impide que estas
funciones tan regulares tengan series de Taylor fuera de ese intervalo?

77 Escribir la serie de Taylor de cos x en a = 0 y comprobar que cos x es una funcion analitica
en todo R. Utilizar esa serie de Taylor de cos x para expresar el valor de

1
/ cos x° dx.
0

b n b n
78] Estudiar la sumabilidad de la serie de potencias Z % y su “derivada” Z n;l :
n=1 n=1
79] Se puede comprobar que
- r
= ol
— )2
— (1-r)

por distintos métodos. En problemas de Calculo I se puede ver como se hace directamente.
También se puede probar haciendo lo siguiente: como para |x| < 1 se tiene

(o)
1
= E X" = 1+x+x+x+. .
1-—x

n=1
entonces se puede derivar y
_ 1 f: nx"t = 14 2x +3x% +4x° +
— .
1-07 = &

Multiplicando por x se tiene el resultado.

[o¢]
80/ (Sumando series numéricas utilizando series de potencias). Calcular Z m
n=0 ’
L, o X" o x"H o
Indicacién: como e* =) 7, —7» entonces xe* =% ", - yse calcula la primitiva en ambos

miembros de esta tltima igualdad. Asi se tiene que

2

= 1 > 2n 1+e

E _ = 1’ E = .
(n+2)n! (n+2)n! 4

n=0 n=0

81| Expresar como funcién elemental cada una de las series siguientes (son una serie y sus
derivadas, luego basta saber hacerlo para una de ellas)

x2 xt x®

a)7—7+?—..., Dx—-xP+x°—x"+x"—..., )1-3x%+5x = 7xC+9x% - ...
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82| Expresar como una funcioén elemental

[0
f(x) = anx" = x+22x2 + 320 + 4% + .
n=1

Solucién: Como el radio de sumabilidad es r = 1, la expresiéon que se obtenga sera valida en
(—1,1). Dentro de ese intervalo la serie es absolutamente y uniformemente sumable, y esto
justifica todos los célculos que se van a hacer.

x+22x2 +32x3 + 4%+ ... = x + x + x + x4+
+ 3x2 + 3x% + 3xt 4+
+ 553 + 5x* +
+

y, sumando cada una de las filas,

x 3x? 5x3 1
f(x) = + + +...= (x+3x* +5° +7x* +...).
1—x 1—x 1—x 1—x
Ahora bien,
X+3x2+5x3+7x+... = x + x>+ 2+ 1o+
+ 2x? + 2x3 4+ 2x* +
+ 2x3 + 2x* +
+
y entonces
) 3 4 x 2x? 2x3
X+3x“+5x"+7x"+... = + + +...
1—-x 1—-x 1—-x
En total,
1 ) . A 1 2x x(1+x)
X) = ——=(x+2x"+2x"+2x +...) = -X| = ———.
fx) (1—x)2( ) (1-x)2\1-x (1-x)3
Luego, en (—1, 1) se tiene
anx” 3 x(1+x)
o (1-x)3"
n=1 (

Otra forma de hacerlo: como f(x) = Y " n®x" = x (>, n®x"™!) = xg(x), basta ver qué
funcién elemental es g(x). Ahora bien, la primitiva de g es

/g(x) dx = an" = X(an"_l) = x h(x),

n=1 n=1

y, de nuevo, es necesario saber qué funcion es h(x). Como

= x
h X d = no—
/ (R)dx = ) " = —
n=1
en el intervalo (-1, 1), entonces

h(x):(x), 1

1—x
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Por tanto,
3 X '_ 1+x x(1+x)
0 = (557) = G 0 - T
3 5 7
83/ Calcular la suma de la serie X+ - x?_'_xT -

En primer lugar se calcula el radio de convergencia. Como |c,| = 1/n si n es impar y ¢, = 0 para
n par, se tiene que limsup, /|c,| = 1 (Ojo: existe el limite superior pero no el limite, aunque
esto es suficiente para el calculo del radio).

Por tanto, la serie converge en (—1, 1) a una funcién

3 5 x7

X X
X) = x+——-—+——...
f(x) i -l

Utilizando que se conoce la suma de una progresion geométrica se llega a

x? 1

/ 2 4 6
X)) = 1+x“"—x"+x" —... = 1+ =2- .
fx) 1+x2 1+x2

Integrando
f(x) =2x —arctgx + C.

Como ademas f(0) = 0 entonces C = 0.

84/ Escribir f(x) = N _l 5

serie. Hallar todas las derivadas de f en x = 0.

como serie de potencias centrada en 0 y calcular el radio de la

85] Utilizando el hecho de que senx = x —x*/3!+x° /5! —x” /7! + ... (ya se ha visto que sen x
en una funcién entera), probar que f(x) = (senx)/x (se afiade en la definicion que f(0) = 1)
es analitica en todo R. Comprobar que la primitiva de f es

senx 5 x2nH
/ x Z(_ ) (2n+1)- (2n+1)!"

86| Como
~ (-D)"(x — o)™ (=D"(x —a)™
sen(x —a) = , cos(x— ,
w2 3 U gy 3 O
es posible probar que sen x y cos x son analiticas en cualquier a € R. Para ello basta escribir
senx = cosa sen(x —a) + sena cos(x —a)
cosx = —sena sen(x —a) + cosa cos(x — a)

87] Se considera la funcién

f(x) = 1-(x=1)+(x-1)2-(x- Z( D™ (x - 1)"
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;Cual es su dominio de definicién? ;Dénde es continua, diferenciable, integrable? Dar una

./ 3/2 .1 ./
expresion de fl f. Escribir f como una funcién elemental.

Elradio de convergenciaesr = 1,y esta centrada en a = 1. Por tanto, el intervalo de convergencia
es (0,2). Enlos extremos 0 y 2 la serie no es sumable, y por tanto el intervalo no puede ampliarse
mas. La funcién f(x) esta definida en (0, 2). En ese intervalo es continua y diferenciable, y es
integrable en cualquier [a, b] C (0, 2). Debido a la convergencia uniforme,

(o)

3/2 3/2 3/2
f / (Z( 1" (x - 1))dx=2/ (—1)"(x - 1)"dx

. (x_l)n+1 3/2 (-1)"
S Ty SO

+1
n=0 n 1

1

. : 3/2 L
Esa serie es sumable y su suma es el valor pedido de /1 f. El valor nimerico exacto de esta
serie no es facil conocerlo. No se trata de una serie geométrica ni nada parecido, y por tanto el
resultado debe dejarse asi. De momento.

La funcién f(x) = 1 - (x—1)+(x —1)?> = (x = 1)* + ... esta definida mediante una serie

geométrica, cuyo primer término es 1y su razén es —(x — 1). Por tanto,

1
= == 1< 1.
f(x) =D = para |x — 1] <

Esta es la funcion elemental que coincide con f en (0,2). Ahora es facil entender por qué f es
continua y diferenciable en (0, 2), pero f no es integrable en (0, 2). Es integrable en cualquier
intervalo [a, b] C (0, 2).

Como consecuencia se puede anadir algo mas:
3/2 ( 1)n 3
/ f Z (n+ 1) on+l log E

88] (Complemento al problema anterior.) La funcién f(x) = 1/x es analitica en a = 1. Al hacer
la serie de Taylor

£y, £
3!

fG) = O+ Mx-1)+ (x=1)°+

resulta

f) = 1=(x-D+(x-1" = (x- Z( )" (x -

una serie geométrica que coincide con f en (0, 2). Pero f no es 1ntegrable en todo el intervalo
. . . . . 2 .
de convergencia de la serie. Ya se vio en el tema de funciones integrables que /0 f no existe.

89] Sobre funciones analiticas. Una funcién f : A € R — R es analiticaena € Asi f es
suma de una serie de potencias centrada en a y con radio positivo, es decir, si

(o8]

f(x) = ch(x—a)” (Vxe(a—r, a+r)).

n=0
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Si f es analitica en g, entonces f(x) = ), c,(x — a)" en alglin entorno (a —r, a+r) y ademas
Cn = f(n)(a)/n!-

Se puede probar que entonces f también es analitica en cada b € (a —r, a+r), y se puede
escribir f como una serie de potencias centrada en b (esto es lo mismo que decir que f es
analitica en todo el intervalo (a —r,a +r)).

La forma de probar esto se puede ver en [S.G. Krantz & H.R. Parks, A primer of real analytic
functions, Birkhauser Verlag (1992), pags. 4—17] y es como sigue:

Sibe (a—r,a+r), se considera

SPAL
2

n!

(x —Db)".

n=0

Esta serie tiene radio de convergencia al menos p =r — |a — b|, y en el intervalo (b — p, b + p)
converge a f, es decir

fx) =D du(x=b)"  (Vxe(b-pb+p)),

donde d, = f™ (b)/n!.

Por ejemplo, ya se ha visto la funcién f(x) = 1/(1 — x) como serie de potencias centrada en
a=0: 1
f(x) = == T+x+x2+x+xt+. ..
- x

Esta igualdad es cierta en el intervalo de convergencia (-1, 1), es decir, |x| < 1 (el radio es
r = 1). Si se elige un punto de ese intervalo, por ejemplo b = 9/10, también se puede escribir f
como una serie de potencias centrada en b = 9/10. Unos sencillos célculos establecen

1 ) 9 ; 9\2 9\3 9 \4
f) = = 1081075 - 2) #1090 - ) 108 (- 2) w105 - )
1-x 10 10 10 10

para |x — 0.9] < 1/10 (el radio ahora es distinto, r’ = 1/10).

También pueden encontrarse en ese mismo libro las demostraciones de que la suma, producto
y cociente” de funciones analiticas es una funcion analitica. Y la demostracion (bastante mas
dificil y engorrosa) de que la composicion de funciones analiticas es una funcion analitica.

El espacio R”

90| Es facil probar la desigualdad ab < a?/2 + b%/2 para a, b € R. Como consecuencia, para
u=(x1,...,%) yv=_(y1,...,yn) se tiene

n 1 n 1 n
. - 2, = 2
IETIEED SETRS 9
k=1 k=1 k=1
De aqui se sigue entonces

n
lull < Lloll <12 xy < 1.
k=1
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Como corolario (normalizando los vectores si hace falta)

n
S xyr < lull- ol
k=1

que es la desigualdad de Cauchy-Schwarz (o de Holder para p = 2)

n n 1/2 | p
inyi < (lez (Z yzz)
k=1 k=1 k=1

1/2

91] Son equivalentes para A ¢ R"
a) A esacotado
b) todas sus proyecciones 7;(A) lo son (IM; : |x;| < M; Vx € A)
c) A esta contenido en un rectangulo
d) A esta contenido en un rectangulo centrado en el origen
e) A C B(a, r) para alguna bola
f) A c B(0, r) para alguna bola

92| Para A,B C R" y A € R se define
A+B = {x+y : x€A yeB}, 1A = {Ax : x € A}

Si B = {a} se suele escribir A + a en lugar de A + B.

Poner ejemplos que muestren que, en general, 2A # A + A. Probar que

B(a, r) = a+rB(0, 1)

93| Si A c R? es numerable entonces A es conexo.

La demostracion es simple: dados a,b € A, con cada punto de la mediatriz entre ellos, se forma
un camino poligonal de dos lados que los une. Hay una cantidad infinita no numerable de
caminos de estos. Luego alguno no corta a A. Asi A° es conexo por poligonales.

94| R es conexo (una demostracion alternativa).

Se supone que R no es conexo, y por tanto, puede escribirse R como una unién disjunta de
conjuntos abiertos y no vacios, R = AU B.

Se elige un elemento b € B. Entonces A N (—o0, b) 0 AN (b, +0) (0 ambos) es no vacio. Se

supone que A N (—oo, b) es no vacio y sea xy = sup (A N (—oo, b)

Al ser A y B abiertos, cualquiera de las afirmaciones “xy, € A” o “xo € B” lleva a una
contradiccion.
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Funciones de varias variables

95| Graficas de funciones de dos variables. Una funcién f : A ¢ R? — R de dos variables
tiene su grafica en R>. Se trata del conjunto G(f) = {(x, y,z) € R® : z = f(x, y)}. Es habitual
hablar de este conjunto como “la superficie z = f(x, y)”.

Hay muchos programas y utilidades que ayudan a hacer la representacion de este tipo de
superficies. Por ejemplo, para la funcién f(x, y) = x? — y?, su grafica z = x? — y? se puede
representar mediante:

a) www.wolframalpha.com, escribiendo x*2-y*2
b) wxMaxima, un programa en el que a través de menus se accede a graficos, 3D

c) sagecell.sage.org,y escribiendo (y evaluando) las lineas
var(’x y’)
plot3d(x*2-y*2,(x,-2,2),(y,=2,2))

d) web.geogebra.org/app/, donde se puede ir a graficos 3D y teclear x*2-y*2
e) www.google.es, escribiendo plot x*2-y*2
f) Aplicaciones para moviles y para ordenadores, otras paginas web,...

Es necesario conocer algunas de estas aplicaciones y utilidades.

96/ Se consideran la funciones f(x, y) = x2 — y? y g(x, y) = y* - x%.

a) Dibujar las curvas de nivel (cortes de sus graficas con planos horizontales, llamados
“contour plots” en algunas herramientas)

b) Dibujar la grafica de f y de g. Por supuesto, esto no suele ser facil y se recurre a alguna
herramienta de las nombradas en el ejemplo anterior.

c) ;Qué relacion hay entre ambas graficas? ;Por qué se llaman “silla de montar”?

d) Encontrar los puntos criticos de f y g, hallando los puntos que anulan al gradiente y
utilizando la matriz hessiana.

97| Lo mismo para la funcién f(x,y) = x> — y°. A la vista de la gréfica, ;es facil predecir
cOmo sera su unico punto critico P = (0,0)? ;Qué dice la matriz hessiana sobre é1?

98] Dibujar las gréficas de las funciones

a) fi(x,y) = (x* - y?) cosx b) f2(x, y) =seny
x?—y

c) f3(x, y) = sen(x® + y%) d filxy) = T3
X

( 2 + 2) 2.,2
e M T O e

g fr(x,y) = y1—-x*—y? h) fi(x,y) = V1— %2

(para dibujar algunas funciones en las que sdlo aparece una variable, como por ejemplo fs,
se puede teclear plot3d sqrt(1-x2) para declarar que se se trata de una funcién de dos
variables).
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99| La ecuacién 3x + 2y = 4 representa una recta en R? o un plano en R?. Deberia escribirse
{(x,y) € R? : 3x + 2y = 4} para describir la recta de R? y {(x, y,z) € R®: 3x + 2y = 4} para el
plano de R®. En cualquier caso, se trata de conjuntos cerrados.

100/ La ecuacién x? + y* = 1 es una circunferencia en R%. Se trata de un conjunto cerrado y

acotado, es decir, compacto. Sobre él, cualquier funcién continua alcanza maximo y minimo.

Por ejemplo, sobre esa circunferencia hay un punto que hace maxima la expresion x + y.

La misma ecuacién x? + y? = 1 designa un cilindro infinito en R3, que es cerrado, pero no
acotado. El conjunto de puntos que verifican

es una parte cerrada y acotada de ese cilindro.

101 | Para calcular

x3

(x,y)—(00) X*+ y
se puede hacer la transformacioén a coordenadas polares y se obtiene

g - rlcosta

lim ——— = lim——— = lim rcos’a = 0.
(x,y)—(0,0) X“+y r—0 r r—0
102 Comprobar que
: x*
lim ——— =0

(x,9)—(0,0) x2 + y2

(este limite se obtiene, por ejemplo, al comprobar que la funcién f(x, y) = x*+3y es diferenciable
en (0,0)). La prueba es sencilla:

2 2, .2
X xX“+
0 < < Y 4= x2+y2 —> 0

Sy R

si (x,y) — (0,0).
103 | El limite

X
lim ——
(3)=(0.0) \/x2 + 92

no existe. En la direccion del eje X, es decir, y = 0,x — 0 se tiene que el valor del limite es

que no existe.

104 Limites iterados. Para una funcién f : A ¢ R? — R, a las expresiones

x—0 0\ x—0

lim (}ljiir%)f(x, y)) y }1/131 (lim f(x, J’))
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se les denomina limites iterados. Estos limites pueden no existir, o bien pueden existir y no
coincidir. Por ejemplo, si

x> +y? si x,y€Q

f:(x,Y)€R2—>f(x)={

0 resto

entonces se tiene
e para x € Q no nulo, el limite lim,_,y f(x, y) no existe,
e para x ¢ Q existe lim, o f(x, y) =0,
e para y € Q no nulo, el limite lim,_,q f(x, y) no existe,
e para y ¢ QQ existe lim,_,, f(x, y) = 0.

Sin embargo, lim (x,y)=0.

3 (x,y)—>(0,0)f Y
En general, puede probarse utilizando la definicion de limite, que si existe el limite
lim () (00) f(x, y) y existen los limites lim, o f(x, y) y limy—o f(x, y) para cada x # 0
e y # 0, entonces también existen los limites iterados y se tiene

i ) = (1) = i 1),

La existencia de estos limites iterados no esta determinada por la existencia del limite
lim(x)y)ﬁ(o)o) f(x,y) ni viceversa. Ahora bien, si existe el limite y algunos de los iterados,
entonces coinciden. Y, por supuesto, si existe el limite y los dos iterados, entonces todos
coinciden. Como corolario, existen los limites iterados pero no coinciden, entonces no puede
existir el limite.

+
Por ejemplo, si f(x, y) = al
x —

Y. entonces el primer limite iterado vale

lim ( lirr%)f(x, y)) = lim ( lim Xty
y—)

. X
=lim — =1.
x—0 x=0\y—=0Xx—1Y9

x—0 X

El segundo,

lim(}lciir(l)f(x,y)) :lim(lim x+y) - lim 2 = 1.

y—0 y—0

Por tanto, no existe
xX+y

lim .
(x,y)—(0,0) X — y

0
105/ Utilizar la definicién de derivada parcial para calcular 8_f (0,3), donde f(x,y) = xy + y2
x

106/ Calcular el potencial (si existe) de
a) G(x,y,z) = (¥, x +zcos yz, ycos yz).
b) H(x,y) = (3x* + y,e¥ + x)
c) I(x,y) =(1+x,3-y)

Ejemplos y ejercicios — 30




d) J(x y,2) = (xy, ¥ 2)
‘. . . 9G; 9G;
Solucidén de a). Lo primero es comprobar que se trata de un gradiente: T - 3. para
X j Xi
i,j=123

Existe entonces una funcion F(x, y, z) que cumple

oOF
ox Y
oF

y — = x+zcosyz
%
oF
—_— = COS Yz
Py y y

De la primera ecuacion se sigue que

F(x,y,2) = /ydx = xy+¢(y,2)

y por tanto (derivando con respecto de y y de z)

op

X+— = Xx+zcosyz
oy
2

0+_(p = ycosyz
0z

De aqui se calcula ¢(y, z) y asi se obtiene la expresion de F(x, y, z).

107/ La funcién f : R? — R dada por

xyz

feoy) =4 ¥+
0 si (x,y)=1(0,0)

si (x,y) #(0,0)

no es continua en (0, 0) (y por tanto no es diferenciable) pero tiene derivadas parciales en (0, 0):

I (0.0) = lig LEQ SO0 _ 1 FOH-f(00) _ of
x t—0 t t—0 t dy

(0,0) =0

108 Calcular la derivada de la funciéon compuesta mediante la regla de la cadena o
directamente (haciendo primero la composicion y derivando después) de:

f g

R2 — R2 AN R
(x,y) — (x+3y,x%
(x,y) — x+y

Lo mismo con
a) f(t) = (t,t*) yg(x,y) =x* =3y +1
b) f(x,y) = (%) yg(x,y) = (x,sen y)
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109] Se llama derivada direccional de f en a segun la direccion del vector (normalizado) u al

limite
fla+tw) - fa)
t

Duf(a) = lim
Cuando f es diferenciable de R" en R, entonces
Dyf(a) = u-Vf(a)

(producto escalar). En el caso de una funcién f : R* — R (de dos variables), para cada
direccion (u,v) (vector normalizado, en caso contrario se divide por su médulo) se tiene

D(u,v)f(x’ y) = (u,v) : Vf(x: ,V)

Como

(wv) VI y) = o)l - IVf(x p)ll cosa = [|[Vf(x, )| cosa,
donde a = A((u,v), Vfi(x, y)), entonces

—IVFG I < Dunf(x,y) < IVFx pIl.

Todas las derivadas direccionales en cada punto (x, y) estan comprendidas entre estos dos
valores —||Vf(x, ¥)|| v [[Vf(x, y)||. Estos valores maximo y minimo se alzanzan justamente
cuando (u,v) se elige en la direccion de Vf(x, y) o su opuesto.

110] En cada punto P del objeto de ecuaciéon F(x,y,...) = 0 el gradiente VF(P) es
perpendicular a dicho objeto (F debe ser una funcion diferenciable)

La demostracion es asi (en dos variables): para cada curva (x(t), y(t)) contenida en la
superficie F(x, y) = 0 que pasa por P se tiene F(x(t), y(¢)) = 0. Por la regla de la cadena

VF(x(2), y(1)) - (x'(2), y' (1)) = 0.
111] Si P es un maximo o minimo relativo de una funcién F(x, y, ...) entonces VF(P) = 0.

La demostracion es parecida a la de funciones de una variable: si P = (x, y, z, . . .), por definicién

oF Fix+t vyv,z,...)—F(x, y, z,...

9F Py = lim ( y ) —F(x, y )

ox t—0 t

Si este limite fuese positivo entonces para valores de ¢ suficientemente pequefios todos los

cocientes
F(x+t y,2,...)—F(x, y,2,...)

t
serian positivos. Asi F(x +t, y, z,...) > F(x, y,z,...)sit > 0y F(x +t, y,2...) <
F(x, ¥, z,...) sit < 0. Luego P no podria ser ni maximo ni minimo. La misma idea si el
limite fuese negativo.

112] Se considera el punto (0,1) en la grafica de la
funcion f(x) = e*.

Calcular la recta tangente y la recta perpendicular a la
grafica que pasan por dicho punto.

Calcular el angulo de corte de dicha grafica con la recta
y=1

Encontrar para qué puntos de esa grafica la recta tangente
pasa por (2,1).
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113/ En el punto (4/5,3/5) de la curva x? + y* = 1 de R?, calcular la recta tangente y la recta
perpendicular o normal.

114 En el punto (1, 1,2) de la supercifie z = x? + y? calcular el plano tangente a dicha
superficie.

115] (Plano tangente a la grafica de una funcion en un punto) Para una funcién de dos

variables f : A ¢ R? — R, la grafica es la superficie z = f(x, ¥), que esta contenida en R>.

Cada punto (a, b) € A genera un punto de la grafica (a, b, f(a, b)). En este punto de la grafica
el plano tangente es

of (a,b) 9f(a,b)
ox 9y

, —1) . (x—a, y —b, z—f(a,b)) = 0.
Este plano tangente puede escribirse como

2 = flab)+ L @B (g 2@D 4
ox dy

que recuerda al polinomio de Taylor de grado 1 en el caso de una variable.

Los puntos criticos son aquellos en los que el plano tangente es horizontal. Esto es debido a que
estos puntos hacen que ambas derivadas parciales sean igual a 0, y para ellos el plano tangente

esz = f(ab).

Por ejemplo, para la funcién f(x, y) = x? — 2x +4y?, la grafica es la superficie z = x* — 2x + 4y
El punto (2, 1) tiene como imagen f(2,1) = 4 y por tanto genera el punto (2, 1,4) de la grafica.

En este punto (2, 1,4) el plano tangente tiene como ecuaciéon

of(2,1) 9f(2,1)
( ox 9y

—1)-(x—2, y—1 z—4) = 0,

es decir
(2, 8, —l)‘(x—z, y-1, 2—4) = 0.

Por tanto, este plano tangente es
z =4+2(x-2)+8(y—-1)

o también
z = =8+ 2x +8y.

Para esta funcion, el punto (1, 0) es critico (anula a las dos derivadas parciales), y por tanto, en
el punto (1,0, —1) el plano tangente es horizontal; tiene como ecuaciéon z = —1.

116/ ;En qué puntos de la superficie z = x?y la recta perpendicular pasa por el punto (0, 0,1)?

Se trata de considerar un punto de la superficie (a, b, ¢), es decir, un punto que verifique ¢ = a’b.

La recta perpendicular que pasa por dicho punto tiene como vector director a VF(a, b, c), donde
F(x,y,z) = x*y — z. Por tanto se trata de la recta de ecuacién (en forma paramétrica)

x = a+A2ab
y = b+ad?
z = c+A(-1)
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Para que esta recta pase por el punto (0,0, 1) hay que calcular las soluciones de

0 = a+A2ab
0 = b+d?
1 = a’b-2

Si a = 0 entonces la segunda ecuacion dice b = 0 y por tanto ¢ = 0. Una solucion es pues (0, 0,0).

Ademas es la inica solucion.

Si a # 0 entonces 1 + 2Ab = 0. Sustituyendo en las otra dos ecuaciones queda 2b* = a* (en
la segunda) y 4b* — 2b + 1 = 0. Esta tltima no tiene solucion, ya que 4b* — 2b + 1 es siempre
positivo. La funcién f(x) = 4x* — 2x + 1 tiene un minimo en el cual vale mayor que cero y f es
decreciente a su izquierda y creciente a su derecha.

117 ;En qué puntos de la superficie z = x* la recta perpendicular pasa por el punto (6, 2,3)?

118 Calcular el angulo de corte de las superficies

6x+y = 18-z
-z+y> = 0

en el punto (2, 2,4). De la segunda de esas superficies, calcular el plano tangente en el punto
(3,1,1).

119] Sobre el teorema de los multiplicadores de Lagrange.

Para cada maximo o minimo de una funcién F(x, y,...) con ciertas condiciones Gi(x, y,...) =
0, Gp(x,y,...) =0 existen escalares (multiplicadores de Lagrange) A4, ..., A, que verifican

VF(x,y,...) = 4VGi1(x,y,...) +...+ L, VGu(x, y,...).
Para determinar si ese punto es maximo o minimo se define la funcion (se llama funcién de
Lagrange)
Lx,y,...) = F(x,y,...) — LG1(x,y,...) —...— L,Gu(x,y,...)

y la matriz hessiana de H en dicho punto
L
H =
8x,- 8xj

Si la matriz es definida positiva, el punto es un minimo local. Ser definida positiva significa
que todos los menores principales (aquellos que contienen a la diagonal, y que tienen 6rdenes
1,2,...) tienen determinantes positivos.

(se han escrito x; en lugar de x, y, .. .).

Si la matriz es definida negativa, el punto es un maximo local. Ser definida negativa significa
que todos los menores principales tienen determinantes alternados, negativos y positivos,
empezando por negativo.

A veces este criterio no dice nada pues la matriz puede no ser ni definida positiva ni definida
negativa. En otros casos no hace falta utilizar esta matriz ya que se puede determinar si el
punto es maximo o minimo por otro método mas rapido.
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Con frecuencia las condiciones definen un conjunto compacto (cerrado y acotado, facil de

comprobar) y por tanto F debe tener maximo y minimo absolutos (siempre que F sea continua).

Luego basta comparar el valor que toma F (con otros valores o entre ellos) para saber si es un
maximo o un minimo.

En otros casos se puede ver facilmente que no hay maximo o no hay minimo por la naturaleza
del problema. Por ejemplo, la funcién F(x, y) = x + y? con la condicién x + y = 10 no puede
tener maximo, ya que para valores y grandes (y x = 10 — y para que cumplan la condicion) se
tiene que F(x, y) toma valores cada vez mayores.

La misma situacion (no hay maximo ni minimo) se encuentra al calcular los maximos y minimos
de F(x,y,z) = xz + y* con la condicién x + y + z = 100. Con este método de Lagrange
se obtiene como posible maximo o minimo el punto (40, 20, 40), en el cual la funcién vale
F (40, 20,40) = 40?+20? = 2000. Sin embargo, puntos proximos a él (y que cumplan la condicién
X + y + z = 100) como los puntos de la forma (40 — ¢, 20,40 + ¢) dan valores menores que 2000,
y puntos proximos (40, 20 — ¢, 40 + ¢) dan valores mayores. Esto hace que el punto no sea ni
maximo ni minimo (es un punto de inflexion).

Este método de comparacion de los valores en el punto y en los puntos préoximos es inevitable
cuando la matriz hessiana no aclara si se trata de un maximo o un minimo. Por supuesto, se
trata de ver como son los valores en los puntos préoximos, pero puntos que ademas cumplan
la condicion (o las condiciones) que aparece en el problema. En el caso anterior, para calcular
los maximos y minimos de F(x, y,z) = xz + ¥* con la condicién x + y + z = 100, se obtiene
como posible maximo o minimo el punto (40, 20, 40). A continuacién se mira qué dice la matriz
hessiana. Si el criterio no dice nada, se mira como son los valores de la funcion F en puntos
que verifiquen la condicion x + y + z = 100 y que sean proximos a (40, 20, 40). Comparando
los valores de F en el punto (40, 20,40) y en estos puntos proximos se vera si se trata de un
maximo o un minimo.

Otro ejemplo: la funcién F(x, y) = x + y con la condicién xy = 1 alcanza los extremos en (1, 1)
y (=1, —1). La matriz hessiana no dice nada en este caso. El primer punto es un minimo y el
segundo es un maximo, aunque la funcién vale 2 en el primero y —2 en el segundo.

120/ Resolver el problema de maximos y minimos condicionados

max/min x? + y?
six+y =100

Se trata de maximizar o minimizar la funcién F(x, y) = x* + y? sobre los puntos que cumplen
G(x,y) =0, donde G(x, y) = x + y — 100. Para ello se plantea el sistema VF = AVG, es decir

2x = A-1
2y = A-1

Su unica solucién es P = (50, 50), con A = 100.
Para clasificar este punto se puede hacer lo siguiente:

1) Se mira cuanto vale la funcién F en P y cuanto vale en los puntos cercanos. El valor de F en
P es F(P) = 5000. En un punto préoximo P’ = (50 + & 50 + §) que ademas cumpla la condicién
x + y =100 se tiene 50 + ¢ + 50 + § = 100, y asi § = —¢. Por tanto el valor de F en P’ es

F(P') = (50 +¢)? + (50 — €)® = 50% + 100¢ + €% + 50° — 100¢ + £ = 5000 + 2¢°
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que es claramente mayor o igual que F(P). Por tanto P es un minimo.

2) No hay argumento de continuidad y compacidad, ya que la condicién x + y = 100 define una
recta, que es un conjunto no acotado (y entonces no puede ser compacto)

3) La funcién lagrangiana es L(x, y) = (x* + y?) — A(x + y — 100). Ya se ha comprobado que
VL = (2x — A, 2y — A) se anula en el punto P. La matriz hessiana se consigue haciendo las
derivadas parciales de orden 2 de L, es decir

’L
H= = 20 .
0x0y 0 2
En el punto P = (50, 50), con A = 100, la matriz es

H(P):(z 0),

0 2

definida positiva: sus menores principales tienen la secuencia + +. Se trata de un minimo.

121 Resolver el problema de maximos y minimos condicionados

max/min x + y
six?+y2=1

Se trata de maximizar o minimizar la funcién F(x, y) = x + y sobre los puntos que cumplen
G(x,y) =0, donde G(x, y) = x*> + y* — 1. Para ello se plantea el sistema VF = AVG, es decir

1 = 2Ax
1 = 2Ay.

Sus soluciones son

P1 = /1:

=L 1 -1
(x19 yl) - \/2—3 \/5 5 \/2—5
-1 -1 -1

Py = (x2,y0) = $$ /1:$-

Para clasificar el primero de ellos se puede hacer lo siguiente:

1) Se mira cuéanto vale la funcién F en P; y cuanto vale en los puntos cercanos. El valor de F en
Pyes F(Py) = \/5 . En un punto préximo

2] ( ! + ! + 5)

=l—+¢—
UG TR
que ademas cumpla la condicién x? + y? = 1, es decir

1 2 1 2
—+g) +(—+5) =1
(% N

De aqui se sigue que £+ 8%+ \/5(£+5) = 0, lo que implica que ¢+8 < 0. Por dltimo, F(P,) = \/2_

y F(P]) = ;2 +e+ ;2 +6 = \/5+(£ +9) < \/2_ Por tanto, P; es un maximo. Argumentos

T

similares prueban que P, es un minimo.
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2) La funcidn F es continua y la condiciéon G(x, y) = 0 define un conjunto compacto (lo es por
ser cerrado y acotado). Por tanto F tiene en ese conjunto un maximo absoluto y un minimo
absoluto. Como F(P;) = \/5 y F(P;) = — \/2_, el primero es el maximo y el segundo es el
minimo.

3) La funcién de Lagrange es L(x,y) = x + y — A(x? + y? — 1). Su gradiente es VL(x, y) =
(1 —2Ax,1 - 21y). La matriz hessiana en este caso es

-2A 0
1= ( 0 -2 ) ‘
Por tanto, para P; (el valor A correspondiente es A = 1/ \/5 )

y se trata de un maximo: la matriz es definida negativa, ya que la secuencia de menores
principales es - +. Para el punto P, (con su correspondiente A = —1/ \/5 ) se obtiene

(6 5}

que es definida positiva y el punto es un minimo.

122 La funcién F(x, y) = x?y? tiene 2 minimos y un maximo sobre los puntos de la recta
x+y=1

Se trata de un problema de maximos y minimos condicionados

max/min x?y?
six+y=1

123 Se puede calcular el mayor rectangulo que puede
contener un semicirculo de cierto radio R. Para ello se plantea
cémo maximizar la funcion F(x, y) = 2xy sobre los puntos
que cumplen x%+y? = R%. Se entiende como rectangulo mayor
aquel que tenga mayor area.

e

El teorema de los multiplicadores de Lagrange plantea el sistema

2y = A-2x
2x = A-2y

La soluciéon es x = y = R/ \/2— y A = 1. La matriz hessiana en este punto es
-2 2
H =
( 2 _2 ) ,
y no permite clasificar en maximo o minimo. Se puede utilizar el argumento de compacidad
para comprobar que dicho punto es un maximo. También se puede comprobar que si se elige

un punto préximo P’ = (R/ \/E +& R/ \/E +J§) entonces debe cumplirse que ¢ + § < 0y asi
F(P’) < F(P), y por consiguiente P es un maximo (es el maximo absoluto).
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124/ La funcién F(x, y) = x?y? tiene dos minimos y un maximo sobre los puntos de la recta
x+y=1

Primera forma de probarlo: despejando una de las variables y
sustituyendo en la funciéon. Esta forma de proceder es la menos
indicada, ya que en muchas ocasiones no es posible despejar.
Ademas, en los casos en los que si se puede, los calculos suelen
ser mas largos y complicados. Este ejemplo es uno de los pocos
en los que todo esto funciona bien. Como se tratan con puntos
de la recta x + y = 1, se puede entonces poner y=1—-xyla
funcidn para la que hay que calcular sus maximos y minimos
es f(x) = x2(1 - x)%

Los calculos son sencillos. Basta encontrar los puntos que cumplen f’(x) = 0. Se obtienen dos
minimos, en x =0y x = 1, y un maximo en x = 1/2.

Segunda forma de probarlo (multiplicadores de Lagrange): se plantea el problema
max/min  x?y?
si x+y=1

El sistema VF = AVG, donde F(x, y) = x*y%, G(x, y) = x + y — 1, queda como

2xy? = A
2x’y = A

De aqui se sigue que xy? = x*y. Se obtienen entonces varias soluciones
« Six =0 entonces A =0, y = 1. Soluciéon P; = (0,1) con A = 0.
« Si y =0 entonces A = 0, x = 1. Solucién P, = (1,0) con A = 0.
« Six #0,y # 0, entonces x = y = 1/2. Solucién P3 = (1/2,1/2) con A = 1/4.

(un buen momento para recordar que en problemas simétricos como este, las soluciones deben
guardar simetria. Por eso, al salir como solucién (0, 1) debe salir también (1, 0). El papel de x e
y es intercambiable.)

La funcién de Lagrange es L(x,y) = x*y* — A(x + y — 1), cuyo gradiente es VL = (2xy* —
A, 2x%y — 1). La matriz hessiana (que debe salir simétrica por el teorema de Schwarz) es

_[ 2y 4xy
H= ( 4xy 2x? )

En los tres puntos anteriores se tiene

H(P1>:(§ 8) H<p2>:(g g) H(Pﬁz(lfz 1}2).

Este criterio no dice nada en ninguno de los tres casos. La forma de clasificar estos puntos es
viendo como es la funcién en ellos y en los alrededores de ellos. Por ejemplo F(P;) = 0y en los
puntos cercanos a Py la funcion es positiva. Se trata de un minimo. Lo mismo ocurre con P,.

Sin embargo, P; es un méaximo. El valor de F en P; es F(P;) = 1/16. Se considera un punto
cualquiera P; = (1/2 — ¢,1/2 + §) cerca de P; y que cumpla la condicién dada por el problema,
x + y = 1. Por tanto § = —¢ y entonces

iy = (3o (b = (2o < & = v
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que se cumple para valores pequefos de ¢.

125] Simetrias y soluciones. Es frecuente encontrarse problemas simétricos de cualquier
tipo, no solo para el calculo de maximos y minimos. Por ejemplo, el sistema

x2+y? =
x+y =

es simétrico en las variables x e y. Esto significa que si se hace el cambio x por y (y viceversa) y
se reescribe el sistema, el resultado es el mismo. Una solucion del sistema es (1, 0). La simetria
dice que otra solucién es (0, 1) (que lo es evidentemente).

El problema de maximos y minimos condicionados ya visto

max/min  x?y?
si x+y=1

es simétrico en las variables x e y. No es de extrafiar como son las soluciones.

El problema de méaximos y minimos condicionados

max/min xXy+z
si x2+ 92 +2°=10

es simétrico en las variables x e y, pero no hay mas simetrias. Las soluciones al sistema
V(xy+z) = AV(x? + y? + z2 — 10) son

Pi(x,y,2) = (0, 0, \/E) e

24/10
-1

Py(x, y,2z) = (0, 0,—\/10), A=
24/10
3 3 1
P3(x’y’z): (_27 _2’ 1)’ A:E
-3 -3 1
Py(x,y,2) = (—2, —2, 1), A= >
-3 3 -1
Py(x, y,2) = (—, e —1), it
o 2
3 -3 -1
Po(x, y,2) = (—, ) S
% 2

La simetria x <> y hace que las soluciones guarden ese intercambio entre los valores de ambas
coordenadas.

126 Resolver el problema de maximos y minimos condicionados

max/min  x%+2y+2z%+2
. x+y—-z = 3
- 2x+z = 4
[La solucioén que ofrece el método de los multiplicadores de Lagrange es (11/5,2/5, —-2/5), con
A =2,u=6/5. La matriz hessiana no decide en este caso si es maximo o minimo. Los puntos
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proximos a P = (11/5,2/5,-2/5) que cumplen las condiciones del problema tienen la forma
P’ = (11/5+¢,2/5+ 8,-2/5 + y), donde se debe cumplir que § = -3¢y y = —2¢. Es facil
comprobar que para la funcion F(x, y,z) = x2 + 2y + 2% + 2 se tiene F(P’) = F(P) + 5¢* > F(P).
Por tanto, P es un minimo (de hecho es un minimo absoluto).]

127] De todos los puntos (x, y, z) que verifican

x2+yz+z2 =1
x+2y+z = 0

calcular aquellos que hacen maximo el valor de la funciéon f(x, y,z) = z.

(se trata de los puntos que estan en la superficie de la esfera x? + y? + z2 = 1 y en el plano
x+2y+2z =0,y se pregunta cual de ellos esta a maxima altura)

128/ Calcular la distancia entre las curvas del plano y = x*+1 e y% = x.

Se trata del calculo de los puntos (x, y) y (a, b) de ambas curvas en los que consigue la menor
distancia. En definitiva, todo se reduce a calcular la solucion del problema de maximos y
minimos condicionados siguiente:

min (x — a)? + (y — b)?
y—-xt=1

3 a-b*=0

Es un problema que no tiene maximo (es evidente) y el minimo se calcula mediante la ecuacién
VF =AVG; +puVGy, es decir,

2(x—a) = A-(-2x) + p-0
2(y—-b) = A-1 + p-0
—2(x—-a) = A0 + p-1
-2(y-b) = 1-0 + p-(=2b)

A veces no es facil resolver estos sistemas aparentemente sencillos. En este caso, las soluciones
son
b~3/4 a=b*=9/16, x=1/4b=1/3, y=x*+1=10/9

y la distancia pedida es la distancia entre (x, y) y (a, b) para estos valores:

V(x —a)?+ (y — b)? ~ 0.4275.

Como ejercicio, es interesante utilizar el programa geogebra y medir experimentalmente esta
distancia para encontrar un valor muy similar.

129| Calcular la distancia al origen de la recta (recta en R® dada como interseccién de dos
planos)

x+2y = 4
x—y+z = 1

Se trata de encontrar la solucion (a, b, c) del problema (no hay maximo)
min x% + y? + 2%

{ x+2y = 4
si
x—y+z = 1

Ejemplos y ejercicios — 40




La distancia pedida sera /a? + b? + ¢2.

130 Comprobar que la distancia de un punto (a, b, ¢) a un plano Ax + By +Cz+D =0 es

|[A-a+B-b+C-c+D|

VA? + B2 + C?

Al plantear el sistema VF = AVG, donde F(x,y,z) = (x —a)>?+(y—-b)?+(z-¢c)y
G(x,y,z) = Ax+By+Cz+ D =0, se tiene

2(x—a) = AA
2(y—-b) = AB
2(z—c¢) = AC.
Entonces
2A(x —a) = MA?
2B(y—b) = AB?
2C(z—c) = AC?,
y sumando se obtiene
Aa+Bb+Cc+D
A=—
A%+ B?+(C?
Asi,
3 AAa+Bb+Cc+D+ 3 BAa+Bb+CC+D+b 3 CAa+Bb+Cc+D+
*e A%+ B2+ C? “ A%+ B2+ C? >/ A%+ B2+ C? “

En ese punto (x, y, z) la distancia al punto (a, b, ¢) es

|[A-a+B-b+C-c+D|

A2 + B2 + C?

Vx-a)?+(y=b?2+(z-c)? =

131| Para cada r > 0 calcular

max Xxyz
six?+y?+22 =12

Deducir que
Xyz

lim TR
(x,3.2)—(0,00) x“+ y“+z

132/ Calcular los extremos de la funcién x+27y sobre los puntos de la circunferencia x*+y? = 1.

Las soluciones se encuentran resolviendo el

P
problema
{maxx+2y xX2ry?=1 \x+2y:\/§
six?+y?=1. 'Qx+2y:1
En la grafica de la derecha puede verse un ; x+2y=0
dibujo de la situacién y los puntos Py Q que se Q
obtienen como soluciones. x+2y=—+/5
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En esos puntos, los vectores gradientes a ambos objetos (la funcién F(x,y) = x + 2y y
circunferencia G(x, y) = x*>+ y% —1 = 0) llevan la misma direccién, es decir, son proporcionales.
Esto es lo que dice el teorema de los multiplicadores de Lagrange, que graficamente parece
evidente.

Calculo de los extremos: al resolver el problema, planteando la ecuaciéon V F = A V G, se obtiene

1 = A1-2x
2 = A-2y

cuyas soluciones son

Clasificacion de los extremos: la funcion F es continua y la circunferencia x*> + y*> = 1 es un
conjunto compacto, ya que es cerrado y acotado. Por tanto F alcanza el maximo y el minimo
absolutos. Y P y Q son esos puntos. El valor de la funcion en ellos es F(P) = \/5_ y F(Q) =— \/E
De aqui se sigue que P es el maximo y Q es el minimo.

Este razonamiento de funcioén continua sobre un compacto permite clasificar de forma rapida
algunos puntos, aunque no siempre puede utilizarse. Por ejemplo, hay muchas veces que la
condicién (o condiciones) definen un conjunto no compacto.

En general, para clasificar los puntos candidatos a ser maximo o minimo, se mira la funciéon
lagrangiana y la matriz hessiana en cada uno de ellos.

La funcion lagrangiana es L = F — AG. Para el punto P se tiene

\5

5
L(x,y) =x+2y— T(x2+y2— 1).

Es evidente que V L(P) = 0, ya que precisamente se ha encontrado P como solucién de esta
ecuacion. Notese que VL(x,y) = (1 - A-2x, 2—A-2y). La matriz de derivadas parciales de
orden 2 en P (matriz hessiana) es

[V %)

0 F

que es definida negativa. Por tanto P es un maximo.

Para el punto Q se elige
V5o
L(x,y) :x+2y+7(x +y°—-1)
y se obtiene una matriz definida positiva, por lo que Q es un minimo.

133] El teorema de Fubini no siempre es cierto. Es necesario que la funcién cumpla ciertas
condiciones en el rectangulo que se trata. Por ejemplo, si f(x, y) es continua en el rectingulo
A = [a,b] X [c,d], entonces si es verdad

//Af(x,y)dxdy=/ab/cdf(x,y)dydxz/cd/abf(x,y)dxdy.
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Sin embargo, para la funcion

2_ .2
y*—x
b = —, 0’ 0 = 05
fy) = e £00)
se tiene
1 P15, 1 Pl 5,
Yy —x s Yo —x T
————dydx = ——, ————dxdy = —.
// ey T // Gy Y T
S 2 2
134 Se puede calcular el area de una elipse Q de ecuacién x_z + % = 1 haciendo el cambio
a
de variable
X = au
y = bv.

Asi Q se transforma en el circulo unidad Q’ y utilizando el teorema de cambio de variable

1 2r
|Q|=//1dxdy = '// l-a-bdvdu = ab/ / rdodr = mab
Q Q 0o Jo

(en la ultima integral se hace el cambio a coordenadas polares).

'135] Se considera la region Q delimitada por la grafica de la funcién f(x) = 1 — x? en el
intervalo [—1, 1]. Se hace girar Q alrededor del eje x = 1 (es una recta vertical), como se muestra
en la ilustracion:

El volumen del sélido de revoluciéon que se consigue es

V=2r- dist(eje, (x, ?)Q) -1Ql.

. i _ i 4 8rm
En este caso se tiene |Q| =4/3,x =0,y =2/5,yasiV=27-1- 3-3
- 2
\&] Se considera la region Q del primer cuadrante del plano, y=x
delimitada por las rectas x = 0, y = x, y por las circunferencias de Q
centro el origen y radios 1 y 2, tal y como se muestra en el dibujo 1
de la derecha. y 2
Calcular el volumen del sélido de revolucion que se consigue al | /.
hacer girar Q alrededor de la recta y = x/2 1 5
matematicas.unex.es/~fsanchez Ejemplos y ejercicios — 43
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137] La recta y = x divide al primer cuadrante en dos mitades simétricas. Cada una de estas
mitades puede volver a dividirse en partes iguales con dos rectas, cuyas inclinaciones son /8
y 37/8. ;Son estas rectas las que tienen como ecuacion y = 2x o y = x/2?

Son rectas parecidas, aunque no coinciden. La funcién arctg no es lineal: si un punto esta en la
recta y = x entonces el angulo tiene tg igual a 1; pero la mitad de pendiente y = x/2 no da la
mitad del angulo. La recta y = x/2 se eleva con un angulo de unos 26 grados. La recta y = 2x
tiene una inclinacion de unos 63 grados (un angulo cuya tangente es 2). Por ejemplo, el punto

(1/4/5,2/+/5 ) esta en la recta y = 2x.

La recta y = (\/E—l)x se eleva un angulo a = /8 sobre el eje X. Es decir, tg /8 = \/5—1.

Esto puede comprobarse utilizando las conocidas férmulas sen® 7/8 = (1 — cosx/4)/2 y
cos? /8 = (1+cosm/4)/2.

Similarmente, tg37/8 = \/5+1. Larecta y = (\/5+1)x se eleva 371/8 sobre el eje X.

138 Primitiva de la primitiva. Sea f : [a, /] — R una funcién continua. Entonces

G(x) = /x(x— t)f(t)dt

verifica G”’(x) = f(x) para todo x € [a, b] (es la segunda primitiva de f).

Los calculos son sencillos (utilizando el teorema fundamental del calculo integral):

G(x):x/xf(t)dt—/xt-f(t)dt.

Por tanto, .
G'x) = [ f(0de+xf () - xf o)
y asi G”'(x) = f(x).

Por otra parte, como la primitiva de f es

F(y) = / o

6= [ Foiy = [ [ pwardy

la integral doble ffc f donde C es el conjunto representado a la
derecha.

entonces

139] Si f(x,y) = ye* — x y g(x, ¥) = yx?, comprobar que para los conjuntos

1 X = yz (2: 1)

2.0)
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se tiene

//f_—9e+247 //_3 //f_l 19 //_4
W2 20 ° 97 56 T 4e? 12’ 7T 5

A

140 Comprobar los resultados siguientes: (0,1) (1,1)
ﬂ(x—y)dxdyzl/é, //(x+2y2)dxdy:2/3, B
A B A
haciendo ambos de las dos formas posibles (colocando los (1 0)>

limites de integracion para x y luego para y, o al revés.)

141] Se considera el paralelepipedo T de base cuadrada de lado 1, y de altura 4, como en el
dibujo. También se considera el sdlido U de igual base pero delimitado por el plano x+ y+z = 10,
como muestra la figura de la derecha.

z Zx+y+z:10

& 1 \.&1

Calcular |T| y |U]| (el volumen de ambos). Calcular las integrales

(x+2z)dxdydz, (yz —x*) dxdydz.
I /A

142 Para una figura plana Q, el centro de masas (x,, y) se define mediante

//xd(x,y)dxdy y
Xm = ﬁ//{)xd(x,y)dxdy - /Zd(x’y)dxdy , Q

[ vty axay
= i [[ vty axdy - /Zd(x,y)my .

4

~

Similarmente se puede definir el centro de masas para sdlidos del espacio.
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Para un rectangulo Q = [0, 10] X [0, 2], su centro geométrico es (X, y) donde por ejemplo

) //xdxdy
fzﬁf/xdxdy = 2
@ ‘//Qldxdy

En este caso no hace falta utilizar integrales para obtener (X,y) = (5, 1). Para conocer su centro
de masas es necesario saber la densidad en cada punto de Q. Por ejemplo, si en cada (x, y) € Q
la densidad viene dada por d(x, y) = x? + y, entonces el centro de masas es el punto (X, ym)
donde

10 p2
. / /x(x2+y)dydx
_ .. _ Jo_ Jo
Xy = (<) ‘//Qxd(x,y)dxdy T oo 2 ,
(x“+y)dydx
o Jo

/10/2 (2 )d d

yx"+y)ayax

m(lQ) //de(x’y)dxdy ] 0/100/2(x2+y)dydx |
0 0

Ym

143/ Se considera la region plana A delimitada por la parabola y = x* y larecta y = 6 — x.
Calcular su area, su centro geométrico y la longitud de su frontera.

Si f(x,y) =1+ x?, calcular el volumen que encierra la grafica de f sobre A y la superficie de
dicha grafica que esta en la vertical de A.

Si en cada punto (x, y) € A la densidad viene dada por d(x, y) = 10 — y, calcular la masa de A
y su centro de masas.

Calcular el volumen de sélido de revolucion que se consigue al hacer girar A alrededor del eje
X. Y el volumen si se hace girar alrededor de la recta2x + y+8 =10

144 | Sea A el rectangulo [0, 100] % [0, 2]. Calcular su area y su centro geométrico. Calcular el
volumen que se obtiene al hacerlo girar alrededor de la recta y = x + 2.

Si en cada punto la densidad viene dada por d(x, y) = x + y, calcular la masa y el centro de
masas de A.

145 Calcular el volumen del s6lido delimitado por las graficas de las funciones f(x, y) =
x? + 9%y g(x,y) = 8 — x> — y2. Calcular la superficie de dicho objeto.

146 Justificar cada uno de los pasos siguientes:

® senx *© © Y
/ dx = / senx(/ et dt) dx = / / senx - e X dxdt
0 X 0 0 0 0
3 /°° dt =«
Jo 241 27

(para calcular / senx - e ' dx se hace la integracion por partes con u = e~

Xy dv = sen xdx).
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Puede verse en https://web.williams.edu/Mathematics/1g5/Feynman.pdf algo sobre otra
, . . 1y , . . +00

técnica de integracion (de Feynmann) para el calculo de ciertas integrales, como /0 5. Se

conoce como «Feynman integration trick».

147] Se considera en R el sélido T delimitado lateralmente por el cilindro x* + y* = 1,
inferiormente por el plano z = 0 y superiormente por el plano z = 10 — x. Calcular su volumen.
Calcular su masa si en cada punto (x, y,z) € T la densidad es d(x, y,z) = x* + y%

148] Para una funcién F(x, y) = f(x) - g(y), donde f,g : R — R son continuas, el teorema
de Fubini se puede ampliar a

/ab/Cdf(x)g(y)dydx _ /cd/abf(x)g(y) D (/abf(X) dx) (/cdg(y) dy)'
Por ejemplo, - 2 | |
</0/0 xy*dydx = (./0 xdx) (./0 yzdy) _ l'g'

Como aplicacion, se puede probar que

+00

’ . . e 2
Para comprobar esto ultimo, si I = / e ™ dx entonces

—00

+00 ) +00 ) +00 +00 ) ,
(/ e dx) (/ e dy) = / / e e dxdy
;oooo oo : 2_00 —00 —00
/ / eV dxdy

27
/ / re”” de dr (pasando a coordenadas polares)
0
+00

|

149] Se considera la cuarta parte del circulo de radio 1 que esta en el primer cuadrante, es
decir, la regién que verifica x* + y* < 1, x, ¥ > 0. Calcular la distancia media al punto (1, 0).

1—2

+00
0
2
—e r] = 7.
0

150] Un objeto se mueve desde el punto (-1, 1) al (1, 1) siguiendo la parabola y = x?. Calcular
en qué puntos del trayecto esta lo mas cerca y lo mas lejos del punto A(0, 1). Calcular la distancia
media a ese punto A.

151 Calcular la distancia media de los puntos de un cuadrado a su borde. Indicacién:

(1,1)

d(x,y) =x — —d(x,y)=1-x

(0.0) d(x,y) =y
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152] Calcular la superficie de una esfera de radio R.

153/ Se puede probar que para una curva cerrada C : (x(), y(t)), ¢ € [a, b], el area encerrada
es

cl = =

b
/ x' () y(t) dt

b
/ x(t)y’(t) dt

Que esas integrales coinciden se sigue de x’y = (xy)’ — xy’. Por el teorema de Green, que no
se ha visto este curso, ambas coinciden con ese area encerrada por la curva.

Por ejemplo, una circunferencia centrada en el origen y de radio 1, cuya expresion es
C: (cost, sent), t € [0, 2r], encierra un area igual a

2
/ cos® t dt
0

154 | Identificar las curvas (en coordenadas polares r, ¢)

=TT

a) r = ¢ (espiral de Arquimedes) c)r=1

b) r = cos? ¢ d) r =1+ cos ¢ (cardioide)

Se puede acceder por ejemplo a la pagina www.wolframalpha.comy teclear

polar plot r=cos”*2 theta
(se utilizan coordenadas polares r, 0)

155] La curva r = cos 0 (en coordenadas polares) es una circunferencia de radio 1/2 centrada
en (1/2,0). Su ecuacién es (x — 1/2)? + y* = (1/2)?, que se obtiene al reescribir r = cos 6 en
coordenadas cartesianas.

De la misma forma, una circunferencia de radio 1 centrada en (1,0) tiene como ecuaciéon
(x — 1)2 + y? = 1. Esta ecuacién es r = 2cos en coordenadas polares. El interior de la
circunferencia es (x — 1) + y* < 1 o también r < 2cos

156 Calcular el area del cuadrilatero de vértices

A(1,0,9), B(1,1,8), C(0,1,9) y D(0,0, 10).

Se trata de un cuadrilatero S’ situado en el plano de ecuacién x + y + z = 10, cuya ecuacion se
puede calcular facilmente: ecuaciéon de un plano que pasa por esos puntos. Luego esos puntos

estan en la superficie del plano z = 10 —x — y, que es la grafica de la funcioén f(x, y) = 10—x—y.

Ejemplos y ejercicios — 48

)




Departamento de Matematicas
Universidad de Extremadura

u

o=
EX

~

matematicas.unex.es/~fsanchez

Y esos puntos son las imagenes de las esquinas del cuadrado unidad S de R2. Por tanto, la
superficie del cuadrilatero S’ es

f(xy\  (of ) B B B
/‘L\/l+( P )+( 2y )dxdy—\/g//sdxdy—\/S_|S|—\/3_.

En realidad el cuadrilatero es un rombo, cuyos lados miden todos \/5 y sus diagonales miden
V2 y /6. Su superficie es la mitad del producto de sus diagonales: /2 1/6 /2 = +/3.

ﬁ

157) Gradientes y potenciales: representacién grafica. Se han representado (en este

orden) las funciones fi(x,y) = x2 + y*, f2(x,y) = xy y fi(x,y) = 1 — \/x2+ 2, y sus
gradientes (como campos de vectores)
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'158] Otro ejemplo: Potencial gravitatorio

Viene dado por la ecuaciéon

——— . o - Lo
con r = y/x? + y? + z?. El vector unitario de direcciéon puede escribirse como 4, = —, con lo
r
que

G-M-m
F=-——r.
r
Esta funcion es el gradiente de
G-M-m
¢(xa ) Z) -
r
que es la funcién potencial,
é( ) G-M-m
X, P2) = —————.
4 x2 + y? + 22

La siguiente grafica muestra el caso de dos variables, el potencial y su gradiente (tomando la
constante GMm = 1).

159] Mas ejemplos. La primera grafica corresponde a la funcién f(x,y) =2 —x — y.Esun
plano de ecuacion x + y +z = 2.
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La segunda corresponde a la funcion g(x, y) = /x? + y?. Su grafica es una superficie en forma
de cono. Dibujar su gradiente (el campo de vectores)

s P P Ps P Ps P s v
Z s v P v P v P v P

Ps Ps P Ps P Ps P s ¥

P P P P P P P P P

P Ps P Ps P Ps P Ps ¥

P P P P P P P P P

s ¥ v P P s P s v
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X Y v v v ¥ v Ps P v v

@ La gréfica de la funcién f(x, y) = x? + y? en dos dominios distintos. Uno es un circulo
y otro es un cuadrado. La grafica parece distinta, aunque se trata de la misma superficie: el
paraboloide formado por los puntos que verifican z = x® + y?. Esto puede confundir a los
usuarios de programas informaticos en los que se dibujan graficas sin especificar cuél es el
dominio de definicion de la funcion.
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