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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: Preliminares. Anilisis combina-
torio

Calcular el niimero de elementos del espacio muestral en cada uno de los siguientes experimen-
tos aleatorios:

a) Se lanza una moneda cinco veces consecutivas.

b

) Se lanzan simultdneamente cinco monedas.
¢) Se seleccionan cinco cartas al azar, de una en una, de una baraja de 40 cartas.

d

e

De una habitacién en la que hay 7 personas, van saliendo todas de una en una y al azar.
De una caja con diez bombillas de las que tres estan fundidas, se extraen de una en una
y al azar todas las bombillas.

Si hemos ordenado al azar una enciclopedia de 10 tomos, calcular la probabilidad de que los
tomos 1 y 2 aparezcan juntos y en este orden.

De un lote de 10 articulos, de los que haya tres defectuosos, se extraen simultdneamente 5
articulos. Calcular la probabilidad de que entre los extraidos haya dos defectuosos.

. Si lanzamos cuatro dados equilibrados, jqué probabilidad hay de sacar menos de seis puntos?

Calcular la probabilidad de cada premio, tanto en la quiniela como en la loteria primitiva.

En un aula con n alumnos, jcudl es la probabilidad de que al menos dos cumplan anos el
mismo dia del mismo mes?

Cuatro articulos han sido extraidos de cuatro lotes distintos (uno de cada lote) en cada articulo
viene marcado el lote de procedencia, pero al devolver cada articulo a un lote lo hacemos al
azar. Calcular la probabilidad de que haya k aciertos en las devoluciones para k =0, 1,2, 3, 4.

Cuatro amigos deciden ir, por separado, a uno de los seis bares del pueblo. De todas las
situaciones posibles, jcudl es la mas probable?

(Cuantos numeros telefénicos diferentes de siete digitos se pueden formar si el primero no
puede ser cero?

Se escogen seis cartas al azar de una baraja de cuarenta. ;Cudl es la probabilidad de extraer
algun as y un figura?

a) Si k personas se sientan aleatoriamente en una fila de n asientos (n > k), jcudl es la
probabilidad de que ocupen k asientos contiguos? b) Si k personas se sientan aleatoriamente en
n sillas dispuestas en circulo (n > k), {cudl es la probabilidad de que ocupen k sillas contiguas?
¢) Si k personas se sientan aleatoriamente en una fila de 2k asientos, jcudl es la probabilidad
de que no haya dos personas sentadas en asientos contiguos? (Resolver inicialmente todos los
apartados para k =3 y n = 5).
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
PROBLEMAS: TEMA 1. Probabilidad

. Se considera el experimento aleatorio consistente en lanzar tres dados al aire y anotar los

puntos de las caras superiores.

a) ¢{Cudntos elementos tiene el espacio de observaciones?
b) Calcular la probabilidad de obtener al menos dos 5.
¢) Calcular la probabilidad de sacar dos 2 y un 3.

Supongamos que ordenamos los digitos 1,2,...,n aleatoriamente, ;cudl seria la probabilidad
de que los digitos 1,2,...,k, (k < n) aparezcan juntos y en ese orden?

Una enciclopedia que consta de 5 voliimenes es colocada en una estanteria de forma aleatoria
;,Cudl el la probabilidad de que la colocacion resulte en el orden natural?

. Un centro de cédlculo dispone de tres procesadores. Supongamos que se reciben n trabajos para

realizar y se asignan de forma aleatoria entre los tres procesadores. Calcular la probabilidad
de que exactamente un procesador no tenga ningun trabajo asignado.

Si tenemos una urna con diez bolas distintas, determinar la probabilidad de que entre tres bolas
bolas elegidas aleatoriamente con reemplazamiento (esto es, de modo que cada vez que sacamos
una bola la volvemos a introducir en la urna) aparezcan exactamente 1, 2 6 3 diferentes.

Supongamos que extraemos k bolas de una urna que contiene n bolas numeradas de 1 a n con
reemplazamiento ; Qué probabilidad hay de que todas las bolas seleccionadas tengan niimeros
distintos?

Se escogen al azar tres l[dmparas entre 15 de las cuales 5 son defectuosas. Hallar la probabilidad
de que:

a) Ninguna sea defectuosa.

b) Una exactamente sea defectuosa.

¢) Una por lo menos sea defectuosa.
Los jugadores J1 y J2 disputan un partido de tenis al mejor de cinco sets (gana el que consiga
adjudicarse tres sets). Si J1 tiene probabilidad p (0 < p < 1) de ganar cada set, calcular:

a) La probabilidad de que gane el partido J1.

b) La probabilidad de que gane el partido J2 en el k-ésimo set, k = 3,4, 5.

Calcular la probabilidad del conjunto de los nimeros naturales que son divisibles por 3, no son
divisibles por 5 y son divisibles por 4 o por 6.

Un punto es elegido aleatoriamente sobre el cuadrado unidad. Calcular la probabilidad de que
dicho punto se encuentre en el conjunto:

a) A={(z,y) €[0,1]>: 0<2<1/2; 1/2<y<1}
b) B={(z,y) €[0,1)*: (z — 1/2)* + (y — 1/2)> < 1/4}
c) C={(z,y) €[0,1]%: 2% +y* < 1}

Dos ndmeros z e y son elegidos al azar en [0, 1]. Determinar la probabilidad de que su suma
sea menor o igual que 3/2 y su producto sea menor o igual que 1/4.

En un intervalo de longitud uno, se eligen al azar dos puntos. Determinar:



a) La probabilidad de que cada uno de los tres segmentos formados tengan longitud mayor
que 1/4.

b) La probabilidad de que los tres segmentos resultantes puedan formar un tridngulo. (Nota:
Es condicién necesaria y suficiente para que tres segmentos puedan formar un tridngulo
que la longitud de cada uno de ellos sea menor que la suma de los otros dos).

13. Sobre una circunferencia se toman al azar tres puntos. Calcular la probabilidad de que tales
puntos estén situados en un mismo arco de 90 grados.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
PROBLEMAS: TEMA 2. Probabilidad Condicionada

. Un moneda con probabilidad p de obtener cara se lanza n veces. Sea E el suceso “una cara
se obtiene en el primer lanzamiento” y F} el suceso “exactamente k caras se obtienen” ;Para
qué pareja (n, k) son E y Fy independientes?

. En una urna hay 5 bolas, 3 azules y 2 verdes. Se saca una bola de la urna y sin mirarla, se
guarda. A continuacién se vuelve a sacar otra bola que es verde. ;Cudl es la probabilidad de
que la primera haya sido verde? Y si la segunda hubiera sido azul, ;cudl es la probabilidad de
que la primera sea verde? ;Y azul?

. Un estudiante solicita dos universidades, la de Sevilla y la de Extremadura. Con una proba-
bilidad de 0.5 puede ser aceptado en la universidad de Extremadura, de 0.3 de ser aceptado
en la de Sevilla y 0.2 en ambas ;Cudl es la probabilidad de que sea aceptado en Extremadura
si es aceptado en Sevilla? ;Es el suceso “ser aceptado en Extremadura”’ independiente de ser
aceptado en Sevilla?

. Tenemos tres cajas: Caja I contiene 10 lamparas de las cuales 4 son defectuosas; Caja II
contiene 6 lamparas con 1 defectuosa; Caja III contiene 8 con tres defectuosas. Escogemos
al azar una caja y luego sacamos al azar una lampara ;Cudl es la probabilidad p de que la
ldmpara sea defectuosa?

. Tres maquinas A, B y C producen respectivamente 50 %, 30 % y 20 % del nimero total de
articulos de una fabrica. Los porcentajes de desperfectos de produccién de estas maquinas son
3%, 4% y 5%. Si se selecciona al azar un articulo, hallar la probabilidad de que el articulo
sea defectuoso. Si un articulo seleccionado al azar resulta ser defectuoso, halla la probabilidad
de que el articulo fue producido por la méquina A.

. La probabilidad de que una familia elegida al azar tenga exactamente k hijos es: pg = 1 —
ap/(1 —p)sik = 0;pp = ap® si k > 0, (0 < p < 1), (a > 0) Sabiendo que hay una
probabilidad ¢ (0 < ¢ < 1) de que un hijo (independientemente de los demds) tenga los ojos
azules, elegida una familia al azar, determinar:

a) La probabilidad de que tenga exactamente r (r > 0) hijos con los ojos azules.

b) La probabilidad de que tenga exactamente r hijos varones (r > 1), (suponemos que los
sucesos ser varén y ser mujer, son equiprobables).

¢) La probabilidad de que tenga al menos dos hijos varones sabiendo que al menos tiene
uno.

d) La probabilidad de que haya tenido exactamente k hijos, sabiendo que tuvo r (r > 0) con
ojos azules.

. En una ciudad la mitad de los dias llueve. Las predicciones meteorolégicas aciertan 2/3 de
las veces, es decir, la probabilidad de que llueva, supuesto que se ha predicho lluvia, y la
probabilidad de que no llueva, supuesto que se ha predicho que no llueve, ambas son iguales a
2/3. Cuando se predice lluvia, la senora Laura coge su paraguas, y cuando se predice que no
va a llover, lo coge con probabilidad 1/3. Supuesto que no se ha predicho lluvia, el hecho de
que llueva y de que Laura coja su paraguas son sucesos independientes. Determinar:

a) La probabilidad de que la sefiora Laura no tenga paraguas supuesto que llueve.

b) La probabilidad de que no llueva supuesto que lleva paraguas.
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Una pastelerfa vende tres tipos (A, B y C) de cajas con dulces navidefios. La caja A contiene
3 mazapanes y 12 mantecados, la B, 5 mazapanes y 10 mantecados y la C, 6 mazapanes y
9 mantecados. Se lanza un dado, si sale 1, 2 6 3 se selecciona una caja tipo A, si sale 4 6 5,
una tipo B, y si sale 6 una tipo C. De la caja seleccionada se extraen, sin reemplazamiento, 3
dulces. Sabiendo que uno de ellos es un mazapéan jqué tipo de caja tiene mayor probabilidad
de haber sido seleccionada?

En un laboratorio hay tres tipos de cultivos bacterianos. Sabiendo que hay el doble de placas
cultivadas del primer tipo que del segundo, que hay las mismas placas cultivadas del segundo
que del tercero, y que resultan estar contaminadas el 10 %, 20 % y 25 % de las placas cultivadas
del primer, segundo y tercer tipo, respectivamente, determinar:

a) La probabilidad de que elegida aleatoriamente una placa en ese laboratorio, resulte estar
contaminada.

b) La probabilidad de que una placa, que resulté estar contaminada, sea del tercer tipo.

Disponemos de n camadas de ratones, en cada una de las cuales hay cuatro machos y seis
hembras, y de otra que tiene cinco machos y cinco hembras. Elegimos al azar una camada entre
las n + 1 disponibles y extraemos (sin reemplazamiento) dos ratones, resultando ser hembras.
Determinar n, sabiendo que hay una probabilidad de 1/7 de que en la camada elegida haya
cinco machos y cinco hembras.

Si una moneda trucada, con probabilidad p (0 < p < 1) de obtener cara, es lanzada hasta que
aparece cara por primera vez, jcudl seria la probabilidad de que el nimero de lanzamientos
requeridos sea impar?

Las hormigas A y B estdn inicialmente en los extremos indicados en la cuadricula adjunta. En
el mismo instante de tiempo y con idéntica velocidad, cada una de ellas se dirige hacia la otra
tomando como caminos los lados de los cuadrados de dicha cuadricula. Sabiendo que cada vez
que se encuentran con un cruce de caminos, con probabilidad 1/2 contintan hacia adelante y
con probabilidad 1/2 giran hacia su derecha, determinar razonadamente:

a) La probabilidad de que las dos hormigas se encuentren en un cruce.

b) La probabilidad de que si las hormigas se han encontrado en un cruce, la hormiga A haya
pasado por P y la hormiga B lo haya hecho por P’.

B

A

N tiradores disparan, de forma independiente, sobre un objetivo. El tirador i-esimo deja de
disparar en el momento en que consigue hacer diana (lo cual ocurre con probabilidad p;).
Sabiendo que cada uno de ellos dispone de k cartuchos, determinar la probabilidad de que:

a) Ningin tirador consuma su municién.

b) Unicamente un tirador consuma su municién.

¢) Al menos un tirador no consuma su municién.

Una fabrica produce tubos electrénicos en paquetes de N unidades. Sea pj la probabilidad de
que un paquete contenga k tubos defectuosos (0 < k < m,m < N).
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a) Si un paquete contiene k tubos defectuosos, jcudl serfa la probabilidad de que en una
muestra de n tubos (0 < n < N) tomada de dicho paquete, se observen r (r < min{k,n})
tubos defectuosos?

b) Determinar la probabilidad de que en una muestra de n tubos tomada de un paquete se
observen 7(r < m) tubos defectuosos?

¢) Si tomamos una muestra de n tubos de cierto paquete y observamos que r(r < m) tubos
estan defectuosos, jcudl seria la probabilidad de que el paquete seleccionado contenga
k(k > r) tubos defectuosos?

Diez personas llegan a una fiesta y dejan sus sombreros en el guardarropa. El chico que atiende
el guardarropa olvida ponerle etiquetas a los sombreros, y cuando van las diez personas a
recoger los sombreros, los reparte de forma aleatoria ;Cudl es la probabilidad de que al menos
una persona reciba su sombrero?

Los héabitos de estudio de cierto estudiante son: si estudia una noche, con toda seguridad no
estudia la noche siguiente, y si no estudia una noche hay un 50 % de posibilidades de que lo
haga la noche siguiente.

a) ¢{Qué probabilidad hay de que estudie el jueves por la noche, sabiendo que lo hizo el lunes?

b) Un lunes por la noche decide lanzar un dado y si sale el 4 entonces estudia, en caso
contrario no estudia, ;qué probabilidad hay de que estudie el jueves por la noche?

La probabilidad de que se reciban k llamadas en cierta central telefénica durante un periodo

de tiempo t es:
—At M k
pp = A k(' ) k=0,1,... (A>0)
Es conocido que hay una probabilidad p (0 < p < 1) de que la llamada sea atendida. Determi-
nar:

a) La probabilidad de que sean atendidas exactamente r (r > 0) llamadas en un perfodo de
tiempo ¢.

b) La probabilidad de que se hayan producido k llamadas en el periodo ¢ si fueron atendidas
.

¢) La probabilidad que en el periodo ¢ hayan sido atendidas al menos dos llamadas sabiendo
que al menos fue atendida una.

Una urna contiene tres bolas bolas rojas y siete blancas. Se saca una bola de la urna y se
reemplaza por una del otro color. Se saca de la urna una segunda bola.

a) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea roja.

b) Si ambas bolas son del mismo color, jcuél es la probabilidad de que las dos sean blancas?

La probabilidad de que un jugador de tenis gane un punto cuando le entre el primer servicio
es de 0.8 y de que lo gane con el segundo servicio es de 0.5. Teniendo en cuenta que o bien
el primer servicio o bien el segundo le entra, y que la probabilidad de que le entre el primer
servicio es de 0.3, calcular:

a) La probabilidad de que gane un punto.
b) La probabilidad de que gane un juego.

Un jugador lanza un dado. Si obtiene como resultado un multiplo de tres gana. En caso
contrario, contintia lanzando el dado, hasta que obtiene el mismo resultado que en el primer
lanzamiento o un miltiplo de tres. En el primer caso gana y en el segundo pierde. Determinar
la probabilidad de ganar el juego.

Un frutero contiene 20 cerezas de las cuales 15 tienen los huesos quitados. Un nifio gloton
se come cinco de las cerezas, eligiéndolas aleatoriamente, sin observar si tienen hueso o no.
Acto seguido, se elige una cereza al azar de la quince restantes. Determinar, justificando la
respuesta:



a) La probabilidad
b) Supuesto que esta se comiera al menos

un hueso.




PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 3. Variable aleatoria unidimen-
sional

1. Consideremos el lanzamiento de tres monedas (no trucadas) al aire.
a) Obtener el espacio muestral €2 de dicho fenémeno aleatorio. Denotemos por Y el ndmero
de caras obtenidas.
b) Si consideramos sobre €2 la o—dlgebra P(€), jserfa Y una variable aleatoria?

c¢) Si consideramos sobre ) la o—dlgebra generada por A; = {CCX}, Ay = { XXX}y
As =Q — {41 J As}, {serfa Y una variable aleatoria?

d) Determinar (cuando Y sea variable aleatoria) su funcién de distribucién.
2. Hemos tirado un dado 10 veces y hemos obtenido en dos ocasiones un seis. Determinar la

funcién de probabilidad y la funcién de distribucién de la variable aleatoria “ntimero de seis
obtenidos en las cuatro primeras tiradas”.

3. Seapr=p(l-p)* k=0,1,... 0<p<1)
a) Probar que {py, }r>0 constituye una funcién de probabilidad para alguna variable aleatoria
X que toma el valor k con probabilidad px, k=0, 1, ...
b) ;Cuadl serfa la funcién de distribucién de X?

¢) Determinar P(n < X < N) donde n, N (N > n) son enteros positivos.

4. Sea
f2ze % siz >0

f“’(x)_{ 0 siz <0
(6 >0).

a) Probar que es una funcién de densidad
b) Determinar la correspondiente funcién de distribucién.

¢) Si X es una variable con dicha funcién de densidad, obtener P(X > 1)
5. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

0 si x <0
f(z) = /2 si 0<z<1
r72/2 i x>1

Determinar la funcién de densidad de la variable aleatoria X —1.
6. Sea X una variable aleatoria positiva con funcién de densidad f(z).

a) Determinar la funcién de densidad de la variable aleatoria Y = X (1 + X)~ 1.

b) En particular, si :
1 si0<x<1
f(a:) - { 0 en caso contrario

Determinar la funcién de densidad de Y.

7. Un punto es elegido aleatoriamente sobre la circunferencia de un circulo de radio 7 con centro
en el origen, determinar la funcién de densidad de la abscisa del punto seleccionado.
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Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

0 siz <0

f(x):{ e® siz>0

Determinar:

a) La funcién de probabilidad de la variable aleatoria Y = [X] (parte entera de X).

b) La funcién de densidad de Z = X (1 + X)~!
Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

f(x):{ I/ si —7w/2<x<m/2

0 en otro caso

Obtener la funcién de distribucién y la funcién de densidad de Y = tg(X).

Sea la variable aleatoria con funcion de densidad:

_ efr/"/a siz>0
f(x)—{ 0 siz <0
(0 >0).

a) Obtener la funcién de densidad de Y = in(X) .
b) Calcular P(1 <Y < 2).

Consideremos la funcién:
arle sz >0
0 siz<0

(k>0)

a) Determinar el valor de a para que dicha funcién sea la funcién de densidad de cierta

variable aleatoria X.
b) Obtener la funcién de distribucién de dicha variable aleatoria X.
¢) Obtener: P(0 < X < 1/k)

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

[ z+1size(-1,0)
f(x)—{ —z+1sizel0,1)

Determinar las funciones de densidad de las variables Y = eX*2 y Z = X2 4 3.

Se dispone de N tarjetas de visitas distintas de las cuales hay dos marcadas por una cruz. Se

barajan al azar. Se pide:

a) Determinar la distribucién del nimero de tarjetas comprendida entre las dos marcadas.

Hallar su media.

b) Supuesto que hay r tarjetas entre las dos marcadas, determinar la distribucién del lugar

que ocupa la primera tarjeta marcada y calcular su media.

Consideremos el experimento de tirar 4 monedas al aire y sea la variable aleatoria Y el valor
absoluto de la diferencia entre el niimero de caras y el ndmero de cruces. Determinar la funcién

de distribucién de Y.

La funcién de distribucién de una variable aleatoria X viene dada por

0 siz<—1
Flz)={ 1/3+2x+1)2/3 si —1<2<0
1 six > 0.

Determinar la probabilidad de los siguientes eventos: a) {X > 1/3}
{IX —-1/3] <1} d){X <0}

b) {IX[ =1} ¢



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 4. Pardametros asociados a una
distribucién de probabilidad unidimensional

. Consideremos un problema que tiene cuatro posibles respuestas de las cuales s6lo una es correc-
ta. Un estudiante puede elegir un subconjunto de las posibles respuestas como su respuesta al
problema. Si su subconjunto elegido contiene a la respuesta correcta, el estudiante recibe tres
puntos pero pierde un punto por cada respuesta errénea en su subconjunto elegido. Prueba
que si el estudiante elige el subconjunto de forma aleatoria, su puntuacién esperada es cero.

. Consideremos los poligonos convexos cuyo nimero de lados X es una variable aleatoria con
funcién de probabilidad:
P(X =n)=(1/2)""% n=3,4,...

Obtener el nimero medio de diagonales.

. Una urna contiene exactamente 5000 bolas de las cuales se sabe que X son blancas y el resto
rojas, donde X es una variable aleatoria con una distribucién de probabilidad sobre los enteros
0,1,...,5000.

a) Suponer que conocemos que E[X] = u. Probar que esto es suficiente para calcular la pro-
babilidad de que una bola elegida al azar de la urna sea blanca §Cudl es esa probabilidad?

b) Sacamos una bola de la urna, la examinamos y la volvemos a introducir y a continuacién
sacamos otra bola ;Bajo qué condiciones, son los resultados de las extracciones indepen-
dientes, es decir, P(blanca, blanca) = P(blanca)??

c) Suponer que Var(X) = o2, jcual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas del
apartado b) sean blancas?

4. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

ka® .
fx)=1q (z+a)k+! siz 20 a>0,keN, k>1
0 siz <0

a) Probar que (3, < co para a < k.
b) Hallar el cuantil de orden p.

5. Sea X una variable aleatoria con la siguiente distribucién de probabilidad:

k-1

P(X =k)=c—

, k=1,2,...,n

a) Determinar la constante ¢ para que efectivamente sea distribucién de probabilidad.
b) Determinar la funcién de distribucién F(z).
¢) Determinar E[X]y Var[X].

6. Sea X una variable aleatoria tal que:

b_
P(X =z) = ba,x:1,2,...,ab, a,beN.
a

a) {Qué condicién deben verificar a y b para que P(X = x) sea una distribucién de proba-
bilidad?

b) Calcular E[X], ;Qué valores deberian tener a y b para que E[X] = 7/27



c¢) Obtener las soluciones de F'(z) = 1/2.

7. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad:

Ba®
fl@)y= g1 BT=¢ a,B>0
0 siz <«

a) Probar que el momento ordinario de orden n existe si y sélo sin n < (.

b) Para 8 > 2, calcular la media y la varianza.
8. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

x/2 sio<z<1
f(z) = 1/2 sil<zx<2
B3—x)/2 si2<z<3
a) Probar que existe my, k=1,2,...

b) Obtener la media y la varianza.

9. Se escoge X al azar en el intervalo (0,1) y denotamos por U a la longitud mds corta de los dos
intervalos: (0, X) y (X, 1). Obtener:

a) Las funciones de densidad y de distribucién de las variables aleatorias U y V =1—U.
b) Las medias de U y V.

¢) La funcién de distribucién y de densidad de la variable VU 1.

10. El tubo de lanzamiento de cierto proyectil forma un angulo € sobre la tierra, siendo 6 una
variable aleatoria con funcién de densidad:

12 (T g™
fO)=4q = 6~ — 4
0 en otro caso

Si un proyectil es lanzado desde dicho tubo con una velocidad V', obtener:

VZ2sen(20)

a) La funcién de densidad del alcance R de dicho proyectil, sabiendo que R = p

(g es la cte gravitacional).

b) El alcance medio de dicho proyectil.

11. Consideremos la siguiente funcién:

0 six < —0
Fo(z) =S (z+6%)/2 si —0<z<0 6>0
1 sif <z

a) jPara qué valores de 0 es Fy(z) la funcién de distribucién de cierta variable aleatoria X?
;Para qué valores de 6 serfa X de tipo continuo? ;Para qué valores seria de tipo discreto?

b) Determinar la funcién de densidad de X y su valor esperado (para el caso: tipo continuo)
c¢) Determinar la funcién de distribucién de la variable Y = X2 + 1.

d) Consideremos § = 1/2 y supongamos que obtenemos al azar tres valores de X. Denote-
mos por Z la variable aleatoria que representa el nimero de valores 1/2. Determinar la
distribucién de probabilidad de Z.

12. Dos jugadores A y B lanzan simulténea y respectivamente, dos y tres monedas. Gana el jugador
que obtenga més caras, repitiéndose el lanzamiento si ambos obtienen el mismo niimero.

a) Sea X una variable aleatoria que indique el niimero de lanzamientos requeridos para que
A gane. Calcular la distribucién de probabilidad de X.
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14.

15.

16.

b) El ntimero esperado de lanzamientos requeridos para que A gane.

¢) Calcular la probabilidad de que gane el juego A.

Sea

g(m){ T si |zl <a

a-signo(z) silz|>a

y, dada una variable aleatoria continua X, consideremos la variable aleatoria ¥ = g¢(X).
Determinar Fy y fy en términos de Fx y fx.

Sea X, la variable aleatoria que cuenta la diferencia entre el niimero de caras y el nimero de
cruces cuando se tiran al aire n monedas. Determinar

(a) ;Cuél es el valor esperado de X,,?

(b) ;Cuadl es la varianza de X,,?

En un juego se tira una moneda n veces. Cada tirada cuesta k euros y el premio por obtener
X caras es aX? + bX. Determinar el valor esperado de la ganancia.

Una caja contiene dos monedas legales y una con dos caras. Se selecciona una moneda al azar.

(a) Si se lanza la moneda y sale cara, jcudl es la probabilidad de que la moneda sea legal?
.y si en otros tres lanzamientos vuelve a salir cara?

(b) Si se selecciona una moneda, se lanza y se vuelve a meter en la caja. ;Cuél serd el ndimero
medio de veces que tendremos que repetir el proceso hasta que se obtenga una cruz?



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 5. Variable aleatoria multidimensio-
nal

. Una caja tiene diez bolas marcadas con los nimeros de 1 a 10. Una bola es elegida de forma
aleatoria. Sea X3 el nimero de la bola extraida. La bola extraida se vuelve a introducir en la
caja, y mezclan las bolas. Una segunda bola se extrae, y sea X5 el numero de la bola extraida.
Encontrar la distribucion de X7 y Xs. ;Son X7 y X5 independientes? Responder a la misma
pregunta si la primera bola no es reemplazada antes de extraer la segunda.

. Se lanza un dado en equilibrio y se observa la cara superior en el lanzamiento. Se definen las

variables aleatorias:
D { —1 si el resultado es impar
1 =

1 si el reslutado es par

—2 siel resultado es 1,2, 6 3
Xo = 0 si el reslutado es 4
3 si el resultado es 5 6 6

Determinar la funcién de probabilidad y de distribucién de la variable bidimensional (X7, X5).
. La distribucién conjunta de las variables X e Y viene dada por la siguiente funcién de densidad,

1 si0<2<1;0<y<1
f(z,y) _{ 0 en otro caso

Calcular:
a) P(X+Y <1)
b) P(1/3<X+Y <3/2)
¢) P(X <2Y)

. Consideremos la funcion:
1 siz+2y>1

F(x’y):{ 0 sizt+2y<l
;Es una funcién de distribucién sobre R2?

. Para el concierto de un famoso grupo musical se venden un total de n entradas, numeradas de
1 a n. Como deferencia hacia el publico asistente, los organizadores del concierto eligen al azar
y sin reposicion dos ntimeros del 1 al n y permiten a las personas con dichos nimeros acceder
al escenario para fotografiarse con los componentes del grupo musical. Si denotamos por X
e Y, al menor y mayor, respectivamente, de los nimeros elegidos, determinar justificando las
respuestas:

a) La distribucién de probabilidad conjunta (X,Y).

b) Las distribuciones de probabilidad marginales de X e Y.

¢) La distribucién de probabilidad asociada a la variable Y — X.
. Consideremos la funcién:

F(z,y) = Areade T'N A,y

donde T es el tridngulo con vértices (0,0), (0,v2), (vV2,V2) y Ay = {(s,t) : s < 2, < y}.

a) Probar que define una funcién de distribucién sobre R2.
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b) Obtener las funciones de distribucién marginales.
Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

[ 1/2 si(z,y)eA
flz,y) = { 0 en otro caso

A es el rombo de vértices: (1,0), (0,1), (=1,0) y (0, —1).

a) Obtener las funciones de densidad marginales.

b) Obtener las funciones de densidad condicionadas.

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

3wy + 22/2) .
_ 1 2
Fz,y) = 1 si O<zr<l,0<y<
0 en otro caso

Calcular P(Y < 1| X < 1/2).

Sean F F;, 1 =1,...,n funciones de distribucién. Probar que:

n

1- Z(l — Fi(x;)) < F(z1,...,2,) < 1121’2“&(%), Z1,T2,...,%, ER
i=1 ==

siysolosi F;,t=1,2,...,n son las marginales de F.

Supongamos que X e Y son variables aleatorias independientes y de tipo continuo. Probar

que:
+oo

P(X <Y)= / Fx () fy (y)dy

— 00

donde F'x es la funcién de distribucién de X y fy es la funciéon de densidad de Y.
Sean X, ¢ = 1,2 variables aleatorias i.i.d. con funcién de probabilidad comun:
PX=+1)=PX=-1)=1/2

Probar que X;,7 = 1,2,3 son independientes dos a dos, siendo X3 = X;X5, pero no son
mutuamente independientes.

Sea (X1, X2, X3) un vector aleatorio con funcién de probabilidad:

1/4 si (.’131,:L‘2,333)€A

P(Xy =1, Xy =29, X3 = 73) = { 0 en otro caso

donde A = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1), (1,1,1)}.
a) ¢Son X; , ¢ =1,2,3 mutuamente independientes?
b) ¢Son X; , i =1,2,3 independientes dos a dos?
¢) ;Son X1 + X5 y X35 independientes?

Obtener la probabilidad de que la ecuacién a? —2aX +Y = 0 tenga raices complejas, sabiendo
que X e Y son variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad:

[ 1/h si 0<t<h
ft) = { 0 en otro caso (h>0)

Determinar la funcién de distribucién y la funcién de densidad de la variable aleatoria Z =
[T, X; siendo X, , i =1,...,n variables i.i.d. con funcién de densidad:

f(t)z{l si0<t<1

0 en otro caso



15. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad:

at

ro={ %" 3 120 @>0

Determinar las funciones de densidad de las siguientes variables aleatorias:
a) X3 b)2X +3¢)X —Y d) | X — Y| e)min{X, Y3} f)imix{X, Y3} g)min{X> + 1,e¥}

16. Sea (X,Y") un vector aleatorio con funcién de densidad:

_J 2 si0Le<y<1
f(ac,y)—{ 0 en otro caso

Determinar la funcién de distribucién y la funcién de densidad de Z = X + Y.

17. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

4o’y +2y° si (z,y) €[0,1] x [0,1]
flz,y) =
0 en otro caso

Determinar:

a) P((X,Y) €[0.5,0.7] x [0.2,0.9])
b) La funcién de densidad marginal de X.

18. Una madre prepara un pastel para sus dos hijos. El hijo mayor se come cierta porcién del
pastel y acto seguido el hijo menor se come una porcién del resto del pastel. Si alguno se come
mas de la mitad del pastel sufrira una indigestion. Determinar:

a) La probabilidad de que ninguno de los hijos se indigeste.
b) La cantidad esperada del pastel restante.
Sugerencia: Supongase que la cantidad de cada una de las dos porciones consumidas

por los hijos es una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre la cantidad
total del pastel disponible.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 6. Pardametros asociados a una
distribucién de probabilidad multidimensional.

1. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

2, Y
f(rmy):{ SR

0 en el resto

si0<z<l, O0<y<?2

a) Obtener los momentos ordinarios de orden 1y 2.
b) Obtener los momentos centrales de orden 1y 2.

¢) Obtener la matriz de covarianzas y la matriz de correlacién.

2. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:
1 2 _ .2
Flry) = w si—l<z<1, -1<y<1

0 en el resto

a) ¢Son X e Y independientes?
b) Obtener la matriz de covarianzas.

¢) Obtener el coeficiente de correlacién lineal.

3. Sea:
M siz>0, y>0
g(z,y) = Tty
0 en el resto

donde f es la funcién de densidad de una variable aleatoria positiva Z.

a) Probar que g es la funcién de densidad de un vector aleatorio (X,Y).

b) Obtener E[X™] (supuesto que existe el momento ordinario de orden m de 7).

¢) Obtener el vector de medias y la matriz de covarianzas de (X,Y)
)

d) Obtener el coeficiente de correlacion lineal.

4. Sea el vector aleatorio con funcién de densidad:

—X

Flz,y) = 62 si —z<y<z, x>0

0 en otro caso

a) Obtener la matriz de covarianzas.
b) ;Son X e Y incorreladas? ;Son X e Y independientes?
c) Determinar pzy siendo Z=Y - X yU=X-Y.

5. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

[ 172 si0<z<y; 0<y<2
f(:c,y)—{ 0 en otro caso

Obtener el coeficiente de correlacién lineal.



6. Sea Z una variable aleatoria con funcion de densidad:

f(z)—{ 2i si0<z<2mw
= T

0 en otro caso

Obtener el coeficiente de correlacién lineal entre las variables: X = sen(Z) e Y = cos(2)

7. Sea el vector aleatorio (X,Y’) con funcién de densidad:

| _ e Y si0<z <y
i) flz,y) = { 0 en otro caso

. 1 sifyl<az 0<z<]
ii) f(z,y) = { 0 en otro caso

Determinar las funciones de densidad marginales.
;Son independientes las variables X e Y7

¢) Determinar el vector de medias.
) Determinar la matriz de covarianzas y la matriz de correlacién.

Determinar la matriz de covarianzas del vector aleatorio (Z,U) siendo Z = X —Y y
U=-2X+3Y.

8. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién Fx continua y estrictamente creciente.
Consideremos la transformacién Y = Fx (X). Determinar justificando la respuesta:
La funcion de distribucién de Y.

a)

b) La funcién de densidad de Y.
)
)

¢) El centro de gravedad de la distribucion de probabilidad de Y.
d) Var[Y].
9. Sean X;, i =1,...,n variables aleatorias tal que:
a) Var(Xy) =Var(Xy) = ... = Var(X,,) = o2
b) Cov(X;,X;)=04,5=1,...,n (i #j)
Probar que en tal situacién se verifica: Var(},_; %) = %2.
10. Sean X3, Xs,..., X, 4., variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas, con
varianza finita. Sea la variable aleatoria Sy = Zle X, k=1,2,...,m + n. Determinar el

coeficiente de correlacion entre Sy, y Sptm — Sn, con m > n.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 7. Funcién caracteristica. Fun-
ciones generatrices.

. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

flz) = %efalx‘ , z€R (a>0)

Determinar su funcién caracteristica.
. Consideremos las funciones:
e1(t) = (1+a(l— eit))_1 , pa(t) =(2— eit)_l, teR

a) Probar que ¢; es la funcién caracteristica de cierta variable aleatoria discreta X;, i = 1, 2.
b) Obtener la funcién de probabilidad de X;, su media y su varianza.

c¢) Obtener la funcién caracteristica, la media y la varianza de YV; = 1 + 2X;, i = 1,2.

. Consideremos las siguientes funciones de probabilidad:

n!
PX =k =——p"1-p)" " k=01,.. <p<l1
a) P( ) k!(n_k)!p( p)" " k=0,1,...,n, 0<p<
e Mk

c) P(X=k)=pd*(1—¢"*")"" k=0,1,..N, 0<p<1,g=1-p
Determinar (en cada caso) la funcién generatriz de probabilidad.

. Sea X una variable aleatoria que toma valores enteros no negativos. Probar que:

S n_ ¥x(5)
T;]P(Xgn)s _1X7—s

donde ¥ x (s) denota la funcién generatriz de probabilidad de X.

. Sea la variable aleatoria X con funcién de probabilidad:

.07
a;0

f(0)

P(X =j) = , a;>0,5=0,1,.., 0>0, f(O) =) a;t’
§=0
a) Obtener la funcién generatriz de probabilidad de X

b) Obtener la funcién generatriz de momentos de X.

. Sea (X,Y) un vector aleatorio con la siguiente funcién de probabilidad:

(X,Y) -1 0 +1
-1 1/16 3/16 0
0 1/16 4/16 3/16
+1  2/16 1/16 1/16

a) ¢Son X e Y independientes?

b) Probar que px4v (t) = ¢x(t)¢y (t) donde oxtv,px ¥ @y son las funciones caracteristi-
casde X +Y, X e Y, respectivamente.



7. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad:

fx(x) =

{(b—a)_1 sia<x<b (a<b)

0 en otro caso

a) Obtener la funcién generatriz de momentos de X

b) Probar (haciendo uso del apartado anterior) que la variable aleatoria Z = Fy (Y') donde
Fy denota la funcién de distribucién de la variable aleatoria (de tipo continuo) Y, entonces
Z tiene como funcién de densidad:
1 si0<z<1
fz(z) = { 0 en otro caso

8. En un juego de dardos cierto jugador tiene probabilidades: 1/3, 5/12 y 1/4 de obtener: 0,1 y
2 puntos, respectivamente, en cada tirada. Suponemos que las tiradas son independientes, y el
juego finaliza en la primera realizacion de un 0.

a) Determinar la probabilidad de que el jugador obtenga un total de n puntos.

b) Obtener el valor esperado de su puntuacién total.

9. Supongamos n urnas cada una de las cuales contiene a bolas blancas y b bolas negras. Se-
leccionamos al azar una bola en la primera urna y la transferimos a la segunda, acto seguido
seleccionamos al azar una bola en la segunda urna y la transferimos a la tercera, y asi sucesiva-
mente. Finalmente, extraemos al azar una bola de la n-ésima urna. Determinar la probabilidad
de que dicha bola sea blanca, sabiendo que la primera bola transferida lo fue.

10. Una caja C; contiene n—1 bolas blancas y 1 bola negra. Otra caja Cy contiene n bolas blancas.
Se realiza un experimento consistente en tomar al azar una bola de cada caja e introducirla
en la otra, repitiendo esta misma operacion k veces.

a) Haciendo uso de la funcién generatriz de probabilidad asociada, determinar la probabili-
dad de que al finalizar el experimento la bola negra se encuentre en su caja inicial.
b) {Qué ocurre con dicha probabilidad cuando k — co? Interpretar el resultado.

11. Sean X e Y variables aleatorias independientes. Probar que si X y X — Y son independientes,
entonces necesariamente X ha de ser una variable aleatoria degenerada.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
PROBLEMAS: TEMA 8. Funciones de vectores aleatorios

1. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad:
et sit>0
0 sit<O0
a) Obtener la funcién de densidad de las siguientes variables aleatorias: al) X +Y a2) X —-Y
a3) XY 1 ad) min{X, Y} a5) max{X,Y} a6) X (X + V)~ !

b) Obtener la funcién de densidad condicional de V- dado U = u (u > 0), siendo U = X +Y
yV=X-Y.

c¢) Probar que Uy Z = X(X + Y)~! son independientes.

2. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con funciéon de probabilidad:

P(X=k)=n(1-n)* k=0,1,..., O0<m<l1

a) Obtener la distribucién de probabilidad del vector aleatorio (X, Z) con Z = méx{X,Y}.
b) Obtener la distribucién marginal de Z.

¢) Obtener la distribucién de X condicionada a Z.

3. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad:

1 sio<t<1
ft) = { 0 en otro caso

Obtener la funcién de densidad conjunta del vector (U,V) = (XY, XY 1) y las funciones
de densidad de las variables aleatorias: a) XY b) XY ! ¢) min{X,Y} d) mdx{X,Y} e)
min{ X, Y }(max{X,Y})"L

4. Sean X e Y variables aleatorias independientes definidas sobre el mismo espacio de probabili-
dad. X tiene como funcién de densidad:

1 .
fX(.’I,'): % Sl —a<zr<a (0,>0)
0 en otro caso

e Y tiene una funcién de densidad fy (y) continua y positiva sobre R. Probar que:

Iy (y)

fyixev(y/u) =< Fy(u+a)— Fy(u—a)
0 en otro caso

siu—a<y<u+ta (u € (—a,a))

5. Sean X e Y variables aleatorias independientes y positivas con funciones de densidad fx y fy,
respectivamente, siendo:
e~ " siz >0
Fx(z) = { 0  en otro caso

Probar que la funcién generatriz de momentos de Y (que suponemos existe) verifica:
Vz2>0, Fz(z)=1-My(-2)

siendo F la funcién de distribucién de la variable Z = XY 1.
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11.

Sean X;, i = 1,2, 3 variables aleatorias de tipo continuo i.i.d. Definimos las variables: Y,.(w) =
“ Valor que ocupa la posicion r-ésima en la ordenacién de menor a mayor de los valores:

X1 (w), Xo(w), X3(w), r=1,2,3". Obtener la funcién de densidad de Y;., r =1,2,3.
Sean X;,i = 1,2 variables aleatorias independientes, siendo la funcién de densidad de X;:

zfi e wi/B

filx:) = (o)
0

six; >0 (@i, 3> 0)
siz; <0
Obtener la funcién de densidad de la variable X (X +Y) =1
Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

4oy +2y° si (x,y) €0,1] x [0,1]

flz,y) =
0 en otro caso
Determinar: La funcién de densidad conjunta de (Z, W) siendo Z = X + Y2y W = X — Y2,
El vector aleatorio (X,Y") tiene una distribucién uniforme en el recinto
C={(z,y) eR?*:0<z<1, z<y<2}

Y —

Se introduce el vector aleatorio transformado (U, V) = (X, v

). Calcular:
a) La funcién de densidad de Y y la condicionada de Y por X =z
b) La funcién de densidad del vector (U, V)

Sean X; e X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segin la distri-
bucién uniforme en el intervalo (0,1). Definimos las variables aleatorias:

Y1 :me{Xl,XQ} Yé :HléX{Xl,XQ}
Determinar, justificando las respuestas, las funciones de densidad de:

CL) 1—Y2
b) Yo — Vi

Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta:
4y +2y5 si 0<a,y <1,
f(xa Yy) =
0 en otro caso.

Determinar, justificando la respuesta la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio
(Z,U) siendo
Z=X4+Y? y U=X-Y2



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 9. Principales distribuciones de pro-
babilidad discretas

. Un empleado de un banco sustituye un billete bueno por uno falso en cada fajo de 100 billetes.
Si el interventor del banco toma 50 fajos y selecciona al azar un billete en cada uno de ellos,
jcudl serd la probabilidad de que descubra al empleado?

. Consideremos las tres formas siguientes de juzgar a un presunto delincuente: i) un nico juez
decide (hay probabilidad 0,9 de que tome la decisién correcta), ii) se decide por mayorfa entre
las tres personas de un jurado (dos de ellas son responsables y toman la decisién correcta con
probabilidad 0,9, y la otra es un irresponsable que absuelve o condena lanzando una moneda) y
iii) se decide por mayoria entre las diez personas de un jurado, que actian independientemente,
tomando cada una de ellas la decision correcta con probabilidad 0,8. ;Con cudl de las tres
formas se consigue la mayor probabilidad de tomar la decisién correcta?

. Una urna contiene N bolas numeradas del 1 al N. Una bola es seleccionada al azar de dicha
urna. Supongamos que el nimero de la bola extraida es x, entonces lanzamos n veces (de forma
independiente) una moneda con probabilidad p, = /N de dar cara. Si denotamos por Y el
numero de caras observadas, obtener:

a) PY=k), k=0,..,n
b) E[Y]
¢c) P X=2|Y=k),z=1,..,N, k=0,....k (X es la v.a. nimero de la bola extraida.)

. Supongamos una variable aleatoria X con distribucién G(p). Probar que cualesquiera sean n
y m enteros no negativos:

P(X>n+m|X >n)=PX >m)
Probar que el reciproco también es cierto.

. En cierta votacién entre dos candidatos, el A recibe a votos y el B, b votos (a > b). Supongamos
que n de los N = a + b votos totales son irregulares (no vélidos). El candidato B cuestiona
entonces el resultado de la votacion, reclamando que si esos n votos fuesen sacados al azar del
total el resultado de la votacién podria variar ;Cuédl seria la probabilidad de que se produzca
una variacion en el resultado?

. El aparato de Galton—Pearson es un dispositivo consistente en una serie de clavos dispuestos
en un tablero inclinado en la forma indicada en la figura adjunta. Al dejar caer bolas desde la
parte superior del tablero, la probabilidad de que se desvien hacia la izquierda en cada impacto
con un clavo se supone que es 1/2. Determinar justificando las respuestas:

a) La probabilidad de que una bola caiga en el compartimento B.
b) La probabilidad de que una bola que ha caido en B haya impactado en el clavo A.
. Un huevo de cierto insecto da lugar a un nuevo insecto con probabilidad p. Es conocido que el
nimero de huevos puestos por estos insectos en una flor sigue una distribucién de Poisson de
parametro A.

a) Determinar la distribucién de probabilidad del nimero de insectos que nacen en una flor.

b) Se observa una flor y se ha visto que el nimero de insectos que han nacido en ella es n.
Obtener la distribucién del nimero de huevos que habra en dicha flor.
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Supongamos que el nimero de veces por semana que cierto individuo aparca en doble fila,
sigue una distribucién de Poisson de media A. Si la probabilidad que tiene de ser denunciado,
por cada aparcamiento indebido, es p y admitimos que no recibe denuncias injustificadas,
determinar:

a) La probabilidad de que haya aparcado en doble fila exactamente k veces una semana en
la que recibié n denuncias.

b) La probabilidad de que en una semana cometa k infracciones no denunciadas.

Consideremos una moneda con probabilidad p de salir cara. Se lanza k veces la moneda y
se introducen en una urna tantas bolas blancas como caras se hayan obtenido y tantas bolas
negras como cruces. Después se extraen r (r < k) bolas de la urna sin reemplazamiento.
Determinar:

a) La distribucién de probabilidad correspondiente a la variable aleatoria “nimero de bolas
blancas obtenidas”.

b) Si se han obtenido 4 bolas blancas, la probabilidad de que en la urna queden j bolas
blancas.

Sean X; , i = 1,...,n variables aleatorias independientes tales que X; ~ P()\;), ¢ = 1,...,n.
Probar que la distribucién del vector (X, ..., X,,—1) condicionado a que > | X; = t, es la
multinomial con pardmetros: £, A1/ > g Xise -y An—1/ Dorey i

Sea N una variable aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A. Sea {X,}, una
sucesion de variables aleatorias i.i.d. con distribucién de Bernoulli de parametro p. Suponemos
también que las X,, son independientes de V.

a) Determinar la distribucién de probabilidad de la variable Y = Zfil X;
b) Obtener el valor esperado de Y.

Sea N una variable aleatoria entero-valuada y no negativa. Supongamos que N bolas son
introducidas (independientemente unas de otras), bien en una urna A con probabilidad p, o
bien en una urna B con probabilidad 1 —p (0 < p < 1), resultando N4 bolas en la urna A y
Np = N — N4 en la urna B. Probar que si N sigue una distribucién de Poisson, entonces N4
y Np son variables aleatorias independientes.

Demostrar que existe una variable aleatoria X que toma los valores r = 0,1, 2, ... y cuya funcién
caracteristica verifica la ecuacién:

[D™ log ¢ x (t)]i—0

Zn

=pu, (>0 n=12 ..

Determinar qué modelo de probabilidad sigue X.

Sean X e Y variables aleatorias independientes tales que: X ~ B(m,p) Y ~ B(n,p) Probar
que la distribucién condicionada: X | [X + Y] es hipergeométrica.

Es conocido que un 2% de las personas infectadas con cierto virus padecen trastornos diges-
tivos. Si en cierta celebracién 200 personas tomaron alimentos contaminados con dicho virus,
obtener:



a) El ntimero de personas que cabe esperar presenten trastornos digestivos.
b) La probabilidad de que ninguna persona presente trastornos digestivos.
¢) La probabilidad de que al menos cuatro personas presenten trastornos digestivos.

16. A partir de la informacién obtenida de la realizacién de varias encuestas de opinién publica, se
ha comprobado que cuando se hace cierta pregunta a un determinado segmento de la poblacién,
un 30 % de las personas encuestadas contestan afirmativamente y un 50 % negativamente. Si
en una encuesta sociolégica, hacemos dicha pregunta a 10 personas de ese segmento de la
poblacién, determinar:

a) El nimero esperado de respuestas (no sabe/no contesta).
b) La probabilidad de obtener 2 respuestas afirmativas y 3 negativas.

¢) El vector de medias y la matriz de covarianzas del vector (X, X2) siendo: X7 y X, el
numero de respuestas afirmativas y negativas, respectivamente.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 10. Principales distribuciones de
probabilidad continuas

. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0,60) donde 6 toma
los valores 1,..., N con probabilidad 1/N (cada uno de ellos). Calcular: P(0 = k/X < j) ,
k=1,.,N,je€(0,N]

. Sean X e Y variables aleatorias tales que X ~ P(A) , Y ~T'(p,1) , (p es un entero positivo).
Probar que: P(X <p)=P(Y > \)

. Sea X una variable de tipo continuo y no negativa. Decimos que su distribucion de probabilidad
no posee memoria si y solo si: Cualesquiera sean z,y € RT se verifica que

PX>z+y|X>z)=PX >uy).
Probar que:

a) La distribucién exponencial es una distribucién sin memoria.

b) Si X es una variable aleatoria de tipo continuo y no negativa verificando la igualdad
anterior cualesquiera sean x,y € RT entonces X sigue una distribucién exponencial.

. Sea X una variable aleatoria con distribucién C(1,0). Probar que distribucién de la variable
X~ es también la C(1,0).

. Sea X una variable aleatoria con distribucién N (u,0?). Probar que:
fon = 02" (2n — 1)(2n —3)-...- 1

(Nota: T'(1/2) = /)

. Es conocido que en Alemania , en el siglo XVI, la unidad de longitud se determinaba de la
siguiente manera: Cierto domingo, a los primeros 16 hombres que salian de la iglesia se les
media la longitud de su pie izquierdo y se obtenia la media aritmética. El resultado obtenido
era considerado como el pie correcto y legal a utilizar en las operaciones comerciales. Sabiendo
que la longitud del pie (en mm) se distribuye segtin una N (262, 5, 144), obtener:

a) La probabilidad de que dos valores legales (medidos en dos iglesias diferentes) difieran
entre si mas de 5 mm.
b) {Cudntos hombres seria necesario tomar para que con una probabilidad superior a 0,99,

el pie correcto y legal obtenido con ellos difiera de 262,5 mm en menos de 0,5 mm?

. Sean X; , ¢ =1,...,n variables aleatorias i.i.d. con distribucién U(0,1). Determinar la distri-
bucién de la variable: Z = —23"" | In(X;)

. Sea X una variable aleatoria con distribucién F'(m,n). Determinar la funcién de densidad de

log X
°8 (Estadistico de Fisher)

la variable: Z =

. Sea (X1, X3) un vector aleatorio con distribucién:

02 010
N2 (MaZ)a M:(/’L17/’L2)7Z: < p0-110-2 po—lg2

a) Probar que Xo | [X1 = z1] ~ N(aw,,3), au, = p2 + ploz/o1)(x1 — 1), B = 021/1 — p?
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b) Obtener una condicién necesaria y suficiente para que X; y Xs sean independientes.
Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. segin una N(0, 1). Definimos las variables:
U=(X+Y)2yV=(X-U)>*+ (Y -U)?
a) Obtener la funcién de densidad del vector (U, V)
b) Determinar las distribuciones de probabilidad marginales de U y de V.

Supongamos que X ~ N(0,1).Definimos la variable:

v — X si|X|<1
Tl X osiX|>1
a) Obtener la funcién de distribucién de Y.

b) (Estarfa la variable Z = X + Y distribuida segiin una normal?

Sean X e Y variables aleatorias independientes tales que: X ~ N(0,1) e Y ~ x3.

X
a) Obtener la funcién de densidad de la variable aleatoria Z = T/k

b ) (A qué modelo de probabilidad corresponde?

Demostrar que existe una variable aleatoria continua X cuya funcién caracteristica verifica la

ecuacion:
T
D1 O a sin
D logex(®lo |y Gy
! 0 sin=34,...

., Qué condiciones tendremos que imponer a las constantes a y b?

Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con distribucién N(0,1). Consideremos las variables:

R=vX2+Y?2y0=arctan(Y/X) (—7/2<0O <mw/2)
a) Probar que Ry 6 son independientes.
b) Probar que R? ~ x3 y tan(@) ~ C(1,0)



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 11. Introduccién a la teoria de pro-
cesos estocasticos

1. Consideremos el espacio probabilistico (2, F, P), donde: Q = [-1,+1],F = By 11, P =
Uniforme en [—1, +1] Definimos {X,,},, en la forma:

-1 si—1<w<-1/n
X (w) = 0 si—-1/n<w<l/n
+1 sil/m<w<1
a) Probar que {X,}, es un proceso estocdstico sobre (2, F, P).

b) Estudiar el comportamiento de sus trayectorias muestrales.

¢) Determinar sus distribuciones de probabilidad finito-dimensionales.

2. Consideremos el espacio probabilistico (€2, F, P) donde:
Q=1[0,1),F = B[0,1), P = D. Laplace(A = 1,a = 0)
Definimos {X,,}, en la forma:

X (w) =

0 silwl<n
1 sijw|>n

a) Probar que {X,}, es un proceso estocastico sobre (€, F, P).
b) Estudiar el comportamiento de sus trayectorias muestrales.

¢) Determinar sus distribuciones de probabilidad finito-dimensionales.
3. Consideremos el espacio probabilistico (€2, F, P), donde:
Q=10,1),F = B[0,1), P = D. Uniforme en [0, 1)
Definimos {X,}, en la forma:
Xn(w) =2z, (n— ésima componente en el desarrollo en base 2 de w), w € [0,1)
w=212" 42927242523+ 42,27+ ...

a) Probar que {X,,}, es un proceso estocdstico sobre (Q,F, P).
b) Estudiar el comportamiento de sus trayectorias muestrales.

¢) Determinar sus distribuciones de probabilidad finito-dimensionales.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 12. Sucesiones de variables aleato-
rias tipo de convergencias.

1. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias tal que:

0 six < —n
PX,<z)=<{ (z+n)n71/2 si —n<z<n
1 six>n
;,Converge dicha sucesion en ley?
2. Sea {X,,}, una sucesién de variables aleatorias tal que: X,, ~ N(0,n=2/4), n =1,2,... Probar

queXnAOanEO.
3. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias i.i.d. segin una U(0, ). Sea:
my, = min{Xy,...,X,} e Y, =nm,
i Converge {Y,,}, en ley?

4. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias de tipo continuo i.i.d. con funcién de distribu-
cién F'. Sea:
M, = méx{Xy,..., X, } e Y, =n(1l — F(M,))

Probar que {Y},}, converge en ley.
5. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias tal que:
-n~! P(X,=-n"1)=n?(1+n?)"!
An = { n P(X, =n) = (1+n2)"!

a) ¢Converge en probabilidad?

b) {Converge en media cuadrética?

6. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias construida sobre el espacio de probabilidad
(2, F, P) donde: Q2 = [0,1], F = Byg,1, P = D. Uniforme, y definida en la forma:

n siw<n?
@)= 0 siw>n!

a) ¢Converge c.s.”

b) {Converge en media cuadrética?

7. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias construida sobre el espacio de probabilidad
(2, F, P) donde: Q2 = [0,1], F = Byg,1j, P = D. Uniforme, y definida en la forma:

L n — 2k 1 - n — 2k
X, (w) = STkt S Y S kAT =34, ...
0 en otro caso

(Nota: Vn € N, 31 k(n) € N: 2k <5 < 2k(0)+1)



10.

11.

12.

a) ¢{Converge en media cuadritica?
b) (Converge c.s.?

Sea { X}, una sucesién de variables aleatorias verificando que existe una variable aleatoria X
tal que:

(o)
ZP(|X”—X|>6)<OO Ve > 0

n=1
Probar que X,, <5 X.

Sea {X,, },, una sucesién de variables aleatorias verificando que existe una variable aleatoria X
tal que:

V]2

E[|X, — X|"] <oo para cierto r > 0

n=1

a) Probar que dicha sucesién converge en r-media hacia X.

b) Probar que dicha sucesién converge c.s. hacia X.

Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias sobre el espacio de probabilidad:
(R,B,P) (P = probabilidad subyacente al modelo T'\(1,A~!), A > 0)

definida en la forma:
0 siw €(—o0,1/n)

() 3 siw=1/n
X, (w) =
1 si w e (1/n,n]
e si w € (n,o00)

Estudiar la convergencia en ley, probabilidad, media cuadratica y c.s. de dicha sucesién.

Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias sobre el espacio de probabilidad:
([717 1]7 B([ila 1])7 P = U[f]-, 1])

definida en la forma:
-1 siwe[-1,-1/n)

Xp(w) = 0 si € [-1/n,1/n)
1 si w e [l/n,1]
Estudiar la convergencia en ley, probabilidad, media cuadratica y c.s. de dicha sucesién.
Sobre el espacio de probabilidad ([0, 1], Bj,11, P = U|0, 1]) definimos las variables
1
Yij(w)=1Ia,,(w), conA;;= <JZ Z) ,

endondei =1,2,...;j =1,2,...,i. A partir de Y; ; definimos la sucesién de variables aleatorias
{Xn}n>1 en la forma:

Xi1=Y11, Xo=Ys, X3=Yo5, Xy=Y31, X5=Y35, X6 =VY33, Xo=Y,,...

Estudiar la convergencia en distribucién, en probabilidad, en media cuadrética y casi segura
de la sucesién {X,,},>1, sin hacer uso de las relaciones existentes entre ellas.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
PROBLEMAS: TEMA 13. Leyes de los Grandes Ntumeros

. Sea {X,, }, una sucesion de variables aleatorias i.i.d. segiin una distribucién U|[0, 1]. Probar que
la sucesién de variables aleatorias {Z,}, converge en probabilidad a cierta constante, donde:

n 1/n
Zn:<HXi> ,n=12,.
i=1

. Sea {X,,}, una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con momento ordinario de orden dos
finito. Probar que la sucesién {Y,,},, converge en probabilidad hacia E[X;] donde:

Yo =2(n(n+1)"") iX;, n=1,2,.
i=1

. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias tal que:

a) E[X;]=0, E[X?]=1,i=1,2,...

b) cov(X;, X;) =psi|j—i|=1, 0en otro caso, 1,5 =1,2,...(i # j)
¢ Verifica dicha sucesién la LDGN respecto a {n}?

. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad:

146
E— irx>1
fa)y={ 22 T (5> 0)

0 siz <1
¢ Verifica dicha sucesién la LDGN respecto a {n}?
2

. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias tal que: Var(X,) = o°, n = 1,2,... y
Cov(Xp, Xm) < 0n,m = 1,2,...(n # m) ¢ Verifica dicha sucesién la LDGN respecto a

{n}?

. Probar que si las sucesiones de variables aleatorias: { X, },, y {X}, verifican la LFGN respecto
a cierta sucesién {B, },, entonces la sucesién {X,, + X },, también verifica la LFGN respecto
a la misma sucesion de constantes.

. Probar que si la sucesién de variables aleatorias {X,,} verifica:
a) E[X,]|=p, n=12,...
b) X, & pu

entonces verifica la LEGN respecto a {n}.

. Sea { X, },, una sucesién de variables aleatorias independientes con la siguiente distribucién de
probabilidad:
P(X,=+2")=2"2""1 P(X,=0)=1-2"2"

Comprobar si {X,,} verifica la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros (LFGN) con respecto a la
sucesién {n}.

. Sea {X,,},, una sucesién de variables aleatorias independientes tal que:
P(X,=+1)=2"1(1-2""), P(X,, =4+2") =2"""!

¢ Verifica dicha sucesién la LFGN respecto a {n}?



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

PROBLEMAS: TEMA 14. Problema Central del Li-
mite

1. Si lanzamos 2500 veces una moneda correcta, ;qué probabilidad hay de obtener una frecuencia
relativa de cruces que diste de 1/2 como méximo 0.027

2. Sea a,(u) la n-ésima cifra del desarrollo decimal de u, (0 < u < 1). Denotamos por:
Un(u) = ar(u)
k=1

a) Obtener : E[U,(u)] y Var(Uy,(u))

b) Determinar la distribucién de probabilidad, cuando n — oo, de
Zn = (Un — E[Un})/(Var(Un))l/2

3. Una particula se mueve sobre una recta. En cada paso tiene igual probabilidad de saltar un
centimetro a la derecha que a la izquierda. Calcular aproximadamente:

a) La probabilidad de que después de 100 saltos la particula esté a menos de 10 cm. del
punto de partida.
b) El nimero minimo de saltos para que, con probabilidad de 0,95, la particula diste mds

de 10 c¢m del punto de partida.

4. Una urna contiene 10 bolas numeradas del 0 al 9. Extraemos al azar n bolas con reemplaza-
miento.

a) {Cudnto deberia ser n para que la frecuencia relativa de ocurrencia de ceros esté com-
prendida entre 0.09 y 0.11, con una probabilidad de al menos 0.95 ?

b) Determinar la probabilidad de que entre los n ntimeros extraidos, el 5 aparezca un nimero
de veces comprendido entre: (n — 3y/n)/10 y (n + 3/n)/10.

5. Lanzamos tres monedas: A, B y C. Sabiendo que la moneda A tiene dos caras, que la B con
probabilidad 2/3 da cara, y que la C es correcta, determinar n con objeto de que:

P(|Y, — E[Y,]| > 1/6) < 0,1

siendo Y,, el nimero medio de caras obtenido en los n lanzamientos.

6. ;Qué probabilidad hay de que al lanzar 100 veces un dado, la puntuacién media obtenida sea
mayor que 3.77

7. Haciendo uso del Problema Central del Limite , prueba que:

, _ n nk 1
a) iy oee™ ) 0% = 3

b) ].l’mng.oo ﬁ (;” t”_le_tdt = %

8. Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con distribucién de probabilidad U|0, 1].

Determina: "
P (Z X, /48 < 0,4>
n=1
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Sea { X}, una sucesién de variables aleatorias i.i.d. segin una distribucién P(0,02). Haciendo
uso del P.C.L. obtener P(S190 > 3), siendo Sioo = Zgﬂ X; y comparar el resultado con la
probabilidad exacta de dicho suceso.

Sea { X}, una sucesién de variables aleatorias independientes tal que:
X ~Ul—ag,ax], (ax <a<o0), k=1,2,...

\/32221 Xk £

Probar que si Y_,_, ai — oo entonces AR U, (U~ N(0,1))
k=1 %%

El examen de cierta asignatura consiste en 100 preguntas tipo test. Con cada pregunta se
acompanan 5 posibles respuestas (s6lo una de las 5 respuestas es correcta). La puntuacién del
examen se realiza de la siguiente forma: por cada pregunta correcta se suma un punto, por
cada pregunta incorrecta se resta 0.25 puntos y por cada pregunta no contestada ni se suma ni
se resta puntos. Si la puntuacién total es positiva entonces la calificacién asignada al examen
es dicha puntuacién dividida entre 10 y si es negativa o cero se califica con un 0. Un estudiante
que se presenta a dicho examen decide seguir la siguiente regla de actuacion: Ante cada una de
las 100 preguntas, lanza una moneda correcta y si sale cara entonces contesta la pregunta, en
caso contrario no la contesta. Cuando ha de contestar la pregunta lo hace eligiendo al azar una
entre las 5 posibles respuestas. Haciendo uso del Teorema Central del Limite, determinar de
forma aproximada la probabilidad de que dicho estudiante obtenga calificacién 0 en el examen.

. Cuéntas veces tendremos que lanzar una moneda (correcta), para que con una probabilidad
de al menos un 99 %, la frecuencia relativa de ocurrencia de caras esté comprendida entre 0.49
y 0.51 7

Se ha comprobado que la probabilidad de que cierto taxista realice mas o menos servicios desde
una parada de taxi al aeropuerto, depende de si el dia es lluvioso o no. Sabiendo que cada dia
realiza 7, 8, 9 6 10 servicios a dicho aeropuerto con probabilidades 1/10, 2/10, 3/10 y 4/10,
respectivamente, si el dia es considerado como lluvioso (lo cual ocurre en el 25 % de los casos)
y con probabilidades 4/10, 3/10, 2/10 y 1/10, respectivamente, si el dia es considerado como
no lluvioso, determinar, de forma aproximada, y justificando la respuesta:

a) La probabilidad de que en un trimestre (cada mes trabaja 25 dias) el nimero total de
servicios realizados hasta el aeropuerto por dicho taxista esté comprendido entre 590 y
625.

b) La probabilidad de que los beneficios recibidos por dicho taxista en un trimestre en
concepto de servicios realizados al aeropuerto sean superiores a 3250€ sabiendo que:

i) Por cada servicio realizado al aeropuerto cobra 9,25€.
ii) El recorrido total efectuado en cada servicio hasta el aeropuerto es de 11,5 km.

iii) El taxi tiene un gasto mensual fijo de mantenimiento de 700€ y un gasto por consumo
de combustible de 0,07€ cada km recorrido.

Cierta factoria fabrica coches con motores diésel y de gasolina. Denotaremos por X e Y a las

variables aleatorias que nos indican las ventas mensuales (en miles de unidades) de coches con

motores diésel y de gasolina, respectivamente. Admitiendo como funcién de densidad conjunta
para (X,Y):

3r—y

flzy) = 5 7

0 en otro caso,

l<z<2, 1<y<3,

determinar, justificando las respuestas:

a) La probabilidad de que en cierto mes las ventas de coches con motor diésel superen las
de coches con motor de gasolina.

b) La probabilidad de que durante un periodo de 120 meses “la frecuencia relativa de meses
en los que las ventas de coches con motor diésel superan las de coches con motor de
gasolina” sea mayor que 1/3.



15. Sea X una variable aleatoria con distribucién B(n,#). Supuesto que n suficientemente grande
y haciendo uso del P.C.L., determinar n tal que:

P(X>n/2)>1—a, a€ (0,1)

16. Sea {X,,}, una sucesién de variables aleatorias independientes con la siguiente distribucién de
probabilidad:

<

) P(X, =4+27")=2"1
) P(X,=42"t)y =23 P(X,=0)=1-2"""72
¢) P(X,=%+1)=(1-2"")/2, P(X, =£27") =2"""1
) P
) P(

=3

3

o

(
X,=+-2")=2""
e X, =427 =21 P(X,=41)=(1-27")/2
Estudiar, en cada caso, si se cumple o no la condicién de Lindeberg.

17. Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tal que:

P(X,=+2"")=2"""3 P(X,=0)=1-2"2n=12

g Ly e

Estudiar si se cumple o no la condicién u.a.n.



