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Procesos estocasticos

Modelos de
series g
temporales. Definicién

Conceptos

fundamen- Un proceso estocéstico con conjunto de indices T es una
coleccién de variables aleatorias {X;};cr sobre (2, A, P) y
que toma valores en (S, S).

Puerto

T Espacio Temporal S Espacio de Estados
Procesos » Proceso estocastico en tiempo discreto
estocasticos
T=7Z 06 NUO

» Proceso estocastico en tiempo continuo

T=R, T=[0,00) 6 T=]a,b], 0<a<b<oco



Procesos estocasticos

Modelos de - . . .
series Si fijamos w y dejamos variable ¢ trayectoria: r € T — X;(w)
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

Migue Xy
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Procesos
estocasticos




Modelos de
series
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

Puerto

Procesos
estocasticos

Procesos estocasticos

Definicion

Llamaremos funcion de medias de {X, },cr a la aplicacién

teT — u = E[Xy].

Llamaremos funcién de varianzas a la aplicacién

te T — o2 = Var[X)).




Procesos estocasticos

Modelos de
series

temporales. Definicion

Conceptos

fundamen- Llamaremos funcién de autocovarianzas del proceso
{X;}.er @ la aplicacion

Miguel
Col Z,
mepus,[o ) (tla lz) ETXT — M, = COV(Xl‘l 7Xt2) = E[(Xfl - /‘Ltl)(XtZ - :u‘tz)]'
Procesos Llamaremos funcion de autocorrelacion a la aplicacion
Vit
(t,) ETXT — pyyy = 17222

01,0,




Procesos estacionarios

Modelos de . T 2
series Consideremos {X, },cr un proceso estocastico con E[X7] < oo.
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

Definicion
Diremos que {X;},cr es estrictamente estacionario si verifica la
condicién de que las distribuciones conjuntas de

(XZHsz’ 000 7an) y (Xt1+thtz+h7 000 7Xln+h)

coinciden paratodo h >0y paran > 1, t;,t;1, € {0,£1,£2 ...},

Procesos 1= 1, Y (%
estacionarios v




Procesos estacionarios

Modelos de

series g
temporales. Definicion
Conceptos

fundamen- Diremos que {X;}.cr es estacionario de primer orden o en
media, si u; no depende de 1.

Puerto

Definicion

Diremos que {X;};cr es estacionario de segundo orden o
débilmente estacionario si verifica:

Procesos i) la funcion de medias es constante

estacionarios

ii) la funcién de autocovarianzas tiene la propiedad de
que 7.+, €s independiente de r para cada &, 0
equivalentemente v, ; = Ysrn+r, para todo
tys,t+ht+s€{0,£1,+2,...}.




Procesos estacionarios

Modelos de . .
series Para procesos estacionarios:

temporales.
Conceptos
fundamen-

tales Yo = Vte+h Y  Ph= 7h/70

“el valor de la funcién de autocovarianzas y autocorrelacion,
respectivamente, en el retardo A”.

Procesos
estacionarios



Procesos estacionarios

Modelos de

series g
temporales. E]em p|0
Conceptos

fundamen- Proceso puramente aleatorio: {X;}, € T i.i.d.
tales . t
Paseo aleatorio: {S}ier: So =0, 8, = >, X;

Miguel

Puerto

Procesos
estacionarios




Procesos estacionarios

Modelos de . . .
series Propiedades de las funciones de autocovarianzas y

temporales.

Conceptos autocorelacion

fundamen-

tales 0 Yo > 0.

@ Las funciones de autocovarianzas y autocorrelacion
son simétricas respecto al cero.

Q p=1

Q |n| <1.

@ Tanto la funcién de autocovarianzas como la de

autocorrelacion son funciones definido no negativas.

Procesos
estacionarios




Estimacidn de las funciones de momentos

Modelos de . ., .
series Estimacion de la media
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

Definicion

Miguel

Puerto

Propiedades:
@ Estimador insesgado de p

Estimacion de

las funciones @ Si~, — 0 cuando & — oo, el error cuadratico medio de

de momentos

X, tiende a cero, cuando n — ~c.
@ El proceso es ergddico para la media



Estimacidn de las funciones de momentos

Modelos de
series

t | Estimacién de la funcién de autocovarianzas y autocorrelacion
emporales.

Conceptos
fundamen-
tales —
“M\gue\ Defln'C'Oﬂ
Inés M2 del La funcién de autocovarianzas muestral o estimada es:
Puerto
1 n_lhl
W= Z (Xi ) — X)Xy — Xp), —n<h<n
n =1

La funcion de autocorrelacion muestral o estimada es:

Estimacion de
las funciones A
de momentos Yh




Estimacidn de las funciones de momentos

Modelos de

series Propiedades:

temporales.

e @ Para i > 0, 5, es aproximadamente igual a la

tales covarianza muestral de los n — h pares de
t observaciones (X1, X1+1), (X2, Xo41), -+, (Xn—n, Xn)-
@ La matriz de autocovarianzas muestral,

L= (%i—j)i;=1, €s siempre definido no negativa.

También lo es Ry = (pi—j);j—1-
@ Tamano muestral n de al menos 50 observaciones y py

es un buen estimador para valores de 2 no mayores de
Estimacion de
las funciones n/4
de momentos . ., .
@ Las funciones de autocorrelacién y autocovarianzas

muestrales pueden ser calculadas sobre cualquier
conjunto de datos.




Ejemplo: Poblacién mayores de 16 anos (INE)

Modelos de
series
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

Miguel
G zZ
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retardos



Ejemplo: Ingresos y pagos por turismo (INE)

Modelos de
series
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

miles de euros
1 e+06 2 e+06 3 e+06 4 e+06 5 e+0t

T T T
1990 1995 2000 2005

Estimacioén de
las funciones
de momentos

[1] for] | ‘ |
RS LARRRRRRRRAREESEEEESEERERE
0246810 13 16 18 2 25 2 o s ¥ 4

retardos



Proceso de ruido blanco

Modelos de
series

temporales. Definicion

Conceptos

il Un proceso de ruido blanco, denotado habitualmente como
{Z:}.e1, €S un proceso estocastico con las siguientes
propiedades:

@ E[Z] =0paratodor=0,+1,...
@ Var[Z] = 0? < co paratodot=0,+1,...
® Cov[Z,Zn] =0 h=+£142,...

iguel

Proceso de
ruido blanco




Proceso de ruido blanco

Modelos de
series
temporales.
Conceptos

fundamen- Extraemos con reemplazamiento una bola de una urna que

contiene 5 bolas idénticas en forma y peso enumeradas del
. 1 al 5y consideramos la sucesion de valores ¥; = X; — 3,
PG siendo X; al valor observado en la bola obtenida en la
i-ésima extraccion.

Proceso de
ruido blanco



Proceso de ruido blanco

Modelos de

series ez
temporales. PrOpOS|C|On
Conceptos

Rl Sea {Z,};er un proceso de ruido blanco formado por

tales
Miguel variables independientes y p,= (p1, - . ., pr)’- Entonces

Go
Iné le

: ~ d
Puerto nl/zph L> Z7 Cuando n — oQ,

donde Z sigue una distribucién Normal multivariante de
media 0= (0, =*¢¢¢s 0)" y matriz de covarianzas I, con /
matriz identidad de orden A.

Proceso de
ruido blanco



Proceso de ruido blanco

Modelos de
series v . .
temporales. Ejemplo: Proceso puramente aleatorio simulado
Conceptos
fundamen-
tales

Miguel
Gonzalez,
del
Puerto

Proceso de - -
ruido blanco i \‘\‘\ . |

T T T T T T I T T T T T T TTT
02468 11 14 17 20 23 26 20 %2 35 38

retardos




Procesos lineales

Modelos de
series

temporales. Definicion

Conceptos

fundamen- Un proceso {X;},cr s un proceso lineal si puede ser
representado como:

Miguel
Go Z,
Iné

e 00
Puerto
X[ = E \I’th_j

j==00

paratodo ¢t =0,+1,..., donde {Z},r es un ruido blanco
(de media cero y varianza o?) y {¥; 2_~ €S Una sucesion
de constantes reales que verifica V)| < oo.

o0
j=—c0

Procesos
[EEE



Procesos lineales

Modelos de
series

temporales. Ejem pIO

Conceptos

fundamen- Sea {X, },cr un proceso estocastico que satisface las
ecuaciones

Miguel
Go ,
Iné el

Pusrto‘ Xt = ¢Xt71 +Zt7 = O,il, e

donde {Z},cr es un proceso de ruido blanco y |¢| < 1. Este
proceso es llamado proceso autorregresivo de orden 1,y lo
denotaremos AR(1).

o ; o )
X, =Y #7 5 Y ¢l < 0.
j=0 j=0

Procesos
[EEE



Procesos lineales

Modelos de
series Operador de retardo
temporales.
Conceptos
fundamen-

tales El operador de retardo B aplicado a una variable X; se
define como BX; = X;_. En general

B*X, = X,_4.

El operador de retardo es lineal, i.e.
B(aX; + bY,) = aX,—1 + bY,_,. B puede manejarse como Si
fuera una cantidad algebraica cualquiera (B° = Id).

Procesos
[EEE



Procesos lineales

Modelos de

series 0oz
temporales. PrOpOSICIOﬂ
Conceptos

fundamen- Sea {Y,},er un proceso estacionario con media 0 y funcién de
ales . .
autocovarianzas yy. Si Y.~ __ |¥;| < oo, entonces el proceso

Miguel

G
o0
X, = Z Y, ;= U(B)Y,
j=—00
es estacionario con media cero y funcién de autocovarianzas

o0

wh)= > > CWy(h+k—j).

Jj=—00 k=—o00

Procesos
[EEE



Procesos lineales

Modelos de

series 0oz
temporales. PrOpOSICIOﬂ
Conceptos

fundamen- En el caso especial de que {X;};cr sea un proceso lineal,

Yx(h) = o? Z W0 .

Puerto .
J=—

Procesos
[EEE



Procesos lineales

Modelos de .
series Dados filtros de la forma

temporales.
Conceptos
fundamen-

tales Ck(B) = Z OéjB] yﬁ Z BJB/

j=—00

con coeficientes absolutamente sumables pueden ser aplicados

sucesivamente a una serie estacionaria {Y,},cr para generar una
nueva serie estacionaria {W,},cr

W, = 7/’(B)Yt
donde
¥(B) = «a(B)B(B) = B(B)a(B)
II?'roclesos 1/1]' = Z O‘kﬁj—k = Z 5k04j—k- (1)

k=—o0 k=—o00

El orden de la aplicacion de los filtros no afecta al resultado (1).



Procesos lineales

Modelos de
series
temporales.
Conceptos
fundamen-

tales X = QSXI*I +Zt7 = 0,:|:1, R

iguel

Ejemplo

donde {Z},cr es un proceso de ruido blanco y |¢| < 1.

Xt - Z;io ¢]Zt—j

’YX(h> _ qui(b]”rh 2 _ ¢h02/(1 _ ¢2)

J=0

Procesos

[EEE



Procesos lineales

Modelos de

series 0oz
temporales. PrOpOSICIOﬂ
Conceptos

fundamen- Si {X,},er es un proceso lineal de media p, i.e.

tales

Miguel

h Xi—p= Z iz,

Puerto j=—00

o

cony ;- U, # 0y {Z},er un proceso puramente aleatorio de
media cero, entonces

n]/QXn — M

d
; — Z, cuando n — oo,
vl/2

con Z siguiendo una distribucién Normal estandar y siendo
V= Zlozozfoo ’Yh-

Procesos
[EEE



Procesos lineales

Modelos de . L, . . . :
series Si ademas el proceso es gaussiano, la distribucion exacta

temporales.

Conceptos de Xn para cada n,

fundamen-
1/2/% - _ @
n'“ (X, —p)~N|0, E " Yh | -

tales
h=—n

Procesos
[EEE



Modelos de
series
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

Miguel

Go Z,

Iné s
Puerto

Procesos
[EEE

Procesos lineales

Proposicién

o0

Sea {X;}er un proceso lineal con >3 wjz[j\ <0y
{Z:}cr un proceso puramente aleatorio de media cero y
pn= (p1,--.,pn)’. Entonces

1/2

~ d
n'“pp — Z, cuando n — oo,

con Z siguiendo una N(py, W), donde pp= (p1,...,p1n) Yy W
es la matriz de covarianzas, cuyos elementos vienen dados
por la férmula de Bartlett.




Procesos lineales

Modelos de ,
series Férmula de Bartlett:

temporales.
Conceptos
fundamen-

tales
e’}

wij = Z [0tk PPt +20i 0708 — 20iPk P — 20 Pk i)

k=—o00

De donde se sigue que,

1 o0
Var(pp) ~ — Z Pith + Pr—h — 2pnpr)*
k=1

S

Cov(pn, Phs) =
o

1
. D Pk + P = 20000 (Prctits + Pi—(hss) — 20hesk)

Procesos
lineales k=1



Teorema de descomposicion de Wold

Modelos de L.
series Proceso determinista
temporales.
Conceptos
fundamen-
tales

X; = Acos(wt) + Bsin(wt)

donde w € (0, 7) es constante y A y B son variables
aleatorias incorreladas de media 0 y varianza o?.

X; = (2cos(w))X;—1 — Xi—2.



Teorema de descomposicion de Wold

Modelos de

series
temporales. Teorema
Conceptos

fundamen- Si {X;}:er €s un proceso estacionario no determinista, entonces,
tal
aes paratodor € T,

Miguel 0o
Go ,
Iné el X, = E \IIJZ,,J = Vt,

Puerto ‘ A
J=0

i) Wo=1y> 70} < oo,

ii) {Z}:er es un proceso de ruido blanco

)
)

i) Cov(Z;,V;) =0 paratodo sy r,

iv) Z, es el limite de combinaciones lineales de X;, s <1,y
)

v) {V;}.er €s un proceso determinista.

Teorema de
descomposicién de
Wold
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