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Capitulo 1

El Espacio Normado R"

En este curso supondremos conocida la estructura de R y su topologia,
asi como las propiedades de las funciones continuas o derivables de una va-
riable. Todo este bagaje inicial se usara, sin necesidad de hacer las demostra-
ciones que correspondan. Nuestro objetivo fundamental seran las funciones
de varias variables, mas exactamente el calculo diferencial para funciones
definidas en subconjuntos de R™. Muchos de los resultados seran extensio-
nes a las varias variables de otros ya estudiados en una variable, otros en
cambio seran nuevos por responder a problemas que no tienen sentido en
1-variable.

A pesar de que sélo estamos interesados en las funciones de un nimero
finito de variables, muchos conceptos y demostraciones se estableceran para
funciones definidas entre espacios vectoriales reales de cualquier dimensién,
sentando asi las bases para un Célculo Diferencial en espacios funcionales
y, evitando ademads el uso de coordenadas, cuando éstas no sean necesarias.
Consideramos pues funciones f : A C E — F, siendo E y F espacios vecto-
riales sobre el cuerpo de los ntimeros reales de dimensién > 1 . Cuando E
sea de dimensién n diremos que f es una funcién de las n-variables reales
(x1,x2,...,2,). En tal caso, puesto que E es isomorfo a R", estamos iden-
tificando E y R". También es habitual decir que una funcién que toma sus
valores en R (i.e. F' =R ) es una funcién escalar, mientras que la funcién se
dice vectorial cuando dim(F") > 1. En el caso en que F sea el producto de
un numero finito de espacios vectoriales,

f:ACE—>F1XF2><'--Fp,

si se denota por f;(z) la i-ésima coordenada de f(x), escribiremos f =
(fi,-.., fp) y diremos que las funciones f; : AC E — F;; i =1,2,...,p, son
las funciones coordenadas de f.
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Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K = R ¢ C indistintamente.
Una norma sobre F es una aplicaciéon de E en R que satisface las tres
propiedades siguientes:

NORL. ||z|| =0siysdlosiz =0
NOR2. || Az|| = [A| ||z||, VA€K, Vx € E
NOR3. [lz +y[| < [lz]| + l[yll, Y&,y € E

Al nimero real ||z| se le denomina norma del vector = y se dice que
el par (E,| |I) es un espacio normado. En lo sucesivo, todos los espacios
vectoriales seran reales, es decir K = R.

Ejemplos 1.1 (1) Las tunicas normas sobre R son el valor absoluto y sus
multiplos positivos. En efecto, sea || | una norma cualquiera sobre R y sea
k =||1|. Entonces

]l = -1 = [ [[[1]] = K|

Para probar que k debe ser un nimero real mayor estrictamente que 0,
solo hay que tener en cuenta que toda norma sobre un espacio vectorial F
satisface las propiedades:

NORA4. Toda norma es simétrica, es decir || — z|| = ||z||, para todo
r el

NORS. La norma de todo vector de E es un niimero real positivo,

La propiedad NOR4 se obtiene trivialmente de la segunda condicién de
norma. NORS5 se demuestra asi:

0= [lz—z| <zl + ] -2l =2z =[] =0.

(2) En R” las normas més utilizadas son

n 1/p
(@1, zn)llp = (ZI%I”) ,p>1
i=1

||(l‘1,. . ;xn)Hoo = méx{|x1|, sy |l‘n|}

La comprobacion, en las del tipo p, de la tercera propiedad de norma se basa
en la desigualdad de Holder (Ver aunque para el caso p = 2
cabe una demostracién alternativa, basada en la desigualdad de Cauchy-
Schwartz, que veremos a continuacién. La || [l es la norma de la geometria
euclidea, ella forma parte del importante grupo de normas que se derivan
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de un producto escalar las Normas Euclideas. La norma | |lo, es conocida
como la norma producto.
Como es bien conocido mediante la igualdad

(xvy) ' (U,U) = 2u + yv,

se define una aplicacién bilineal de R% x R? en R, el producto escalar euclideo
(ejercicio). Obviamente, se tiene que el producto escalar de un vector por
si mismo es justamente el cuadrado de su norma euclidea: (z,y) - (z,y) =
2 +y° = (2, y)I>.

Vamos a ver que se satisface la desigualdad,

(@, y) - (w,0)] < (@, )l (w, V)],

conocida como Desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Es obvio que esta desigualdad es cierta sii

(zu +yv)? < (22 + y*)(u® +0?)  sii
2eyuv < w202 + y2u?  sii
2202 + y2u2 — 2zvyu > 0,

y es claro que esto tltimo es cierto pues z2v2 + y?u? — 2zvyu = (zv — yu)?.
Deducimos entonces que

() + (.02 = (@9 + (0)) (<x, y) + <u,v>)
= (2,9) - (@.9) + 22) - (u,0) + (,0) - (u,0)

2
< 1yl + 20, )1 s ) |+ 11w, 0) 1 = (H(w,y)l\ + II(uw)II) -

Las normas anteriores pueden definirse sobre productos finitos de espacios
normados, o sea si E en en vez de R™ es un producto de los espacios normados
FE;, i = 1,...,n, entonces sobre el espacio vectorial £ = F; x --- x E,
podemos considerar de forma anéloga la norma producto y las normas p.

Ejercicio. Una norma | || sobre R" la llamaremos mondtona si satisface la
condicién:

lzi| <lyil, i=1,....n = l(z1,...; ) < W(yr, - yn)ll
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1. Probar que las normas || ||, y la norma producto son normas mondtonas

de R".

2. Probar que la norma ||(z, y)Il = |z|+ |z —y| no es una norma mondtona
de R2.
3. Si E;, i=1,...,n son espacios normados y || [|* es una norma mond-

tona de R", entonces mediante la férmula

11, @)l = [zl )|

se define una norma en £ = E| X By X --- X E,,.

4. Silllli,..., |l ll, son normas sobre el mismo espacio vectorial E y || ||
es una norma mondtona de R", entonces mediante la férmula

lall = (| (el - ., Nl ||

se define una norma en FE.

5. Utilizar uno de los dos apartados anteriores para justificar que las
siguientes expresiones son normas

en R2:

[z, Yl = 2| + ly| + /22 + y?

[(z,y)l = \/(méx{\ﬂfl, |12 + 22+ y? + (2] + [y])?
en R3:

1z, y, 2)[l = 2] + 3Jy| + [2|
I,y 2) ]| = méx{|], {/1yl* + |2]*}

@y, 2l = \Ja? +y2 + 22 + (2| + [y] + |2])2

6. Procediendo de la misma forma, construir mas normas.
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1.2 Toda norma lleva asociada de forma natural una distancia d definida
por d(z,y) = || — y||. En particular, en R la distancia asociada a la norma
“valor absoluto” es la usual d(x,y) = |r — y|. Para E = R? la distancia
asociada a || ||2 es la distancia euclidea. Para || ||« es facil ver que si P,Q
son dos puntos del plano situados en un rectangulo de lados paralelos a los
ejes de medidas s, t, entonces doo (P, Q) < méax{t, s}.

Definicién 1.3 En un espacio normado (F, | ),

i) al conjunto de puntos de E que distan de un punto a menos que r > 0
lo llamaremos bola abierta de centro a € F y radio » > 0 y se denotard
por B(a,r). Luego B(a,r) = {x € E : ||z — a|| < r}. Andlogamente la bola
cerrada serd, Bla,r| ={z € E : ||z — a|| < r} y la esfera, Sla,r] ={z € E:
|z —al| =71}

ii) un subconjunto A C E se dira acotado si existe alguna constante o > 0
tal que ||z|| < « para todo = € A. Equivalentemente si A estd contenido en
alguna bola.

1.4 Algunas de las propiedades elementales de las bolas en un espacio nor-
mado son las siguientes:

1. “La geometria” de las bolas no depende del centro ni del radio. Esto
es debido a la igualdad B(a,r) = a+1rB(0,1) (ejercicio), que nos dice
que toda bola se obtiene mediante la traslacién de una homotética de
la bola unidad (de centro 0 y radio 1).

2. Cada bola tiene infinitos puntos. En efecto, consideremos la bola B(a, ).
Entonces para cada de los infinitos puntos b € E, b # 0;b # a es in-
mediato ver que los infinitos puntos a + tb, con t € (—r/[bll,r/|bll)
pertenecen a B(a,r).

3. Para cada par de puntos distintos a,b € E existes dos bolas centradas
en a y en b respectivamente que son disjuntas: Si a # b entonces
r = 1/2lla—bll es mayor estrictamente que 0 y las bolas B(a,r) y B(b,r)
son disjuntas, pues si x € B(a,r) entonces |la— bl < lla— x|+l —bll <
r + llx — bll, lo que implica que |z — bll > r y por tanto = & B(b,r).

Ejercicio. Dibujar en R? una bola respecto a la normas || lloo, || I, || ll2 y
también respecto a la norma |(z,y)ll = |z| + |z — y|.
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1. Normas equivalentes

Anilogamente a cémo se hacia en R, a partir de la distancia asociada a
una norma, podemos dar la definicién de sucesién convergente en espacios
normados . Concretamente:

Definicién 1.5 La sucesién de puntos del espacio normado (E, || |I) se dice
que converge (o que || [|-converge, si pudiera haber confusién) al punto x,
{zp} — z, si para cada € > 0 existe un indice v tal que si p > v entonces
|z, — z|| < €. En otras palabras, si a partir de v todos los términos de la
sucesion estan en la bola B(z,¢).

Por tanto, es claro que una sucesiéon no puede converger a dos puntos
distintos. Si la sucesién {x,} convergiese a los dos puntos distintos z1 # 2,
tomando ¢ tal que B(z1,e)NB(z2,e) = (), todos los términos de la sucesion a
partir de uno en adelante deberian estar en ambas bolas, lo cual es absurdo.
Cuando la sucesién {z,} converge a x, también se dice que z es el punto
limite de la misma y se escribird lim z, = x.

p—00

Es inmediato comprobar que si {z,} es una sucesién convergente enton-
ces también es de Cauchy, i.e para cada € > 0 existe un indice v tal que si
p,q > v entonces ||z, — z4]| < e.

Ejemplo 1.6 Es facil ver que en R? respecto a la norma producto, una suce-
sion {(zp,yp)} converge al punto (z,y) siy sélo si las sucesiones coordenadas
{xp} v {yp} convergen respectivamente a x e y. Igualmente en R".

Puesto que el concepto de sucesiéon convergente lo hemos expresado en
términos de la norma, parece posible que una misma sucesién de puntos del
espacio vectorial E pueda ser convergente o no dependiendo de cudal sea la
norma con la que trabajemos. De hecho, como veremos a continuacién, dos
normas sobre E que proporcionan las mismas sucesiones convergentes son
justamente las que denominaremos equivalentes.

Definicién 1.7 Dos normas || ||, || [* sobre el mismo espacio vectorial E se
dicen equivalentes si existen dos nimeros reales «, § mayores estrictamente
que 0 tales que ||z|| < aflz[|*; ||z||* < B||z||,Vx € E.

Proposiciéon 1.8 Sean || |, || I dos normas sobre el mismo espacio vectorial
FE. Los enunciados siguientes son equivalentes:

1) Las normas || |I, [l [I* son equivalentes,
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2) Cada sucesion que converge respecto a una de ellas converge también
respecto a la otra y al mismo limite,

3) Cada sucesion que converge respecto a una de ellas converge también
respecto a la otra.

Demostracién. 1) implica 2) Supongamos que las normas son equivalentes
i.e existen «, f mayores estrictamente que 0 tales que ||| < «afz|*; ||z|* <
Bllz||,Vz € E, y sea {xp} una sucesion | [-convergente a x. Luego dado
g > 0, a partir de un cierto indice, los términos de la sucesion | ||-distan de
x menos que €. Se deduce entonces que, a partir de ese indice, ||, — z||* <
Bllzp — z|| < Be. Es decir la sucesién {z,} también | [*-tiende a x.

2) implica 1) Reciprocamente, supongamos que las normas no son equi-
valentes, por ejemplo que no se satisface || [|* < S| || para ningtin 8 > 0. En
particular, que para cada p € N existe z, € E tal que ||z,||* > p||z,[]. O lo
que es lo mismo, que

2

lo que significa que la sucesion, {ﬁ}, Il l-converge a 0. Pero, en cambio,
p
*
= 1.

esta sucesion no || [|*-converge a 0, pues HH;:#
Trivialmente 2) implica 3).
3) implica 2) Teniendo en cuenta que una sucesién {z,} converge a a
si y sélo si la sucesién {z, — a} converge a 0, bastard probar que si {x,}
es una sucesion que || [|-converge a 0 entonces esta sucesion | [|*-converge a
0. Por 3) {z,} debe ser || [[*-convergente. Lo que se trata de probar es que
ademas debe hacerlo a 0. En efecto, supongamos que {a:p} |l [I*-converge a

b, entonces es obvio que la sucesién {pr} |l ll-converge a 0 y || [*-converge
a 2b. Sea {y,} la sucesién definida por y, = z, si p es impar e y, = 2z,
si p es par. Obviamente {y,} || l-converge a 0, por lo que segin 3), debe

ser || [*-convergente a algin c. Pero la subsucesion de los términos impares
|l [I*-converge a b mientras que la de los términos pares converge a 2b. Por
tanto ¢ = b = 2b que implica b = 0 como queriamos probar. i

Teorema 1.9 En R" todas las normas son equivalentes.

Demostracién. Vamos a probar que cada norma || || sobre R™ es equivalente
a la norma | ||s.
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1) Denotemos por e; = (0,...,1,...,0) entonces
n
HxH = H(xlv s 71'71)” - H ZxZeZH
i=1

< lillleill < > _(lellsollesll) = Q_ lleilD 2o
i=1

Entonces, si § = > ||e;||, se ha probado que para todo x € R”, ||z|| < 5]|%|o-

2) Para probar la otra desigualdad razonaremos por induccién sobre n.
Ya sabemos que es cierta para n = 1, pues las tinicas normas sobre R son
los multiplos positivos del valor absoluto. Supongamos cierto en R™*! la
existencia de una desigualdad en este sentido entre cada norma y la norma
producto. Para probar esto mismo sucede en R", observemos que si v =
(x1,x2,...,2,) es un vector no nulo, entonces para cada z; # 0 podemos
escribir v = x;(x1/24,...,1,...,2,/2;), de lo que se deduce que |v| =
||v]|oo||]|, donde u es un vector que tiene un 1 en alguna de sus coordenadas.
La desigualdad que buscamos se obtendria si fuese cierto que existe alguna
constante o > 0 tal que para cada vector u de este tipo |u|| fuese mayor
que «. Denotemos por L1, Lo, ... los conjuntos formados por los puntos que
tienen un 1 en la 1* coordenada, un 1 en la 2% coordenada,. . . y veamos que en
cada uno de ellos es cierto lo anterior. Supongamos que no y que por ejemplo
existe una sucesion de vectores u, = (1,95,...,y2) € L1,p=1,2,... tal que
|upl| < 1/p. Teniendo en cuenta que

HupH - H(Lyg?""yg)H - H(l,O,...,O) + (anga"wyg)H?

eso significarfa que la sucesién {(0,45,...,42)} |l [l-converge a (—1,0,...,0)
(luego también es || ||-Cauchy).

Denotemos por || |* a la norma sobre R"~! definida asf: ||(y2, - . ., yn)
10,92, ...,yn)|| (comprobar que es norma). Por hipétesis de induccién debe
existir una constante s > 0 tal que |[(y2,...,Yn)llcc < sl[(y2,---,yn)||* =
s[[(0,y2, ..., yn)|l. De esta desigualdad se deduce entonces que el cardc-
ter || ||-Cauchy de la sucesiéon {(0,45,...,yP)} implicarfa que la sucesién
{(¥8,...,42)} es | |leo-Cauchy, equivalentemente que las sucesiones coor-
denadas son sucesiones de Cauchy de niimeros reales, luego convergentes.
Si ca,¢3,...,c, fuesen sus limites entonces la sucesién {(y5,...,y2)} con-
vergeria respecto a la norma || ||« al punto ¢ = (cg,...,¢,), pero enton-
ces, teniendo en cuenta que (segtin vimos en 1) || || < Bl o, la sucesion
{(0,95,...,y2)} || ||-convergeria a ||(0, ca,...,c,)|. Habriamos obtenido dos
limite diferentes para la misma sucesién. |

"=
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Corolario 1.10 R" es un espacio normado completo (un espacio de Ba-
nach) respecto a cualquier norma i.e., cada sucesion de Cauchy en (R™, || |I)
es convergente cualquiera que sea la norma || ||.

Demostracion. Puesto que en R™ todas las normas son equivalente, una
sucesion es || [-Cauchy si y s6lo es || [l,o-Cauchy y, por tanto, si y sélo si cada
sucesién coordenada es una sucesion de nuimeros reales de Cauchy (luego
convergente, pues suponemos conocido que R es completo). Se tiene pues
que dicha sucesion, segin veiamos antes, es || [l,o-convergente lo que, segin
la proposicién equivale a ser || [|-convergente. [

2. Continuidad y limites de funciones

Comenzamos aqui con el estudio de las funciones de varias variables, y
mas generalmente con el de las funciones del tipo f: ACFE — F con E y
F espacios normados. Para ello necesitaremos definir previamente algunos
conceptos de topologia:

Definicién 1.11 Un subconjunto A de un espacio normado (E, | ||) se dirad
entorno del punto a (o equivalentemente que a es un punto interior de A:

a € A) si existe un nimero real r > 0 tal que B(a,r) C A. Un subconjunto
U se dira abierto cuando sea entorno de todos sus puntos o dicho de otra

forma si U(') = U. A los complementarios de abiertos se les llama cerrados.
Nos referiremos a la familia 7 de los abiertos como a la topologia del espacio
normado.

Es obvio que todo conjunto que contenga un entorno de un punto a es
también entorno de a y que la intersecciéon de dos entornos del punto a es
también entorno de a. Asimismo es claro que la unién arbitraria de abiertos
y la interseccion finita de abiertos es un abierto.

Proposicion 1.12 Un conjunto U es abierto del espacio normado FE si y
solo si U es unién de bolas abiertas.

Demostracion. Si U es abierto entonces U = U,y B(x,7,). Reciproca-
mente, cada B(a,r) es un conjunto abierto. En efecto si x € B(a,r) y
0 <ry <r—|x—al entonces cada y € B(z,r;) verifica que ||y — a| <
ly =zl + [z —al <7re + [l —alf <r. B

Proposicién 1.13 Dos normas sobre el espacio vectorial E son equivalentes
si y sélo si inducen la misma topologia sobre E. También, si y sélo si los
entornos de cada punto son los mismos para las dos normas.
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Demostracion. De acuerdo a la definicién de abierto, bastarda probar la se-
gunda de las afirmaciones. Sean || || y || |* dos normas sobre E y para a € E,
denotemos por ¥(a) y ¥(a) a la familia de entornos de a respecto a esas
normas. Supongamos que son equivalentes y que U € %(a), es decir que
existe B(a,r) C U. Al ser equivalentes ambas normas existe a > 0 tal que
|z —al| < allr — al|* para todo x. Por tanto si ||z — al|* < r/a enton-
ces |z —al| < r o sea que By(a,r/a) C B(a,r) C U, lo que implica que
U € Yi(a).

Reciprocamente, supongamos que los entornos de cada punto son los mis-
mos para ambas normas y veamos que entonces las sucesiones convergentes
a cada punto son también las mismas para ambas normas. Supongamos
que {z,} es una sucesién que || [|-convergente a b, y sea ¢ > 0, como la
bola By(b,e) es un entorno de b (respecto a ambas normas) debe existir
B(b,e") C By(b,e). Se deduce pues que todos los términos de la sucesién a
partir de uno en adelante estdn en B(b,&’) y por tanto en Bi(b,¢), lo que
significa que {x,} es una sucesién que || [|*-converge a b. 1

Ejercicio. Probar que todo subespacio vectorial de R™ es cerrado.

Definiciones 1.14 La funcién f: A C E — F se dice:

1) continua en el punto a € A, si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que
si ||z —al <0 (x € A) entonces ||f(x) — f(a)|| <e.

Es facil ver que un toda funcién continua en un punto es secuencialmente
continua en ese punto, i.e. si la funciéon f es continua en el punto a y {wp}
es una sucesion de puntos que converge al punto a, entonces la sucesion de
sus imagenes {f(z,)} converge a f(a).

2) continua en A, cuando sea continua en todos los puntos de A.

3) uniformemente continua en A, si para cada ¢ > 0 existe un § > 0 tal
que si ||z —y|| < (z,y € A) entonces ||f(x) — f(y)]| < e.

De la definiciéon se deduce que si f es uniformemente continua en A
entonces es continua en A, es decir continua en cada punto x € A, pero con
la particularidad de que el § no depende méas que de ¢, es decir J, puede
tomarse el mismo para todo .

4) lipschitziana, si existe una constante k > 0 tal que || f(x) — f(y)|| <
kllz —yl|.

Obviamente cada funcién lipschitziana es uniformemente continua.

Ejemplos 1.15 1. Cada funcién constante es trivialmente continua.
2. En todo espacio normado (F, || ||) la aplicaciéon norma, || | : B — R,
es continua.
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En efecto, de hecho esta aplicacién es lipschitziana, pues como es facil
de comprobar se tiene la siguiente desigualdad (ejercicio):

[l = gl < llz = i

3. Sean (E;, |I'l), i =1,2,...,p espacios normados. Consideremos sobre
E = FEy x Fy x -+ x E, la norma producto

T1,...,2 = max |lz;
(1, ... 2p)llso 1§i§p” ill

Entonces, cualquiera que sea j, la aplicacién proyeccién w; : E — Ej

mj(x1,...,2p) = x; es continua (lipschitziana), pues
(@1, mp) — 7 (yrs - yp) | = [l — yj
<Nz —w1 - ap = yp)lloo = (@1, @) — (Y15, p) [l oo

Proposicién 1.16 La funcién f: A C F — F es continua en A si y sélo si
para cada conjunto abierto V de F la antimagen f~(V) es un abierto de A
i.e. existe algiin abierto U de E tal que f~1(V) =U N A.

Demostracion. Supongamos f continua en A y sea V' un abierto de F'. Vea-
mos f~1(V) abierto de A: si # € f71(V) se tiene f(x) € V luego existe
B(f(z),e.) C V y por la continuidad de f en z debe existir §, tal que
f(B(z,6z) N A) C B(f(x),e.) CV = B(z,6;) N AC f~1(V). Entonces:

ffvyc U B,s)nAc V).
zef~H(V)

Luego tomando el abierto U = U B(x,6;) se tiene que f~1(V) =

z€f~1(V)
UnA.

(Probar como ejercicio la implicacién en el otro sentido). 1

Completaremos la serie de definiciones anteriores con la definicién de
limite. Para ello necesitaremos referirnos previamente a la nocién de punto
de acumulacion:

Definiciéon 1.17 Sea A un subconjunto de un espacio normado F. Un punto
a se dice de acumulacién del conjunto A (lo que se expresard como que
a € A’) si cada entorno de a tiene algin punto de A distinto de a. De
hecho en espacios normado el punto a serd de acumulacién de A si y sélo si
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cada entorno de A contiene infinitos puntos de A (ejercicio). Observar que
a puede ser de acumulacién de A sin necesidad de pertenecer a A. Por otra
parte también es inmediato probar que si un punto a es interior a A o més
generalmente si existe una B(a,r) C AU {a} entonces a € A’.

Definiciéon 1.18 Sea f: A C E — F y a un punto de acumulacién de A.
Diremos que el punto [ € F es limite de la funcién en el punto a, lo que
denotaremos como

lim f(z) =1,

Tr—a
si para € > 0, existe d > 0 tal quesiz € A, x #a y ||z — al]| < 0 entonces

1f () =1l <e.

Consecuencias directas de la definicién son:

a) Una funcién no puede tener dos limites diferentes en el mismo punto.
Como antes con las sucesiones, la demostracién de la unicidad del limite se
basa en que puntos distintos admiten entornos disjuntos.

b) Sea f: ACE — F ya€ A. Se tiene:

» Si a no es de acumulacién de A (en ese caso se dice que a es un punto
aislado de A) entonces f es continua en a.

= Sia € A’ entonces f es continua en a si y sélo si lim,_,, f(z) = f(a).

Si a es aislado de A entonces existe § tal que el tnico x de A con la
propiedad ||z — a|| < § es justamente el punto a. Por lo tanto es obvio que
f es continua en a.

Siae A'N A, entonces:

(f continua en a) significa:

Ve>0, 30 ||z —all <d, x€ A = ||f(z)— fla)|] <e
(limy_,q f(x) = f(a)) significa:
Ve>0, 3 ||z —al| <9, e Ax#a = |f(x)— fla)] <e

Obviamente los dos enunciados coinciden pues para x = a, || f(a) — f(a)|| =
0<e.

c)Si ft ACE — Fya € A (respectivamente a € A), entonces
lim,_, f(z) = [ (respect. f continua en a) si y sélo si para cada V €
V(1) (respect. V(f(a)) exista algin U € V(a) tal que f(U*NA) C V (respect.
f(UNA)CV),donde U* =U \ {a}.

La demostracién consiste en una sencilla adaptacion de la definicién € —§
en términos de entornos: supongamos que lim,_, f(z) =1y sea V € V().
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Entonces existe € > 0 tal que B(l,e) C V y para este ¢ existe J tal que si
r€A, x#ay|r—al < entonces || f(z) — || <e. Dicho de otra forma si
x € B*(a,d)N A entonces f(z) € B(l,e) C V i.e., si consideramos el entorno
U = B(a,d) se tiene que f(U* N A) C V. La implicacién en el otro sentido
es andloga (ejercicio).

De la definicién de limite por entornos dada en b) se deduce:

d) la existencia y el valor del limite de una funcién en un punto o la
continuidad se mantienen, si se cambian las normas de £ y F' por otro par
de normas equivalentes. En particular, si los espacios E y F' son de dimension
finita, para estudiar la existencia de limite de una funcién en un punto o la
continuidad, podemos utilizar las normas que queramos.

2.1. Reglas de calculo para limites

1.19 Sean E, Fi,...,F, espacios normado f : A C E — F donde F =
Fy X Fy x - -- F,, con la norma producto. Sea a € A’ y denotemos por f;, i =
1,2,...,p a las funciones coordenadas de f, entonces

lim f(z)=1=(h,...,l,) < lim fi(z) =1.

T—a T—a

Demostracion. Teniendo en cuenta que

1 () = Uloo = [(fr(x) = las s fol@) = lp)lloo = miéx || fi(z) — L],

1<i<p

es obvio que || f(z) — l|loc — 0 sii || fi(z) — ;|| = 0, Vi. 1

1.20 Sea f : AC E — F tal que en el punto a € A', lim,_,, f(z) = by
supongamos que g es una funcién definida en un subconjunto B de F que
contiene a f(A) U {b} y que es continua en b. Entonces,

lim g(f(x)) = g(lim f(x)) = g(b).

r—ra r—a

Demostracion. Trivial.

1.21 Sea f: ACE — F,a€ A" Silim,,, f(z) =byb # 0, entonces
existe un entorno U de a y a > 0 tal que || f(z)|| > « para cada z € U* N A.
En particular, f(z) # 0 para cada x € U* N A.
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Demostracion. Como consecuencia de lo anterior y de la aplicaciéon “norma”
es continua en todo punto se tiene que lim,_,, ||f(2)] = || limz—q f(2)]] =
||b]|]. Por tanto, tomando € = ||b||/2, existird 6 > 0 tal que si ||z —al| <,z €
A, x # a entonces

IF@I Bl < lol/2 & b2 < 1) < SIbiL

Luego tomando U = B(a,d) se tiene que || f(z)|| > a = ||b||/2 para todo
zeU*NA. 1

122 Si f: ACFE — F ylimg, f(x) =1, entonces si B C Ay a €
B', limgq fip(w) = 1.

Demostracion. Trivial.

Es claro que, contrariamente, la existencia de lim,_, fjp(7) no implica la
del lim,_,, f(x). Sin embargo en el caso particular en el que B = B(a,r)NA,
entonces

aeB & aeA'y%iigf(w):l & %iig]ﬂg(x):l

1.23 Para el calculo de limites son aplicables las siguientes formulas:

1) lim (f + g)(x) = lim f(z) + lim g(z);  lm (Af)(z) = A lim f(z)
2) Si f, g son funciones escalares, entonces %%(fg)(x) = ;13}1 fx) C(ljll)r(ll g(z)
1
3) Si f,g son escalares y %1_% g(x) # 0, entonces %11}}1(1/9)(3;) = T g(0).
. lim,_,, f(ﬂ?)

Por tanto %llg(f/g)(x) C limg_, g9(z).

Demostracion. Las demostraciones son totalmente analogas a las correspon-
dientes para funciones de 1-variable:

1) es inmediata.

2) Si limy—q f(x) = 1; limy—q g(z) = 7, entonces:

[(F9)(@) —Ir| = |f(2)(g(x) —r) +r(f(x) = 1)

< [f@)llg(@) —rl+[rl[f(x) =1
< [f(x) = 1llg(x) —r| +[Ullg(z) —r[ + [r[|f(z) = 1].
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Puesto que cada uno de los tres sumandos anteriores tienden a 0 cuando
x — a, se deduce que lim,_,q(fg)(x) = Ir.
3) Puesto que lim,_,, g(z) =7 # 0, de se deduce que existe a > 0
y 01 > 0 tal que si ||z —al| < 61,z € A,z # a entonces |g(z)| > a. Por lo
tanto,
‘ 1 1’ _ 1
glz) rlrllg(z)]
Los resultados anteriores sobre limites se trasladan de forma automatica
a resultados analogos sobre continuidad:

1
l9(x) —r[ < W\g(w) —7r[ = 0.

Corolario 1.24 » La funcién f = (f1,..., fp) es continua en un punto
a si y solo si las funciones coordenadas f; son todas continuas en a.

» Si f continua en a, g continua en b = f(a), entonces g o f es continua
en a.

= Si f,g continuas en a , entonces f + g, \f,(y si f, g son escalares) fg
v f/g(cuando g(a) # 0), son continuas en a.

Otras consecuencias

= En espacios normados la suma y la multiplicacién por escalares son
aplicaciones continuas.

= Cada funcion polinémica definida en R™ es continua en todo punto.

= Si f, g son funciones continuas sobre un subconjunto A de un espacio
normado y toman sus valores en R, entonces {x € A: f(x) < g(z)} es
abierto de A y los conjuntos {x € A: f(z) < g(x)} y{xr € A: f(z) =
g(x)} son cerrados de A.

2.2. Limites iterados y limites direccionales

A continuacién establecemos algunas condiciones necesarias para la exis-
tencia de limite de funciones (escalares, si se quiere) de varias variables
reales.

Definicién 1.25 (Limites iterados) Sea f: A C R? = Ry (wg,y0) € A’.
A cada uno de los limites

lim (lim f(z,y)), lim (lim f(z,y))

T—To Y—Yo Y—Yyo T—IQ

se les denomina limites iterados.
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Proposicion 1.26 Con las notaciones anteriores, si existe

lim flzy) =1,
(z,y)—(z0,50)
y en algiin entorno U de (o, yo) existe el limite limy, ., fir=na(7,y) entonces
también existen y es igual a “I” el limite iterado limg,_,,(limy_, f(2,y)).
Mismo enunciado para el otro limite iterado.

Demostracion. Resulta directamente de aplicar la definicién de limite.

Definicién 1.27 (Limites direccionales) Dada una recta r que pasa
por el punto (zg,yo) Llamaremos limite de la funcién f en el punto (xg,yo)
siguiendo esa recta al im g,y (20.40) f|B(,¥), donde B = r N A (supuesto
que (zo,y0) € B'). Por tanto, si r es la recta de pendiente m, y — yo =
m(x — xg), entonces el limite siguiendo esa recta sera:

i f (2, yo +m(z — o).

Los limites siguiendo rectas seran los limites direccionales.(Analoga defini-
cién para limite siguiendo curvas que pasan por el punto).

Nota. La definicién [I.25] se generalizan de manera natural al caso de fun-
ciones de 3 o maéas variables. Para generalizar también la nocién de limi-
tes direccionales de una funcién en un punto, deberemos escribir en for-
ma, paramétrica las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto. Asi si
a=(ay,...,a,), entonces

1 = a1 +thy, xo = as + the, ... ,x, = an + thy,

es la ecuacién de la recta que tiene como vector director h = (hy,...,hy) y
que pasa por a. El limite siguiendo esta recta serd entonces

%gr(l)f(al +thi,...,an + thy).

Para n = 2 el limite anterior coincide con el limite direccional en el sentido
de la definicién siguiendo la recta de pendiente m = ha/hy.

Como en el caso de los limites iterados, es evidente que la existencia de limite
implica la de los limites direccionales y siguiendo curvas. Se deduce, pues,
que la existencia de los limites iterados, direccionales y siguiendo curvas son
condiciones necesarias para la existencia del limite. Por lo tanto:

NO existe limite cuando
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1. No existe alguno de los limites iterados o existen pero son distintos.

Ejemplo 1.28 Consideremos la funcién

x2+y

f(%y):\/TTyQ

Esta funcién no es continua en (0,0) ya que uno de los limites iterados no

existe:

si (2,y) # (0,0); f(0,0) = 0.

2
lim (im — Yy = 1fm L — 41,

y—0 z—0 1/$2+y2 _yﬁom -

Ejemplo 1.29 Este es un ejemplo de una funcién para la que los limites
iterados existen pero son diferentes (luego el limite no existe)

(r+y— 1)1n(x2+2y2), i (2.y) £ (1,0).

flz,y) =

(x —1)% + 42
Se tiene que
A 2 —1)lnz
AaGE ) = e T =2
In(1 + 2y 4
ltm (lim f(z,y)) = lim Y20 T2 g W
y—0 z—1 y—0 Y y—0 1 + 2y2

2. No existe alguno de los limites direccionales o existen, pero no son
iguales.

Ejemplo 1.30 Sea

[@y) = o5y 5 @) £ (0.0)

Los limites direccionales de esta funciéon no son todos iguales. En efecto:

mIE2 m

li =1 =
250 f (@, ma) 50 (m?2+1)a2 m2+1

que depende de m. Se deduce pues que el limite no existe.
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Ejemplo 1.31 Sea

l'Qy

f(%y):m

si (x,y) # (070); f(070) =0.

Es inmediato comprobar que lim,_,o f(z,mx) = 0 para m # 1. En cambio
para m = 1 el limite anterior no existe, es decir la funcién no tiene limite en
(0,0) siguiendo la recta y = = y por lo tanto no admite limite en ese punto
(no es continua en (0,0)).

3. No existe el limite siguiendo alguna curva que pasa por el punto o el
limite varia dependiendo de la curva que se tome.

Ejemplo 1.32 Consideremos la funcién
2

fy) = g s () # 0,0)

Tanto los limite iterados como los limites direccionales en el punto (0,0)
existen y valen 0, sin embargo esta funcién no tiene limite en ese punto, ya
que si tomamos las curvas y = m+/x, se tiene:

m2z? m?

ili%f(a:,m\/%) :ig% 22 +miz2 mitl

Es decir los limites siguiendo esa familia de curvas existen todos pero son
diferentes entre si, luego el limite no existe.

Ejemplo 1.33 Sea

_ r?Iny
ozt (22 4 1ny)?’

f(wa y) si ('T’y) e (Oa 1); f(Ov 1) = 0.

Es inmediato comprobar que también en este caso los limites iterados en
(0,1) valen 0. En cuanto a los limites direccionales

3

i 22 In(1 + mx) In(1 + mzx) _Inl

= = 0.
250 2t + (z 4+ In(1 4+ mx))? 250 224+ (x+1/zln(l 4+ mx))?2  m?

Sin embargo tampoco existe el limite ya que si consideramos la curva y =
e, que obviamente pasa por (0,1), la funcién admite limite siguiendo esta
curva, pero es diferente de 0.
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Ejercicios. 1. Sea f la funcién definida en A = {(z,y) € R?: x £ 0; y #

0; xy # 1} por
3_,3
_ ¥~y
f(may)_xgyz_xy'

a) Probar que f es continua es cada punto de A.

b) Estudiar la existencia de limite de f en los puntos (a, 0), (0,b), (c,1/c)
siendoa # 0, b# 0y |c| # 1.

c¢) Obtener los limites iterados de f en los puntos (1,1) y (-1, —1)
para estudiar si existe limite de f en esos puntos.

d) Comprobar que los limites iterados de de f en (0,0) no estdn
definidos; que los limites direccionales en ese punto son todos
iguales, pero que la funcién f no tiene limite en (0,0).

e) Considerar la funcién g definida en A por

xS_yS

9(@,y) = (x + y) sen 29 —ay’

y demostrar que tiene limite en (0,0) a pesar de que los limites
iterados no estan definidos en (0, 0).

2. Considerar las funciones definidas en 4 = R?\ {(0,0)}:

(T +y)*(e? = 1) (z +y)*(e? = 1)

fl(x7y) = 22 +y2 ) f2($7y) = $4+y2
ry(e¥ —1)
f3(z,y) = T

a) Probar que f; tiene limite en (0,0).

b) Probar que los limites iterados y direccionales de fo en (0,0)
existen, pero f2 no tiene limite en (0, 0).

c¢) Probar que la funcién f3 tiene limite en (0,0).
3. a) Probar que la funcién de 1-variable

sent

g9(t) = L sit#0; g(0) =1,

es continua en todo punto t € R.
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b) Utilizar el apartado anterior para probar que la funcién

sen xy

flz,y) = siy#0; f(z,0) =1,

es continua en todo punto de R2.

c) Utilizar de nuevo el apartado a) para obtener lim, ) (4.0) f (7, ),
a € R, siendo f la funcién definida en el conjunto A = {(z,y) €

R? : |z # |y|} por

coST — COSY
2

f(x,y) =

22—y

3. Funciones continuas sobre compactos

De nuevo nos referiremos a la topologia de un espacio normado para
enunciar, sin demostracién, algunos resultados de las funciones continuas,
por otra parte ya conocidos para las funciones de una variable. Las demos-
traciones de estos resultados se veran en la asignatura de Topologia del
segundo semestre de este curso o bien pueden encontrarse en los apuntes de
esta misma asignatura del curso 2011/12 (Compacidad).

Definiciéon 1.34 Un conjunto K de un espacio normado se dice compacto
si de cada recubrimiento de K por conjuntos abiertos se puede extraer un
subrecubrimiento finito. Abreviadamente si K C (J;c; U; entonces existe un
subconjunto finito J C I tal que K C U;c; U;.

= Puesto que la definicién de compacto se hace exclusivamente en tér-
minos de los abiertos, es claro que que si dos normas sobre el mismo
espacio vectorial E son equivalente, un conjunto K C E es compacto
respecto a una de la normas si y solo si lo es respecto a la otra. En par-
ticular en R™ la compacidad de un conjunto no depende de la norma
que se tome.

= Es cierto, aunque no lo demostraremos, que todo compacto de un
espacio normado es un conjunto cerrado y acotado. Ya sabemos que
en R el reciproco también se satisface: los conjuntos compactos son
justamente los que son cerrados y acotados . Esto también es cierto en
R™, es decir en los espacios normados de dimensién finita y, segiin un
teorema de F. Riesz (Ver Manual, Teorema 2.9), sélo en ellos.


http://matematicas.unex.es/~montalvo/Grado en Matematicas/Analisis Matematico I/Apuntes/2011/cap1.pdf
http://matematicas.unex.es/~montalvo/Analisis_Varias_Variables/apuntes/cap02.pdf

1B El Espacio Normado R" 21

1.35 (Funciones continuas sobre compactos). Sean E, F' espacios nor-
mados y f: A C E — F una aplicaciéon continua, entonces:

i) La imagen por f de cada compacto K C A, f(K), es un conjunto
compacto de F' y por tanto cerrado y acotado.

ii) f es uniformemente continua sobre cada compacto K C A.

iii) Si F' = R entonces f alcanza un valor maximo y un valor minimo
sobre cada compacto K C A.

Ejercicios
1A Sean p,q numeros reales positivos tales 1/p 4+ 1/¢g = 1 (observar que en estas
condiciones p y ¢ deben ser mayores que 1).

(a) Demostrar la desigualdad:

2 . 1 Pyl a
INDICACION. Escribir — ay = e» ™* Talny

cién e® es convexa.

y tener en cuenta que la fun-

(b) (Desigualdad de Holder) Utilizar el apartado anterior para demostrar que

n n 1/p n 1/q
inyi < (Z $i|p> (Z |yi|q> :
i=1 i=1 i=1

En otros términos, (z,y) < ||z|pllylle, == (21, s 20); Y= (Y1,---,Yn)-
INDICACION. Suponer en una primera etapa que ||z]|, = 1,[yll; = 1 y de-
mostrar que entonces (x,y) < 1.

)1/p

¢) Demostrar que ||z||, = A es una norma sobre R™.
() q p =1

1B Sea p un ndmero real mayor o igual que 1 y denotemos por [, al conjunto de
. , (oo} 2z

sucesiones de nimeros reales (x,,) tales que >~ | |x,|P < 0o. Definamos también

lso como el conjunto de las sucesiones acotadas de niimeros reales.

(a) Probar que I, y lo son espacios vectoriales y que la expresiones

o0
Il = (D lenl) 775 (%o = sup |z]
ne—1 neN

definen sendas normas sobre I, y loo

(b) Demostrar que la adherencia en [, del conjunto de sucesiones que tienen
todos sus términos nulos, salvo un nimero finito de ellos, es c¢g: el espacio
vectorial de sucesiones reales que convergen a 0.
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1C Demostrar que si || - || es una norma sobre R™ tal que
) [(ur, - un)| <10 = fui] <1,
entonces |z;| < ||z||, para cada x = (21, ...,2,) € R™. Dar ejemplos de normas que

no satisfagan la condicién (*) para ningin s.

1D Estudiar si las expresiones siguientes definen una norma sobre R?:

L l(z,9)ll = v4a? +y2.

2. @yl = x|+ lyl-

3 M@yl = [ + [/2* + 7.

4@yl = V(@ —y)? +y*
1E Sean (E;, i = 1,2,...,n) una familia finita de espacios normados y empleemos
la notacién comun || - | para designar a las normas de F;.

(a) Demostrar que

n
||($1,,l‘n)||zzal”x1”7 047;20,
=1

(@1, za)ll = Vel + .+ a2

son normas sobre £ = F; x ... x E,,.

(b) Utilizar lo anterior para demostrar que

(.9, 2)]| = V@Il + )2 + 22

es una norma sobre R3.

1F Demostrar que la expresion
(2, g, 2)| = Va2 + (y — 2)2 + (z — y)?

define una norma sobre R3. Compararla con la norma euclidea.

1G Sea (E,|| - |) un espacio normado. Estudiar si la aplicacién de E en si mismo,
f(z) = z||z||, es continua, uniformemente continua o lipschitziana.

1H Encontrar una norma sobre R? para la que la esfera unidad sea la elipse de
ecuacién z2 + 4y? = 4.

1I Sea {z,} con z, # 0 para todo n, una sucesién de Cauchy en un espacio
normado.

(a) Probar que la sucesién de ndmeros reales {||z,||} es convergente. Sea a su
limite.
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(b) Probar que si a > 0 entonces la sucesién {H;”—"H} es de Cauchy.

Tn

(c) Demostrar con un ejemplo que si a = 0, la sucesién {m} no es necesaria-
n
mente de Cauchy.

1J Sea {x,} una sucesién convergente a 0 en un espacio normado. Probar que
también converge a 0 la sucesién:
2 a2 e R o 2

n

n

1K Sea E el espacio vectorial de las funciones polinémicas sobre el intervalo [0, 1].
Consideremos sobre ¢l las normas:

lap + a1z + ...+ ana™||oc = méx(|aol, ..., |an|)

llao + a1z + ... + apz™||1 = |ag| + - - + |an]

lao + a1z + ... + apz™|| = méx |ag + a1z + ... + az™|.
z€[0,1]

Establecer las comparaciones posibles entre ellas, probando, en particular, que la
primera y la tercera no son comparables.






Capitulo 2

La Diferencial de Fréchet

Iniciamos, con este capitulo, el calculo diferencial para funciones de va-
rias variables reales. Aunque el marco de trabajo sera, con frecuencia, el de
los espacios normados, nuestro interés se centra en la generalizacién del con-
cepto de derivada, y el estudio de sus propiedades, a las funciones de varias
variables reales.

1. Funciones diferenciables
Si f es una funcién real de una variable real, sabemos que f es derivable

en el punto a si existe

(2.1) f(a) = lim £L2EM) = f(@),

h—0 h

Es obvio que el concepto anterior de funciéon derivable puede extenderse, sin
modificacién alguna, a las funciones de una sola variable, pero que toman va-
lores en un espacio normado cualquiera F. En particular si f: A C R — RP,
es facil ver que f'(a) = (fi(a), fs(a),..., fy(a)). Esta formula es igualmente
valida si f es una funcién de 1 variable que toma sus valores en un producto
finito de espacios normados. Sin embargo, cuando f es una funcién varias
variables (o de “variable vectorial"), no podemos definir f’(a) como en
pues el “h” por el que habria que dividir no seria, en ese caso, elemento de
un cuerpo. Aun seria esto posible para las funciones de variable compleja,
pero éstas no son objeto de estudio en este curso. En lo sucesivo, por tanto,
el término variable habrid que entenderlo como variable real, y del mismo
modo un espacio normado serd, siempre, un espacio normado real. No obs-
tante, hemos de senalar que no existen diferencias esenciales entre un célculo
diferencial real y un calculo diferencial complejo.

25
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Antes de proceder a la extensién definitiva del concepto de derivada a
las funciones de varias variables, vamos a dedicar un primer una seccién la
introduccién de dos conceptos basicos, el de derivada parcial y el de deriva-
da direccional. Aunque pueda parecer exagerado, se podria afirmar que el
Célculo Diferencial en dimension finita consiste en el calculo con derivadas
parciales.

1.1. Derivadas parciales

Para funciones de una variable disponemos de unas reglas de célculo de
derivadas, las llamadas reglas de derivacién. Por ejemplo sabemos que la
funcién si f(z) = 22 + wsen z satisface las hipétesis necesarias para poder
aplicar estas reglas para calcular su derivada y asi obtener que f'(x) =
2x + senx + z cosz. En particular podemos obtener el valor de la derivada
en un punto concreto a sin més que sustituir a en la igualdad anterior, de
este modo f'(7) = 2 + 0 — 7 = 7. Cuando estas reglas no son aplicables
en algin punto a, aun la funcién puede admitir derivada en a. Por ejemplo
si f(x) = Va?+xsenzx, x € [-7w/2,7/2] y queremos calcular f'(z), se
puede aplicar la regla de la cadena para hacer este cdlculo en todo punto x
distinto de 0. De este modo para x # 0 se tiene f'(z) = 1/2(2x 4 senx +
zcosz)(2z + senz + xcosx)” /2. En cambio no podemos aplicar la regla
de la cadena para calcular f/(0) pues para ello seria necesario que la raiz
cuadrada (como funcién de una variable) fuese derivable en 0. Para estudiar
la existencia de f’(0) recurrimos a la definicién de derivada en un punto:

) — i L) @)

T—a T —a

Entonces para la funcién del ejemplo tendriamos

N ppp—— 5 g +
f’(O):lim T —i—xsena:: V2 siz—0
70 x V2 siz—0"

Una situacién idéntica se plantea cuando se tiene una funcién f de va-
rias variables, supongamos para concretar de 2-variables x,y, y se quiere
calcular la derivada (parcial) de f respecto a una de las variables. Por ejem-
plo si f(z,y) = 2% + yseny la derivada parcial de f respecto de x en un
punto (x,y) no es otra cosa que la derivada de la funcién de 1-variable
que se obtiene al considerar y en la derivacién como una constante. Lue-
go %(m,y) = 2z y andlogamente g—g(a:,y) = seny + ycosy. En particular
podemos obtener el valor de la derivadas parciales en un punto concreto
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(a,b) sin més que sustituir (a,b) en las igualdades anteriores. De igual mo-
dosi f = a2+ yseny, y € [—m/2,7/2], se pueden aplicar en cada
(z,y) 75 ((), ()) las reglas de derivacion de las funciones de una variable para
deducir que

of 1/2,8f

1
G @9) = (e yseny) % B (@) = Slseny + yoosy) @ + yseny)

5(
Como antes, no podemos aplicar la regla de la cadena para estudiar la exis-
tencia de la derivada parcial respecto a = (o respecto a y) en el punto (0, 0),
sino que habremos de recurrir a la definicién de derivada parcial respecto
a x (o respecto a y) en un punto (a,b), que de acuerdo a lo anterior no es
més que derivada en a de la funcién de la variable z (o y) que se obtiene al
sustituir en la definicién de f la variable y (o x) por b (0 a) i.e.,

g(a, b) = lim f($7 b) _ f(a’ b)’ g(a’ b) = lim f(a¢y> - f(a7 b)

Ox T—a r—a oy y—b y—>b

Maés generalmente,

Definicion 2.1 Sea f: A C R" — F y sea a € A. Llamaremos derivada
parcial j-ésima de f en a a la derivada en a; de la aplicacién de 1-variable

F‘ji Z;j — f(al, ey A1, L5, Q41 -y an)

La denotaremos por (0f/0z;)(a) o, también, D; f(a). Por tanto:

af ( ) FJ{(CLJ’) — lim f(al, e ,aj,l,xj,ajﬂ, . ,an) — f(a) ‘

Ox; Tj—a; Tj — aj

Teniendo en cuenta que las derivadas parciales no son mas que derivadas
de funciones de una variable, podemos aplicar las reglas de derivaciéon ya
conocidas para estas ultimas para deducir las siguientes reglas de céalculo
con derivadas parciales:

DS = (o f) g = (G20, 520 ).

(f +9) 99 O(Af) 1\ 9f

2 M0 = L+ 2w Tl —aglo).
3) Si f, g son funciones escalares, aéj;g) (a) = f(a) jf (a) + = (a)
J

8
af/9) . )(9
Ox;

9(a)(9f/0x;)(a) — f(a
g(a)?

y si ademés g(a) # 0,
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Ejemplo (Una funcién no continua en un punto, que admite en ese punto
derivadas parciales respecto a cualquier indice).

Ty )
= 0,0); 0,0) =0.
fz,y) 2y (z,y) # (0,0);  f(0,0)
Es facil ver que las dos derivadas parciales de esta funcién son nulas en
(0,0). Por otras parte la funcién no es continua en (0,0) pues los limites
direccionales de f en (0,0) existen pero no son todos iguales:

me m

lim =
=0 22 + m2z2 14+ m?

1.2. Derivadas direccionales

Definicién 2.2 Sea f: ACE — F,a € A y h # 0 un vector de F. Se dira
que f es derivable en el punto a, siguiendo el vector h, si existe

22) Duf(e) = fig HOE I =S 0)

Al elemento de F, Dy f(a), se le denominara derivada de f en a, siguiendo
el vector h. Cuando f admite derivada siguiendo cualquier vector no nulo,
se dird también que f admite derivadas en todos las direcciones.

Consideremos la recta de ecuacién z = a+th, t € R (recta que pasa por a
y tiene a h como vector director). Entonces f(a+th) son los valores que toma
f sobre esta recta, y por tanto, por analogia con los limites direccionales,
podria pensarse en denominar al limite como la derivada de la funcién
f en a siguiendo la recta x = a + th. Esto seria correcto, de no ser porque
para cada vector director de esa recta puede resultar un valor distinto para
Dy, f(a). Concretamente, es facil ver que

Dinf(a) = ADy f(a).

2.3 Observemos que las derivadas parciales en un punto no son mas que las
derivadas en ese punto siguiendo ciertos vectores particulares, los vectores
e1 = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0),.... En efecto,

ﬁ(a): lim flar,...,aj—1,25,a541,...,an) — f(a1,...,an)
827]‘ Tj—raj xj _aj
oy et @ —ag)e)) = fla) _ o flatte;) — fla)

Tj—ra; Tj— aj t—0 t

= D¢, f(a).
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2.4 La existencia de derivadas en todas las direcciones serd una condiciéon
necesaria para que una funcién sea derivable en un punto. Pero de nuevo
esta condicién es muy débil. Como pasaba con las derivadas parciales, es
posible que una funcién sea derivable en un punto en cualquier direccién y
no ser continua en ese punto.

Ejemplo (Una funcién no continua en un punto, que admite en ese punto
derivadas en todas las direcciones).

.7}2

P si (z,y) #(0,0);  f(0,0) =0.

flz,y) =

Si tomamos v = (h, k) y aplicamos la definicién para calcular la derivada en
el punto (0,0) siguiendo el vector v, resulta

f(th,tk) t3h%k h?

z

Stk 70, Duf(0,0) = lim === = lim iy ~ &

Sik=0, D,f(0,0)=0.

Sin embargo, esta funcién no es continua en (0,0), pues aunque los limites
iterados y direccionales existen todos y valen 0, los limites siguiendo las

curvas y = ma? son todos diferentes.

1.3. Diferenciabilidad en un punto

Hemos visto que una funcién de varias variables puede admitir derivadas
parciales e incluso direccionales en un punto a sin ser continua en a. Esto
indica que si se quiere que las funciones de varias variables que sean deriva-
bles en un punto sean continuas en ese punto, no va a bastar que se les exija
sélo la existencia de derivadas parciales o direccionales.

Antes de proceder a extender a varias variables la nociéon de funcién
derivable en un punto, conviene establecer un resultado elemental sobre
aplicaciones lineales, que habremos de tener en cuenta en lo sucesivo.

Lema 2.5 i) Una aplicacién L de R™ en F' es lineal si y solo existen c; €
F, j =1,...,n tales que L(x1,x2,...,2,) = 121 + cox2 + -+ + cpxy. Se
dice que L estd determinada por la matriz (ci,ca, ..., cp).

ii) Toda aplicacién lineal L de R™ en F' es continua, de hecho lipschit-
ziana. (Esto no es verdad para L : E — F' y E de dimension infinita):
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Demostraciéon. 1) Obviamente cualquier aplicacién de ese tipo es lineal. Re-
ciprocamente, si L es lineal entonces

L(zy,xe,...,xy) = L(Z rje;) = ijL(ej) =121 + caxa + - + cpp,

siendo ¢; = L(e;j).

ii) También es inmediato comprobar que si L es lineal entonces es lips-
chitziana, pues ||L(z) — L(y)[| = [ X ¢j(z; — yj)ll < (CleiDllz; — yjlloo-
|

Ejercicio. Probar que toda aplicacion lineal y continua entre espacios nor-
mados es lipschitziana.

Definicion 2.6 Sea f: A CR"™ — F, a € A. Se dice que f es diferenciable
o derivable en a (en el sentido de Fréchet), si admite derivadas parciales
respecto a cualquier indice en a y ademds se satisface la siguiente condicion:

z) — f(a) = " 2L(a)(z; — a;
- o 10 10 =S B )

z=a [l — all

(O equivalentemente, si

 fla+h) = fla) = iy 5L (a)h
(D) A IR -0

Notas. 1. Observemos en primer lugar que la definicién anterior es indepen-
diente de la norma. Es decir, que si f es diferenciable en a respecto a las
normas || | de R™ y F'y sustituimos estas normas por las normas equivalentes
Il II*, f es también diferenciable en a respecto a las nuevas normas. sabemos
que existen dos constantes mayores que 0, «, 3, tales que |lz|| < allzl|* para
cada v € R" y [lyll* < Bllyll para cada y € F. Entonces si

If(a+h) = fla) = X7y 5L (a)hy]
7]

se tiene también que

If(a+h) = fla) = Sy SE @)yl
1]
If(a+h) = fla) = X5y gE(@)hy]

<ap 7l < afe cuando ||h]|* < 1/ad,

< e cuando ||h] <4,
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2. Para funciones de una variable, la definicién anterior coincide con
la de funcién derivable en un punto. En efecto, supongamos que f es una
funcién de una variable (con valores en un espacio normado F'). Si f es
diferenciable en a entonces por la definicién debe existir (0f/0x)(a) = f'(a).
Reciprocamente si f es derivable en a, entonces

f(@) = f(a) — f(a)(z — a)

lim =0

r—a | — al

o iy SO =IO T —0)

e e R I A

Ejemplo 2.7 La funcién

3 3
rm =Yy
T,Y) = ——; 0,0)=0
fz,y) e £(0,0)
es continua y admite derivadas parciales respecto a ambas coordenadas en
(0,0) pero no es diferenciable en (0,0).

Proposicion 2.8 Sea f: ACR" > Fyae A. Son equivalentes:
i) f es diferenciable en a.
ii) Existe una aplicacion lineal J : R™ — F' tal que

(2.4) i L@t h) — fla) = J(h)

=0.
h=0 2]

Demostracién. i) inplica ii). De la definicién de funcién diferenciable se de-

duce que la condicién f diferenciable en a implica que la aplicaciéon lineal J
cuya matriz asociada es la matriz jacobiana (%(a), cee %(a)), satisface
la condicién ii).

ii) implica i) De hecho de la condicién ii) se deduce:

= f es derivable en todas las direcciones.
» La aplicacién J es tinica, J(h) = Dpf(a) =377 %fj(a)hj.
= f es diferenciable en a

En efecto, supongamos que la aplicacion lineal J : R™ — F' satisface

L fla+h) — ()~ I(h)
h—0 It
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entonces para cada h # 0 (fijado) se tiene:

o Il =0 A |

que claramente implica que

fla+th) — f(a) —tJ(h)

lim =0
t—0 t
Yy que, por tanto,
_ o fla+th) — f(a)
J(h) = lim " = D f(a)

Se ha probado pues que J no puede ser otra aplicacién que la definida por
J(h) = Dy, f(a), determinada (en dimensién finita) por la matriz

(e Tea)s- s Tlen)) = (e f(@), -, DenS(@) = (5@ 5(@)),

Ox1" 7 Oz,

es decir J(h) = Dy f(a) = 3774 %(a)hj, que nos dice que la condicién ii)

no es otra cosa que la condicién (D) de diferenciabilidad en a. 1

Definicién 2.9 La funcién f : E — F se dice diferenciable (o derivable) en

el punto a € A si existe una aplicacién lineal y continua J : E — F tal que

o F@ ) = f(@) = I(0)

(D) fm T2

=0.

Teniendo en cuenta la proposiciéon anterior si f es diferenciable en el punto
a existe Unica aplicacién lineal J con esta propiedad, la aplicacion J(h) =
Dy f(a), que en lo sucesivo se denotard por Df(a) y se llamard la di-
ferencial de f en a. En dimensién finita, es decir cuando E = R", ya
sabemos que Df(a) estd determinada por la matriz jacobiana, es decir

Df(a)(h) = Df(a)h = Y}y g(a)h;.

Proposicion 2.10 Una funcién diferenciable en un punto a es continua
en ese punto. De hecho, existe alguna bola centrada en B(a,r) y alguna
constante M > 0 tal que si x € B(a,r), entonces || f(z)— f(a)| < M|z —al.
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Demostracion. Por la diferenciabilidad de f en a existe r > 0 tal que si
lx — a|| < r entonces

1f(x) = f(a) = Df(a)(x — a)

[ = af

<1

=[f(z) = f(a) = Df(a)(z = a)|| < [lz — all.

Sea V = B(a,r) y * € V, entonces teniendo en cuenta que D f(a) es lips-
chitziana, se tiene

1f(x) = fla)l <|[f(x) = fla) = Df(a)(x = a)l[ + [[Df(a)(z — a)
< (14 K)||z —al.

Ejercicio. Sean las funciones

TYz
=7 1 0,0,0)=0
fl(xayWZ) $2+y4+2’4’ fl( s Yy )
TYz
=75, 0,0,0)=0
fQ(xayvz) $2+y2+zgv f2( s Yy )
2
TYz . .
f3(z,y,2) = PR - f3(0,0,0) = 0.

1. Probar que todas las funciones anteriores admiten derivadas en (0, 0, 0)
en todas las direcciones.

2. La unica funcién que no es continua en (0,0,0) es fi.

3. Comprobar que la aplicaciones Ts(u) = D, f2(0,0,0) no es lineal y por
tanto fo no es diferenciable en (0,0, 0).

4. Estudiar cuales de las funciones f; satisfacen la igualdad D, f;(0,0,0) =
914 (0,0,0)h + ?;;i (0,0,0)k + %(0,0,0)p, siendo u = (h, k, p).

5. Comprobar que T3(u) = D,f3(0,0,0) es lineal, pero f no es dife-
f3(atu)—f3(a)—Du f3(a) £0,a =

[l a

renciable en (0,0,0) es decir lim,_,o

(0,0,0); u= (h,k,p).
6. Comprobar que lim,_,q f2(a+u)_f|2|ffll|)_D“f2(a) =0,a = (0,0,0); u=

(h, k,p), aunque fo no es diferenciable en (0,0, 0) (Observar que T (u) =
D, f2(0,0,0) no es lineal).
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1.4. Operaciones con funciones diferenciables

Todas las operaciones permitidas para las funciones derivables de 1-
variable serdan validas para las funciones diferenciables definidas entre es-
pacios normados:

2.11 Si f, g son funciones diferenciables en a entonces f + g es diferenciable
en a, ya que la aplicacién lineal Df(a) + Dg(a) satisface la condicién de
diferenciabilidad (D) para f+g. Del mismo modo sucede con \f (ejercicio).

2.12 Sea f: A C R" — RP, diferenciable en a € A. Si B> f(A) y g: B C

RP — F' es diferenciable en b = f(a) € B entonces g o f es diferenciable en
a y se tiene que

(2.5) D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) (Regla de la Cadena).

Demostracion. De acuerdo a la proposicion s6lo tenemos que probar que
go f satisface en a la condicién de diferenciabilidad respecto a la aplicaciéon
lineal y continua J(h) = (Dg(f(a)) o Df(a))h, es decir:

o 99 0)@) — (g0 Na) = I —a)

=0.
v [ = all

En efecto, teniendo en cuenta que

(go f)(x) = (g o f)a) = (Dyg(f(a) o Df(a))(z — a)

[z —a
_ 9(f (&) — 9(f(a)) — Dg(f(a)(Df(a)(x — a))
[ = af
_ 9(f(x)) = g(f(a)) = Dy(f(a)(f(z) — f(a))
[ = af
L Dg(f(@)(f() — f(a) = Df(a)( — a))

[ —a ’

bastara ver que cada uno de los sumandos en la expresion tltima tiende a 0
cuando z tiende a a. Consideremos la funcién

~9(y) —g(b) — Dg(b)(y —b)
o) = TR

La diferenciabilidad de g en b implica que ¢ es continua en 0. Por otra parte,
teniendo en cuenta que en algiin entorno U de a existe un M > 0 tal que

siy#b; p(b) =0.
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|f(x) — f(a)|| < M||z — a| se sigue que si z € U
Hg(f(fﬂ)) —9(f(a)) — Dg(f(a))(f(z) — f(a)) H

[ —a

H 1/ () = f(a)l

Il‘—all

wﬂmwSAmwﬂm»

Y puesto que lim, o ¢(f(x)) = p(limy—q f(x)) = ¢(f(a)) = 0, se deduce
que el primero de los sumandos tiende a 0 cuando z tienda a a.
Y en cuanto al segundo sumando:

Dy(f(a))(f(z) — f(a) — Df(a)(z — a))

lim
r—a z—a]
= %%Dg(f( a)) (f(a?) — f(a”)x—_Daﬂ(a)(:L‘ — a))

, f(x)—f(a)— Df(a)(z—a

= Dyt i LI =PHOEZ) sy 0) =
o o —al '

En particular, la igualdad D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) nos dice que
que la matriz jacobiana de go f (la matriz de la aplicacién lineal D(go f)(a))
es el producto de las matrices jacobianas de g en f(a) por la jacobiana de f

en a.

@ o

dg dg 2 dJ2

(e o)< oa 7 on
Afp dfy
37561(&) 871:71(@)

Esta igualdad matricial nos permite escribir entonces lo que podemos llamar
la regla de la cadena para derivadas parciales:

d(g o Ny st
895] 231 ax] (a)

Nota. Observar, no obstante, que la demostracion dada para [2.12] es vélida
aunque los espacios normados no sean de dimension finita.
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2.13 Una funcién f = (f1,..., fp) es diferenciable en un punto a si y sélo
si las funciones coordenadas f1,..., f, son diferenciables en a.

Demostracion. Es inmediato comprobar que si las funciones f; son diferen-
ciables, entonces la aplicacién lineal y continua

J(h) = (Dfi(a)h, D fa(a)h,...,Df,(a)h)

satisface la condicién de diferenciabilidad en a para la funcién f = (fy,

.., [p). Reciprocamente si f es diferenciable en a, entonces cada f; es di-
ferenciable en a pues f; = m; o f, donde m; es la proyeccién i-ésima que es
lineal y continua y por tanto diferenciable en todo punto, segtn el lema que
damos mas abajo.

2.14 Si f, g son funciones escalares diferenciables en el punto a entonces el
producto fg y el cociente f/g (si g(a) # 0) son diferenciables en a.

Demostracion. La aplicacion fg se obtiene por la composicién x — (f(x),
g(z)) = f(x)g(z). La segunda funcién no es mas que la aplicaciéon de R? en
R producto de dos ntimeros reales, que veremos en el lema de abajo que es
diferenciable en todo punto. La primera es diferenciable en a pues se trata
de una funcién con dos funciones coordenadas f,g, que por hipdtesis son
diferenciables en a. Para el cociente Basta ver que si g(a) # 0, entonces la
aplicaciéon 1/g es diferenciable en a. Escribiendo 1/g como la composicion
de las aplicaciones
— g(z) — b
AT gy
eso se sigue de que la aplicacion de R en R, ¢t — 1/t, es diferenciable en

R\{0}. 1

Lema 2.15 i) Si T es una aplicacién lineal y continua entre los espacios
normados E y F entonces T es diferenciable en cada punto de x € E y
DT(x)=T.

ii) La aplicacién producto de niimeros reales es una aplicacién de R? en
R diferenciable en todo punto.

Demostracion. i) Puesto que

T(x+h)—T(z)—T(h)
7]
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Es obvio que se satisface la condicién de diferenciabilidad en = con T =

DT (x).
ii) Sea p : R?> = R; p(z,y) = zy. Entonces %(a,b) =by g—?’;(a, b) = a,
por lo que

p((a,b) + (h, k) = p(a,b) — (38 (a,b)h + g5 (a,b)k)

172
_ (a+h)(b+Fk)—ab— (bh+ak)  hk
Il N
Puesto que lim, 1) (0,0) hZi = = 0, se tiene que p satisface la condicién de

diferenciabilidad en (a,b). B

Nota. No consideraremos aqui la diferenciabilidad de la inversa de una fun-
cién, ya que el estudio de funciones inversas sera el objeto de otro capitulo
posterior.

2.16 Los resultados anteriores nos permitirdn construir una extensa familia
de funciones diferenciables. Empecemos, por ejemplo, con los polinomios:
Como se sabe un polinomio de varias variables es una aplicacién de la forma

_ i1 i .
flz1,29,...,xp) = Z @iy gy ey, i =0,1,...
finita

Puesto que la suma y el producto de aplicaciones diferenciables es una apli-
cacién diferenciable, es evidente que los polinomios son diferenciables ya que
las aplicaciones

(1,22, ..., Tp) — @iy i,

(x1,22,...,Tn) = T,

lo son, como facilmente puede verificarse.

Aplicando las funciones racionales (cocientes de dos polinomios)
son diferenciables sobre el conjunto de puntos donde el polinomio del deno-
minador no se anula.

Por 1ltimo, mediante la composicién de las funciones anteriores con fun-
ciones de una variable y diferenciables, se obtienen nuevas funciones de varias
variables y diferenciables

1

2 2 2—1— 2
log(1 + T L ona2 (i)
sen (z° +y~), log(l+ 2~ +y°), 1+ cos?(xyz)’
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1.5. Interpretaciéon geomeétrica de la diferenciabilidad

Es bien conocido que una funcién de una variable f es derivable en un
punto a si y sélo si su grafica admite una recta tangente (no vertical) en
el punto (a, f(a)). De igual forma el hecho de que una funcién (escalar)
z = f(x1,...,2,), de n-variables, sea diferenciable en un punto a significa
en términos geométricos que existe un hiperplano de R**! de ecuacién z =
flar,...,an) + J(x1 — a1,...,x, — ay) (J lineal), tangente a la grifica de
f en el punto ¢ = (a, f(a)). Previamente debemos formalizar la nocién de
tangencia, a fin de que la condicién de diferenciabilidad: existe J tal que

o Jath) = fa) = T(h)
h—0 Al

pu— 07
pueda interpretarse en el sentido geométrico anterior.

Definicién 2.17 Llamaremos curva de R¥ (k > 1) a toda aplicacién con-
tinua v : I ¢ R — R* donde I es un intervalo de R. Podemos pensar en
v(t) = (z1(t),...,zk(t)) como en la posicién de un movil en el instante de
tiempo t. Al subconjunto de R¥ imagen de

T(v) ={(z1(t), ..., w(t)) : t € I}

se le denomina la traza de la curva.
(Idéntica definicién para curva en un espacio normado).

Si v es derivable en un punto ty € I diremos que el vector v/ (tg) =
(] (to), ..., z)(to)) es tangente a la curva en ¢ = y(tg). Es facil ver que el
vector 9/(tg) es, conforme a la idea intuitiva que se tiene de tangencia, un
vector tangente a la traza.

Ejemplo 2.18 Si la funcién de 1-variable f : I C R — R es continua en el
intervalo I entonces su grafica es la traza de una curva de R2.

Obviamente la grafica de f, Gr(f) = {(z, f(x)) : ® € I}, es la traza de
la curva v : I C R — R?, y(x) = (z, f()).

Definicién 2.19 Un vector w de R¥ se dird tangente al conjunto M C R*
en el punto ¢ € M, si existe alguna curva v : I C R — R* contenida en M
que pasa por ¢ y tiene a w como vector tangente en c i.e.,

i) v(t) € M para cada t,

ii) existe tg € I tal que vy(ty) = ¢,

iii) v es derivable en tg y +/(tg) = w.
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Geométricamente, un vector tangente a M en c¢ es pues un vector tan-
gente a alguna curva trazada sobre M pasando por ¢ (ver ejercicio para
una definicién mas general de vector tangente.) Al conjunto de vectores
tangentes a M en el punto ¢ € M se le denotard por Tc(M).

Proposicién 2.20 Sea f : A C R> — R una aplicacién diferenciable en el
punto a = (vo,y0) €A, M la gréficade f y c = (a, f(a)) = (z0, Yo, f(z0, Y0))-
Entonces el conjunto de vectores tangentes a M en ¢, T.(M), es el plano
vectorial director del plano afin A.(M) que pasa por c y tiene de ecuacién
of

z = f(a) + Df(a)(z — zo,y — yo) = f(a) + 5= (a)(x — o) + @(a)(y —%0)-

Demostracion. Es claro que el plano vectorial director de A.(M) es L =
{(z,y,2) : 2= Df(a)(z,y). Veamos primero que L C T.(M). En efecto, sea
w = (h,k,p) € L es decir tal que p= D f(a)(h, k) y consideremos la curva

Y(t) = (w0 + th, yo + th, f(xo + th, yo + tk)).

Obviamente 7 es una curva contenida en M que pasa por ¢ = (xq, Yo, f (0, Y0))-
Geométricamente podemos obtenerla mediante la interseccién de M con el
plano perpendicular al XY y contiene a la recta x = zg+th; y = yo+tk; z =
0. Observemos que ~ es derivable en t = 0,
th tk) —
7/(0) _ (h, k, Hm f(x() + 7y0 + ) f(x07 yO))
t—0 t
= (h7 k, D(h,k)f(a)) = (h7 k, Df(a)<h7 k)) S TC<M)

Veamos ahora que T.(M) C L. Sea w = (h,k,p) € T.(M) vy, por
tanto, sea v: I C R — R® : ~(t) x(t),y(t), z(t)) una curva cuya
traza esté contenida en M es decir z(t) = f(xz(t),y(t)) y tal que en al-

gin punto to € I v(to) = (z(to),y(to), 2(t0)) = ¢ = (z0,y0, f(z0,y0)) ¥
V' (to) = (@' (), y'(to), #'(t0)) = (h, k, p).

Se trata pues de ver que de lo anterior se deduce que p = D f(a)(h,k).
En efecto, puesto que z(t) = f(z(t),y(t)), aplicando la regla de la cadena se

tiene que p = 2(to) = D f(x(to), y(to))(2'(to),y'(t0)) = D f(x0,y0)(h, k). B

Observar que el plano vectorial T.(M) de la funcién f no contiene al
vector (0,0,1). Por eso, la interpretacién geométrica que acabamos de dar
del hecho de que f sea diferenciable en a suele expresarse diciendo que la
grafica de f admite un plano tangente no vertical en el punto ¢ = (a, f(a)).
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La proposicion anterior se extiende a més variables y a funciones entre
espacios normados con idéntica demostracién. El enunciado preciso es el
siguiente:

Proposicion 2.21 Si f : A C F — F es una aplicacién diferenciable en

el punto a € /f, M C E x F es la gréfica de f y ¢ = (a, f(a)), entonces el
conjunto de vectores tangentes a M en ¢, T.(M), es un subespacio vectorial
de E x F' isomorfo a E, que no contiene vectores de la forma (0,v) conv # 0.
T.(M) es asimismo el espacio vectorial director de la variedad afin de E x F
de ecuacién z = f(a) + Df(a)(x — a).

Ejercicios
2A Estudiar continuidad y existencia de derivadas parciales para las funciones
In(1+ (z—y)?) siz—y>1
L flz,y) = .
r—y+In2 sizx—y<1

2. f(z,y) = /z* + sen2xy

3
si (z,9) # (0,0)

X
3. flw,y) = 22 +y?
0 si (z,y) = (0,0)

senr—seny

cosT siz=1y

2B Supongamos que f es una funcién escalar de dos variables, continua en el punto
(0,0), y sea g(x,y) = xf(x,y). Probar que g es diferenciable en (0,0).

2C Sean E, F espacios normados, f: ACE — Fyac A.
(a) Si f es diferenciable en a, probar que

i @t h) = fla) _ ]O si Df(a) =0
h—0 Al No existe si Df(a)#0

(b) Probar que si f admite derivadas en a siguiendo cualquier vector y

" o I7a+ 1) = f(@)

h—0 1Rl

=a#0

entonces || Dy, f(a)|| = alh||, para todo h € E.
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(¢) Deducir de (b) que si dimE > dim F' y f satisface (%) entonces f no puede
ser diferenciable en a.
INDICACION. De ser diferenciable en a, existirfa algin vector no nulo en el

nicleo de D f(a).
(d) Si f es diferenciable en a, entonces son equivalentes:
[f(a+h) = fla)l
12
ii) [Df(a)h] = [IDf(a)ll[|h]| para todo h € E.

i) Existe limy,_,q

(e) Considerar las funciones

siz>0

i e VP
filz,y) = 2?2 +y?; f2($’y)—{_\/m siz<0

Probar que ambas funciones satisfacen la condicién en (0,0), cuando se
considera la norma euclidea en R2. Ninguna de las dos funciones son di-
ferenciables en (0,0), pero mientras que la funcién f; no admite derivadas
direccionales, la funcién f si.

2D Probar que la funcién f(z) = z3/2sen1/z, f(0) = 0 es derivable en 0, pero
no es lipschitziana en ningin entorno de 0.

2E Estudiar continuidad, existencia de derivadas parciales, existencia de derivadas
direccionales y diferenciabilidad en el origen de coordenadas, para cada una de las
funciones siguientes. (Supondremos que todas estas funciones toman el valor 0 en
el origen)

a* + 22y 4P z® —y°
1. f(x,y):w 2. f(m,y):m
ot 4yt sen (23 + xyz)
3. f(x,y):m 4. f(zay):m
In(1 + zy) _ In(1+4zy)

5. f(%l/)zﬁ 6. f(z,y) Vit

(= + ) (@* + y°) Ty
7. x, = 8. x, = —_—
Jiwy) z? 4y Ty =5 + Va2 + 2

2F 1. Estudiar la diferenciabilidad de la funcién f(x,y) = sen |22 — 2|, en los
puntos (0,0) y (1,1).
2. Estudiar la diferenciabilidad en (0,0) de la funcién f(z,y) = |zy|*, segtin los
valores de o > 0.
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3. Estudiar continuidad, existencia de derivadas parciales, existencia de deri-
vadas direccionales y diferenciabilidad en los puntos (0,0) y (0,1), para la
funcién

z* +sen?(zy) siz>0
flz,y) = - 5 .
x4t +sen?(zy) six <0

2G Demostrar que la funcién

25—y

/16 + y4 ’
es diferenciable en (0,0).

INDICACION: Probar que

0<Vab+yt—y* <[af’, Va,y.

2H En este ejercicio g y ¢ serdn en todos los casos una funcién escalar diferenciable
en todo punto (aunque no siempre del mismo nimero de variables). Supuesto esto, se
trata de probar que la funcién h construida a partir de g es también diferenciable y
de calcular sus derivadas parciales en términos de las funciones g y ¢ y sus derivadas
parciales:

1. h(z,y, 2) = g(z* — z,sen zy2) 2. h(z,y,2) = gl +y—2%)

3. h(z) = g(2®,senz,x — 1) 4. h(z) = g(z?, g(x,senz))

5. h(z,y) = g(a?, g(z, seny)) 6. h(z,y,z) = xg(xy) + yg(xz) + 2g(yz)
7. W) = zg(z + g(2)) 8. h(z,y,2) = g(x,y) + g(x,2) + g(y, 2)
9. h(z,y) = g(z + o(z,9)) 10. h(z,y) = g(z,ye(z,y))

2I Como en el ejercicio anterior, g v ¢ denotaran funciones escalares diferenciables
en todo punto. Sean:

(a) h(z,y,z) = g(zy, p(yz)), con
©(0)=0; ¢'(0)=1; Dg(0,0)=(2,3)
Calcular las derivadas parciales de h en (0, 1,0).
(b) h(z,y) =z g(x,y,y), con
g(1,0,0) =1; Dg(1,0,0) = (1,2, -2).

Calcular las derivadas parciales de h en (1,0).
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(¢) h(z,y,2) = g(zz,9(y, 2)), con
Calcular las derivadas parciales de h en (0,0,1).

2J Probar que la funcién

T+y 5
h(x,y) :/ e Tt
0

es diferenciable en cada punto y calcular su diferencial.

INDICACION: Tener en cuenta el teorema fundamental del cdlculo integral: Si f es
una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces la funcién F(z) = [ f(t)dt es
derivable y su derivada es F'(x) = f(z).

2K Considerar la funcién f(z,y) = 22 — 2y.

(a) Obtener la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (0,1,-2).
(b) Calcular la derivada de f en (0,1) siguiendo el vector v = (2, 3).

(¢) Encontrar alguna curva sobre la grafica de la funcién f, que pase por el punto
(0,1,-2) y tenga como vector tangente en ese punto a (2,3, D(2.3)f(0,1)).

2L Estudiar la existencia de derivadas direccionales en (0,0) para las funciones

filz,y) =Vt + % folw,y) = Vad +y?

i Son diferenciables en (0,0)?

INDICACION: Para estudiar la diferenciabilidad de f; en (0,0), puede resultar ttil
saber que, si 7 es un ntmero real > 0 y denotamos por g a la funcién g(u) =
&u+ r — J/u, entonces g es no negativa y alcanza un maximo absoluto en el punto
u=—r/2

2M (Una definicién mas general de vector tangente) Sea M un subconjunto
de un espacio normado G, ¢ € M y v € G. Se dird que v es tangente a M en c, si
existe una sucesién {z,} de puntos de M y una sucesién de escalares {\, > 0} tal
que:

Zn = ¢ Ap(zn —c) = v,

Se denotard por T, (M) al conjunto de vectores tangentes a M en c.

(a) Probar que un vector no nulo v es tangente a M en ¢ si y sélo si existe una
sucesion {z,} C M, z, # c tal que

Znp — C

Zy =€ T
20 — ||

V.
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(b)

()

Sea 7v: (a,b) C R — G una curva contenida en M que pasa por el punto
¢ € M. Para concretar, sea ¢ = ~y(tp). Probar que si 4 es derivable en tg
entonces el vector v = v/(¢y) es un vector tangente a M en c.

Sean E, F espacios normados y f: A C E — F una aplicacién continua y

derivable siguiendo un vector h en el punto a € A. Probar que el vector
(h, Dy, f(a)) es un vector tangente en el punto ¢ = (a, f(a)) a la gréifica de la
funcién f.

Sea f: A C E — F una funcién diferenciable en un punto a y M su grafica:

1. Demostrar que el conjunto de los vectores tangentes a M en el punto
¢ = (a, f(a)) es el subespacio vectorial isomorfo a F,

T.(M) = {(h, Df(a)h): h € E}.

2. Demostrar que el vector v es tangente a M en ¢ = (a, f(a)) si y s6lo si v
es tangente en ¢ a alguna curva contenida en M que pasa por c.
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2. El teorema del valor medio

Comenzaremos esta seccién recordando dos versiones del teorema del
valor medido para funciones de 1-variable y por tanto ya conocidas:

2.22 Sea f: [a,b] C R — R una funcién continua en [a,b] y derivable en
(a,b). Entonces:

(i) Existe algiin punto ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

(17) Si ademds existe alguna constante M tal que |f'(x)| < M para todo
x € (a,b), entonces |f(z) — f(y)| < M|z —vy|, Vz,y € [a,b] (Férmula
de los incrementos finitos)

En este tema extenderemos a las varias variables la férmula de los incre-
mentos finitos. Esta extension, a la que nos referiremos como teorema del
valor medio estara presente en mayor o en menor medida, como sucedia para
1-variable, en gran parte de los resultados del Calculo Diferencial en varias
variables. En el enunciado del teorema necesitaremos referirnos a la nocién
de segmento:

Definicion 2.23 En un espacio vectorial E se denomina segmento de ex-
tremos a, b, al conjunto

[a, 0] ={a+t(b—a):t€[0,1]} ={(1 —t)a+tb: t €[0,1]}.

Llamaremos segmento abierto de extremos a y b al conjunto (a,b) = [a, b] \
{a,b}. El conjunto A se dird convexo si para cada par de puntos de A, el
segmento que los une estd totalmente contenido en A.

Proposicion 2.24 Toda bola es un conjunto convexo.

Demostracién. Sean x,y dos puntos de la bola B(a,r) y sea z = (1—t)x+ty
un punto del segmento [z, y]. Entonces

Iz = all = (1 = )z + ty = (1 = t)a + ta|
<A-tlz—all+tly—al <@ —t)r+tr=r. .

El primero de los resultados ([2.22|(i)) se extiende tal cual a funciones
ESCALARES de varias variables. Pero no es cierto, en general, para funciones
vectoriales.
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Teorema 2.25 Sea [a,b] un segmento de R" y f: A C R” — R una funcién

continua en [a,b] C A y derivable en (a,b). Entonces existe algin punto
¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = Df(c)(b—a).

Demostracion. Consideremos la aplicacién A: [0,1] C R — [a,b] C R™ defi-
nida por A(t) =a+t(b—a) = (a1 +t(by — a1),...,an + t(by, — ay,)). Esta
aplicacion es claramente derivable en [0,1], siendo X' (t) = b—a. Sea g = fol,
g es una funcion escalar de una variable que es continua en [0, 1] y derivable
en (0,1), pues f es continua en cada punto A(¢) con t € [0, 1] y derivable en
A(t) con t € (0,1). Aplicando la regla de la cadena se tiene que

JH=3 jgj;w))(bj —a).

Aplicando ahora el teorema de valor medio para funciones escalares de una
variable a la funcién g en [0, 1], se tiene que existe algin 6 € (0, 1)

F(0)— f(a) = g(1)—g(0) = ¢'(0) = 3 §£<A<9>><bj—aj> = D) 0-a),

En cuanto al segundo de los resultados (2.22(ii)) se extiende, sin ninguna
restriccién, a funciones con valores en un espacio normado F', aunque aqui
s6lo lo demostraremos para F' = (RP, || [[):

Teorema 2.26 Sea [a,b] un segmento deR™ y f: A C R™ — RP una funcién
continua en [a,b] C A y derivable en (a,b). Si para para algin M > 0 se
tiene

Ofi
81']' (iL')

<M, Vre(ab); i=1,....,p;75=1,...,n.

Entonces
(2.6) 1£(0) = f(a)lloe < M [|b—alls.

Demostracion. Es una consecuencia directa del teorema anterior (Teorema
2.25)) aplicado a cada funcién coordenada de la funcién f. En efecto si f =
(f1, f2, ..., fp), entonces para cada i = 1,. .., p, existe algin punto ¢; € (a,b)

tal que fi(b) — fi(a) = X gl (ci)(bj — a;), luego

1F () = f(a)lloo = méx 1£i(b) — fi(a)] < > Mlb; — aj| = M]b— all1.
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El siguiente teorema no es una extensién a varias variables de alguno ya
conocido para 1-variable:

Teorema 2.27 Sea [a,b] un segmento deR™ y f: A C R™ — RP una funcién

continua en [a, b] C A. Supongamos que existe algiin abierto U tal que [a, b] C
U C A en el que las derivadas parciales de f existen y estan acotadas, es
decir existe M > 0 tal que

Ofi
ox yi

()| <M, VreU; i=1,....,p; j=1,...,n.

Entonces || f(8) — f(a)]loo < M [[b— all.

Demostracion. Puede suponerse que f es una funcion escalar, pues si el
teorema fuese cierto para funciones escalares, entonces para una funcién
vectorial, f = (fi1, fa, ..., fp), se tendria también:
1£(0) = f(@)]loo = méix |£i(b) = fi(a)] < M[|b— alls.
<i<p

(i) Etapa 1:

Supongamos en primer lugar que el segmento [a,b] estd contenido en
algin n-rectangulo cerrado R contenido a su vez en U. Por definicién, un

n-rectangulo (cerrado) es un producto cartesiano de n intervalos (cerrados)
de R, es decir un conjunto de la forma

R =lci,dq] x ... X [en,dy].

Por tanto un punto z = (z;) estd en R siy s6lo si ¢; < z; < d; , para todo i.
Entonces

f(a) - f(b) :f(a17a27'--)an) - f(bl’QQ,---7an)
(2.7) + f(b1,a9,...,a,) — f(b1,b2,a3,...,a,)

+ f(bl,bg, .. .,bn_l,an) — f(bl,. . .,bn).

Evidentemente cada uno de los nuevos puntos que utilizamos en esta des-
composicion pertenecen a R, y en cada paso los dos puntos que aparecen
sblo se diferencian en una de las coordenadas. Entonces, la existencia de de-
rivadas parciales en cada punto de R, nos permite aplicar en cada uno de los
pasos anteriores el teorema de valor medio para funciones de una variable,
en efecto vayamos al primer paso y consideremos la funcién de la variable
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x1, F1 1 x1 — f(z1,a9,...,a,). Obviamente esta funcién y su derivada estd

bien definida en [c1,d;] ya que Fy(z1) = ——(x1,a2,...,a,) y las derivadas

8351

parciales existen en cada punto de R C U. Puesto que aj,b; € [c1,d1] ¥
|F{(z1)] < M si x1 € [e1,d;], aplicando a F} el teorema del valor medio
(2.22)) (ii) se tiene que

[far, az, ... an) = f(br,az,... an)| = [Fi(a1) — F1(b1)| < Mlay — by

Procediendo de igual modo con cada linea de (2.7]) obtendriamos

’f(bl,... ,bj_l,aj,. . .,an) — f(bl,.. . ,bj,aj+1,...,an)|
< D Mlaj — bj| = Mlla —b]s.

Etapa 2:
Veamos ya que la desigualdad anterior se verifica en el caso general. Para
ello vamos a utilizar el siguiente

Lema 2.28 Si el segmento [a,b] estd contenido en el abierto U, entonces
existe algiin A > 0 tal que para todo = € [a,b], el n-cubo (cuadrado en R?)
Bz, A] estd contenido en U.

En consecuencia es facil ver que si p es un numero natural tal que
%Hb — afloc < A, los puntos del segmento [a, b]:

1 1 1
a = cy, clzco—l—};(b—a), 02:cl—i—];(b—a),...,cp:cp_1+5(b—a):b

tienen la propiedad siguiente: Cada dos consecutivos pertenecen a un mis-
mo n-cubo cerrado contenido en U. Entonces, conforme a lo probado en la
Etapa 1, se tiene:

Hf(a) B f(b)HOO < Hf(cO) - f(cl>Hoo + Hf(cl) — f(c2)Hoo + ...
< Mller = collr + Mllez — eaf[1 + -+

1 1
= M(=|la—blls + ~lla—bls +---
(pH & pll I )

= Mlla — bl|1.
1
Demostracion del Lema. Supongamos que para cada p existe un d, € [a, b]
y un y, € Booldp, ;17] tal que y, € U°. Sea d, = a + t,(b —a) con t, € [0, 1].
Puesto que [0,1] es compacto la sucesién {t,} tiene una subsucesion {t,, }
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que converge a un punto s de [0,1] y por lo tanto {dp, } converge al punto
d=a+ s(b—a) de [a,b] (comprobarlo como ejercicio). También

1
190 = dlloo < llypy. = dpilloo + lldp, = dlloo < =+ ldp, = dfloc =0,

lo que nos dice que la sucesién {y,, } de puntos de U converge a d. Pero esto
es absurdo, pues como d € U y U es abierto cualquier sucesiéon que converja
a d debe tener sus términos a partir de uno en adelante contenidos en U. |

Nota. Los teoremas y pueden extenderse a funciones con valores en
un espacio normado de cualquier dimensién (F, | ||). En tal caso la hipdtesis
sobre las derivadas parciales habria habria de ser

of
—(x)|| < M,
I (@ <
para cada x bien en (a,b) o en algin abierto conteniendo a [a,b], segin
estemos en las condiciones del Teorema [2.26] 0 en las del Teorema [2.27] La
conclusion, la misma:

1£(0) = fa)|| < M]b—allx.

La demostracién de este hecho se deduce claramente del siguiente

Lema 2.29 Sea F un espacio normado y f: [a,b] C R — F una fun-
cién continua en [a,b] y derivable en (a,b). Supongamos que existe al-
guna constante M tal que ||f'(t)|| < M para todo t € (a,b), entonces

17(6) = fa)| < M(b—a)

Hay varias demostraciones para este lema. Una de ellas, tomada basicamente
del libro de T.M. Flett [12], puede verse en Manual (Lema 8.10(2) y Teorema
8.12). Otra puede verse en el libro de H. Cartan [5]. La demostracién que
damos a continuacién, quizd la mas corta, es la que se basa en el potente
resultado del Anélisis Funcional conocido como teorema de Hahn-Banach:

2.30 [Hahn-Banach] Sea (E,| |I) un espacio normado, L un subespacio
vectorial de E y ¢ : L — R una forma lineal continua sobre L tal que
lo(u)| < ||u|| para cada u € L. Entonces ¢ puede extenderse a una forma
lineal y continua en todo E y tal que |¢(x)| < ||z| para cada x € E.
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Demostracion Lema Sea h = f(b) — f(a) € F, L =< h > el subespacio
vectorial de F' generado por h y ¢ : L — R definida por ¢(th) = tlhl. Es
obvio que ¢ es lineal y continua sobre L y para cada u € L, |p(u)| = llul.
Sea ¢ : F' — R la extension a F' que nos proporciona el teorema de Hahn-
Banach y, por tanto, satisfaciendo la desigualdad |p(z)| < |zl para todo
x € E. Puesto que toda aplicacién lineal y continua es diferenciable en cada
punto, la aplicacién g = ¢ o f es una funcién continua en [a, b] y derivable
en (a,b) y que toma sus valores en R. Ademas,

9" ()] = [De(FO)SF O] = le(F NI < IF DI < M.
Por tanto, de (ii) se deduce que

17(0) = fa) ]l = lp(f(b) = f(a))] = lg(b) — g(a)| < M(b - a).

2.1. Consecuencias

2.31 Sea U un conjunto abierto CONVEXO de R" y f: U — RP una funcion
que admite derivadas parciales acotadas en U. Entonces f es lipschitziana

en U.

Demostracion. Basta aplicar el apartado (i) del teorema anterior en el seg-
mento [z,y| para cada z,y € U.

2.32 Si todas las derivadas parciales de una funcién f: U C R® — RP son
nulas en el abierto CONEXO U, entonces f es constante sobre U.

Demostracion. Por definicion el abierto U se dice conexo si NO se puede
descomponer como unién de otros dos abiertos no vacios y disjuntos. Sea
ac€UyB={xeU: f(x) = f(a). Se trata de probar que B = U. Para
ello, veamos en primer lugar que B es abierto, es decir que si x € B entonces
B es entorno de x. Puesto que U es abierto, U es entorno de x y por tanto
existe alguna bola centrada en x, B(z,r(z)) contenida en U. Para que B sea
entorno de x bastara ver que esta bola estd contenida en B. Puesto que las
derivadas parciales son nulas (acotadas, por tanto, por M = 0) la funcién
f debe ser, segin lipschitziana de constante de Lipschitz M = 0 en
cada abierto y convexo contenido en U, en particular en la bola B(z,r(z)).
Es decir que si y € B(xz,r(x)) entonces | f(y) — f(z)]] < 0|l — y]|, luego
fly) = f(z) y, como f(z) = f(a) ya que x € B, se tiene que y € B.

Con el mismo argumento se prueba que también U \ B es abierto, por
lo que U se escribe como unién de los abiertos disjuntos B y U \ B. Como
U es conexo y B # ()(a € B), se tiene que U\ B =0 osea que B=U. 1
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Proposicion 2.33 Un conjunto abierto U de R™ es conexo si y sélo si es
conexo por arcos i.e., si para cada x,y € U existe una curva r : [a, B] — R"
de extremos x = r(a); y = r() cuya traza esta contenida en U.

Demostracién. Ver Manual (Proposicién 1.10).

2.34 [Condicién suficiente de diferenciabilidad] Sea f : A C R" —

o
RP ya € A. Si f admite derivadas parciales, respecto a cualquier indice, en
un entorno del punto a y éstas son aplicaciones continuas en a, entonces f
es lipschitziana en alguna bola centrada en a y diferenciable en a.

Demostracion. Puesto que suponemos que las aplicaciones

Ox;j Ox;j

= ()

son continuas en a debe existir alguna B(a,r;;) tal que si x € B(a, ;)
entonces

al'j al‘j

8fz
a%< )| < 142

fz
0z, (@)])-

(@) <1 = | )]gM—(l—l—max|

Tomando r = minr;;, de[2.31] se deduce entonces que f es lispchitziana en
B(a,r).

Para que f sea diferenciable en a hemos de ver que

(2.8) lim f(@) = fla) = iy 5L (a) () — aj)

T |l = all

=0.

Para ello vamos a aplicar de nuevo a la funcién

g(x) = f(= Z 8:5] - aj).

Es claro que

9gi 7) = ofi 2) — 3fz( )
Oz, Ox; Ox;
Por tanto, aplicando el hecho de que las derivadas parciales de f son con-
tinuas en a, se tiene que para todo € > 0 existe algin § > 0 tal que si
z € V = B(a, ) entonces

9gi -

Ofi 8f
|al’j( ) ax

(a)| < e, Vi, j.
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Se deduce, pues, que la funciéon g cumple en V las hipétesis de luego
es lipschitziana en V. En particular, si x € V

lg(2) = g(a)lloo = || £ (=) = fla) = > g(a)(% —aj)l|, <ellz —ally,
j=1 7"

que, obviamente, significa que f satisface la condicién |

Nota. Obsérvese que del hecho de que la funcién g de la demostracién an-
terior sea lipschitziana en V', se deduce que

. F(@) = fy) = S (@)@ - y))

(z,y)—(a,a) llz —yll

=0.

Una funcién que satisface la condicién anterior se dice que es estrictamente
diferenciable en a. Por lo tanto, se ha demostrado que si f es una funcién
cuyas derivadas parciales son continuas en a, entonces f es algo mas de
diferenciable en a, es estrictamente diferenciable en a.

Consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente

Corolario 2.35 Si todas las derivadas parciales de una funcién f son con-
tinuas en un abierto U de R™ entonces f es locamente lipschitziana y dife-
renciable en U.

Definicién 2.36 (Funcién de clase C!) Sea A un subconjunto de R™.
Una funcién f se dice de clase C' sobre A, lo cual lo expresaremos con
la notacién f € C1(A), si f admite derivadas parciales en algiin abierto que
contiene a A y éstas son continuas en cada punto de A.

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema anterior:

Corolario 2.37 Si f es una funcién de clase C' sobre A entonces f es
diferenciable en cada punto de A.
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Ejercicios

2N (a) Probar que si || - || es una norma cualquiera sobre R™, entonces la apli-
cacién © — ||z|| es una aplicacién lipschitziana que no admite derivadas
direccionales en 0.
(b) Sea U = {(x,y) € R?: 2% + y? < 1} \ {0} x [0, 1], y consideremos la funcién
f definida sobre U por

2

y° si x>0ey>0
flx,y) =
0  en otro caso

Probar que U es un abierto conexo (no convexo) sobre el que f es continua,
admite derivadas parciales acotadas, pero no es lipschitziana.

2N (a) Probar que si f es una funcién lipschitziana sobre un abierto U de R™ y
admite derivadas parciales, respecto a cualquier indice, en todo punto de U,
entonces sus derivadas parciales estan acotadas en U.

(b) Estudiar si la funcién f(z,vy, 2z) = sen(z? — y? + 22) es lipschitziana o local-
mente lipschitziana en R3.

20 (a) Probar que toda aplicacién lipschitziana f: A C E — F, donde E'y F
son espacios de Banach, se extiende a una aplicacién lipschitziana sobre A.

(b) Sean A, B dos conjuntos no vacfos de un espacio normado, con B C A, y
supongamos que cada uno de los conjuntos B, A\ B y A es convexo. Pro-
bar entonces que una aplicacion f es lipschitziana sobre A si y sélo si es
lipschitziana sobre B y sobre A\ B.

(¢) Estudiar si las aplicaciones

fla,y) =senlz —yl, g(z,y,2) =sen|z® +y* - 22|

son lipschizianas o localmente lipschitzianas.

2P Consideremos la funcién

RN

~ JasenIn(z® +y?) si(z,y) #(0,0)
T = {o s (2,) = 0,0)

Probar que f es una funcién continua en todo punto, que admite derivadas parciales
acotadas en R?\ (0,0) ;Es lipschitziana?

2Q (a) Sea U un abierto convexo de R™ y supongamos que f,g: U — RP son
dos funciones tales que, en cada punto z € U, 0f;/0x;(x) = 0g¢;/0z;(x),
cualesquiera que sean los indices 7, j. Probar entonces que las funciones f y
g se diferencian en una constante.
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(b) Determinar las funciones f: R? — R que satisfacen las ecuaciones

O () =1 %<x,y>=y, W(z,y).

2R Sea I un intervalo abierto de R, U un abiertode R™ y f : (t,z) € IXU — f(t,x)
una funcién escalar. Demostrar que si

0
—f(t,m) =0, V(t,x)elIxU
ot

entonces f no depende de t, es decir f(t1,2) = f(t2,z) cualesquiera que sean

tl,tg,x.
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3. Derivadas parciales de orden superior

Conviene tener presente que, por convenio, una funcién f derivable (aun-
que sea parcialmente) en un punto a debe estar definida en un entorno de
a. Recordemos también que la derivada parcial 0f/0x;(a), coincide con la
derivada en el punto a; de la aplicacion:

T — f(al, ey A1, Ty Qg1 - - ,an).

Sea f: ACR" — F, a € A. Llamaremos derivada parcial segunda de
f respecto a z; y x; en el punto a, a la derivada respecto z; de la funcién
0f/0x; en el punto a. Abreviadamente

% f 9 ,of
al’ial‘j (a) N 81:1 (87@"] (a)

Se deduce, pues, que la funcién f es derivable respecto a las variables x; y
x; en el punto a, si y sélo si la aplicaciéon

of of

estd definida en algin entorno de a y admite derivada parcial respecto a x;
en el punto a.

Maés generalmente, si j1, j2, . . . , jr Son nimeros naturales (independientes
entre si) comprendido entre 1 y n, definiremos inductivamente

S R S i ST
ijl e 81’jr a 856]'1 81,‘]'2 . 8$jr '

Cuando el resultado final de una derivacion parcial sélo dependa del ntimero
de veces que se deriva respecto a cada variable, y no del orden en que se
realiza tal proceso (esto no sucederd siempre), cabe utilizar una notacion
abreviada para designar a las derivadas parciales de orden superior. Asi, en
ese caso, utilizaremos la expresion

o f

0z 0z ... 0xyy

(),

para denotar al resultado de efectuar r derivaciones parciales: i,, respecto a
Ty , tn—1 Tespecto a x,_1, etc. y por dltimo ¢; derivaciones respecto a xj.
Por tanto i1 +i9 + - - - + 4, = 7. Algunos de los i; pueden ser iguales a 0, lo
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que expresara que no se realiza derivacion alguna respecto a la variable zy
(en cuyo caso omitiremos en la expresién anterior el término 9z}").

El teorema mas clasico en relaciéon al problema de la permutabilidad de
las derivadas es el conocido como teorema de Schwarz o de las derivadas
parciales segundas cruzadas.

Teorema 2.38 (Schwarz) Sea f una funcién escalar de dos variables. Su-
pongamos que para cada (x,y) de alguna bola centrada en el punto (a,b),

existen )
of of o f
%(l‘ay)a @($ay)a 8x8y(x’y)’

2

y que la aplicacién es continua en (a,b). Entonces también existe la

zdy

otra derivada cruzada en (a,b), y se verifica que
0% f 0% f
8y8x(a’7 b) - axay(a’ b)

Una 1til consecuencia del teorema de Schwarz es el siguiente resultado
para funciones de n-variables:

Corolario 2.39 Si todas las derivadas parciales de orden r de la funcién
escalar f de n-variables existen en algiin entorno de un punto a y son fun-
ciones continuas en a, entonces cada derivada parcial de orden r de f en a
es independiente del orden en que se efectiien las derivaciones.

(Ver Apuntes 2010: Teoremas de Schwarz).

Observemos que la condicién del corolario anterior para r = 1 es justa-
mente la que denomindbamos ¢ondicion suficiente de diferenciabilidad" .
En la proposicién siguiente vemos qué consecuencias se derivan ahora de esta
condicion sobre las derivadas de orden 7.

Proposicion 2.40 Sea f : A C R" — RP, y a € A. Si todas las derivadas
parciales de orden r de la funcién f existen en algin entorno del punto a y
éstas son aplicaciones continuas en a, entonces:

1. Cada derivada de ordenr—1 de f, 0"~ f, es una funcién lipschitziana
en algin entorno de a (luego continua en cada punto de ese entorno)
y diferenciable en a.
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2. f y cada derivada parcial de orden s < r — 1 es diferenciable en algin
entorno de a.

Demostracién. Consideremos una derivada de orden r—1, 8"~ f. Llamemos,

por ejemplo, ¢ a esta aplicacion. Entonces la funcién ¢ satisface la condicion

suficiente de diferenciabilidad, ya que % no es otra cosa que una derivada
J

parcial de orden r de f (que por hipétesis es continua en a):

890 0 r—1 —_ ar
5 =, 0T N=0S,
Por tanto, segin o(= 9"71f) es lipschitziana en alguna bola
B(a,¢) y diferenciable en a.
Con el mismo argumento, aplicado ahora a cada 0" ~! f, que es continua
en cada punto z € B(a,§), se tiene que cada 0" 2f es diferenciable en
x. Y asi sucesivamente, cada 9" 73f, ..., ngj y, finalmente, también f, son

diferenciables en cada = € B(a,d). I

Definicién 2.41 (Funcién de clase C") Sea A un subconjunto de R".
Una funcién f se dice de clase C" (r € N\ {0}) sobre A, lo cual lo ex-
presaremos con la notacién f € C"(A), si f admite derivadas parciales de
orden r en algin abierto que contiene a A y éstas son continuas en cada
punto de A.

De acuerdo con el resultado tipo teorema de Schwarz del corolario ante-
rior y la Proposicién [2.40] es obvio que

Corolario 2.42 Si f es una funcién de clase C” sobre un conjunto A, en-
tonces en el calculo de la las derivadas parciales de orden r de la funcion f
en cada punto de A o en el las derivadas de orden s < r en cada punto x de
algun abierto que contiene a A, no importa el orden en que se efectiien las
derivaciones.
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Ejercicios

2S Comprobar si en las funciones siguientes se da la igualdad entre las derivadas
parciales cruzadas en (0,0). Estudiar en cada caso si se satisfacen las condiciones

del teorema de Schwartz.

2?2 —
L f(z,y) = vy——"2:  £(0,0) = 0.
faey) =gy J0.0)

2. f(x,y) = 2%y*cos1/x;  f(0,y) =0.
3. f(z,y) :xzyzsen%yz; f(z,0) = f(0,y) =0.

2T Consideremos los operadores diferenciales

_ . 0F af | _O*f 0% f
vfi(&cl"”’amn)’ Af*@a:%jL +ax3

_of of . _OR oF,
Hf= Ilaxl + +z"8xn ; div(Fy,..., Fy) = o, +o 4 Do

0F; 0F, 0Fy O0F; 0F, OF
t(Fy, Fo, F3) = F=(—2_-=-= ——-_——° ° _
rot(F, By, Fy) = V ( dy 0z 9z 9oz dx Oy )

A los operadores anteriores se les conoce, en el orden en que han sido definido, como
operador: Gradiente, Laplaciano, Hamiltoniano, Divergencia y Rotacional.
Supuesto que se pueden permutar las derivaciones, demostrar que

1. Af=divVf 2. div(rot F) = 0.
3. HA—AH=-2A 4. Af=0 = AA(@I+---+22)f)=0.



Capitulo 3

Teoremas de Taylor

Una vez mas nos disponemos a extender a las funciones de varias varia-
bles resultados ya conocidos para funciones de una variable, los teoremas
de aproximacién de Taylor. Por buena légica deberiamos empezar con la
extensién a las varias variables del concepto de funcién r-veces diferenciable
en un punto. Sin embargo, para evitar complicaciones formales (y de paso
ganar tiempo) no haremos esta extensién. Sélo nos referiremos al polinomio
de Taylor de orden r de una funcién f en un punto a, cuando f sea de clase
C" en el punto a, es decir cuando f admite derivadas parciales de orden r
en algin entorno de a y éstas son continuas en a.

Esto es pedirle a f algo mas que ser r-veces diferenciable en el punto a.
Ya lo sabiamos para r = 1, esa condiciéon implica que f es diferenciable en
a y lipschitziana en algin entorno de a. En consecuencia, de la Proposicion
y €l Corolario se deduce que para r > 1, si una funcion es de clase

C" en a entonces:

1. Cada derivada de orden 7 —1 de f, 9"~ f, es una funcién lipschitziana
en algtin entorno de a (luego continua en cada punto de ese entorno
i.e. de clase C"~! en ese entorno) y diferenciable en a.

2. f y cada derivada parcial de orden s < r — 1 es diferenciable en algtin
entorno de a.

3. En el calculo de las derivadas parciales de orden r de f en a y de las
derivadas parciales de orden < r — 1 de f en cada = de algtin entorno
de a, se pueden permutar las derivaciones.

Ejercicio. Probar por induccién:

59



60 Teoremas de Taylor 3.2

1. Si f,g: ACR"™ = R son de clase C" en un punto a € f(l), entonces su
producto f.g también es de clase C" en a.
2.5 f:ACR*" > RPyg: B CRP — R son funciones de clase C" en

algin entorno los puntos a € Ay f(a) € B, entonces g o f es de clase
C" en algin entorno de a.

Definiciéon 3.1 Sea f : A C R® — F una funciéon que admite derivadas

parciales de orden r en algin entorno de un punto a € A. Llamaremos
Polinomio de Taylor de la funcién f en el punto a al polinomio cuyo término
independiente es f(a) y los términos de grado 1 < k < r son los siguientes:

1 Z 0" f(a)
k! 8.%‘Z'1 8.%‘1'2 e 8.%'%

T 1<y, i Sn

Ly Tig - - - Tfy,

Es habitual emplear la notacién

k k 0" f(a)

o f(a)x 1Si1,~~z~,ik§n axilaxiZ s axlk iz
y referirse a D¥ f(a) como la diferencial de orden k de f en a. De hecho, la
igualdad anterior, caso de ser f k-veces diferenciable, establece la forma de
calcular el valor que toma la aplicacién D¥ f(a) sobre el vector (z,z, ..., ).
Puesto que en este curso no cabe hablar de diferenciales de orden superior,
la igualdad anterior nos permite dar una expresion del polinomio de Taylor
del mismo tipo que para las funciones de una variable:

Pof(a)z = f(a) + Df(a)e + %DQ Fla)a? 4+ %DT )"

Proposicion 3.2 Si la aplicacion f es de clase C" en a, entonces

1 1 9" f(a)
—D*f(a)a® = ahighz | ghn
k! (a) k1+..z—s—:kn=k kilko!. . kn! 9zkr02%2 . Oxkn b "

Demostracion. Consideremos uno de los sumandos de DF f(a)xz:

9" f(a)

8:@18:@2 e lek

Ljy Lig - -« Ty -
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Nos preguntamos si puede haber otros sumandos iguales a éste. Es obvio
que, todos los sumandos en que intervengan las mismas coordenadas y el
mismo ntmero de veces, son iguales, pues sélo diferenciardan en el orden en
que se efectian las derivaciones y esto, de acuerdo a la hipdtesis con que
trabajamos, no importa. Si ki, ko, k3,..., k, es el nimero de derivaciones
respecto xy, x9, x3, ..., x, (donde algunos de los naturales k; puede ser igual
a0, yaque k = ki1 + ko + -+ + k), es claro entonces que el nimero de
sumandos iguales al fijado es exactamente igual al de las permutaciones de
k elementos en los que se repiten ki, ko, ..., k,, es decir igual a kllkilknl’ y el
valor comun de ellos:

% f(a) ki ko

krn
1 %2
axlfl@x';Q ... Oz

n

Observar que cuando algin k; es 0 (para concretar por ejemplo si k; = 0)
se tiene que

o o
kf(a) 3 x(l)acg” ke = — f(a) % acIQ€2 .k,
0290x5? ... Oxy 0xy* ... 0xn"
Por tanto,
1 1 k! ok f(a)
—DFf(a)zF = = ghighes e
po @ k! m‘;ﬁn:k kilko! .. k! 9zf02ke ol P "
1 0"
= > f(a) ahighr gk

1ko! I 9.-F1 9..k2 kn 1
ki+ko+...+kn=k kilkal. . k! 3301 3332 co 0z

1. Teoremas de Taylor

Extenderemos a continuacion a las varias variables el teorema (global)
de Taylor con resto de Lagrange y el conocido como teorema local de Taylor.
Como ya dijimos las hipétesis que usaremos seran algo mas fuerte que las
que realmente se necesitan.

Recordando:

Teorema 3.3 i)(Global) Si f : [a,b] C R — R es una funcién (r + 1)-veces
derivable en el intervalo [a, b], entonces existe algin punto & € (a,b) tal que

F0) = Pof @b = a) = g DO — o)
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ii) Si f : [a—6,a+ 6] C R — R es r-veces derivable en a entonces

o F@ 1) = P (a)h

h—0 hr =0

Veremos en primer lugar la extension a varias variables del teorema global.

1.1. Teorema global de Taylor

Teorema 3.4 Sea f: A C R® — R, una funcién de clase C"™t1 en el seg-

mento [a,a + h] C /f, entonces existe un punto & € (a,a + h) tal que

1
f(a+h)_Prf(a)h: (T—I—l)!

Dr+1f(€)h7”+1

Demostracion. Puesto que f € C"t[a,a + h], sabemos que f y cada 0°f
con s < r es diferenciable en cada punto del segmento [a,a + h]. Vamos a
ver que la funcién de 1-variable g(t) = f(a+th) es (r+1)-veces derivable en
[0,1] y, por tanto, le podemos aplicar el teorema global de Taylor en [0, 1].
En efecto, g es la composicién de las aplicaciones t — a + th — f(a + th),
ambas diferenciables luego

v 9f A
= Ej:axj(a—i-th)h].

De acuerdo con esto, también podremos derivar ¢’ ya que las derivadas
parciales 5‘?7]; también son derivables en cada punto a + th. Luego,

8fa+th fla+th)
Z Z dx;0x; Z 8 hihy.

z;07;

Procediendo de esta forma, es claro que podemos derivar g hasta el orden
r + 1 obteniendo,

O f(a+th)
(r+1) () —
g (t) Z 8@-1 8$Z’2 .

1<, yir41<n

o hiahi .
0wy,

Aplicando entonces el teorema global de Taylor a g en [0,1], y teniendo
en cuenta que g(1) = f(a + h);9(0) = f(a) se tiene ya el resultado que
buscdbamos. 1
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Nota. El teorema global de Taylor anterior (s6lo vélido en esta forma para
funciones escalares), es para el caso r = 1 el teorema del valor medio para
funciones escalares: Si f : A C R™ — R es una funcién continua en el
segmento [a,b] C A y derivable en (a,b), entonces existe un punto & € (a,b)
tal que

) = @) = DI =) = X ST by~ o).

1.2. Teorema local de Taylor

En la extensién del teorema local de Taylor a varias variables usaremos
el siguiente lema:

Lema 3.5 Si f es una funcién de clase C" en el punto a entonces

aij (Pf( )(ar—a)>(x):Pr 1(88;;)( a)( — a)

Demostracion. Sea @y, la parte homogénea de grado k£ del polinomio de
Taylor, es decir
() =

1 9" f(a)

irlia!. . in! 00 92 . Oy

(1‘1 — al)il (1'2 — a2)i2 . (-Tn — an)i".
i1+io+...Ain=k

Entonces

Ok

00 () =

Ly

0 ( 1 0" f(a) i ; ‘ )
— — - . : —(z1 —a1)" (9 —a2)? ... (z, — ap)™"
Ox; z‘1+z‘2-§.:+in:k 21!12!...271!8:62118:6122...8x§{l( 1) (w2 — o) (= an)

i;>1

ij 0" f(a . N

- wwjim“a;)aﬁﬂ—m”~%—ww

i1tio+...+in=k 1:02¢ - tn- 0T 0Ty ...0Tn
15>

1 9 f(a
-y f(a)

Lz —an)t

-1

(x1 — al)il..(a:j — aj)ij (xy — an)i"
i1t (i5—1)
ij>1

k= ZTji)\a
_ ¥ L0 Nasjon)@,

o 1ol i | a4l 02 in
i oy Y2l ! Q2 O L Oy

—a1) (2 —aj) . (= ay)
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(observar que la validez de la tltima de las igualdades anteriores se basa en
que se pueden permutar las derivaciones). Es evidente que de lo anterior se
sigue ya lo que queriamos, es decir que

5 (PRI =)@ =P (G )@@ o)
Teorema 3.6 (Local de Taylor) Si la aplicacién f: A C R" — RP es de
clase C" en un punto a € A, entonces

L J@) = Pef(@)z —a)

v=a [l —all”

=0.

Demostracion. Obviamente se puede suponer que f es una funcién escalar,
es decir p = 1. Razonaremos por induccién sobre r. Para r = 1 la hipétesis
implica que f es diferenciable en a, luego

i 1@ = (@) + Df(@)(z — a)

=0.
T [l = all

Como P f(a)(z —a) = f(a) + Df(a)(z — a), de lo anterior se deduce que el
teorema es cierto para r = 1.

Supongamos pues, que para r > 1, f es de clase C" en a (por tanto f es
diferenciable en algtin entorno de a) y tomemos como hipétesis de induccion
que el teorema es cierto para 7 — 1. En particular, estamos suponiendo que
el teorema es cierto para las funciones %, yva que cada 67"_1(%) es una
derivada parcial de orden r y por tanto continua en a. Aplicando el lema

anterior, se deduce que:

g (@) = Py (9f /02 (a) (z — a)

0= lim
ea lz = alli™
2 (f(@) = P f(a)(x —a))
= lim — —
za |z —ally

Si g(z) = f(x) — Prf(a)(z — a) que, igual que f, es diferenciable an algin
entorno de a, lo anterior nos dice que para cada € > 0 existe B(a,d) tal que
si x € B(a,0) entonces g diferenciable en z y

99

< —al|” !, Vi
oz, <ellz—ali, Vi

()
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Fijado  con ||z — al|l1 < 0 se puede aplicar el teorema del valor medio
(Teorema a la funcién g en el segmento [a,x]. En efecto si z € [a, ]
entonces |(z)| <ellz—all7! < ellz—alli7. Es decir g tiene sus derivadas
parciales acotadas en [a, 2| y ademés es diferenciable en [a, z], luego

|f () = Prf(a)(z —a)| = |g(z) — g(a)| < el —ali™ & —ally = ]|z — a7,
es decir

i @) = Prfla)@—a) _

v=a [l = all" 1

A P, f(a)(z—a), es decir al polinomio de Taylor de orden 7 en a expresado en
potencias de (z; —a;) se le suele denominar “el desarrollo de Taylor de orden
de f en a”. La conclusion del teorema anterior suele expresarse diciendo que
el desarrollo de Taylor de f en a aproxima a f hasta el orden r, o también
que f y su desarrollo de Taylor son tangentes de orden r o tienen un punto
de tangencia de orden 7 en a.

1.3. Unicidad del polinomio de Taylor

Lema 3.7 (Unicidad) Sea f: A C R" — F y a € A, entonces para cada
numero natural r > 1 existe a lo sumo un polinomio @ de grado < r tal que

flath)— Q)
T

=0.

Demostracion. Supongamos que existen dos polinomios de grado < r tales

. f(h) —Qi(h)

hm _— =
BT
. f(h) = Q2(h)
I T

y probemos que ambos polinomios coinciden.
Si llamamos S(h) = Q1(h) — Q2(h), nuestra hipétesis implica que

(%) tim 20 _

h—0 ||h||"

Se trata de ver, por tanto, que el tnico polinomio de grado < r que tiene la
propiedad anterior es el idénticamente nulo, o sea que S(h) = 0 para todo
h € R™.
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Escribamos S = Sy + 51+ -+ - + .5, donde Si, es la parte homogénea del
polinomio S formada por los términos de grado k, es decir

Sk(hl, . ,hn> = Z Cilig.inhll h22 . hil"
i1+io+...+in==k

Fijemos h = (hy,...,hy) # (0,...,0) y veamos que S(h) = 0. De la expre-
sion dada anteriormente para Sy, se deduce que si t € R entonces

Si(th) = Si(thi, ... thy,) = t*Sp(hy,. .., hy) = t5Sk(h).
De la condicién (x) se sigue entonces que

0— Ifm S(th) ~ i So+tSi(h)+---+t"S,(h) _ & ~ Sy =0
t—0t tT||h]|"  t—o0t tr ||k 0

En consecuencia

. tS1(h) + -+ t"S,(h) Sy(h) + -+ 1718, (h)
0= lim =
150+ [ 150+ G
_ Si(h)
0

= Sl(h) =0.

De este modo se deduce pues Sy =0; S1(h) =0;...5.—1(h) =0y que

1S, S
0= lim =
t—ot t||hl" A"

que obviamente implica que también S, (h) =0. 1

Como consecuencia del teorema local de Taylor y el lema de unicidad se
obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.8 Sea f: A C R"™ — RP una funcién de clase C" en un punto

a € A y supongamos que () es un polinomio tal que

o fat ) — Q)

=0.
h—0 Il

Entonces P, f(a)(x) = [Q(z)]<,, donde [Q(z)|<, es el polinomio formado
con los términos de grado < r del polinomio Q.
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Demostracion. Si R(h) = Q(h) — [Q(h)]<,, entonces es obvio que todos los
términos de R son de grado > r. Puesto que podemos elegir la norma que
queramos, podemos suponer que para cada h = (hi,...,h,) € R" se tiene
que |h;| < ||h]|. Entonces si denotamos por M al méaximo de las normas de
los coeficientes de R y por s al nimero de términos de R, es claro que en
algtin entorno de 0, ||R(h)|| < sM]|/h||"*!. Luego

HR(h)
il

< sM]||h|| — 0 cuando h — 0.

Se deduce pues que

L flath) = Qe . (flath) — Q) + R(h)
h—0 |h||" h—0 I

=0.

Puesto que tnico polinomio de grado < r que aproxima a f hasta el orden
r en un entorno de a es P, f(a)z, de lo anterior se deduce que P, f(a)r =

Q)<

Ejemplo 3.9 (Una funcién que se aproxima hasta el orden r en un
entorno de a por un polinomio y no es de clase C" en a)

Sea la funcion .
f(z) = 3 sen . f(0) =0.

El polinomio 0 aproxima hasta el orden 2 a la funcién f en un entorno de

0, pues

T
lim LZ) = lim zsen — = 0.
z—0 I x—0 €T

En cambio, f no es de clase C? en 0, ya que ni siquiera es 2-veces derivable
en 0.

Por contra para r = 1 se tiene:

Ejercicio. Probar que una funcién f continua en un punto a es diferenciable
en a si y sélo si existe un polinomio de grado < 1 tal que

I - QG —a)

el -l

=0.
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2. ANEXO: El algebra de los desarrollos de Taylor

Sea f: A CR"™ — F una funcién continua en a € A y Q un polinomio.
Emplearemos la notacién f ~ Q en a para expresar que

o f@) = QE—a)

w=a |z —al”

=0.

3.10 Sean f,g: A C R" — F continuas en a € A, tales que f ~ Q y g ~ P
en a, entonces:

L. Af+ug ~AQ+ pP en a, YA, u € R.
2. (Para F =R), fg ~ QP en a.

Demostracion. 1. La demostraciéon se deduce trivialmente de la definicién.

2. Escribiendo f(z)g(z) — Q(x — a)P(x — a) = (f(z) — Q(x — a))g(x) +
(9(x) — P(x — a))Q(x — a), de la hipétesis se deduce que

i 12000 — QU — )P =0) _ oy 1. fa) =0,

z=a [ —all” 1

3.11 Sean f: A CR" - RP y g: B C RP — R funciones continuas en

acA v f(a) eé, respectivamente. Si Q y P son polinomios tales que f ~ Q
enayg~ P en f(a), entonces go f ~ Po(Q — f(a)) en a.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f es diferenciable en a, existe §; > 0y
a > 0 tal que ||f(x) — f(a)]| < al|lx — al|. Por hipdtesis existe n > 0 tal que
si |ly — f(a)|| < n entonces

low) = Ply = f@)I < = lly = F(@)|I"

Entonces tomando [z —al| < d2 = min(dy, 1) (lo que implica || f(z)— f(a)| <
allz — al| < n), se tiene que

lg(f(2))=P(f(z) = fla))]| < %llf(w)—f(a)\\r < %arllx—a\lr = éllz—all".
Se deduce pues que cuando ||z — a|| < da,

lg(f(2)) = P(Q(z — a) = f(a))l| < llg(f(x)) = P(f(2)) = f(a))
+IP(f(z) = fa)) = P(Q(z — a) — f(a))]l
<ellz —al" +P(f(2) = f(a)) = P(Qz — a) = f(a))].
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Por dltimo, sea 5 > 0 mayor que || f(z) — f(a)|| y [|Q(x —a) — f(a)|| cuando
lx—al| < 02 (observemos que cuando ||z —al| < dz, entonces || f(x)— f(a)]| <
ads y ||Q(x —a) — f(a)|| estd acotado, pues @ es continua en el compacto
B[0, 83]). Puesto que P es de clase C!, sus derivadas parciales estan acotadas
en B0, 3], luego P es lipschitziana en B(0, ), y por tanto existe M > 0
tal si [lz — af| < & entonces |P(f(z) — f(a) — P(Qx — a) — f(a))]| <
M| f(z) — Q(z — a)||. Como f ~ @ podemos encontrar 63 > 0 tal que si
|z — al| < 03 entonces || f(z) — Q(z —a)|| < e/M|jz —a||", y en consecuencia

1P(f(x) = fa)) = P(Q(x —a) = f(a))]| < ellz = all".
1

Teorema 3.12 (i) Sean f,g: A C R™ — RP de clase C" en un punto a c A
Entonces

1. Af + pg es de clase C" ena y
Pr(Af + pg)(a)(z — a) = AP f(a)(z — a) + pPrg(a)(z — a)
2. (Para p=1), la funcién f.g es de clase C" ena y
P(f9)(a)(z — a) = [P f(a)(z — a) - Prg(a)(z — a)]<,

(td) Si f: ACR" - RP yyg: B C RP — R son funciones de clase C" en

los puntos a € A v f(a) € B entonces g o f es de clase C" en a y se tiene
que

Pr(go f)la)(z —a) = [Prg(f(a) (P f(a)(z —a) — f(a))],

Demostracion. Que la suma, producto y composicién son funciones de clase
C" era el objetivo del ejercicio propuesto al principio del capitulo. Por otra
parte ya sabemos que si una funcién ¢ es de clase C" en un punto ¢, entonces
Pr¢(c) es el tinico polinomio de grado < r con la propiedad ¢ ~ P, en ¢
(ver Corolario [3.8). En (i) el polinomio de grado < r AP.f(a)(z — a) +
uP,.g(a)(x — a) tiene esta propiedad, luego segtn lo anterior este polinomio
debe ser el desarrollo de Taylor de orden r de Af + pg. En cuanto a fg
también sabemos que fg ~ P,f - P.g en a lo que implica, segin el corolario
que fg ~ [P.f- P.g],. De nuevo, se tiene que el polinomio de grado < r,
[P.f - Prgl], debe ser precisamente P.(fg)(a).

La demostracion para la composicién (apartado (ii)) es idéntica a la del
producto (ejercicio). il
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Ejercicio. (a) Sea g(t) = (1 —t)~L. Probar que P,g(0)t =1+t +--- +t".

(b) Sea
1

hWzy) = ——
( y) COST — seny

Utilizar el teorema|3.12((ii) y el apartado anterior para calcular el desa-
rrollo de Taylor de orden 4 de h en el punto (0, ).

Sugerencia: Si se escribe

1
h(z,y) = 7= (1 — (cosz —seny))

y llamamos f(x,y) = 1 — (cosz — seny) entonces h = go f.

Ejercicios

3A Obtener el coeficiente del término en z%yz? del desarrollo de Taylor en el origen
de una funcién de las variables x,y, z.

3B Si en el desarrollo de Taylor en el origen de una funcién de las variables z,y, z
el tnico término de grado 7 es 3z*y22, ;jcudles son las derivadas parciales de orden
7 de esta funcién en (0,0,0)?

3C Supuesta conocida la funcién f y sus derivadas, obtener el polinomio de Taylor
de orden 2 de la funcién g(z,y, z) = f(zy,xz) en un entorno del punto (0,0, 0).

3D Obtener el polinomio de Taylor de orden 3 de la funciones

CoS T

flw,y) = g(z,y) = cosxy

cosy ’

en un entorno de (0,0)

3E Sea f(z,y) = 32%y? +2* +y* + sen® xy. Demostrar que el polinomio de Taylor
de orden 5 para la funcién f en (0,0) es igual a 3x2y? + 2* + y*.

3F Supongamos que f es una funcién de clase CY, tal que

flx,y,2) — (22 — y2% + 2%yz + 2322)

Ii =0.
(2:02) (00,0 (22 +y2 +22)3

(a) Obtener Psf(0,0,0)(x,y,2), Psf(0,0,0)(x,y,z) y P3f(0,0,0)(z,y, 2)
(b) Calcular las derivadas parciales de f en (0,0,0) hasta el orden 6.
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3G Demostrar, sin tener que hacer el cdlculo, que todas las derivadas parciales de
orden < 8 de la funcién f(x,y) = sen(z” +y?) son nulas en (0,0). Probar asimismo
que igual sucede con las de orden < 5 para la funcién g(z,y, z) = cos zyz.

3H Estudiar la existencia de los limites siguientes haciendo el desarrollo de Taylor
que convenga y aplicando después el teorema de Taylor que proceda.

TY — sen x seny TY — Sen x sen y

1. im ———————= 2. im ———
(@)—(00) 22 +y? (@)—(0,0) (22 +y?)3/2
5 i Ty — sen xseny A i senx + cosy — cosx —  + y?
. im ——— . im
(@9)—>(00)  /z6 + 6 (,9)—(0,0) x? +y?
, 2y — 14 /cos 2(x + y) ) sen? z + sen? y
5. lim 6. lim ——=
(@) —=(0,0) x? +y? (@y)—>00)  2?+y?
) re¥ —ye® —x+y , ze¥ —ye® —x +y+ad
7. lim 8. lim
(,9)—(0,0) r? +y? (@,9)—(0,0) r2 + y?
, re¥ — ye” red —yet —x 4y
9. im —_— 10. im
(@)~ 0,0) 2 +y? (@y)—(0,0) z? +y?

3I En cada uno de los ejemplos estudiar la existencia del limite en (0,0).

1. h(x )—7(05_”3 2. h(z,y) = Py -2ty ty
I PR R Y T T 27 6
. 2Pyt - 2y oy i 2Pyt - 2y 4y
3. h(z,y) = 4 4 2,2 6 - h(z,y) = 4 2,2 6
r Yt -yt +y Tyt +y
L ottt +yla 4+ S L P tyte+yf
5. h(z,y) = 41 2,2 4 .6 6. hw.y) = e ey o
x* + eyt +y Tt + ey +vy
4., .22 6
*+y*zt + (z+vy) rseny — ysenx
7. h(x,y) = 8. h(x,y) = ——"——
(@,9) x4+ 2292 490 (z,9) sen? z + sen? y
9. hiz,y) = rseny — ysenx 10. h(x’y):xy—senxseny

(sen? z + sen? y)? zt +yt

3J Sea P un polinomio homogéneo de n variables y grado k> 1y f: R — R una
funcién derivable hasta el orden que necesitemos. Consideremos la funcién g = foP.

(a) Probar que para cada 0 < j < k se verifica que
Piryjg(0)z = P.f(0)(P(x))

(b) Aplicar (a) para calcular el polinomio de Taylor de orden 7 en (0,0) de la

funcién f(z,y) = cos(z? — zy).

3K (a) Sea f: R — R una funcién n-veces diferenciable en 0. Probar que si

1 <k < n, la funcién

oty = LU= Pl O )~
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es k-veces diferenciable en 0.
INDICACION: Razonar por induccién sobre k.

(b) Deducir de (a) que si f es n-veces diferenciable en 0 (n > 2), entonces la
funcién

es (n — 1)-veces diferenciable en 0, siendo
P 1g(0)t = f/(0) + 1/2!f"(0)t + ... + 1/n! ™ (0)t" !

(c¢) Utilizar lo anterior para demostrar que las funciones

senxr —seny

six#vy
gl(ajay): rT—y
cosx siz=1y
L=VITey G20
92(,y) = zy
0 sizy =0

son de clase C* (g2 en algtin entorno de (0,0)). Obtener el polinomio de
Taylor de orden 4 en (0,0) de ambas funciones.



Capitulo 4

Funciones Implicitas

El teorema de las funciones implicitas constituye, junto con el de la fun-
cién inversa, la herramienta teérica béasica para el estudio de las variedades
diferenciables (curvas, superficies,...). Nosotros lo obtendremos como coro-
lario del teorema de Banach de la aplicaciéon contractiva.

1. Teorema de punto fijo

Lema 4.1 Sea BIb,r| una bola cerrada de RP y k una aplicacién de la bola
BI[b, r] en si misma. Si k es una aplicacion contractiva i.e., lipschitziana con
constante de Lipschitz 0 < ¢ < 1, entonces existe un tinico punto v € Blb, ]
tal k(v) = v (un punto fijo).

Demostracion. (Existencia) Supongamos k(b) # b y consideremos la suce-
sién

b, k(b), k(k(D)), ...

Observemos que para que k tenga un punto fijo basta que esta sucesién sea
de Cauchy. En efecto, en ese caso la sucesién seria convergente a un punto
v de la bola B[b,r] pues cada término de la sucesién esta en B[b,r] y los
conjuntos cerrados contienen a los limites de sus sucesiones convergentes.
Pero al ser k continua, la imagen por k de esta sucesién convergeria a k(v)
ie.,

b, k(b), k(k(D)),... = v = k(b),k(k(b)),... — k(v).

Pero es obvio que esta tltima sucesién (la sucesién imagen) es una subsuce-
sién de la anterior y por tanto también ha de converger a v. Por la unicidad
del limite resultaria entonces que k(v) = v.

73
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Denotemos por vi = b,vy = k(b),...,vj+1 = k(vj),... y veamos que la
sucesion {v;} es de Cauchy: Si ¢ > m entonces

[vg — vl < [lvg — vgs1ll + lvg+1 — vgtall + -+ + [[vm—1 — Vm ||
= [[k(vg-1) — k(vg)|| + [|k(vg — k(vgr1)|| + -+ - + [k(vm—2) — k(vm-1)||
< c(|lvg-1 — qu + ””q — Vg1l + -+ lvm—2 — vm—1]])

<A(l4c+ -4+ b— kOB

1
< M
_Cl—c

IIb—k(b)|] = 0 cuando ¢ — co.

(Unicidad.) Si v; y ve fueran puntos fijos de k, entonces

[v1 — wval| = [[k(v1) = k(vo)|| < cllvr — w2 = v1 = va.

2. El problema de las funciones implicitas

Antes de enunciar el teorema de existencia de Funciones Implicitas, hare-
mos algunas consideraciones sobre el tipo de problemas que vamos a tratar:

Si X, Y son espacios normados y M un subconjunto no vacio de X x Y,
un punto (a,b) € M se dice que es punto regular de M si existe algin
entorno W de (a,b) tal que el trozo de M contenido en W es exactamente
bien

= la grafica de una funcién de z, es decir satisface la condicién
(x,y1) e MNW, (z,y2) EMNW = y; = yo.

equivalentemente existe A C X y una funcién h: A C X — Y tal que
MW ={(z,h(z)) : x € A},

o bien,
= la grafica de una funcién de y, es decir satisface la condicion
(r1,y) e MNW, (z2,y) E MNW = x1 = x9.

equivalentemente existe B C Y y una funcién g : B C Y — X tal que
MW ={(y,9(y) : y € B}.
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Ejercicio. Sean X,Y espacios normados, M C X xY y (a,b) € M. Probar
que las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Existe algin entorno W de (a, b) tal MNW es la grafica de una funcién
y = h(x) definida en algin entorno U de a y continua en a.

2. Existen B(a,s), B(b,r) tales que M N (B(a,s) x B(b,r)) es la grafica
de un funcién y = h(zx) definida en B(a, s) y continua en a.

3. Existen B(a, s), B(b,r) tales que para cada x € B(a, s) existe un tinico
punto y = h(z) € B(b,r) tal que (z,h(z)) € M y h continua en a.

4. Existe B(a,s) y una tnica funcién h : B(a,s) — Y continua en a y
h(a) = b tal que (z,h(x)) € M.

El teorema de las funciones implicitas constituye la principal herramienta
para detectar en los casos interesantes si un punto es regular. El punto de
partida en este este teorema serd el subconjunto M de los puntos (x,y) €
R™ x RP que satisfacen alguna ecuacién del tipo f(x,y) =0, donde f: A C
R™ x RP — RP. Por tanto M es el lugar geométrico de los puntos de R™ x RP
que satisfacen el sistema de p ecuaciones:

filze, .. zn, 1,0 yp) =0
fo(z1, ... ,zn, 1, yp) =0

El objetivo del teorema no es pues resolver la ecuacién f(x,y) = 0, que puede
ser un problema bien dificil e incluso insoluble de forma exacta, sino el de
establecer condiciones (suficientes) sobre f para, dado un punto (a,b) € M,
exista algun entorno W de (a, b) tal que M NW sea la gréifica de una funcién
de z y, por lo tanto, que (a,b) sea regular.

Observemos en primer lugar que muchas curvas y superficies conocidas
se expresan como un lugar geométrico de este tipo: la circunferencia de
centro (0,0) y radio 7 es el lugar geométrico de los puntos del plano que son
solucién de la ecuacién z? + y? = r?, andlogamente el conjunto de puntos

de R? que satisfacen la ecuacion x2 4 y% — 22 = 2 es una superficie esférica

y los que satisfacen el sistema 2?2 + y2 — 22 = r%; 24+ y+ 2 = 0 es una
curva, concretamente una circunferencia. Pero también una ecuacién del

tipo f(z,y) = 0 puede originar lugares geométricos mas complejos.
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Ejercicio. Dibujar los conjuntos M; y M, de puntos de R? que son, res-
pectivamente, solucién de la ecuacién sen(z? + y?) = 0 y de la ecuacién
senzy = 0.

Sélo nos limitaremos a obtener herramientas para saber si al despejar
y vamos a tener una sola posibilidad de hacerlo, es decir si sélo vamos a
encontrar una funcién y = h(z) tal que f(z, h(x)) = 0 o varias posibilidades,
es decir varias funciones y = h;(z) tales que f(x, h;(z)) = 0.

Ejemplo 4.2 Sea M el conjunto de puntos de R? que satisfacen la ecuacion
(y—1)(x —y?) = 0. Vamos a analizar M en un entorno de cada uno de estos
tres puntos de M: (4,-2),(1,1),(0,0). Consideremos el punto (4,—2) y el
entorno de este punto (3,5) x (=3, —1). Es obvio que la interseccién de este
entorno y M es justamente la grafica de una funciéon de x, la funcién h
definida en (3,5) (entorno del punto 4) por h(z) = —/x. Luego el punto
(4, —2) es un punto regular de M. Sin embargo el punto (1, 1) no es regular,
pues la interseccién de M con un entorno del punto (1,1) no es la grafica de
una tnica funcién de z, en cualquier entorno de (1,1) la ecuacién permite
despejar y de més de una forma pues para cada x los puntos (z,1) y (z, +/)
son puntos solucién. Tampoco M es la grifica de una funciéon de x en ningtin
entorno del punto (0,0), sin embargo es claro que en este caso M si que es
la grafica de una funcién de una funcién de y definida en un entorno de 0.
Luego (0,0) es un punto regular.

2.1. Existencia de funciones implicitas

Teorema 4.3 Sea f: A CR" x RP — RP y (a,b) un punto de A tal que
f(a,b) = 0. Supongamos que

(i) f es continua en (a,b).
(ii) Las derivadas parciales O0f;/0y; existen en algin entorno del punto
(a,b) y son continuas en (a,b).

ofi
(iii) det <8yj(a, b)) # 0.

En estas condiciones, existen dos bolas abiertas U = B(a,s) y V = B(b,r)
tales que si M es el lugar geométrico de los puntos que son solucién de la
ecuacion f(z,y) = 0, entonces M N(U x V) es la grdfica de una tinica funcién
h definida en U i.e., para cada x € U existe un unico punto y = h(z) € V
verificando la ecuacion f(z,y) = 0. Ademads la funcién h es continua en a.
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Demostracion. E| [?] Para concretar utilizaremos la norma || || es decir, a
lo largo de la demostracién, || || = || ||co- Es un ejercicio facil comprobar que
la conclusién es independiente de la norma. Vamos a ponernos en situacion
de aplicar el lema [£.1] Definamos para ello

k(z,y) =y — Daf (a, ) (f(z,y)),

donde con Dsf(a,b) denotamos a la aplicaciéon lineal de RP en RP cuya
matriz asociada es la matriz de las derivadas parciales de f = (f1, fa2,..., fp)
respecto a las coordenadas y; en el punto (a,b), o sea

Dy f(a,b) = (g;:; (a, b)) g

Observemos que k estd bien definida, ya que la hipétesis (iii) garantiza la
existencia de la inversa de la aplicacion lineal Djf(a,b). Ademés es inme-
diato comprobar que

Luego, en particular, k(a,b) = b.
Nos va a interesar escribir

k(x,y) = Daf(a,b) " (Daf(a,b)(y) — f(z,y))
Lo que significa que si llamamos

9(z,y) = Daf(a,b)(y) — () = jyfj(a,bm = ).

entonces k = Do f(a,b) ! og. Es claro que, de la continuidad de f en (a,b) y
del hecho de que (en dimensién finita) toda aplicacién lineal es lipschitziana
(ver demostracion de Proposicién ), se deduce que k también es continua
en (a,b). Por otra parte, si se tiene en cuenta que

_of of
(1:7y) - 87yj(a’ b) - @(‘r?y)a

99
8yj

de la continuidad en el punto (a,b) de gij L se deduce que dado ¢ > 0 existe

r >0 tal quesi ||z —al| <7y |y — bl <r entonces ||(0g;)/0y;)(z,y)|| < e.

1 .z 2 . 7 .z s .
La demostracién estd sugerida por el método de Newton de obtencién numérica de
raices en una ecuaciéon
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Resulta pues que para cada z fijo con ||z — al| < r, la aplicacién ¢, : y —
g(z,y) tiene sus derivadas parciales acotadas en la bola B[b, r]. Aplicando el
teorema del valor medio a g,, se tiene entonces que si ||z — a|| < r entonces
para todos u,v en B[b,r]

lg(a,w) = g(a, v)[| < ellu = vl < peflu = vf|oo.

Si 3 es una constante de Lipschitz para la aplicacién lineal Do f(a,b)™!, de
lo anterior se deriva que para cada x tal que ||z — a|| < r, se tiene

[E(z, u) — k(z,0)[| < Bllg(z, u) — g(x, v)|| < pBellu — vl

Tomando ¢ tal que ¢ = pfe < 1, la desigualdad anterior nos dice que para
cada x € Bla,r] la aplicacién k, es contractiva en B[b, r]. Para poder aplicar
el teorema del punto fijo a k, s6lo necesitarfamos que k, aplique la B[b, 7] en
si misma. Esto serd posible, pero habra que tomar x en una bola centrada
en a y radio (quizds) mas pequenio que r. En efecto, de la continuidad de k
en (a,b) se deriva que existe un niimero real 0 < s < r tal que

|z —all <s = |k(z,b) —k(a,b)|| < (estricto)r(1 — c).
Entonces, si ||z — al| < s ey € Blb,r]

|k(z,y) — bl = ||k(z,y) — k(a,D)[| < ||k(z,y) — k(z,b)|| + [|k(z,b) — k(a,b)|
<clly=b||+r(1—c) <

Obsérvese que lo anterior prueba que k, aplica la bola cerrada B[b,r] en la
bola abierta B(b,r).

En consecuencia, del teorema del punto fijo se deduce que para cada x €
B(a, s) la aplicacién k, : B[b,r] — B[b,r] tiene un tnico punto fijo y = h(z),
es decir para cada = € B(a, s) existe un unico punto y = h(x) € B(b,r) tal
que k(z,y) =y < f(z,y) =0.

Sélo queda probar la continuidad de la aplicacién h en a: Utilizando de
nuevo la continuidad de k en (a,b), dado € > 0 existe § > 0 tal que si
||z — al| < d entonces,

1h(z) = h(a)l| = [[k(z, h(z)) — k(a, h(a))]|
< |k(z, h(2)) — Kz, h(a))|| + [[k(z, h(a)) — k(a, h(a))|
< cl[h(z) = ha)[| + (1 = ¢)
¢
(1 =o)[[h(x) = h(a)]| < e(l = ¢) & [|h(z) = h(a)]| <€
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Demostracion paran =1, p = 1.

o af L
De acuerdo con las hipétesis, suponemos pues que 5y €8 una aplicacién

continua en (a,b) y que %(a, b) # 0. La demostracién estd sugerida por el

método de Newton de obtencién numeérica de raices en una ecuacién. Vamos
a ponernos en situacién de aplicar el Teorema de Punto Fijo. Definamos

para ello
1

k(z,y) =y — Wf(xa Y)-

Es inmediato comprobar que

Luego, en particular, k(a,b) = b. Por tanto lo que se tiene que probar es
que existen entornos U y V' de a y b respectivamente tales que para cada
x € U existe un tnico y = h(z) € V tal que k(x,h(x)) = h(z). O lo que es
lo mismo que si z € U la aplicacién de la variable y, k. (y) = k(x,y), tiene
un tnico punto fijo y = h(x) en V.

Pues vamos a ello, intentando aplicar a k, el teorema del punto fijo:

1. jky es contractiva? Segin el teorema del valor medio asi sera si
|kl (y)] < ¢, con0<ec<1.

ok 1 of
K (y) = (z,y) =1— = (2,9).
W=y = G ayta) oy Y
En particular g—g(a, b) = 0 y la continuidad en (a,b) de % implica también

la continuidad en (a,b) de g—];. Por tanto, tomando 0 < ¢ < 1 existe r > 0

tal que cuando |z —a| < r, |y — b| < r se tiene que

ok

ok
/
=== = <
‘kx(y” |ay (x,y) ay (avb)| =6

Luego si © € [a — r,a + r], la aplicacién k, es lipschitziana de constante ¢
(contractiva) en el intervalo cerrado [b—r, b+ 7], i.e.

’kl’(yl) - kﬁ(y2)| = |]€(5L‘,y1) - k(]">y2)‘ < c‘yl - y2’7 V?leyZ € [b - ’I”,b+ T].

2. Para poder aplicar el teorema del punto fijo a k; sélo necesitariamos
que k; aplique el intervalo [b — r,b + 7] en si mismo. Esto serd posible,
pero habra que tomar = en un intervalo centrado en a y radio (quizds) maés
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pequetio que r. En efecto, de la continuidad de & en (a, b) se deriva que existe
un ntmero real 0 < s < r tal que

|t —al| <s = |k(x,b) —k(a,b)] <r(l—c).
Entonces, si [t —a| <sely—0b <r

ke (y) — bl = [k(z,y) — k(a,b)| < |k(z,y) — k(z,b)| + [k(z,b) — k(a, b)]
<cy—=»b+r(l—c)<r.

Obsérvese que lo anterior prueba que k, aplica el intervalo cerrada [b—r, b+T]
en en intervalo abierto (b —r,b+ r).

En consecuencia, del teorema del punto fijo se deduce que para cada
x € (a — s,a+ s) la aplicacién ky : [b—r,b+r] — [b—r,b+ r] tiene un
tnico punto fijo y = h(z), es decir para cada x € (a — s,a + s)(= U) existe
un dnico punto y = h(x) € (b—r,b+r)(=V) tal que k(z, h(z)) = h(z) <
f(@,h(x)) = 0.

Sélo queda probar la continuidad de la aplicacién h en a: Utilizando de

nuevo la continuidad de k en (a,b), dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
|z —a| < 0 entonces,

|h(z) = h(a)] = [k(z, h(x)) — k(a, h(a))|
< [k(z, h(z )) k(z; h(a))| + [k(z, h(a)) — k(a, h(a))|
< clh(x) = h(a)| +e(1 = ¢)
¢
(1 =o)lh(z) = h(a)| <e(1 = ¢) & |h(x) = h(a)| <€

La conclusion del teorema anterior suele expresarse también de alguna
de las formas equivalentes siguientes:

» En B(a,s)x B(b,r) la ecuacién f(x,y) = 0 permite despejar a y como
una (unica) funcién y = h(x) definida en B(a, s) y continua en a.

» En B(a,s) x B(b,r) la ecuacién f(z,y) = 0 define implicitamente una
tnica funcién y = h(x) continua en a.

2.2. Funciones implicitas: derivacion

El teorema de existencia de funciones implicitas y sobre todo su corolario,
muestra como las condiciones de continuidad de la aplicaciéon f las hereda
integramente la funcién h definida implicitamente a partir de la ecuacién
f(z,y) = 0. Vamos a ver ahora que igual sucede con la diferenciabilidad.
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Lema 4.4 (Lema fundamental) Sea f: A C R" x RP — RP y (a,b) un

punto de A tal que f(a,b) = 0. Supongamos que h es una funcién continua
en a tal que h(a) = b y que verifica f(xz,h(z)) = 0 para cada x de alguna
bola centrada en a. Entonces, si

(i) f es diferenciable en (a,b), y

(ii) det <g§; (a,b)) # 0,

la aplicacion h es también diferenciable en a y su diferencial en a se calcula
mediante la formula:

Dh(a) = —Dyf(a,b)"" o Dy f(a,b).

Demostracion. Vamos a probar en primer lugar que, supuesta h diferenciable
en a, su diferencial en a es la de la férmula.

Por hipétesis existe una bola U = B(a, s) tal que f(z,h(x)) = 0 para
cada x € U, es decir

filz1, s on s ha(zr, .o cyzp), o by, ..oy 2,)) =0, i =1,2,...,p
con otras palabras, para cada i, la composicién de las aplicaciones

(X1, Tp) 2 (1, T, iz, .o n), - Ry, . 2) £>O

es la aplicacién idénticamente nula sobre U. Aplicando entonces la regla de
la cadena, se tiene que

A(fiop)
8.7}]'

+Z afz 3hk( ),

0=
8.7}]

(aa b) =

que matricialmente se puede expresar mediante la igualdad:

D1 f(a,b) + Daf(a,b) o Dh(a) =0 < Dyf(a,b)”* o Dy f(a,b)+ Dh(a) = 0.

Probemos que h es diferenciable en a:
Hemos de ver que

lm h(a+ u) — h(a) + (D2f(a,b)~ o D1 f(a,b))u

=0.
u=0 [l
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Como hipétesis tenemos que f es diferenciable en el punto (a,b), luego

f(a+uab+v) _f(a’ab) _le(aab)u_DQf(a’b)v —
(u,0)=(0,0) [l + [l

0.

Consideremos en la expresién anterior v = h(a + u) — h(a). Teniendo en
cuenta que h es continua en a, es decir (h(a+u)—h(a)) — 0 cuando u — 0)
y que f(x,h(zx)) =0, se deduce que

Dy f(a,b)(h(a +u) = h(a)) + D1 f(a,b)u _

lim =0,
w0 [ull + [Ih(a +u) = h(a)|
o equivalentemente (componiendo con Dsf(a,b)™!) que
| h{a )~ ba) + (Daf(a,b)" o Dy f(ab)u
u=0 ]l + o]l '

Observamos entonces que la diferencia entre las expresiones que dan la
diferenciabilidad de f en (a,b) y la diferenciabilidad de h en a estd tnica-
mente en el denominador de las mismas. Si escribimos
h(a’ + U) B h((l) + (DQf(av b)_l © le((l, b))u _
[l
h(a+u) — h(a) + (D2f(a,b)"" o D1 f(a,b))u |ull + [[v]]
[[ull + [[o] |

donde v = h(a+wu) — h(a), bastara probar para terminar que cuando u — 0,
la expresion

Y

[[ull 4 [[v]]
[l
est4 acotada. Para ello tendremos en cuenta que Dsf(a,b)~! o Dy f(a,b) es
lipschitziana, por ser lineal.
loll = [Ih(a +u) = h(a)]| <[|h(a +u) = h(a) + (D2 f(a,b)"" o D1 f(a,b))ull
+[|(D2f(a,0)~" o Dif(a,b))ull

<e(llull + [[ol) + Blllull,
donde ¢ es arbitrario y las desigualdades se verifican para u suficientemente
pequertio, es decir siempre que |[u|| < § (que depende de ¢).

Se deduce que

(L =e)lloll < (e + B)lull.

Por lo que tomando por ejemplo € = 1/2, se tiene ya que

R
el el '



4.5 Funciones Implicitas 83

Teorema 4.5 (De las funciones implicitas) Si en el teorema de exis-
tencia de funciones implicitas (Teorema se sustituye la hipétesis “f
continua en (a,b) "por una de las siguientes:

» f es continua en algiin entorno de (a,b)
» f es diferenciable en (a,b),

» f es de clase C" en algun entorno de (a,b),

entonces, si h es la aplicacion definida implicitamente por la ecuacion
f(z,y) =0, se tiene que:

= h es continua en algiin entorno de a
= h es diferenciable en a,

= h es de clase C" en algtin entorno de a.

Demostracién. Supongamos f continua en algtn entorno de (a,b). Es obvio
que en la demostracién del teorema de existencia podemos tomar las bolas
abiertas U y V de radios s y r suficientemente pequetios para que f (y por
tanto k) sea continua en cada punto de U x V. La demostraciéon de que
entonces h es continua en cada punto de U es idéntica a la que la se dio para
probar la continuidad en a.

La diferenciabilidad de h en a cuando f es diferenciable en (a,b) es
consecuencia directa del lema de derivacién (Lema [4.4)).

Supongamos f de clase C" en un abierto W que contenga al punto
(a,b). Podemos suponer también que en todo punto (z,y) € W se tie-
ne que det(Daf(z,y)) # 0. En efecto, escribamos la aplicacién (z,y) —
det(Ds f(z,y)) como composicién de las funciones del diagrama

ofi dfi
(z,y) — (ayj (:vvy)>i,j — det (ayj (w,y)>m-

Puesto que, por hipétesis, las derivadas parciales de f respecto a las coor-
denadas y son continuas en (a,b) y la aplicacién determinante es tam-
bién continua, la funcién composicién es continua en (a,b). De la hipdtesis
det( Da2f(a,b)) # 0 resulta entonces que para todo (z,y) en algin entorno
de (a,b), det( Daf(z,y)) # 0.

Tomando ahora las bolas U y V del teorema de existencia de funciones
implicitas satisfaciendo que U x V' C W, la funcién h esta en las condiciones
del lema [4.4) en cada punto x € U, pues h es continua en z segin vefamos
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antes, f diferenciable en (z,h(z)) y det (Daf(z, h(z)) # 0. Se deduce pues
que h es diferenciable en cada z de U, siendo

Dh(x) = =Daf (2, h(x))~" o D1 f(x, h(x)).
De lo anterior se deduce que en cada x de U

O () =
Ox; det Dgf x, h(z

donde las funciones A;x(x, h(z)) son los elementos de la fila i de la matriz
adjunta de Da f(x, h(x)) y por lo tanto son sumas de productos de derivadas
parciales de primer orden de la funcién f. Lo mismo cabe decir para la
funcién det Dy f(x, h(x)), de la que ademds sabemos que es distinta de cero
en U. De todo ello se deduce facilmente que las aplicaciones dh;/0z; son
aplicaciones continuas. Razonando por induccién y teniendo en cuenta el
ejercicio siguiente se obtendria finalmente que h es de clase C" (hacerlo!). 1

Ejercicios
4A Dar ejemplos de funciones de clase C*°, f, para las que el conjunto

M = {(z,y): f(z,y) =0}

sea respectivamente (), finito e infinito numerable.

4B Probar que el conjunto M = {(z,y) € R?: y?+sen? 1/z = 0} es, en un entorno
de (0,0), la grafica de una funcién h, pero esta funcién h no estd definida en ningtin
entorno de 0.

4C Consideremos las funciones fi(x,y) = —1+cos(x—y); falx,y) = (22 +y?) (22 +

x (x
(y—1)>=2); fa(z,y) = (2* +y*)(xy — 1) y sea M; = {(z,y): fi(z,y) =0} (i =
1,2,3).

(a) Probar que en (0,0) las funciones f; no satisfacen alguna de las hipétesis del
teorema de existencia de funciones implicitas.

(b) Probar que existen intervalos abiertos U,V centrados en 0 tales que M; N
(U x V) es la gréfica de una funcién de x definida en U y continua en 0.

(¢) Probar que existen intervalos abiertos U,V centrados en 0 tales que M N
(U x V) es la grafica de una funcién de z definida en U, pero no continua
en 0.
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(d) Probar que no existen dos intervalos abiertos U,V centrados en 0 tales que
M3 N (U x V) sea la grafica de una funcién de x definida en U.

4D Estudiar si el sistema

2 -y 42t =2

22—t~y =—1

permite despejar dos de las variables como funcién de las otras dos en algtin entorno
del punto (z9,vo, 20, to) = (v/6,0,v/3, —2) y en algiin entorno del punto (0, 0,0, 1).

4E Sean z,y,z,t cuatro variables ligadas entre si por las ecuaciones

B+ +t3=0
2ty 42t =1
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Comprobar que la expresién Ox/Jy puede tener més de un significado, y calcular

todos sus posibles valores para (xo, Yo, 20,t0) = (—+/3/8,—/1/8,1/3/8,4/1/8).
L Qué ocurre para (zg, Yo, 20,t0) = (1/2,—1/2,1/2,—-1/2)7

4F Considerar las funciones

filz,y) =y —223y;  folz,y) =y — a3 +a.

Probar que las dos son diferenciables en (0,0), sus derivadas respecto a y en (0,0)
son distintas de 0, pero no son continuas en (0,0). Comprobar que fi(x,h(z)) =0
para mas de una funcién h diferenciable en 0. En cambio s6lo existe una funcién h
verificando fa(z, h(z)) = 0.



Capitulo 5

Subvariedades Diferenciables
de RF

Vamos a completar lo visto en los capitulos anteriores sobre el teorema
de las Funciones Implicitas y Funciones Inversas con un tema de iniciacion
al estudio de las Variedades Diferenciables.

1. Variedades

Definicién 5.1 (Definicién explicita) Sea M un subconjunto no vacio
de R¥. Se dird que M es una variedad diferenciable de dimensién 1 < n < k
y clase C" si para cada ¢ € M existe algin entorno W de ¢ tal que M NW es
la gréfica de alguna funcién h definida en algin abierto U de R™ y de clase
C" sobre U.

La primera observacion que es necesario hacer es que la funcién h, debido al
caracter local de la misma, puede cambiar de un punto a otro, y asimismo las
n coordenadas de las que depende. Por tanto si M es variedad, de acuerdo
con la definicion, para el punto ¢ € M existe un W € #/(¢) y una distribucion
de las k coordenadas de los puntos z de W en dos bloques z,y denyp = k—n
coordenadas, de forma que M NW = {(z,h(x)) : xz € U}, con U abierto de
R™y h:U C R™ — RP de clase C". (Obviamente, el bloque de coordenadas x
no es necesariamente el de las n primeras coordenadas de los puntos z € R¥,
aunque, por comodidad, escribamos z = (z,y)).

La segunda observacion es que W puede tomarse abierto. En efecto, si
con las notaciones anteriores M N W es la gréafica de la funciéon h € C"(U),
entonces la funcién x — (x, h(z)) es continua sobre el abierto U y por tanto
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el conjunto V = {z € U : (z,h(x)) € I/TO/} es un abierto. Se tiene pues que
MnN W es la grafica de la restriccién de h a V' {Pueden ser distintos M NW
y Mn W?

Teorema 5.2 (Definicién implicita) EI conjunto no vacio M C R* es
una variedad diferenciable de dimension 1 < n < k y clase C" si y sélo si
para cada ¢ € M existe un entorno abierto W de ¢ y una funcion f: W C
R*F — RF=" de clase C" tal que

1. Rango(Df(c)) =k —n.

2. MnNW={zeW: f(z) =0}.

Demostracion. Supongamos que M es un variedad diferenciable de dimen-
sién n y sea ¢ un punto de M. Sea W entorno abierto de ¢ tal que M NW =
{(z,h(x)): z € U} para alguna funcién h de las n-variables x y de clase C"
en U. Podemos escribir entonces que

MOW ={(z,y) e U xRP : y — h(z) =0,
lo cual es obvio que implica:

MAW=MAWN(UxRP) = {(z,y) € U x R” : y — h(z) = 0}
={(z,y) eUXRP:y—h(z)=0}NW
={(z,y) € (UxRP)NW :y — h(xz) = 0}.

Si f es la funcién definida en U x RP como f(x,y) = y — h(z) y Wi =
W N (U x RP), entonces lo anterior nos permite escribir que

MW, ={(z,y) € Wi : f(z,y) = 0}.

Claramente T es un entorno abierto de ¢y f € C"(W7). Ademas, la matriz
jacobiana de Df(c) es la siguiente

df1 0f

3701(0) 37%(0)

dfa P

8751(0) 67%(0)

8f ......... 8f ................
07;1’( ) 872(0)
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que tiene un menor de orden p = k — n no nulo, luego rg(Df(c)) = p.

Reciprocamente, si M satisface la condiciéon del teorema en ¢ € M,
denotemos por y = (y1,...,Yyp) & uno de los grupos de coordenadas tal
que el menor de Df(c) correspondiente a las derivaciones respecto a y; es
diferente de 0, y por z = (z1,...,x,) al grupo formado con el resto de las
coordenadas. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el bloque z
es el de las n primeras coordenadas. Segun esto, los puntos de M que estéan
en el entorno W son los que verifican la ecuacién f(z,y) = 0. Ademads, de la
hipétesis se deduce que f satisface las condiciones del teorema de existencia
de Funciones Implicitas en ¢ = (a, b). Luego, existen entornos abiertos U y
V de a y b, respectivamente, con U x V . C W y una funciéon h de clase C”
de U en V, cuya graficaes M N (U x V). 1

2. Variedad tangente

En el capitulo [2] se definié el concepto de vector tangente en un punto ¢
de un conjunto M C R¥. Geométricamente, un vector tangente a M en ¢ no
era mas que un vector tangente a alguna curva trazada sobre M pasando por
¢ (ver ejercicio para una definicién mds general de vector tangente). Se
vio entonces que, en el caso particular de que M sea la grafica de una funcién
h de n variables reales y diferenciable en un punto a, el conjunto T.(M) de
vectores tangentes a M en el punto ¢ = (a, h(a)) es un espacio vectorial de
dimensién n, cuya expresiéon es T.(M) = {(u, Dh(a)u): v € R™}.

Proposicién 5.3 Si M es una variedad diferenciable de R¥ de dimensién
1<n<kyclase C" y c € M, entonces el conjunto T.(M) es un subespacio
vectorial de R* de dimensién n

Demostracion. Puesto que, localmente, M es la grafica de una funcién de
n variables y clase C'", basta tener en cuenta lo comentado en el parrafo
anterior. |

A T.(M) se le llamara el espacio vectorial tangente a la variedad M en ¢
y al trasladado a ¢ de este subespacio, i.e., ¢ + T.(M) se le llamard pues la
variedad tangente a M en ¢. Un punto z de RF pertenecera a la variedad
tangente a M en ¢ si (z —¢) € T(M).

Vamos a caracterizar ahora el espacio vectorial tangente a un variedad
en un punto a partir de la definicién implicita. Suponemos, pues, que M es
una variedad de R* determinada, en un entorno W del punto ¢ € M, como
el lugar geométrico de los puntos de W que satisfacen la ecuacion
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f(z1,22,...,2;) = 0,donde f = (f1, fa,..., fp) es una funcién de clase C" tal
que rg(Df(c)) # 0. (Abreviadamente, nos referiremos a lo anterior diciendo
que M estd determinada en un entorno de ¢ por la funcién f = (fi,..., fp)).
Se tiene entonces

Proposicion 5.4 Si M es la variedad determinada en un entorno del punto
¢ € M por la funcién f = (fi,..., fp), entonces

T.(M) =ker Df(c) = Nker D f;(c).

Demostracion. Sea v € T,(M). Entonces v es el vector velocidad en ¢ de
alguna curva -y contenida en M y que pasa por c. Es decir v(t) € M y
para algin tg, v(tg) = ¢y 7/ (tg) = v. Puesto que M estd determinada
en un entorno de ¢ por f y -y esta contenida en M, se deduce que, pa-
ra t suficientemente préximo a tg, f(y(t)) = 0. Luego derivando en ty,
se obtiene que Df(y(tog))Y (to) = 0, o sea Df(c)v = 0, que nos dice que
v € ker Df(c) = NP_, ker Df;(c). Para demostrar que To(M) D ker Df(c)
basta tener en cuenta que ambos subespacios tienen la misma dimension.
En efecto, como por hipdtesis, el rango de la aplicacion lineal D f(c) es igual
a p, su nucleo debe ser un subespacio de dimensién igual an =k —p. |

Nota. Para otras definiciones equivalentes de una variedad diferenciable ver
Manual (Anexo: distintas presentaciones de una variedad).

Ejercicios

5A Estudiar si el conjunto M de los puntos que satisfacen las ecuaciones siguientes
son variedades diferenciables y en tal caso de qué dimensién.

1. 2?2+ + 22 4oy +tyz—22=0 2. 4y + 2 taytyr—az=1
5B Sea M el conjunto de puntos de R? que satisfacen el sistema

224+y?—z=1
r—y+22=1

(a) Probar que M es una variedad diferenciable.

(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a M en (1,0,0).


http://matematicas.unex.es/~montalvo/Analisis_Varias_Variables/apuntes/cap16.pdf
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5C Sea M = {(z,y,2) # (0,0,0): 23 + 4> + 23 = 2(x + y + 2)?}.
(a) Probar que M es una variedad diferenciable.
(b) Determinar los posibles puntos de M en los que el plano z +y = 0 sea
tangente a M.

(c¢) Determinar la recta tangente a la curva interseccién de M con el plano z+y =
0 en el punto (1,-1,2).






Capitulo 6

Funciones Inversas

En este capitulo estudiaremos condiciones para la derivacién de la inversa
de una funcién de varias variables y, en particular, extenderemos a estas
funciones la férmula (¢71) (g(a)) = 1/¢'(a).

Sin embargo, el principal resultado de este capitulo es el teorema co-
nocido como Teorema de la Funciéon Inversa. Lo obtendremos a partir del
teorema de las funciones implicitas y, junto a éste, constituira otra impor-
tante herramienta de la Geometria Diferencial. Formalmente este teorema
consiste en una condicién suficiente para que una funcién de varias varia-
bles, g, admita localmente una funcién inversa con las mismas propiedades
de diferenciabilidad que g.

1. Derivada de funciones inversas

En lo que sigue la frase “la funciéon g : A C X — Y admite inversa”
expresara cualquiera de los enunciados (evidentemente) equivalentes:
» cada elemento y € g(A) tiene una tnica anti-imagen en A;

» para cada elemento y € g(A4), AN g~ !(y) es un conjunto con un sélo
elemento;

» para cada elemento y € g(A), existe un tnico = € A tal que g(x) = y;
= g es inyectiva en A.

= g1 :g(A) = X es aplicacion.

Nuestro punto de partida en esta seccién serd una funcién g : A C
o

R™ — R™ inyectiva y diferenciable en un punto a € A. Es bien conocido
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que, en general, su inversa no es diferenciable. Por ejemplo, la funcién de 1-
variable g(x) = 23 es una biyeccién de R en R diferenciable en 0 cuya inversa
g '(y) = ¥y no es diferenciable en 0 = g(0). El motivo de esto es que para
funciones de 1-variable una condicién necesaria para la derivabilidad de ¢g—*
en g(a) es que ¢'(a) # 0. Esta condicién se mantiene para funciones de varias
variables:

Proposicion 6.1 Sea g : A C R™ — R" inyectiva y diferenciable en un

! es diferenciable en g(a) entonces

Dg~'(g(a)) = Dg(a)~',

punto a € A. Si g~

y por tanto
_ 9gi
det Dg(a) = det (8a:j (a)> # 0.

1

Demostracion. Puesto que g~ o g = idgn(la identidad), aplicando la regla

de la cadena resulta que
Dg~'(g(a)) o Dg(a) = idgn,

de lo que se deduce que Dg(a) es una aplicacién lineal inversible, siendo
Dg~'(g(a)) = (Dg(a))~", y por tanto det Dg(a) # 0.

Ejercicio. Comprobar que la aplicacién ¢ : (z,y) — (u,v) cuyas funciones
coordenadas son u(z,y) = o3 + xy?; v(z,y) = y es una biyeccién de R? en
R? cuya inversa no es diferenciable en g(0,0) = 0.

La funcién ¢! del ejercicio anterior si serd diferenciable en (u,v) =
g(x,y) para cada (z,y) en el que det Dg(x,y) # 0. El motivo de esto es
que esta condicién del determinante es también suficiente, como veremos,
cuando ¢ es de clase C', como es el caso del ejemplo.

Ejercicio. Siendo g la funcién del ejercicio anterior y g% : (u,v) — (x,7),
observar que no resulta facil obtener explicitamente g1, es decir z e y como
funciones de (u,v). Obtener, sin necesidad de conocer g=%, Dg=1(—3,2) es
decir

ox ox ox 0

9T ey 9T a5y 9Y
%(*3)2)7 8’0( 372)a au( 352)7 611( 372)

Damos a continuacién el principal resultado de esta secciéon. En él se
establecen las condiciones justas para que la inversa de una funcién biyectiva
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y diferenciable sea también diferenciable. Si no se ha incluido en el capitulo
dedicado a las reglas de derivacién, es porque todo el estudio sobre funciones
inversas esta estrechamente ligado al de las funciones implicitas.

Teorema 6.2 Sea g: A C R™ — R" una aplicacion inyectiva y diferenciable

I es diferenciable en el punto

en un punto a € A. Entonces la aplicacion g~
b= g(a) siy sdlo si

(a) beg(A) y g~! es continua en b.

(b) det (gg? (a)) £ 0.

Lj

Demostracion. Si g~ es diferenciable en b = g(a) entonces, como hemos

convenido siempre, el punto b debe ser interior al conjunto donde esta defi-
nida la funcién ¢!, es decir a g(A). Por otra parte g~! debe ser continua en
b, pues toda funcién diferenciable en un punto es continua en ese punto. Por
ultimo ya vimos antes que la condicién det Dg(a) # 0 era necesaria para la
diferenciabilidad de ¢g~*.

Que las condiciones anteriores también son suficientes resulta del lema
aplicado a las funciones f(x,y) = g(x) —y; h = g~ !, cambiando en él los
papeles de las coordenadas y y las coordenadas z (verificar como ejercicio
todos los detalles). 1

En la préactica los problemas que el teorema anterior plantea son dos:

1. Cémo reconocer si g es inyectiva (al menos en algiin entorno del pun-
to a).

2. Supuesta g inyectiva, como saber si g~
de g(a) y es continua en g(a). Tengamos presente que no siempre es facil
obtener explicitamente ¢~ .

Por fortuna disponemos de herramientas de facil aplicacién (condiciones
suficientes) para resolver ambos problemas. Concretamente, en el segundo
de ellos, bastara que g, ademds de ser inyectiva, sea continua en algin en-
torno de a para garantizar que g~! sea continua en g(a). De hecho con esta
hipétesis adicional g~! resultaria continua en algiin entorno de g(a). Esto
es consecuencia de un importante teorema de topologia, que no tiene cabi-
da aqui. Lo que si veremos a continuacién es otro importante teorema, que
establece condiciones suficientes facilmente verificables en la practica, que
garantizan a la vez el caricter inyectivo de g en algin entorno de a y la
continuidad de g~! en algtin entorno de g(a).

! est4 definida en algtin entorno
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2. Inversion local

o

Teorema 6.3 (Lema fundamental) Sea g : A C R" — R", a € Ay
supongamos que

(a) g admite derivadas parciales en algiin entorno del punto a, continuas
en a.

(b) det (ggi

a 0.

o >> #

Entonces existen U y V', entornos abiertos de a y b = g(a) respectivamente,
tales que la restriccion de g a U es una biyeccién de U sobre V, cuya inversa

es diferenciable en b.

Demostracién. Observemos en primer lugar que de (a) se deriva que g es una
aplicacién diferenciable en a y continua en algin entorno de a (ver Teorema
[2.34). Teniendo en cuenta esto, es fcil ver que la funcién f(z,y) = g(z) —
y satisface la condiciones para poder aplicar el teorema de las Funciones
Implicitas en el punto (a,b) respecto de las coordenadas x, es decir siendo
x el bloque de coordenadas a despejar. Concretamente, f(a,b) = 0, f es
una funcién derivable en (a,b) y continua en algin entorno de (a,b), admite
derivadas parciales continuas en (a,b) y

0gi

det(0f;/0x;)(a,b) = D
j

(a) £ 0.

Existen, por tanto, dos entornos U; y V, de a y b respectivamente (si se
quiere, bolas abiertas), tales que

Vy € V, J(tnico) x = h(y) € U tal que y = g(z),

y la aplicacion h hereda las propiedades de f, luego es continua en V' y
diferenciable en b. De acuerdo con esto, resulta pues que cada punto y de V
tiene una unica antimagen x en U;. Esto significa que si denotamos

U = {los puntos de U; que son antimagenes por g de los puntos de V'}
=g ' (V)NUn,

entonces U es abierto (para probarlo tened en cuenta que g puede suponerse
continua sobre U; y aplicar la Proposicién y la restriccion gj;; es una
biyeccion entre U y V', cuya inversa (que no es otra que la aplicacion h es
continua en V y diferenciable en b. |
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Nota. Observemos que si la hip6tesis (a) del lema anterior la cambiamos por
la més fuerte, “g de clase C" en algtin entorno de a”, entonces la funcién f
hereda esa misma propiedad y en consecuencia la funcién (g‘U)*1 definida
implicitamente por la ecuacién f(x,y) = 0 resultard entonces de clase C" en
el entorno de g(a), g(U).

Como consecuencia directa del lema de inversion local se tiene:

Teorema 6.4 (Teorema de la funcién inversa) Sea U un abierto de R"
v g:U CR" — R" una aplicaciéon de clase C" sobre U. Se tiene entonces,

1. Las condiciones siguientes son equivalentes:

a) Para cadax € U

det Dg(z) = det (ggl

) 40

Lj

b) Para cada x de U existe algiin entorno abierto U, C U tal que gy,
es inyectiva, g(U,) abierto y g‘_Ui de clase C" (abreviadamente una
tal g se dice que es un “difeomorfismo local” de clase C" sobre

U).

2. En particular, cuando ademas g sea inyectiva en U, la equivalencia
anterior establece que la aplicacién g=! es de clase C" (en cuyo caso
se dice que g es un “difeomorfismo” entre los abiertos U y g(U)) si y
sélo si det Dg(zx) # 0.

Demostracion. 1. a) implica b) S6lo hay que aplicar el lema de inversién y
la nota posterior en cada x € U. b) implica a) Como ya sabemos (Teorema
, una condicién necesaria para que la inversa g, sea diferenciable en
g(x) es que det Dg(x) # 0.

2. Puesto que g es inyectiva en U, la equivalencia anterior nos dice que
det Dg(z) # 0 para cada = € U si y sélo si g~ ! es de clase C" en el entorno
abierto de g(x), g(Ug) C g(U), luego g(U) abierto y las derivadas parciales
de orden r de ¢~ son continuas en cada z € U.

Ejercicios
6A (T. aplicacién inyectiva) Sea g: U C R" — R? una aplicacién de clase C!

sobre el abierto U y supongamos que para todo punto x € U, Dg(z) es inyectiva.
Probar entonces que g es una aplicacién localmente inyectiva.
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6B (T. aplicacién suprayectiva) Sea g: U C R™ — R? una aplicacién de cla-
se C! sobre el abierto U y supongamos que para todo punto z € U, Dg(x) es
suprayectiva. Probar entonces que g es una aplicaciéon abierta.

6C Probar que no puede existir una aplicacién de clase C' e inyectiva de un abierto
de R? en R.

6D Sea g: R — R? una aplicacién de clase C'. Probar que si € R existe algin
entorno de x cuya imagen por g no es entorno de g(x).

6E Sea g la transformacién de coordenadas dada por las ecuaciones

u=a>—y;, v=uxy

y consideremos el abierto U = {(z,y): det Dg(z,y) # 0}.
(a) Estudiar si g es un difeomorfismo local o global sobre U.
(b) (Es g localmente inyectiva sobre R2??

(¢) Probar que la transformacién anterior define un cambio de coordenadas (di-
feomorfismo global) sobre el abierto V = {(z,y): 22 —y < 0} y utilizase en
la ecuacién funcional

5| Fa + o w)| =

6F Estudiar si la aplicacién
gy, 2) = (2 —y— 2,20 +y+z,0+y—2)
es un difeomorfismo del abierto V = {(x,y, z): x > —1} sobre g(V).
6G Sea g: (a,b) C R — R una aplicacién derivable en (a,b) con ¢'(x) # 0 para

todo = € (a,b). Probar que g admite funcién inversa diferenciable en cada punto
del abierto g(a,b).

6H Si f es una funcién de 2 variables y clase C?, transformar la expresién

O*f o*f of  of
207 | 207] g1 . oF
¥ o2 Ty Oy? +x8x +y8y

mediante el cambio x = e%; y = e".

6I (a) Transformar la ecuacién diferencial y' = f(x,y) mediante el cambio de
variables © = z(u,v); y = y(u,v).

(b) Utilizar coordenadas polares para plantear y resolver el siguiente problema:
Obtener el perfil que debe tener unas tijeras para que corten en angulo recto.



Capitulo 7

Extremos de funciones de
varias variables

En este capitulo vamos a considerar la teoria clasica de extremos para
funciones diferenciables de varias variables, cuyos dos tépicos habituales son
los Extremos Relativos y los Extremos Condicionados.

1. Extremos relativos

Una aplicacién clasica del Teorema Local de Taylor es el estudio de los
extremos relativos de una funcion escalar. Aunque la analogia con el caso de
una variable es total, hay algunas diferencias que surgen de manera natural
por el paso a una dimensién superior.

Trabajaremos con funciones escalares, definidas sobre un conjunto A C
R*. Se dird que la funcién f : A C R¥ — R presenta un minimo (maximo)
absoluto en el punto a € A si f(x) > f(a) (f(z) < f(a)) para todo = € A.
Y se dird que f presenta extremo relativo en a, si existe un entorno V' de a
contenido en A, tal que la diferencia f(z)— f(a) no cambia de signo cuando
reV:

Maéaximo Si f(z) — f(a) <0.

Minimo Si f(z) — f(a) > 0.

(o]
Luego sdlo cuando a € A, es decir cuando f esté definida en alguna bola
centrada en a, podremos considerar la cuestién de si f presenta un extremo
relativo en a.

99
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1.1. Condiciones necesarias de extremo

Recordemos que si queremos que una funciéon derivable de 1-variable
presente un maximo o un minimo relativo en un punto a, la recta tangente a
su grifica en el punto (a, f(a)), y = f(a)+f'(a)(x—a) debe ser paralela al eje
X, es decir f’(a) = 0. Aunque sabemos que esta condicién no es suficiente,
pues a puede ser un punto de inflexiéon. Del mismo modo si f es de 2-variables
es intuitivamente claro que una condicién necesaria para que f presente un
extremo relativo en el punto a = (zg,y0) es que (supuesta f diferenciable
en a) el plano tangente a su grafica en en el punto (zo,yo, f(x0,%0)), z =
f(zo,y0) + Df(a)(x — zo,y — yo) sea paralelo al plano XY, es decir

(), 5@ = 0.0),

Df(a)

Mais generalmente cuando f es una funcién diferenciable se obtiene la si-
guiente condicién necesaria de extremo, totalmente andloga a la de funciones
de una variable.

Proposicion 7.1 Si f es diferenciable en a y presenta un extremo relativo
en ese punto, entonces D f(a) = 0 y por tanto

of
8131'

(a)=0,i=1,2,... k.

Demostracion. Supongamos, para concretar, que f presenta un minimo en
a. Sea entonces h un vector cualquiera. Entonces:

Df(a)h = Dy f(a) = lim

f(a + th) — f(a) B h’mt_>0+ w >0
t—0 t -

lim, o w <0 'I

7.2 Por tanto, el proceso para encontrar los posibles puntos de extremo
relativo para una funcién diferenciable comienza con el planteamiento del
sistema

of
ﬁxi

Df(x):(){:} ($17...’$n):07i:1’2’...’n_

Los puntos solucién de este sistema de n ecuaciones con n incégnitas se
denominan puntos criticos. Después de la proposicién una condicién
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necesaria para que la funcién f presente un extremo relativo en un punto z
es que x sea un punto critico. Pero esto no es, en general suficiente. ;Cémo
continuar? Recordemos que cuando f es de una variable, para saber si esta
funcién presenta o no un extremo en un punto critico a, se obtenian las
derivadas sucesivas f”(a), f"'(a).... Si todas ellas son nulas, no disponemos
de ningun criterio general para saber si f presenta un extremo en a. En
otro caso, del teorema de Taylor se deduce que una condicién necesaria y
suficiente para que f presente un extremo relativo en a es que la primera
derivada que no se anule en a sea de orden par. Pero esto no se extiende
tal cual a las varias variables. Dicha condicién, aunque necesaria, no
serd suficiente para garantizar la existencia de extremo.

El parecido y la diferencia entre una y varias variables quedan patentes
en la proposicién que enunciaremos a continuacion:

Consideremos pues una funciéon f : A ¢ R¥ — R cuyas derivadas

parciales sucesivas no son todas nulas en el punto a € A y supongamos que
la primera de estas derivadas que no se anulan en a es la de orden r. Para
poder aplicar el teorema de Taylor, supondremos también que f es de clase
C" en a. En este caso, puesto que todas las derivadas parciales de orden
menor estrictamente que r se anulan en a, es claro que

Pof(a)h = fa) + D" f(a)t”

= fla)+ )

r14...Frg=r

1 " f(a)
ril. ol 02 0z ... 0

17,79 Tk
l’rk hl h/2 ... hk .
k

En lo sucesivo, siempre que no haya lugar a confusién, denotaremos por @,
a la suma de los términos de grado p del polinomio de Taylor de f en a. Es

decir:
1

Pfla)=Qo+ Q1+ ... +Qp; Qp(h) = HDpf(a)hp.

Proposicién 7.3 En estas condiciones, es decir si la primera de las deriva-
das parciales sucesivas de f que no se anulan en a es la de orden r y f es de
clase C" en a, entonces:

1) Una condicién necesaria para que f presente un minimo en a es que r
sea un ntimero par y Q,(h) > 0 para todo h € R* ( <0 para todo h
para maximo).

2) Una condicién suficiente para que f presente un minimo en a es que r
sea par y Q.(h) > 0 para todo h € R¥, h# 0 ( < 0 para todo h # 0

para maximo).
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Demostracion. Para probar 1), supongamos para concretar que f presenta
un minimo relativo en a. De acuerdo con las hipdtesis y teniendo en cuenta
que para cada polinomio homogéneo de grado r se satisface la igualdad
Q(th) =t"Q(h), es facil ver que el teorema local de Taylor nos dice que si h
es un vector de R¥ entonces:

- i L0011 = 10

1 'S T
= D7 f(@)" = Qu(h)

Como estamos suponiendo que f presenta un minimo en a, f(a + th) —
f(a) es > 0 para t suficientemente pequeno. Por tanto r debe ser par, pues
si r fuese impar el limite en deberia ser igual a 0 , ya que este limite
por la derecha seria > 0 mientras que por la izquierda seria < 0. Como
el valor de este limite es %DT f(a)h", entonces de ser r impar se tendria
que D" f(a)h” = 0 para todo h, en contra de nuestra suposicién de que las
derivadas parciales de orden r no son todas nulas. Luego la igualdad
prueba que r es par y que Q,(h) > 0 para todo h.

2) Supongamos ahora que (el polinomio homogéneo de grado r) @, (h) =
1/(r))D" f(a)h" es estrictamente mayor que 0 para todo h # 0 de R*, y sea
A el valor minimo que alcanza este polinomio sobre la esfera {u : ||u|| = 1}
(que es un compacto). De acuerdo a nuestra hipétesis es claro que A > 0.
Teniendo en cuenta que, al ser ), un polinomio homogéneo de grado r,

i = (7in)

del teorema local de Taylor, se deduce que

o o L@ = f@ = EDTF@N [+ h) — f(a) — @ull)

h—0 |h||" h—0 Il

Y, por lo tanto, para e = A/2 existe un § > 0 tal que si 0 < ||h|| < 4,
entonces

A fath) - f@) - Q)
2 < Tl
Cfath) - f@) b,
TG O ()
flath)— fla)
S T A

Lo que implica que
fla+h)— f(a)
[[A]I"

A
>
-2
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si 0 < ||h]] < 0y, por lo tanto que f(a + h) — f(a) > 0. Asi pues f presenta
un minimo (estricto) en a. 1

7.4 En resumen, el procedimiento general para la obtencién de los puntos
de extremos relativos es el siguiente:

1. Obtencién de los Puntos Criticos

of
8.132'

(:1:17"' 7xn) 207 1= 1727'” ,
Supongamos que a es un punto critico y la primera derivada de la
funcién f que no se anula en a es la de orden r, entonces:

2. r impar La funcién f no tiene extremos en a

3. r par y Q,.(h) > 0 para todo h # 0. La funcién presenta un Minimo
en a.

4. r par y Q,(h) < 0 para todo h # 0. La funcién presenta un Maximo
en a.

5. r par pero @,(h) no tienen signo constante. La funcién no tiene ex-
tremos en a.

6. r par, Q,(h) tiene signo constante, pero existe algiin h # 0 tal que
Q,(h) = 0. Caso Dudoso.

Aplicamos a continuacién el estudio anterior a algunos ejemplos:

Ejemplo 7.5 Sea
f(z,y) = 62y — 2y° — 32,

1. Puntos criticos:

g‘f(z,y) =12zy —122° =0
x
g‘;(x,y) = 6x? — 6y> = 0.

Es claro que los tinicos puntos que satisfacen el sistema anterior (los puntos
criticos), son: (0,0),(1,1),(—1,1)

Consideremos en primer lugar el (0,0):
Puesto que f es un polinomio de grado 4, sabemos que Py f(zo, y0)(x,y) =
f(z+ 20,y +y0). En particular Pyf(0,0)(z,y) = f(z,y) = 622y — 2y> — 3%,



104 Extremos de funciones de varias variables 7.5

Se tiene pues que todas las derivadas parciales de 1° y 2° orden de f en (0,0)
son nulas, luego
2. r = 3 (impar) y por tanto f no presenta un extremo en (0,0).

Estudiamos ahora f en el punto critico (1,1):

Pif(1,1)(z,y) = fle+ Ly +1) =6(z +1)*(y +1) = 2y +1)° = 3(z + 1)*
=1—122% — 6y% + 122y + 62%y — 1223 — 23 — 3.

Por lo tanto las derivadas parciales de primer orden de f en (1,1) son nulas
mientras que las de orden 2 no, luego

2. r = 2 (par) y por tanto no podemos descartar atn la posibilidad de
que f presente un extremo en este punto.

3. Qa(w,y) = —122% — 6y% + 122y, y es facil ver que podemos escribir
Qa(z,y) = —6[2% + (x —y)?], de lo que se deduce que Q2(x,y) < 0 para todo
(xz,y) # (0,0) y que , por lo tanto, f presenta un méximo relativo estricto
en (1,1).

Por ultimo analizamos qué sucede en (-1,1):

Pif(—=1,1)(z,y) = fle = Ly+1) =6(z = 1)*(y + 1) = 2(y + 1)> = 3(z — 1)*
=1—122% — 6y — 122y + 62%y + 122° — 2y — 32,

Por lo tanto las derivadas parciales de primer orden de f en (-1,1) son nulas
mientras que las de orden 2 no, luego de nuevo

2. r =2 (par).

3. Q2(z,y) = —1222 — 6y — 120y = —6[z% + (v +y)?]. Por tanto también
ahora Q2(x,y) < 0 para todo (z,y) # (0,0) y por lo tanto f presenta un
maximo relativo estricto en (—1,1).

En los casos en que la primera derivada que no se anule en un punto sea
la segunda, es decir cuando r = 2, existen ciertos atajos para estudiar la
existencia de extremo en ese punto, que vemos a continuacion:

1.2. Caso particular

Segun lo visto antes, en el caso particular de que la primera de las deriva-
da parciales sucesivas de la funcién f que no se anule en el punto a sea la de
orden 2, la existencia de extremo de f en a estd estrechamente relacionada
con el signo de Q2(h) (el polinomio formado por los términos de grado 2 del
polinomio de Taylor en a). Para estudiar el posible signo de este polinomio
(en este caso y s6lo en este caso) podemos utilizar un resultado que se deriva
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de la teorfa de las formas cuadraticas (ver GANTMACHER, F.R., “Théorie
des Matrices” Tome 1, Dunod, Paris, 1966.):

Denotemos por H(a) a la matriz de las derivadas parciales segundas de
f en a ( que se denomina Hessiano de f en a).

02 f 02 f 02 f
670%(&) Ozr10x2 (a) T 0x10xn (a)
0% f 0% f 0% f
Ox20x1 ( ) aigc%(a) e Ox20x) ( )
Hy(a) =
02 f 02 f 02 f
Oz 0x1 (a) Oz, 012 (a) Y T%%(a)

Se tiene entonces :

(i) Q2(h) >0, Vh siy sélo si todos los menores principales de H(a) son
no negativos (condicion necesaria de minimo).

(ii) Q2(h) < 0, Vh si y sélo si los menores principales de orden par de
H¢(a) son no negativos y los menores principales de orden impar no
positivos (condicién necesaria de maximo).

(iii) Q2(h) > 0, Vh # 0 si y s6lo si los menores principales de Hy(a)

formado por las ¢ primeras filas y las ¢ primeras columnasi = 1,2,...,k

92 f 92 f 92 f
‘TU%(G) Ox10z2 (a) T 9x10zy (a)
92 f 92 f 92 f

Tzt (@) 873(@)  Fnghm (@)

Ai = )

92 f 92 f 92 f

8%1‘6361 (CL) amzaxg (G/) T 87(01)

son mayores (estrictamente) que 0 (condicién suficiente de minimo).

(iv) Q2(h) <0, VR #0siysolosi Ay <0, Ay >0,...,(=1)'A; >0,...,

(condicién suficiente de méaximo).
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Aplicando este criterio al ejemplo anterior en el punto (-1,1), para el que
Qa(z,y) = —122% — 6y? — 12y, se tendria que

—24 —12
Por lo que A} = —24 < 0, Ay = 144 > 0. Segun el criterio anterior, esto

significa que Q2(z,y) < 0 para todo (z,y) # (0,0) y por lo tanto que f
presenta un maximo en (—1,1).

Ejemplo 7.6 Sea
cos Tz

f(x7 y? Z)

definida en el abierto U = {(x,y, z) € R® : 2yz < 1}.

1. Puntos criticos.

Es facil ver (ejercicio) que los tnicos puntos criticos de f en U son los
puntos (¢, 0,0), (0,¢,0), (0,0, c) para cualquier ¢ € R. A continuacién vamos
a analizar si f presenta extremo en los puntos (0,0,0), (1,0,0), (0, 1,0).

2. En general, parece razonable tratar de aplicar, si fuera posible, el atajo
anterior. Para lo cual, dado un punto critico, el Hessiano de f en ese punto
deberia ser distinto de la matriz idénticamente nula. En caso contrario, es
decir si las primeras derivadas no nulas son las de orden r y r > 2, deberemos
recurrir (de acuerdo al estudio general) a analizar @, el polinomio formado
por los términos de grado r del polinomio de Taylor en el punto. En este
ejemplo, » = 2 en el punto (1,0,0) y en el (0,1,0), pero es mayor que 2 en
el punto (0,0,0), como puede comprobarse haciendo el célculo directo de las
derivadas parciales segundas (que resulta un poco pesado) en esos puntos.
Podemos evitar este calculo directo de derivadas obteniendo los polinomios
de Taylor y deducirlas de los coeficientes de estos polinomios. Consideremos
pues, en primer lugar, el punto critico (0,0,0). Teniendo en cuenta que los

desarrollos de Taylor de las funciones de 1-variable cost, %—t en 0 son:

- 1 —zyz

t=1 1t2~|— 1 1+t+t2+
COS E P « oo * 7: .« o e
2 o1 —t ’

es facil ver (ejercicio) que los sucesivos polinomios de Taylor de f en (0,0,0)
se obtienen asi:

1
Pf(0,0,0)(z,y,2) = (1 — §m222+---)(1+xyz+---) =1l+ayz+---
Lo que nos indica que la primera derivadas no nula de f en (0,0,0) es
of

0xOy0z 0,0,0) =1,
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es decir que r = 3 (impar) y por tanto f no presenta extremos en (0,0,0).

Anélogamente los sucesivos polinomios de Taylor de f en (1,0,0) y (0,1,1)
se obtienen asi:

PF(1,0,0)(x,y,2) = (1—%(w—i—1)222+~-)(1+(x+1)yz+'~)

1
51—522—{—3/2—#---
1
PI01,0)(3,2) = (1= 52222 4 )1+ a(y+ 1)z + )
=l4+zz+---.
Se deduce pues que
00 0 0 01
H¢(1,0,00=(0 0 1 |; H¢0,1,00=(0 0 0],
01 —1 100

lo que de acuerdo al criterio del hessiano nos dice que f no presenta tampoco
extremos en ninguno de estos puntos, ya que en ambos hessianos existe un
menor principal de orden 2 que es menor que cero.

2. Extremos condicionados

Vamos a desarrollar en esta secciéon una técnica clasica, basada en el uso
de Multiplicadores, para la obtencién de condiciones de extremo sobre una
variedad . Dichas condiciones no diferiran formalmente de las ya vimos para
extremos relativos.

Definicién 7.7 Sea ¢: A C RF — R una funcién escalar, ¢ € A y M una
variedad diferenciable que contiene a c. Se dird que ¢ presenta un extremo
sobre M (o condicionado) en el punto c, si existe un entorno W de ¢ tal que
©(z) — ¢(c) no cambia de signo cuando z € W N M.

Méximo Si ¢(z) — ¢(a) < 0.
Minimo Si ¢(z) — ¢(a) > 0.
Proposicion 7.8 En la situacion anterior y supuesta ¢ diferenciable en
¢, una condicién necesaria para que ¢ presente un extremo en c sobre la

variedad M es que Dy(c)w = 0, para todo w € T,(M). Se dice en ese caso
que ¢ es un punto critico de @ sobre la variedad M.
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Demostracion. Sea w € T.(M) y 7 una curva contenida en M que pase por
¢y tenga a w por vector tangente en c. Es decir, y(tg) = ¢, y 7/ (to) = w
en algin punto tg. Entonces la funcién de la variable t, ¢ o v, presenta un
extremo relativo en el punto g, luego (¢ o) (t9) = 0. Aplicando la regla de
la cadena se tiene pues

0= (o) (to) = De(v(to))7 (to) = De(c)w.

Corolario 7.9 (Multiplicadores de Lagrange) Sean M y ¢ como en la
proposicion anterior y supongamos que M estda determinada, en un entorno
del punto ¢ € M, por las funciones fi, f2,..., fp. Entonces, una condicién
necesaria para que la aplicacion o presente un extremo sobre la variedad M
en el punto ¢, es que existan p nimeros reales A1, ..., \, tales que ¢ sea un
punto critico de la funcion F' = ¢ + A1 fi + ... + A\ fp.

Demostracion. Por la proposicién anterior, si ¢ presenta un extremo con-
dicionado en ¢ entonces Dy(c)w = 0 para todo w € T.(M) = Nker D f;(c).
Luego

ker Dy(c) D Nker D f;(c),

y esto implica ya lo que queriamos, en virtud del lema algebraico siguiente
Lema 7.10 Si g1,92,...,gp son formas lineales independientes de Rk y ¢

es otra forma lineal tal que ker g D N_, ker g;, entonces existen p niimeros
reales \i,..., )\, tales que

g+ Z >\i gi = 0.
Demostracion. Completemos la familia de formas lineales g1, g2, . . ., gp hasta
obtener una base B = {g1,...,9p, g9p+1,- - -, gk }. Entonces

k
9= Hii
=1

Sea {e1,..., e} la base dual de B, es decir g;(e;) = d;;. Es evidente entonces
que sii < p < j,

P
€j € ﬂ ker g; C ker g,
i=1
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luego
0 =g(ej) Zuzgz ej) = pjgile;) = iy,

lo que implica que g = >, 1;g;.
Tomando A\; = —u; resulta lo que queriamos. 1

Nota. Los ejercicios [TETF|7H] [71] y [7]] constituyen ejemplos practicos de
aplicacién del resultado anterior sobre multiplicadores de Lagrange. En el

ejercicio se da una indicacién que quizas pueda servir como modelo en
los deméas ejercicios. En todos ellos se parte de un funciéon diferenciable ¢,
que se sabe que alcanza un maximo o minimo absoluto sobre una variedad
M, y se trata de obtener este valor maximo o minimo y algin punto ¢ € M
en donde se alcance. Es inmediato comprobar que tales puntos ¢ deben ser
puntos de extremo (condicionado) sobre M y por lo tanto puntos criticos de
@ sobre M.

Ejercicios
7A Estudiar la existencia de extremos relativos para las funciones

L f(z,y) =2 +y* —2(x —y)? 2. f(z,

3. fla,y) =2® + % — 30%y* + 1 4. flx,y,2) = zt + y* — 322y%x2
5. f(z,y,2) = 22* + 2y + 2* — 42?92 6. f(z, y)—2:10 +3y — 4a%y?
7. flz,y) =2y + 27 + 2wy +ay’ + 7 8 flay

9. f(z,y) =2 +y* —xy* + 1 10.
11. f(z,y) = 2® + 32%y — 2y® + 1 12.

7B Demostrar que los siguientes enunciados son equivalentes

(a) 22+ 9%+ 22 > a(zy + xz + yz), para todos z,y, 2.

(b) La funcién f(x,y,2) = 2% + y? + 22 — a(xy + vz + yz), presenta un minimo
relativo en el punto (0,0,0).

(¢) a€]-2,1].
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7C Estudiar la existencia de extremos relativos para las funciones

flz,y) =sen|zy|, 0<z<n/2, 0<y<m/2
f(z,y) = "ty 4 bsen(z? + by?) — y>.

1 1
flxy,...,xn) =120 Ty +a™ ! <x—|—...—|—), (a>0), x€Q=(0,00)"
1

L
f(l'l, v ,.’En) = (Z aixi)e_(””?‘*‘m*‘fﬂi)

7D Demostrar que entre los poligonos convexos de n lados inscritos en una cir-
cunferencia, el poligono regular es el de mayor perimetro y también el de mayor

area.

TE Hallar la distancia

(a) entre la recta z +y = 1 y la hipérbola zy = 2.
INDICACION: Considerar M = {(z,y,2,t) e R* t 2 +y =152t =2} y o la
aplicacion ¢(z,y, 2,t) = (z — 2)? + (y — t)?. M es una variedad diferenciable
de R* y el cuadrado de la distancia entre las dos curvas, el minimo absoluto
de ¢ sobre M.

(b) entre las curvas

z 22—zy+y?—22 =1
.’L’2 + y2 =1
7F Hallar la distancia al origen de la curva interseccién de las superficies

zyz=a; y=bxr, a>0,b>0.

7G Sea M el conjunto de puntos de R? que satisfacen el sistema

24yt —z=1
r—y+22=1

(a) Probar que M es una variedad diferenciable.

(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a M en (1,0,0).

(¢) Estudiarsi (1,0,0) es un punto critico de la funcién g(z,y, 2) = zyz—x—y+2
sobre M.

7H (a) Obtener el paralelepipedo recto de menor drea entre los que tienen igual
volumen.
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(b) Obtener el paralelepipedo de mayor volumen entre los que tienen igual area.

7I Sea K = {(z,y,2) € R®: 2 = 22 +y?; 2 = 2+ 1}. Probar que K es un compacto
y hallar el méximo y el minimo absoluto de la funcién ¢(z,vy, 2) = y? — 2z + 2 sobre
K.

7J Calcular el méximo y el minimo absoluto de la funcién ¢(z,y,2) = +y — 2
sobre el compacto K = {(z,y,2): 22 +y? <1, 22 +y? + 22 < 4}.
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