Hoja 1. Analisis Matematico I - Curso 2013/14.

) Justificar que la sucesién {cos km}32, no converge a 1.

b) qJustificar que la funcion f(t) =senl/t, t #0; f(0) = 0 no es continua en 0.
c) Justificar que la aplicaciéon f(t) = ¢* no es uniformemente continua en R.

d) §Justificar que la aplicacién f(t) = v/t no es lipschitziana en [0, 1] pero si que
es lipschitziana en [1, c0).

2. a) Probar que mediante las igualdades q||(z,y)| = /22 + (y — 2)%; ||(z,y)| =

|z + max{|z[, 2|y[}; |[(z,y)]| = méx(|y — 22|, |z[); ||(z, y)H !96\ + |z =yl
se definen normas sobre R? (ya sabemos que todas ellas son equivalentes).

Comparar cada una de ellas con la norma ||(x,y)| = |z| + |y| y dibujar las
esferas de centro 0 y radio 1 para cada una de ellas.

b) Probar que las igualdades q||(z,y)|| = (/|z| + /|[y])? v [[(z, )| = |z| +
/|72 — »2| no definen normas en R2.

¢) Estudiar si ||(z,y, )| = médx{|z|, |y| + |* — 2|} es una norma en R3.

3. Una norma | || sobre R™ la llamaremos mondtona si satisface la condicion:

il <lyl, i=Ll.on = M@zl < M)l

a) Probar que las normas || ||, y la norma producto son normas monétonas de R”.

b) Probar que la norma | (x,y)ll = |z|+ |x — y| no es una norma mond6tona de R2.

c) §Si E;, i =1,...,n son espacios normados y || [ es una norma monétona de
R™, entonces mediante la féormula

*
@, )l = || (hzall, - ) |

se define una normaen £ = Fy X By X --- X E,,.
d) Silllly,...,Il ll, son normas sobre el mismo espacio vectorial F y || [* es una
norma monotona de R™, entonces mediante la formula

*
Izl = || (10, - el ) |

se define una norma en F.
e) Utilizar uno de los dos apartados anteriores para justificar que las siguientes
expresiones son normas

en R2:

(2, )|l = [2] + |y| + /22 + 32

(2, y)ll =/ (max{]a], [y[})? + 22 + 3> + (2] + [y])?

en R3:
1(@,y, 2)|| = 2|z] + 3ly[ + |z]
Iz, y, 2)I| = max{[z[, /|y]* + [2]*}
(g, 2)ll = /22 + 52 + 22 + (Jo] + ly| + |2])?

f) Procediendo de la misma forma, construir mas normas.




10.

11.

. Por definicién, un conjunto B de un espacio normado (£, || ||) se dice acotado si

existe alguna constante M > 0 tal que |zl < M para todo = € B. Probar que
que si las normas || | y || [I* son equivalentes entonces un subconjunto B de E es
| l-Facotado si y sélo si es || [[*-acotado.

. Probar que en todo espacio normado qlas bolas cerradas y las esferas son conjuntos

cerrados y acotados.

Probar que en todo espacio normado la suma y la multiplicacién por escalares son
aplicaciones continuas.

Sea (E, |l ||) un espacio normado. Estudiar si las aplicaciones 77 y T3 definidas para
x € E por Ty (x) = z||z||, §T2(z) = son continuas, uniformemente continuas

o lipschitzianas.

Probar que los conjuntos A; = {(z,y) € R? : zy = 1}, 94, = {(z,y) € R? :
v—y =1} A ={(r,y) eR* 12> +y? —ay < 1} y 94, = {(v,y) € R :
2?2 — y*> — 2y = 1} son conjuntos cerrados de R? ;Cuales de ellos son adema4s
acotados?.

_z
L]

Probar que R™ es un espacio normado completo (un espacio de Banach) respecto a
cualquier norma i.e., cada sucesién de Cauchy en (R™, || ||) es convergente cualquiera
que sea la norma | .

Estudiar existencia de los siguiente limites

2
( )lim(l " Jf!/yQ xl ~ donde A={(x,); Pyt —a—y 40}
I?y % ) o o
(z,y) € A
, y?
( )lin( 0 pp— donde A= {(z,y): y #senz}
'I‘?y Tr’
(z,y) € A
i TYz
fm —_
(2.y,2)—=(0,0,0) 12 + y* + 2*
%+ Y

Iim ———
(2,1)—(0,0) /2 + 12

(x +y—1)In(a? + 2y?)

(2,y)—(1,0) (x —1)2+y?

2% Iny

i
(w)lir%(),l) zt + (22 +Iny)?

(a) Probar que la funcién

y4

= 0,0); f(0,0)=0
o) = (s (0) # (0.0 0.0
no es continua en (0, 0)
(b) Demostrar que la funcién

y5

22 + (z — y?)?
es continua en todo punto.

g(r,y) = (z,y) # (0,0); f(0,0)=0



