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Tema 1. Modelo Lineal General: Distribuciones de probabilidad asociadas al modelo lineal 1

Distribución Normal Multivariante

Sea V una matriz n× n real, simétrica y definido positiva; y sea µ = (µ1, . . . , µn)t ∈ Rn

Definición. Diremos que el vector aleatorio (v.a.) n-dimensional Y = (Y1, . . . , Yn)t sigue distribución Normal Mul-
tivariante de parámetros µ y V si tiene la función de densidad conjunta:

f(y1, . . . , yn) =
1

(2π)n/2|V |1/2
exp{−1

2
(y − µ)tV −1(y − µ)} y = (y1, . . . , yn)t ∈ Rn.

En tal caso lo denotaremos Y ∼ Nn(µ, V ).

Observaciones:

• La función caracteŕıstica de Y es ϕY (t) = exp{ittµ− 1
2 t

tV t}, t ∈ Rn

• A partir de la función caracteŕıstica se puede definir la distribución Normal Multivariante para el caso en
que V sea una matriz singular.

Teorema. Sea Y ∼ Nn(µ, V ) y X = AY + β, donde A es una matriz k × n de rango k (k ≤ n) y β un vector k × 1.
Entonces X = (X1, . . . , Xk)t ∼ Nk(Aµ+ β,AV At).

Corolario. Las distribuciones marginales de una distribución Normal Multivariante son Normales.

Corolario. Las componentes de un vector aleatorio normalmente distribuido son independientes si y sólo si son incor-
reladas dos a dos.

Corolario. Sea Y ∼ Nn(µ, σ2In) y A una matriz ortogonal n× n. Entonces, X = AY ∼ Nn(Aµ, σ2In) .

Teorema. La distribución Normal Multivariante es reproductiva respecto del vector de medias y la matriz de covarianzas.

Teorema. X = (X1 . . . , Xn)t ∼ Nn(µ, V ) si y sólo si toda combinación lineal de X1 . . . , Xn sigue distribución Normal
(i.e. ∀λ ∈ Rn λtX ∼ N(λtµ, λtV λ)).

x

y

z

x

y

z

Fig. Densidades de distribuciones Normales Bivariantes
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Tema 1. Modelo Lineal General: Distribuciones de probabilidad asociadas al modelo lineal 2

Distribución Chi-cuadrado no central

Teorema. Sea X ∼ Nn(µ, In), entonces la variable aleatoria Y = XtX tiene función de densidad

f(x) =
∞∑

k=0

exp{−µ∗}µ
∗k

k!
x

n+2k
2 −1 exp{−x

2}
Γ(n+2k

2 )2
n+2k

2

si x > 0; 0 si x ≤ 0 ,

siendo µ∗ = 1
2µ

tµ. Diremos que Y se distribuye según una Chi-cuadrado no central de parámetros n y µ∗ y escribiremos
Y ∼ χ2(n, µ∗).

Observaciones:

• La función generatriz de momentos de una distribución χ2(n, λ) es

(1− 2t)−n/2 exp{−λ(1− 1
1− 2t

)} t en un entorno de 0

• χ2(n, 0) ≡ χ2(n).

Corolario. Si X ∼ Nn(µ, σ2In), entonces XtX/σ2 ∼ χ2(n, µ∗), siendo µ∗ = 1
2σ2µ

tµ.

Corolario. Sean Yi ∼ χ2(ni, µi), i = 1, . . . , k, variables aleatorias independientes. Entonces

k∑
i=1

Yi ∼ χ2(
k∑

i=1

ni,
k∑

i=1

µi).

Corolario. Sea X ∼ Nn(µ,D), siendo D una matriz diagonal definido positiva. Entonces XtD−1X ∼ χ2(n, µ∗), siendo
µ∗ = 1

2µ
tD−1µ.

Distribución F-Snedecor no central

Teorema. Sean X ∼ χ2(n1, µ) e Y ∼ χ2(n2, 0) dos variables aleatorias independientes. Entonces la variable aleatoria
Z = X/n1

Y/n2
tiene función de densidad

f(x) =
∞∑

k=0

exp{−µ}µ
k

k!
(n1

n2
)

n1+2k
2 Γ(n1+n2+2k

2 )

Γ(n1+2k
2 )Γ(n2

2 )
x

n1+2k
2 −1(1 +

n1

n2
x)−

n1+n2+2k
2 si x > 0; 0 si x ≤ 0

Diremos que Z se distribuye según una F-Snedecor no central de parámetros n1, n2 y µ y escribiremos Z ∼ F (n1, n2, µ).

Observación:

• F (n1, n2, 0) ≡ F (n1, n2).
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Tema 1. Modelo Lineal General: Distribuciones de probabilidad asociadas a formas cuadráticas 3

Definición de forma cuadrática.

Definición. Sea A una matriz n× n y x ∈ Rn. Llamaremos forma cuadrática a cualquier expresión del tipo:

xtAx =
n∑

i,j=1

aijxixj

Observación: Existe una única matriz simétrica, B = (A+At)/2, tal que xtAx = xtBx, ∀x ∈ Rn (de ahora en adelante
supondremos que la matriz que define la forma cuadrática es simétrica).

Definición.

1. Diremos que una forma cuadrática xtAx (la matriz A) es definido positiva si xtAx ≥ 0 ∀x ∈ Rn, siendo xtAx = 0 si
y sólo si x = 0.

2. Diremos que una forma cuadrática xtAx (la matriz A) es semidefinido positiva si xtAx ≥ 0 ∀x ∈ Rn

Principales momentos de formas cuadráticas.

Lema. Sea X un vector aleatorio n-dimensional con vector de medias µ y matriz de covarianzas V . Sea A una matriz
simétrica n× n. Se verifica:

1. E[XtAX] = tr(AV ) + µtAµ

Si además X ∼ Nn(µ, V ), entonces

2. V ar[XtAX] = 2tr((AV )2) + 4µtAV Aµ.

3. Cov[X,XtAX] = 2V Aµ.

Distribuciones de probabilidad asociadas a formas cuadráticas.

Definición. Diremos que una matriz A n× n es idempotente si AA = A.

Lema.

1. Si A es una matriz idempotente, entonces I −A es idempotente.

2. Si A es una matriz simétrica e idempotente, entonces r(A) = tr(A).

Teorema 1. Sea X ∼ Nn(µ, V ). Sea A una matriz n× n simétrica. Entonces se verifica:

XtAX ∼ χ2(r(A), 1
2µ

tAµ) cualquiera que sea µ ⇐⇒ AV es idempotente.

Teorema 2. Sea X ∼ Nn(µ, V ). Sea A una matriz n × n simétrica y semidefinido positiva y B una matriz s × n de
rango s ≤ n. Entonces se verifica:

XtAX y BX son independientes cualquiera que sea µ ⇐⇒ BV A = 0.

Teorema 3. Sea X ∼ Nn(µ, V ). Sean A y B dos matrices n × n simétricas y semidefinido positivas. Entonces se
verifica:

XtAX y XtBX son independientes cualquiera que sea µ ⇐⇒ AV B = 0 (⇔ BV A = 0).
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Tema 1. Modelo Lineal General: Modelos lineales 4

Modelo Lineal General.

Definición. Sea Y = (Y1, . . . , Yn)t un vector aleatorio n-dimensional y X una matriz n × p (p ≤ n) de constantes
conocidas. Diremos que Y satisface un modelo lineal si

E[Y ] = Xβ,

donde β = (β1, . . . , βp)t es un vector de parámetros desconocidos.
Es conveniente escribir

Y = Xβ + E , (1)

donde E = (E1, . . . , En)t es un vector aleatorio no observable con E[E ] = 0. La relación (1) se conoce como Modelo Lineal
General.

Observaciones:

• p < n significa que tenemos más observaciones que parámetros.

• Rango de la matriz X:

– Modelos de rango completo: r(X) = p.
– Modelos de rango no completo: r(X) < p.

• Distribución del vector E :

– Modelo básico: E[E ] = 0, Cov[E ] = E[EEt] = σ2In.
– Modelo Normal: E ∼ Nn(0, σ2In).
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Tema 1. Modelo Lineal General: Modelos lineales 5

Modelo Lineal General: Ejemplos.

Ejemplo 1. Supongamos que un f́ısico realiza un experimento en el que desea establecer una ecuación que relacione la
distancia recorrida por una part́ıcula con el tiempo que lleva en movimiento, esto es

s = β0 + β1t

Ahora bien, si por alguna razón no puede medir dicha distancia de manera precisa, en realidad estará midiendo y = s+E . El
error de medida E puede ser considerado una variable aleatoria no observable con E[E ] = 0, en tanto que y es una variable
aleatoria observable. La ecuación resultante es

y = β0 + β1t+ E

A partir de esta ecuación no vamos a poder determinar con exactitud β0 ó β1, pero si repetimos el experimento obtendremos
varias observaciones de t y de y, en base a las cuales podremos estimar β0 y β1. Esto a su vez nos permitirá también dar
estimaciones para el valor de s.

Sean Y = (Y1, . . . , Yn)t las observaciones de y en los tiempos T = (t1, . . . , tn)t. El experimento se ajusta al modelo lineal

Y = (1n, T )
(
β0

β1

)
+ E

siendo 1n = (1, . . . , 1)t ∈ Rn y E el vector formado por los errores cometidos en cada observación. Este tipo de modelo es
un modelo de relación funcional con error de medida.

Ejemplo 2. Consideremos la relación entre la altura h y el peso w de los habitantes de una ciudad. Sabemos que dicha
relación existe pero no es funcional como en el ejemplo anterior. Si asumimos que (h,w) tienen distribución conjunta normal
bivariante, entonces el valor esperado para la altura de un individuo dado que su peso es w viene dado por

E[h|w] = β0 + β1w

donde β0 y β1 son funciones de los parámetros de la distribución normal. Si E = h− E[h|w] podemos escribir

h = β0 + β1w + E

Para conocer exactamente los valores de β0 y β1, se procederá igual que en el ejemplo anterior, midiendo las alturas
H = (H1, . . . ,Hn)t de n individuos y sus pesos respectivos W = (W1, . . . ,Wn)t. Estos datos se ajustarán al modelo lineal

H = (1n,W )
(
β0

β1

)
+ E

lo cual nos permitirá estimar los valores de β0 y β1. Este es un modelo de regresión y también es un caso especial de modelo
lineal.

Ejemplo 3. Supongamos que un agricultor quiere contrastar el efecto de p tipos de fertilizantes en el rendimiento de
una variedad de trigo. Para ello se utilizará en fertilizante i en ni parcelas y se observará la producción en cada parcela (en
Kg/hta.) de dicha variedad de trigo, i = 1, . . . , p. Aśı, el rendimiento obtenido en la j-ésima parcela entre las que se utilizó
el fertilizante i, Yij , puede escribirse como:

Yij = α+ βi + Eij

y los datos obtenidos en esta experiencia se ajustan al modelo lineal:

Y = X


α
β1

...
βp

 + E



D
e

p
a

rt
a

m
e

n
to

 d
e

 M
a

te
m

á
tic

a
s

U
n

iv
e

rs
id

a
d

 d
e

 E
x
tr

e
m

a
d

u
ra

Tema 1. Modelo Lineal General: Modelos lineales 6

donde Y = (Y11, . . . , Y1n1 , . . . , Yp1, . . . , Ypnp
)t, E = (E11, . . . , E1n1 , . . . , Ep1, . . . , Epnp

)t y

X =



1 1 . . . 0
...

... n1

...
1 1 . . . 0
...

...
...

...
1 0 . . . 1
...

... np

...
1 0 . . . 1


Este caso especial de modelo lineal es un modelo de diseño de experimentos.
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Tema 2. Modelo Lineal de Rango Completo: Estimación en modelos lineales de rango completo 7

Estimación en el modelo lineal básico.

Teorema 1. (Gauss-Markov). Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Entonces el mejor estimador lineal insesgado de β es β̂ = S−1XtY , donde S = XtX (en el sentido de ser β̂i el estimador
lineal insesgado de mı́nima varianza de βi, i = 1, . . . , p).

Teorema 2. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In. Sea λ un vector
p × 1 de constantes conocidas. Entonces el estimador lineal insesgado de mı́nima varianza de λtβ es λtβ̂ = λtS−1XtY ,
donde S = XtX

Estimación en el modelo lineal Normal.

Teorema 3. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Entonces los estimadores:

β̂ = S−1XtY y σ̃2 =
1

n− p
(Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂) =

1
n− p

Y t(In −XS−1Xt)Y,

donde S = XtX, verifican las siguientes propiedades:

1. Son insesgados.

2. β̂ ∼ Np(β, σ2S−1).

3. (n− p)σ̃2/σ2 ∼ χ2(n− p).

4. β̂ y σ̃2 son independientes.

Corolario 1. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Entonces:

I =
[
(n− p)σ̃2

α1
,
(n− p)σ̃2

α0

]
,

es un intervalo de confianza para σ2 a un nivel de confianza 1−α, siendo α0 y α1 tales que
∫ α1

α0
g(x)dx = 1−α, donde g(x)

es la función de densidad de una distribución χ2(n− p).

Corolario 2. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Sea S−1 = (XtX)−1 =
(cij)i,j=1,... ,p. Entonces:

I =
[
β̂i − tα/2

√
ciiσ̃2, β̂i + tα/2

√
ciiσ̃2

]
,

es un intervalo de confianza para βi a un nivel de confianza 1− α, siendo tα/2 tal que
∫∞

tα/2
g(x)dx = α/2, donde g(x) es la

función de densidad de una distribución t(n− p), i = 1, . . . , p.

Corolario 3. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Sea λ un vector p × 1
de constantes conocidas. Entonces el estimador de máxima verosimilitud de λtβ es λtβ̂, λtβ̂ ∼ N(λtβ, σ2λtS−1λ), donde
S = XtX, e

I =
[
λtβ̂ − tα/2

√
σ̃2λtS−1λ, λtβ̂ + tα/2

√
σ̃2λtS−1λ

]
,

es un intervalo de confianza para λtβ a un nivel de confianza 1 − α, siendo tα/2 tal que
∫∞

tα/2
g(x)dx = α/2, donde g(x) es

la función de densidad de una distribución t(n− p).
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Tema 2. Modelo Lineal de Rango Completo: Contraste de hipótesis en modelos lineales de rango completo 8

Contraste de la hipótesis H0 : β = β∗ (β∗ vector de constantes conocidas).

Teorema 4. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo, r(X) = p, tal que E ∼ Nn(0, σ2In). El método de
razón de verosimilitud para contrastar la hipótesis H0 : β = β∗ (β∗ vector de constantes conocidas) nos conduce a rechazar
H0 para el nivel de significación α si F ≥ Fα(p, n− p), donde

F =
n− p

p

Q1

Q0
,

siendo

• Q = Q0 +Q1 = (Y −Xβ∗)t(Y −Xβ∗)

• Q0 = (Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂) = Y t(In −XS−1Xt)Y

(con β̂ = S−1XtY , S = XtX), y Fα(p, n − p) un valor tal que
∫∞

Fα(p,n−p)
g(x)dx = α, con g(x) la función de densidad de

una distribución F (p, n− p). Además F ∼ F (p, n− p, λ), λ = 1
2σ2 (β − β∗)tS(β − β∗).

Contraste de la hipótesis H0 : rtβ = r0 (r vector de constantes conocidas, r0 valor conocido).

Teorema 5. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo, r(X) = p, tal que E ∼ Nn(0, σ2In). El método de
razón de verosimilitud para contrastar la hipótesis H0 : rtβ = r0 (r vector de constantes conocidas, r0 valor conocido) nos
conduce a rechazar H0 para el nivel de significación α si

|rtβ̂ − r0|√
σ̃2rtS−1r

≥ tα/2(n− p),

siendo S = XtX y tα/2(n− p) un valor tal que
∫∞

tα/2(n−p)
g(x)dx = α/2, con g(x) la función de densidad de una distribución

t(n− p).

Contraste de la hipótesis H0 : β1 = β∗1 , . . . , βr = β∗r (r < p) (β∗i valor conocido, i = 1, . . . , r).

Teorema 6. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango completo, r(X) = p, con la siguiente partición Y = X1γ1 +
X2γ2 + E, donde γ1 es un vector r × 1 y X1 una matriz n × r (r < p); y tal que E ∼ Nn(0, σ2In). El método de razón de
verosimilitud para contrastar la hipótesis H0 : γ1 = γ∗1 (γ∗1 vector de constantes conocidas) nos conduce a rechazar H0 para
el nivel de significación α si F ≥ Fα(r, n− p), donde

F =
n− p

r

Q1

Q0
,

siendo

• Q0 = (Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂) = Y t(In −XS−1Xt)Y

• Q1 = (Y −X1γ
∗
1 )t(XS−1Xt −X2(Xt

2X2)−1Xt
2)(Y −X1γ

∗
1 )

(con β̂ = S−1XtY , S = XtX), y Fα(r, n − p) un valor tal que
∫∞

Fα(r,n−p)
g(x)dx = α, con g(x) la función de densidad de

una distribución F (r, n− p). Además F ∼ F (r, n− p, λ), λ = 1
2σ2 (γ1− γ∗1 )tB(γ1− γ∗1 ), B = Xt

1X1−Xt
1X2(Xt

2X2)−1Xt
2X1 .
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Tema 3. Modelo Lineal de Rango no Completo: Estimación en modelos lineales de rango no completo 9

Estimación en el modelo lineal básico.

Definición. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Diremos que una transformación lineal de los parámetros βi,(i = 1, . . . , p),ψ = λtβ, es una función lineal estimable
(f.l.e.) si existe un vector n× 1, c, tal que

E[ctY ] = λtβ ∀β

i.e. ctY es un estimador insesgado de ψ.

Observación:

ψ = λtβ es f.l.e. si y sólo si λ es una combinación lineal de las filas de X.

Proposición 1. Sea Y = Xβ+E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Entonces se verifica que ψ = λtβ es f.l.e. si y sólo si existe solución del sistema XtXr = λ.

Proposición 2. Sea Y = Xβ+E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Sea ψ = λtβ una f.l.e. y β̂ una solución de las ecuaciones normales, XtXβ = XtY . Sea ψ̂ = λtβ̂. Entonces se verifica:

1. ψ̂ = rtXtY siendo r cualquier solución del sistema XtXr = λ.

2. ψ̂ es única, no dependiendo de la solución elegida, β̂, de las ecuaciones normales.

3. E[ψ̂] = ψ y V ar[ψ̂] = σ2rtXtXr, siendo r cualquier solución del sistema XtXr = λ.

4. ψ̂ es el estimador lineal insesgado de mı́nima varianza de ψ.

Definición. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Sea A una matriz p×m, A = (A1, . . . , Am), Ai un vector p× 1, i = 1, . . . ,m. Diremos que Atβ es una función matricial
lineal estimable si At

iβ es una f.l.e., i = 1, . . . ,m.

Proposición 3. Sea Y = Xβ+E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Entonces se verifica que Xβ y XtXβ son funciones matriciales lineales estimables.

Proposición 4. Sea Y = Xβ+E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Entonces se verifica que el estimador lineal insesgado de mı́nima varianza de una combinación lineal de f.l.e. es el dado por
la misma combinación lineal de los estimadores lineales insesgados de mı́nima varianza de dichas f.l.e.
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Tema 3. Modelo Lineal de Rango no Completo: Estimación en modelos lineales de rango no completo 10

Estimación en el modelo lineal básico.

Definición. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Llamaremos reparametrización a cualquier transformación de β, α = Uβ, donde U es una matriz k× p de rango k y α es
una función matricial lineal estimable.

Teorema 1. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Entonces existe una matriz Z, n× k de rango k, y una reparametrización α que lo reducen a un modelo de rango completo
Y = Zα+ E.

Teorema 2. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Dada una reparametrización α∗, existe una matriz Z∗, n× k de rango k, tal que Y = Z∗α∗ + E.

Estimación en el modelo lineal Normal.

Teorema 3. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Sea α
una reparametrización e Y = Zα+ E el correspondiente modelo de rango completo. Entonces los estimadores:

α̂ = (ZtZ)−1ZtY y σ̃2 =
1

n− k
(Y − Zα̂)t(Y − Zα̂)

verifican las siguientes propiedades:

1. α̂ y σ̃2 son estimadores insesgados de α y σ2, respectivamente.

2. α̂ ∼ Nk(α, σ2(ZtZ)−1).

3. σ̃2 = 1
n−k (Y − Xβ̂)t(Y − Xβ̂), siendo β̂ cualquier solución de las ecuaciones normales, XtXβ = XtY . Además

(n− k)σ̃2/σ2 ∼ χ2(n− k).

4. α̂ y σ̃2 son independientes.

Corolario 1. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Sea α
una reparametrización e Y = Zα+ E el correspondiente modelo de rango completo. Entonces:

I =
[
(n− k)σ̃2

α1
,
(n− k)σ̃2

α0

]
,

es un intervalo de confianza para σ2 a un nivel de confianza 1−α, siendo α0 y α1 tales que
∫ α1

α0
g(x)dx = 1−α, donde g(x)

es la función de densidad de una distribución χ2(n− k).

Corolario 2. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E ∼ Nn(0, σ2In). Sea
α una reparametrización e Y = Zα + E el correspondiente modelo de rango completo. Sea ψ = λtβ una f.l.e. Entonces el
estimador de máxima verosimilitud de ψ es ψ̂ = λtβ̂, siendo β̂ cualquier solución de las ecuaciones normales, XtXβ = XtY .
ψ̂ ∼ N(ψ, σ2at(ZtZ)−1a), donde a es un vector k × 1 tal que ψ = atα. Además

I =
[
ψ̂ − tα/2

√
σ̃2at(ZtZ)−1a, ψ̂ + tα/2

√
σ̃2at(ZtZ)−1a

]
,

es un intervalo de confianza para ψ a un nivel de confianza 1− α, siendo tα/2 tal que
∫∞

tα/2
g(x)dx = α/2, donde g(x) es la

función de densidad de una distribución t(n− k).
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Tema 3. Modelo Lineal de Rango no Completo: Contraste de hipótesis en modelos lineales de rango no completo 11

Contraste de hipótesis en el modelo lineal de rango no completo.

Definición. Sea Y = Xβ + E un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2In.
Una hipótesis H0 se dice estimable si existe un conjunto de f.l.e. linealmente independientes λt

1β, . . . , λ
t
sβ, s ≤ k, tal que

H0 es cierto si y sólo si λt
1β = . . . = λt

sβ = 0.
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Introducción al diseño de esperimentos 12

Introducción al Diseño de Experimentos

Diseño estad́ıstico de experimentos: Proceso de planificación de un experimento del cual se obtendrán datos apro-
piados, los cuales pueden ser analizados mediante métodos estad́ısticos dando lugar a conclusiones válidas y objetivas.

Principios básicos del diseño de experimentos:

• Replicación: Repetición de un experimento básico.

– Estimación del error experimental.

• Aleatorización: La asignación del material experimental y el orden en la cual las unidades experimentales son
elegidas, son determinados aleatoriamente.

Procedimiento experimental general:

1. Reconocimiento y establecimiento del problema.

2. Elección de factores o niveles:

• Selección de las variables independientes a ser investigadas en el experimento.

• Factores: cualitativos, cuantitativos.

3. Selección de la variable respuesta.

4. Elección del diseño de experimentos:

• Tamaño muestral elegido (replicaciones).

• Orden en el que se tomarán los datos.

• Método de aleatorización empleado.

5. Realización del experimento.

6. Análisis de datos.

7. Conclusiones y recomendaciones.
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con un factor 13

Diseño completamente aleatorizado: Modelo de efectos fijos.

Ejemplo.

Supongamos que un agricultor quiere comparar el rendimiento de 5 variedades de trigo. Un procedimiento posible
seŕıa marcar 20 parcelas de tierra y sembrar en ellas las variedades, escogiendo la variedad A para cuatro de ellas,
la B para otras cuatro, y aśı sucesivamente. La asignación de las variedades a las parcelas se haŕıa mediante un
procedimiento aleatorio y de cada una de ellas se obtendŕıa una única observación, la producción obtenida en
cada parcela.

Definición. Llamaremos diseño completamente aleatorizado a aquel en el que la asignación de los niveles del
factor o factores, que pueden influir en la variable respuesta, a cada una de las unidades experimentales consideradas se hace
totalmente al azar.

Un Factor =⇒ Modelo de Clasificación de Una V́ıa

Modelo:

Yij = µ+ τi + Eij , i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni (N =
r∑

i=1

ni)

Observación:

• El modelo se dice de efectos fijos si τi, i = 1, . . . , r, son parámetros (constantes) desconocidos.
• Si ni = n ∀i, el modelo se dice balanceado.
• Si ni 6= n para algún i, el modelo se dice no balanceado.
• Asumiremos, en general, que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2IN , con E = (E11, . . . , Ernr

)t, y para determinadas
cuestiones inferenciales que E ∼ NN (0, σ2IN ).

Ecuaciones Normales:
Nµ +

∑r
i=1 niτi = Y..

niµ + niτi = Yi., i = 1, . . . , r

donde Yi. =
∑ni

j=1 Yij , i = 1, . . . , r, e Y.. =
∑r

i=1

∑ni

j=1 Yij

Estimación en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos

Funciones Lineales Estimables: {µ + τi, i = 1, . . . , r} es una base del espacio de f.l.e. Además el estimador lineal
insesgado de mı́nima varianza de µ+ τi es Ȳi. = Yi./ni, i = 1, . . . , r

Definición. En un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos, Yij = µ+ τi + Eij, i = 1, . . . , r;
j = 1, . . . , ni (N =

∑r
i=1 ni), llamaremos contraste a una función ψ =

∑r
i=1 ciτi tal que

∑r
i=1 ci = 0.

Observaciones:

• ψ =
∑r

i=1 ciτi es una f.l.e. si y sólo si es un contraste.

• Si ψ =
∑r

i=1 ciτi es un contraste, entonces ψ̂ =
∑r

i=1 ciȲi., E[ψ̂] = ψ y V ar[ψ̂] = σ2
∑r

i=1 c
2
i /ni
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con un factor 14

Contraste de hipótesis en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos

Contraste de la hipótesis H0 : τ1 = . . . = τr

Tabla de Análisis de la Varianza de Una V́ıa (ANOVA de 1 v́ıa)

Fuentes de variación g.l. Suma de cuadrados Media Cuadrática F

Debida a la media 1 R(µ) = NȲ 2
..

Debida a τ (ajustado) r − 1 Q1 =
∑r

i=1 niȲ
2
i. −NȲ 2

.. MCT = Q1/(r − 1) F = MCT
MCE

Error N − r Q0 =
∑r

i=1

∑ni

j=1 Y
2
ij −

∑r
i=1 niȲ

2
i. MCE = Q0/(N − r)

Total N
∑r

i=1

∑ni

j=1 Y
2
ij

Observación:

• F ∼ F (r − 1, N − r, λ), siendo λ = 1
2σ2

∑r
i=1 ni(τi − τ̄.)2, con τ̄. = 1

N

∑r
i=1 niτi
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con un factor 15

Contraste de hipótesis en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos

Comparaciones Múltiples.

• Método LSD de Fisher.

Teorema 1. Sea Yij = µ + τi + Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni (N =
∑r

i=1 ni). Sea ψ =
∑r

i=1 ciτi un
contraste y ψ̂ =

∑r
i=1 ciȲi. su estimador lineal insesgado de mı́nima varianza. Entonces, se verifica:

P

ψ ∈ ψ̂ ± tα/2(N − r)σ̃

√√√√ r∑
i=1

c2i
ni

 = 1− α,

siendo tα/2(N − r) tal que si T ∼ t(N − r), P (T > tα/2(N − r)) = α/2.

• Método de Bonferroni.

• Método de Tukey.

Definición. Sean Z1, . . . , Zk y U v.a. independientes con distribuciones: Zi ∼ N(0, 1), i = 1, . . . , k y
U ∼ χ2(n). Definimos la variable aleatoria

q = max
i 6=j

|Zi − Zj |√
U/n

.

A la distribución de probabilidad asociada a esta variable aleatoria la llamaremos distribución del rango
(recorrido) estudentizado y la denotaremos por q(k, n).

Teorema 2. (Intervalos de confianza simultáneos de Tukey). Sea Yij = µ + τi + Eij, i = 1, . . . , r; j =
1, . . . , n. Entonces, se verifica:

P

(
τi − τj ∈ (Ȳi. − Ȳj.)±

σ̃√
n
qα(r, r(n− 1)), para todo i 6= j

)
= 1− α,

siendo qα(r, r(n− 1)) tal que si q ∼ q(r, r(n− 1)), P (q > qα(r, r(n− 1))) = α.

• Método de Scheffé.

Teorema 3. (Intervalos de confianza simultáneos de Scheffé). Sea Yij = µ + τi + Eij, i = 1, . . . , r;
j = 1, . . . , ni (N =

∑r
i=1 ni). Entonces, se verifica:

P

 r∑
i=1

ciτi ∈ (
r∑

i=1

ciȲi.)± σ̃

√√√√(r − 1)Fα(r − 1, N − r)
r∑

i=1

c2i
ni
, para todo ci tal que

r∑
i=1

ci = 0

 = 1− α,

siendo Fα(r − 1, N − r) tal que si F ∼ F (r − 1, N − r), P (F > Fα(r − 1, N − r)) = α.
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con un factor 16

Diseño de bloques completamente aleatorizados.

Ejemplo.

Supongamos que queremos comparar r catalizadores para el petróleo crudo. Una forma de diseñar el experimento
es tomar al azar b barriles de petróleo crudo, cada uno de ellos dividirlo en r partes y asignar un catalizador a
cada una de esas partes para cada barril. La asignación de los catalizadores a las partes de cada barril la haremos
al azar, utilizándose en cada barril los r catalizadores.

Definición. Llamaremos diseño de bloques completamente aleatorizados a aquel en el que la asignación de los
niveles del factor o factores, que pueden influir en la variable respuesta, a cada de las partes en que se divide cada bloque se
hace totalmente al azar. Además, dentro de cada bloque se aplicarán todos los niveles del factor o factores posibles.

Modelo:
Yij = µ+ τi + αj + Eij , i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b,

donde µ, τi, i = 1, . . . , r, y αj, j = 1, . . . , b son constantes desconocidas y Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b, son variables
aleatorias incorreladas con media 0 y V ar[Eij ] = σ2, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b.
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con dos factores: diseño completamente aleatorizado 17

Diseño con dos factores completamente aleatorizado.

Ejemplo.

El voltaje de salida máximo de un tipo particular de bateŕıas se piensa que está influido por el material utilizado
en la placa (tres posibles materiales) y la temperatura del lugar donde se instala la bateŕıa (que puede ser 50,
65 u 80oF). Para contrastar este hecho se realizan cuatro replicaciones del experimento consistente en obtener el
voltaje de salida de las correspondientes bateŕıas para cada combinación posible de material y temperatura.

Definición. Llamaremos experimento factorial a aquel en el que en cada replicación del mismo se investigan todas
las combinaciones posibles de niveles de los factores, (por ejemplo, si el factor A tiene r niveles y el factor B tiene b niveles,
entonces cada replicación contiene rb combinaciones de tratamientos).

Dos Factores =⇒ Modelo de Clasificación Cruzada de Dos V́ıas

Diseño con dos factores completamente aleatorizado: Modelo de efectos fijos.

Diseño con dos factores sin interacción y una observación por celda.

Modelo:
Yij = µ+ τi + αj + Eij , i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b

Observación:

• El modelo se dice de efectos fijos si τi, i = 1, . . . , r, y αj , j = 1, . . . , b, son parámetros (constantes)
desconocidos.

• Asumiremos, en general, que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2Irb, con E = (E11, . . . , Erb)t, y para determinadas
cuestiones inferenciales que E ∼ Nrb(0, σ2Irb).

Ecuaciones Normales:

rbµ +
∑r

i=1 bτi +
∑b

j=1 rαj = Y..

bµ + bτi +
∑b

j=1 αj = Yi., i = 1, . . . , r
rµ +

∑r
i=1 τi + rαj = Y.j , j = 1, . . . , b

donde Yi. =
∑b

j=1 Yij , i = 1, . . . , r, Y.j =
∑r

i=1 Yij , j = 1, . . . , b, e Y.. =
∑r

i=1

∑b
j=1 Yij

Estimación en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso sin interacción y una observación por celda.

Funciones Lineales Estimables: Una base del espacio de f.l.e. viene dada por µ+ τi +α1, i = 1, . . . , r y µ+ τ1 +αj,
j = 1, . . . , b Además el estimador lineal insesgado de mı́nima varianza de µ+ τi + αj es Ȳi. + Ȳ.j − Ȳ.., siendo Ȳi. = Yi./b,
Ȳ.j = Y.j/r, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b e Ȳ.. = Y../rb

Definición. En un modelo bifactorial de efectos fijos: Yij = µ + τi + αj + Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b, llamaremos
contrastes a funciones del tipo ψ =

∑r
i=1 ciτi tal que

∑r
i=1 ci = 0 ó ψ′ =

∑b
j=1 cjαj tal que

∑b
j=1 cj = 0.

Observaciones:

• Un contraste es una f.l.e.
• ψ =

∑r
i=1 ciτi (ψ′ =

∑b
j=1 cjαj) es una f.l.e. si y sólo si es un contraste.

• Si ψ =
∑r

i=1 ciτi (ψ′ =
∑b

j=1 cjαj) es un contraste, entonces ψ̂ =
∑r

i=1 ciȲi., E[ψ̂] = ψ y V ar[ψ̂] =

σ2
∑r

i=1 c
2
i /b (ψ̂′ =

∑b
j=1 cj Ȳ.j , E[ψ̂′] = ψ′ y V ar[ψ̂′] = σ2

∑b
j=1 c

2
j/r)
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con dos factores: diseño completamente aleatorizado 18

Contraste de hipótesis en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso sin interacción y una observación por celda.

Contraste de las hipótesis H0 : τ1 = . . . = τr y H ′
0 : α1 = . . . = αb

Tabla de Análisis de la Varianza.

F. Variación g.l. Suma de Cuadrados Media Cuadrática F EMC

Factor A r - 1 SCA =
P

i,j(Ȳi. − Ȳ..)2 MCTA = SCA/(r − 1) FA = MCTA
MCE

σ2 + b
r−1

P
i(τi − τ̄.)2

Factor B b - 1 SCB =
P

i,j(Ȳ.j − Ȳ..)2 MCTB = SCB/(b− 1) FB = MCTB
MCE

σ2 + r
b−1

P
j(αj − ᾱ.)2

Error (r − 1)(b− 1) SCE =
P

i,j(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..)2 MCE = SCE
(r−1)(b−1)

σ2

Total rb− 1 SCT =
P

i,j(Yij − Ȳ..)2

Observaciones:

• FA ∼ F (r − 1, (r − 1)(b− 1), λτ ), siendo λτ = b
2σ2

∑r
i=1(τi − τ̄.)2, con τ̄. = 1

r

∑r
i=1 τi

• FB ∼ F (b− 1, (r − 1)(b− 1), λα), siendo λα = r
2σ2

∑b
j=1(αj − ᾱ.)2, con ᾱ. = 1

b

∑b
j=1 αj

• Los procedimientos de comparaciones múltiples dados en el caso de un factor son válidos en esta situación,
para τi − τj y αi − αj .

Diseño con dos factores sin interacción balanceado (con n observaciones por celda).

Modelo:
Yijk = µ+ τi + αj + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b; k = 1, . . . , n

Observación:

• Asumiremos, en general, que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2Irbn, con E = (E111, . . . , Erbn)t, y para determinadas
cuestiones inferenciales que E ∼ Nrbn(0, σ2Irbn).
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Tema 4. Modelos de Diseño de Experimentos: Experimentos con dos factores: diseño completamente aleatorizado 19

Diseño con dos factores balanceado con interacción.

Definición. Un modelo de clasificación cruzada de dos v́ıas, Yijk = µij + Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n,
se dice que es un modelo aditivo o sin interacción si (µij − µkj) − (µil − µkl) = 0, i, k = 1, . . . , r; j, l = 1, . . . , b. En
otro caso el modelo se dice con interacción o no aditivo.

Modelo:
Yijk = µ+ τi + αj + (τα)ij + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b; k = 1, . . . , n

Observación:

• El modelo se dice de efectos fijos si τi, i = 1, . . . , r, αj , j = 1, . . . , b y (τα)ij , i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, son
parámetros (constantes) desconocidos.

• Asumiremos, en general, que E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2Irbn, con E = (E111, . . . , Erbn)t, y para determinadas
cuestiones inferenciales que E ∼ Nrbn(0, σ2Irbn).

• El modelo anterior puede escribirse:

Yijk = µ∗ + τ∗i + α∗j + (τα)∗ij + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b; k = 1, . . . , n,

siendo µ∗ = µ+ τ̄. + ᾱ. + (τα)..; τ
∗
i = τi − τ̄. + (τα)i. − (τα).., i = 1 . . . , r; α∗j = αj − ᾱ. + (τα).j − (τα)..,

j = 1 . . . , b; (τα)∗ij = (τα)ij − (τα)i. − (τα).j + (τα).., i = 1 . . . , r, j = 1 . . . , b; con τ̄. =
∑

i τi/r,
ᾱ. =

∑
j αj/b, (τα)i. =

∑
j(τα)ij/b, (τα).j =

∑
i(τα)ij/r y (τα).. =

∑
i,j(τα)ij/rb, i = 1 . . . , r, i = 1 . . . , r.

Se verifica que µ∗ =
∑

i,j,k E[Yijk]/rbn y
∑

i τ
∗
i =

∑
j α

∗
j = 0,

∑
i(τα)∗ij = 0, ∀j y

∑
j(τα)∗ij = 0, ∀i.

Proposición. (τα)∗ij = 0, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b si y sólo si (µij−µkj)−(µil−µkl) = 0, i, k = 1, . . . , r; j, l = 1, . . . , b;
siendo µij = µ+ τi + αj + (τα)ij, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b.

Ecuaciones Normales:

rbnµ +
∑r

i=1 bnτi +
∑b

j=1 rnαj +
∑r

i=1

∑b
j=1 n(τα)ij = Y...

bnµ + bnτi +
∑b

j=1 nαj +
∑b

j=1 n(τα)ij = Yi.., i = 1, . . . , r
rnµ +

∑r
i=1 nτi + rnαj +

∑r
i=1 n(τα)ij = Y.j., j = 1, . . . , b

nµ + nτi + nαj + n(τα)ij = Yij., i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b

donde Yij. =
∑n

k=1 Yijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, Yi.. =
∑n

k=1

∑b
j=1 Yijk, i = 1, . . . , r, Y.j. =

∑n
k=1

∑r
i=1 Yijk, j = 1, . . . , b,

e Y... =
∑n

k=1

∑r
i=1

∑b
j=1 Yijk

Estimación en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso con interacción y n observaciones por celda.

Funciones Lineales Estimables: Una base del espacio de f.l.e. viene dada por ψij = µ+τi +αj +(τα)ij, i = 1, . . . , r,
j = 1, . . . , b Además el estimador lineal insesgado de mı́nima varianza de ψij es Ȳij., siendo Ȳij. = Yij./n, i = 1 . . . , r,
j = 1 . . . , b.

Observación:

• Las funciones τ∗i , i = 1 . . . , r, α∗j , j = 1 . . . , b, y (τα)∗ij , i = 1 . . . , r, j = 1 . . . , b, son f.l.e., siendo sus
estimadores lineales insesgados de mı́nima varianza: τ̂∗i = Ȳi..− Ȳ..., i = 1 . . . , r, α̂∗j = Ȳ.j.− Ȳ..., j = 1 . . . , b,

y (̂τα)
∗
ij = Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ..., i = 1 . . . , r, j = 1 . . . , b; con Ȳij. = Yij./n, Ȳi.. = Yi../bn, Ȳ.j. = Y.j./rn e

Ȳ... = Y.../rbn, i = 1 . . . , r, j = 1 . . . , b.
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Contraste de hipótesis en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso con interacción y n observaciones por celda.

Contraste de la hipótesis H0 : (τα)∗ij = 0, i = 1 . . . , r, j = 1 . . . , b.

Tabla de Análisis de la Varianza.

F. Variación g.l. Suma de Cuadrados Media Cuadrática F EMC

Interacción (r − 1)(b− 1) SCI =
P

i,j,k(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)2 MCTI = SCI
(r−1)(b−1)

FI = MCTI
MCE

σ2 + n
(r−1)(b−1)

P
ij (τα)∗ij

2

Error rb(n− 1) SCE =
P

i,j,k(Yijk − Ȳij.)
2 MCE = SCE

rb(n−1)
σ2

Total rbn− 1 SCT =
P

i,j,k(Yijk − Ȳ...)2

Observaciones:

• FI ∼ F ((r − 1)(b− 1), rb(n− 1), λ(τα)), siendo λ(τα) = n
2σ2

∑r
i=1

∑b
j=1 (τα)∗ij

2.

• Desde un punto de vista práctico para estudiar el modelo bifactorial:

Yijk = µ+ τi + αj + (τα)ij + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b; k = 1, . . . , n,

el primer contraste de hipótesis que debemos realizar es

H0 : (τα)∗ij = 0, i = 1 . . . , r, j = 1 . . . , b.

Si concluimos que no hay interacción, entonces debemos ajustar un modelo aditivo

Yijk = µ+ τi + αj + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b; k = 1, . . . , n.

Si probamos la existencia de interacción entre ambos factores, entonces el efecto del factor A en la respuesta
depende del nivel del factor B en el que nos encontremos, y viceversa. Aśı, parece lógico que fijemos cada
nivel del factor B (A) y estudiemos el efecto del factor A (B) en la respuesta, por ejemplo mediante un
procedimiento de comparaciones múltiples.
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Familia Exponencial de Distribuciones

Sea Θ un intervalo de R, y sea {fθ : θ ∈ Θ} una familia de funciones de densidad (o funciones masa de probabilidad)
definidas sobre Rn. Supondremos que el conjunto {x ∈ Rn : fθ(x) > 0} es independiente de θ.

Definición: Si existen funciones reales Q(θ) y D(θ) sobre Θ y funciones reales medibles T (x1, . . . , xn) y S(x1, . . . , xn)
sobre Rn tales que:

fθ(x1, . . . , xn) = exp{Q(θ)T (x1, . . . , xn) +D(θ) + S(x1, . . . , xn)},

entonces diremos que la familia {fθ : θ ∈ Θ} es una familia exponencial uniparamétrica.

Observación:

1. Sean X1, . . . , Xm vectores aleatorios n-dimensionales i.i.d. con funciones de densidad (o funciones masa de proba-
bilidad) fθ(y1, . . . , yn) pertenecientes a una familia exponencial uniparamétrica. Entonces el vector aleatorio X =
(X1, . . . , Xm)t tiene una distribución conjunta con función de densidad (o función masa de probabilidad) perteneciente
a una familia exponencial uniparamétrica.

2. Para el caso n = 1, si T (x) = x diremos que la familia viene expresada en forma canónica.

3. A Q(θ) a veces se le llama parámetro natural de la familia.

4. Para el caso n = 1, se verifica que:

E[T (X)] = −D′(θ)/Q′(θ)
V ar[T (X)] = [Q′′(θ)D′(θ)−D′′(θ)Q′(θ)]/[Q′(θ)]3

Sea Θ un intervalo k-dimensional de Rk, y sea {fθ : θ ∈ Θ} una familia de funciones de densidad (o funciones masa de
probabilidad) definidas sobre Rn. Supondremos que el conjunto {x ∈ Rn : fθ(x) > 0} es independiente de θ.

Definición: Si existen funciones reales Q1(θ), Q2(θ), . . . , Qk(θ) y D(θ) sobre Θ y funciones reales medibles T1(x1, . . . , xn),
T2(x1, . . . , xn),...,Tk(x1, . . . , xn) y S(x1, . . . , xn) sobre Rn tales que:

fθ(x1, . . . , xn) = exp

{
k∑

i=1

Qi(θ)Ti(x1, . . . , xn) +D(θ) + S(x1, . . . , xn)

}
,

entonces diremos que la familia {fθ : θ ∈ Θ} es una familia exponencial k-paramétrica.
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Modelo Lineal Generalizado

Definición (Nelder and Wedderburn (1972)): Sea Y = (Y1, . . . , Yn)t un vector aleatorio n-dimensional, X una
matriz n× p (p < n) de constantes conocidas:

X =

 xt
1
...
xt

n

 ,

g : R → R una función monótona y derivable (llamada función de enlace ó link function) y β = (β1, . . . , βp)t un vector de
parámetros desconocidos. Diremos que Y satisface un modelo lineal generalizado si

1. Y1, . . . , Yn son v.a. independientes con funciones de densidad (o funciones masa de probabilidad) pertenecientes a una
familia exponencial uniparamétrica expresada en forma canónica, i.e.

fθi
(y) = exp{Q(θi)y +D(θi) + S(y)}, y ∈ R; i = 1, . . . , n.

2. g(E[Yi]) = xt
iβ, i = 1, . . . , n.

Observación: Si definimos G : Rn → Rn (x1, . . . , xn)t → G(x1, . . . , xn) = (g(x1), . . . , g(xn))t, entonces la segunda
condición se puede escribir:

G(E[Y ]) = Xβ
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Modelo Lineal Generalizado

Ejemplos:

1. Modelo lineal normal.

2. Tendencia de la mortalidad: Para poblaciones grandes la probabilidad de que un individuo elegido al azar muera de
una enfermedad dada en un instante determinado es pequeña. Si suponemos que la muerte de diferentes individuos son
sucesos independientes, entonces el número de muertos, Y , durante un peŕıodo de tiempo fijo puede ser modelizado
por una distribución de Poisson

fλ(y) =
λye−λ

y!
y = 0, 1, . . .

siendo λ el número medio de muertos por peŕıodo de tiempo.

La tendencia de la mortalidad puede ser modelizada tomando v.a. independientes Y1, . . . , Yn que sean el número de
muertes ocurridas en intervalos de tiempos sucesivos numerados por i = 1, . . . , n. Sea λi = E[Yi], i = 1, . . . , n.

El número de muertes por Sida en Australia en peŕıodos de tres meses entre 1983 y 1986 aparecen en la siguiente tabla
y el siguiente gráfico:

i 1 2 3 4 5 6 7
yi 0 1 2 3 1 4 9

i 8 9 10 11 12 13 14
yi 18 23 31 20 25 37 45

2 4 6 8 10 12 14

0
10

20
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40
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Claramente el número de muertos crece con i. Para estos datos un modelo posible es el basado en la distribución de
Poisson con λi = iθ, donde θ es un parámetro a ser estimado. Este modelo puede ser descrito como un modelo lineal
generalizado en el cual la función de enlace es g(λi) = log λi = θ log i y por tanto xt

i = (log i), i = 1, . . . , n, y β = (θ).



D
e

p
a

rt
a

m
e

n
to

 d
e

 M
a

te
m

á
tic

a
s

U
n

iv
e

rs
id

a
d

 d
e

 E
x
tr

e
m

a
d

u
ra

Tema 5. Modelos Lineales Generalizados: Estimación en Modelos Lineales Generalizados. 24

Estimación en Modelos Lineales Generalizados

Consideremos un modelo lineal generalizado como el dado en la definición y utilicemos el método de máxima verosimilitud
para estimar el vector de parámetros β. Aśı la log-verosimilitud será:

`(θ; y) =
n∑

i=1

yiQ(θi) +
n∑

i=1

D(θi) +
n∑

i=1

S(yi) θ = (θ1, . . . , θn)t, y = (y1, . . . , yn)t

donde µi = E[Yi] = −D′(θi)/Q′(θi) y ηi = g(µi) = xt
iβ, i = 1, . . . , n.

Una propiedad de la familia exponencial de distribuciones es que satisface suficientes condiciones de regularidad para
asegurar que el máximo global de la función de log-verosimilitud se obtiene de manera única como solución de las ecuaciones

∂`

∂θ
= 0,

o equivalentemente
∂`

∂β
= 0.

Se prueba que para j = 1, . . . , p

Uj =
∂`

∂βj
=

n∑
i=1

(yi − µi)xij

V ar[Yi]
∂µi

∂ηi

donde xij es el j-ésimo elemento de xt
i.

En general las ecuaciones Uj = 0, j = 1, . . . , p son no lineales y tienen que ser resueltas por métodos numéricos. Si
utilizamos el Método de Newton-Raphson la m-ésima aproximación viene dada por

b(m) = b(m−1) −
(

∂2`

∂βj∂βk

)−1

β=b(m−1)

U (m−1)

donde U (m−1) = (U1, . . . , Up)t
β=b(m−1) .

Un procedimiento alternativo, a veces más sencillo que el método de Newton-Raphson, es el método de tanteo (method
of scoring), consistente en reemplazar en la ecuación anterior ∂2`

∂βj∂βk
por E[ ∂2`

∂βj∂βk
].

Para obtener la distribución asociada al estimador máximo verośımil de β, β̂, juegan un papel muy importante las
cantidades Uj , j = 1, . . . , p. Para modelos lineales generalizados se verifica que E[Uj ] = 0, j = 1, . . . , p. Además denotaremos
su matriz de covarianzas por I = E[UU t], siendo U = (U1, . . . , Up)t. Supondremos que I es no singular.

Se prueba que, asintóticamente, U ∼ Np(0, I) y por tanto U tI−1U ∼ χ2(p). A partir de estos resultados se demuestra
que, asintóticamente,:

β̂ ∼ Np(β, I−1)

y por tanto
(β̂ − β)tI(β̂ − β) ∼ χ2(p)

Al estad́ıstico (β̂ − β)tI(β̂ − β) se le suele llamar estad́ıstico de Wald.

Observaciones:

1. Para modelos lineales normales los resultados anteriores son exactos.

2. I dependerá en general de β con lo cual, en aplicaciones prácticas, la consideraremos evaluada en β̂.

3. El resultado anterior nos permite obtener intervalos de confianza aproximados para βi, i = 1, . . . , p.

Si I−1 = (vij)i,j=1,... ,p, entonces β̂i±zα/2
√
vii es un intervalo de confianza aproximado al nivel 1−α para el parámetro

βi, siendo zα/2 un valor tal que si Z ∼ N(0, 1), entonces P (Z > zα/2) = α/2.
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Contraste de Hipótesis en Modelos Lineales Generalizados

Bondad de Ajuste. Valoración de lo adecuado que es un modelo para describir un conjunto de datos.

Método: comparar la verosimilitud del modelo propuesto con la verosimilitud del modelo maximal o saturado, siendo
éste el que tiene la misma distribución y función de enlace que el modelo de interés, y además el número de parámetros es
igual al total de observaciones (se considera que este modelo proporciona una descripción completa de los datos, al menos
para la distribución considerada).

• L(β̂max; y), L(β̂; y)

• Estad́ıstico de la razón de verosimilitud generalizado:

λ =
L(β̂max; y)

L(β̂; y)

ó
log λ = `(β̂max; y)− `(β̂; y)

• Criterio: valores grandes de log λ indican que el modelo propuesto proporciona una pobre descripción de los datos.

• Distribución muestral de log λ: se verifica que asintóticamente 2(`(β̂; y)− `(β; y)) ∼ χ2(p), (β es p× 1).

• Deviance (Nelder and Wedderburn (1972)): D = 2 log λ = 2(`(β̂max; y)− `(β̂; y))

D = 2((`(β̂max; y)− `(βmax; y))− (`(β̂; y)− `(β; y)) + (`(βmax; y)− `(β; y)))

• Si el modelo propuesto es adecuado, entonces D ∼ χ2(n− p) (asintóticamente).

Test de Hipótesis sobre β.

H0 : β = β0 (β0 = (β1, . . . , βq)t)
H1 : β = β1 (β1 = (β1, . . . , βp)t; q < p < n)

Método:

• Cada hipótesis indica un modelo.

• Los modelos a ser comparados deben tener la misma distribución y función de enlace, diferenciándose exclusivamente
en el número de parámetros.

• Se comparan los estad́ısticos de bondad de ajuste para ambos modelo:

– D0: deviance asociada al modelo dado en H0. D1: deviance asociada al modelo dado en H1.

– ∆D = D0 −D1 = 2(`(β̂1; y)− `(β̂0; y)).

– Si los dos modelos (H0 y H1) describen bien los datos, entonces, asintóticamente, D0 ∼ χ2(n−q) y D1 ∼ χ2(n−p).
Bajo ciertas condiciones de independencia, de lo anterior se obtiene que, asintóticamente, ∆D ∼ χ2(p− q).
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Estimación y Contraste de Hipótesis en Modelos Lineales Generalizados

Ejemplo. Se pretende modelizar, para enfermos de Leucemia, la relación existente entre el número de semanas transcur-
ridas hasta la muerte de un paciente desde su diagnóstico y el log10 del número inicial de leucocitos que presentaba. Para
ello se han tomado 17 pacientes con Leucemia, cuyos datos están en la siguiente tabla:

xi 3.36 2.88 3.63 3.41 3.78 4.02 4 4.23 3.73 3.85
yi 65 156 100 134 16 108 121 4 39 143

xi 3.97 4.51 4.54 5 5 4.72 5
yi 56 26 22 1 1 5 65

Modelo.

• La distribución exponencial es utilizada habitualmente para describir tiempos de supervivencia:

Yi ∼ Exp(θi), fθi
(yi) = θi exp{−yiθi}, i = 1, . . . , n.

• Una posible especificación para E[Y ] es E[Yi] = exp{β1 + β2xi}, i = 1, . . . , n, que asegura que E[Y ] es no negativa
para todos los valores de los parámetros y todos los valores de x. En este caso la función de enlace es g(x) = log(x).

Resultados.

• Estimación de β

> regr<-glm(y~x,family=Gamma(link="log"))
> summary(regr)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 8.4766 1.6003 5.297 8.96e-05 ***
x -1.1091 0.3865 -2.870 0.0117 *

---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Null deviance: 26.282 on 16 degrees of freedom
Residual deviance: 19.457 on 15 degrees of freedom

β̂1 = 8.4766, β̂2 = −1.1091

– β1 ∈ 8.4766± 1.96 ∗ 1.6003 = [5.34, 11.61] con una confianza del 95%.

– β2 ∈ −1.1091± 1.96 ∗ 0.3865 = [−1.87,−0.35] con una confianza del 95%.

• Adecuación del modelo: D = 19.457 (15 g.l.), p = 0.1938.

• Contraste H0 : β2 = 0 vs. H1 : β2 6= 0

> regr1<-glm(y~1,family=Gamma(link="log"))
> anova(regr1,regr,test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: y ~ 1
Model 2: y ~ x
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chi|)

1 16 26.2821
2 15 19.4565 1 6.8256 0.0069
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Diseño completamente aleatorizado: Modelo de efectos aleatorios.

Ejemplo.

Una compañ́ıa textil produce un tipo de fibra en un gran número de telares. La compañ́ıa quiere que los telares
sean homogéneos, de manera que se obtenga de ellos una fibra de resistencia uniforme. El ingeniero que controla
el proceso de producción sospecha que, además de la variación de resistencias dentro de muestras producidas por
el mismo telar, también puede haber variaciones significativas entre los telares. Para investigar esto se seleccionan
4 telares aleatoriamente y se toman 6 determinaciones de dureza para la fibra manufacturada por cada telar. El
experimento se realiza en orden aleatorio. La pregunta que se pretende contestar es si difieren significativamente
los telares de la compañ́ıa.

Modelo:

Yij = µ+ τi + Eij , i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni (N =
r∑

i=1

ni),

donde µ es una constante desconocida y τi y Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni, son variables aleatorias.

Observaciones:

• El modelo se dice de efectos aleatorios pues τi, i = 1, . . . , r, son variables aleatorias.

• Asumiremos, en general, que:

1. E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2IN , con E = (E11, . . . , Ernr
)t

2. E[τ ] = 0 y E[ττ t] = σ2
τIr, con τ = (τ1, . . . , τr)t

3. Las v.a. τi y Eij , i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni son incorreladas.

Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, además, que:

1. E ∼ NN (0, σ2IN ).
2. τ ∼ Nr(0, σ2

τIr).

• V ar[Yij ] = σ2
τ + σ2 ∀i, j. A las varianzas σ2

τ y σ2 se las llama componentes de la varianza. Aśı el modelo
general también se conoce como modelo de las componentes de la varianza.

• Si ni = n ∀i, el modelo se dice balanceado.

• Si ni 6= n para algún i, el modelo se dice no balanceado.

Proposición 1. Sea Yij = µ + τi + Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni (N =
∑r

i=1 ni), donde E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2IN ,
con E = (E11, . . . , Ernr

)t; E[τ ] = 0 y E[ττ t] = σ2
τIr, con τ = (τ1, . . . , τr)t; y las v.a. τi y Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni

son incorreladas. Se verifica que Cov[Yij , Ykl] = 0 si i 6= k y

Cov[Yij , Yil] =
{
σ2

τ si j 6= l
σ2

τ + σ2 si j = l
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Inferencia en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos aleatorios

Lema. Sean Z1, . . . , Zk variables aleatorias incorreladas de media µ y varianza σ2. Entonces se verifica que:

E

[
k∑

i=1

(Zi − Z̄)2
]

= (k − 1)σ2.

Proposición 2. Sea Yij = µ + τi + Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni (N =
∑r

i=1 ni), donde E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2IN ,
con E = (E11, . . . , Ernr

)t; E[τ ] = 0 y E[ττ t] = σ2
τIr, con τ = (τ1, . . . , τr)t; y las v.a. τi y Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ni

son incorreladas. Sean

MCE =
1

N − r

r∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2 y MCT =
1

r − 1

r∑
i=1

ni∑
j=1

(Ȳi. − Ȳ..)2.

Entonces se verifica:

1. E[MCE] = σ2.

2. Si el modelo es balanceado con ni = n, i = 1, . . . , r, entonces E[MCT ] = σ2 + k0σ
2
τ , siendo k0 = n.

Observaciones:

• Si el modelo es no balanceado, entonces k0 = N2−
Pr

i=1 n2
i

N(r−1) (> 0), siendo N =
∑r

i=1 ni.

• El resultado anterior nos indica que MCE sigue siendo en esta situación un estimador insesgado de σ2.
Además nos permite obtener un estimador insesgado de σ2

τ

σ̂2
τ =

 1
r − 1

r∑
i=1

ni∑
j=1

(Ȳi. − Ȳ..)2 −
1

N − r

r∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2

 1
k0

• En el caso balanceado estos estimadores tienen propiedades óptimas.

Lema. Sea Z = (Z1, . . . , Zn)t ∼ Nn(µ, σ2In). Sea U = 1
σ2

∑n
i=1(Zi − Z̄)2. Entonces U ∼ χ2(n− 1)

Proposición 3. Sea Yij = µ + τi + Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , n, donde E ∼ Nrn(0, σ2Irn), con E = (E11, . . . , Ern)t;
τ ∼ Nr(0, σ2

τIr), con τ = (τ1, . . . , τr)t; y las v.a. τi y Eij, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , n son independientes. Entonces se
verifica:

1. 1
σ2

∑r
i=1

∑n
j=1(Yij − Ȳi.)2 ∼ χ2(r(n− 1)).

2. 1
σ2+nσ2

τ

∑r
i=1

∑n
j=1(Ȳi. − Ȳ..)2 ∼ χ2(r − 1).

3. Los estad́ısticos anteriores son independientes.

Observación:

• Para el modelo balanceado, del resultado anterior se deduce que

F =
σ2

σ2 + nσ2
τ

MCT

MCE
∼ F (r − 1, r(n− 1))

• Para el modelo balanceado, podemos realizar el contraste de hipótesis:

H0 : σ2
τ = 0 vs. H1 : σ2

τ > 0
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Tabla de Análisis de la Varianza de Una V́ıa: efectos aleatorios

Fuentes de variación g.l. Suma de cuadrados Media Cuadrática EMC F

Debida a la media 1 NȲ 2
..

Entre tratamientos r − 1
Pr

i=1

Pn
j=1(Ȳi. − Ȳ..)

2 MCT = 1
r−1

Pr
i=1

Pn
j=1(Ȳi. − Ȳ..)

2 σ2 + nσ2
τ F = MCT

MCE

Dentro tratamientos r(n− 1)
Pr

i=1

Pn
j=1(Yij − Ȳi.)

2 MCE = 1
r(n−1)

Pr
i=1

Pn
j=1(Yij − Ȳi.)

2 σ2

Total rn
Pr

i=1

Pn
j=1 Y 2

ij



D
e

p
a

rt
a

m
e

n
to

 d
e

 M
a

te
m

á
tic

a
s

U
n

iv
e

rs
id

a
d

 d
e

 E
x
tr

e
m

a
d

u
ra

Tema 6. Modelos Lineales de Efectos Aleatorios y Mixtos: Modelos de Efectos Aleatorios. 30

Diseño con dos factores completamente aleatorizado: Modelo de efectos aleatorios.

Diseño con dos factores sin interacción y n observaciones por celda.

Modelo:
Yijk = µ+ τi + αj + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b k = 1, . . . , n,

donde µ es una constante desconocida y τi, αj y Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n, son variables aleatorias.

Observaciones:

• El modelo se dice de efectos aleatorios pues τi, i = 1, . . . , r, y αj, j = 1, . . . , b son variables aleatorias.

• Asumiremos, en general, que:

1. E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2Irbn, con E = (E111, . . . , Erbn)t

2. E[τ ] = 0 y E[ττ t] = σ2
τIr, con τ = (τ1, . . . , τr)t

3. E[α] = 0 y E[ααt] = σ2
αIb, con α = (α1, . . . , αb)t

4. Las v.a. τi, αj y Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n son incorreladas.

Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, además, que:

1. E ∼ Nrbn(0, σ2Irbn).
2. τ ∼ Nr(0, σ2

τIr).
3. α ∼ Nb(0, σ2

αIb).

• V ar[Yijk] = σ2
τ + σ2

α + σ2 ∀i, j, k. A las varianzas σ2
τ , σ

2
α y σ2 se las llama componentes de la varianza. Aśı

el modelo general también se conoce como modelo de las componentes de la varianza.

Contraste de las hipótesis H0 : σ2
τ = 0 vs. H1 : σ2

τ > 0 y H ′
0 : σ2

α = 0 vs. H ′
1 : σ2

α > 0

Tabla de Análisis de la Varianza.

F. Variación g.l. Suma de Cuadrados Media Cuadrática F EMC

Factor A r - 1 SCA =
P

i,j,k(Ȳi.. − Ȳ...)2 MCTA = SCA/(r − 1) FA = MCTA
MCE

σ2 + bnσ2
τ

Factor B b - 1 SCB =
P

i,j,k(Ȳ.j. − Ȳ...)2 MCTB = SCB/(b− 1) FB = MCTB
MCE

σ2 + rnσ2
α

Error (r − 1)(b− 1) SCE =
P

i,j,k(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)2 MCE = SCE
(r−1)(b−1)

σ2

Observaciones:

• Si H0 es cierto, entonces FA ∼ F (r − 1, (r − 1)(b− 1)).

• Si H ′
0 es cierto, entonces FB ∼ F (b− 1, (r − 1)(b− 1)).
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Diseño con dos factores completamente aleatorizado: Modelo de efectos aleatorios.

Diseño con dos factores con interacción y n observaciones por celda.

Modelo:
Yijk = µ+ τi + αj + (τα)ij + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b k = 1, . . . , n,

donde µ es una constante desconocida y τi, αj , (τα)ij y Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n, son variables aleatorias.

Observaciones:

• El modelo se dice de efectos aleatorios pues τi, αj y (τα)ij, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, son variables
aleatorias.

• Asumiremos, en general, que:

1. E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2Irbn, con E = (E111, . . . , Erbn)t

2. E[τ ] = 0 y E[ττ t] = σ2
τIr, con τ = (τ1, . . . , τr)t

3. E[α] = 0 y E[ααt] = σ2
αIb, con α = (α1, . . . , αb)t

4. E[(τα)] = 0 y E[(τα)(τα)t] = σ2
ταIrb, con (τα) = ((τα)11, . . . , (τα)rb)t

5. Las v.a. τi, αj, (τα)ij y Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n son incorreladas.

Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, además, que:

1. E ∼ Nrbn(0, σ2Irbn).
2. τ ∼ Nr(0, σ2

τIr).
3. α ∼ Nb(0, σ2

αIb).
4. (τα) ∼ Nrb(0, σ2

ταIrb).

• V ar[Yijk] = σ2
τ + σ2

α + σ2
τα + σ2 ∀i, j, k. A las varianzas σ2

τ , σ
2
α, σ2

τα y σ2 se las llama componentes de la
varianza. Aśı el modelo general también se conoce como modelo de las componentes de la varianza.

Contraste de las hipótesis:

1. H0 : σ2
τ = 0 vs. H1 : σ2

τ > 0.

2. H ′
0 : σ2

α = 0 vs. H ′
1 : σ2

α > 0.

3. H ′′
0 : σ2

τα = 0 vs. H ′′
1 : σ2

τα > 0.

Tabla de Análisis de la Varianza.

F. Variación g.l. Suma de Cuadrados Media Cuadrática F EMC

Factor A r - 1 SCA =
P

i,j,k(Ȳi.. − Ȳ...)2 MCTA = SCA/(r − 1) FA = MCTA
MCTI

σ2 + nσ2
τα + bnσ2

τ

Factor B b - 1 SCB =
P

i,j,k(Ȳ.j. − Ȳ...)2 MCTB = SCB/(b− 1) FB = MCTB
MCTI

σ2 + nσ2
τα + rnσ2

α

Interacción (r − 1)(b− 1) SCI =
P

i,j,k(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)2 MCTI = SCI
(r−1)(b−1)

FI = MCTI
MCE

σ2 + nσ2
τα

Error rb(n− 1) SCE =
P

i,j,k(Yijk − Ȳij.)
2 MCE = SCE/rb(n− 1) σ2

Observaciones:

• Si H0 es cierto, entonces FA ∼ F (r − 1, (r − 1)(b− 1)).

• Si H ′
0 es cierto, entonces FB ∼ F (b− 1, (r − 1)(b− 1)).

• Si H ′′
0 es cierto, entonces FI ∼ F ((r − 1)(b− 1), rb(n− 1)).
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Diseño con dos factores completamente aleatorizado: Modelo Mixto.

Diseño con dos factores con interacción y n observaciones por celda.

Modelo:
Yijk = µ+ τi + αj + (τα)ij + Eijk, i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , b k = 1, . . . , n,

donde µ y τi, i = 1, . . . , r, son constantes desconocidas y αj , (τα)ij y Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n, son
variables aleatorias.

Observaciones:

• El modelo se dice de mixto pues τi, i = 1, . . . , r, son parámetros y αj y (τα)ij, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b,
son variables aleatorias.

• Asumiremos, en general, que:

1. E[E ] = 0 y E[EEt] = σ2Irbn, con E = (E111, . . . , Erbn)t

2.
∑r

i=1 τi = 0.
3. E[α] = 0 y E[ααt] = σ2

αIb, con α = (α1, . . . , αb)t

4. E[(τα)ij ] = 0, V ar[(τα)ij ] = σ2
τα(r − 1)/r, Cov[(τα)ij , (τα)kj ] = −σ2

τα/r (supondremos
∑

i(τα)ij = 0,
j = 1 . . . , b) y Cov[(τα)ij , (τα)kj′ ] = 0, j 6= j′.

5. Las v.a. αj, (τα)ij y Eijk, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n son incorreladas.

Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, además, que:

1. E ∼ Nrbn(0, σ2Irbn).
2. α ∼ Nb(0, σ2

αIb).
3. (τα)ij ∼ N(0, r−1

r σ2
τα), i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , b.

Contraste de las hipótesis:

1. H0 : τ1 = . . . = τr = 0.

2. H ′
0 : σ2

α = 0 vs. H ′
1 : σ2

α > 0.

3. H ′′
0 : σ2

τα = 0 vs. H ′′
1 : σ2

τα > 0.

Tabla de Análisis de la Varianza.

F. Variación g.l. Suma de Cuadrados Media Cuadrática F EMC

Factor A r - 1 SCA =
P

i,j,k(Ȳi.. − Ȳ...)2 MCTA = SCA/(r − 1) FA = MCTA
MCTI

σ2 + nσ2
τα + bn

r−1

P
i τ2

i

Factor B b - 1 SCB =
P

i,j,k(Ȳ.j. − Ȳ...)2 MCTB = SCB/(b− 1) FB = MCTB
MCE

σ2 + rnσ2
α

Interacción (r − 1)(b− 1) SCI =
P

i,j,k(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)2 MCTI = SCI
(r−1)(b−1)

FI = MCTI
MCE

σ2 + nσ2
τα

Error rb(n− 1) SCE =
P

i,j,k(Yijk − Ȳij.)
2 MCE = SCE/rb(n− 1) σ2

Observaciones:

• Si H0 es cierto, entonces FA ∼ F (r − 1, (r − 1)(b− 1)).

• Si H ′
0 es cierto, entonces FB ∼ F (b− 1, rb(n− 1)).

• Si H ′′
0 es cierto, entonces FI ∼ F ((r − 1)(b− 1), rb(n− 1)).


