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Distribucién Normal Multivariante

Sea V una matriz n x n real, simétrica y definido positiva; y sea u = (u1,... , )t € R

DEFINICION. Diremos que el vector aleatorio (v.a.) n-dimensional Y = (Yi,...,Yy,)t sigue distribucion Normal Mul-
tivariante de pardmetros p y V si tiene la funcion de densidad conjunta:

1 1 - n
fy,-o yn) = WGXP{—i(y—M)tV Yy — )} y= (Y1, ,yn) €R".

En tal caso lo denotaremos 'Y ~ Ny (u, V).
OBSERVACIONES:

e La funcion caracteristica de Y es py (t) = exp{it'p — 5t'Vit}, t € R"

e A partir de la funcién caracteristica se puede definir la distribucién Normal Multivariante para el caso en
que V sea una matriz singular.

TEOREMA. Sea Y ~ N,(u,V) y X = AY + 3, donde A es una matriz k x n de rango k (k < n) y [ un vector k x 1.
Entonces X = (X1,...,Xg)! ~ Np(Ap + 3, AV AY).
COROLARIO. Las distribuciones marginales de una distribucion Normal Multivariante son Normales.

COROLARIO. Las componentes de un vector aleatorio normalmente distribuido son independientes si y solo si son incor-
reladas dos a dos.

COROLARIO. Sea Y ~ N, (u,02I,) y A una matriz ortogonal n x n. Entonces, X = AY ~ N, (Au,o?1l,) .
TEOREMA. La distribucion Normal Multivariante es reproductiva respecto del vector de medias y la matriz de covarianzas.

TEOREMA. X = (X1..., X))  ~ Np(11, V) si y sélo si toda combinacion lineal de X ... , X, sigue distribucién Normal
(i.e. YA € R® XX ~ N(Atu, XV X)).
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Fig. Densidades de distribuciones Normales Bivariantes
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Distribucién Chi-cuadrado no central

TEOREMA. Sea X ~ N, (u,I,), entonces la variable aleatoria Y = X'X tiene funcién de densidad

oo M*k x7"+22k71 exp{ig
— _* 2 ¢ o g
i () = g exp{—p*} [ (e six>0; 0 siz<0,
k=0 2

siendo p* = %ut,u. Diremos que Y se distribuye segun una Chi-cuadrado no central de pardmetros n y u* y escribiremos
Y~ x3(n, p*).
OBSERVACIONES:

e La funcién generatriz de momentos de una distribucién y?(n, \) es

1

—94)~"/2 N1 =- ——
(1 =2)"" " exp{-A(l = 7—)

} ¢ en un entorno de 0

o xX*(n,0) = x*(n).

COROLARIO. Si X ~ N,,(p,0°1,), entonces X' X/0? ~ x*(n, u*), siendo p* = 55 pu'p.

COROLARIO. Sean Y; ~ x?(ni, pi), i = 1,... , k, variables aleatorias independientes. Entonces
k k k
DY P mi Y ).
i=1 =1 i=1

COROLARIO. Sea X ~ N, (u, D), siendo D una matriz diagonal definido positiva. Entonces X'D™1X ~ x%(n,u*), siendo
* 1, tp—1
Pt =su D™ p

Distribucién F-Snedecor no central

TEOREMA. Sean X ~ x2(ni,u) e Y ~ x2(n2,0) dos variables aleatorias independientes. Entonces la variable aleatoria

Z = );;Z; tiene funcion de densidad
nq+2k
o k(L 7F(7n1+n2+2k) nq+42k nyling 2k
pk (pt) = . nit2k N1\ _mitnat2e .
ngex — U= xr 2 1+ — 2 ste>0;, 0 stx<0

Diremos que Z se distribuye segin una F-Snedecor no central de pardmetros ny, ny y p y escribiremos Z ~ F(ny, na, 11).

OBSERVACION:

e F(ny,n2,0) = F(ny,nz).
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Definiciéon de forma cuadratica.
DEFINICION. Sea A una matrizn X n y x € R™. Llamaremos forma cuadratica a cualquier expresion del tipo:

n
2t Az = E Qi T T

4,j=1

OBSERVACION: Existe una tnica matriz simétrica, B = (A + A?)/2, tal que 2! Ax = !Bz, Vo € R" (de ahora en adelante
supondremos que la matriz que define la forma cuadratica es simétrica).

DEFINICION.

1. Diremos que una forma cuadrdtica z*Azx (la matriz A) es definido positiva si ' Az > 0 Vx € R™, siendo 2' Az = 0 si
y sélo si x = 0.

2. Diremos que una forma cuadrdtica ' Az (la matriz A) es semidefinido positiva si x* Az > 0 Vo € R™

Principales momentos de formas cuadraticas.

LEMA. Sea X un vector aleatorio n-dimensional con vector de medias p y matriz de covarianzas V. Sea A una matriz
simétrica n X n. Se verifica:

1. BIX'AX] =tr(AV) + ptAu

Si ademds X ~ Ny (u, V), entonces
2. Var[X'AX] = 2tr((AV)?) + 4ut AV Ap.
3. Cov[X, X'AX] =2V Ap.

Distribuciones de probabilidad asociadas a formas cuadraticas.
DEFINICION. Diremos que una matriz A n x n es idempotente si AA = A.
LEMA.
1. Si A es una matriz idempotente, entonces I — A es idempotente.

2. Si A es una matriz simétrica e idempotente, entonces r(A) = tr(A).

TEOREMA 1. Sea X ~ N, (1, V). Sea A una matriz n x n simétrica. Entonces se verifica:
XTAX ~ x*(r(A), 3utAp) cualquiera que sea p <= AV es idempotente.
TEOREMA 2. Sea X ~ N,(u,V). Sea A una matriz n x n simétrica y semidefinido positiva y B una matriz s X n de
rango s < n. Entonces se verifica:
XtAX y BX son independientes cualquiera que sea p <= BV A = 0.
TEOREMA 3. Sea X ~ N,(u,V). Sean A y B dos matrices n X n simétricas y semidefinido positivas. Entonces se
verifica:

XtAX y X'BX son independientes cualquiera que sea i < AVB =0 (& BVA=0).
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Modelo Lineal General.

DEFINICION. Sea Y = (Y1,...,Y,)! un vector aleatorio n-dimensional y X una matrizn X p (p < n) de constantes
conocidas. Diremos que Y satisface un modelo lineal si

E[Y] = X3,
donde B = (B1,...,53p)" es un vector de pardmetros desconocidos.
Es conveniente escribir
Y =X0+¢€, (1)
donde € = (&1,...,En) es un vector aleatorio no observable con E[E] = 0. La relacién (1) se conoce como Modelo Lineal
General.
OBSERVACIONES:

e p < n significa que tenemos més observaciones que pardmetros.
e Rango de la matriz X:

— Modelos de rango completo: 7(X) = p.

— Modelos de rango no completo: (X) < p.
e Distribucion del vector &:

— Modelo basico: E[€] =0, Cov[€] = E[EEY] = °1,.

— Modelo Normal: € ~ N,,(0,021,).
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Modelo Lineal General: Ejemplos.

EJEMPLO 1. Supongamos que un fisico realiza un experimento en el que desea establecer una ecuaciéon que relacione la
distancia recorrida por una particula con el tiempo que lleva en movimiento, esto es

s = Po + Bit

Ahora bien, si por alguna razén no puede medir dicha distancia de manera precisa, en realidad estard midiendo y = s+ &. El
error de medida £ puede ser considerado una variable aleatoria no observable con E[€] = 0, en tanto que y es una variable
aleatoria observable. La ecuacion resultante es

y=p0o+it+ &

A partir de esta ecuacién no vamos a poder determinar con exactitud Gy 6 31, pero si repetimos el experimento obtendremos
varias observaciones de t y de y, en base a las cuales podremos estimar Gy y (1. Esto a su vez nos permitird también dar
estimaciones para el valor de s.

Sean Y = (Yi,...,Y,)! las observaciones de y en los tiempos 7' = (t1,...,t,)". El experimento se ajusta al modelo lineal
Y =(1,,T) Bo) 4 e
b1
siendo 1, = (1,...,1)! € R™ y £ el vector formado por los errores cometidos en cada observacién. Este tipo de modelo es

un modelo de relacion funcional con error de medida.

EjEMPLO 2. Consideremos la relacion entre la altura h y el peso w de los habitantes de una ciudad. Sabemos que dicha
relacién existe pero no es funcional como en el ejemplo anterior. Si asumimos que (h, w) tienen distribucién conjunta normal
bivariante, entonces el valor esperado para la altura de un individuo dado que su peso es w viene dado por

Elh|w] = Bo + frw
donde fy y 1 son funciones de los pardmetros de la distribucién normal. Si € = h — E[h|w] podemos escribir
h = o+ Biw+E&

Para conocer exactamente los valores de By y (1, se procederd igual que en el ejemplo anterior, midiendo las alturas
H = (Hy,...,H,)" de n individuos y sus pesos respectivos W = (Wq,...,W,)t. Estos datos se ajustaran al modelo lineal

H(ln,W)( g‘l) >+5

lo cual nos permitird estimar los valores de Gy y (1. Este es un modelo de regresion y también es un caso especial de modelo
lineal.

EJEMPLO 3. Supongamos que un agricultor quiere contrastar el efecto de p tipos de fertilizantes en el rendimiento de
una variedad de trigo. Para ello se utilizard en fertilizante ¢ en n; parcelas y se observard la produccién en cada parcela (en
Kg/hta.) de dicha variedad de trigo, i = 1,... ,p. Asi, el rendimiento obtenido en la j-ésima parcela entre las que se utilizé
el fertilizante 4, Y;;, puede escribirse como:

Yij=a+08i+&;
y los datos obtenidos en esta experiencia se ajustan al modelo lineal:
@
b1
Y=X . +&

i
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dondeY: (Y117~-~ ,Ylnl,... ,}/pl,... ,}/pnp)t, g: (511,... 751711,--- ,(‘:pl,... ,gpnp)t y

11 ... O
ny
1 1 0
X= :
1 0 1
3 . np :
10 ... 1

Este caso especial de modelo lineal es un modelo de diseno de experimentos.
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Estimacion en el modelo lineal basico.

TEOREMA 1. (Gauss-Markov). Sea Y = X+ & un modelo lineal de rango completo tal que E[E] =0 y E[EEY] = 0?1,,.

Entonces el mejor estimador lineal insesgado de 3 es ﬁ = S7IX'Y, donde S = X'X (en el sentido de ser [3; el estimador
lineal insesgado de minima varianza de B;, i =1,... ,p).

TEOREMA 2. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo tal que E[€] = 0 y E[EEY] = 0%1,,. Sea X\ un vector

p x 1 de constantes conocidas. Entonces el estimador lineal insesgado de minima varianza de N3 es )\tﬁ = MST1XtY,
donde S = X'X

Estimacién en el modelo lineal Normal.

TEOREMA 3. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo tal que & ~ N,,(0,0°1,). Entonces los estimadores:

B=8"'XY y 2= L(Y —XAHY - Xp) = LW(IH — XS71XYy,
n—p n—p

donde S = X'X, verifican las siguientes propiedades:
1. Son insesgados.

. B~ N,(B,02571).

] /3’ y 2 son independientes.

COROLARIO 1. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo tal que & ~ N, (0,0%1,). Entonces:

(n=p)3* (n—p)s*
(05} ’ (7)) ’

I =

2

es un intervalo de confianza para o a un nivel de confianza 1 — «, siendo ag y oy tales que f(z)l g(x)dx =1 — «, donde g(x)

es la funcién de densidad de una distribucion x*(n — p).

COROLARIO 2. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo tal que & ~ N, (0,0%1,). Sea S~ = (X!X)~! =

(Cij)l‘,j:l,__, p- Entonces:
I= |:BZ - toz/2 \V/ Cii5'2,Bi + ta/g\/ ciiéz} R

es un intervalo de confianza para (3; a un nivel de confianza 1 — a, siendo t, o tal que ftoo/z g(x)dx = /2, donde g(x) es la

funcion de densidad de una distribucidn t(n —p), i=1,...,p.

COROLARIO 3. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo tal que & ~ N, (0,0°1,). Sea A\ un vector p x 1

de constantes conocidas. Entonces el estimador de mdzima verosimilitud de N'3 es X3, XtG ~ N(A' 3,02 ES=1N\), donde
S=X!'X, e

I=[MB —to VNSNS + ta/g\/c}Q)\tS*l)\} :

es un intervalo de confianza para X3 a un nivel de confianza 1 — «, siendo tas2 tal que ftoo/2 g(x)dx = /2, donde g(x) es

la funcion de densidad de una distribucion t(n — p).
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Contraste de la hipétesis Hy : 8 = * (0* vector de constantes conocidas).

TEOREMA 4. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo, r(X) = p, tal que & ~ N, (0,021,,). El método de
razon de verosimilitud para contrastar la hipdtesis Hy : 3 = * (B* vector de constantes conocidas) nos conduce a rechazar
Hy para el nivel de significacion o si F > Fo(p,n — p), donde

_n—p Q1
)

F = 1L
p Qo

stendo
* Q=Qo+Q1=(Y - Xp)(Y - Xp")
° Qo= (Y - XP)(Y - Xp)=Y'(I, - XS X")Y

(con B =S"1XtY, § = XtX), y Fo(p,n — p) un valor tal que f;j(p n—p) g(z)dz = a, con g(x) la funcion de densidad de
una: distribucidn F(p,n — p). Ademds F' ~ F(p,n —p,\), A = #(ﬂ — B*)S(8 — B*).

Contraste de la hipétesis Hy : '3 = ry (r vector de constantes conocidas, ry valor conocido).

TEOREMA 5. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango completo, r(X) = p, tal que & ~ N, (0,021,,). El método de
razon de verosimilitud para contrastar la hipdtesis Hy : r'3 = 1o (r vector de constantes conocidas, ro valor conocido) nos
conduce a rechazar Hy para el nivel de significacion a si

|75 — 1ol

VaErgy 2 e TP

siendo S = X' X y to/o(n—p) un valor tal que ftoo/z(n_p) g(x)dx = /2, con g(x) la funcién de densidad de una distribucion
t(n —p).

Contraste de la hipétesis Hy : 81 = 55,... ,0, = 05 (r <p) (Bf valor conocido, i =1,...,7).

TEOREMA 6. Sea Y = X+ &€ un modelo lineal de rango completo, 7(X) = p, con la siguiente particion Y = X1y +
Xoya + &, donde 1 es un vector r x 1 y X1 una matrizn x r (r < p); y tal que & ~ N, (0,0%1,,). El método de razon de
verosimilitud para contrastar la hipdtesis Ho : v1 = 75 (75 vector de constantes conocidas) nos conduce a rechazar Hy para
el niwel de significacion a si FF > F,(r,n —p), donde

F=12PC
r Qo

siendo
o Qv=(Y - XB)"Y - XB)=Y"(I, - XSTIX)Y
o Q= (Y - Xi71) (XSTIXT = Xp(X5X0) T IXE) (Y — Xi97)

(con B=S"1X'Y,S=X'X), y Folr,n — p) un valor tal que f;o(r np 9(@)dz = a, con g(z) la funcion de densidad de
una distribucion F(r,n—p). Ademds F ~ F(r,n—p,\), A= 505 (71 — 1) B(n1 — %), B = Xi1X1 — X{ Xo(X§Xo) 1 XX, .
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Estimacion en el modelo lineal basico.

DEFINICION. Sea Y = X3+ € un modelo lineal de rango no completo, r(X) =k < p, tal que E[€] =0 y E[EEY] = 0?1,.
Diremos que una transformacién lineal de los pardmetros (3;,(i = 1,... ,p)ab = X3, es una funcién lineal estimable
(f-l.e.) si existe un vector n x 1, ¢, tal que

E[lY]=\'p Vg3

i.e. Y es un estimador insesgado de 1.

OBSERVACION:

W = A3 es fle. siy sélosi A es una combinacién lineal de las filas de X.

PROPOSICION 1. SeaY = X 3+& un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[€] = 0 y E[EEY] = 021,.
Entonces se verifica que 9 = X3 es f.l.e. si y solo si existe solucion del sistema X*Xr = \.

PROPOSICION 2. Sea Y = X 3+& un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[] = 0 y E[EE!Y] = 021,,.
Sea ) = N3 una f.l.e. y B una solucion de las ecuaciones normales, X* X3 = XY . Sea 1) = A\'3. Entonces se verifica:

1. ¥ =r'X'Y siendo r cualquier solucién del sistema X'Xr = .
2 1& es unica, no dependiendo de la solucion elegida, /3’, de las ecuaciones normales.
3. Bl] = y Var[))] = 02t Xt Xr, siendo r cualquier solucién del sistema XtXr = .

4. 1 es el estimador lineal insesgado de minima varianza de 1.

DEFINICION. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[€] =0 y E[EEY] = 0?1,,.
Sea A una matrizpxm, A= (A1,...,An), A; un vectorpx1,i=1,... ,m. Diremos que A'3 es una funcién matricial
lineal estimable si A!3 es una fle.,i=1,... m.

PROPOSICION 3. Sea Y = X 3+E& un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[] = 0 y E[EEY] = 0?1,,.
Entonces se verifica que X3 y Xt X3 son funciones matriciales lineales estimables.

PROPOSICION 4. Sea Y = X 3+E& un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[€] = 0 y E[EEY] = 021,,.
Entonces se verifica que el estimador lineal insesgado de minima varianza de una combinacion lineal de f.l.e. es el dado por
la misma combinacion lineal de los estimadores lineales insesgados de minima varianza de dichas f.l.e.
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Estimacion en el modelo lineal basico.

DEFINICION. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que E[€] =0 y E[EEY] = 021,,.
Llamaremos reparametrizacion a cualquier transformacion de 5, o = U, donde U es una matriz k X p de rango k y « es
una funcion matricial lineal estimable.

TEOREMA 1. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, 7(X) = k < p, tal que E[E] =0 y E[EEY] = 0?1,,.
Entonces existe una matriz Z, n X k de rango k, y una reparametrizacion o que lo reducen a un modelo de rango completo
Y =Za+E€&.

TEOREMA 2. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, r(X) =k < p, tal que E[] =0 y E[EE!] = 021,.
Dada una reparametrizacion o, existe una matriz Z*, n X k de rango k, tal que Y = Z*a* + £.

Estimacién en el modelo lineal Normal.

TEOREMA 3. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, 7(X) = k < p, tal que & ~ N,(0,021,). Sea a
una. reparametrizacion e Y = Za + £ el correspondiente modelo de rango completo. Entonces los estimadores:

a=(2'2)'72'y y &°= ﬁ(y - Z&)Y (Y — Za&)
verifican las siguientes propiedades:
1. & y &2 son estimadores insesgados de o y 02, respectivamente.
2. & ~ Ni(a,0%(ZZ2)71).
o 52 — ﬁ(Y - Xﬁ)t(Y - XB), siendo B cualquier solucién de las ecuaciones mormales, X' X3 = X'Y. Ademds
(n—k)52/0? ~ x*(n — k).

4. & y 62 son independientes.

COROLARIO 1. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que & ~ N, (0,0%1,). Sea
una reparametrizacion e Y = Za + £ el correspondiente modelo de rango completo. Entonces:
(n—k)a* (n—k)5?

I = b b
g &%)

es un intervalo de confianza para o2 a un nivel de confianza 1 — o, siendo o y o1 tales que fi}l g(z)dz =1 — «, donde g(x)
es la funcién de densidad de una distribucion x*(n — k).

COROLARIO 2. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo, r(X) = k < p, tal que & ~ N, (0,021L,). Sea
a una reparametrizacion e Y = Za + € el correspondiente modelo de rango completo. Sea ¢ = X3 una f.l.e. Entonces el
estimador de maxima verosimilitud de 1 es z/AJ = )\tﬂA, stendo B cualquier solucion de las ecuaciones normales, X X3 = XY .
¥ ~ N(p,02a" (21 Z) " a), donde a es un vector k x 1 tal que ¢ = a'or. Ademds

1= [ = tapV/Ea (Z72) 0,0 + tay /5% (Z72) al

es un intervalo de confianza para v a un nivel de confianza 1 — «, siendo t, /o tal que ftw/z g(x)dx = /2, donde g(z) es la

funcion de densidad de una distribucion t(n — k).
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Contraste de hipétesis en el modelo lineal de rango no completo.

DEFINICION. Sea Y = X3+ € un modelo lineal de rango no completo, r(X) =k < p, tal que E[f] =0 y E[EEY] = 0?1,,.
Una hipdtesis Hy se dice estimable si existe un conjunto de f.l.e. linealmente independientes N\ f3,... ,A\L3, s < k, tal que
Hy es cierto si y sélo si \\f=...=A3=0.
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Introduccién al Diseno de Experimentos

Diseno estadistico de experimentos: Proceso de planificacién de un experimento del cual se obtendran datos apro-
piados, los cuales pueden ser analizados mediante métodos estadisticos dando lugar a conclusiones vélidas y objetivas.

Principios basicos del diseno de experimentos:
e REPLICACION: Repeticién de un experimento bésico.
— Estimacién del error experimental.

e ALEATORIZACION: La asignacién del material experimental y el orden en la cual las unidades experimentales son
elegidas, son determinados aleatoriamente.

Procedimiento experimental general:

1. Reconocimiento y establecimiento del problema.
2. Eleccién de factores o niveles:

e Seleccion de las variables independientes a ser investigadas en el experimento.

e Factores: cualitativos, cuantitativos.
3. Seleccion de la variable respuesta.
4. Eleccién del diseno de experimentos:

e Tamano muestral elegido (replicaciones).
e Orden en el que se tomaran los datos.

e Método de aleatorizacién empleado.
5. Realizacion del experimento.
6. Analisis de datos.

7. Conclusiones y recomendaciones.
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Diseno completamente aleatorizado: Modelo de efectos fijos.

EJEMPLO.

Supongamos que un agricultor quiere comparar el rendimiento de 5 variedades de trigo. Un procedimiento posible
seria marcar 20 parcelas de tierra y sembrar en ellas las variedades, escogiendo la variedad A para cuatro de ellas,
la B para otras cuatro, y asi sucesivamente. La asignacion de las variedades a las parcelas se haria mediante un
procedimiento aleatorio y de cada una de ellas se obtendria una tnica observacién, la produccién obtenida en
cada parcela.

DEFINICION. Llamaremos diseno completamente aleatorizado a aquel en el que la asignacién de los niveles del
factor o factores, que pueden influir en la variable respuesta, a cada una de las unidades experimentales consideradas se hace
totalmente al azar.

UN FACTOR = MODELO DE CLASIFICACION DE UNA Via

MODELO:
T
Yij=p+n+&;, i=1..,15 j=1...,n; (N=) ny)
i=1
OBSERVACION:
e El modelo se dice de efectos fijos si 75,4 =1,... ,r, son pardmetros (constantes) desconocidos.

e Sin; =n Vi, el modelo se dice balanceado.
e Sin; # n para algin 4, el modelo se dice no balanceado.

e Asumiremos, en general, que E[E] = 0y E[EEY] = o%Iy, con & = (E11,... ,Em,)?, v para determinadas
cuestiones inferenciales que & ~ Ny (0,021y).

EcuaciONES NORMALES: .,
NN + Zi:l nm = Y.
zyY + niT; = }/’-i‘, i:]-w"ar

donde Y; =300 Vij,i=1,...,r,eY =3 >0,V

Estimacion en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos

FUNCIONES LINEALES ESTIMABLES: {p+ 7, ¢ = 1,...,7r} es una base del espacio de f.l.e. Ademds el estimador lineal
insesgado de minima varianza de p+7; esY; =Y, /n;, i=1,...,r

DEFINICION. En un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos, Yij = p+7,+&;j, i =1,...,r;
j=1,...,n; (N=>"_,n;), llamaremos contraste a una funcion ¢ =>_._, ¢;7; tal que >_._, ¢; = 0.

OBSERVACIONES:

e =3 "  ¢;7 esuna fle. siy sélo sies un contraste.

e Sit¢h=37_, ¢;mi es un contraste, entonces P = S1_, ¢;Y;, B[] =y Varlh] = oS0, 2 /n;
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Contraste de hipdtesis en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos

CONTRASTE DE LA HIPOTESIS Hy : 7y = ... =Ty

TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA DE UNA ViA (ANOVA DE 1 via)

Fuentes de variacién g.l. Suma de cuadrados Media Cuadratica F
Debida a la media 1 R(p) = NY?
Debida a 7 (ajustado) | r—1 Q=Y nY?— NY? MCT =Q/(r—1) | F =L
Error N—7r| Qo= > Y= nY? | MCE=Qo/(N —)
Total N Sy Z;l:l YZ

OBSERVACION:

e F~F(r—1,N —r\),siendo A= 53 37 ni(r, —7)% con 7 = = >0 ni7y

202
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Contraste de hipdtesis en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos fijos

COMPARACIONES MULTIPLES.
e METopo LSD DE FISHER.

TEOREMA 1. SeaYyj = p+7+&j, i=1,....r; j=1,...,n (N=>"_n;). Seap =3 7 un
contraste y i = > i, ¢;Y;. su estimador lineal insesgado de minima varianza. Entonces, se verifica:

Py edttan(N—r)s

siendo to o(N — 1) tal que si T ~t(N —1), P(T > tq/o(N — 1)) = /2.
e METODO DE BONFERRONI.

e METODO DE TUKEY.

DEFINICION. Sean Zi,...,Z, y U v.a. independientes con distribuciones: Z; ~ N(0,1), i =1,... ,k y
U ~ x%(n). Definimos la variable aleatoria

Zi — Zj
¢ = max ——.
i#j U/n

A la distribucion de probabilidad asociada a esta variable aleatoria la llamaremos distribucion del rango
(recorrido) estudentizado y la denotaremos por q(k,n).

TEOREMA 2. (Intervalos de confianza simultdineos de Tukey). Sea Yi; = p+ 7+ &j, i =1,...,r; j =
1,...,n. Entonces, se verifica:

P77 € =¥ £ aulrurn = 1), para todo 1 £) =1~

\/>
siendo qo(r,r(n — 1)) tal que si g ~ q(r,r(n—1)), P(q > go(r,r(n —1))) = a.
e METODO DE SCHEFFE.

TEOREMA 3. (Intervalos de confianza simultdneos de Scheffé). Sea YVij = p+ 1+ &;j, i = 1,...,7;
j=1,...,n; (N=3I_,n;). Entonces, se verifica:

T

T T 2 T
P Zcin € (ZCZY;) +6,|(r—1)Fs(r—1,N — r)Z%, para todo c; tal que Zci =0|=1-gq,
i=1 i=1

i=1 " i=1

siendo Fo(r —1,N —r) tal que si F ~ F(r —1,N —r), P(F > Fo(r—1,N —1)) = a.
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Diseno de bloques completamente aleatorizados.

EJEMPLO.

Supongamos que queremos comparar 7 catalizadores para el petréleo crudo. Una forma de disenar el experimento
es tomar al azar b barriles de petrdleo crudo, cada uno de ellos dividirlo en r partes y asignar un catalizador a
cada una de esas partes para cada barril. La asignacién de los catalizadores a las partes de cada barril la haremos
al azar, utilizdndose en cada barril los r catalizadores.

DEFINICION. Llamaremos diseno de bloques completamente aleatorizados a aquel en el que la asignacion de los
niveles del factor o factores, que pueden influir en la variable respuesta, a cada de las partes en que se divide cada blogque se
hace totalmente al azar. Ademds, dentro de cada bloque se aplicardn todos los niveles del factor o factores posibles.

MODELO:
Y;‘j:/,L-FTi—f—Oéj—‘rgij, i=1,...,m j=1,...,b,

donde j, 73, i =1,...,7, ya;, j =1,...,b son constantes desconocidas y &;;, © = 1,...,r; j=1,...,b, son variables
aleatorias incorreladas con media 0y Var|Ei;) =02, i=1,...,r; j=1,...,b.
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Diseno con dos factores completamente aleatorizado.

EJEMPLO.

El voltaje de salida méximo de un tipo particular de baterias se piensa que esta influido por el material utilizado
en la placa (tres posibles materiales) y la temperatura del lugar donde se instala la bateria (que puede ser 50,
65 u 80°F). Para contrastar este hecho se realizan cuatro replicaciones del experimento consistente en obtener el
voltaje de salida de las correspondientes baterias para cada combinacién posible de material y temperatura.

DEFINICION. Llamaremos experimento factorial a aquel en el que en cada replicacién del mismo se investigan todas
las combinaciones posibles de niveles de los factores, (por ejemplo, si el factor A tiene r niveles y el factor B tiene b niveles,

entonces cada replicacion contiene rb combinaciones de tratamientos).

Dos FACTORES = MODELO DE CLASIFICACION CRUZADA DE Dos Vias

Diseno con dos factores completamente aleatorizado: Modelo de efectos fijos.

Diseno con dos factores sin interaccién y una observacion por celda.

MODELO:
Yvij:/L-i-TZ'-i—Oéj—l-giﬁ i=1,...,7; j=1,....,b
OBSERVACION:
e El modelo se dice de efectos fijos si 7, ¢ = 1,...,r, vy o, j = 1,...,b, son pardmetros (constantes)
desconocidos.
e Asumiremos, en general, que E[£] = 0 y E[EE!Y] = 01,4, con € = (&11,-..,Ew), v para determinadas

cuestiones inferenciales que & ~ N,4(0,0%1,).

ECUACIONES NORMALES:

rbu + Yo, b+ 2221 ra; = Y.
by + bt; + 22:1 af =Y, i=1,...,r
oo+ YT+ ro =Y, Jj=1,...,b

donde Y;, =0 Vij,i=1,...,r, Y; =51 Vi, j=1,....beY. =Y 3" |V,

Estimacion en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso sin interaccion y una observacion por celda.

FUNCIONES LINEALES ESTIMABLES: Una base del espacio de f.l.e. viene dada por p+7;+a1,i=1,... .7 y pu+711 +ay,
j=1,...,b Ademds el estimador lineal insesgado de minima varianza de p+7; +aj es Y; +Y; =Y , siendo Y; =Y, /b,
Y, =Y,/r,i=1,...,r,j=1,...,beY =Y /rb

DEFINICION. En un modelo bifactorial de efectos fijos: Yi; = p+ 1 +a; + &y, i =1,...,r; j =1,...,b, llamaremos

. . . b b
contrastes a funciones del tipo ¢ = > ._, ¢;7; tal que Y ;_;¢; =0 69" = > j—1 Gy tal que Y3 cj =0.
OBSERVACIONES:
e Un contraste es una f.l.e.
e p=> " cm (Y= 25:1 cja;) es una fle. siy sélo si es un contraste.
e Siyy =3 am (Y = 2?21 cjo;) es un contraste, entonces ¢ = S1_ &V, E[)] = ¢ y Var[d] =

b

o2 2/ (=0 ¢V, Bl ) =4 y Var[d/] = 02X, ¢2/r)
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Contraste de hipétesis en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso sin interaccion y una observacién por celda.

CONTRASTE DE LAS HIPOTESIS Hy 711 =...=7. Y H,:a1 = ... =

TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA.

F. Variacién gl Suma de Cuadrados Media Cuadratica F EMC

Factor A r-1 5Ca=%,; (Vi —Y.)? MCTy =SCua/(r—1) | Fa=2CTa | 524 LS (r;—7)2
Y Vi MCT _

Factor B b-1 SCp =3, ,;(Y; =Y.)? MCTp = SCp/(b—1) | F = Jra | 0°+ 557 2 j(e; — a.)?

Error (r—1)(b—1) | SCE=3%, ;(Yij —Yi. =Y ; +Y.)? MCE = % o?

Total rb—1 SCT:ZM(Y%—Y.F

OBSERVACIONES:

o Fy~F(r—1,(r—1)(b—1),\;), siendo \; = % Yoy (m—7)% con T = %22:1 T;
o Fp~F(b—1,(r—1)(b—1),Aa), siendo Ao = 52 Y71 (e — @)%, con &, = £ Y7, a;

e Los procedimientos de comparaciones multiples dados en el caso de un factor son validos en esta situacion,
para 7; —T; Y O — Q.

Disefno con dos factores sin interaccién balanceado (con n observaciones por celda).

MODELO:
Yijp=p+7m+o; +&, t=1,...,r; j=1,...,b; k=1,...,n
OBSERVACION:
e Asumiremos, en general, que E[€] = 0y E[EEY] = 02,4, con € = (€111, ... ,Emwn)t, v para determinadas

cuestiones inferenciales que & ~ Ny, (0,02 Loy, ).
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Diseno con dos factores balanceado con interaccién.

DEFINICION. Un modelo de clasificacion cruzada de dos vias, Yijr = pij +Eiji, 1 =1,...,r, j=1,...,b, k=1,...,n,
se dice que es un modelo aditivo o sin interaccién si (pi; — pr;) — (i — i) =0, 6,k =1,...,r; j,l=1,...,b. En
otro caso el modelo se dice con interaccién o no aditivo.

MODELO:
}/ijk:/l,+7'i+aj+(7'0£)ij+gijk, iil,...7r; ]:1,,b, k‘:l,...,n
OBSERVACION:
e El modelo se dice de efectos fijossim,i=1,... 7, a5, j=1,...,by (ta)ij, i =1,...,r,j=1,...,b, son

pardmetros (constantes) desconocidos.

e Asumiremos, en general, que E[€] = 0y E[EEY] = 0% L,pn, con € = (€111, ... ,Emn)t, v para determinadas
cuestiones inferenciales que & ~ Ny (0,02 Lopy, ).

e El modelo anterior puede escribirse:

Yije = p* + 77 + o+ (ta)i; + iy, i=1,...,1; j=1,...,b0; k=1,...,n,

siendo p* =p+7 +a + (ta) ;7 =7 —-7 + (ta), —(ta0) ,i=1...,15
i

j=1...b (r)f; = (ra)iy — (ta); — (1) ; + (Ta) , i

a. =3 05/b (ta); =3 :(1a)i/b, (Ta) ; = 3, (Ta)i; /Ty (T
Se verifica que p* =37, . E[Yii]/rbny 32,77 =2, af =

PROPOSICION. (ra)f;=0,i=1,...,7,5=1,...,bsiysolo si (wij— ;) —(pa—pr) = 0,4,k =1,... ;r;j,l=1,...,b;
siendo p; = p+ 7+ o+ (ta), i =1,...,r, 5 =1,...,b.

EcuacioONES NORMALES:

b 7 b
Zjb:l rno;  + Zi:1b2j:1 n(ra); =
rno; + Yoig (T
na; + n(ra);; =

rbnp + i, bt
bnp  + bnr;

g 4+ Yo nT
ny  + nr;

++ + +

donde }/1] == Z’Zzlnjkv 1= 17 s Ty ] = 17 7ba 5/1 = 22:122:1)/7:%, 1= 17 Ty Yj = ZZ:lZ;:lifijk; .7 = 1a 7ba
n r b
eY. =) 12 in Zj:l Yijk

Estimacion en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso con interaccion y n observaciones por celda.

FUNCIONES LINEALES ESTIMABLES: Una base del espacio de f.l.e. viene dada por 1;j = p+7;+o;+ (1705, i=1,... 7,
j=1,...,b Ademds el estimador lineal insesgado de minima varianza de ;; es Y;; , siendo Y;; = Yi; /n, i =1...,r,
j=1...,0b.

OBSERVACION:

e Las funciones 7/, i = 1...,r, o}, j = 1...,b, ¥y (Ta)jjli =1...,r,j=1... b,ison f.le., siendo sus

)
estimadores lineales insesgados de minima varianza: 7 =Y; —-Y ,i=1...,r, d;f =Y;-Y ,j=1...,b,

XGE); :}_Qj, -Y: —Yj, +Y ,i=1...,r,j=1....,b; con }7” =Y /n, Y, =Y, /bn, YJ =Y, /rne

Y. =Y /rbn,i=1...,r,j=1...,b.
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Contraste de hipétesis en un modelo bifactorial completamente aleatorizado y de efectos fijos.
Caso con interaccién y n observaciones por celda.
CONTRASTE DE LA HIPOTESIS Hy : (1a)f; =0, i=1...,r, j=1...,b.
TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA.
F. Variacién gl Suma de Cuadrados Media Cuadrética F EMC
- > = > > sc MCT,
Interaccién (r=1(b=1) | SCr=3%, ;Y. =Y. —Y; +Y.)? | MCT; = t=na=n | F1 = Jice o2+ ECE DI (Ta)sz
Error rb(n —1) SCE =3 i, (Yijk — Yii)? MCE = % a?
Total rbn — 1 SCr =32, 5 1 (Yije — Y. )?
OBSERVACIONES:

o Fy~ F((r—1)(b—1),7b(n — 1), Ara)), siendo Ara) = 3% Soi_y S5y (Ta)};”.

e Desde un punto de vista préactico para estudiar el modelo bifactorial:
Yijk =p+7+a;+(ta)iy+ &k, i=1,...,r j=1,...,b; k=1,...
el primer contraste de hipdtesis que debemos realizar es
Hy:(ra);; =0, i=1...,r, j=1...,b
Si concluimos que no hay interaccién, entonces debemos ajustar un modelo aditivo
Yijp=p+mn+a; +&k, i=1,...,m j=1,...,b; k=1,...

Si probamos la existencia de interaccién entre ambos factores, entonces el efecto del factor A en la respuesta
depende del nivel del factor B en el que nos encontremos, y viceversa. Asi, parece 16gico que fijemos cada

nivel del factor B (A) y estudiemos el efecto del factor A (B) en la respuesta, por ejemplo mediante un
procedimiento de comparaciones multiples.
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Familia Exponencial de Distribuciones

Sea © un intervalo de R, y sea {fp: 6 € O} una familia de funciones de densidad (o funciones masa de probabilidad)
definidas sobre R™. Supondremos que el conjunto {z € R™: fy(z) > 0} es independiente de 6.

DEFINICION: Si ezisten funciones reales Q(6) y D(0) sobre © y funciones reales medibles T(x1,... ,Ty) y S(x1,... ,Tn)
sobre R™ tales que:

folx, ... yxn) =exp{Q(O) T (x1, ... ,xn) + D(O) + S(x1,... ,2,)},

entonces diremos que la familia {fg: 6 € O} es una familia exponencial uniparamétrica.

OBSERVACION:

1. Sean Xi,...,X,, vectores aleatorios n-dimensionales i.i.d. con funciones de densidad (o funciones masa de proba-
bilidad) fg(y1,...,yn) pertenecientes a una familia exponencial uniparamétrica. Entonces el vector aleatorio X =
(X1,...,X;)" tiene una distribucién conjunta con funcién de densidad (o funcién masa de probabilidad) perteneciente
a una familia exponencial uniparamétrica.

2. Para el caso n =1, si T(z) = = diremos que la familia viene expresada en forma canénica.
3. A Q(0) a veces se le llama pardmetro natural de la familia.

4. Para el caso n = 1, se verifica que:

ET(X)] = =D'(6)/Q'(9)
Var[T(X)] = [Q"(6)D'(9) - D"(0)Q'(0))/[Q'(0))°

Sea © un intervalo k-dimensional de R¥, y sea {fy: § € ©} una familia de funciones de densidad (o funciones masa de
probabilidad) definidas sobre R™. Supondremos que el conjunto {x € R™: fy(z) > 0} es independiente de 6.

DEFINICION: Si existen funciones reales Q1(6), Q2(0), . .. , Qx(6) y D(8) sobre © y funciones reales medibles Ty (1, . .. ,xn),
To(x1, . s Zn)sey Th(X1, .oy 20) y S(z1, ... ,xp,) sobre R™ tales que:
k
fo(@1,... @) = exp {ZQZ-(H)TZ-(xl,... ,xpn) + D) + S(x1, ... ,xn)} :
i=1

entonces diremos que la familia {fg: 6 € O} es una familia exponencial k-paramétrica.



Tema 5. Modelos Lineales Generalizados: Modelo Lineal Generalizado.

22
Modelo Lineal Generalizado
DEFINICION (NELDER AND WEDDERBURN (1972)): Sea Y = (Y1,...,Y,)" un vector aleatorio n-dimensional, X una
matrizn X p (p < n) de constantes conocidas:
x
X = : ,
a,
g: R — R una funcidn mondtona y derivable (llamada funcion de enlace 6 link function) y B = (Bi1,...,By)" un vector de
pardmetros desconocidos. Diremos que Y satisface un modelo lineal generalizado si

1Y,

., Y, son v.a. independientes con funciones de densidad (o funciones masa de probabilidad) pertenecientes a una
familia exponencial uniparamétrica expresada en forma candnica, i.e.

fo.(y) = exp{Q(0:)y + D(0;) + S(v)}, vyeR; i = 1.

,n.

2. g(ElYi]) =2!8,i=1,... ,n.

OBSERVACION: Si definimos G: R" — R" (z1,...,2,)" — G(z1,... ,2,) = (g(z1),...,9(z,)), entonces la segunda
condicién se puede escribir:
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Modelo Lineal Generalizado

EJEMPLOS:
1. Modelo lineal normal.

2. Tendencia de la mortalidad: Para poblaciones grandes la probabilidad de que un individuo elegido al azar muera de
una enfermedad dada en un instante determinado es pequena. Si suponemos que la muerte de diferentes individuos son
sucesos independientes, entonces el nimero de muertos, Y, durante un periodo de tiempo fijo puede ser modelizado
por una distribuciéon de Poisson

AeA
f)\(y):T y:0717
siendo A el nimero medio de muertos por periodo de tiempo.
La tendencia de la mortalidad puede ser modelizada tomando v.a. independientes Y7,...,Y, que sean el niimero de
muertes ocurridas en intervalos de tiempos sucesivos numerados por i =1,... ,n. Sea \; = E[Y;], i =1,... ,n.

El nimero de muertes por Sida en Australia en periodos de tres meses entre 1983 y 1986 aparecen en la siguiente tabla
y el siguiente grafico:

w1 0 1 2 3 1 4 9

? 8§ 9 10 11 12 13 14
yi | 18 23 31 20 25 37 45

40

Numero de muertes por Sida
20
!
o
o]

10
|

T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14

Periodos de 3 meses: Ene-Mar 1983 a Abr-Jun 1986

Claramente el nimero de muertos crece con i. Para estos datos un modelo posible es el basado en la distribucién de
Poisson con \; = %, donde 6 es un pardmetro a ser estimado. Este modelo puede ser descrito como un modelo lineal
generalizado en el cual la funcién de enlace es g(\;) = log \; = @logi y por tanto x! = (logi), i =1,... ,n,y 8= ().
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Estimaciéon en Modelos Lineales Generalizados

Consideremos un modelo lineal generalizado como el dado en la definicién y utilicemos el método de maxima verosimilitud
para estimar el vector de pardmetros 3. Asi la log-verosimilitud sera:

n

(0;9) = yiQ:) + Y _D(0:) + > Sw:)  0=(01,...,60)", y=(y1,.. ,yn)"
i=1 =1

i=1

donde y; = E[Y;] = —=D'(0;)/Q(6:) y ni = g(pi) = =i, i =1,... ,n.
Una propiedad de la familia exponencial de distribuciones es que satisface suficientes condiciones de regularidad para
asegurar que el maximo global de la funcién de log-verosimilitud se obtiene de manera tinica como solucién de las ecuaciones

or

2 ="
o equivalentemente

2_,

a3

Se prueba que para j =1,...,p

_ ot _ Zn: (yi — pi)wij Opa
VarlY;] O

donde z;; es el j-ésimo elemento de z.
En general las ecuaciones U; = 0, 7 = 1,...,p son no lineales y tienen que ser resueltas por métodos numéricos. Si
utilizamos el Método de Newton-Raphson la m-ésima aproximacién viene dada por

o2¢ \ !
pm) — plm=1) _ (> [m=1)
9B;0Bk ) gpm-1)

donde U(M~Y = (Uns ... 7Up)tﬁ:b(mfl) :
Un procedimiento alternativo, a veces mds sencillo que el método de Newton-Raphson, es el método de tanteo (method

. . 0 2 . 8%¢ 9%
of scoring), consistente en reemplazar en la ecuacién anterior a3,08; Por E| 3B, Bﬁk]'

Para obtener la distribuciéon asociada al estimador maximo verosimil de (3, B, juegan un papel muy importante las
cantidades Uj, j = 1,... ,p. Para modelos lineales generalizados se verifica que E[U;] =0, j =1,... ,p. Ademds denotaremos
su matriz de covarianzas por Z = E[UU"], siendo U = (Uy, ... ,U,)". Supondremos que Z es no singular.

Se prueba que, asintéticamente, U ~ N,(0,Z) y por tanto U!Z~'U ~ x?(p). A partir de estos resultados se demuestra
que, asintoticamente,: X

B~ Np(B,ZI71)
y por tanto A .
(8= B)Z(6 - B) ~ x*(p)

Al estadistico (3 — 8)!Z(3 — f3) se le suele llamar estadistico de Wald.

OBSERVACIONES:

1. Para modelos lineales normales los resultados anteriores son exactos.

2. 7 dependera en general de 3 con lo cual, en aplicaciones précticas, la consideraremos evaluada en f3.

3. El resultado anterior nos permite obtener intervalos de confianza aproximados para 3;, 1 =1,...,p.

SiZ! = (vij)ij=1... p, entonces Bl + 24/24/vii es un intervalo de confianza aproximado al nivel 1 —a para el pardmetro
i, siendo 2,2 un valor tal que si Z ~ N (0, 1), entonces P(Z > zq/2) = /2.
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Contraste de Hipdtesis en Modelos Lineales Generalizados

BONDAD DE AJUSTE. Valoracién de lo adecuado que es un modelo para describir un conjunto de datos.

Método: comparar la verosimilitud del modelo propuesto con la verosimilitud del modelo maximal o saturado, siendo
éste el que tiene la misma distribucion y funcién de enlace que el modelo de interés, y ademads el nimero de parametros es
igual al total de observaciones (se considera que este modelo proporciona una descripcién completa de los datos, al menos
para la distribucién considerada).

Estadistico de la razén de verosimilitud generalizado:

L(B;y)

IOg)‘ = é(ﬁmamy) - E(va)

Criterio: valores grandes de log A indican que el modelo propuesto proporciona una pobre descripcién de los datos.

Distribucién muestral de log A: se verifica que asintéticamente 2(5(3; y) —€(B;y)) ~ x%(p), (Bespx1).

e Deviance (Nelder and Wedderburn (1972)): D = 2log A = 2(¢(Bpmaz; y) — L(B; )
D= 2((£(Bmaa:§ Y) — L(Bmaz; y)) — (é(ﬁ: y) —L(B;y) + (U(Bmaz; y) — £(B;9)))

Si el modelo propuesto es adecuado, entonces D ~ x%(n — p) (asintéticamente).

TEST DE HIPOTESIS SOBRE f3.

Hy @ B=p (Bo=Bi,--..B)"
Hl : ﬁ:ﬂl (61:(ﬂ1a"'3/6p)t; q<p<n)

Método:
e Cada hipdtesis indica un modelo.

e Los modelos a ser comparados deben tener la misma distribucién y funciéon de enlace, diferenciandose exclusivamente
en el niimero de parametros.

e Se comparan los estadisticos de bondad de ajuste para ambos modelo:

— Dy: deviance asociada al modelo dado en Hy. D;: deviance asociada al modelo dado en H;.
— AD = Do — Dy = 2({(B1;y) — £(Bo: y))-

— Si los dos modelos (Hy y Hi) describen bien los datos, entonces, asintéticamente, Dy ~ x?(n—q) y D1 ~ x*(n—p).
Bajo ciertas condiciones de independencia, de lo anterior se obtiene que, asintticamente, AD ~ x2(p — q).
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Estimacion y Contraste de Hipotesis en Modelos Lineales Generalizados

EJEMPLO. Se pretende modelizar, para enfermos de Leucemia, la relacion existente entre el nimero de semanas transcur-
ridas hasta la muerte de un paciente desde su diagnéstico y el log;, del nimero inicial de leucocitos que presentaba. Para
ello se han tomado 17 pacientes con Leucemia, cuyos datos estan en la siguiente tabla:

z; | 3.36 2.88 3.63 3.41 3.78 4.02 4 423 373 3.85
Yi 65 156 100 134 16 108 121 4 39 143

z; | 3.97 4.51 4.54 5 5 4.72 5
Yi 96 26 22 1 1 5 65

MODELO.

e La distribucién exponencial es utilizada habitualmente para describir tiempos de supervivencia:
Y ~ Exp(0;),  fo,(yi) = ;exp{—yi6;i}, i=1,...,n.

e Una posible especificacién para E[Y] es E[Y;] = exp{f1 + fazi}, i = 1,... ,n, que asegura que E[Y] es no negativa
para todos los valores de los pardmetros y todos los valores de . En este caso la funcién de enlace es g(x) = log(z).

RESULTADOS.

e Estimacion de 8

> regr<-glm(y~x,family=Gamma(link="1log"))
> summary(regr)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept)  8.4766 1.6003 5.297 8.96e-05 *x*x
X -1.1091 0.3865 -2.870 0.0117 *

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*’ 0.056 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

Null deviance: 26.282 on 16 degrees of freedom
Residual deviance: 19.457 on 15 degrees of freedom

By = 8.4766, 3y = —1.1091
— (1 € 8.4766 + 1.96 x 1.6003 = [5.34, 11.61] con una confianza del 95%.
— (2 € —1.1091 £ 1.96 * 0.3865 = [—1.87, —0.35] con una confianza del 95%.
e Adecuacién del modelo: D = 19.457 (15 g.l.), p = 0.1938.
e Contraste Hy: o =0vs. Hy : B2 #0

> regri<-glm(y~1,family=Gamma(link="1log"))
> anova(regrl,regr,test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: y 7 1
Model 2: y ~ x
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chil)
1 16 26.2821
15 19.4565 1 6.8256 0.0069
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Diseno completamente aleatorizado: Modelo de efectos aleatorios.
EJEMPLO.

Una compania textil produce un tipo de fibra en un gran nimero de telares. La compania quiere que los telares
sean homogéneos, de manera que se obtenga de ellos una fibra de resistencia uniforme. El ingeniero que controla
el proceso de produccion sospecha que, ademas de la variaciéon de resistencias dentro de muestras producidas por
el mismo telar, también puede haber variaciones significativas entre los telares. Para investigar esto se seleccionan
4 telares aleatoriamente y se toman 6 determinaciones de dureza para la fibra manufacturada por cada telar. El
experimento se realiza en orden aleatorio. La pregunta que se pretende contestar es si difieren significativamente
los telares de la compania.

MODELO:
K
Y;j:/l'i_’ri"'gija izl,...,T; ]:1,,711 (N:an);
i=1
donde 1 es una constante desconocida y 7; y €5, i =1,...,1; j=1,...,n, son variables aleatorias.
OBSERVACIONES:
e El modelo se dice de efectos aleatorios pues 7;, i = 1,... ,r, son variables aleatorias.

e Asumiremos, en general, que:
1. B[] =0y E[EEY = 0?Iy, con & = (E11,--- , &, )t
2. E[r]=0y E[rtY] = 0%I,,con 7 = (11,... ,7)!
3. Lasvaa. 1; y &5, =1,...,r; j=1,...,n; son incorreladas.
Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, ademas, que:
1. &~ Nn(0,0%1y).
2. 7~ N.(0,021,).
o Var[V;j] = 02 + 0% Vi,j. A las varianzas o2 y o2 se las llama componentes de la varianza. Asi el modelo
general también se conoce como modelo de las componentes de la varianza.
e Sin; =n Vi, el modelo se dice balanceado.

e Si n; # n para algtn 7, el modelo se dice no balanceado.

PROPOSICION 1. Sea Yij = p+7+&;,i=1,....r;j=1,...,n; (N =>"_,n;), donde E[] =0 y E[EE"] = o?IN,
s,y g =1,...

con & = (E1y. . Emn, )t Elr] =0 y Elr7Y] = 021, con 7 = (11,... ,7)'; ylas v.a. 73 y Eij, i =1
son incorreladas. Se verifica que Cov[Y;;, Y] =0sii #k y

st jFI

CO'U[Y;'jv}/'-il] = { 4 0.2 S0 ] =1

y TV
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Inferencia en un modelo con un factor, completamente aleatorizado y de efectos aleatorios

LEMA. Sean Zi,... ,Z variables aleatorias incorreladas de media p y varianza o?. Entonces se verifica que:

k
E > (Zi-2)°| = (k—1)o”.

PROPOSICION 2. Sea Vij = pu+7+&;j,i=1,....r;j=1,...,n; (N =>"_,n;), donde E[] =0 y E[EE"| = o?IN,
con & = (E11y. . )t Elr] =0y Elr7t] = 021, con 7 = (11,..., 7)) ylasva. 71y &y, i=1,...,r5 j=1,...,n
son incorreladas. Sean

MCE = N1r22<ﬂj*ﬁ~>2 y MOT= ril WAL

i=1 j=1 i=1 j=1
Entonces se verifica:

1. E]MCE] = o2.

2. Si el modelo es balanceado con n; =n, i =1,...,r, entonces E[MCT] = 0% + koo?2, siendo ko = n.

OBSERVACIONES:

2 i 2
e Si el modelo es no balanceado, entonces ky = %(> 0), siendo N =37 n,.

e El resultado anterior nos indica que MCE sigue siendo en esta situacién un estimador insesgado de o2.
Ademés nos permite obtener un estimador insesgado de o2

1 o _ 1 " _ 1
&E: Tflzz(yi_y')Z_N',szz(yij_Yi')2 ]4;70

i=1 j=1 i=1 j=1

e En el caso balanceado estos estimadores tienen propiedades 6ptimas.

LEMA. Sea Z = (Zv,...,Zn)" ~ Ny(p,021,). Sea U= 53" (Z; — Z)*. Entonces U ~ x*(n — 1)

PROPOSICION 3. Sea Yij = p+7i+&j, i =1,...,r; 5 =1,...,n, donde & ~ Nyp(0,0%1,,), con € = (E11,... ,Emn)l;
7 ~ N.(0,021,), con 7 = (71,...,7)"; ylas v.a. 7 y &y, i =1,...,7; j = 1,...,n son independientes. Entonces se
verifica:

L 5 S (Yig = Yi)2 ~ x(r(n —1)).
2. m Sim 2 (Y =Y )2 ~ P (r = 1).

3. Los estadisticos anteriores son independientes.

OBSERVACION:

e Para el modelo balanceado, del resultado anterior se deduce que

o? MCT

F: _—_——_—~
o2+ no2 MCE

F(r—1,r(n—1))

e Para el modelo balanceado, podemos realizar el contraste de hipotesis:

H0:O'72_=O V8. H1:03>0
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TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA DE UNA VIA: EFECTOS ALEATORIOS

Fuentes de variacion g.l. Suma de cuadrados Media Cuadrdtica EMC F
Debida a la media 1 NY?

Entre tratamientos r—1 7Y ?:1(371 - Y)Q MCT = ﬁ Dois 7:1(371 - Y)Z o’ +no? | F= %gg
Dentro tratamientos | r(n — 1) iz 2 g1 (Yij — Y:)? | MCE = ﬁ Y i (Ve — Yi.)? o?

Total ™ Z::l Z?:1 Yi?’
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Diseno con dos factores completamente aleatorizado: Modelo de efectos aleatorios.

Diseno con dos factores sin interaccién y n observaciones por celda.

MODELO:
Yie=p+m+ao;+&, i=1,...,r; j=1,...,b k=1,...,n,
donde p es una constante desconocida y 7;, a; y Eiji, 0 =1,...,7, j=1,...,b, k=1,... ,n, son variables aleatorias.
OBSERVACIONES:
o El modelo se dice de efectos aleatorios pues 7, i =1,...,7, y oy, j=1,...,b son variables aleatorias.

o Asumiremos, en general, que:
1. E[€] =0 y E[EEY = 02 Lpn, con € = (E111,- -+ Ertn )t
2. E[r] =0y E[rr!]| = 021, con 7= (11,... ,7)"
3. E[a] =0 y Elaat] = 021}, con a = (ai,... ,ap)
4. Lasv.a. 7, aj y &, 1=1,...,r,j=1,...,b, k=1,... ,n son incorreladas.
Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, ademds, que:
1. £~ Nrbn(0702Irbn)-
2. 7~ N.(0,021,).
3. an~ Nb(O, O’i[b).
o Var[Yiji] = 02 +02 + 0% Vi, j, k. A las varianzas o2

2 02 yo? se las llama componentes de la varianza. As{
el modelo general también se conoce como modelo de las componentes de la varianza.

CONTRASTE DE LAS HIPOTESIS Hy:02=0 ws. Hy:02>0Y H,:02=0 ws. H|:02>0

TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA.

F. Variacion g.l Suma de Cuadrados Media Cuadrdtica F EMC

Factor A r-1 SCy :Zz‘,j,k(_i~- -Y.)2 MCTa =8SCu/(r—1) | Fa= A]{;%% a2 + bno?

Factor B b-1 SCp :Z”,C(Y] -Y.)? MCTg =SCg/(b—1) | Fg = A]@%Tég o? +rno

Error (r—1)(b—-1) SC’E:ZLjyk(YiJV -V —Y,; +V.)? MCE = % a?
OBSERVACIONES:

e Si Hy es cierto, entonces Fa ~ F(r —1,(r —1)(b—1)).
e Si Hj es cierto, entonces Fg ~ F(b—1,(r—1)(b—1)).
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Diseno con dos factores completamente aleatorizado: Modelo de efectos aleatorios.

Diseno con dos factores con interacciéon y n observaciones por celda.

MODELO:
}ij:u+7i+aj+(7a)ij+€ijk, i:1,...,T; ]:1,,b k:L...,n,
donde p es una constante desconocida y 7;, aj, (T0)i; ¥ Eiji, i =1,...,7,j=1,...,b,k=1,... ,n, son variables aleatorias.
OBSERVACIONES:
e El modelo se dice de efectos aleatorios pues 7, a; y (ta);j, @ = 1,...,r, j = 1,...,b, son variables
aleatorias.
o Asumiremos, en general, que:
1. E[€] =0 y E[EEY = 02 Lpn, con € = (E111y- -+ 5 Erbn )t
2. E[r] =0y E[rr'] = 02I,, con 7 = (11,... ,7)"
3. E[a] =0 y Elaa?] = 021, con a = (aq, ... ,ap)
4. E[(ta)] =0 y E[(ta)(ra)!] = 02, L4, con (ta) = ((Ta)11,- .., (Ta)p)"
5. Las v.a. 1;, o, (10)ij yEij, 1=1,...,r, j=1,...,b, k=1,... ,n son incorreladas.

Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, ademds, que:
1. S ~ Nrbn(O,O'QIrlm),
2. 7~ N.(0,021,).
3. an~ Nb(O, O’i]b).
4. (70) ~ Nip(0, 02, Ip0).
o Var[Yiji] = 024 02 + 02, + 0% Vi, j, k. A las varianzas 02, 02, o2, y 0 se las llama componentes de la
varianza. Asi el modelo general también se conoce como modelo de las componentes de la varianza.

CONTRASTE DE LAS HIPOTESIS:

1. Hy:02=0 ws. Hj:02>0.
2. Hy:02=0 wvs. Hj:02>0.
3. H/ :0%2,=0 ws. H{:02,>0.

TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA.

F. Variacion g.l. Suma de Cuadrados Media Cuadrdtica F EMC

Factor A r-1 SCx =Zi’j’k(?i“ —Y. )2 MCTy =SCa/(r—1) Fa= %g?;‘ o2 +no2, + bno?

Factor B b-1 SCp :Z”k(?] -Y.)? MCTg =SCg/(b—1) | Fp= %g?‘? 0% +no2, +rno?
- o = = = sc MCT,

Interaccion (r=10b-1) | SCr=3, ;Y. —Yi. =Y +Y.)2 MCTr = WM Fr = Srem o? +no2,

Error rb(n —1) SCE =%, ; ,(Yijk — Yi;)? MCE = SCE/rb(n — 1) a?

OBSERVACIONES:

e Si Hy es cierto, entonces Fy ~ F(r —1,(r —1)(b—1)).
e Si H| es cierto, entonces Fg ~ F(b—1,(r—1)(b—1)).
e Si H{ es cierto, entonces Fy ~ F((r —1)(b—1),7b(n — 1)).
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Diseno con dos factores completamente aleatorizado: Modelo Mixto.

Diseno con dos factores con interacciéon y n observaciones por celda.

MODELO:
}ij:u+7i+aj+(7a)ij+€ijk, i:1,...,T; ]:1,,b k:L ,n,
donde p y 7, i = 1,...,r, son constantes desconocidas y o, (7a)i; v Eiji, ¢ = 1,...,r, j =1,...,b, k =1,...,n, son
variables aleatorias.
OBSERVACIONES:
e El modelo se dice de mixto pues 7;, i = 1,...,r, son pardmetros y a; y (Ta)s5, i =1,...,7, j=1,...,b,
son variables aleatorias.
e Asumiremos, en general, que:
1. E[€] =0 y E[EEY = 0L, con € = (E111y- -+ 5 Erbn )t
T
2. Zi:l Ti — 0.
3. Ela) =0 y Elaa!] = 021, con a = (aq,. ..
4. El(tra)ij] =0, Var[(ta);] = 02,(r = 1)/r, Cov[(Ta)ij, (Ta)kj] = —02,/r (supondremos >, (Ta)i; =0,
j=1...,b) y Cov[(Ta)j, (Ta)ky] =0, j # 5"
5. Las v.a. oy, (Ta)ij y Eijr, t=1,...,7,j=1,...,b, k=1,... ,n son incorreladas.
Para determinadas cuestiones inferenciales supondremos, ademds, que:
1. g ~ Nrbn<0a0'2[rbn)-
2. o~ Nb(O, O'i]b).
-1 . .
3. (ta)ij ~N(0,=202,),i=1,...,r,j=1,...
CONTRASTE DE LAS HIPOTESIS:
1. Hy:mm=...=7.=0.
2. Hy:02=0 ws. Hj:02>0.
3. H/ :0%2,=0 ws. H{:02,6>0.
TABLA DE ANALISIS DE LA VARIANZA.
F. Variacion g.l Suma de Cuadrados Media Cuadrdtica F EMC
Factor A r-1 SCp = Z”k(fﬁ -¥.)2 MCTs =SCa/(r—1) | Fau ]ngg‘;‘ o2 +no2, + Tb_"l >, T2
Factor B b-1 SCp ZZ”;@(YJ -¥.)? MCTp =5SCg/(b—1) | Fp ]%I%QE o2 +rno
Interaccion (r—1)(b—-1) | SCr= Z”k(?” -Y — }_/j + }7)2 MCTr = % Fr %%g o2 + ’rw?_a
Error rb(n — 1) SCE =3, 1, (Yijk — Yii)? MCE = SCE/rb(n — 1) a?
OBSERVACIONES:

e Si Hy es cierto, entonces Fy ~ F(r —1,(r —1)(b—1)).

e Si H| es cierto, entonces Fg ~ F(b—1,rb(n — 1)).

e Si HY es cierto, entonces Fr ~ F((r —1)(b—1),rb(n — 1)).




