Temal. Modelo Lineal General.

1. Si X = (X1, X9, X3, X4)! tiene distribucién normal con vector de medias u = (2,1, —1,—3)! y matriz de covari-
anzas

= o= N O
O W =
N O ==

Halla:
a) La distribucién marginal de los vectores (Xs, X1, X3)! v (X1, X4)t.
b) La distribucién condicional de (X1, X4)! dado Xo = z9, X3 = 3.
c¢) La distribucién de Z = 2X; — 6X3 + 4X4 y la del vector (77, Z)! siendo Z; = X1 — 3X4 +4Xo y Zo =
X3+ 2X5 — X1 +2X,.

2. Un vector aleatorio (X,Y)! tiene funcién de densidad conjunta

B 1 B 1 :L'—,ux2_ (:L'—[L;E)(y—/ly) Y~ Hy ?
f(x,y)—o_xayﬂ(%)eXp{ 2(1— p?) [( Ox > 2 O oy +( ay )]}

Demuestra que (X,Y)! sigue una distribucién normal bidimensional. Halla su vector de medias y su matriz de
covarianzas. ;Qué representa el parametro p?

3. En las condiciones del problema anterior, prueba que si y; = p, = 0 entonces Cov(X?2,Y?) = 2(Cov(X,Y))?.
4. a) SeaY ~ N,(0,V). Prueba que los momentos de orden 3 de Y son nulos.
b) Sea X ~ N(0,0?). Prueba que E[X*] = 3(c%)2.

Indicacién: Utiliza en ambos casos la funcién generatriz de momentos. En el apartado a), podemos suponer que
Y es tridimensional. Los momentos de orden 3 seran de la forma E[Y3], E[Y;?Y;] o bien E[Y;Y;Y}].

5. Halla la media y varianza de una distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad y coeficiente de descentral-
izacion p*.

6. Dado un vector aleatorio n dimensional Y y la matriz simétrica A, la variable aleatoria Y'AY serd denominada
forma cuadrética asociada a Y. Los siguientes resultados nos relacionan la distribucién y los momentos de Y AY
con los de Y. Supongamos que Y tiene vector de medias mu y matriz de covarianzas V. Entonces se verifica:

a) E[Y'AY] = tr(AV) + ' Ap
Si ademds Y ~ Ny (u, V'), entonces
b) Var[YtAY] = 2tr((AV)?) + 4ut AV Ap.
c) Cov[Y,YtAY] =2V Ap.
7. Sean Q1 ~ x%(n1), Q2 ~ x%(n2) con ny > na y sea Q = Q1 — Q2 independiente de Q2. Prueba que Q ~ x%(n;—ngz).
(Indicacién: Utiliza la funcién generatriz de momentos)

8. Si Y es un vector aleatorio n dimensional con distribucién Ny, (u, V),con V no singular, prueba que Y!V 1Y tiene
distribucién x?(n, A), siendo A = 1ufV=1p.

9. Sea Y un vector aleatorio n dimensional con distribucién N, (0, I,,) y sea X una matriz de orden n x p (con n > p)
y rango p.



a) ¢Cual es la distribucién de Y!X (X! X)~tXY?
b) ;Y la distribucién de Y*(I,, — X (X' X)"1X*)Y?
c¢) Halla E[Y*(I, — X(X!'X)~'1X!)Y]
10. Sea X una matriz como en el problema anterior y sea Y un vector aleatorio n dimensional con distribucién
N,(Xp3,1,), donde (3 es un vector p x 1.
a) ;Cual es la distribucién de VX (X! X)~1X'Y = Q7
b) ;Y la distribucién de Y(I,, — X (X' X)"1 XY = Qy?

c) Prueba que @1 y @2 son independientes.

d) Halla la distribucién de u = n-p@
p Q2
11. Sea Y = (Y1,...,Y,)! un vector aleatorio n dimensional con distribucién N, (0,I,). Denotaremos por Y =

Tt Y
a) Halla la distribucién de Q = nY2.
b) Halla la distribucién de Q2 = > | (Y; — Y)2.

¢) Prueba que (01 y (2 son independientes.

)
)
)
d) (Qué distribucién relacionarias con Q1/Q2? Razona la respuesta.
12. Sean Y1, ...,Y,, variables aleatorias i.i.d. con distribucién comin N (u,o?).

a) ¢Satisface Y = (Y1,...,Y,)! un modelo lineal normal?, ;de rango completo o no completo?

b) Obtén las distribuciones de Y y (n — 1)5?/0?, siendo S? = (n — 1)71 Y1, (¥; — Y)?. Prueba que ambas

variables son independientes.

13. Sean X7,..., Xy, variables aleatorias i.i.d. con distribucién comin N(u1,0?) e Yi,...,Y,, variables aleatorias
i.i.d. con distribucién comiin N (us,0?). Ademés ambos conjuntos de variables aleatorias son independientes entre
si. Denotemos

ni no ni no
X=n'"Y"X;, Y=n'Y Y, Si=m-1)"Y (X;i-X)? S5=m-1)"") (vi-Y)
i=1 i=1 i=1 i=1
a) ¢Satisface Y = (X1,..., Xy, Y1,..., Yy, )! un modelo lineal normal?, ;de rango completo o no completo?

)

b) Obtén las distribucién de Q1/c?, siendo Q1 = n1 X2 + naY2.

¢) Obtén las distribucién de Q2/0?, siendo Qg = (ny — 1)5? + (ng — 1)53.
)

d) ;Qué distribucién relacionarias con Q1/Q2? Razona la respuesta.



Tema 2. Modelo lineal de rango completo.

1. Sea Y = X+ £ un modelo lineal donde Y = (Y1,...,Y,)' y € = (£1,...,&,) son variables aleatorias
n-dimensionales, X es una matriz de orden nxpy 8= (B1,...,3,)" € RP. Supondremos r(X) =p y que
E[€] =0y Cov[€] = 0%, es decir, se trata de un modelo lineal de rango completo basico. Denotaremos

por 3 = (ﬂl,...,/@p)t = (X'X)"'X'Y, al estimador de minimos cuadrados de 3. Si definimos los
valores predichos, predicciones o valores ajustados como Yy = ()A/'l7 .. .JAfn)t = XﬂA y los residuos como
e=(e1,...,ep) =Y =Y

a) Obtén E[Y], Cov]Y], Ele] y Covle].

b) Prueba que 31", Var[V;] = o2p.

c¢) Prueba que > | Yie; = 0.

)
)
)
d) Prueba que efe = Y'Y — 31Xt X3

2. Sea Y = X( + £ un modelo lineal bédsico de rango completo, r(X) = p, con la siguiente particién
Y = Xim1 + Xoye + &, donde 77 es un vector r X 1 y X7 una matriz n X r (r < p). Prueba que
41 = (XtX1)71X1Y no es un estimador insesgado de ;. ;Bajo qué condiciones serd insesgado?

3. (Diseno ortogonal) Consideremos un modelo lineal de rango completo Y = X3+ & como en el ejercicio
anterior. Partimos X en la forma X = (Xi,...,X,) = (W, X,),donde X;,...,X, son las columnas de
X.

a) Probar que
X' X| = |[W'W|(X.X, - X]W(W'W)T'TW'X,)

b) Deducir que
WEW | 1
|IXTX[ — XEX,

y como consecuencia, probar que Var[ﬁp] > 0%(X}X,)"! y se da la igualdad si y sélo si X/ X; =0
(j=1,...,p—1)

¢) Demuestra que ﬁAl, . ,Bp son incorrelados si y sélo si X7i,..., X, son ortogonales (i.e. X!X; =0,
para todo 4,5 =1,...,p, i # j)
4. Para estimar dos pardmetros 6 y ® se realizan observaciones de tres tipos:
a) las del primer tipo tienen de media 6.
b) las del segundo tipo tienen de media 6 + ®.
c) las del tercer tipo tienen de media 6 — 2P

Todas las observaciones estan sujetas a errores incorrelados de media 0 y varianza constante.

Si se efecttian m observaciones de tipo a), m observaciones de tipo b) y n observaciones de tipo c),
halla los estimadores de minimos cuadrados de 6 y ®. Prueba que dichos estimadores son incorrelados si
y s6lo si m = 2n.

5. (Intervalos de confianza simultidneos para (;: Método de Bonferroni) Sea Y = X3+ &, donde
X es una matriz n x p de rango p(< n) y € ~ N,(0,0%1,). Sean

Ai = |Bi = tayap) (n — D)V €162, B; + ta)op (n — p)V/ Ciiéﬂ i=1,...,p

donde t,(n—p) es el cuantil de orden 1—+ de una distribucién ¢t(n—p), B=(B,....0) = (X' X)Xy,
52 =Y - XP)NY — XB)/(n—p) y (X'X)~ = (¢ij)ij1,..p- Probar que

P(BeA x...xAp)>1—a.



6. (Region de confianza para ) Sea Y = X3+ &, donde X es una matriz n X p de rango p(< n) y
E ~ N, (0,02L,). Probar que

1=a=P((8-A)'X'X(3 - B) <p5*Falp.n— 1))
donde F,(p,n — p) es el cuantil de orden 1 — o de una distribucién F(p,n —p), f = (X! X)"1X'Y y
72 = (Y = Xp)'(Y = XP3)/(n —p).

7. Sea Y = X3+ £ un modelo lineal bésico de rango completo, 7(X) = p, e Y = Zv + £ una reparametri-
zacion suya, es decir Z = XU siendo U no singular. Expresa 4 en términos de (.

8. Sea Yi1,...,Y1,, una muestra aleatoria simple extraida de la poblacién N (p1, 02), e Ya1,...,Y2,, una
muestra aleatoria simple extraida de la poblacién N(ug,0?). Supongamos que ambas muestras son
independientes.

a) Obtén intervalos de confianza para p1, pe y u1 — ta.

b) Obtén la tabla de andlisis de la varianza para el test Hy : g1 = uo.

9. (Modelo de regresién lineal) Considera el siguiente modelo lineal de rango completo
Y: :ﬁ0+ﬁ1$i1+"'+ﬁp$ip+gi (i:L...,n)
a) Prueba que .7, e; = 0.

b) Prueba que si Y :=n~'Y " | Y; entonces

n

S TE=Y s Y )
=1 =1

=1

10. En el modelo del ejercicio anterior definimos el coeficiente de correlacion miltiple R como la correlacion
entre Y e Y, es decir,

>

=y
|
it
=
I
4
sl
"<>\

>

?) v

VRS
M=
=

|
=
Ms
sl
~pl

<
Il
-
-
Il
_

siendo ¥ = n~! S°F | V;. Probar que

%
I
it
sl
=
|
Q«f
gl
F<
|
3
=~

M=
B

|
=

N
Il
—

11. Sea V; = Bo + frxi + & (i =1,...,n), donde E[€] = 0 y Cov[€] = 02I,,. Encontrar los estimadores de
minimos cuadrados de By y (3. Probar que son incorrelados si y sélo si z = 0.

12. Consideramos el modelo lineal
Y; = Bra; + Babi + Bsc; + &5 i=1,...,n
siendo (a1, ...,a,)t, (by,...,by)t y (c1,...,c,)t linealmente independientes y € ~ N,,(0,0%1,,).
a) Escribir las ecuaciones normales del modelo.
b) Hallar intervalos de confianza al 95% para 3;, i =1,2,3y o2.

¢) Escribir la tabla de anélisis de la varianza para contrastar la hipétesis Hy : 81 = 83 = 0.



d) Escribir la tabla de anélisis de la varianza para contrastar la hipdtesis Hy : 281 — B2 = 53 — B2 = 0.

13. Hallar 31, (2, 33 y 62, asumiendo que los datos

y|1]5]0]4]4]-1
1 | 1] 2 3137 3
s |1 1|2[1]2] 3

[t

se ajustan al modelo de regresién lineal Y; = 81 + [2b; + Bsc; + &;. (Con estos datos, tenemos razones
suficientes para rechazar la hipdtesis del apartado ¢) del ejercicio anterior?

14. (Modelo de regresién polinémica) Consideramos el modelo lineal
Y = Bo+ biaj+ Box + -+ Bpal + & j=1,....,n, p+1<n

donde x; j =1,...,n son distintos & ~ N, (0,0%1,,)

a) Comprobar que se trata de un modelo lineal de rango completo y hallar las ecuaciones normales
para estimar f.

b) Escribir las tablas de andlisis de la varianza para contrastar la hipdtesis Hy : 8, = 0 en los modelos
correspondientes a p = 1 (regresién lineal), p = 2 (regresién por polinomios cuadraticos) y p = 3
(regresién por polinomios ciibicos).

c) En el caso p = 2, escribir la tabla de andlisis de la varianza para contrastar la hipétesis Hy :
Bo+ 201 — B2 =201 — B2 =0.
15. Se consideran los siguientes datos

1.6 [1.3/02]05]01]1.2
20[25[30[35[40]45

y |
x |

Supondremos que se ajustan a un modelo polinémico de grado 3 como el del ejercicio anterior.

0.5 | 3.0 |
1.0 [ 1.5 |

a) Estimar los valores de (3o, 31, 32, 33 y 0°.
b) Hallar intervalos de confianza al 95% para los pardmetros del apartado anterior.

¢) (Podemos aceptar la hipdtesis de que los datos se ajustan en realidad a un polinomio de grado 2?7



Tema 3. Modelo lineal de rango no completo.

1. Considera el modelo lineal de rango no completo
Y=XpB+€&

siendo X de orden n x py r(X) =k <py & ~ N(0,0%1,). Supén que ¥; = N3y ¥y = \,f3 son
funciones lineales estimables y que W1 y W2 son sus estimadores lineales insesgados de minima varianza.
Halla Cov(Wq, Us).

2. Para el modelo
le:M+TZ+5’L] ]:17777‘17 7’:172

a) Halla las ecuaciones normales y dos funciones estimables linealmente independientes.
b) Obtén los estimadores de las funciones del apartado a), su varianza y su covarianza.

¢) Reparametriza de modo adecuado el modelo anterior, para obtener un modelo lineal de rango
completo.

d) ;Es estimable la hipdtesis Hy : 71 = 727 En caso de respuesta afirmativa, construye la tabla de
analisis de la varianza.

3. Considera el modelo Y = X3 + £ que viene dado por las ecuaciones

yi= 5 + B + B3 4+ &

y2= B + B3 4+ &
Y3 = B2 + &3
ya= 261 — 3B + 283 + &

a) Halla las ecuaciones normales del modelo y dos funciones estimables.

b) Prueba que 1 + B3 — 203> también es estimable y halla su estimador lineal insesgado de minima
varianza.

c¢) Halla dos reparametrizaciones distintas del modelo y prueba que el estimador de 31 — 2 + (3 es el
mismo en ambas.

d) Calcula las varianzas de los estimadores de 51 + 83 — 2082 y 81 + 202 + (3 asi como la covarianza de
ambos estimadores.

e) Halla la tabla de andlisis de la varianza para contrastar la hipétesis Hy : §; = (3 si es que dicha
hipétesis es estimable.

4. Para el modelo
yij:,LL+Ti+5j+5ij t=1,...,n j=1,....m

prueba que Y 7" | a;d; es una funcién lineal estimable si y sélo si 7" a; = 0.

5. Supén que en un modelo como el del ejercicio anterior para n = 3 y m = 4, tenemos los siguientes
valores:

Y1 ‘ Y12 ‘ Y13 ‘ Y14 ‘ Y21 ‘ Y22 ‘ Y23 ‘ Y24 ‘ Y31 ‘ Y32 ‘ Y3
6.2 \ 2.0 \ 5.8 \ 6.3 \ 5.1 \ 5.3 \ 5.8 \ 5.4 \ 6.1 \ 6.2 \ 5

a) Contrasta la hipdtesis Hy : 71 = 7o = 73 a un nivel de significacién de 0.05.

b) Halla un intervalo de confianza al 95% para el pardmetro ¥ = 71 + 315 — 473.



6. En el modelo lineal de rango no completo, sean 51, B2, .., 5, (¢ < k) un subconjunto de los elementos
del vector de pardmetros 3. Sup6n que Z?zl ¢;3; es estimable para cada conjunto de constantes c¢; tales
que Y7, ¢; = 0. Prueba que la hipétesis Hy : 1 = (2 = -+ = 3, es una hipétesis estimable y halla la
tabla de andlisis de la varianza para contrastarla.

7. Sea b un vector de constantes tales que E[b'Y] = 0; llamaremos a b'Y un estimador insesgado de cero.
Prueba que un estimador insesgado de cero es incorrelado con el estimador lineal insesgado de minima
varianza de cualquier funcién estimable.

8. Sea Y = X3+ & un modelo lineal de rango no completo con r(X) = ky & ~ N,,(0,021,). Si B1 y (2 son
dos soluciones de las ecuaciones normales, prueba que (Y — X31)4(Y — X31) = (Y — X3)Y(Y — X(3a) v

ademads .
52 = — (V- XB)'(Y — X32)

es un estimador insesgado de o2.
9. En las condiciones del ejercicio anterior, prueba
8) (n—k)S2/0% ~ x2(n — k)
b) (8= B)(X'X)(B — B)/0® ~ x*(k)

¢) Ambas variables son independientes.





