XXVIL Vergleichende Betrachtungen iiber neuere
geometrische Forschungen.

[Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultét und den Senat der
k. Friedrich - Alexanders- Universitit zu Erlangen. Erlangen, A. Deichert. 1872.1).]

Unter den Leistungen der letzten fiinfzig Jahre auf dem Gebiete der
Geometrie nimmt die Ausbildung der projektivischen Geomeirie die erste
Stelle ein. Wenn es anfiinglich schien, als sollten die sogenannten metri-
schen Beziehungen ihrer Behandlung nicht zuginglich sein, da sie beim
Projizieren nicht ungeéindert bleiben, so hat man in neuerer Zeit gelernt,
auch sie vom projektivischen Standpunkte aufzufassen, so daBl nun die
projektivische Methode die gesamte Geometrie nmspannt. Die metrischen
Eigenschaften erscheinen in ihr nur nicht mehr als Eigenschaften der rdum-
lichen Dinge an sich, sondern als Beziehungen derselben zu einem Funda-
mentalgebilde, dem unendlich fernen Kugelkreise?).

Vergleicht man mit der so allmihlich gewonnenen Auffassungsweise
der riumlichen Dinge die Vorstellungen der gewdhnlichen (elementaren)
Geometrie, so entsteht die Frage nach einem allgemeinen Prinzipe, nach
welchem die beiden Methoden sich .ausbilden konnten. Diese Frage er-
scheint um so wichtiger, als sich neben die elementare und die projek-
tivische Geometrie, ob auch minder entwickelt, eine Reihe anderer Methoden
stellt, denen man dasselbe Recht selbstindiger Existenz zugestehen mufl.
Dahin gehoren die Geometrie der reziproken Radien, die Geometrie der
rationalen Umformungen usw., wie sie in der Folge noch erwihnt und
dargestellt werden sollen.

Wenn wir es im nachstehenden unternehmen, ein solches Prinzip auf-
zustellen, so entwickeln wir wohl keinen eigentlich neuen Gedanken, sondern
umgrenzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder bestimmt von
manchem gedacht worden ist. Aber es schien um so berechtigter, derartige

1) [Das Erlanger Programm wurde von mir im Jahre 1893 im Bd. 48 der Math.
Annalen sbgedruckt und damals von mir mit einer Reihe von Bemerkungen versehen,
die ich im folgenden der Mehrzahl nach ungeéindert iibernebme. Sie sind gleich den
anderen, nun erst hinzugefiigten in eckige Klammern eingeschlossen, denen aber zur
Unterscheidung immer die Jahreszahl 1893 hinzugefiigt ist. K.]

%) Vgl. Note I des Anhangs.
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zusammeniassende Betrachtungen zu publizieren, als die Geometrie, die
doch ihrem Stoffe nach einheitlich ist, bei der raschen Entwicklung, die
sie in der letzten Zeit genommen hat, nur zu sebr in eine Reihe von
beinahe getrennten Disziplinen zerfallen ist®), die sich ziemlich unabhingig
voneinander weiter bilden. Es lag dabei aber auch noch die besondere
Absicht vor, Methoden und Gesichtspunkte darzulegen, welche von Lie
und mir in neueren Arbeiten entwickelt wurden. Es haben unsere beider-
seitigen Arbeiten, auf wie verschiedenartige Gegenstinde sie sich auch be-
zogen, iibereinstimmend auf die hier dargelegte aligemeine Auffassungsweise
hingedringt, so daB es eine Art von Notwendigkeit war, auch einmal diese
zu erdrtern und von ihr aus die betreffenden Arbeiten nach Inhalt und
Tendenz zu charakterisieren.

War bisher nur von geometrischen Forschungen die Rede, so sollen
darunter mit verstanden sein die Untersuchungen iiber beliebig ausgedehnte
Mannigfaltigkeiten, die sich, unter Abstreifung des fiir die rein mathe-
matische Betrachtung unwesentlichen raumlichen Bildes*), aus der Geometrie
entwickelt haben®). Es gibt bei der Untersuchung von Mannigfaltigkeiten
ebensolche verschiedene Typen wie in der Geometrie, und es gilt, wie bei
der Geometrie, das Gemeinsame und das Unterscheidende unabhéngig von-
einander unternommener Forschungen hervorzuheben. Abstrakt genommen
wire es im folgenden nur notig, schlechthin von mehrfach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten zu reden; aber durch Ankniipfung an die geldufigeren
rdumlichen Vorstellungen wird die Auseinandersetzung einfacher und ver-
standlicher. Indem wir von der Betrachtung der geometrischen Dinge aus-
gehen und an ihnen als einem Beispiele die allgemeinen Gedanken ent-
wickeln, verfolgen wir den Gang, den die Wissenschaft in ihrer Ausbildung
genommen hat, und den bei der Darstellung zugrunde zu legen gewdhnlich
das Vorteilhafteste ist.

Eine vorlsufige Exposition des im folgenden besprochenen Inhaltes
ist hier wohl nicht méglich, da sich derselbe kaum in eine knappere
Form®) fiigen will; die Uberschriften der Paragraphen werden den all-
gemeinen Fortschritt des Gedankens angeben, Ich habe zum Schlusse eine
Reihe von Noten zugefiigt, in welchen ich entweder, wo es im Interesse
der allgemeinen Auseinandersetzung des Textes niitzlich schien, besondere

3) Vgl. Note II.

) Vgl. Note III

%) Vgl. Note IV.

%) Diese knappe Form ist ein Mangel der im folgenden gegebenen Darstellung,
der das Verstindnis, wie ich fiirchte, wesentlich erschweren wird. Aber dem hitte
wohl nur durch eine sehr viel weitere Auseinandersetzung abgeholfen werden konnen,
in der die Einzeltheorien, die hier nur berihrt werden, ausfiihrlich entwickelt worden
wéaren.
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Punkte weiterentwickelt habe, oder in denen ich bemiiht war, den abstrakt
mathematischen Standpunkt, der fiir die Betrachtungen des Textes maB-
gebend ist, gegen verwandte abzugrenzen.

§1.
Gruppen von ridumlichen Transformationen. Haupigruppe. Aufstellung
eines allgemeinen Problems.

Der wesentlichste Begriff, der bei den folgenden Auseinandersetzungen
notwendig ist, ist der einer Gruppe von réumlichen Anderungen.

Beliebig viele Transformationen eines Raumes?) ergeben zusammen-
gesetzt immer wieder eine Transformation. Hat nun eine gegebene Reihe
von Transformationen die Eigenschaft, daB jede Anderung, die aus den ihr
angehdrigen durch Zusammensetzung hervorgeht, ihr selbst wieder angehért,
so soll die Reihe eine Transformationsgruppe®) genannt werden. '

" Ein Beispiel fiir eine Transformationsgruppe bildet die Gesamtheit
der Bewegungen (jede Bewegung als eine auf den ganzen Raum ausgefiihrte
Operation betrachtet). Eine in ihr enthaltene Gruppe bilden etwa die
Rotationen um einen Punkt®). Eine Gruppe, welche ungekehrt die Gruppe
der Bewegungen umfafit, wird durch die Gesamtheit der Kollineationen
vorgestellt. Die Gesamtheit der dualistischen Umformungen bildet dagegen

- keine Gruppe — denn zwei dualistische Umformungen ergeben zusammen
wieder eine Kollineation —, wohl aber wird wieder eine Gruppe erzeugt,
wenn man die Gesamtheit der dualistischen mit der Gesa.mthelt der
kollinearen zusammenfiigt?). '

") Wir denken von den Transformationen immer die Gesamtheit der raumlichen
Gebilde gleichzeitig betroffen und reden deshalb schlechthin von Transformationen
des Raumes. Die Transformationen konnen, wie z. B. die dualistischen, statt der
Punkte andere Elemente einfithren; es wird dies im Texte nicht unterschieden.

8) Begriffshildung wie Bezeichnung sind heriibergenommen von der Substitutions-
theorie, in der nur an Stelle der Transformationen eines kontinuierlichen Gebietes
die Vertauschungen einer endlichen Zah!l diskreter Gré8en auftreten. [Diese Definition
bedarf noch der Ergéinzung. Bei den Gruppen des Textes wird némlich stillschweigend
vorausgesetzt, daf dieselben neben jeder Operation, die sie enthalten mdgen, immer
auch deren inverse enthalten; dies ist aber, wie woh! zuerst Lie hervorhob, bei un-
endlicher Zahl der Operationen kemeswegs eine Folge des Gruppenbegriffs als solchen;
unsere Voraussetzung sollte also der im Texte gegebenen Definition dieses Begriffs
ausdriicklich zugefiigt werden. 1893.]

%) Camille Jordan hat alle Gruppen a,ufgestell'b die iiberhaupt in der Gruppe
der Bewegungen enthalten sind: Sur les groupes de mouvements, Annali di Matematica.
Bd. 2 (1869).

1%) Die Transformationen einer Gruppe brauohen ubngens durchaus nicht, wie
das bei den im Texte zu nennenden Gruppen allerdings immer der Fall gein wird, in
stetiger Aufeinanderfolge vorhanden zu sein. Eine Gruppe bi'det z. B. auch die end-
liche Reihe von Bewegungen, die einen regelmi8igen Korper mit sich selbst zur Deckung
bringen, oder die unendliche, aber diskrete Reihe, welche eine Sinuslinie sich selber
superponiert.
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Es gibt nun riumliche Transformationen, welche die geometrischen
Eigenschaften raumlicher Gebilde {iberhaupt ungeindert lassen. Geo-
metrische Eigenschaften sind namlich ihrem Begrifie nach unabhingig von
der Lage, die das zu untersuchende Gebilde im Raume einnimms, von
seiner absoluten GréB8e, endlich auch von dem Sinne“l), in welghem seine
Teile geordnet sind. Die Eigenschaften eines riumlichen Gebildes bleiben
also ungedndert durch alle Bewegungen des Raumes, durch seine Ahnlich:
keitstransformationen, durch den ProzeB der Spiegelung, sowie durch alle
Transformationen, die sich aus diesen zusammensetzen. Den Inbegriff aller
dieser Transformationen bezeichnen wir als die Hauptgruppe'?) rdumlicher
Anderungen; geometrische Eigenschaften werden durch die Transformationen
der Hauptgruppe nicht gedndert. Auch umgekehrt kann man sagen: Geo-
metrische Eigenschaften sind durch thre Unverdnderlichkeit gegeniiber den
Transformationen der Hauptgruppe charakierisiert. Betrachtet man ném-
lich den Raum einen Augenblick als unbeweglich usw., als eine starre
Mannigfaltigkeit, so hat jede Figur ein individuelles Interesse; von den
Figenschaften, die sie als Individuum hat, sind es nur die eigentlich geo-
metrischen, welche bei den Anderungen der Hauptgruppe erhalten bleiben.
Dieser hier etwas unbestimmt formulierte Gedanke wird im weiteren Ver-
laufe der Auseinandersetzung deutlicher erscheinen.

Streifen wir jetst das mathematisch unwesentliche sinnliche Bild ab,
und erblicken im Raume nur eine mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit,
also, indem wir an der gewohnten Vorstellung des Punktes als Raumelement
festhalten, eine dreifach susgedehnte. Nach Analogie mit den riumlichen
Transformationen reden wir von Transformationen der Mannigfaltigkeit;
auch sie bilden Gruppen. Nur ist nicht mehr, wie im Raume, eine Gruppe
vor den iibrigen durch ihre Bedeutung ausgezeichnet; jede Gruppe ist mit
jeder anderen gleichberechtigt. Als Verallgemeinerung der Geometrie ent-
steht so das folgende umfassende Problem:

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations-
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehorigen Gebilde
kinsichilich solcher Eigenschaften wuntersuchen, die durch die Trans-
formationen der Gruppe nicht gedndert werden.

In Anlehnung an die moderne Ausdrucksweise, die man freilich nur
auf eine bestimmte Gruppe, die Gruppe aller linearen Umformungen, zu
beziehen pflegh, mag man auch so sagen: '

1) Unter dem Sinne verstehe ich hier die Eigenschaft der Anordnung, welche
den Unterschied von der symmetrischen Figur (dem Spiegelbilde) begriindet. Ihrem
Sipne nach unterschieden sind also z. B. eine rechts- und eine linksgewundene
Schraubenlinie,

%) DaB diese Transformationen eine Gruppe bilden, ist begrifflich notwendig.
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Es ist eine Mannigfaltigheit und in derselben eine Transformations-
gruppe gegeben. Man entwickle die auf die Gruppe beziigliche Invarianten-
theorie®),

Dies ist das allgemeine Problem, welches die gewdhnliche Geometrie
nicht nur, sondern namentlich auch die hier zu nennenden neueren geo-
metrischen Methoden und die verschiedenen Behandlungsweisen beliebig
ausgedehnter Mannigfaltigkeiten unter sich begreift. Was besonders betont
sein mag, ist die Willkiirlichkeit, die hinsichtlich der Wahl der zu adjun-
gierenden Transformationsgruppe besteht, und die daraus flieBende und in
diesem Sinne zu verstehende gleiche Berechtigung aller sich unter die all-
gemeine Forderung subsumierenden Betrachtungsweisen. '

§ 2
Transformationsgruppen, von denen die eine die andere umfaf{,
werden nacheinander adjungiert. Die verschiedenen Typen geometrischer
Forschung und ihr gegenseitiges Verhilinis.

Da die geometrisehen Eigenschaften raumlicher Dinge durch alle Trans-
formationen der Hauptgruppe ungeéindert bleiben, so ist es an und fiir sich
absurd, nach solchen Eigenschaften derselben zu fragen, bei denen dies nur
gegeniiber einem Teile dieser Transformationen der Fall ist. Diese Frage-
stellung wird indes berechtigt, ob auch nur formal, wenn wir die rium-
lichen Gebilde in ihrer Beziehung zu fest gedachten Elementen untersuchen.
Betrachten wir z. B., wie in der sphirischen Trigonometrie, die rdumlichen
Dinge unter Auszeichnung eines Punktes. Dann ist zunichst die Forderung:
die unter Adjunktion der Hauptgruppe invarianten Eigenschaften nicht mehr
der riumlichen Dinge an sich, sondern des von ihnen mit dem gegebenen
Punkte gebildeten Systems zu entwickeln. Aber dieser Forderung konnen
wir die andere Form erteilen: Man untersuche die rdumlichen Gebilde an
sich hinsichtlich solcher Eigenschaften, welche ungeindert bleiben durch
diejenigen Transformationen der Hauptgruppe, welche noch stattfinden
kénnen, wenn wir den Punkt festhalten. Mit anderen Worten: Es ist

13) [Bei diesem Term ist hier und in der Folge keineswegs an die Frage der
jeweiligen rationalen ganzen Invarianten irgendwelcher vorgelegter Formen bzw. der
zwischen ihnen bestehenden rationalen, ganzen Syzygien gedacht, Diese Frage war
mir 1872, entsprechend meinem Verkehr mit Clebsch (der erst 1871 seine Theorie
der bindren Formen herausgegeben hatte) selbstverstéindlich durchaus geliufig. Trotz-
dem fiihlte ich mich an sie keineswegs gebunden. Ich verstand unter der Invarianten-
theorie einer Gruppe schlechtweg die Lehre von den bei der Gruppe unverindert
bleibenden Beziehungen irgendwe'cher vorgelegter Gebilde. Man vergleiche auch die
ausdriickliche Erklirung in § 5 meiner zweiten Abhandlung iiber Nicht-Euklidische
Geometrie, Abb. XVIII der vorliegenden Ausgabe. Zur Invariantentheorie der Elementar-
geometrie gehoren in diesem Sinne beispielsweise die gesamte ebene und sphirische
Trigonometrie, die doch gewil mit dem genannten Schema nicht erschopft sind. K.]
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dasselbe, ob wir die riumlichen Gebilde im Sinne der Hauptgruppe untersuchen
und ihnen den gegebenen Punkt hinzufiigen, oder ob wir, ohne ihnen irgendein
Gegebenes hinzuzufiigen, die Hauptgruppe durch die in ihr enthaltene Gruppe
ersetzen, deren Transformationen den bez. Punkt ungeéndert lassen.

Es ist dies ein in der Folge hiufig angewandtes Prinzip, das wir deshalb
gleich hier allgemein formulieren wollen; etwa in ‘der folgenden Weise:

Es sei eine Mannigfaltigkeit und zu ihrer Behandlung eine auf sie
beziigliche Transformationsgruppe gegeben. Es werde das Problem vor-
gelegt, die in der Mannigfaltigkeit enthaltenen Gebilde hinsichtlich eines
gegebenen Gebildes zu untersuchen. So kann man entweder dem Systeme
der Gebilde das gegebene hinzufiigen, und es fragt sich dann nach den
Eigenschaften des erweiterten Systems im Sinne der gegebenen Gruppe —
oder, man lasse das System wunerweitert, beschrinke aber die Trans-
formationen, die man bei der Behandlung zugrunde legt, auf diejenigen
in der gegebenen Gruppe enthaltenen, welche das gegebene Gebilde un-
gedndert lassen (und die notwendig wieder eine Gruppe bilden).

Im QGegensatze zu der zu Anfang des Paragraphen aufgeworfenen
Frage beschiftige uns nun die umgekehrte, die von vornherein ver-
stindlich ist. Wir fragen nach denjenigen Eigenschaften ridumlicher
Dinge, welche bei einer Transformationsgruppe erhalten bleiben, die die
Hauptgruppe als einen Teil umfaBt. Jede Eigenschaft, die wir bei einer
solchen Untersuchung finden, ist eine geometrische Eigenschaft des Dings
an sich, aber das Umgekehrte gilt nicht. Bei der Umkehr tritt vielmehr
das eben vorgetragene Prinzip in Kraft, wobei die Hauptgruppe nun die
kleinere Gruppe ist. Wir erhalten so:

Ersetzt man die Hauptgruppe durch eine umfassendere Gruppe, so
bleibt nur ein Teil der geometrischen Eigenschaften erhalten. Die ibrigen
erscheinen nicht mehr als Eigenschaften der rdumlichen Dinge an sich,
sondern als Eigenschaften des Systems, welches hervorgeht, wenn man
denselben etn ausgezeichnetes Gebilde hinzufigt. Dieses ausgezeichnete
Gebilde ist (soweit es tiberhaupt ein bestimmies**) ist) dadurch definiert,
daf es, fest gedacht, dem Raume unter den Transformationen der ge-
gebenen Gruppe nur noch die Transformationen der Hauptgruppe gestatiet.

4} Man erzeugt ein solches Gebilde beispielsweise, indem man auf ein beliebiges
Anfangselement, das durch keine Transformation der gegebenen Gruppe in sich selbst
iiberzufithren ist, die Transformationen der Hauptgruppe anwendet. [Der Satz des
Textes bildet ohne Zweifel den Mittelpunkt aller Uberlegungen meines Programms
und ist dementsprechend von neueren Autoren mit dem besonderen Namen des
»Adjunktionssatzes® belegt worden. Aber er wird in dem in' der vorigen FuBnote an-
gedeuteten Sinne vielfach miBverstanden, Indem man nur an rationale ganze In-
varianten bzw. Syzygien denkt, nennt man den Satz eine bloBe Vermutung, oder
konstruiert auch Fille, wo er sich, in falscher Weise interpretiert, nicht bewihrt.
Man sucht in dem Satze eben viel mehr, als gemeint ist. Ich meine genau das, was

Klein, Gesammelte math, Abhanluugen. 1. 30
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In diesem Satze beruht die Higenart der hier zu besprechenden
neueren geometrischen Richtungen und ihr Verhéltnis zur elementaren
Methode. Sie sind dadurch eben zu charakterisieren, daB sie an Stelle der
Hauptgruppe eine erweiterte Gruppe réumlicher Umformungen der Be-
trachtung zugrunde legen. Ihr gegenseitiges Verhiltnis ist, sofern sich
ihre Gruppen einschlieBen, durch einen entsprechenden Satz bestimmt,
Dasselbe gilt: von den verschiedenen hier zu betrachtenden Behandlungs-
weisen mehrfach ausgédehnter Mannigfaltigkeiten. Es soll dies nun an den
einzelnen Methoden gezeigt werden, wobei denn'die Sitze, die in diesem
und dem vorigen Paragraphen allgemein hingestellt wurden, ihre Er-
lduterung an konkreten Gegenstiinden finden.

§ 8.
Die projektivische Geometrie,’ .

Jede riumliche Umformung, die nicht gerade der Hauptgruppe an-
gehort, kann dazu benutzt werden, um Eigenschaften bekannter Gebilde
auf neue Gebilde zu iibertragen. So verwerten wir die Geometrie der
Ebene fiir die Geometrie der Flichen, die sich auf die Ebene abbilden

Cayley im Sixth Memoir upon Quantics 1859 (Phil. Trans. 1859, Coll.Pap., Bd.IL,S.560£.,
insbesondere die Schlu8bemerkung 8. 592) fiir den besonderen Fall der’ projektiven
Geometrie und der elementaren metrischen Geometrie entwickelt hat und was iibrigens
bereits Laguerre 1853 in seinen oben S. 242248 abgedruckten Sitzen in mehr parti-
kuldrer Fassung zum Ausdruck brachte. Cayley prigt am SchluB seiner Abhand-
lung den Satz: ,Metrical geometry is a part of descriptive geometry and descriptive
geometry is all geometry and reciprocally“. Ich will das von mir aus hier in einer
Fassung ausdriicken, die in ihrer prosaischen Form jedes MiBiverstiindnis’ ausschlieBen
diirfte: Jede Tatsache der elementaren Geometrio liB% sich durch Beziehungen zwischen
Tetraederkoordinaten beschreiben, sofern man nur hinzunimmt, wie sich in den gerade
gewihlten Koordinaten der Kugelkreis darstellt.

Vielleicht ist es gut, noch folgendes hinzuzufiigen: Der Kugelkreis ist mit einem
beliebigen nicht zerfallenden Kegelschnitt projektiv, das Koordinatensystem liBt sich
daher so wiihlen, dafi er in seiner Ebene durch Nullsetzen einer beliebigen terniren qua-
dratischen Form von nicht verschwindender Determinante dargestellt wird. Wir mégen
nun etwa statt seiner, als Beispiel, eine in der unendlich fernen Ebene gelegene O,
mit Spitze nehmen (welche eine W-Kurve ist, d. h. durch eine kontinuierliche Gruppe
von Kollineationen mit einem Parameter in sich iibergeht). Die simtlichen Punkte
der unendlich fernen Ebene bleiben bei der G, fest, die durch folgende Formeln ge-

ben ist:
geven 18 2'=lzta, y =ly+bdb z2'=iz+ec

Halten wir nun die ¢, nur als Ganzes fest, so haben wir eine Gy von Kolii-
neationen und koénnen uns eine zugehorige Geometrie entworfen denken. Will man
hernach diese Geometrie in die allgemeine projektive Geometrie einordnen, so darf
man natiirlich nicht eine in der unendlich fernen Ebene gelegene beliebige C, ad-
jungieren (wie sie durch Nullsetzen einer allgemeinen ‘ternéiren kubischen Form ge-
geben ist). Vielmehr wird man besagte Form gleich so spezialisiert einfilhren miissen,
daB sie, gleich Null gesetzt, eben eine C; mit Spitze vorstellt. Letztere Bédingung
geniigt aber auch, weil alle €, mit Spitze untereinander projektiv verwandt sind. Und
so dhnlich in allen weiteren Fillen, die man ersinnen mag. K.]
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lassen; so schloB man schon lange vor dem Entstehen einer eigentlichen
projektivischen Geometrie von den Eigenschaften einer gegebenen Figur
auf Eigenschaften anderer, die durch Projektion aus ibr hervorgingen.
Aber die projektivische Geometrie erwuchs erst, als man sich gewdhnte,
die urspriingliche Figur mit allen aus ihr projektivisch ableitbaren als
wesentlich identisch zu erachten und die Eigenschaften, welche sich beim
'Projizieren iibertragen, so auszasprechen, daB ihre Unabhingigkeit von der
mit dem Projizieren verkniipften Anderung in Evidenz tritt. Hiermit war
denn der Behandlung im Sinne von § 1 die Gruppe aller projektivischen
Umformungen zugrunde gelegt und dadurch eben der Gegensatz zwischen
projektivischer und gewohnlicher Geometrie geschaffen.

Ein &hnlicher Entwicklungsgang, wie der hier geschilderte, kann bei
jeder Art von rdumlicher Transformation als méglich gedacht werden:; wir
werden noch dfter darauf zuriickkommen. Er hat sich innerhalb der pro-
jektivischen Geometrie selbst noch nach zwei Seiten vollzogen. Die eine
Weiterbildung der Auffassung geschah durch Aufnahme der dualistischen
Umformungen in die Gruppe der zugrunde gelegten Anderungen. Fiir
den heutigen Standpunkt sind zwei einander dualistisch entgegenstehende
Figuren nicht mehr als zwei unterschiedene, sondern als wesentlich die-
selben Figuren anzusehen. Ein anderer Schritt bestand in der Erweiterung
der zugrunde gelegten Gruppe kollinearer und dualistischer Umformungen
durch Aufnahme der bez. imagindren Transformationen. Dieser Schritt
bedingt, daB man vorher den Kreis der eigentlichen Raumelemente durch
Hinzunahme der imagindren erweitert habe — ganz dem entsprechend, wie
die Aufnahme der dualistischen Umformungen in die zugrunde gelegte
Gruppe die gleichzeitige Einfilhrung von Punkt und Ebene als Raum-
element nach sich zieht. Es ist hier nicht der Ort, auf die ZweckmiBig-
keit der Einfithrung imaginirer Elemente zu verweisen, durch welche allein
der genaue AnschluB der Raumlehre an das einmal gewihlte Gebiet alge-
braischer Operationen erreicht wird. Dagegen muB betont werden, da8
der Grund fiir dié¢ Einfiihrung eben in der Betrachtung algebraischer
Operationen, nicht aber in der Gruppe der projektivischen und dualistischen
Umformungen liegt. So gut wir uns bei den letzteren auf reelle Trans-
formationen beschrinken kénnen, da schon die reellen Kollineationen und
dualistischen Transformationen eine Gruppe bilden, — so' gut kénnen wir
imagindre Raumelemente einfithren, auch wenn wir nicht auf projek-
tivischem Standpunkte stehen, und sollen es, sofern wir prinzipiell alge-
braische Gebilde untersuchen.

Wie man vom projektivischen Standpunkte aus die metrischen Eigen-
schaften aufzufassen hat, bestimmt sich nach dem allgemeinen Satze des

vorangehenden Paragraphen. Die metrischen Eigenschaften sind als pro-
30%
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jektivische Beziehungen zu einem Fundamentalgebilde, dem unendlich
fernen Kugelkreise®), zu betrachten, einem Gebilde, das die Eigenschaft
hat, nur durch diejenigen Transformationen der projektivischen Gruppe,
die eben auch Transformationen der Hauptgruppe sind, in sich iiberzugehen.
Der so schlechthin ausgesprochene Satz bedarf noch einer wesentlichen Er-
ginzung, die der Beschrinkung der gewdhnlichen Anschauungsweise auf
reelle Raumelemente (und reelle Transformationen) entspricht. Man muf
dem Kugelkreise, um diesem Standpunkte gerecht zu werden, noch das
System der reellen Raumelemente (Punkte) ausdriicklich hinzuffigen; Eigen-
schaften im Sinne der elementaren Geometrie sind projektivisch entweder
Eigenschaften der Dinge an sich oder Beziehungen zu diesem Systeme der
reellen Elemente, oder zum Kugelkreise, oder endlich zu beiden.

HEs mag hier noch der Art gedacht werden, wie v. Staudt in seiner
Geometrie der Lage (1847) die projektivische Geometrie aufbaut — d. h.
diejenige projektivische Geometrie, welche sich auf Zugrundelegung der
Gruppe aller reeller projektivisch-dualistischer Umformungen beschrinkt?®).

Es ist bekannt, wie er dabei aus dem gewéhnlichen Anschauungs-
material nur solche Momente herausgreift, die auch bei projektivischen
Umformungen erhalten bleiben. Wollte man weiterhin zur Betrachtung
auch metrischer Eigenschaften iibergehen, so hitte man die letzteren ge-
radezu als Bezichungen zum Kugelkreise einzufithren. Der so vervoll-
sténdigte Gedankengang ist fiir die hier vorliegenden Betrachtungen insofern
von groBer Bedeutung, als ein entsprechender Aufbau der Geometrie im
Sinne jeder einzelnen der noch anzufiihrenden Methoden méglich ist.

§ 4.
Ubertragung durch Abbildung.

Ehe wir in der Besprechung der geometrischen Methoden, die sich
neben die elementare und die projektivische Geometrie stellen, weiter-
gehen, mogen allgemein einige Betrachtungen entwickelt werden, die im
folgenden immer wieder vorkommen und zu denen die bisher berithrten
Dinge bereits hinreichend viele Beispiele liefern. Auf diese Erdrterungen
bezieht sich der gegenwiirtige und der néichstfolgende Paragraph.

Gesetzt, man habe eine Mannigfaltigkeit 4 unter Zugrundelegung
einer Gruppe B untersucht. Fiihrt man sodann A durch irgendwelche
Transformation in eine andere Mannigfaltigkeit 4’ iiber, so wird aus der

‘1% Diese Anschauungsweise ist als eine der schonsten Leistungen der franzo-
sischen Schule zu betrachten; durch sie erst gewinnt die Einteilung in Eigenschaften
der Lage und Eigenschaften des MafBles, wie man sie gern an die Spitze der projek-
tivischen Geometrie stellt, einen prézisen Inhalt.

16) Den erweiferten Kreis, der auch imaginire Umformungen umspannt, hat
v. Staudt erst in den ,Beitrigen zur Geometrie der Lage“ (1856) zugrunde gelegt.
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Gruppe B von Anderungen, die 4 in sich transformierten, nunmehr eine

Gruppe B’; deren Transformationen sich auf A4’ beziehen. Dann ist es
ein selbstverstidndliches Prinzip, daf8 die Behandlungsweise von A wnter
Zugrundelegung von B die Behandlungsweise von A’ unter Zugrunde-
legung von B’ ergibt, d. h. jede Eigenschaft, welche ein in A4 enthaltenes
Gebilde mit Bezug auf die Gruppe B hat, ergibt eine Eigenschaft des ent-
sprechenden Gebildes in 4" mit Bezug auf die Gruppe B'.

Lassen wir z. B. 4 eine gerade Linie, B die dreifach unendlich vielen
linearen Transformationen bedeuten, welche dieselbe in sich iiberfiihren.
Die Behandlungsweise von A4 ist dann eben diejenige, welche die neuere
Algebra als Theorie der biniren Formen bezeichnet. Nun kann man die
gerade Linie auf einen Kegelschnitt 4’ der Ebene durch Projektion von
einem Punkte des letzteren aus beziehen. Aus den linearen Transforma-
tionen B der Geraden in sich selbst werden dann die linearen Trans-

formationen B’ des Kegelschnittes in sich selbst, wie man leicht zeigt,
d. h. diejenigen Anderungen des Kegelschnittes, welche mit den linearen
Transformationen der Ebene, die den Kegelschnitt in sich iiberfiihren, ver-
kniipft sind.

Es ist nun aber nach dem Prinzip des zweiten Paragraphen'?) das-
selbe: nach der Geometrie auf einem Kegelschnitte zu fragen, wenn man
sich den Kegelschnitt als fest denkt und nur auf diejenigen linearen
Transformationen der Ebene achtet, welche ihn in sich iiberfithren, oder
die Geometrie auf dem Kegelschnitte zu studieren, indem man iiberhaupt
die linearen Transformationen der Ebene betrachtet und sich den Kegel-:
schnitt mit &ndern 1aBt. Die Eigenschaften, welche wir an den Punkt-
systemen auf dem Kegelschnitte auffaBiten, sind mithin im gewdhnlichen
Sinne projektivische. Die Verkniipfung der letzten Uberlegung mit dem
eben abgeleiteten Resultate gibt also:

Bindre Formentheorie und projektivische Geometrie der Punktsysteme
auf einem Kegelschnitte ist dasselbe, d. h. jedem bindren Satze entspricht
ein Satz dber derartige Punktsysteme und umgekehrt'®).

Ein anderes Beispiel, welches geeignet ist, diese Art von Betrach-
tungen zu veranschaulichen, ist das folgende: Wenn man eine Fliche
zweiten Grades mit einer Ebene durch stereographische Projektion in Ver-
bindung setzt, so tritt auf der Fliche ein Fundamentalpunkt auf: der
Projektionspunkt, in der Ebene sind es zwei: die Bilder der durch den

) Wenn man will, ist hier das Prinzip unter etwas erweiterter Form angewendet.

) Statt des Kegelschnittes in der Ebene kann man mit gleichem Erfolge eine
Raumkurve dritter Ordnung einfiihren, iiberhaupt bei » Dimensionen ectwas Ent-
sprechendes aufstellen.
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Projektionspunkt gehenden Erzeugenden. Man zeigt nun ohne weiteres:
Die linearen Transformationen der Ebene, welche die beiden Fundamental-
punkte derselben ungeéndert lassen, gehen durch die Abbildung in lineare
Transformationen der Fliche zweiten Grades in sich selbst iiber, aber nur
in diejenigen, welche den Projektionspunkt ungeéndert lassen. Unter
linearen Transformationen der Fliche in sich selbst sind dabei diejenigen
Anderungen verstanden, welche die Fliche erfihrt, wenn man lineare
Raumtransformationen ausfithrt, welche die Fliche mit sich selbst zur
Deckung bringen. Hiernach wird also die projektivische Untersuchung
einer Ebene unter Zugrundelegung zweier Punkte und die projektivische
Untersuchung einer Fliche zweiten Grades unter Zugrundelegung eines
Punktes identisch. Die erstere ist nun — sofern man imaginére Elemente
mit in Betracht zieht — nichts anderes, als die Untersuchung der Ebene
im Sinne der elementaren Geometrie. Denn die Hauptgruppe der ebenen
Transformationen besteht eben in den linearen Umformungen, welche ein
Punktepsaar (die unendlich fernen Kreispunkte) ungeéndert lassen. "Wir er-
halten also schliefllich: '

Die elementare Geomeirie der Ebene und die projekiivische Unter-
suchung einer Fliche zweiten Grades wunter Hinzunakme eines threr
Punkte sind dasselbe.

Diese Beispiele lieBen sich beliebig vervielfachen'?); die beiden hier
entwickelten sind gewihlt worden, da wir in der Folge noch Gelegenheit
haben werden, auf dieselben zuriickzukommen.

§ 5.

Von der Willkiirlichkeit in der Wahl des Raumelements.
Das Hessesche Ubertragungsprinzip. Die Liniengeometrie.

Als Element der geraden Linie, der Ebene, des Raumes, {iberhaupt
einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit kann statt des Punktes jedes
in der Mannigfaltigkeit enthaltene Gebilde: die’ Punktgruppe, event. die
Kurve, die Fliche usw. verwandt werden®). Indem iiber die Zahl will-
kiirlicher Parameter, von denen man diese Gebilde abhingig setzen will,
von vornherein gar nichts feststeht, erscheinen Linie, Ebene, Raum usw.
je nach der Wahl des Elementes mit beliebig vielen Dimensionen behaftet.
Aber solange wir der geometrischen Untersuchung dieselbe Gruppe von

© 19) Bez. anderer Beispiele, sowie namentlich der Erweiterungen auf mehr Dimen.
sionen, deren die angefiihrten fihig sind, verweise ich auf bez. Auseinandersetzungen
in einem Aufsatze von mir: Uber Liniengeometrie und metrische Geometrie. Math.
Annalen, Bd. 5 [&. Abh. VIII dieser Ausgabe], sowie auf die sogleich noch zu nennen-
den Lieschen Arbeiten.

2y Vgl. Note III.
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Anderungen zugrunde legen, bleibt der Inhalt der Geomeirie wunverdndert,
das heiflt, jeder Satz, der bei einer Annahme des Raumelements sich er-
gab, ist auch ein Satz bei beliebiger anderer Annahme, nur die Anord-
nung und Verkniipfung der Sitze ist geiéindert.

Das Wesentliche ist also die Transformationsgruppe; die Zahl der
Dimensionen, die wir einer Mannigfaltigkeit beilegen wollen, erscheint als
etwas Sekundires.

Diese Verkniipfung dieser Bemerkung mit dem Prinzip des vorigen
Paragraphen ergibt eine Reihe schoner Anwendungen, von denen hier
einige entwickelt werden mégen, da diese Beispiele mehr als alle langen,
Auseinandersetzungen geeignet scheinen, den Sinn der allgemeinen Be-
trachtung darzulegen. |

Die projektivische Geometrie auf der Geraden (die Theorie der bindren
Formen) ist nach dem vorigen Paragraphen mit der projektivischen Geo-
metrie auf dem Kegelschnitte gleichbedeutend. Auf letzterem méogen wir
jetzt statt des Punktes das Punktepaar als Element betrachten. Die Ge-
samtheit der Punktepaare des Kegelschnitts 148t sich aber auf die Gesamt-
heit der Geraden der Ebene beziehen, indem man jede Gerade dem Punkte-
paare zuordnet, in welchem sie den Kegelschnitt trifft. Bei dieser Ab-
bildung gehen die linearen Transformationen des Kegelschnitts in sich selbst
in die linearen Transformationen der (aus Geraden bestehend gedachten)
Ebene iiber, welche den Kegelschnitt ungeéndert lassen. Ob wir aber die
aus den letzteren bestehende Gruppe betrachten, oder die Gesamtheit der
linearen Transformationen der Ebene zugrunde legen und den zu unter-
suchenden Gebilden der Ebene den Kegelschnitt allemal hinzufiigen, ist nach
§ 2 gleichbedeutend. Indem wir alle diese Uberlegungen zusammennehmen,
haben wir:

Die Theorie der bindren Formen und die projektivische Geometrie
der Ebene unter Zugrundelegung eines Kegelschnities sind gleichbedeutend.

Da endlich projektivische Geometrie der Ebene unter Zugrundelegung
eines Kegelschnittes wegen der Gleichheit der Gruppe mit der projektivischen
MaBgeometrie koinzidiert, die man in der Ebene auf einen Kegelschnitt
griinden kann?!), so mégen wir auch so sagen:

Die Theorie der bindren Formen und die allgemeine projektivische
Mafgeometrie tn der Ebene sind dasselbe.

Statt des Kegelschnitts in der Ebene konnen wir in der vorstehenden
Betrachtung die Kurve dritter Ordnung im Raume setzen usw., doch mag
dies unausgefithrt bleiben. Der hier dargelegte Zusammenhang zwischen
der Geometrie der Ebene, weiterhin des Raumes oder einer beliebig aus-

*1 Vgl. Note V.
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gedehnten Mannigfaltigkeit deckt ‘sich im wesentlichen mit dem von Hesse
vorgeschlagenen Ubertragungsprinzipe (Borchardts Journal, Bd. 66 (1866)).

Ein Beispiel ganz shnlicher Art ergibt die projektivische Geometrie
des Raumes, oder, anders ausgedriickt, die Theorie der quaterndren Formen.
Faft man die gerade Linie als Raumelement und erteilt ihr, wie in der
Liniengeometrie geschieht, sechs homogene Koordinaten, zwischen denen
eine Bedingungsgleichung vom zweiten Grade stattfindet, so erscheinen die
linearen und dualistischen Transformationen des Raumes als diejenigen
linearen Transformationen der unabhingig gedachten sechs Verénderlichen,
welche die Bedingungsgleichung in sich iiberfilhren. Durch eine Ver-
kniipfung shnlicher Uberlegungen, wie sie soeben entwickelt wurden, erhilt
man hieraus den Satz:

Die Theorie der quaterndren Formen deckt sich mit der projektivischen
Mafbestimmung in einer durch sechs homogene Verdnderliche erzeugten
Mannigfaltighkeit.

Wegen der niheren Ausfiihrung dieser Auffassung verweise ich auf einen
demnéchst in den Math. Annalen, Bd. 6 [s. Abh. XVIII dieser Ausgabe] er-
scheinenden Aufsatz: ,,Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie®
zweite Abhandlung), sowie auf eine Note am Schlusse dieser Mitteilung??).

Ich kniipfe an die vorstehenden Auseinandersetzungen noch zwei Be-
merkungen, von denen die erste zwar schon implizite in dem Bisherigen
enthalten ist, aber ausgefiihrt werden soll, weil der Gegenstand, auf den
sie sich bezieht, zu leicht MiBverstindnissen ausgesetzt ist.

Wenn wir beliebige Gebilde als Raumelemente einfiihren, so erhilt der
Raum beliebig viele Dimensionen. Wenn wir dann aber an der uns ge-
liufigen (elementaren oder projektivischen) Anschauungsweise festhalten,
so ist die Gruppe, welche wir fiir die mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit
zugrunde zu legen haben, von' vornherein gegeben; es ist eben die Haupt-
gruppe bez. die Gruppe der projektivischen Umformungen. Wollten wir
eine andere Gruppe zugrunde legen, so miiiten wir von der gewohnlichen
bez. der projekfivischen Anschauung abgehen. So richtig es also ist, daB
bei geschickter Wahl der Raumelemente der Raum Mannigfaltigkeiten von
beliebig vielen Ausdehnungen reprisentiert, so wichtig ist es, hinzuzufiigen,
dafl bei dieser Reprdsentation entweder von wvornherein eine bestimmie
Gruppe der Behandlung der Mannigfaliigkeiten zugrunde zu legen ist,
oder daf} wir, wollen wir iiber die Gruppe verfiigen, unsere geometrische
Auffassung entsprechend auszubilden haben. — Es konnte, ohne diese
Bemerkung, z. B. eine Repriisentation der Liniengeometrie in der folgen-
den Weise gesucht werden. Die Gerade erhilt in der Liniengeometrie

*) Vgl. Note VL
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sechs Koordinaten, ebensoviele Koeffizienten besitzt der Kegelschnitt in der
Ebene. Das Bild der Liniengeometrie wiirde also die Geometrie in einem
Kegelschnittsysteme sein, das aus der Gesamtheit der Kegelschnitte durch
eine quadratische Gleichung zwischen den Koeffizienten ausgesondert wird.
Das ist richtig, sowie wir als Gruppe der ebenen Geometrie die Gesamt-
neit der Transformationen zugrunde legen, die durch lineare Umformungen
der Kegelschnittskoeffizienten reprisentiert werden, welche die quadratische
Bedingungsgleichung in sich iiberfilhren. Halten wir aber an der elemen-
taren bez. der projektivischen Auffassung der ebenen Geometrie fest, so
haben wir eben kein Bild.

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf folgende Begriffsbildung. Sei
im Raume irgendeine Gruppe, etwa die Hauptgruppe gegeben. So wihle
man ein einzelnes raumliches Gebilde, etwa einen Punkt, oder eine Gerade,
oder auch ein Ellipsoid usw. aus und wende auf dasselbe alle Trans-
formationen der Hauptgruppe an. Man erhilt dann eine mehrfach unend-
liche Mannigfaltigkeit mit einer Anzahl von Dimensionen, die im all-
gemeinen gleich der Zahl der in der Gruppe enthaltenen willkiirlichen
Parameter ist, die in besonderen Fillen herabsinkt, wenn namlich das
urspriinglich gewshlte Gebilde die Eigenschaften besitzt, durch unendlich
viele Transformationen der Gruppe in sich iibergefiihrt zu werden. Jede
so erzeugte Mannigfaltigkeit heie mit Bezug auf die erzeugende Gruppe
ein Korper®). Wollen wir nun den Raum im Sinne der Gruppe unter-
suchen und dabei bestimmte Gebilde als Raumelemente auszeichnen, und
wollen wir nicht, daB Gleichberechtigtes ungleichartig dargestellt werde,
so miissen wir die Raumelemente ersichtlich so wdhlen, daf thre Mannig-
faltigkeit entweder selbst einen Korper bildet oder in Korper zerlegt
werden kann®'). Von dieser evidenten Bemerkung soll spéter (§ 9) eine
Anwendung gemacht werden. Der Kérperbegriff selbst wird im Schluf-
paragraphen in Verbindung mit verwandten Begrifien noch einmal zur
Sprache kommen.

2% Ich wahle den Namen nach dem Vorgange von Dedekind, der in der
Zahlentheorie ein Zahlengebiet als Korper bezeichnet, wenn es aus gegebenen Ele-
menten durch gegebene Operationen entstanden ist. (Zweite Auflage von Dirichlets
Vorlesungen iiber Zahlentheorie.)

2) |Im Texte ist nicht hinreichend beachtet, daB die vorgelegte Gruppe so-
genannte ausgezeichnete Untergruppen enthalten kann. Bleibt ein geometrisches Ge-
bilde bei den Operationen einer ausgezeichneten Untergruppe ungedndert, so gilt das
Gleiche fiir alle Gebilde, die aus ihm durch die Operationen der Gesamtgruppe hervor-
gehen, d. h. fiir alle Gebilde des aus ihm entspringenden Korpers. Ein sc be-
schaffener Koérper wiirde aber zur Darstellung der Operationen «der Gruppe durchaus
ungeeignet sein. Es sind also im Texte nur solche Kérper zuzulassen, die aus Raum-
elementen entstehen, welche bei keiner einzigen ausgezeichneten Untergruppe der vor-
gelegten Gruppe ungeiindert bleiben. (1893).]

\
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§ 6.
Die Geometrie der reziproken Radien. Die Interpretation von a - iy.

Wir kehren mit diesem Paragraphen zur Besprechung der verschiedenen
Richtungen der geometrischen Forschung zuriick, wie sie in §§ 2, 3 be-
gonnen wurde,

Als ein Seitenstiick zu den Betrachtungsweisen der projektivischen
Geometrie kann man in vielfacher Hinsicht eine Klasse geometrischer Uber-
legungen betrachten, bei denen von der Umformung durch reziproke Radien
fortlaufender Gebrauch gemacht wird. Es gehoren hierher die Untersuchungen
liber die sog. Zykliden und anallagmatischen Flichen, iiber die allgemeine
Theorie der Orthogonalsysteme, ferner Untersuchungen iiber das Potential usw.
Wenn man die in denselben enthaltenen Betrachtungen noch nicht gleich
den projektivischen zu einer besonderen Geometrie zusammengefaBt hat,
die dann als Gruppe die Gesamiheit derjenigen Umformungen zugrunde
2u legen hdite, welche durch Verbindung der Hauptgruppe mit der. Trans-
formation durch reziproke Radien entstehen, so ist das wohl dem zufalhgen
Umstande zuzuschreiben, daB die genannten Theorien seither nicht im Zu-
sammenhange dargestellt worden sind; den einzelnen Autoren, die in dieser
Richtung arbeiteten, wird eine solche methodische Auffassung nicht fern
gelegen haben.

Die Parallele zwischen dieser Geometrie der reziproken Radien und
der projektivischen ergibt sich, sowie einmal die Frage nach einem Ver-
gleiche vorhanden ist, von selbst, und es mag daher nur ganz im allgemeinen
auf die folgenden Punkte aufmerksam gemacht werden:

In der projektivischen Geometrie sind Punkt, Gerade, Ebene die
Elementarbegrifie. Kreis und Kugel sind nur spezielle Fille von Kegel-
schnitt und Fliche zweiten Grades. Das unendlich Ferne der elementaren
Geometrie erscheint als Ebene; das Fundamentalgebilde, auf welches sich
die elementare Geometrie bezieht, ist ein unendlich ferner, imaginirer
Kegelschnitt.

In der Geometrie der reziproken Radien sind Punkt, Kreis und Kugel
die Elementarbegrifie. Gerade und Ebene sind spezielle Flle der letzteren,
dadurch charakterisiert, da sie einen, im Sinne der Methode iibrigens nicht
weiter ausgezeichneten Punkt, den unendlich fernen Punkt, enthalten. Die
elementare Geometrie erwiichst, sowie man diesen Punkt fest denkt.

Die Geometrie der reziproken Radien ist einer Einkleidung fihig,
welche sie neben die Theorie der biniren Formen und die Liniengeometrie
stellt, falls man die letzteren in der Weise behandelt, wie das im vorigen
Paragraphen angedeutet wurde. Wir mdgen zu diesem Zwecke die Be-
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trachtung zundchst auf ebene Geometrie und also auf Geometrie der rezi-
proken Radien in der Ebene®?) beschrénken.

Es wurde bereits des Zusammenhangs gedacht, der zwigchen der ele-
mentaren Geometrie der Ebene und der projektivischen Geometrie der mit
einem ausgezeichneten Punkte versehenen Fliche zweiten Grades besteht
(§4). Sieht man von dem ausgezeichneten Punkte ab und betrachtet also
die . projektivische Geometrie auf der Fliche an sich, so hat man ein Bild
der Geometrie der reziproken Radien in der Ebene. Denn man iiberzeugt
sich leicht?®), daf der Transformationsgruppe der reziproken Radien in der
Ebene vermdge der Abbildung der Fliche zweiten Grades die Gesamtheit
der linearen Transformationen der letzteren in sich selbst entspricht. Man
hat also:

Geometrie der reziproken Radien in der Ebene und projektivische
Geometrie auf einer Fldche zweiten Grades ist dasselbe,
und ganz entsprechend:

Geometrie der reziproken Radien im Raume ist mit der projektivischen
Behandlung einer Mannigfaltigkeit gleichbedeutend, die durch etne quadra-
tische Gleickung zwischen finf homogenen Verdnderlichen dargestellt wird.

Die Raumgeometrie ist also durch die Geometrie der reziproken Radien
in ganz dieselbe Verbindung mit einer Mannigfaltigkeit von vier Dimen-
sionen gesetzt, wie vermdge der Liniengeometrie mit einer Mannigfaltig-
keit von fiinf Ausdehnungen.

Die Geometrie der reziproken Radien in der Ebene gestattet, sofern
man nur auf reelle Transformationen achten will, noch nach einer anderen
Seite eine interessante Darstellung resp. Verwendung. Breitet man ndmlich
eine komplexe Variable z + ¢y in gewohnlicher Weise in der Ebene aus,
so entspricht ihren linearen Transformationen die Gruppe der reziproken
Radien, mit der erwihnten Beschrinkung auf das Reelle®?). Die Unter-
suchung der Funktionen einer komplexen Verinderlichen, die beliebigen

25) Geometrie der reziproken Radien auf der Geraden ist mit der projektivischen
Untersuchung der Geraden gleichbedeutend, da die bez. Umformungen die ndmlichen
sind. Man kann daher auch in der Geometrie der reziproken Radien von einem Doppel-
verhiltnisse von vier Punkten einer Geraden und weiterhin eines Kreises' reden.

6) Vgl, die bereits genannte Arbeit: Uber Liniengeometrie und metrische Geo-
metrie. Math. Annalen, Bd. 5 [s. Abh. VIII dieser Ausgabe]. ‘

27) [ Die Ausdrucksweise des Textes ist ungenau. Den linearen Transformationen
2 = 0—‘;—1—’; (wo 2’ =a'+iy’, 2=x +iy) entsprechen nur diejenigen Operationen aus

7
der Gruppe der reziproken Radien, bei denen keine Umlegung der Winkel stattfindet
(bei denen die beiden Kreispunkte der Ebene nicht miteinander vertauscht werden).
Will man die Gesamtgruppe der reziproken Radien umspannen, so hat man den ge-
nannten Transformationen noch die anderen (nicht minder wichtigen) hinzuzufiigen:
,_%E+B

yz+4

, wo 2z’ wieder =z’ +1iy’, Z aber =z —iy. (1893).
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linearen Transformationen unterworfen gedacht ist, ist aber nichts anderes,
als was bei einer etwas abgeénderten Darstellungsweise Theorie der biniren
Formen genannt wird. Also:

Die Theorie der bindren Formen findet thre Darstellung durch die
Geometrie der reziproken Radien in der reellen Ebene, so zwar, daf3 auch
die komplexen Werte der Variabeln reprdsentiert werden.

Von der Ebene moégen wir, um in den gewohnteren Vorstellungskreis
der projektivischen Umformungen zu gelangen, zur Fliche zweiten Grades
aufsteigen. Da wir nur reelle Elemente der Ebene betrachteten, ist es nicht
mehr gleichgiiltig, wie man die Fliche wihlt; sie ist ersichtlich nicht
geradlinig zu nehmen. Insbesondere konnen wir uns dieselbe — wie man
das zur Interpretation einer komplexen Veriinderlichen auch sonst tut —
als Kugelfiiche denken und erhalten so den Satz:

Die Theorie der bindren Formen komplexer Variabeln findet thre
Reprdsentation in der projekiivischen Geometrie der reellen Kugelfldche.

Ich habe mir nicht versagen mégen, in einer Note®®) noch ausein-
anderzusetzen, wie schon dieses Bild die Theorie der bindren kubischen
und biquadratischen Formen eridutert.

§7.
Erweiterungen des Vorangehenden. Lies Kugelgeometrie.

An die Theorie der bindren Formen, die Geometrie der reziproken
Radien und die Liniengeometrie, welche im vorstehenden koordiniert und
nur durch die Zahl der Verinderlichen unterschieden scheinen, lassen sich
gewisse Erweiterungen kniipfen, die nun auseinandergesetzt werden mégen.
Dieselben sollen einmal dazu beitragen, den Gedanken, daB die Gruppe,
welche die Behandlungsweise gegebener Gebiete bestimmt, beliebig erweitert
werden kann, an neuen Beispielen zu erliutern; dann aber ist namentlich
die Absicht gewesen, Betrachtungen, welche Lie in einer neueren Abhand-
lung niedergelegt hat®?), in ihrer Beziehung zu den hier vorgetragenen
Uberlegungen darzulegen. Der Weg, auf welchem wir zu Lies Kugel-
geometrie gelangen, weicht insofern von dem von Lie eingeschlagenen ab,
als Lie an liniengeometrische Vorstellungen ankniipft, wihrend wir, um
uns mehr der gewShnlichen geometrischen Anschauung anzuschlieBen und im
Zusammenhang mit dem Vorhergehenden zu bleiben, bei den bez. Aus-
einandersetzungen eine geringere Zahl von Verinderlichen voraussetzen.
Die Betrachtungen sind, wie bereits Lie selbst hervorgehoben hat (Gottinger
Nachrichten 1871, Nr. 7, 22) von der Zahl der Variabeln unabhéngig. Sie

2 Vgl. Note VII.
*) Partielle Differentialgleichungen und Komplexe. Math. Annalen, Bd. 5 (1870).
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gehoren dem groBen Kreise von Untersuchungen an, welche sich mit der
projektivischen Untersuchung quadratischer Gleichungen zwischen beliebig
vielen Verdnderlichen beschiftigen, Untersuchungen, die wir bereits ofter
beriihrt haben und die uns noch wiederholt begegnen werden (vgl. § 10 u. a.).

Ich kniipfe an den Zusammenhang an, der zwischen der reellen Ebene
und der Kugelfliche durch stereographische Projektion hergestellt wird.
Wir setzten bereits in § 5 die Geometrie der Ebene mit der Geometrie
auf einem Kegelschnitte in Verbindung, indem wir der Geraden der Ebene
das Punktepaar zuordneten, in welchem sie den Kegelschnitt trifft. Ent-
sprechend konnen wir einen Zusammenhang zwischen der Raumgeometrie
und der Geometrie auf der Kugel aufstellen, indem wir jeder Ebene des
Raumes den Kreis zuordnen, in welchem sie die Kugel schneidet. Uber-
tragen wir dann durch stereographische Projektion die Geometrie auf der
Kugel von derselben auf die Ebene, wobei jeder Kreis in einen Kreis
iibergeht, so entsprechen einander also:

die Raumgeometrie, welche als Element die Ebene, als Gruppe diejenigen
linearen Transformationen benutzt, welche eine Kugel in sich iiberfithren;

die ebene Geometrie, deren Element der Kreis, deren Gruppe die
Gruppe der reziproken Radien ist.

Die erstere Geometrie wollen wir nun nach zwei Seiten verallgemeinern,
indem wir statt ihrer Gruppe eine umfassendere setzen. Die resultierende
Erweiterung iibertrigt sich dann durch die Abbildung ohne weiteres auf
ebene Geometrie.

Statt der linearen Transformationen des aus Ebenen bestehenden
Raumes, welche die Kugel in sich iiberfithren, liegt es nahe, entweder die
Gesamtheit der linearen Transformationen des Raumes, oder die Gesamtheit
der Ebenentransformationen des Raumes zu wihlen, welche [in einem noch
erst anzugebenden Sinne] die Kugel ungeindert lassen, indem wir das
eine Mal von der Kugel, das andere Mal von dem linearen Charakter der
anzuwendenden Transformationen absehen. Die erste Verallgemeinerung
ist ohne weiteres verstindlich und wir mégen sie also zuerst betrachten
und in ihrer Bedeutung fiir ebene Geometrie verfolgen; auf die zweite
kommen wir hernach zuriick, wobei es sich denn zunichst darum handelt,
die allgemeinste betreffende Transformation zu bestimmen.

Die linearen Transformationen des Raumes haben die Eigenschaft
gemein, Ebenenbiischel und Ebenenbiindel wieder in solche iiberzufiihren,
Aber auf die Kugel iibertragen ergibt das Ebenenbiischel ein Kreisbiischel,
d. h. eine einfach unendliche Reihe von Kreisen mit gemeinsamen Schnitt-
punkten; das Ebenenbiindel ergibt ein Kreisbiindel, d. h. eine zweifach
unendliche Schar von Kreisen, die auf einem festen Kreise senkrecht
stehen (dem Kreise, dessen Ebene die Polarebene des den Ebenen des
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gegebenen Biindels gemeinsamen Punktes ist). Den linearen Transforma-
tionen des Raumes entsprechen also auf der Kugel und weiterhin in der
Ebene Kreistransformationen von der charakteristischen Eigenschaft, Kreis-
biischel und Kreisbiindel in ebensolche iiberzufiihren®). Die ebene Geo-
metrie, welche die Gruppe der so gewonnenen Transformationen benuizt,
st das Bild der gewohnlichen projektivischen Raumge.metrie. Als Ele-
ment der Ebene wird man in dieser Geometrie nicht den Punkt benutzen
konnen, da die Punkte fiir die gewihlte Transformationsgruppe keinen
Korper bilden (§ 5), sondern man wird die Kreise als Elemente wihlen.

Bei der zweiten Erweiterung, die wir nannten, gilt es zunichst die
Frage nach der Art der beziiglichen Transformationsgruppe zu erledigen. Es
handelt sich darum, Ebenentransformationen zu finden, die aus jedem
[Ebenenbiischel, dessen Achse die Kugel beriihrt, wieder ein solches
Biischel] machen. Wir mégen der kiirzeren Ausdrucksweise wegen zu-
néichst die Frage dualistisch umkehren und iiberdies einen Schritt in der
Zahl der Dimensionen hinabgehen; wir wollen also nach Punkttransfor-
mationen der Ebene fragen, welche aus jeder Tangente eines gegebenen
Kegelschnittes wiederum eine Tangente erzeugen. Zu dem Zwecke be-
trachten wir die Ebene mit ijhrem Kegelschnitte als Bild einer Fliche
zweiten Grades, die man von einem nicht auf ihr befindlichen Raum-
punkte aus so auf die Ebene projiziert hat, daB der bezeichnete Kegel-
schnitt die Ubergangskurve vorstellt. Den Tangenten des Kegelschnitts
entsprechen die Erzeugenden der Fliche, und die Frage ist auf die andere
zuriickgefithrt nach der Gesamtheit der Punkttransformationen der Fliche
in sich selbst, bei denen die Erzeugenden Erzeugende bleiben.

Solcher Transformationen gibt es nun zwar beliebig unendlich viele:
«denn man braucht nur den Punkt der Fliche als Durchschnitt der Er-
zeugenden zweierlei Art zu betrachten und jedes der Geradensysteme
beliebig in sich zu transformieren. Aber unter den Transformationen sind
insbesondere die linearen. Nur auf diese wollen wir achten. Hitten wir
némlich nicht mit einer Fliche, sondern mit einer mehrfach ausgedehnten Man-
nigfaltigkeit zu tun, die durch eine quadratische Gleichung reprisentiert wird,
so blieben nur die linearen Transformationen, die anderen kimen in Wegfall3?),

Diese linearen Transformationen der Fléche in sich selbst ergeben,
durch (nicht stereographische) Projektion auf die Ebene iibertragen, zwei-

30) Diese Transformationen werden gelegentlich in GraBmanns Ausdehnungs-
lehre betrachtet (in der Auilage von 1862, S. 278).

3 Projiziert man die Mannigfaltigkeit stereographisch, so erhdlt man den be-
kannten Satz: In mehrfach ausgedebnten Gebieten (schon im Raume) gibt es auBer
den Transformationen, die sich in der Gruppe der reziproken Radien befinden, keine
konformen Punkttransformationen. In der Ebene gibt es dagegen beliebig viele andere.
Vgl. auch die zitierten Arbeiten von Lie.
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deutige Punkttransformationen, vermdge deren aus jeder Tangente des
Kegelschnittes, der die Ubergangskurve bildet, allerdings wieder eine
Tangente wird, aus jeder anderen Geraden aber im allgemeinen ein Kegel-
schnitt, der die Ubergangskurve doppelt beriihrt. Es laft sich diese
Transformationsgruppe passend charakterisieren, wenn man auf den Kegel-
schnitt, der die Ubergangskurve bildet, eine projektivische MaBbestimmung
grindet. Die Transformationen haben dann die Eigenschaft, Punkte,
welche im Sinne der MaBbestimmung voneinander eine Entfernung gleich
Null haben, sowie Punkte, welche von einem anderen Punkte eine kon-
stante Entfernung haben, wieder in solche Punkte zu verwandeln.

Alle diese Betrachtungen lassen sich auf beliebig viele Variabeln
tibertragen, insbesondere also fiir die urspriingliche Fragestellung, die sich
auf die Kugel und die Ebene als Element bezog, verwerten. Man kann
dem Resultate dabei eine besonders anschauliche Form geben, weil der
Winkel, den zwei Ebenen im Sinne der suf eine Kugel gegriindeten pro-
jektivischen MaBbestimmung miteinander bilden, mit dem Winkel gleich
ist, den ihre Durchschnittskreise mit der Kugel im gewohnlichen Sinne
miteinander bilden.

Wir erhalten also auf der Kugel und weiterhin auf der Ebene eine
Gruppe von Kreistransformationen, welche die Eigenschaft haben, Kreise
die einander berihren (einen Winkel gleich Null einschlieflen), sowie
Kreise, die einen anderen Kreis unier demselben Winkel schneiden, tn
ebensolche Kreise iiberzufiihren. In der Gruppe dieser Transformationen
sind auf der Kugel die bez. linearen, in der Ebene die Transformationen
der Gruppe der reziproken Radien enthalten?®?).

%2) Die Betrachtungen des Textes diirften durch Zufiigung einiger weniger ana-
lytischer Formeln wesentlich klarer werden. Sei die Gleichung der Kugel, die wir
stereographisch auf unsere Ebene beziehen, in gewdhnlichen Tetraederkoordinaten:

22+ 5+ 2+, =0;
die an diese Bedingungsgleichung gebundenen z erhalten dann bei uns die Bedeutung
ebener tetrazyklischer Punktkoordinaten,
Uy By + Up Ty + Uy + Uy 7, =0
wird die allgemeine Kreisgleichung der Ebene. Berechnet man den Radius des solcher-
weise dargesteliten Kreises, so kommt man dabei auf die Quadratwurzel
Vi® + ug® + ug® 4 .t
die wir mit tu, bezeichnen mogen. Wir konnen jetzt die Kreise als Elemente der
Ebene betrachten. Die Gruppe der reziproken Radien stellt sich dann durch die
Gesamtheit der homogenen linearen Umsetzungen der u,upus%, dar, bei denen
u12+u22+u3‘2+u4~2
in ein Multiplum seiner selbst iibergeht. Die erweiterte Gruppe aber derjenigen Kreis-
geometrie, welche der Lieschen Kugelgeometrie entspricht, besteht aus den homogenen
linearen Umsetzungen der finf Variabelen wu,ugt;u,u;, welche
,u12 + ue‘.’. + usﬂ + ,L'hz + u.’)g
in ein Multiplum seiner selbst verwandeln (1893).]
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Die auf diese Gruppe zu griindende Kreisgeometrie ist nun das Analogon
zu der Kugelgeometrie, wie sie Lie fiir den Raum entworfen hat, und wie sie
bei Untersuchungen. iiber Kriimmung der Flichen von ausgezeichneter Be-
deutung scheint. Sie schlieBt die Geometrie der reziproken Radien in dem-
selben Sinne in sich, wie letatere wieder die elementare Geometrie. —

Die nunmehr gewonnenen Kreis- (Kugel-) Transformationen haben ins-
besondere die Eigenschaft, sich beriihrende Kreise (Kugeln) in ebensolche
iiberzufiihren. Betrachtet man alle Kurven (Flachen) als Umbhiillungs-
gebilde von Kreisen (Kugeln), so werden infolgedessen Kurven (Fléchen),
die sich beriihren, immer wieder in solche iibergehen. Die fraglichen
Transformationen gehéren also in die Klasse der spéter allgemein zu be-
trachtenden Beriihrungstransformationen, d. h. solcher Umformungen, bei
denen Beriihrung von Punktgebilden eine invariante Beziehung ist. Die
im vorliegenden Paragraphen zuerst erwihnten GraBmannschen Kreistrans-
formationen, denen man analoge Kugeltransformationen an die Seite stellen
kann, sind keine Beriihrungstransformationen. —

Wurden vorstehend die zweierlei Erweiterungen nur an die Geometrie
der reziproken Radien angeleniipft, so gelten dieselben in entsprechender
Weise fiir Liniengeometrie, iiberhaupt fiir die projektivische Untersuchung
einer durch’eine quadratische Gleichung ausgeschiedenen Mannigfaltigkeit,
wie bereits angedeutet wurde, hier aber nicht weiter ausgefithrt werden soll.

§ 8.

Aufzéhlang weiterer Methoden, denen eine Gruppe von Punkttrans-
formationen zugrunde liegt.

Elementare Geometrie, Geometrie der reziproken Radien und auch
projektivische Geometrie, sofern man von den mit Wechsel des Raum-
elements verkniipften dualistischen Umformungen absieht, subsumieren
sich als einzelne Glieder unter die groBe Menge von denkbaren Betrach-
tungsweisen, welche iiberhaupt Gruppen von Punkttransformationen zu-
grunde legen. Wir médgen hier nur die folgenden drei Methoden, die hierin
mit den genannten iibereinstimmen, hervorheben. Sind diese Methoden
auch lange nicht in dem MaBe, wie die projektivische (Greometrie, zu selb-
stdndigen Disziplinen entwickelt, so treten sie doch deutlich erkennbar in
den neueren Untersuchungen auf?®),

) [Wahrend es sich bei den bis jetzt behandelten Beispielen um Gruppen mit
endlicher Parameterzahl handelte, kommen nunmehr im Texte sogenannte unendiiche
Gruppen in Betracht (1898).] [Zur Vermeidung von MiBverstindnissen ist aber zu
bemerken, daB'in den spiteren Untersuchungen von Lie der Begriff der unendlichen
Gruppen viel enger gefaBt, némlich auf solche Gruppen eingeschrinkt wurde, die sich
durch Differentialgleichungen definieren lassen. K]
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1. Die Gruppe der rationalen Umformungen.

Bei rationalen Umformungen muB wohl unterschieden werden, ob
dieselben fiir alle Punkte des Gebietes, in welchem man operiert, also
des Raumes oder der Ebene usw., rational sind, oder nur fiir die Punkte
einer in dem Gebiete enthaltenen Mannigfaltigkeit, einer Fliche, einer
Kurve. Nur die ersteren sind zu verwenden, wenn es gilt, im bisherigen
Sinne eine Geometrie des Raumes, der Ebene zu entwerfen; die letzteren
gewinnen von dem hier gegebenen Standpunkte aus erst Bedeutung, wenn
Geometrie auf einer gegebenen Fliche, Kurve studiert werden soll. Die-
selbe Unterscheidung gilt bei der sogleich anzufithrenden Analysis situs.

Die seitherigen Untersuchungen, hier wie dort, haben sich aber
wesentlich mit Transformationen der zweiten Art beschiftigt. Insofern
dabei nicht die Frage nach der Geometrie auf der Fliche, der Kurve
war, es sich vielmehr darum handelte, Kriterien zu finden, damit zwei
Flachen, Kurven ineinander transformiert werden kénnen, treten diese
Untersuchungen aus dem Kreise der hier zu betrachtenden heraus®t). Der
hier aufgestellte allgemeine Schematismus umspannt eben nicht die Gesamt-
heit mathematischer Forschung tiberhaupt, sondern er bringt nur gewisse
Richtungen unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt.

Fiir eine Geometrie der rationalen Umformungen, wie sie sich unter
Zugrundelegung der Transformationen der ersten Art ergeben muB, sind
bis jetzt erst die Anfinge vorhanden. Im Gebiete erster Stufe, auf der
geraden Linie, sind die rationalen Umformungen mit den linearen identisch
und liefern also nichts Neues. In der Ebene kennt man freilich die Ge-
samtheit der rationalen Umformungen (der Cremonaschen Transforma-
tionen), man weil, daB sie sich durch Zusammensetzung quadratischer er-
zeugen lassen. Man kennt auch invariante Charaktere der ebenen Kurven:
ihr Geschlecht, die Existenz der Moduln; aber eigentlich zu einer Geo-

3) [Von einer anderen Seite ordnen sie sich wieder, was mir 1872 noch nicht
bekannt war, aufs beste in die Betrachtungen des Textes ein. Ist irgendein alge-

braisches Gebilde~(Kurve, oder Fliche, . ..) vorgelegt, so iibertrage man dasselbe in
einen héheren Raum, indem man die Verhidltnisse
PriP2ic i Pp

der zugehorigen Integranden erster Gattung als homogene Koordinaten einfiihrt, In
diesem Raume hat man dann einfach der weiteren Betrachtung die Gruppe der homo-
genen linearen Umsetzungen der ¢ zugrunde zu legen. Vgl. verschiedene Arbeiten
der Herren Brill, Nother und Weber, sowie z. B. meine eigene Abhandlung:
nZur Theorie der Abelschen Funktionen* in Bd. 836 der Math. Annalen 's. Bd. III
dieser Ausgabe] (1893)]. [Auch bei den in den vorangehenden Paragraphen behan-
delten Beispielen konnte die jeweils in Betracht kommende Gruppe bei Ubergang
zu einem zweckmifig gewdhlten héheren Raum durch eine Gruppe linearer Trans-
formationen ersetzt werden. Die Untersuchung kann daraufhin immer projektiv ge-
wandt werden. Die naheliegende Frage, wie weit sich hieraus ein allgemeines Prinzip
machen 1d8t, scheint immer noch nicht erledigt zu sein. K.]
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. L 31
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metrie der Ebene in dem hier gemeinten Sinne entwickelt sind diese Be-
trachtungen noch nicht. Im Raume ist die ganze Theorie noch erst im
Entstehen begrifien. Von den rationalen Umformungen kennt man bis
jetzt nur wenige und benutzt dieselben, um bekannte Flichen mit un-
bekannten durch Abbildung in Verbindung zu setzen. —

2. Die Analysis sttus.

In der sogenannten Analysis situs sucht man das Bleibende gegen-
tiber solchen Umformungen, die aus unendlich kleinen Verzerrungen durch
Zusammensetzung entstehen. Auch hier muf man, wie bereits gesagt,
unterscheiden, ob das ganze Gebiet, also etwa der Raum, als Objekt der
Transformationen gedacht werden soll, oder nur eine aus ihm ausgesonderte
Mannigfaltigkeit, eine Fldche. Die Transformationen der ersten Art sind
es, die man einer Raumgeometrie wiirde zugrunde legen konnen. Thre
Gruppe wire wesentlich anders konstituiert, als die bisher betrachteten es
waren. Indem sie alle Transformationen umfaBt, die sich aus reell ge-
dachten unendlich kleinen Punkttransformationen zusammensetzen, triigt
sie die prinzipielle Beschrinkung auf reelle- Raumelemente in sich, und
bewegt sich auf dem Gebiete der willkiirlichen Funktion. Man kann
diese Transformationsgruppe nicht ungeschickt erweitern, indem man sie
noch mit den reellen Kollineationen, die auch das unendlich Ferne modi-
fizieren, verbindet. —

3. Die Gruppe aller Punktiransformationen.

Wenn gegeniiber dieser Gruppe keine Fliche mehr individuelle Eigen-
schaften besitzt, da jede in jede andere durch Transformationen der Gruppe
iibergefiihrt werden kann, so sind es hohere Gebilde, bei deren Unter-
suchung die Gruppe mit Vorteil Apwendung findet. Bei der Auffassung
der Geometrie, wie sie hier zugrunde gelegt ist, kann es.gleichgiiltig sein,
wenn diese Gebilde seither nicht sowohl als géometrische, sondern nur als
analytische betrachtet wurden, die gelegentlich geometrische Anwendung
fanden, und wenn man bei ihrer Untersuchung Prozesse anwandte (wie
eben beliebige Punkttransformationen), die man erst in neuerer Zeit be-
wuBt als geometrische Umformungen aufzufassen begonnen hat. Unter
diese analytischen Gebilde gehoren vor allen die homogenen Differential-
ausdriicke, sodann auch die partiellen Differentialgleichungen. Bei der
allgemeinen Diskussion "der letzteren scheint aber, wie in dem ifolgenden
Paragraphen ausgefiihrt wird, die umfassendere Gruppe aller Beriihrungs-
transformationen noch vorteilhafter.

Der Hauptsatz, der in der Geometrie, welche die Gruppe aller Punks-
transformationen zugrunde legt, in Geltung ist, ist der, daf} eine Punki-
transformation fiir eine unendlich kleine Partie des Raumes immer den
Wert einer linearen Transformation hat. Die Entwicklungen der pro-
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jektivischen Geometrie haben also nun ihren Wert fiir das Unendlichkleine,
und hierin liegt, mag sonst die Wahl der Gruppe bei Behandlung von
Mannigfaltigkeiten willkiirlich sein — hierin liegt ein auszeichnender Cha-
rakter fiir die projektivische Anschawungswesse.

Nachdem nun schon lange von dem Verhiltnisse der Betrachtungs-
weisen, die einander einschlieBende Gruppen zugrunde legen, nicht mehr die
Rede war, mag hier noch einmal ein Beispiel fiir die allgemeine Theorie des
§ 2 gegeben werden. Wir mdgen uns die Frage vorlegen, wie denn vom Stand-
punkte ,aller Punkttransformationen* die gewohnlichen projektivischen
Eigenschaften aufzufassen sind, wobei von den dualistischen Umformungen,
die eigentlich mit zur Gruppe der projektivischen Geometrie gehéren, ab-
gesehen werden mag. Die Frage deckt sich dann mit der andern: durch
welche Bedingung aus der Gesamtheit der Punkttransformationen die
Gruppe der linearen ausgeschieden wird. Das Charakteristische der letzteren
ist, daB sie jeder Ebene eine Ebene zuordnen: sie sind diejenigen Punkt-
transformationen, vermége deren die Mannigfaltigkeit der Ebenen (oder,
was auf dasselbe hinauskommt, der geraden Linien) erhalten bleibt. Die
projektivische Geometrie ist aus der Geometrie aller Punkttransformationen
ebenso durch Adjunkiion der Mannigfaliigkeit der Ebenen zu gewinnen,
wie die elementare Geometrie aus der projektivischen durch Adjunktion
des unendlich fernen Kugelkreises. Insbesondere haben wir z. B. vom
Standpunkte aller Punkttransformationen die Bezeichnung einer Fliche als
einer algebraischen von einer gewissen Ordnung als eine invariante Be-
ziehung zur Mannigfaltigkeit der Ebenen aufzufassen. Es wird dies recht
deutlich, wenn man, mit GraBmann, die Erzeugung der algebraischen
Gebilde an ihre lineale Konstruktion kniipft.

§ 9.
Yon der Gruppe aller Beriihrungsiransformationen.

Berithrungstransformationen sind zwar in einzelnen Fillen schon lange
betrachtet; auch hat Jacobi bei analytischen Untersuchungen bereits von
den allgemeinsten Berithrungstransformationen Gebrauch gemacht; aber in
die lebendige geometrische Anschauung wurden sie erst durch neuere Ar-
beiten von Lie eingefiihrt®). Es ist daher wohl nicht iiberfliissig, hier
ansdriicklich auseinanderzusetzen, was eine Beriihrungstransformation ist,

35) Vgl. besonders die bereits zitierte Arbeit: Cber partielle Differentialgleichungen
und Komplexe. Math. Ann, Bd.5. Die im Texte gegebenen Ausfiihrungen betr, partielle
Differentialgleichungen habe ich wesentlich miindlichen Mitteilungen von Lie ent-
nommen; vgl. dessen Note: Zur Theorie partieller Differentialgleichungen, Gittinger
Nachrichten. Okt. 1872,

31%
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wobei wir uns, wie immer, auf den Punktraum mit seinen drei Dimensionen
beschrinken.
Unter einer Berithrungstransformation hat man, analytisch zu reden,

jede Substitution zu verstehen, welche die Variabelwerte xz, y, 2 und ihre

partiellen Differentialquotienten - d =P, g— = ¢ durch neue 2, ¥, 2/, p’, ¢’

ausdriickt. Dabei gehen, wie ersmhthch sich beriihrende Flichen im all-
gemeinen wieder in sich beriihrende Flichen iiber, was den Namen Be-
rithrungstransformation begriindet. Die Berithrungstransformationen zer-
fallen, wenn man vom Punkte als Raumelement ausgeht, in drei Klassen:
solche, die den dreifach unendlich vielen Punkten wieder Punkte zuordnen
— das sind die eben betrachteten Punkttransformationen —, solche, die
gie in Kurven, endlich solche, die sie in Flidchen iiberfithren. Diese Ein-
teilung hat man insofern nicht als eine wesentliche zu betrachten, als bei
Benutzung anderer dreifach unendlich vieler Raumelemente, etwa der
Ebenen, allerdings wieder eine Teilung in drei Gruppen eintritt, die aber
mit der Teilung, die unter Zugrundelegung der Punkte stattfand, nicht
koinzidiert.

Wenden wir anf einen Punkt alle Berithrungstransformationen an, so
geht er in die Gesamtheit aller Punkte, Kurven und Flichen iiber. In
ihrer Gesamtheit erst bilden also Punkte, Kurven und Flichen einen K érper
unserer Gruppe. Man mag daraus die allgemeine Regel abnehmen, daf$
die formale Behandlung -eines Problems im Sinne aller Beriihrungstrans-
formationen (also etwa die sogleich vorzutragende Theorie der partiellen
Differentialgleichungen) eine unvollkommene werden muB, sowie man mit
Punkt- (oder Ebenen-) Koordinaten operiert, da die zugrunde gelegten
Raumelemente eben keinen Korper bilden.

Alle 'in dem genannten Korper enthaltenen Individuen als Raum-
elemente einzufiithren, geht aber, will man in Verbindung mit den gew6hn-
lichen Methoden bleiben, nicht an, da deren Zahl unendlichfach unendlich
ist. Hierin liegt die Notwendigkeit, bei diesen Betrachtungen nicht den
Punkt, nicht die Kurve oder die Fldche, sondern das Fldchenelement,
d. h. das Wertsystem x, y, 2, p, ¢ als Rauwmelement einzufilliven. Bei
jeder Beruhrungstransformatmn wird aus jedem Flachenelemente ein neues;
die fiinffach unepdlich vielen Flichenelemente bilden also einen Kérper.

Bei diesem Standpunkte muB man Punkt, Kurve, Fliche gleichmiBig
als Aggregate von Flichenelementen auffassen, und zwar von zweifach
unendlich vielen. Denn die Fliche wird von co? Elementen bedeckb die
Kurve von ebenso vielen beriihrt, durch den Punkt gehen oco® hindurch.
Aber diese zweifach unendlichen Aggrega.te von’ Elementen haben noch
eine charakteristische Eigenschaft gemein. Man bezeichne als vereinigte
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Lage zweier konsekutiven Fldchenelemente z, y, 2z, p, ¢ und z+dz,
y+dy, z+4-dz, p-+dp, ¢+ dg die Bezichung, welche durch

dz—pdx —qdy =20

dargestellt wird. So sind Punkt, Kurve, Fliche iibereinstimmend zweifach
unendliche Mannigfaltighesten von Elementen, deren jedes mit den ein-
fach unendlich wielen ihm benachbarten vereinigi liegt. Dadurch sind
Punkt, Kurve, Fliche gemeinsam charakterisiert, und so miissen sie auch,
wenn man die Gruppe der Beriihrungstransformationen zugrunde legen
will, analytisch reprisentiert werden.

Die vereinigte Lage konsekutiver Elemente ist eine bei beliebiger
Beriihrungstransformation invariante Beziehung. Aber auch umgekehrt
konnen die Berithrungstransformationen definiert werden als diejenigen
Substitutionen der finf Verdnderlichen x, y, z, p, q, vermoge deren die
Relation dz — pdx — qdy = 0 in sich selbst tibergefiihrt wird. Der Raum
ist also bei diesen Untersuchungen als eine Mannigfaltigkeit von fiinf
Dimensionen anzusehen, und diese Mannigfaltigkeit hat man zu behandeln,
indem man als Gruppe die Gesamtheit aller Transformationen der Variablen
zugrunde legt, welche eine bestimmte Relation zwischen den Differentialen
ungeéndert lassen.

Gegenstand der Untersuchung werden in erster Linie diejenigen Mannig-
faltigkeiten, welche durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen den
Variabeln dargestellt werden, d. h. die partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung und thre Systeme. Eine Hauptfrage wird, wie sich aus
den Mannigfaltigkeiten von Elementen, die gegebenen Gleichungen geniigen;
einfach, zweifach unendliche Reihen von Elementen ausscheiden lassen,
deren jedes mit jedem benachbarten vereinigt liegt. Auf eine solche Frage
lduft 2. B. die Aufgabe der Losung einer partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung hinaus. Man soll — so kann man sie formulieren — aus
den vierfach unendlich vielen Elementen, die der Gleichung geniigen, alle
zweifach unendlichén Mannigfaltigkeiten der bewuBten Art ausscheiden.
Insbesondere die Aufgabe der vollstindigen Losung nimmt jetzt die pri-.
zise Form an: man soll die vierfach unendlich vielen Elemente, die der
Gleichung geniigen, auf irgendeine Weise in zweifach unendlich viele
derartige Mannigfaltigkeiten zerlegen.

Ein Verfolg dieser Betrachtung iiber partielle Differentialgleichungen
kann hier nicht in der Absicht liegen; ich verweise in bezug hierauf auf
die zitierten Lieschen Arbeiten. Es sei nur noch hervorgehoben, daB fiir
den Standpunkt der Beriihrungstransformationen eine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung keine Invariante hat, daB jede in jede andere
libergefithrt werden kann, daB also ndmentlich die linearen Gleichungen
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nicht weiter ausgezeichnet sind. Unterscheidungen treten erst ein, wenn
man zu dem Standpunkte der Punkttransformationen zuriickgeht.

Die Gruppen der Beriihrungstransformationen, der Punkttransforma-
tionen, endlich der projektivischen Umformungen lassen gich in einer ein-
heitlichen Weise charakterisieren, die ich nicht unterdriicken mag3®). Be-
rithrungstransformationen wurden bereits definiert als diejenigen Um-
formungen, bei denen die vereinigte Lage konsekutiver Flichenelemente
erhalten bleibt. Die Punkttransformationen haben dagegen die charak-
teristische Eigenschaft, vereinigt gelegene konsekutive Linienelemente in
ebensolche zu verwandeln: die linearen und dualistischen Transformationen
endlich bewahren die vereinigte Lage konsekutiver Konnexelemente. Unter
einem Konnexelemente verstehe ich die Vereinigung eines Flichenelementes
mit einem in ihm enthaltenen Linienelemente; konsekutive Konnexelemente
heiBen vereinigt gelegen, wenn nicht nur der Punkt, sondern auch das
Linienelement des einen in dem Flichenelemente des anderen enthalten
ist. Die (iibrigens vorlinfige) Bezeichnung Konnexelement bezieht sich
auf die von Clebsch neuerdings®) in die Geometrie eingefiihrten Gebilde,
welche durch eine Gleichung dargestellt werden, die gleichzeitig eine Reihe
Punkt-, eine Reihe Ebenen- und eine Reihe Linienkoordinaten enthalten,
und deren Analoga in der Ebene Clebsch als Konnexe bezeichnet.

§ 10.
Uber beliebig ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.

Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie bei der Ankniipfung
der bisherigen Auseinandersetzungen an die réumliche Vorstellung nur der
Wunsch maBgebend war, die abstrakten Begriffe durch Anlehnung an an-
schauliche Beispiele leichter entwickeln zu kénnen. An und fiir sich sind
diese Betrachtungen von dem sinnlichen Bilde unabhingig und gehodren
dem allgemeinen Gebiete mathematischer Forschung an, das man als die
Lehre von den ausgedehnten Mannigfaltigkeiten oder (nach GraBmann)
kurz als Ausdehnungslehre bezeichnet. Wie man die Ubertragung des
Vorhergehenden vom Raume auf den blofien Mannigfaltigkeitsbegriff zu
bewerkstelligen hat, ist ersichtlich. Es sei dabei nur noch einmal bemerkt,
daB wir bei der abstrakten Untersuchung, der Geometrie gegeniiber, den
Vorteil haben, die Gruppe von Transformationen, welche wir zugrunde

) Ich verdanke diese Definitionen einer Bemerkung von Lie. [Lie scheint
auf diese doch gewiB interessanten Definition=n in seinen spiteren Arbeiten nie zuriick-
_gekommen zu sein. K.]

9%) @ott. Abhandlungen, 1872, Bd. 17: Uber eine Fundamentalaufgabe der In-
variantentheorie, sowie namentlich G6tt. Nachrichten, 1872, Nr. 22: Uber ein neues
Grundgebilde der analytischen Geometrie der Ebene.
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legen wollen, ganz willkiirlich wahlen zu konnen, wahrend in der Geo-
metrie eine kleinste Gruppe, die Hauptgruppe, von vornherein gegeben war.

Wir mdgen hier nur die folgenden drei Behandlungsweisen, und auch
diese ganz kurz, beriihren.

1. Die projektivische Behandlungsweise oder die moderne Algebra
(I nvariantentheorie).

Thre Gruppe besteht in der Gesamtheit der linearen und dualistischen
Transformationen der zur Darstellung des Einzelnen in der Mannigfaltig-
keit verwendeten Verinderlichen; sie ist die Verallgemeinerung der pro-
jektivischen Geometrie. Es wurde bereits hervorgehoben, wie diese Be-
handlungsweise bei der Diskussion des unendlich Kleinen in einer um eine
Dimension mehr ausgedehnten Mannigfaltigkeit zur Verwendung kommt.
Sie schlieBt die beiden noch zu nennenden Behandlungsweisen in dem
Sinne ein, als ihre Gruppe die bei jenen zugrunde zu legende Gruppe
umfaft.

2. Die Mannigfaltighkeit von konstantem Kriimmungsmafe.

Die Vorstellung einer solchen erwuchs bei Riemann aus der all-
gemeineren einer Mannigfaltigkeit, in der ein Differentialausdruck derVer-
anderlichen gegeben ist. Die Gruppe besteht bei ihm aus der Gesamtheit
der Transformationen der Variabeln, welche den gegebenen Ausdruck un-
gesindert lassen. Von einer anderen Seite kommt man zur Vorstellung
einer Mannigfaltigkeit von konstanter Kriimmung, wenn man im pro-
jektivischen Sinne auf eine zwischen den Verinderlichen gegebene qua-.
dratische Gleichung eine MafBbestimmung griindet. Bei dieser Weise tritt -
gegeniiber der Riemannschen die Erweiterung ein, dal die Variabeln
als komplex gedacht werden; man mag hinterher die Verinderlichkeit auf
das reelle Gebiet beschrinken. Hierher gehdren die groBe Reihe von
Untersuchungen, die wir in §§ 5, 6, 7 beriihrt haben.

3. Die ebene Mannigfaltigkeit.

Als ebene Mannigfaltigkeit bezeichnet Riemann die Mannigfaltigkeit
von konstantem verschwindenden KriimmungsmaBe. Ihre Theorie ist die
unmittelbare Verallgemeinerung der elementaren Geometrie. Ihre Gruppe
kann — wie die Hauptgruppe der Geometrie — aus der Gruppe der pro-
jektivischen dadurch ausgeschieden werden, daB man ein Gebilde fest hilt,
welches durch zwei Gleichungen, eine lineare und eine quadratische, dar-
gestellt wird. Dabei hat man zwischen Reellem und Imaginérem zu
unterscheiden, wenn man sich der Form, unter der die Theorie gewdhnlich
dargestellt wird, anschlieBen will. Hierher zu rechnen sind vor allem die
elementare Geometrie selbst, dann z. B. die in neuerer Zeit entwickelten
Verallgemeinerungen der gewdhnlichen Kriimmungstheorie usw.
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SchluBbemerkungen.

Zum Schlusse mogen noch zwei Bemerkungen ihre Stelle finden, die
mit dem bisher Vorgetragenen in enger Beziehung stehen; die eine betrifit
den Formalismus, durch welchen man die begrifflichen Entwicklungen des
Vorangehenden repriisentieren will, die andere soll einige Probleme kenn-
zeichnen, deren Inangrifinahme nach den hier gegebenen Auseinander-
setzungen als wichtig und lohnend erscheint.

Man hat der analytischen Geometrie hiufig den Vorwurf gemacht,
durch Einfiihrung des Koordinatensystems willkiirliche Elemente zu bevor-
zugen, und dieser Vorwurf trifft gleichmiBig jede Behandlungsweise aus-
gedehnter Mannigfaltigkeiten, welche das einzelne durch die Werte von
Verinderlichen charakterisiert. War dieser Vorwurf bei der mangelhaften
Art, mit der man namentlich frither die Koordinatenmethode handhabte,
nur zu oft gerechtfertigh, so verschwindet er bei einer rationellen Behand-
lung der Methode. Die analytischen Ausdriicke, welche bei der Unter-
suchung einer Mannigfaltigkeit im Sinne éiner Gruppe entstehen kénnen,
miissen, ihrer Bedentung nach, von dém Koordinatensysteme, insofern es
zufdllig gewdhlt ist, unabhingig sein, und es gilt nun, diese Unabhingig-
keit auch formal in Evidenz zu setzen. DaB dies méglich ist und wie
es zu geschehen hat, zeigt die moderne Algebra, in der der formale In-
variantenbegriff, um den es sich hier handelt, am deutlichsten ausgeprigt
ist. Sie besitzt ein allgemeines und erschépfendes Bildungsgesetz fiir
invariante Ausdriicke und operiert prinzipiell nur mit solchen. Die gleiche
Forderung soll man an die formale Behandlung stellen, auch wenn andere
Gruppen, als die projektivische, zugrunde gelegt sind®®). Denn der For-
malismus soll sich’ doch mit der Begriffsbildung decken, mag man nun
den Formalismus nur als prizisen und durchsichtigen Ausdruck der Be-
grifisbildung verwerten, oder will man ihn benutzen, um an seiner Hand
in noch unerforschte Gebiete einzudringen. —

3%) Beispielsweise stellen fiir die Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen
Raumes um einen festen Punkt die Quaternionen einen solchen Formalismus dar (1893).]

"Aber ich habe spiiterhin die Forderung des Textes meinerseits nur wenig be-
folgt. MaBgebend hierfiir war mir die Erfahrong, die ich an mir selbst und insbe-
sondere im Unterricht machte, daB das Erlernen immer wieder neuer Arten sym-
bolischer Schreibweise im allgemeinen mehr Zeit kostet, als durch deren Anwendung
gewonnen wird. Hiermit diirfte die Tatsache zusammenhéngen, dafl immer nur ganz
wenige Mathematiker sich die von jhrem jeweiligen Schopfer lebhaft empfohlene Art
der Symbolik aneignen (wihrend umgekehrt sehr viele Mathematiker es bequem
finden, ihre Gedanken in irgendwelcher, von ihnen selbst geschafienen, neuen Symbolik
zur Darstellung zu bringen). Wir haben auf Grund des hiermit beschriebenen Verhaltens
zurzeit in der Mathematik bereits eine weitgehende Sprachverwirrung, als deren bedenk-
liches, wenn auch nicht gewolltes Endziel die Selbstsperrung alles mathematischen
Fortschritts erscheint. K.]
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Die Problemstellung, deren wir noch erwihnen wollten, erwéchst
durch einen Vergleich der vorgetragenen Anschauungen mit der sogenannten
Galoisschen Theorie der Gleichungen.

In der Galoisschen Theorie, wie hier, konzentriert sich das Interesse
auf Gruppen von Anderungen. Die Objekte, auf welche sich die Ande-
rungen beziehen, sind allerdings verschieden; man hat es dort mit einer
endlichen Zahl diskreter Elemente, hier mit der unendlichen Zahl von
Elementen einer stetigen Mannigfaltigkeit zu tun. Aber der Vergleich
14Bt sich bei der Identitit des Gruppenbegriffes doch weiter verfolgen®?);
und es mag dies hier um so lieber angedeutet werden, als dadurch die
Stellung charakterisiert wird, die man gewissen von Lie und mir be-
gonnenen Untersuchungen?®) im Sinne der hier entwickelten Anschauungen
zuzuweisen hat. '

In der Galoisschen Theorie, wie sie z. B. in Serrets Traité d’Algébre
supérieure oder in C. Jordans Traité des substitutions dargestellt wird, ist
der eigentliche Untersuchungsgegenstand die Gruppen- .oder Substitutions-
theorie selbst, die Gleichungstheorie flieBt aus ihr als eine Anwendung.
Entsprechend verlangen wir eine T'ransformationstheorie, eine Lehre von
den Gruppen, welche von Transformationen gegebener Beschaffenheit er-
zeugt werden kénnen. Die Begriffe der Vertauschbarkeit, der Ahnlichkeit
usw. kommen, wie in der Substitutionstheorie, zur Verwendung. Als eine
Anwendung der Transformationstheorie erscheint die aus der Zugrunde-
legung der Transformationsgruppen flieBende Behandhing der Mannig-
faltigkeit.

In der Gleichungstheorie sind es zunidchst die symmetrischen Funk-
tionen der Koeffizienten, die das Interesse auf sich ziehen, sodann aber
diejenigen Ausdriicke, welche, wenn -nicht bei allen, so durch eine gréBere
Reihe von Vertauschungen der Wurzeln ungedndert bleiben. Bei der Be-
handlung einer Mannigfaltigkeit unter Zugrundelegung einer Gruppe fragen
wir entsprechend zunichst nach den Korpern (§ 5), nach den Gebilden,
die durch alle Transformationen der Gruppe ungedndert bleiben. Aber es
gibt Gebilde, welche nicht alle aber einige Transformationen der Gruppe
zulassen, und diese sind dann im Sinne der auf die Gruppe gegriindeten
Behandlung besonders interessant, sie haben ausgezeichnete Eigenschaften.
Es kommt das also darauf hinaus, im Sinne der gewdhnlichen Geometrie
symmetrische, regulire Kérper, Rotations- und Schraubenflichen auszu-

) Ich erinnere hier daran, daB GraBmann bereits in der Einleitung zur ersten
Auflage seiner Ausdebnungslehre (1844) die Kombinatorik und die Ausdehnungslehre
parallelisiert.

©y Vgl. den gemeinsamen Aufsatz: Uber diejenigen ebenen Kurven, welche durch

ein geschlossenes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Trans-
formationen in sich iibergehen. Math. Annalen, Bd. 4 's. Abh. XXVI dieser Ausgabe
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zeichnen.  Stellt man sich auf den Standpunkt der projektivischen Geo-
metrie und verlangt insbesondere, daB die Transformationen, durch welche

die Gebilde in sich iibergehen, vertauschbar sein sollen, so kommt man
" auf die von Lie und mir in dem zitierten Aufsatze betrachteten Gebilde
und auf das in § 6 desselben gestellte allgemeine Problem. Die dort in
§ 1, 3 gegebene Bestimmung aller Gruppen unendlich vieler vertausch-
barer linearer Transformationen in der Ebene gehort als ein Teil in die
soeben genannte allgemeine Transformationstheorie*?).

Noten.

I. Uber den Gegensatz der synthetischen und analytischen Richtung
in der neuweren Geomelrie.

Den Unterschied zwischen neuerer Synthese und neuerer analytischer
Geometrie hat man zurzeit nicht mehr als einen wesentlichen zu be-
trachten, da der gedankliche Inhalt sowohl als die SchluBweise sich auf
‘beiden Seiten allméhlich ganz #hnlich gestaltet haben. Daher wihlen wir
im Texte zur gemeinsamen Bezeichnung beider das Wort »projektivische
Geometrie. Wenn die synthetische Methode mehr mit riumlicher An-
schauung arbeitet und ihren ersten, einfachen Entwicklungen dadurch einen
ungemeinen Reiz erteilt, so ist das Gebiet raumlicher Anschauung der
analytischen Methode nicht verschlossen, und man kann die Formeln der
analytischen Geometrie als einen priizisen und durchsichtigen Ausdruck
der geometrischen Beziehungen auffassen. Man hat auf der anderen Seite
den Vorteil nicht zu unterschiitzen, den ein gut angelegter Formalismus
der Weiterforschung dadurch leistet, daB er gewissermafen dem Gedanken
vorauseilt. Es ist zwar immer an der Forderung festzuhalten, daB man
einen mathematischen Gegenstand noch nicht als erledigt betrachten soll,

1) Ich muB mir versagen, im Texte auf die Fruchtbarkeit hinzuweisen, welche
die Betrachtung unendlich kleiner Transformationen in der Theorie der Differential-
gleichungen hat. In § 7 der zitierten Arbeit haben Lie und ich gezeigt: Gewohnliche
Differentialgleichungen, welche gleiche unendlich kleine Transformationen zulassen,
bieten gleiche Integrationsschwierigkeiten. Wie die Betrachtungen fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen zu verwerten seien, hat Lie an verschiedenen Orten, so besonders
in dem frither genannten Aufsatze (Math. Annalen, Bd. 5), an verschiedenen Beispielen
auseinandergesetzt (vgl. namentlich auch Mitteilungen der Akademie zu Christiania,
3. Mai 1872). . '

.Durch die ‘Auffassungsweise des Textes ordnen sich insbesondere auch meine
spiteren Untersuchungen iiber algebraische Gleichungen, wie diejenigen iiber tran-
.szendente automorphe Fuuktionen (die in den folgenden ' beiden Binden dieser Ge-
samtausgabe abgedrucki werden sollen) mit den Darlegungen des Erlanger Pro.
gramms zusammen., Vgl hierzu die Vorrede zii meinen nVorlesungen iiber das
Ikosaeder* (Leipzig, Teubner, 1883) wo ich auf den Parallelismus meiner einschligigen
Arbeiten zu den gleichzeitigen Untersuchungen Lies iiber kontinuierliche Transfor-
mationsgruppen ausdriicklich hinwies. K.
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solange er nicht begrifilich evident geworden ist, und es ist das Vor-
dringen an der Hand des Formalismus eben nur ein erster aber schon
sehr wichtiger Schritt.

1. Trennung der heutigen Geometrie in Disziplinen.

Wenn man z. B. beachtet, wie der mathematische Physiker sich durch-
gingig der Vorteile entschligt, die ihm eine nur einigermafien ausgebildete
projektivische Anschauung in vielen Fillen gewahren kann, wie auf der
anderen Seite der Projektiviker die reiche Fundgrube mathematischer
Wahrheiten unberiihrt 148t, welche die Theorie der Kriimmung der Flichen
aufgedeckt hat, so mufl man den gegenwirtigen Zustand des geometrischen
Wissens als recht unvollkommen und als hoffentlich voriibergehend be-
trachten,

111, CUber den Wert rdumlicher Anschauung.

Wenn wir im Texte die raumliche Anschauung als etwas Beildufiges
bezeichnen, so ist dies mit Bezug auf den rein mathematischen Inhalt der
zu formulicrenden Betrachtungen gemeint. Die Anschauung hat fiir ihn
nur den Wert der Veranschaulichung, der allerdings in padagogischer Be-
ziehung sehr hoch anzuschlagen ist. Ein geometrisches Modell z. B. ist
auf diesem Standpunkte sehr lehrreich und interessant.

Ganz anders stellt sich aber die Frage nach dem Werte der rdum-
lichen Anschauung iiberhaupt. Ich stelle denselben als etwas Selb-
standiges hin. Es gibt eine eigentliche Geometrie, die nicht, wie die im
Texte besprochenen Untersuchungen, nur eine veranschaulichte Form ab-
strakter Untersuchungen sein will. In ihr gilt es, die riumlichen Figuren
nach ihrer vollen gestaltlichen Wirklichkeit aufzufassen, und (was die
mathematische Seite ist) die fiir sie geltenden Beziehungen als evidente
Folgen der Grundsitze raumlicher Anschauung zu verstehen. Ein Modell
— mag es nun ausgefithrt und angeschaut oder nur lebhaft vorgestellt sein
— ist fiir diese Geometrie nicht ein Mittel zum Zwecke, sondern die
Sache selbst.

Wenn wir so, neben und unabhingig von der reinen Mathematik,
Geometrie als etwas Selbstindiges hinstellen, so ist das an und fiir sich gewil
nichts Neues. Es ist aber wiinschenswert, diesen Gesichtspunkt ausdriick-
lich einmal wieder hervorzuheben, da die neuere Forschung ihn fast ganz
itbergeht. Hiermit hingt zusammen, da$ umgekehrt die neuere Forschung
selten dazu verwendet wurde, wenn es galt, gestaltliche Verhaltnisse
viumlicher Erzeugnisse zu beherrschen, und doch scheint sie gerade in
dieser Richtung sehr fruchtbar*?).

42} "Meine Arbeiten iiber die Gestalten insbesondere der algebraischen Kurven
und Flichen sollen in Bd. IT dieser Gesamtausgabe ihre Stelle finden. K.,
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IV. Uber Mannigfaltighkeiten von beliebig wielen Dimensionen.

DaB der Raum, als Ort fiir Punkte aufgefaft, nur drei Dimensionen
hat, braucht vom mathematischen Standpunkte aus nicht diskutiert zu
werden; ebensowenig kann man aber vom mathematischen Standpunkte
aus jemanden hindern, zu behaupten, der Raum habe eigentlich vier, oder
unbegrenzt viele Dimensionen, wir seien aber nur imstande, drei wahrzu-
nehmen. Die Theorie der mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, wie
sie je linger je mehr in den Vordergrund neuerer mathematischer For-
schung tritt, ist, ihrem Wesen nach, von einer solchen Behauptung voll-
kommen unabhéngig. Es hat sich in ihr aber eine Redeweise eingebiir-
gert, die allerdings dieser Vorstellung entflossen ist. Man spricht, statt
von den Individuen einer Mannigfaltigkeit, von den Punkten eines héheren
Raumes usw. An und fiir sich hat diese Redeweise manches Gute, inso-
fern sie durch Erinnern an die geometrischen Anschauungen das Verstindnis
erleichtert. Sie hat aber die nachteilige Folge gehabt, daB in ausgedehnten
Kreisen die Untersuchungen iiber Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen
Dimensionen als solidarisch erachtet werden mit der erwdhnten Vorstellung
von der Beschaffenheit des Raumes. Nichts ist grundloser als diese Auf-
fassung. Die betrefienden mathematischen Untersuchungen wiirden aller-
dings sofort geometrische Verwendung finden, wenn die Vorstellung richtig
wire, — aber ihr Wert und ihre Absicht ruht, ginzlich unabhingig von
dieser Vorstellung, in ihrem eigenen mathematischen Inhalte.

Btwas ganz anderes ist es, wenn Pliicker gelehrt hat, den wirklichen
Raum als eine Mannigfalfigkeit von beliebig vielen Dimensionen aufzu-
fassen, indem man als Element des Raumes ein von beliebig vielen Para-
metern abhéingendes Gebilde (Kurve, Fliche usw.) einfiihrt (vgl. §5 des Textes).

Die Vorstellungsweise, welche das Element der beliebig ausgedehnten
Mannigfaltigkeit als ein Analogon zum Punkte des Raumes betrachtet, ist
wohl zuerst von Grafmann in seiner Ausdehnungslehre (1844 ) entwickelt
worden. Bei ihm ist der Gedanke vollig frei von der erwdhnten Vor-
stellung von der Natur des Raumes; letztere geht auf gelegentliche Be-
merkungen von GauB zuriick und wurde durch Riemanns Untersuchungen
iiber mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, in welche sie mit einge-
flochten ist, in weiteren Kreisen bekannt.

Beide Auffassungsweisen — die GraBmannsche wie die Pliickersche
— haben ihre eigentiimlichen Vorziige; man verwendet sie beide, zwischen
ihnen abwechselnd, mit Vorteil??).

4%) [Unnétig zu bemerken, welche Entwicklung das mehrdimensionale Denken in
den letzten Jahrzehnten genommen hat. Ich verweise, was speziell die GraBmannsche
Auffassung und die ibr entsprechende Behandlung algebraischer Gebilde angeht, auf
Segres Referat in III,, Heft 7, der Mathematischen Enzyklopidie, 1918. K.}
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V. Uber die sogenannte Nichi-Euklidische Geometrie.

Die im Texte gemeinte projektivische MaBgeometrie koinzidiert, wie
neuere Untersuchurgen gelehrt haben, dem Wesen nach mit der MaBgeo-
metrie, welche unter Nichtannahme des Parallelenaxioms entworfen werden
kann und die zurzeit unter dem Namen der Nicht-Euklidischen Geometrie
vielfach besprochen und diskutiert wird. Wenn wir im Texte diesen
Namen iiberhaupt nicht beriihrt haben, so geschah es aus einem Grunde,
der mit den in der vorstehenden Note gegebenen Auseinandersetzungen
verwandt ist. Man verkniipt mit dem Namen Nicht-Euklidische Geometrie
eine Menge unmathematischer Vorstellungen, die auf der einen Seite mit
ebenso viel Eifer gepflegt als auf der anderen perhorresziert werden, mit
denen aber unsere rein mathematischen Betrachtungen gar nichts zu
schaffen haben. Der Wunsch, in dieser Richtung etwas zur Klirung der
Begriffe beizutragen, mag die folgenden Auseinandersetzungen motivieren.

Die gemeinten Untersuchungen iiber Parallelentheorie haben mit ihren
Weiterbildungen mathematisch nach zwei Seiten einen bestimmten Wert.

Sie zeigen .einmal — und dieses ihr Geschift kann man als ein
einmaliges, abgeschlossenes betrachten —, daB das Parallelenaxiom keine
mathematische Folge der gewshnlich vorangestellten Axiome ist, sondern
da ein wesentlich neues Anschauungselement, welches in den vorher-
gehenden Untersuchungen nicht beriibrt wurde, in ihm zum Ausdruck ge-
langt. Ahnliche Untersuchungen kénnte man und sollte man mit Bezug
auf jedes Axiom nicht nur der Geometrie durchfiihren; man wiirde da-
durch an Einsicht in dje gegenseitige Stellung der Axiome gewinnen.

Dann aber haben uns diese Untersuchungen mit einem wertvollen
mathematischen Begriffe beschenkt: dem Begriffe einer Mannigfaltigkeit
von konstanter Kriimmung. Er h#ngt, wie bereits bemerkt und wie in
§ 10 des Textes noch weiter ausgefithrt ist, mit der unabhingig von aller
Parallelentheorie erwachsenen projektivischen MaBbestimmung auf das
innigste zusammen. Wenn das Studium dieser MaBbestimmung an und
fiir sich hohes mathematisches Interesse bietet und zahlreiche Anwen-
dungen gestattet, so kommt hinzu, daB sie die in der Geometrie gegebene
MaBbestimmung als speziellen Fall (Grenzfall) umfa8t und uns lehrt, die-
selbe von einem erhéhten Standpunkte aufzufassen.

Vollig unabhingig von den entwickelten Gesichtspunkten steht die
Frage, welche Griinde das Parallelenaxiom stiitzen, ob wir dasselbe als
absolut gegeben — wie die einen wollen — oder als durch Erfahrung
nur approximativ erwiesen — wie die anderen’ sagen — betrachten wollen.
Sollten Griinde sein, das letztere anzunehmen, so geben uns die fraglichen
mathematischen Untersuchungen an die Hand, wie man dann eine exaktere
Geometrie zu konstruieren habe. Aber die Fragestellung ist offenbar eine
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philosophische, welche die allgemeinsten Grundlagen unserer Erkenntnis
betrifft. Den Mathematiker als solchen interessiert die Fragestellung nicht,
und er wiinscht, daB seine Untersuchungen nicht als abhéingig betrachtet
werden von der Antwort, die man von der einen oder der anderen Seite
auf die Frage geben mag.

V1. Liniengeometrie als Untersuchung einer Mannigfaltigkeit von
konstantem Krimmungsmafe.

Wenn wir Liniengeometrie mit der projektivischen MaBbestimmung
in einer fiinffach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in Verbindung setzen,
miissen wir beachten, daB wir in den geraden Linien nur die (im Sinne
der MaBbestimmung) unendlich fernen Elemente der Mannigfaltigkeit vor
uns haben. Es wird dsher nétig, zu iiberlegen, welchen Wert eine pro-
jektivische MaBbestimmung fiir ihre unendlich fernen Elemente hat, und
das mag hier etwas auseinandergesetzt werden, um Schwierigkeiten, die
sich sonst der Auffassung der Liniengeometrie als einer MaBgeometrie
entgegenstellen, zu entfernen. Wir kniipfen diese Auseinandersetzungen
an das anschauliche Beispiel, welches die auf eine Fliche zweiten Grades
gegriindete projektivische MaBbestimmung ergibt.

Zwei beliebig angenommene Punkte des Raumes haben in bezug auf
die Fliche eine absolute Invariante: ihr Doppelverhéltnis zu den beiden
Durchschnittspunkten ihrer Verbindungsgeraden mit der Fldche. Riicken
aber die beiden Punkte auf die Fliche, so wird dies Doppelverhiltnis
unabhingig von der Lage der Punkte gleich Null, auBer in dem Falle,
daBl die beiden Punkte auf eine Erzeugende zu liegen kommen, wo es
unbestimmt wird. Dies ist die einzige Partikularisation, die in ihrer Be-
ziehung eintreten kann, wenn sie nicht zusammenfallen, und wir haben
also den Satz:

Die projektivische Mapbestimmung, welche man im Roume auf eine
Fliche zweiten Grades grimden kann, ergibt fiir die Geomeirie auf der
Fldche noch keine Mafbestimmung.

Hiermit héngt zusammen, daf man durch lineare Transformationen
der Fliche in sich selbst drei beliebige Punkte derselben mit drei anderen
zusammenfallen lassen kann*!).

Will man auf der Fliche selbst eine MaBbestimmung haben, so muf}
man die Gruppe der Transformationen beschrinken, und dies erreicht man,

#) Diese Verhiiltnisse &indern sich bei der gew. MaBgeometrie; zwei vnendlich
ferne Punkte haben fiir sie freilich eine absolute Invariante. Der Widerspruch, den
msan in der Abzihlung der linearen Transformationen der unendlich fernen Fléche in
sich selbst hiermit finden kénnte, erledigt sich dadurch, daB die unter ihnen befind-
lichen Translationen und Ahnlichkeitstransformationen das Unendlichferne iiberhaupt
nicht &ndern.
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indem man einen beliebigen Raumpunkt (oder seine Polarebene) festhilt.
Der Raumpunkt sei zuniichst nicht auf der Fliche gelegen. So projiziere
man die Fliche von dem Punkte auf eine Ebene, wobei ein Kegelschnitt
als Ubergangskurve auftritt. Auf diesen Kegelschnitt griinde man in der
Ebene eine projektivische MaBbestimmung, die man dann riickwirts auf
die Fliche iibertriigt®?). Dies ist eine eigentliche MaBbestimmung von
konstanter Kriimmung, und man hat also den Satz:

Auf der Fldche erhdlt man eine solche Mafbestimmung, sowie man
einen auferhalb der Fldche gelegenen Punkt festhdls.
Entsprechend findet man*¢):

Eine Mafbestimmung von verschwindender Krimmung erhdlt man
auf der Fldche, wenn man fir den festen Punkt einen Punkt der Fldche
selbst wadhlt.

Fiir alle diese MaBbestimmungen auf der Flidche sind die Erzeugen-
den der Fliche Linien von verschwindender Linge. - Der Ausdruck fiir .
das Bogenelement auf der Fliche ist also fiir die verschiedenen Bestim-
mungen nur um einen Faktor verschieden. Ein absolutes Bogenelement
auf der Fliche gibt es nicht. Wohl aber kann man von dem Winkel
sprechen, den Fortschreitungsrichtungen auf der Fliche miteinander bilden. —

Alle diese Sitze und Betrachtungen kénnen nun ohne weiteres fiir
Liniengeometrie benutzt werden, Fiir den Linienraum selbst existiert zu-
nachst keine eigentliche MaBbestimmung. Eine solche erwéchst erst, wenn
wir einen linearen Komplex festhalten, und zwar erhilt sie konstante oder
verschwindende Kriimmung, je nachdem der Komplex ein allgemeiner oder
in spezieller (eine Gerade) ist. An die Auszeichnung eines Komplexes
ist namentlich auch die Geltung eines absoluten Bogenelements gekniipft
Unabhingig davon sind die Fortschreitungsrichtungen zu benachbarten
Geraden, welche die gegebene schneiden, von der Lénge Null, und auch
kann man von einem Winkel reden, den zwei beliebige Fortschreitungs-
richtungen miteinander bilden**).

VII. Zur Interpretation der bindren Formen.

Es mag hier der iibersichtlichen Gestalt gedacht werden, welche, unter
Zugrundelegung der Interpretation von z -+ iy auf der Kugelfliche, dem
Formensysteme der kubischen und der biquadratischen bindren Form er-
teilt werden kann.

Eine kubische binire Form 7 hat eine kubische Kovariante @, eine

45y Vgl' § 5 des Textes S. 472.

8) Vgl. § 4 des Textes S. 470.

7} Vgl den Aufsatz: Uber Liniengeometrie und metrische Geometrie. Math.
Annalen, Bd. 5 's. Abh. VIII dieser Ausgabe,
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quadratische A, und eine Invariante E**). Aus f und @ setzt sich eine
ganze Reihe von Kovarianten sechsten Grades

@’ +1-Rf
zusammen, unter denen auch A® enthalten ist. Man kann zeigen?®), daB
jede Kovariante der kubischen Form in solche Gruppen von sechs Punkten
zerfallen muB, Insofern 4 komplexe Werte annehmen kann, gibt es zwei-
fach unendlich viele derselben.

Das ganze so umgrenzte Formensystem kann auf der Kugel nun
folgendermaBen représentiert werden®®). Durch geeignete lineare Trans-
formation der Kugel in sich selbst bringe man die drei Punkte, welche f
reprisentieren, in drei #quidistante Punkte eines gréSten Kreises. Der-
selbe mag als Aquator bezeichnet sein; auf ihm haben die drei Punkte f
die geographische Lénge 0° 120° 240° So wird Q durch die Punkte
des Aquators mit der Linge 60° 180° 800° A durch die beiden Pole
vorgestellt. Jede Form Q" -+ 2Rf" ist durch sechs Punkte reprﬁsehbiert
deren geographlsche Breite und Lénge, unter « und g beliebige Zahlen
verstanden, in dem folgenden Schema enthalten ist;

a —a

g 120+ﬂ1240—|—/3 — 8 120——/91240— |

Verfolgt man diese Punktsysteme auf der Kugel, so ist es interessant, zu
sehen, wie f und @ doppelt, A dreifach zihlend ans denselben entsteht.

Eine biquadratische Form 7 hat eine ebensolche Kovariante H, eine
Kovariante sechsten Grades 7', zwei Invarianten ¢ und j. Besonders zu
bemerken ist die Schar biquadratischer Formen ¢H - 1jf, die alle zu dem
nimlichen 7' gehdren, und unter denen die drei quadratischen Faktoren,
in welche man 7' zerlegen kann, doppelt zihlend enthalten sind. —

Man lege jetzt durch den Mittelpunkt der Kugel drei zueinander
rechtwinklige Achsen OX,0Y, 0Z. Ihre sechs DurchstoBpunkte mit der
Kugel bilden die Form 7. Die vier Punkte eines Quadrupels ¢H -- 151
sind, unter , y, z Koordination eines beliebigen Kugelpunktes verstanden,
durch das Schema

z, Y, 2,
X, —Y, —2%,
-, Y, — 2,
—-— &, —Y, 2

%) Vgl. hierzu die betr. Abschnitte von Clebsch : Theorie der biniiren Formen(1871).

4°) Durch Betrachtung der linearen Transformationen von [ in sich selbst, vgl.
Math. Annalen, Bd. 4, S.352. [Uber eine geometrische Repriisentation der Resolventen
algebraischer Gleichungen. Siehe Bd. II dieser Ausgabe.] .

8) [Man vgl. auch Beltrami, Ricerche sulla geometria delle forme binarie
cubiche, Accademia di Bologna, Memorie, 1870 (1893).] [Beltramis Werke, Bd. 11.]
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vorgestellt. Die vier Punkte bilden jedesmal die Ecken eines symmetri-
schen Tetraeders, dessen gegeniiberstehende Seiten von den Achsen des
Koordinatensystems halbiert werden, wodurch-die Rolle, welche 7' in der
Theorie der biquadratischen Gleichungen als Resolvente von ¢H + 15 spielt,
gekennzeichnet ist®!) ‘

Erlangen, im Oktober 1872.

51) fAn die Andeutungen des Textes schlieen sich als unmittelbare Ausfithrung

meine im Band II dieser Ausgabe abzudruckenden Arbeiten iiber ,,Binire Formen
mit linesren Transformationen in sich* an (siehe insbesondere Math. Annalen, Bd. 9,
1875). :
)Im iibrigen verweise ich gern noch, indem ich diesen Wiederabdruck des Erlanger
Programms abschlieBe, auf die Arbeiten von Moebius (die ich selbst erst nach
ihrem inneren Zusammenhang erfafBte, nachdem ich bei der von .der séchsischen Ge-
sellschaft der Wissenschaften in den Jabren 1885-—1887 veranstalteten Gesamtausgabe
seiner Werke mitwirken durfte). Moebius hat den allgemeinen Gruppenbegriff und
auch viele der geometrischen Transformationen, die zu seiner Illustration im Erlanger
Programm herangezogen werden, noch nicht gekannt, aber er hat, von einem sicheren
Cefiihl geleitet, seine aufeinanderfolgenden geometrischen Arbeitén genau 50 eingerichtet,
wie es dem Grundgedanken des Programms entspricht. Schon im Mittelabschnitt seines
Baryzentrischen Kalkuls (1827) ordnet er die ,geometrischen Aufgaben“ nach den
»Verwandtschaften* der ,Gleichheit* (Kongruenz), ,Ahnlichkeit“, ,Affinitit“ und
,Kollineation“. Von 1853 an beginnen seine Verdfientlichungen iiber ,Kreisverwandt-
schaft* (== Geometrie der reziproken Radien in der Ebene). Schon vorher (1849)
liegen seine ersten Mitteilungen iiber die Symmetrie der Kristalle. 1863 aber, im
Alter von 73 Jahren, setzt er mit Mitteilungen iiber ,Elementarverwandtschaft“ ein
{d. h. iiber dasjenige Gebiet der Geometrie, welches wir heute Analysis situs nennen).
Mit diesen Angaben wolle man die interessanten Ausfiihrungen vergleichen, welche
Herr Curt Reinhardt in Bd. IT und Bd. IV von Moebius’ Gesammelten Werken
iiber die Entstehung und deun Zusammenhang der einzelnen Arbeiten gem#B dem
reichen Inhalt des handschriftlichen Nachlasses hat geben kénnen. K.]

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 32



