Q)

_ JJ

MEMOIRE
SUR LES

CONDITIONS DE RESOLUBILITE DES EQUATIONS PAR RADICAUX (!).

Le Mémoire ci-joint (2) est extrait d’'un Ouvrage que j'aieu
a "Académie il y a un an. Cet Ouvrage

I’honneur de présenter
n’ayant pas éié compris, les propositions qu’il renferme ayant éié
révoquées cn doute, j'ai dd me contenter de donner, sous forme
synthétique, les principes généraux et une seule application de
ma théorie. Je supplie mes juges de lire du moins avec attention
ce peu de pages.

On trouvera ici une condition générale a laquelle satisfait
toute équation soluble par radicauz, et qui réciproquement
assure leur résolubilité. On en fait Papplication seulement aux

(*) Ce Mémoire et le suivant ont été retrouvés dans les papiers de Galois et
publiés pour la premiére fois en 1846 par Liouville, qui les avait fait précéder de
la note suivante:

« En insérant dans leur Recueil la lettre qu’on vient de lire, l¢s éditeurs-de la
Revue encyclopédigue annoncaient qu’ils publieraient prochainement les manu-
scrits laissés par Galois. Mais cette promesse n’a pas ¢lé tenue. M. Auguste Che-
valier avait cependant préparé le travail, Il nous a remis et 'on trouvera dans
les feuilles qui vont suivre:

» 1° Un Mdémoire entier sur les conditions de résolubilité des ¢équations par
radicaux, avec Papplication aux équations de degré premier; :

» 2° Un fragment d’un second Mémoire ol Galois traite de la théorie généralc
des équations qu’il nomme primitives. ’

» Nous avons conservé la plupart des notes que M. Auaguste Chevaliér avait
jointes aux Mémoires dont nous venons de parler. Ces notes sont toutes mar-
quées des initiales A, Ch. Les notes non signées sont de Galois lui-miéme,

» Nous compléterons cette publication par quelques autres morceaux cxtrails
des papiers de Galois, et qui, sans avoir une grande importance, pourront cepen-
dant encore étre lus avee intérét par les géométres. » ,

Les extraits dont parle Liouville dans la dernitre phrase de cctic nole n'ont
jamais été publiés.

(*) Jai jugé convenable de placer en téte de ce Mémoire la préface qu'on va
lire, bien que je 1'aie trouvée biffée dans le manuscrit. (A Cu)

E. G, 3
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équations donl le degré est un nombre premier. Voici le théeréme
donné par notre analyse :

Pour qu’une équation de degré premier, qui n’a pas de di-
viseurs commensurables, soit soluble par radicauz, il faut et
¢! suffit que toutes les racines soient des fonctions rationnelles
de deux quelcongues d’cntre elles.

Les autres applications de la théorie sont elles-mémes autant
de théories particulieres. Elles nécessitent d’ailleurs I'emploi de
la lhcoue des nombres, et d'un a]""OI‘l thme particulier : nous les
réservons pour une autre occasion. Elles sont en partie relatives
aux équations modulaires de la théorie des fonctions elliptiques,
que nous démontrons ne pouvoir se résoudre par radicaux.

Ce 16 janvier 1831.

E. Gavors.

PRINCIPES.

Je commencerai par établir quelques définitions et une suite de
lemmes qui sont tous connus.

Définitions. — Une équation est dite réductible quand elle
admet des diviseurs rationnels; irréductible dans le cas contraire.

i1 faut ici expliquer ce qu’on doil entendre par le mot rationnel,
car 1l se représentera souvent.

Quand I'équation a tous ses coefficients numériques et ration-
nels, cela veut dire simplement que I'équation peut se décom-
poser en facteurs qui aient leurs coefficients numériques et ra-
tionnels.

Mais quand les coefficienls d’'une équation ne seront pas tous
numériques ct ralionnels, alors il faudra entendre par diviseur
rationnel un diviseur dont les coefficients s’exprimeraient en
fonction rationnelle des coefficients de la proposée.

Il y a plus : on pourra convenir de regarder comme rationnelle
toute fonction rationnelle d’un certain nombre de quantités dé-
terminées, supposées connues « priori. Par exemple, on pourra
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choisir une certaine racine d’'un nombre entier, et regarder comme
rationnelle toute fonction rationnelle de ce radical.

Lorsque nous conviendrons de regarder ainsi comme connues
de certaines quantilés, nous dirons que nous les adjoignons i
I'équation qu’il s’agit de résoudre. Nous dirons que ces quantités
sont adjointes a 1'équation.

Cela posé, nous appellerons rationnelle toute quantité qui
s'exprimera en fonction rationnelle des coelficients de l’e’quaiioxl
et d’un certain nombre de quantités adjointes & I'équation et
convenues arbitrairement.

Quand nous pous servirons d’équations auxiliaires, elles seront
rationnelles, si leurs coefficients sont raliounels en notre sens.

On voit, au surplus, que les propriétés et les difficultés d’une
équation peuvent étre Lout a fait différentes suivant les quantités
qui lui sont adjointes. Par exemple, I'adjonclion d’une quantité
peut rendre réductible unc équation irréductible.

Ainsi, quand on adjoint & I’équalion

xn—

= 0.
€ —1i

ol n est premier, une racine d'une des équations auxiliaires de

M. Gauss, cetle équation se décompose en facleurs et devient, par

conséquent, réductible. ,

Les substitutions sont le passage d’une permutation a Vauire.

La permutation d’ott Pon part pour indiquer les substitutions
est toute arbitraive, quand il s’agit de fonctions; caril n’y a aucune
raison pour que, dans une fonction de plusieurs lettres, une
lettre occupe un rang platdt qu'un autre.

Cependant, comme on ne peut guére se former 'idée dune
substitution sans se former celle d'une permutation, nous ferons,
dans le langage, un emploi fréquent des permutations, el nous ne
considérerons les substitutions que comme le passage d’une per-
multation 4 une autre.

Quand nous voudrons grouper des substitutions, nous les ferons
toutes provenir d’'une méme permutation.

. 4 : M v : \ . . . .

Comme il s’agit toujours de questions ou la disposition primi-
tive des lettres n’influe en rien dans les groupes que nous

consi-
I3 M ‘ A o my ] . . .
dérerons, on devra avoir les mémes substitutions, quelle que soit
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la’ permutation d’ou P'on sera parti. Donc, si dans un pareil
groupe on a les substitutions S et T, on est stir d’avoir la substi-
tution ST.

Telles sont les définitions que nous avons cru devoir rappeler.

Levye L. — Une équation irréductible ne peut avoir aucune
racine commune avec une égquation rationnelle, sans la diviser.

Car le plus grand commun diviseur entre ’équation irréduc-
tible et ’autre équation sera encore rationnel; donc, etc.

Levuz 1. — Etant donnée une équation quelconque, qui
’a pas de racines égales, dont les racines sont a, b, ¢, ..., oit
peut toujours former une fonction V des racines, telle qu’au-
cune des valeurs que 'on obtient en permutant dans cette fonc-
tion les racines de toutes maniéres, ne soit égale a une autre.

Par excmple, on peut prendre
"=Aa-+Bb+Cec-+...,

A, B, C ¢étant des nombres entiers convenablement choisis.

Lestve . — La fonction V. étant choisie comme il est in-
diqué dans Uarticle précédent, elle jouira de cette propriété,
que toutes les racines de Uéquation proposée s’exprimeront ra-
tionnellement en fonction de V.

En effet, soit
V=u(a,becd .. .j

ou bien
'\7

o(a,b,c.d,...)=o0.

Mualtiplions entre clles toutes les équations semblables, que 'on
obtient en permutant dans celles-ci toutes les lettres, la premiére
seulement restant fixe; il viendra une expression suivante :

[V-—~o(a,b,c,d. .. )][V—-c¢(a,c,b,d,...)]|]lV—v(a,bdec ...)0]. ..,

symétrique en 0, ¢, d, ..., laquelle pourra, par ,onséquent,
s'écrire en fonction de «. Nous aurons donc une équation de Ja

forme
F(V,a)=o.
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Orje dis que de 13 on peut tirer la valeur de «. Tl suffit pour cela
de chercher la solution commune & cette équation et & la pro-
posée. Cette solution est la seule commune, car on ne peut avoir,

par exemple, .
F(V,0) =0,

cetle équation ayant un facteur commun avec I’équation sem-

blable, sans quoi 'une des fonctions ¢(a, ...) serait égale a
'une des fonctions ¢ (b, . ..); ce qui est contre 'hypothese.

11 suit de 1a que @ s’exprime cn fonction rationnelle de V, ctil
en est de méme des autres racines.

Cette proposition (') est cilée sans démonstration par Abel,
dans le Mémoire posthume sur les fonctions elliptiques. '

Levume IV, — Supposons que on ait formé l'équation en 'V,
et que Uon ait pris Uun de ses facteurs irréductibles, en sorte
gue V soit racine d’une équation irréductible. Soient V, V,
V7, ... les racines de cette équation irréductivle. Sic = f(V)
est une des racines de la proposée, f(V')de méme sera une ra-
cine de la proposée.

in cffet, cn multipliant entre cux tous les facteurs de la forme
V— c;(d, b,c....,d), olt 'on aura opéré sur les letires touics
les permutations possibles, on aura une équation rationnelle en \
laquel-le se lrouvera nécessairement divisible par 'équation en
queslion; donc V’ doit s’obtenir par 'échange des letires dans la
fonction V. Soit F(V, @) =o0 I'équation qu’on obtient en per-
mutant dans V toutes les lettres, hors la premi¢re. On anra donc
F(V',0)= o0, b pouvant étre égal & @, mais ¢tant cerlainement
I'une des racines de I'équation proposée; par conséquent, de

de méme il résultera de la proposée et de F(V', 0} == o combi-
nées, la suivante b = f(V').

(*) Il est remarquable que dc cetle proposition on peut conclure que toute
équation dépend d’une équation auxiliaire telle, que toutes les racines de cette
nouvelle équation soient des fonctions rationnelles les unes des aulres: car
Péquation auxiliaire en V est dans ce cas.

Au surplus, cette remarque cst purcment curieuse. En cffe:, une équation qui
a celte propriété n’est pas, en géncéral, plus facile & résoudre qu'unc autre.
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PROPOSITION 1.

Tratorime. — Soit une équation donnée, dont a, b, c, ...
sont les m racines. ll y aura toujours un groupe de permuta-
tions des letires a, b, ¢, ... qui jouira de la propriété suivante:

1° Que toute fonction des racines, invariable () par les sub-
stitutions de ce groupe, soit rationnellement connue;

2° Réciproguement, que toute fonction des racines, détermi-
nable rationnellement, soit invariable par les substitutions.

(Dans le cas des équations algébriques, ce groupe n’est autre
chose que l’ensemble des 1.2.3... m permutations possibles
sur les m lettres, puisque, dans ce cas, les fonctions symétriques
sont seules déterminables rationnellement.)

rh—1

(Dans le cas de I’équation =0, st I'on suppose a =r,
x

b=1rs8,c=r%, ..., g étant une racine primitive, le groupe de
permutations sera simplement celui-ci :

A Y

abed. . ... k,
bed. . ... ka,
cd Jkab,
kabe. . ... i,
' -

dans ce cas parliculier, le nombre des permutations est égal an
degré de I'équation, et la méme chose aurait lieu dans les équa-
lions dont tcutes les racines scraient des fonctions rationnelles
les unes des autres.) '

Démonstration. — Quelle que soit]'équation donnée, on pourra
trouver une fonction rationnelle V des racines, lelle que toules

(') Nuus appelons ici invariable non seulement unc fonction dont la forme est

invariable par les substitutions des racines entre elles, mais encore celle dont la
valeur numérique ne varierait pas par ccs substitutions. Par exemple, si Fo = o
est une ¢quation, Fa est une fonction des racines qui ne varie par aucune per-
mutation. : v

Quand nous disons qu’une fonction cst rationnellement connue, nous voulons
dire que sa valeur numérique est exprimable en fonction rationnelle des coeffi-
cients de Péquation et des quantités adjointes.
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les racines soient fonctions rationnelles de V. Cela posé, considé-
rons 'équation irréductible dont V est racine (lemmes Il et IV).
Soient V, V/, V', ..., V{2=1) les racines de cetle équation.

Soient oV, o, V, 9, V, ..., 95,V les racines de la proposée.
Ecrivons les n permutations suivantes des racines :

(V) oV, o1V, %2V, viry Om—V,
(V,) ?V’) ?lvla ?2V’, ey DPme—t V’a
V"), oV, o1V, oq V', cery Pm— VY,
ceeny ooy ceedy cevey Cery  eeesaan ,
(V(u—l))’ ?V(n-—l), 91V(”‘”, g?gv(n-—l), ceey (?m_l\.’m—-l) :

je dis que ce groupe de permutations jouit de la propriété énoncée,

En effet:

1° Toute fonction IF des racines, invariable par les substitutions
de ce groupe, pourra étre écrite ainsi : ' =4V, et I'on aura

V=0V =4dV'=...=¢V-1,
La valeur de I pourra donc sc déterminer rationnellement.

2° Réciproquement, si une fonction I est déterminable ration-
nellement, et que I'on pose F = ¢V, on devra avoir

V=9V =0¢Vi=, =gV,

puisque Iéquation en V n’a pas dediviseur commensurable et que
V satisfait a I'équation F =14V, T dtant une quantité rationnelle.
Donc la fonction F sera nécessairement invariable par les substi-
tutions du groupe écrit ci-dessus,

Ainsi, ce groupe jouit de la double propriété dont il s’agit dans
le théoréme proposé. Le théoréme est donc démontré.

Nous appellerons groupe de I'équation le groupe en question.

Scolie 1. — 1l est évident que, dans le groupe de permutations
dont il s’agit ici, la disposition deslettres n’est point a considérer,
mais seulement les substitutions de lettres par lesquelles on passe
d’une permutation a l'autre.

Ainsil’on peut se donner arbitrairement unc premiére permu-
tation, pourvu que les autres permutations s’en déduisent toujours
par les mémes substitutions de lettres. Le nouveau groupe ainsi
formé jouira évidemment des mémes propriétés que le premier,
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puisque, dans le théoréme précédent, il ne 3’agit que des substitu-
tions que ’on peut faire dans les fonctions.

Scolie 11. — Les substltullons sont indépendantes méme du
nombre des racines. '

PROPOSITION II.

Tutorkme ('), — S Lon adjoint & une équation donnée la
racine r.d’une équation auziliaire irréductible, 1°il arrivera
de devwx choses Uune : ou bien le groupe e ’équation ne sera
paschangé, ou bien il se partagera en p groupes appartenant
chacun & Uéquation proposée respectivement quand on lui ad-

joint-chacune des racines de U'équation auxiliaire; 2° ces

groupes jouirontde la propriété remarquable, que 'on passera
de Uun & Uautre en opérant dans toutes les permutaions du
premier une méme substitution de lettres.

1 Si, aprés l'adjonction de r, I’équation en V, dont il est
question plus haut, reste irréductible, il est clair que le groupe

“de l’équalion nc sera pas changé. Si, au contraire, elle se réduit,

alors I’ equahon enV se decompo:era en p facteurs, lous de méme
de or ct dela forme

SV )y < f(V, ') >< f(V, ") <.

r, 'y ", ... étant d'autres valeurs de . Ainsi, le groupe de

»

7

Péquation proposée sc décomposera aussi en groupes chacun
d’'on méme nombre de permutations, puisque & chaque valeur
de V correspond une permutation. Ces groupes seront respecti-

(*) Dans Pénoncé du théoréme, aprés ces mols: /o racine r d’une dquation
auziliaire irréductible, Galois avait mis d’abord ceux-ci: de degré p premzel,
qu’il a effacés plus tard. De méme, dans la démonstration, au licu de r, 7',
1y oo élant d’autres valeurs de r, la rédaction primitive portait : r, 7', 7”5 .
ctant les diverses valeurs de r. Enfin on trouve & la marge du manuscrit la
note suivante de Pauteur : '

« Il 'y a quelque chose & compléter dans cette démonstration. Je n'ai pas le
temps. »

Cette ligne a ¢été jetée avec une grande rapidité sur le papier; circonstance
qui, jointe aux mots : « Je n’ai pas le temps », me fait penser que Galois a relu
¢on Mémoire pour le corriger avant d’aller sur le terrain. (A. Cn.)
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vement ceux de 'équation proposée, quand on lui adjoindra suc-

cessivement 7, 77, 17, .. ..

2° Nous avons vu plus haut que toultes les valeurs de V étaient
des fonctions rationnelles les unes des autres. D’aprés cela, sup-
posons que, V étant une racine de f(V,r)=o0, F(V) en soit une
autre; il est clair que de méme si V' est une racine de f(V,7/)= o,

F (V') en sera une autre; car on aura
SIF(V), r] =‘un<_: fonction divisible par f(V, 7).
Donc (lem‘me 1)
- JIF(V'), r']i = une fonction divisible par f(V', 7).

Cela posé, je dis que 'on obtient le groupe relatif a 7/ en opé-
rant partout dans le groupe relatif & 77 une méme substitution de

lettres.
En effet, si 'on 2, par exemple,

| 2uF (V) = o (V),
on aura encore (lemme 1),
euF (V') =v(V').

Donc, pour passer de la permutation [F(V)] a la permutation
[F(V")], il faut faire la méme substitution que pour passer de la
permutation (V) & la permutation (V').

- Le théoréme est donc démontré. .

PROPOSITION III.

Tatorime. — Si’on adjoint & une équation toutes les ra-
cines d’une équation auziliaire, les groupes dont il est question
dans le théoréme 11 jouiront, de plus; de celte propriéié que
les substitutions sont les mémes dans chaque groupe.

On trouvera la démonstration (!).

(*) Dans le manuscrit, 'énoncé du théoréme qu’on vient de lire se trouve cn
marge et en remplace un autre quec Galois avait écrit avec sa démonstration sous
le méme titre: Proposition III. Voici lc texte primitif : Tugorkne. — Sil'équa-
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PROPOSITION IV.

Tutorkme. — Si ’on adjoint & une équation la valeur numé-
rique d’une certaine fonction de~ses racines, le groupe de
Péquation s’abaissera de maniére & n’avoir plus d’autres
permutations que celles par lesquelles cette fonction est inva-
riable.

En effet, d’aprés la proposition I, toute fonction connue doit
étre invariable par les permutations du groupe de 1’équation.

PROPOSITION V.  *

ProsrLime. — Dans quel cas une équation est-elle soluble par
de simples radicauz? _ . ,

J'observerai d’abord que, pour résoudre une équation, il faut
successivement abaisser son groupe jusqu’a ne contenir plus
qu'une seule permutation. Car, quand' une équalion est résolue,
une fonction quelconque de ses racines est connue, méme quand
elle n’est invariahle par aucune permutation. .

Cela posé, cherchons a quelle condition doit satisfaire le groupe
d’une équation, pour qu’il pulsse s abalsser alnsi par ’adjonction
de quantités radicales. :

Suivons la marche des opérations possibles dans cette solution,
en considérant comme opérations distinctes I'extraction de chaque
racine de degré premier.

tion en r est de la forme r?= A, et que les racines pi¢m* de l'unité se trouvent
au nombre des quantités précédemment- adjointes, les p groupes dont il est
question dans le Theoréme II jouiront, de plus, de cette propricté que les
substitutions de lettres par lesquelles on passe d’une permutation a une
.autre dans chaque groupe soient les mémes pour tous les groupes. En effet,
dans ce cas, il revient au méme d’adjoindre 2 Téquation telle ou telle valeur
de r. Par conséquent, ses propriéiés doivent étre les mémes aprés adjonction de
telle ou telle valeur. Ainsi son groupe doit étre le méme quant aux substitutions
( Proposition I, scolie). Donc, ete:

Tout cela est effacé avec soin; le nouvel enoncé porte la date 1832 et montre,
par la maniére dont il est écrit, que P’auteur était extrémement pressé, ce qui
confirme 'assertion que j’ai avancée dans la Note précédente. (A. Cu.)

-
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Adjoignons & I'équation le premier radical extrait dans la solu-
tion. Il pourra arriver deux cas : ou bien, par 'adjonction de ce
radical, le groupe des permutations de I'équation sera diminué; ou
bien, cetle extraction de racine n’étant qu’une simple préparation,
le groupe restera le méme.

Toujours sera-t-il qu’aprés un certain nombre fini d’extractions

de racines, le groupe devra se trouver diminué, sans quoi I'équa-

tion ne serait pas soluble.

Si, arrivé 4 ce point, il y avait plusieurs maniéres de diminuerle
groupe de I’équation proposée par une simple extraction de racine,
il faudrait, pour ce que nous allons dire, considérer seulement un
radical du degré le moins haut possible parmi tous les simples
radicaux, qui sonl tels que la connaissance de chacun d’eux
diminue le groupe de 'équation.

Soit donc p le nombre premier qui représente ce degré mini-
mum, en sorte que par une extraction de racine de degré p, on
diminue le groupe de 1'é¢quation.

Nous pouvons toujours supposer, du moins pour ce qui est
relatif au groupe de I'équation, que, parmi les quantités adjointes
précédemment a I’équation, se trouve une racine p*™ de 'unité, a.
Car, comme cette expression s’oblient par des extractions de
racines de degré inférieur & p, sa connaissance n’altérera en rien
le groupe de I'équation. '

Par conséquent, d’aprés les théorémes II et I, le groupe de
I’équation devra se décomposer en p groupes jouissant les uns par
rapport aux autres de celte double propriété : 1° que I'on passe
de l'un a l'autre par une seule et méme substitution; 2" que tous
contiennent les mémes substitutions.

Je dis réciproquement que, si le groupe de 'équation peut se
partager en p groupes qui jouissent de cette double propriété, on
pourra, par une simple extraction de racine p¥™¢, et par 'adjonc-
tion de cette racine pi®"°, réduire le groupe de ’équation a I'un de

‘ces groupes partiels.

Prenons, en effet, une fonction des racines qui soit invariable
pour toutes les substitutibns de I'un des groupes partiels, et varie
pour toute autre substitution. (1l suffit, pour cela, de choisir unc
fonction symétrique des diverses valeurs que prend, par Loutes les

i
|
|
i
i;
T

i
3
i
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permutations de 'un des groupes partiels, une fonction qui n'est
invariable par aucune substitution.)

Soit 0 cette fonction des racines.

Opérons sur la fonction 8 une des substitutions du groupe total
qui ne lui sont pas communes avec les groupes partiels. Soit §, le

-résultat. Opérons sur la fonction 8, la méme substitution, el

soit §, le résultat, et ainsi de suite.

Comme p est un nombre premier, cette suite ne pourra s’ar-
réter qu’au terme 6,_,; ensuite I'on aura 0,=10,, 6,,., =0, et
ainsi de suite. ,

Cela posé, 1l est clair que la fonction

(0"-— 101 g2 02+ R R 7l 0/,_.1)/'

sera invariable par toutes les permutations du groupe lotal et, par
conséquent, sera actuellement connue.

Si Pon extrait la racine pi®e de cette fonctlon et qu'on |'ad-
joigne A I'équation, alors, par la proposition 1V, le groupe de

I'équation ne conliendra plus d’autres substitutions que celles des

groupes partiels. .

Ainsi, pour que le groupe d’'une équation puisse s’abaisser par
une simple extraction de racine, la condition ci-dessus est néces-
saire et suffisante.

Adjoignons & I'équation le radical en question; nous pourrons
raisonner mainlenant sur le nouveau groupe comme sur le précé-
dent, et il faudra qu'il se décompose lui-méme de la maniére
indiquée, et ainsi de suite, jusqu’a un certain groupe qui ne-con-
tiendra plus qu’une seule permutation.

Scolie. — Il est aisé d’observer cette marche dans la résolution
connue des équations générales du quatriéme degré. En effet, ces
¢quations se résolvent au moyen d’une équation du troisiéme
degré, qui exige elle-méme l'extraction d’une racine carrée. Dans
la suite naturelle des idées, c'est donc par cette racine carrée
qu’il faut commencer. Or, en adjoignant & ’équation du quatriéme
degré cette racine carrée, le groupe de I'équation, qui conlenait
en lout vingt-quatre substilutions, se décompose en deux qui n’en
contiennent que douze. En désignant par «, b, ¢, d les racines,
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voici I'un de ces groupes :

abed, acdb, adbc,‘
bade, cabd, dacb,
cdab, dbac, bcad,
deba, bdeca, cbda.

Maintenant ce groupe se partage lui-méme en trois groupes,
comme il est indiqué aux théoré¢mes II et 1II. Ainsi, par I'extrac-

tion d’un seul radical du troisiéme degré, il reste simplement lc

groupe
abed,
bade,
cdab,

deba:
ce groupe se partage de nouveau en deux groupes :

abed, cdab,
bade, dcba.

Ainsi, aprés une simple extraction de racine carrée, il restera

abed,

badc:

ce qui se résoudra enfin par une simple extraction de racinc
carrée.

On obtient ainsi, soit la solution de Descartes, soit celle
d’Euler; car, bien qu’aprés la résolution de I'équation auxiliaire
du troisiéme degré ce dernier extraye trois racines carrées, on
sait qu'il suffit de deux, puisque la troisitme s’en déduit ration-

: ne]le_ment.

Nous allons maintenant appliquer cette condition aux équations
irréductibles dont le degré est premier.
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Application aux équations irréductibles de degré premier.

PROPOSITION VI.

Levve. — Une équation irréductible de degré premier ne
peut devenir réductible par U'adjonction d’un radical dont
Uindice serait autre que le degré méme de U'équation.

Car si 7, 7', 1", ... sont les diverses valeurs du radical,
Fa = o I'équation proposée, il faudrait que Fx se partageit en
facteurs

S, r)y < f(z, 1) ><..

tous de méme degré, ce qui ne se peut, a moins que f(z,r) ne
soit du premier degré en z.

Ainsi, une équation irréductible de degré premler ne peut
devenir réductible, & moins que son groupe ne se réduise & une
seule permutation.

PROPOSITION VIL

ProsrLEME. — Quel est le groupe d’une équation irréductible
d’un degré premier n, soluble par radicaux?

D’aprés la proposition précédente, le plus petit groupe possible,
avant celui qui n’a qu’une seule permutation, contiendra n per-
mutations. Or, un groupe de permutations d’'un nombre premier
n de leltres ne peut se réduire & n permutations, & moins que
Pune de ces permutations ne se déduise de 'autre par une substi-

~tution circulaire de l'ordre n. (Voir le Mémoire de M. Cauchy,

Journal de I’ Ecole Polytechmque XVIIe cahier. )A1n51 I'avant-

dernier gro upe sera

1]

Ty, Ty, T2, T3, sey Zp--gy Tp-2y Tp—y,
Zy, Ty T3y Xy ooy Tp—g, Xp—g, Do,
(G) X, T3y viny -"‘-, veey Tpe1y Toy Zy.

ey sy sees Tevay c e ey ey veey v

C&n-ty oy Ty, ey eeey Zpeyy Tz, Lp—as

Zoy Liy Lay ey XTn-y étant les racines.
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Maintenant, le groupe qui précédera immédiatement celui-ci
dans 'ordre des décompositions devra se composer d’un certain
nombre de groupes ayant Yous les mémes substitutions que
celui-ci. Or, j'observe que ces substitulions peuvent s’exprimer
ainsi (faisons, en général, z,= 2y, =2, ...; il est clair
que chacune des substitutions du groupe (G) s’obtient en mel-
tant partout & la place de x4, x4y, ¢ étant une constante).

Considérons I'un. quelconque des groupes semblables au
groupe (G). D'aprés le théoréme II, il devra s’oblenir en opérant
parlout dans ce groupe une méme substitution; par exemple, en
mettant partout dans le groupe (G), & la place de 4, x4, f élant
une certaine fonction. '

Les substitutions de ces nouveaux groupes devant étre les
mémes que celles du groupe (G), on devra avoir

flka-e)=f(k)+C,

C étant indépendant de £.
Donc

Sk==2c)=f(k)+ 2C,
S+ me)=,(k)+mC.
Sic=1, k -=z0, on trouvera

J(m)=am -+ &,

ou bien
J(AYy=ak~+ 0, *

a et b étant des constantes.
Donc, le groupe qui précéde immédiatement le groupe (G) ne
devra contenir que des substitutions telles que
*

Liy Zal+b,

et ne contiendra pas, par conséquent, d’autre substitution circu-
laire que celle du groupe (G).
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On raisonnera sur ce groupe comme sur le précédent, etil s’en-
suivra que le premier groupe dans l'ordre des décompositions,
¢’est-a-dire le groupe actuel de I'équation, ne peut contenir que
des substitutions de la forme

Tky Tak+bs

Donc, si une équation irréductible de degré premier est
soluble par radicauz, le groupe de cette équation ne saurait
contenir que des substitutions de la forme

Lhy . Lak+b

a et bétant des constantes.

Réciproguement, si celte condition a lieu, je dis que I'équation
sera soluble par radicaux. Considérons, en effet, les fonctions

(o-+axy +a2xy +...+a?ly, ¢ =Xy,
(2o 4+ axq + 22T9q . ..+ a1y g)q Yt = Xus

(g —+ a@gs 4 2 Zog+ . o .= A" 12 yg3) = X2,

« étant une racine n¢™¢ de I'unité, @ une racine primitive de .

1l est clair que toute fonction invariable par les substitutions
circulaires des quantités X, X4, Xz, . .. sera, dans ce cas, immé-
diatement connue. Donc, on pourra trouver X,, Xz, Xar, .. , par
la méthode de M. Gauss pour les équations binémes. Donc, etc.

Ainsi, pour qu’une équation irréductible de degré kpremier soit
soluble par radicaux, il faut et il .suf‘t que loute fonction inva-
riable par les substitutions '

Lly Xalk+b

soit rationnellement connue.
Ainsi, la fonction

(X —X) (Xa— X) (Xas--X) .

devra, quel que soit X, étre connue.
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Il faut donc et il suffit que 'équation qui donne cetle fonction
des racines admette, quel que soit X, une valeur rationnelle.

Si Péquation proposée a tous ses coefficients rationnels, I'équa-
tion auxiliaire qui donne cette fonction les aura tous aussi, et il
suffira de reconnaitre si cette équation auxiliaire du degré
1.2.3...(n—2) a on non une racine rationnelle, ce que 'on
sait faire. |

Clest 1a le moyen qu'il faudrait employer dans la pratique. Mais
nous allons présenter le théoréme sous une autre forme.

PROPOSITION VIIIL.

Tutorkme. — Pour qu'une équation irréductible de degré
premier soit soluble par radicauz, il faut et il suffit que deux
quelconques des racines étant connues, les autres s’en deduisent
rationnellement. '

Premiérement, il le faut, car la substitution
Thy  Tak+b

ne laissant jamais deux lettres & la méme place, il est clair qu’en
adjoignant deux racines a I’équation, par la proposition IV, son
groupe devra se réduire & une seule permatation.

En second lieu, cela suffit; car, dans ce cas, aucune substitution
du groupe ne laissera deux lettres aux mémes places. Par consé-
quent, le groupe conliendra tout au plus n (7 —1) permutations.
Donc, il ne contiendra qu'une seule substitution circulaire (sans
quoi il y aurait au moins n* permutations). Donc, toute substitu-
tion du groupe, x4, oy, dgyra satisfaire & la condition

Sfk+c)=pf(k)+ C.
Donc, etc.
Le théoréme est donc démontré.
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EXEMPLE DU THEOREME VIL

Soit 2 = 5; le groupe sera le suivant :

abede
bedea
cdeab
deabc
eabed

acebd
cebda
" ebdac
bdace
daceb

aedch
edcba
debae
cbaed
baede

adbec
dbeca
becad
ecadb

cadbe




