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Sancho Guimerá

In Memoriam

El pasado 15 de octubre, festividad de Santa Teresa, falleció en Salamanca Juan Bautista
Sancho Guimerá, catedrático que fue de las universidades de Barcelona y Salamanca, y mi
profesor, maestro y amigo.

Le conoćı en 1974, sin yo saberlo, en las asignaturas de Álgebra y Geometŕıa Proyectiva
que explicaban sus alumnos Loygorri y Pedro Luis en el segundo año de la Licenciatura de
Matemáticas de la Universidad de Salamanca. Sobre todo en la Teoŕıa de Galois que Loygorri
desarrollaba usando sistemáticamente el producto tensorial para cambiar el cuerpo base, deter-
minar los puntos de un álgebra, explicar qué propiedades son geométricas y cuáles son locales,...;
en fin, para dar una visión geométrica de toda la teoŕıa.

Al año siguiente fui alumno de Sancho en el curso de tercero. Sus clases comenzaban hacia las
12 y normalmente se prolongaban hasta las 4 ó las 5 de la tarde, paseando al final por los pasillos
de la Facultad, o sus alrededores si el tiempo acompañaba. Cualquier tema de matemáticas
pronto se entrelazaba con algún otro de f́ısica, historia, teoloǵıa, poeśıa, poĺıtica, filosof́ıa, religión,
literatura,... y nos hablaba de lo divino y de lo humano en el sentido literal de estos términos, de
su vida y sus recuerdos familiares, de España y su historia, del λóγoς, de la ciencia y la bondad,
de Dios y de Cristo, de etimoloǵıas, del canto gregoriano, de la universidad, de San Juan de la
Cruz,... y, por supuesto, nos enseñaba matemáticas.

En su curso explicaba los haces de módulos sobre el espectro de un anillo, la descomposición
primaria, la completación, la teoŕıa de la dimensión, la dependencia entera y la desingularización
de curvas algebraicas; señalando siempre la relación de estos temas con las otras asignaturas, la
unidad y cohesión interna de las matemáticas. Estudiar a fondo su curso era también estudiar
y entender mejor las otras asignaturas de tercero. Al explicar los anillos de fracciones nos dećıa
que también en los espacios metrizables toda función continua en un abierto es cociente de dos
funciones continuas globales, y que lo mismo es cierto para las funciones diferenciables en las
variedades, y cómo esto ilumina la Topoloǵıa, el Análisis y la Geometŕıa Diferencial. Al explicar
la teoŕıa de la dimensión de los anillos nos dećıa que, llamando suma a la intersección y producto
a la unión, los cerrados de un espacio topológico forman un anillo (salvo por la existencia de
opuesto) y nos enseñaba cómo las cadenas de ideales primos permiten obtener también la teoŕıa
de la dimensión de espacios topológicos. Nos indicaba una demostración geométrica y evidente
del Teorema de la Proyección de sistemas de Pfaff, y nos insist́ıa en que de él se sigue directamente
la integrabilidad de las distribuciones involutivas, un teorema fundamental del curso de Análisis
de tercero. Al explicar la dependencia entera, nos dećıa que ese estudio de los morfismos finitos
permite copiar al pie de la letra las definiciones, enunciados y demostraciones de la Teoŕıa de
Galois de segundo, cuando el cuerpo base se sustituye por un anillo noetheriano A, obteniéndose
aśı la teoŕıa del grupo fundamental del espectro de A. ¡Qué conmoción comprender que el
teorema de Hermite de inexistencia de extensiones de discriminante ±1 afirma que el espectro
de Z es simplemente conexo! ¡ver cómo se funden aśı la Geometŕıa, el Álgebra, la Aritmética y
la Topoloǵıa! Seguir sus cursos era ir descubriendo la unidad esencial de las matemáticas y de
toda la ciencia, la uni-versidad en su etimoloǵıa. Y siempre transmitiendo su convicción de que
cualquier tema, por dif́ıcil y enrevesado que parezca, se vuelve transparente y sencillo cuando
se mira desde el punto de vista adecuado, cuando una mano de nieve introduce las buenas
definiciones, intŕınsecas y generales. Siempre directo a lo esencial, a los enunciados que iluminan
toda la teoŕıa. Como dećıa en el Prólogo de su tesis doctoral: Permı́taseme opinar aqúı que la
verdadera originalidad en todo saber es siempre paradójicamente la “luz nueva” que engendra la
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asimilación cada vez más profunda de los fundamentos, y no un amontonamiento (que empieza
a sobrarnos) de datos a la luz de lo ya conocido.

Hablaba mucho; pero escrib́ıa muy poco. Un alumno soĺıa poner en la pizarra lo que iba
entendiendo, y Sancho le correǵıa si algo estaba mal. Yo no lo vi personalmente; pero me ha
llegado la anécdota de que a veces, si por algún motivo no pod́ıa dar su clase, en vez de avisar
a los alumnos, se presentaba en el aula y afirmaba: Lo que estamos estudiando lo entienden si
comprenden ... y, diciendo algo que iluminara todo el tema en cuestión, se marchaba sin más.
Por supuesto que, al explicarnos los temas en clase, no los expońıa con una sola frase; pero
tend́ıa a ello con fuerza y tesón admirables. Y si no con una sola frase, desde luego śı con pocas,
y sin dejar fuera nada esencial. Mis apuntes “en limpio” de ese curso inolvidable son 28 folios,
de ĺıneas bien espaciadas y con algún que otro dibujo.

Después fui su alumno en el curso de cuarto, dedicado al Teorema de Riemann-Roch en
curvas. Nos enseñaba que los haces son ubicuos en matemáticas y que la cohomoloǵıa de haces
ha de ser también el fundamento de la Topoloǵıa Algebraica. Nos explicaba que los espacios
topológicos finitos tienen una realización geométrica natural, que esencialmente son poliedros y
tienen un papel importante en Topoloǵıa y en Geometŕıa Algebraica, y calculaba la cohomoloǵıa
de los haces de ĺınea en la recta proyectiva proyectando ésta sobre un espacio topológico finito con
2 puntos cerrados y un punto denso. Nos dećıa que, aplicando el teorema de representabilidad al
dual del primer grupo de cohomoloǵıa se obtiene directamente la existencia del haz dualizante,
y que es sencillo ver que en las curvas lisas es un haz de ĺınea. El problema radica en probar que
es el haz de diferenciales, lo que nuestro año haćıa con un penoso cálculo local del conductor
de una proyección de la curva sobre la recta proyectiva. Pero al final de ese año cayó en la
cuenta de que si el teorema de representabilidad se aplica antes de tomar cohomoloǵıa, a una
resolución adecuada y no al último grupo de cohomoloǵıa, el teorema de representabilidad da
directamente la existencia del complejo dualizante tanto para variedades algebraicas como para
sus morfismos propios y las aplicaciones propias entre espacios topológicos localmente compactos
(y por supuesto las aplicaciones continuas entre espacios topológicos finitos1). Además, aplicando
a la inmersión diagonal X → X × X el cálculo del dualizante de los productos directos y de
las inmersiones regulares, se obtiene directamente que el dualizante de una variedad lisa de
dimensión n es el haz de las n-formas diferenciales. Una vez más, puesta la teoŕıa en su debida
generalidad (dimensión arbitraria y morfismos, no sólo curvas) las propiedades obvias disolv́ıan
las dificultades.

Al terminar la carrera fui profesor no numerario en la Universidad de Salamanca, junto a
un nutrido grupo de compañeros, y él dirigió mi tesis doctoral. Pasábamos de vez en cuando
por su casa, siempre que queŕıamos comentarle algo, preguntarle sobre una dificultad, enseñarle
un breve manuscrito que alguno hab́ıa redactado, o algún texto más voluminoso y preparado...
La costumbre era ir al caer la tarde, sin avisar nunca, y quedarse varias horas. Siempre estaba
en su casa, siempre disponible, siempre abierto a todo el que pasara por alĺı. Hablando de
lo divino y de lo humano, interesándose en todas las asignaturas de la carrera, indicando la
importancia crucial de las buenas definiciones y el misterioso lazo que une el trabajo intelectual
y la bondad moral. Enseñando cómo los temas se entrelazan y simplifican cuando se introducen
puntos de vista adecuadamente generales y conceptos naturales y canónicos, cómo las ideas

1A mediados de los años 80 Loygorri me pasó una copia de la obra À la Poursuite des Champs de Grothendieck,
que en alguna parte usa órdenes finitos (que son espacios topológicos finitos) y plantea sobre ellos alguna cuestión
que tiene respuesta evidente a partir de lo que Sancho nos enseñaba ya en cuarto sobre los espacios finitos, y que
yo me hab́ıa dado el gusto de poner en limpio en unas breves notas, incluyendo la teoŕıa de la dualidad. Cuando
se las envié a Grothendieck a Montpellier, en su respuesta se mostró sorprendido de la definición de realización
geométrica de los órdenes finitos que daba Sancho, qui a de quoi intriguer! dećıa, y añad́ıa: Je suis enchanté que
vous ayez (semble-t-il) entièrement tiré au claire la théorie de dualité dans le contexte des ordres finis. ¡Vaya con
el curso de cuarto de Sancho!
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fundamentales son fecundas en todas partes. Exponiendo siempre su visión tan sugestiva y
coherente de las matemáticas. En cierta ocasión me dijo: En matemáticas, la única cuestión
seria, la que realmente merece la pena ser pensada, es la pregunta ¿Qué decimos cuando deci-
mos que...? ¡Qué fascinante su comprensión de los dos últimos siglos de las matemáticas como
una sucesiva aclaración de los fundamentos impĺıcitos en la geometŕıa griega, en ese mundo
diáfano que descubrieron los griegos hace ya 25 siglos!

Y en su casa no es que escribiera muy poco, como en las clases de la Facultad, es que no
escrib́ıa absolutamente nada, explicando siempre las matemáticas sin poner una sola letra en un
papel. Me parece que pensaba que si un tema no se pod́ıa explicar en una conversación amigable,
eso era señal ineqúıvoca de que la comprensión aún era deficiente. ¡Cuántas veces no me habrá
hablado de su visión de la F́ısica! (que, definido lo que se entiende por observar, se llega de modo
natural a la mecánica cuántica) y nunca logré entenderle bien.

Su convicción profunda e inquebrantable era que las matemáticas son una parte de la realidad
especialmente cercana a Dios, en la que casi Le tocamos y palpamos, que forman parte del
misterio de la Encarnación. De Sancho aprend́ı que dentro de nosotros llevamos inscrita un
ansia insaciable de teoŕıas claras y generales, de definiciones canónicas y naturales, de enunciados
breves y precisos, de demostraciones sencillas y evidentes, y que las matemáticas nos muestran
una y otra vez que ese anhelo siempre se ve colmado más allá de toda imaginación, que nuestras
esperanzas siempre se quedan cortas.

He hablado de lo que haćıa y dećıa Sancho; pero un hombre, mejor que a través de su obra,
se comprende a la luz de lo que pretende, de lo que verdaderamente quiere. Su empeño era la
realización de una Licenciatura de Matemáticas, con sus textos, que permitiera a los alumnos
captar y aprender las ideas y conceptos esenciales de las matemáticas, y créıa firmemente que,
si no en una sola frase, a finales del siglo XX bien pod́ıan enseñarse en cinco años, y que la obra
de Grothendieck era clave para lograrlo. Esos textos no llegaron a escribirse, más que de forma
fragmentaria y embrionaria. Pero él nos enseñó, con Quevedo, que el hombre que realmente ha
amado, podrá morir, y será ceniza, mas tendrá sentido; polvo será, mas polvo enamorado. Y
Sancho amó mucho, y con pasión; también a las matemáticas. Ha reclinado el rostro sobre el
Padre

dejando su cuidado
entre las azucenas olvidado.

Y el Padre, con esa costumbre Suya de colmar nuestros verdaderos anhelos mucho más allá de
toda esperanza, entre otros regalos que ni siquiera podemos sospechar, le habrá recibido en Su
regazo con esa última clase, esa luz, ese λóγoς que vuelve transparente toda la ciencia.

Descanse en paz en el seno de nuestro Padre que está en los cielos, y que a todos nosotros
también nos espera.

Badajoz, noviembre de 2011
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Prólogo

Al escribir esas ĺıneas en memoria del Prof. Sancho Guimerá era consciente de que algunos
recuerdos dispersos y unas breves pinceladas no pod́ıan dar ni una somera idea de aquella
Licenciatura que descubŕı al iniciar con 17 años, como tantos jóvenes de mi generación, los
estudios universitarios. Por eso me he decidido a redactar unos apuntes de los cursos que he
juzgado más significativos para comprender su forma de entender una Licenciatura.

Con la intención de dar una idea cabal de aquellos estudios, he respetado esencialmente el
nivel de cada curso y los temas que estudié en ellos, aunque me he dejado en el tintero algunos
temas importantes que nos explicaron. Entre ellos, el estudio de las funciones eĺıpticas (hasta
dar el revestimiento universal de la esfera privada de 3 puntos con la función modular λ) en el
curso de Análisis III; el estudio de las correspondencias de las curvas algebraicas (hasta obtener
la desigualdad de Castelnuovo y la coincidencia con los endomorfismos de la variedad jacobiana)
en el curso de Geometŕıa Algebraica I; y el estudio de las conexiones en fibrados principales y
sus fibrados asociados hasta llegar al teorema de holonomı́a (y que he sustituido por el estudio
de los fibrados naturales) en el curso de Geometŕıa Diferencial II.

Mi deuda y gratitud a mis profesores de la Universidad de Salamanca en los años 70, princi-
palmente a D. Juan Bautista Sancho Guimerá y sus alumnos D. Antonio Pérez-Rendón Collan-
tes, D. Pedro Luis Garćıa Pérez, D. Cristóbal Garćıa-Loygorri y Urzaiz, D. Jesús Muñoz Dı́az,
D. Agust́ın Marcelo Vega, D. Jaime Muñoz Masqué, D. Vicente Sierra Pouparelli y D. Ramón
Galián Jiménez.

A lo largo de los años, algunos alumnos han elaborado apuntes y textos sobre las más diversas
partes de esos cursos, con múltiples variaciones y sus propias aportaciones. Aśı, en la redacción
de cada tema particular, a la hora de fijar con detalle el desarrollo de las demostraciones, he
seguido las notas disponibles que me han parecido más claras y acabadas, debidas a muchos
compañeros: Daniel Ruipérez, Gerardo Rodŕıguez, Muñoz Porras, Juan Sancho y sus hermanos
Teresa, Carlos, Pedro y Fernando, y a Ricardo Faro y mis hijos José y Alberto.

Por eso estos apuntes no son un libro al uso por varias razones:

1. No tienen autor definido, sino que se basan en cursos de muchos profesores y usan notas
de muchos alumnos.

2. No pueden ser léıdos secuencialmente, sino que cada asignatura supone el estudio si-
multáneo de las otras del mismo curso (incluyendo sendos cursos de Análisis en los dos
primeros años, sobre las funciones de una y varias variables reales, y la Topoloǵıa General).

3. Pretenden reflejar el estilo conciso e informal de los apuntes de un alumno, dando por
sentadas muchas convenciones e hipótesis que están impĺıcitas en el ambiente de cada
curso, y sin duda serán claras para quien lo lea con atención desde el principio. Y aunque
he procurado ser breve, he puesto siempre en cada asignatura los conceptos fundamentales
y teoremas centrales, con demostraciones precisas y completas de todos ellos.

Pero bien sé que en estos apuntes no hay cabida para lo mejor de aquella Licenciatura
fascinante y añorada.

Juan Antonio Navarro González
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Caṕıtulo 1

Álgebra I

1.1. Números Enteros, Racionales y Complejos

Una relación ≡ en un conjunto X es de equivalencia si es

1. Reflexiva: x ≡ x, ∀x ∈ X.

2. Simétrica: x, y ∈ X, x ≡ y ⇒ y ≡ x.

3. Transitiva: x, y, z ∈ X, x ≡ y, y ≡ z ⇒ x ≡ z.

La clase de equivalencia de x ∈ X es x̄ = [x] = {y ∈ X : x ≡ y}.
Un subconjunto C ⊆ X es una clase de equivalencia si C = [x] para algún x ∈ X.
El conjunto cociente X/≡ está formado por las clases de equivalencia.
La aplicación epiyectiva π : X → X/≡, π(x) = [x] es la proyección canónica.

Teorema: En X/≡ sólo se identifican elementos equivalentes; [x] = [y]⇔ x ≡ y.

Demostración: Si [x] = [y], entonces y ∈ [y] = [x], y x ≡ y.
Rećıprocamente, si x ≡ y, como es reflexiva, basta ver que [y] ⊆ [x].
Si z ∈ [y], entonces y ≡ z; luego x ≡ z, y z ∈ [x].

Corolario: Cada elemento de X está en una única clase de equivalencia de ≡.

Demostración: Si x ∈ [y], entonces y ≡ x; luego [y] = [x].

Construcción de los Números Enteros: Sea N = {0, 1, 2, . . .}.
El conjunto Z de los números enteros es el cociente de N×N por la relación de equivalencia

(m,n) ≡ (m′, n′) cuando m+ n′ = m′ + n,

y la clase de (m,n) se denota m−n. Cada número natural n define un número entero, n− 0, lo
que identifica N con un subconjunto de Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

La suma y el producto de dos números enteros a = m− n, b = r − s son

a+ b = (m+ r)− (n+ s)

a · b = (mr + ns)− (nr +ms)

y están bien definidos. Si a = m′ − n′, entonces m+ n′ = m′ + n, y por tanto

m+ n′ + r + s = m′ + n+ r + s

(m+ n′)r + (m′ + n)s = (m′ + n)r + (m+ n′)s

3
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de modo que también a+ b = m′ + r − (n′ + s) y ab = m′r + n′s− (n′r +m′s).
Reducimos aśı cada enunciado sobre Z a un enunciado sobre N.
Si los números naturales están libres de contradicción, también los números enteros lo están.

Ejemplo: Fijado un número natural n, la relación a ≡ b (mód. n) cuando b − a ∈ nZ, es una
relación de equivalencia en Z, y [a] = a+ nZ = {a+ cn : c ∈ Z}.

El conjunto cociente Z/nZ tiene exactamente n elementos:

Z/nZ = {[1], [2], . . . , [n] = [0]}.

Construcción de los Números Racionales: El conjunto Q de los números racionales es el
cociente de Z× (Z− {0}) por la relación de equivalencia

(a, s) ≡ (b, t) cuando at = bs,

y la clase de (a, s) se denota a
s . Cada número entero a define un número racional a

1 , lo que
identifica Z con un subconjunto de Q.

La suma y el producto de q = a
s y r = b

t son

q + r =
at+ bs

st

q · r =
ab

st

Están bien definidos: si q = a′

s′ , entonces as′ = a′s y por tanto

(at+ bs)s′t = a′tst+ bss′t = (a′t+ bs′)st

abs′t = a′bst

de modo que también q + r = a′t+bs′

s′t y qr = a′b
s′t .

Reducimos aśı cada enunciado sobre Q a un enunciado sobre Z.
Si los números naturales están libres de contradicción, los números racionales también.

Números Complejos: En el curso de Análisis se construye el conjunto de los números reales
R como cociente de las sucesiones de Cauchy de números racionales, identificando las de igual
ĺımite, reduciendo aśı la teoŕıa de números reales a la de números naturales.

Los números complejos son las parejas de números reales z = x + yi que se suman y
multiplican con las siguientes operaciones (i2 = −1)

(x1 + y1i)+(x2 + y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i ,

(x1 + y1i)·(x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i.

y el conjunto de los números complejos se denota C.
El conjugado de un número complejo z = x + yi es z̄ = x − yi, y el módulo de z es el

número real |z| =
√
z · z̄ =

√
x2 + y2 ≥ 0.

z + u = z̄ + ū zu = z̄ū ¯̄z = z |z| = |z̄|
|z| = 0⇔ z = 0 |zu| = |z| · |u| z + z̄ ≤ 2|z| |z + u| ≤ |z|+ |u|

Definición: Si t ∈ R, ponemos eit = cos t+ i sen t, donde el seno y coseno se consideran siempre
en radianes para que d

dt(e
it) = ieit.

Luego e2πni = 1 cuando n ∈ Z, y si z ∈ C es de módulo ρ 6= 0, entonces

z = ρeiθ = ρ(cos θ + i sen θ)
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para algún número real θ (bien definido salvo la adición de un múltiplo entero de 2π) llamado
argumento de z.

Las fórmulas del seno y coseno de una suma expresan que el argumento de un producto es
la suma de los argumentos: eiθeiθ

′
= ei(θ+θ

′).
Aśı, un número complejo no nulo z = ρeiθ tiene n ráıces n-ésimas complejas

n
√
z = n
√
ρ ei

θ+2kπ
n ; k = 0, . . . , n− 1.

Si z = x+ yi, pondremos ez = ex(cos y + i sen y), de modo que ez
′+z = ez

′
ez.

1.2. El Grupo Cociente

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo si es grupo con la operación de G,

1. a, b ∈ H ⇒ a · b ∈ H.

2. 1 ∈ H.

3. a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H.

Ejemplos: Todo grupo admite los subgrupos triviales 1 y G.
La intersección de cualquier familia de subgrupos también es un subgrupo.
El subgrupo (a1, . . . , an) generado por a1, . . . , an ∈ G es el menor subgrupo que los contiene

(la intersección de todos los subgrupos que los contienen).
El subgrupo de Z generado por a y b es aZ + bZ := {ax+ by : x, y ∈ Z}.
El subgrupo generado por un elemento es (a) = {. . . , a−2, a−1, 1, a, a2, . . .}.

Teorema: Cada subgrupo H de Z está generado por un único número natural, H = nZ.

Demostración: Si H = 0, tomamos n = 0.
Si H 6= 0, tomamos el menor número positivo n de H (existe porque −H = H), y nZ ⊆ H

porque H es subgrupo. Ahora, si m ∈ H, dividimos m por n:

m = cn+ r, 0 ≤ r ≤ n− 1,

r = m− cn ∈ H,

Luego r = 0, por la elección de n, y m ∈ nZ. Por tanto H = nZ.
La unicidad es evidente.

Ejemplo: Dados n1, n2 ∈ N, tendremos n1Z+n2Z = dZ, n1Z∩n2Z = mZ para ciertos d,m ∈ N,
que son el máximo común divisor y el mı́nimo común múltiplo de n1 y n2.

Por tanto n1 y n2 son primos entre śı y sólo si n1Z + n2Z = Z.

Proposición: Sea f : G→ Ḡ un morfismo de grupos. Si H es un subgrupo de G, entonces f(H)
es un subgrupo de Ḡ. Si H̄ es un subgrupo de Ḡ, entonces f−1(H̄) es un subgrupo de G.

En particular la imagen Im f = f(G) es un subgrupo de Ḡ, y el núcleo Ker f = f−1(1) es
un subgrupo de G.

Demostración: 1 ∈ f(H) porque f(1) = 1 y 1 ∈ H.
Si f(h′), f(h) ∈ f(H), entonces f(h′)f(h) = f(h′h) ∈ f(H) y f(h)−1 = f(h−1) ∈ f(H).
1 ∈ f−1(H̄), porque f(1) = 1 ∈ H̄.
Si g′, g ∈ f−1(H̄), entonces f(g′g) = f(g′)f(g) ∈ H̄ y f(g−1) = f(g)−1 ∈ H̄.
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Proposición: Un morfismo de grupos f es inyectivo si y sólo si Ker(f) = 1.

Demostración: Si f es inyectivo, y f(g) = 1 = f(1), entonces g = 1.
Si Ker f = 1, y f(a) = f(b), entonces f(a−1b) = 1; luego a−1b = 1, y a = b.

Definición: a, b ∈ G son congruentes módulo un subgrupo H, a ≡ b (mód. H), cuando
a−1b ∈ H; es decir, b ∈ aH. Esta relación es de equivalencia,

1. a ≡ a, porque a−1a = 1 ∈ H para todo a ∈ G.

2. Si a ≡ b, entonces a−1b ∈ H; luego b−1a =
(
a−1b

)−1 ∈ H, y b ≡ a.

3. Si a ≡ b y b ≡ c, entonces a−1b, b−1c ∈ H; luego a−1c = (a−1b)(b−1c) ∈ H, y a ≡ c.

La clase de equivalencia de a ∈ G es aH = {ah : h ∈ H}, y el cociente se denota G/H.
El orden de G es su cardinal, y el ı́ndice de H en G es el cardinal de G/H.

Teorema de Lagrange: Sea H un subgrupo de un grupo finito G. El orden de H divide al
orden de G, y el cociente es el ı́ndice de H en G,

|G/H| = |G| / |H| .

Demostración: Cada clase aH tiene el mismo cardinal que H, porque la aplicación epiyectiva

H
a·−−→ aH, h 7→ ah,

es biyectiva: si ax = ay, entonces x = a−1(ax) = a−1(ay) = y.
Luego |G| es el producto de |H| por el número de clases, que es |G/H|.

Definición: Un subgrupo H de G es normal cuando gHg−1 ⊆ H, ∀g ∈ G.

El núcleo de un morfismo de grupos f : G→ G′ es un subgrupo normal:
Si h ∈ Ker f , entonces f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g)−1 = f(g)f(g)−1 = 1, y ghg−1 ∈ Ker f .

Teorema: Si H es un subgrupo normal de G, existe una única estructura de grupo en G/H tal
que π : G→ G/H es morfismo de grupos. Además, Kerπ = H.

Demostración: La única estructura posible es [ a ]·[ b ] = [ ab ], y esta operación está bien definida,
y define en G/H una estructura de grupo,

1. Si [a′ ] = [a], a′ = ah, a′b = ahb = ab(b−1hb) ∈ abH, [a′b] = [ab].

2. ([ a ]· [ b ])·[ c ]=[ ab ]·[ c ]=[(ab)c ]=[ a(bc)]=[ a ]·[ bc ]=[ a ]·([ b ]·[ c ]).

3. [ a ] · [ 1 ] = [ a · 1 ] = [ a ], [ 1 ] · [ a ] = [ 1 · a ] = [ a ].

4. [ a ] · [ a−1] = [ a · a−1] = [ 1 ], [ a−1] · [ a ] = [ a−1 · a ] = [ 1 ].

5. Kerπ = {a ∈ G : [ a ] = [ 1 ]} = [ 1 ] = H.

Propiedad Universal: Sea H un subgrupo normal de G. Si f : G → G′ es un morfismo de
grupos y H ⊆ Ker f , existe un único morfismo φ : G/H → G′ tal que φ([a]) = f(a),

G
f //

π ��

G′

G/H
φ

AA f = φπ
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Demostración: La aplicación φ : G/H → G′, φ([g]) = f(g), está bien definida,

[g′] = [g], g′ = gh ∈ gH ⊆ g(Ker f), f(g′) = f(g)f(h) = f(g),

y es morfismo: φ([a] · [b]) = φ([ab]) = f(ab) = f(a) · f(b) = φ([a]) · φ([b]).

Teorema de Isomorf́ıa: Si f : G → G′ es un morfismo de grupos, entonces la aplicación
φ : G/Ker f → Im f , φ([g]) = f(g), es un isomorfismo de grupos.

Demostración: Tenemos un epimorfismo φ : G/Ker f → Im f , φ([g]) = f(g), por la propiedad
universal, y es inyectivo: Si 1 = φ([g]) = f(g), entonces g ∈ Ker f , y [g] = 1.

Definición: Un grupo G es ćıclico si está generado por un elemento:

G = (g) = {. . . , g−n, . . . , g−1, g0 = 1, g, g2, . . . , gn, . . .}.

Por ejemplo, el grupo Z/nZ es ćıclico, generado por la clase [1].

Teorema: Todo grupo ćıclico G es isomorfo a Z/nZ para algún número natural n.

Demostración: Si G = (g), el morfismo f : Z→ G, f(m) = gm, es epiyectivo.
Como Ker f = nZ para algún n ∈ N, tenemos un isomorfismo φ : Z/nZ ' G, φ([m]) = gm.

Definición: El orden de un elemento g es el orden del subgrupo (g) que genera.

1. El orden de g es el primer número natural no nulo r tal que gr = 1 (si existe), en cuyo
caso gm = 1 si y sólo si m es múltiplo de r.

En efecto, φ : Z/rZ→ (g), φ([m]) = gm, es un isomorfismo.

2. Si G es un grupo de orden n, entonces gn = 1 para todo g ∈ G.

3. El orden de una permutación de forma d1, . . . , dr es el m.c.m.(d1, . . . , dr).

4. Los generadores del grupo Z/nZ son las clases [m] de los números primos con n.

Si π : Z → Z/nZ es la proyección canónica, tenemos que [m] genera Z/nZ si y sólo si
π−1([mZ]) = mZ + nZ coincide con Z.

5. El subgrupo alternado An es el núcleo del morfismo sgn: Sn → {±1}. Es un subgrupo
normal de ı́ndice 2, porque Sn/An ' {±1}; luego |An| = n!/2.

1.3. Polinomios con Coeficientes en un Cuerpo

Sea A un anillo (como siempre conmutativo y con unidad).
Un elemento a ∈ A es un divisor de cero si ab = 0 para algún b 6= 0, es decir, si el morfismo

de grupos A
a·−−→ A no es inyectivo. Un anillo A 6= 0 es ı́ntegro (o un dominio) si carece de

divisores de cero no nulos: ab = 0⇒ a = 0 ó b = 0.
Un elemento propio (no nulo ni invertible) de un anillo ı́ntegro es irreducible si no es

producto de dos elementos propios.
Todo cuerpo k es ı́ntegro: Si ab = 0 y b 6= 0, entonces 0 = abb−1 = a. Los polinomios en una

indeterminada x con coeficientes en un cuerpo k forman un anillo k[x]

(anx
n + . . .+ a0)(bmx

m + . . .+ b0) = anbmx
n+m + . . .+

( ∑
i+j=d

aibj

)
xd+ . . .+ a0b0
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y tenemos que gr(PQ) = grP + grQ porque los cuerpos son ı́ntegros.
Luego el anillo k[x] es ı́ntegro, sus invertibles son los polinomios constantes no nulos, y un

polinomio es irreducible si no descompone en producto de polinomios de menor grado.

Teorema de División: Sea Q un polinomio no nulo con coeficientes en un cuerpo k. Para cada
polinomio P ∈ k[x] existe una única pareja de polinomios C, R ∈ k[x] (llamados cociente y
resto de la división de P por Q) tal que

P = C ·Q+R, grR < grQ ó R = 0

Demostración: La existencia viene dada por el algoritmo usual de división de polinomios.
Para la unicidad, si P = C1Q+R1, donde grR1 < grQ ó R1 = 0, entonces

Q(C1 − C) = R−R1.

Como gr(R−R1) < grQ, ha de ser C1 − C = 0, y por tanto R−R1 = 0.

Regla de Ruffini: P (x) es múltiplo de x− a si y sólo si P (a) = 0.

Demostración: Si P (x) = C(x)(x− a) + r, tenemos que P (a) = C(a) · 0 + r = r. q.e.d.

1. Todo polinomio irreducible en k[x] de grado > 1 carece de ráıces en k.

2. Sea P un polinomio de grado 2 ó 3. La condición necesaria y suficiente para que P sea
irreducible en k[x] es que no tenga ráıces en k.

Si P no es irreducible en k[x], tendremos P = Q1Q2 donde algún factor tiene grado 1, y
por tanto tiene una ráız en k.

3. Si a1, . . . , ar ∈ k son ráıces distintas de un polinomio P ∈ k[x], entonces P es múltiplo de
(x− a1) · · · (x− ar).
Por Ruffini, P = (x − a1)Q, donde a2, . . . , ar son ráıces de Q. Por inducción sobre r,
(x− a2) · · · (x− ar) divide a Q, y (x− a1) · · · (x− ar) divide a P .

4. El número de ráıces de P 6= 0 en k está acotado por el grado de P .

Fórmula de Interpolación de Lagrange: Dados a1, . . . , an ∈ k distintos, y b1, . . . , bn ∈ k,
existe un único polinomio P ∈ k[x] de grado < n, tal que P (a1) = b1, . . . , P (an) = bn,

P (x) =
n∑
j=1

bj
Qj(x)

Qj(aj)
, Qj(x) =

(x− a1) · · · (x− an)

x− aj
·

Demostración: P (ai) =
∑

j bj
Qj(ai)
Qj(aj)

= bi
Qi(ai)
Qi(ai)

= bi, y si coincidiera en a1, . . . , an con otro

polinomio Q de grado < n, entonces Q− P tendŕıa n ráıces, y Q− P = 0.

Ráıces de la Unidad: Las ráıces complejas de xn − 1 son las ráıces n-ésimas de la unidad

complejas. Como (e
2πk
n
i)n = e2πki = 1 cuando k ∈ Z, y un polinomio de grado n no puede tener

más de n ráıces, forman un grupo ćıclico de orden n,

µn = {εn, ε2
n, . . . , ε

n
n = 1}, εn = e

2π
n
i = cos 2π

n + i sen 2π
n ·

Las ráıces n-ésimas de la unidad primitivas son los generadores de µn; i.e., εmn , donde m es
primo con n (p. 7), y son las ráıces del polinomio ciclotómico n-ésimo

Φn(x) =
∏
m

(x− e
2πi
n
m); m.c.d.(m,n) = 1, 1 ≤ m ≤ n.
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Como el orden de cualquier elemento de µn es un divisor de n, tenemos que los elementos
de orden d son las ráıces d-ésimas de la unidad primitivas, y por tanto

xn − 1 =
∏
α∈µn

(x− α) =
∏
d|n

Φd(x) = Φ1(x) . . .Φn(x)

lo que permite calcular inductivamente los polinomios Φn(x) y, al ser mónicos, muestra que tienen
coeficientes enteros. Aśı, Φ1(x) = x − 1, Φ2(x) = x + 1, Φ3(x) = x2 + x + 1, Φ4(x) = x2 + 1,
Φ6(x) = x2 − x + 1 y, cuando p es un primo impar, Φp(x) = xp−1 + xp−2 + . . . + x + 1,
Φ2p(x) = Φp(−x) = xp−1 − xp−2 + . . .− x+ 1.

1.4. El Anillo Cociente

Un subgrupo aditivo a de un anillo A es un ideal si es estable por el producto por elementos
de A arbitrarios (a ∈ A, b ∈ a ⇒ ab ∈ a).

Un ideal m 6= A es maximal si A es el único ideal que contiene estrictamente a m.
Un ideal p 6= A es primo cuando ab ∈ p ⇒ a ∈ p ó b ∈ p.
Un subgrupo aditivo B ⊆ A es un subanillo si es estable por el producto y 1 ∈ B.

Ejemplos: Si un ideal a contiene un elemento invertible, entonces 1 ∈ a, y por tanto a = A. En
particular, los únicos ideales de un cuerpo k son 0 y k.

La intersección de ideales de A también es un ideal de A.
La suma a + b = {a+ b : a ∈ a, b ∈ b} de dos ideales es el menor ideal que los contiene.
El ideal generado por a1, . . . , an ∈ A es el ideal (a1, . . . , an) = a1A+ . . .+ anA.
Un ideal a es principal si está generado por un elemento, a = aA.
Un dominio de ideales principales es un anillo ı́ntegro en que todo ideal es principal.
El producto de dos ideales a y b es el ideal

ab = {a1b1 + . . .+ anbn : a1, . . . , an ∈ a, b1, . . . , bn ∈ b}

Los ideales maximales de Z son los ideales pZ, donde p es un número primo.
El núcleo de un morfismo de anillos A→ B es un ideal, y su imagen es un subanillo.

Teorema: Sea a un ideal de un anillo A. Existe una única estructura de anillo en el grupo A/a
tal que la proyección canónica π : A→ A/a es morfismo de anillos.

Demostración: El único producto posible, [a] · [b] = [ab], está bien definido (y es fácil comprobar
que define una estructura de anillo en A/a, cuya unidad es [1]):

[a] = [a′], a′ = a+ c ∈ a+ a, a′b = ab+ cb ∈ ab+ a, [a′b] = [ab].

Propiedad Universal: Si un morfismo de anillos f : A→ B se anula en un ideal a, factoriza
de modo único por un morfismo φ : A/a→ B tal que φ([a]) = f(a),

A
f //

π ��

B

A/a
φ

BB f = φπ

Demostración: Por la propiedad universal del grupo cociente, existe un único morfismo de grupos
φ : A/a→ B tal que f = φπ, y φ es morfismo de anillos:

φ([a] · [b]) = φ([ab]) = f(ab) = f(a)f(b) = φ([a])φ([b]),

φ(1) = φ(π(1)) = f(1) = 1.
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Teorema de Isomorf́ıa: Si f : A → B es un morfismo de anillos, entonces la aplicación
φ : A/Ker f → Im f , φ([a]) = f(a), es un isomorfismo de anillos.

Demostración: Es isomorfismo de grupos, y morfismo de anillos por la propiedad universal.

Teorema Chino del Resto: Sean a y b ideales de un anillo A. Si a+b = A, entonces a∩b = ab,
y tenemos un isomorfismo de anillos

φ : A/a ∩ b −→ (A/a)×(A/b), φ([x]ab) = ([x]a, [x]b)

Demostración: Sea 1 = a+ b ∈ a + b. Si c ∈ a ∩ b, entonces c = c(a+ b) = ca+ cb ∈ ab; aśı que
a ∩ b = ab, pues la inclusión ab ⊆ a ∩ b siempre es cierta.

Además, el núcleo del morfismo f : A → (A/a)×(A/b), f(x) = ([x]a, [x]b), es a ∩ b, y f es
epiyectivo porque f(bx+ ay) = ([x]a, [y]b):

x = (a+ b)x ≡ bx ≡ bx+ ay (mód. a)

y = (a+ b)y ≡ ay ≡ bx+ ay (mód. b)

Corolario: Z/mnZ = (Z/nZ)× (Z/nZ), cuando m y n son primos entre śı.

Teorema: Un ideal a de un anillo A es primo si y sólo si el anillo A/a es ı́ntegro.
Un ideal a de un anillo A es maximal si y sólo si el anillo A/a es un cuerpo.

Demostración: Si a es primo y [a] · [b] = 0, entonces ab ∈ a, y a ∈ a ó b ∈ a; es decir, [a] = 0 ó
[b] = 0.

Rećıprocamente, si A/a es ı́ntegro y ab ∈ a, entonces [a] · [b] = [ab] = 0, y [a] = 0 ó [b] = 0;
es decir, a ∈ a ó b ∈ a.

Si a es maximal y [a] 6= 0, la inclusión a ⊂ a+aA es estricta; luego A = a+aA, y 1 = x+ab,
donde x ∈ a, b ∈ A. Se sigue que [a] · [b] = 1 y [a] es invertible en A/a.

Rećıprocamente, si A/a es cuerpo y a ⊂ b, tomamos b ∈ b que no esté en a. Como [b] 6= 0,
existe [a] ∈ A/a tal que [a][b] = 1. Luego 1 ∈ ab+ a ⊆ b, y b = A.

Corolario: Fp = Z/pZ es un cuerpo cuando el número p es primo.

Corolario: Todo ideal maximal es primo.

Demostración: Todo cuerpo es ı́ntegro.

Lema de Euclides: Si un número primo p divide a un producto, divide a un factor.

Demostración: pZ es un ideal maximal de Z; luego es un ideal primo.

Definición: El indicador de Euler φ(n) es el número de números primos con n que hay entre
1 y n. Coincide con el número de generadores de los grupos ćıclicos de orden n, y por tanto
con el grado del polinomio ciclotómico Φn(x), y también con el orden del grupo de invertibles
(Z/nZ)∗ del anillo Z/nZ.

En efecto, una clase [m] es invertible, [1] = [a] · [m] = a[m], precisamente cuando genera el
grupo Z/nZ.

Propiedades: φ(pr) = (p− 1)pr−1 si p es un número primo.

φ(n ·m) = φ(n) · φ(m) si n y m son primos entre śı.
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Demostración: Los números entre 1 y pr que no son primos con pr son p, 2p, . . . , pr−1p.

En cuanto a la segunda igualdad, por el teorema chino del resto

(Z/nmZ)∗ = (Z/nZ× Z/mZ)∗ = (Z/nZ)∗ × (Z/mZ)∗.

Congruencia de Euler: Si a es primo con n, entonces aφ(n) ≡ 1 (mód. n).

Demostración: Si [a] ∈ (Z/nZ)∗, entonces [1] = [a]φ(n) = [aφ(n)] (p. 7).

Congruencia de Fermat: np−1 ≡ 1 (mód. p), cuando el primo p no divide a n.

Corolario: Si p es primo, entonces np ≡ n (mód. p).

Congruencia de Wilson: (p− 1)! ≡ −1 (mód. p) , cuando p es primo.

Demostración: xp−1 − 1 = (x− 1)(x− 2) . . . (x− (p− 1)) en Fp[x], porque xp−1 − 1 tiene en Fp
las ráıces 1, . . . , p− 1. Se termina al igualar los términos independientes.

Definición: Si a ∈ Z no es múltiplo de un primo impar p, el śımbolo de Legendre
(
a
p

)
es 1

si ā ∈ F∗p es un cuadrado y −1 si no lo es.

Corolario: Sea p un primo impar. Los restos cuadráticos no nulos módulo p forman un subgrupo
de F∗p de orden p−1

2 , y (
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

Demostración: El núcleo del morfismo f : F∗p → F∗p, f(x) = x2, es {±1} porque x2 − 1 =
(x+ 1)(x− 1); y −1 6= 1 al ser p 6= 2.

Por el teorema de isomorf́ıa, la imagen F∗2p de f tiene orden p−1
2 .

Ahora, F∗p/F∗2p ' {±1} porque es un grupo de orden 2, y el śımbolo de Legendre es la
proyección canónica π : F∗p → F∗p/F∗2p ' {±1}; luego es morfismo de grupos.

Corolario:
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 (mód. p).

Demostración: Si a ∈ F∗p, entonces a
p−1
2 = ±1 porque (a

p−1
2 )2 = ap−1 = 1.

Si a es un cuadrado, a = b2, y a
p−1
2 = bp−1 = 1. Como x

p−1
2 − 1 no puede tener más ráıces

que el grado, a
p−1
2 = 1 si y sólo si a es un cuadrado en Fp.

Corolario: −1 es resto cuadrático módulo p 6= 2 si y sólo si p ≡ 1 (mód. 4).

1.4.1. Lema de Gauss

Lema: Si p es un número primo, pZ[x] es un ideal primo de Z[x].

Demostración: El ideal pZ[x] es el núcleo del morfismo epiyectivo de anillos

φ : Z[x] −→ Fp[x], φ(
∑

i aix
i) =

∑
i āix

i.

Luego Z[x]/pZ[x] ' Fp[x], que es un anillo ı́ntegro, y el ideal pZ[x] es primo.
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Lema de Gauss: Si P ∈ Z[x] descompone en producto P = Q1Q2 de polinomios con coeficientes
racionales, multiplicando los factores por constantes tenemos una descomposición P = Q′1Q

′
2 en

Z[x]. Por tanto, si P es irreducible en Z[x], también lo es en Q[x].

Demostración: Reduciendo a común denominador los coeficientes de Q1 y Q2 tenemos

P =
1

a
(a0x

n + . . .+ an) · 1

b
(b0x

m + . . .+ bm)

abP = (a0x
n + . . .+ an)(b0x

m + . . .+ bm)

donde a, a0, . . . , an, b, b0, . . . , bm ∈ Z.
Si p es un factor primo de ab, por el lema divide a un factor del segundo miembro.
Después de suprimir todos los factores primos de ab, obtenemos una descomposición en Z[x],

P = (a′0x
n + . . .+ a′n)(b′0x

m + . . .+ b′m).

Criterio de Reducción: Sea Q = c0x
n + . . .+ cn ∈ Z[x], y p un primo que no divide a c0. Si

Q tiene un factor de grado d en Z[x], entonces la reducción Q̄ = c̄0x
n + . . .+ c̄n ∈ Fp[x] también

tiene un factor de grado d en Fp[x].
Por tanto, si Q̄ es irreducible en Fp[x], entonces Q es irreducible en Q[x].

Demostración: Tenemos que gr Q̄ = grQ, porque c̄0 6= 0.
Si tenemos una descomposición Q = AB en Z[x], entonces Q̄(x) = ĀB̄ y

gr Ā+ gr B̄ = gr Q̄ = grQ = grA+ grB.

Como gr Ā ≤ grA y gr B̄ ≤ grB, concluimos que gr Ā = grA, y gr B̄ = grB.
Por último, si Q̄ es irreducible, entonces Q no admite en Z[x] factores de grado 1, . . . , n− 1;

luego tampoco en Q[x] por el Lema de Gauss.

Criterio de Eisenstein: Un polinomio Q = c0x
n+ . . .+cn ∈ Z[x] es irreducible en Q[x] cuando

hay un número primo p que no divide a c0 y

1. p divide a c1, . . . , cn.

2. p2 no divide a cn.

Demostración: Por el lema de Gauss, si Q no es irreducible, es producto de polinomios no
constantes con coeficientes enteros, y reduciendo módulo p obtenemos

Q = (a0 + a1x+ . . .+ arx
r)(b0 + b1x+ . . .+ bn−rx

n−r),

c̄0x
n = (ā0 + ā1x+ . . .+ ārx

r)(b̄0 + b̄1x+ . . .+ b̄n−rx
n−r),

c̄0x
n = (ārx

r)(b̄n−rx
n−r).

Luego ā0 = b̄0 = 0, y cn = a0b0 es múltiplo de p2, contra la hipótesis de que no lo es.

Corolario: Si p es primo, el polinomio ciclotómico Φp(x) es irreducible en Q[x].

Demostración: Φp(x) = xp−1
x−1 = xp−1 + . . .+ x+ 1 es irreducible si y sólo si lo es

Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
= xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + . . .+

(
p

i

)
xp−i−1 + . . .+

(
p

p− 1

)
.

El número combinatorio
(
p
i

)
= p(p−1)...(p−i+1)

i! es múltiplo de p cuando 1 ≤ i ≤ p − 1, y(
p
p−1

)
= p no es múltiplo de p2. Luego Φp(x+ 1) es irreducible.
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1.5. Anillos Eucĺıdeos

Un anillo ı́ntegro A es eucĺıdeo si hay una aplicación δ : A− {0} → N tal que

1. δ(a) ≤ δ(ab) para todo a, b ∈ A no nulos.

2. Si a, b ∈ A, a 6= 0, existen c, r ∈ A tales que b = ac+ r, δ(r) < δ(a) ó r = 0.

Ejemplos: Z es eucĺıdeo, con δ(n) = |n|; y k[x] es eucĺıdeo, con δ(P ) = grP .
El anillo de los enteros de Gauss A = Z[ i ] = Z + Zi, con δ(z) = z · z̄ = |z|2, es eucĺıdeo.

En efecto, para cada número complejo u+ vi existe x+ yi ∈ A tal que |(u+ vi)− (x+ yi)| < 1
(basta tomar |u−x|, |v−y| ≤ 1/2). Por tanto, si a, b ∈ A, a 6= 0, existe c ∈ A tal que | ba−c| < 1;

luego r = b− ac ∈ A, y |r| = |a( ba − c)| < |a|.

Teorema: Todo ideal a de un anillo eucĺıdeo es principal, a = aA.

Demostración: Si a = 0, tomamos a = 0.
Si a 6= 0, sea a ∈ a con δ(a) mı́nimo, y aA ⊆ a porque a ∈ a. Si b ∈ a, dividimos b por a:

b = ac+ r, con δ(r) < δ(a) ó r = 0,

r = b− ac ∈ a,

aśı que r = 0, por la definición de a. Luego b = ac ∈ aA, y a = aA.

Definición: Sea A un anillo eucĺıdeo. Si a, b ∈ A, tendremos que

aA+ bA = dA, aA ∩ bA = mA

donde d es el máximo común divisor de a y b (divisor común que es múltiplo de cualquier otro
divisor común), y m es el mı́nimo común múltiplo, (múltiplo común que divide a cualquier
otro múltiplo común). La igualdad dA = aA+ bA prueba sin más la

Identidad de Bézout: d = αa+ βb, donde α, β ∈ A.

Lema: Si a divide a un producto bc y es primo con b, entonces divide a c.

Demostración: 1 = αa+ βb, c = αac+ βbc. Como a divide a los sumandos, divide a c.

Corolario: Toda ráız racional de c0x
n+c1x

n−1 + . . .+cn ∈ Z[x] es x = a
b , donde a es un divisor

de cn y b es un divisor de c0.

Demostración: Si a
b es una ráız racional, donde a y b son primos entre śı,

c0a
n + c1a

n−1b+ . . .+ cn−1ab
n−1 + cnb

n = 0;

y cnb
n = −a(c0a

n−1 + . . .+ cn−1b
n−1). Al ser a primo con b, divide a cn.

Igualmente b divide a c0a
n y, al ser primo con a, divide a c0.

Lema de Euclides: Si p ∈ A no es nulo, las siguientes condiciones son equivalentes,

1. p es irreducible.

2. pA es un ideal maximal.

3. pA es un ideal primo.
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Demostración: (1 ⇒ 2) Si p es irreducible y pA ⊆ bA, entonces p = bc, y al ser p irreducible, b
ó c es invertible en A. Si lo es b, bA = A, y si lo es c, bA = bcA = pA.

(2⇒ 3) Todo ideal maximal es primo (p. 10).

(3⇒ 1) Si pA es primo, y ab = p ∈ pA, entonces a ∈ pA ó b ∈ pA. Si a ∈ pA,

a = pc, p = ab = pcb, bc = 1,

y b es invertible. Igualmente, a es invertible si b ∈ pA. Luego p es irreducible.

Teorema de Descomposición: Todo elemento propio de un anillo eucĺıdeo A descompone, de
modo único salvo el orden y factores invertibles, en producto de irreducibles.

Demostración: Probemos la existencia. Si a no es irreducible, a = bc, donde los factores son
propios. Veamos que δ(b), δ(c) < δ(a).

Si δ(b) = δ(a), dividimos b por a,

b = ad+ r,

r = b− ad = b(1− cd),

y 1 6= cd porque c es propio; absurdo, δ(r) ≥ δ(b) = δ(a).
Ahora, por inducción sobre δ(a), ambos factores b, c descomponen en producto de irreduci-

bles; luego a también.
Veamos la unicidad. Si a = p1 · · · pr, el número de veces que se repite, salvo invertibles, un

factor irreducible p en la descomposición es el mayor exponente n tal que pn divide a a.
En efecto, si pn divide a a, por el lema de Euclides p divide a algún factor pi; luego p coincide

con pi salvo un factor invertible y pn−1 divide a p1 . . . p̂i . . . pr.
Reiterando el argumento, vemos que n factores coinciden con p.

Algoritmo de Euclides: Si a = cb+ r, entonces m.c.d.(a, b) = m.c.d.(b, r).

Demostración: aA+ bA ⊆ bA+ rA porque a = cb+ r, y bA+ rA ⊆ aA+ bA porque r = a− cb;
luego aA+ bA = bA+ rA. q.e.d.

Mediante reiteradas divisiones podemos calcular d =m.c.d.(a, b), como el último resto no
nulo, y los coeficientes de la Identidad de Bézout, pues si d = αr + βb, entonces

d = αr + βb = α(a− cb) + βb = αa+ (β − cα)b.

Aśı, la ecuación diofántica ax+ by = c tiene solución si y sólo si c ∈ aZ + bZ = dZ, y en tal
caso, si d = αa+ βb, una solución particular es xo = αc/d, yo = βc/d.

1.5.1. Extensiones y Ráıces

Una k-álgebra es un anillo A con un morfismo de anillos j : k → A, de modo que A es un
k-espacio vectorial, λa = j(λ)a, e identificaremos λ con j(λ).

La dimensión de A como k-espacio vectorial es el grado [A : k] de A sobre k.
Dadas dos k-álgebras A,B, una aplicación f : A → B es morfismo de k-álgebras si es

morfismo de anillos y f(λ) = λ, y es un isomorfismo si es biyectivo.
Una extensión es una k-álgebra L que es cuerpo, es finita si lo es su grado, y trivial si su

grado es 1, k ∼−−→ L. La extensión generada por α1, . . . , αn ∈ L es

k(α1, . . . , αn) = {a/b : a, b ∈ k[α1, . . . , αn], b 6= 0}.
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Una ráız de P = c0x
n + . . . + cn ∈ k[x] es un elemento α de una extensión L de k tal que

P (α) = c0α
n + . . . + cn = 0, y su multiplicidad es el mayor exponente m tal que (x − α)m

divide a P .
Consideremos la descomposición de P en factores irreducibles en L[x]:

P = c0(x− α1)m1 · · · (x− αr)mrQn1
1 · · ·Q

ns
s

donde grQi > 1 (r ó s puede ser nulo).
Las ráıces de P en L son α1, . . . , αr y sus multiplicidades son m1, . . .mr. El número de ráıces

en una extensión, contadas con su multiplicidad, nunca supera al grado del polinomio,

m1 + . . .+mr ≤ grP (x),

y diremos que P tiene todas sus ráıces en L si se da la igualdad. En tal caso

c0x
n + c1x

n−1 + . . .+ cn−1x+ cn = c0(x− α1) · · · (x− αn),

donde α1, . . . , αn son las ráıces de P en L, repetidas tantas veces como indique su multiplicidad.
Igualando coeficientes obtenemos las Fórmulas de Cardano:

(−1)r
cr
c0

=
∑

i1<···<ir

αi1 · · ·αir , 1 ≤ r ≤ n.

Definición: Un polinomio P (x1, . . . , xn) con coeficientes en un anillo A es simétrico si cumple
que P (xσ(1), . . . , xσ(n)) = P (x1, . . . , xn), ∀σ ∈ Sn.

Las funciones simétricas elementales son

sr(x1, . . . , xn) =
∑

i1<···<ir
xi1 · · ·xir , 1 ≤ r ≤ n.

Por ejemplo, s1(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn, y sn(x1, . . . , xn) = x1 · · ·xn.

Teorema de las Funciones Simétricas: Si P (x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . , xn] es simétrico, existe
un único polinomio Q(x1, . . . , xn) con coeficientes en A tal que

P (x1, . . . , xn) = Q(s1, . . . , sn), sr = sr(x1, . . . , xn).

Demostración: Probaremos la existencia por inducción sobre n y el grado de P , y podemos
suponer que P es homogéneo.

Como P (x1, . . . , xn−1, 0) es simétrico, existe un polinomio Q̄(x1, . . . , xn−1) tal que

P (x1, . . . , xn−1, 0) = Q̄(s̄1, . . . , s̄n−1), s̄r = sr(x1, . . . , xn−1).

Ahora P (x1, . . . , xn)−Q̄(s1, . . . , sn−1) se anula al pasar al cociente por (xn); luego es múltiplo
de xn y, al ser simétrico, es múltiplo de sn = x1 . . . xn,

P (x1, . . . , xn)− Q̄(s1, . . . , sn−1) = snP
′(x1, . . . , xn).

Como P ′(x1, . . . , xn) es simétrico, y homogéneo de grado grP − n, por inducción

P ′(x1, . . . , xn) = Q′(s1, . . . , sn)

para algún polinomio Q′(x1, . . . , xn), y tomando Q = Q̄+ xnQ
′,

P (x1, . . . , xn) = Q̄(s1, . . . , sn−1) + snQ
′(s1, . . . , sn) = Q(s1, . . . , sn).
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La unicidad es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema: Sea Q ∈ A[x1, . . . , xn]. Si Q(s1, . . . , sn) = 0, entonces Q(x1, . . . , xn) = 0.

Demostración: Es evidente cuando n = 1.
Si n ≥ 2, y el teorema fuera falso, tomamos Q(x1, . . . , xn) 6= 0 de grado mı́nimo en xn tal

que Q(s1, . . . , sn) = 0,

Q = Q0(x1, . . . , xn−1) +Q1(x1, . . . , xn−1)xn + . . .+Qd(x1, . . . , xn−1)xdn.

Poniendo xn = 0 en la identidad Q(s1, . . . , sn) = 0, obtenemos Q0(s̄1, . . . , s̄n−1) = 0.
Por inducción Q0 = 0, y

Q(x1, . . . , xn) = xn · (Q1 + . . .+Qdx
d−1
n ) = xn ·R(x1, . . . , xn).

Luego R(x1, . . . , xn) es un polinomio no nulo, de grado menor que Q(x1, . . . , xn), tal que
R(s1, . . . , sn) = 0, en contra de la elección de Q.

Lema: k[x]/(P ) es una k-álgebra de grado d = grP , y una base es 1, x̄, . . . , x̄d−1.

Demostración: Si V = k ⊕ . . .⊕ kxd−1, basta ver que la aplicación lineal

π : V → k[x]/(P (x)), π(Q) = [Q]

es isomorfismo. Es inyectiva porque V no contiene múltiplos no nulos de P , y epiyectiva porque
en k[x]/(P ) cada polinomio coincide con el resto de su división por P .

Teorema de Kronecker: Si P ∈ k[x] es irreducible, entonces una ráız de P es x̄ ∈ k[x]/(P );
y si α ∈ L es otra ráız de P , existe un isomorfismo de k-álgebras k[x]/(P ) ' k(α), x̄ 7→ α.

Demostración: El ideal (P ) es maximal por el lema de Euclides; luego k[x]/(P ) es una extensión
de k. Veamos que x̄ es una ráız de P =

∑
i aix

i

P (x̄) =
∑

i ai[x ]i =
[∑

i aix
i
]

= [P (x)] = 0.

Si α ∈ L es otra ráız, la imagen del morfismo de k-álgebras k[x] → k[α], x 7→ α, es k[α], y
su núcleo contiene al ideal maximal (P ).

Luego el núcleo es (P ) y por el teorema de isomorf́ıa tenemos un isomorfismo

k[x]/(P ) ∼−−→ k[α], [Q(x)] 7→ Q(α).

Por tanto k[α] es cuerpo, porque k[x]/(P ) lo es, y k[α] = k(α).

Corolario: Sea P ∈ k[x] irreducible de grado d. Si α es una ráız de P , entonces P divide a
todos los polinomios con coeficientes en k que admitan la ráız α, y

k(α) = k ⊕ kα⊕ kα2 ⊕ . . .⊕ kαd−1.

Ejemplos: Los polinomios xn − 2 son irreducibles en Q[x] por el criterio de Eisenstein; luego
Q( n
√

2 ) es una extensión finita de Q de grado n.
La igualdad k(α) = k[α] expresa la posibilidad de racionalizar las expresiones algebraicas: si

Q ∈ k[x] no admite la ráız α, la Identidad de Bézout, 1 = AP +BQ, permite racionalizar 1
Q(α) ,

pues la sustitución x = α muestra que 1
Q(α) = B(α).
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Teorema: Si P ∈ k[x] no es constante, tiene todas sus ráıces en una extensión finita de k.

Demostración: P tiene una ráız α en una extensión finita K, y P = (x− α)Q, Q ∈ K[x].
Por inducción sobre el grado, Q tiene todas sus ráıces en una extensión finita L de K.
Luego P = (x− α)Q tiene todas sus ráıces en L, que es una extensión finita de k:

Teorema del Grado: Si k → K → L son extensiones finitas,

[L : k] = [L : K] · [K : k].

Demostración: Si K = ku1 ⊕ . . .⊕ kun, y L = Kv1 ⊕ . . .⊕Kvm, entonces

L = (ku1 ⊕ . . .⊕ kun)v1 ⊕ . . .⊕ (ku1 ⊕ . . .⊕ kun)vm =
⊕

i,j kuivj .

Teorema de D’Alembert: Si P ∈ C[x] no es constante, tiene alguna ráız compleja.

Demostración: Si P ∈ R[x] es de grado n = 2dm, con m impar, procedemos por inducción sobre
d, y es cierto cuando d = 0 por el Teorema de Bolzano.

Sea L una extensión de C donde P tenga todas sus ráıces, P = (x− α1) . . . (x− αn).
Dado a ∈ R, el polinomio de ráıces αi + αj + aαiαj tiene grado

(
n
2

)
= 2d−1m(n − 1) y

coeficientes reales (son funciones simétricas de las ráıces αi).
Por inducción este polinomio tiene alguna ráız compleja αi + αj + aαiαj .
Luego existen ı́ndices i, j, y números reales a 6= b tales que

αi + αj + aαiαj , αi + αj + bαiαj ∈ C.

Luego αi + αj , αiαj ∈ C, y αi, αj son ráıces de un polinomio de grado 2 con coeficientes
complejos, que tiene todas sus ráıces complejas: αi, αj ∈ C.

Si P ∈ C[x] y P̄ es el polinomio de coeficientes conjugados, PP̄ ∈ R[x], y PP̄ tiene una ráız
compleja α, que es ráız de P ó de P̄ , en cuyo caso ᾱ es ráız de P .

1.6. Aplicaciones

1.6.1. Irracionales Cuadráticos

Un elemento α de una extensión L de k es algebraico sobre k si es ráız de un polinomio no
nulo con coeficientes en k, y por tanto de un factor irreducible Pα (el polinomio mı́nimo de
α). Una extensión k → L es algebraica si todos sus elementos son algebraicos sobre k.

Pα divide a todo polinomio con coeficientes en k que admita la ráız α (p. 16) y

[k(α) : k] = grPα.

Lema: α ∈ L es algebraico sobre k si y sólo si k(α) es una extensión finita de k.

Demostración: Si k(α) es una extensión finita de grado d, las potencias 1, α, α2, . . . , αd son
linealmente dependientes, a0 + a1α+ . . .+ adα

d = 0, y α es algebraico.

Corolario: Si α1, . . . , αn son algebraicos, la extensión k → k(α1, . . . , αn) es finita.

Demostración: Por inducción sobre n, las siguientes extensiones son finitas

k −→ k(α1, . . . , αn−1) −→ k(α1, . . . , αn−1, αn).
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Teorema: Los elementos de L algebraicos sobre k forman una extensión de k.

Demostración: Si α, β son algebraicos, entonces k(α, β) es una extensión finita de k, y todos sus
elementos son algebraicos sobre k. En particular α+ β, αβ y α/β.

Teorema: Sea k → K una extensión algebraica, y L una extensión de K. Si α ∈ L es algebraico
sobre K, entonces α es algebraico sobre k.

Demostración: Si α es ráız de c0x
n+ . . .+ cn ∈ K[x], entonces k(c0, . . . , cn, α) es extensión finita

de k(c0, . . . , cn), que es extensión finita de k, y α es algebraico sobre k.

Definición: Un cuerpo K ⊂ C es una extensión de Q por radicales cuadráticos cuando K =
Q(α1, . . . , αn), donde α2

i ∈ Q(α1, . . . , αi−1), 1 ≤ i ≤ n. Un número complejo es un irracional
cuadrático si está en alguna extensión de Q por radicales cuadráticos.

Lema: Si a ∈ k, el grado de k(
√
a ) sobre k es 1 ó 2.

Demostración: Sea α =
√
a. [k(α) : k] = grPα = 1 ó 2 porque Pα divide a x2 − a.

Teorema: El grado de cualquier extensión por radicales cuadráticos es potencia de 2.

Demostración: Sea K = Q(α1, . . . , αn) donde α2
i ∈ Q(α1, . . . , αi−1), 1 ≤ i ≤ n.

Q −→ Q(α1) −→ Q(α1, α2) −→ . . . −→ Q(α1 . . . , αn−1) −→ Q(α1 . . . , αn) = K.

Estas extensiones son de grado 1 ó 2; luego [K : Q] es potencia de 2.

Corolario: Si α es irracional cuadrático, el grado de Pα es potencia de 2.

Demostración: Sea K una extensión de Q por radicales cuadráticos.
Si α ∈ K, entonces Q(α) ⊆ K; aśı que grPα = [Q(α) : Q] divide a [K : Q] = 2n. q.e.d.

Fijado un segmento, cuyos extremos identificamos con los números 0 y 1, los puntos de un
plano se corresponden con los números complejos. Como los irracionales cuadráticos se obtienen
de 0 y 1 con sumas, restas, productos, cocientes y ráıces cuadradas, pueden construirse con regla
y compás a partir de los dos puntos dados. Rećıprocamente, todo punto que se construya con
regla y compás es un irracional cuadrático, porque los puntos de corte de rectas y ćırculos se
expresan con sumas, productos, cocientes y ráıces cuadradas1, al igual que la recta que pasa por
dos puntos dados, y el ćırculo con centro y radio dados.

1. Las ráıces −b±
√
b2−4ac

2a de un polinomio ax2 + bx + c con coeficientes racionales son irra-
cionales cuadráticos, al igual que las ráıces de las bicuadradas ax4 + bx2 + c y cuárticas
rećıprocas ax4 + bx3 + cx2 + bx+ a, porque los cambios de variable y = x2 y y = x−1 + x
las transforman en ecuaciones cuadráticas.

2. Las ráıces de la unidad e
2πi
3 , e

2πi
5 son irracionales cuadráticos, porque son ráıces de los

polinomios Φ3 = x2 + x+ 1, Φ5 = x4 + x3 + x2 + x+ 1. Luego también lo es

e
2πi
15 = (e

2πi
15 )6(e

2πi
15 )−5 = (e

2πi
5 )2(e

2πi
3 )−1.

Si e
2πi
n es irracional cuadrático, también lo es e

2πi
2n =

√
e

2πi
n . Los poĺıgonos regulares de 2n,

2n3, 2n5 y 2n15 lados son constructibles con regla y compás.

1Los puntos de corte de dos ćırculos P = x2 + y2 + ax+ by + c = 0, P ′ = x2 + y2 + a′x+ b′y + c′ = 0 son los
puntos de corte de uno de ellos con la recta P ′ − P = 0.
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3. 3
√

2 no es irracional cuadrático, porque es ráız del polinomio irreducible x3−2. Es imposible
duplicar un cubo con regla y compás.

4. Si p es primo, el polinomio irreducible de e
2πi
p es Φp = xp−1 + . . .+x+1 (p. 12); luego e

2πi
p

no es irracional cuadrático cuando p−1 admite algún factor impar. Es imposible construir
con regla y compás los poĺıgonos regulares de 7, 11, 13,. . . lados.

5. e
2πi
9 es ráız de Φ9 = x6 + x3 + 1. La reducción de Φ9 módulo 2 es irreducible porque no

tiene ráıces en F2 y no es múltiplo de los polinomios irreducibles de grado 2 ó 3: x2 +x+1,

x3 +x+ 1, x3 +x2 + 1. Luego Φ9 es irreducible en Q[x], y e
2πi
9 no es irracional cuadrático.

Es imposible trisecar ángulos con regla y compás.

1.6.2. Fracciones Simples

Lema: Si Q1, . . . , Qr ∈ k[x] son primos entre śı dos a dos,

P

Q1 · · ·Qr
=
B1

Q1
+ · · ·+ Br

Qr
·

Demostración: Pongamos Q = Q2 · · ·Qr.
Por la Identidad de Bézout 1 = AQ1 +BQ, donde A,B ∈ k[x].
Luego P = PAQ1 + PBQ, y concluimos por inducción sobre r,

P

Q1Q
=
PBQ

Q1Q
+
PAQ1

Q1Q
=
B1

Q1
+

PA

Q2 . . . Qr
=
B1

Q1
+
B2

Q2
+ · · ·+ Br

Qr
·

Lema: Sea Q ∈ k[x] un polinomio de grado d ≥ 1. Si B ∈ k[x], entonces existen polinomios
A0, . . . , An ∈ k[x], de grado menor que d ó nulos, tales que

B = A0 +A1Q+A2Q
2 + . . .+AnQ

n.

Demostración: Dividiendo B por Q, obtenemos polinomios C,A0 ∈ k[x] tales que

B = A0 +QC, grA0 < d ,

y, por inducción sobre el grado, existen polinomios A1, A2, . . . de grado < d, tales que

B = A0 +Q(A1 +A2Q+A3Q
2 + . . .).

Definición: Una fracción racional es simple si es un monomio axn, o es P
Qn , donde Q es

irreducible y grP < grQ.

Teorema: Toda fracción racional P (x)
Q(x) con coeficientes en k descompone, de modo único salvo

el orden, en suma de fracciones simples.

Demostración: Si Q = Qn1
1 · · ·Qnrr es la descomposición en factores irreducibles,

P

Q
=

r∑
i=1

Bi
Qnii

,

y existen polinomios Ai0, Ai1, . . . ∈ k[x], grAij < grQi, tales que

Bi
Qnii

=
Ai0 +Ai1Qi +Ai2Q

2
i + . . .

Qnii
=

ni−1∑
j=0

Aij

Qni−ji

+ Polinomio
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es suma de fracciones simples.
Veamos ahora la unicidad. Dadas dos descomposiciones

A

Qn1
1

+ . . . =
B

Qn1
1

+ . . . , A 6= 0,

donde Qn1
1 es la mayor potencia de Q1 que aparece (eventualmente B = 0), multiplicando por

el máximo común divisor de los denominadores obtenemos una igualdad

(A−B)Qn2
2 . . . Qnrr = Q1C.

Luego Q1 divide a A−B y, como gr(A−B) < grQ1, tenemos que A = B.
Concluimos por inducción sobre el número de sumandos de una descomposición.

1.6.3. Teoŕıa de Operadores

Teorema: Sea T : E → E un endomorfismo de un k-espacio vectorial E. Si P,Q ∈ k[x] son
primos entre śı,

KerP (T )Q(T ) = KerP (T )⊕KerQ(T ).

Demostración: Por la identidad de Bézout, existen A,B ∈ k[x] tales que 1 = AP +BQ, y todo
vector e ∈ E descompone

e = A(T )P (T )e+B(T )Q(T )e.

Ahora, si P (T )Q(T )e = 0, entonces A(T )P (T )e ∈ KerQ(T ), y B(T )Q(T )e ∈ KerP (T );
luego KerP (T )Q(T ) = KerP (T ) + KerQ(T ).

Si e ∈ KerP (T ) ∩KerQ(T ), entonces e = A(T )P (T )e+B(T )Q(T )e = 0 + 0.

Corolario: Si T es un endomorfismo de un espacio vectorial complejo,

KerP (T ) = Ker (T − α1)m1 ⊕ . . .⊕Ker (T − αr)mr ,

donde α1, . . . , αr son las ráıces compleja de P (x) y m1, . . . ,mr sus multiplicidades.

Ecuaciones en Diferencias Finitas

Sea E el espacio vectorial de las sucesiones (s0, s1, . . .) de números complejos, ∇ el operador
siguiente, ∇sn = sn+1, y ∆ = ∇− 1 el operador diferencia, ∆sn = sn+1 − sn.

Fórmula de Conmutación: P (∇)(αnsn) = αnP (α∇)sn; P ∈ C[x], α ∈ C.

Demostración: Basta verlo cuando P (x) = xk, en cuyo caso

∇k(αnsn) = αn+ksn+k = αn(α∇)ksn.

Corolario: Las sucesiones αn, nαn, . . . , nk−1αn forman una base de Ker (∇− α)k.

Demostración: Como (∇− α)kαnsn = αn(α∇− α)ksn = αn+k∆ksn, basta ver que Ker ∆k está
formado por las sucesiones polinómicas a0 + a1n+ . . .+ ak−1n

k−1.
Procedemos por inducción sobre k, usando que para toda sucesión s = (sn) tenemos que

sn = (∇ns)0 = ((1 + ∆)ns)0 =
n∑
i=0

(
n

i

)
(∆is)0.
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Ahora, si ∆ks = 0, tenemos que sn es una sucesión polinómica de grado < k, ya que(
n
i

)
= n(n−1)...(n−i+1)

i! es un polinomio en n de grado i:

sn = s0 +

(
n

1

)
(∆s)0 + . . .+

(
n

k − 1

)
(∆k−1s)0.

Además ∆d+1nd = 0, porque ∆d+1nd = ∆d(∆nd) = ∆d((n+1)d−nd) = 0, al ser (n+1)d−nd
un polinomio en n de grado d− 1. q.e.d.

Las ecuaciones P (∇)xn = 0 se resuelven hallando las ráıces complejas de P . En cuanto a las
soluciones de P (∇)xn = yn, se obtienen sumando una solución particular a las de la ecuación
homogénea P (∇)xn = 0, y por reiteración, la búsqueda de una solución particular se reduce a
la ecuación (∇− α)xn = yn. Por la Fórmula de Conmutación,

yn = (∇− α)xn = (∇− α)αnα−nxn = αn+1∆(α−nxn),

y como una solución de la ecuación ∆un = vn es un = v0 + v1 + . . . + vn−1, una solución de la
ecuación (∇− α)xn = yn es

xn = αn−1
n−1∑
i=0

α−iyi.

En general no diremos más, salvo que la búsqueda de una solución particular xn = 1
P (∇)yn

puede simplificarse descomponiendo 1
P (∇) en fracciones simples.

No obstante, si Q(∇)yn = 0 para algún polinomio Q primo con P , por la Identidad de
Bézout tendremos Id = P (∇)A(∇) + B(∇)Q(∇), y aplicando esta identidad a yn vemos que
xn = A(∇)yn es solución de la ecuación P (∇)xn = yn.

1. En la sucesión de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... cada término es la suma de los dos

anteriores, xn+2 = xn+1 + xn. Las ráıces de x2− x− 1 son φ, −φ−1, donde φ = 1+
√

5
2 es la

proporción áurea; luego la sucesión es

xn = c1φ
n + c2(−φ)−n,

y las constantes c1, c2 se determinan a partir de los términos iniciales:

c1 + c2 = x0 = 0
c1φ− c2φ

−1 = x1 = 1

}
; c1 =

1

φ+ φ−1
=

1√
5
, c2 = −c1.

2. Una solución de xn+2 − 4xn+1 + 4xn = 8nn2, por la Fórmula de Conmutación, es

xn =
1

(∇− 2)2
8nn2 = 8n

1

(8∇− 2)2
n2 = 8n

1

(8∆ + 6)2
n2 = 8n

1

36 + 96∆ + 64∆2
n2

= 8n
(

1

36
− 96

362
∆ +

6912

363
∆2 + . . .

)
n2 = 8n

(
1

36
n2 − 96

362
(2n− 1) +

6912

363

)
.

3. Sumemos la serie
∑

n
n3

n! (sin definir e∆ con rigor). Poniendo s = (n3),

13

1!
+

23

2!
+ . . .+

n3

n!
+ . . . =

(
s+
∇
1!
s+
∇2

2!
s+ . . .+

∇n

n!
s+ . . .

)
0

=
(
e∇s

)
0

=
(
e∆+1s

)
0

= e
(
e∆s

)
0

= e

(
s+

∆

1!
s+

∆2

2!
s+ . . .+

∆n

n!
s+ . . .

)
0

= e

(
s+

∆

1!
s+

∆2

2!
s+

∆3

3!
s

)
0

= e(0 + 1 + 3 + 1) = 5e.
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El Operador Derivada

Sea E el espacio vectorial de las funciones f : R→ C infinitamente derivables, y D el operador
derivada, Df = D(x(t) + y(t)i) = x′(t) + y′(t)i.

Fórmula de Conmutación: P (D)(eαtf) = eαtP (D + α)f ; P ∈ C[x], α ∈ C.

Demostración: Basta verlo cuando P (x) = xk, y procedemos por inducción sobre k, porque
D(eαtf) = αeαtf + eαtDf = eαt(D + α)f . En general,

Dk(eαtf) = D(Dk−1eαtf) = D(eαt(D + α)k−1f)

= αeαt(D + α)k−1f + eαtD(D + α)k−1f = eαt(D + α)kf.

Corolario: Las funciones eαt, teαt, . . . , tk−1eαt forman base de Ker (D − α)k.

Demostración: (D − α)k(eαtf) = eαtDkf , y KerDk = 〈1, t, . . . , tk−1〉. q.e.d.

Las ecuaciones P (D)f = 0 se resuelven hallando las ráıces complejas de P . En cuanto a
las soluciones de P (D)f = g, se obtienen sumando una solución particular a las de la ecuación
homogénea P (D)f = 0, y por reiteración, la búsqueda de una solución particular se reduce a la
ecuación (D − α)f = g. Por la Fórmula de Conmutación,

(D − α)f = (D − α)eαte−αtf = eαtD(e−αtf),

y una solución particular de la ecuación (D − α)f = g es f = eαt
∫
e−αtg(t)dt.

Otra posibilidad es usar la descomposición en fracciones simples,

f(t) =
1

(D − α1)m1 . . . (D − αr)mr
g =

∑
i,j

aij
(D − αi)j

g

=
∑

i,j
aije

αit
1

Dj
e−αitg =

∑
i,j
aije

αit

∫ ∫
j. . .

∫
e−αitg(t) dt,

o usar la Identidad de Bézout Id = P (D)A(D) + B(D)Q(D), cuando Q(D)g = 0 para algún
polinomio Q primo con P , que muestra que f = A(D)g es solución de P (D)f = g.

Ejemplo:
∫
e2tt3dt = 1

D e
2tt3 = e2t 1

D+2 t
3 = e2t

2
1

1+ 1
2
D
t3

= e2t

2 (1− D
2 + D2

4 −
D3

8 + . . .)t3 = e2t( t
3

2 −
3t2

4 + 3t
4 −

3
8).

1.6.4. Separación de Ráıces

Si P,Q ∈ R[x] son primos entre śı, diremos que f(x) = P (x)
Q(x) tiene un polo de orden m en

x = a si Q tiene un cero de orden m en tal punto. El exceso de f en x = a es

Ea
P

Q
=


+1 si P

Q pasa de −∞ a +∞ al pasar por a.

−1 si P
Q pasa de +∞ a −∞ al pasar por a.

0 en otro caso.

y el exceso Ecbf entre b y c es la suma de los excesos de f en los puntos del intervalo [b, c],
supuesto que b y c no son polos de f .

Las variaciones de signo V (c1, . . . , cn) en una sucesión es el número de cambios de signo,
después de suprimir los posibles ceros. La variación entre a y b de unos polinomios es la
diferencia V b

a (P1, . . . , Pn) = V (P1(a), . . . , Pn(a))− V (P1(b), . . . , Pn(b)).
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1. Eba(Polinomio) = 0.

2. Eba(f1 + f2) = Ebaf1 + Ebaf2, cuando f1 y f2 no tienen polo común.

3. Ebaλf = (sgnλ)Ebaf , donde λ ∈ R no es nulo.

4. Eba
1
Q = 1

2(sgnQ(b)− sgnQ(a)).

5. Eba
P
Q + Eba

Q
P = V b

a (P,Q).

Demostración: Sólo la 5 no es obvia. Como P
Q y Q

P no tienen polos comunes,

Eba
P
Q + Eba

Q
P = Eba

P 2+Q2

PQ = Eba
1
PQ =1

2(sgnP (b)Q(b)− sgnP (a)Q(a)
)

= V b
a (P,Q).

Cálculo del Exceso: Aplicando el algoritmo de Euclides (cambiando de signo los restos)

P = Q1Q−R1
P
Q = Q1 − R1

Q Eba
P
Q = −Eba R1

Q

Q = Q2R1 −R2
Q
R1

= Q2 − R2
R1

Eba
Q
R1

= −Eba R2
R1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rn−1 = Qn+1Rn
Rn−1

Rn
= Qn+1 Eba

Rn−1

Rn
= 0

Eba
Q
P = Eba

Q
P + Eba

P
Q + Eba

R1
Q + Eba

Q
R1

+ Eba
R2
R1

+ . . .+ Eba
Rn
Rn−1

+ Eba
Rn−1

Rn
=

= V B
a (P,Q) + V b

a (Q,R1) + . . .+ V b
a (Rn−1, Rn) = V b

a (P,Q,R1, . . . , Rn)

Teorema de Sturm:

[
número de ráıces
de P entre a y b

]
= V b

a (P, P ′, R1, . . . , Rn); P (a)P (b) 6= 0.

Demostración: Sea P = (x− a1)m1 . . . (x− ar)mrQ, donde Q carece de ráıces reales.

P ′

P
=

m1

x− a1
+ . . .+

mr

x− ar
+
Q′

Q
·

Como Eba
Q′

Q = 0, al carecer Q′

Q de polos, Eba
P ′

P coincide con el número de ráıces distintas de
P entre a y b, cada una contada una sola vez. q.e.d.

Esta demostración, y el cálculo del exceso, requieren que los polinomios Q,R1, . . . , Rn no se
anulen en a ni en b. Si alguno se anulase, habŕıa que desplazar ligeramente a y b.

Primero se observa que no puede haber dos términos consecutivos anulándose en a (ó en b),
porque a seŕıa ráız de su máximo común divisor, y por tanto de P . Además, si Ri(a) = 0, como
Ri−1 = QiRi −Ri+1, los signos de Ri−1(a) y Ri+1(a) son opuestos.

Modificando los extremos, a′ = a+ε, b′ = b+ε, de modo que ningún resto se anule, el exceso
no vaŕıe, ni los signos de los restos no nulos, nos reducimos al caso anterior,

Eba
Q
P = Eb

′
a′
Q
P = V b′

a′ (P,Q,R1, . . . , Rn) = V b
a (P,Q,R1, . . . , Rn).

1.6.5. Ráıces Múltiples

La derivada de P = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈ k[x] es P ′ = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1, donde
iai = ai+ i. . . +ai ∈ k. (Puede ocurrir que grP ′ < n − 1, porque i = 1+ i. . . +1 puede ser nulo
en k. Si k = Fp, la derivada de xp + 1 es nula).
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La derivada tiene las siguientes propiedades, que basta probar cuando P = xi, Q = xj ,

(aP + bQ)′ = aP ′ + bQ′; a, b ∈ k
(P ·Q)′ = P ′ ·Q+ P ·Q′.

Si P (x) = c0x
n+. . .+cn = c0(x−α1) · · · (x−αn), vamos a calcular las sumas σr = αr1+. . .+αrn,

y por convenio σ0 = n.

P ′

P
=

n∑
i=1

1

x− αi
=

n∑
i=1

(
1

x
+
αi
x2

+
α2
i

x3
+ . . .

)
y obtenemos la Fórmula de Girard:

P ′

P
=
σ0

x
+
σ1

x2
+
σ2

x3
+ . . . .

nc0x
n−1 + . . .+ cn−1 = (c0x

n + . . .+ cn)(σ0x
−1 + σ1x

−2 + σ2x
−3 + . . .).

Igualando los coeficientes de xn−r−1,

(n− r)cr =
∑

i+j=r
ciσj =

r∑
i=0
ciσr−i, 1 ≤ r ≤ n− 1,

0 =
∑

i+j=r
ciσj =

n∑
i=0
ciσr−i, r ≥ n,

Fórmulas de Newton:

{
0 = c0σr + c1σr−1 + . . .+ cr−1σ1 + rcr r ≤ n
0 = c0σr + c1σr−1 + c2σr−2 + . . .+ cnσr−n r ≥ n

Teorema: Una ráız de P es múltiple si y sólo si es ráız de P ′.

Demostración: P = (x− α)mQ, Q(α) 6= 0.
Si m = 1, entonces P ′ = Q+ (x− α)Q′; luego P ′(α) = Q(α) 6= 0.
Si m ≥ 2, entonces P ′ = m(x− α)m−1 + (x− α)mQ′; luego P ′(α) = 0.

Corolario: Las ráıces múltiples de P son las ráıces de D = m.c.d.(P, P ′).

Demostración: Las ráıces de D son ráıces de P y P ′; luego ráıces múltiples de P .
Rećıprocamente, por la Identidad de Bézout D = AP + BP ′, si α es ráız múltiple de P ,

también es ráız de P ′; luego α es ráız de D.

Corolario: Todas las ráıces de un polinomio irreducible P son simples, o P ′ = 0.

Demostración: D = m.c.d.(P, P ′) es 1 ó P , porque P es irreducible.
Si D = 1, por el corolario anterior P no tiene ráıces múltiples.
Si D = P , como divide a P ′, y grP ′ < grP , tenemos que P ′ = 0.

Definición: Si A es un anillo, existe un único morfismo de anillos Z→ A, y su núcleo es un ideal
dZ. La caracteŕıstica de A es d. Es nula cuando 1+ n. . . +1 6= 0 para todo n ≥ 1, y positiva
cuando 1+ n. . . +1 = 0 para algún n ≥ 1.

Z, Q, R y C tienen caracteŕıstica nula, y la caracteŕıstica de Z/nZ es n.

La fórmula x = −b±
√
b2−4ac

2a para las ráıces de ax2 + bx + c sólo es válida cuando la carac-
teŕıstica del cuerpo no es 2 (pues supone que 2a 6= 0).
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Caracteŕıstica Nula

Teorema: Todas las ráıces de un polinomio irreducible son simples.

Demostración: P ′ 6= 0, porque grP ′ = grP − 1.

Teorema: Toda ráız de multiplicidad m de P es ráız de multiplicidad m− 1 de P ′.

Demostración: Si α es una ráız de multiplicidad m, P = (x− α)mQ, Q(α) 6= 0.

P ′ = (x− α)m−1(mQ+ (x− α)Q′),

donde mQ(α) + (α− α)Q′(α) = mQ(α) 6= 0, porque m 6= 0 al ser car k = 0.

Regla de Descartes: El número de ráıces positivas r+(P ) de un polinomio con coeficientes
reales P = a0 + . . . + anx

n, contadas con su multiplicidad, no supera al número de variaciones
de signo V (P ) en los coeficientes, y es igual cuando P tiene todas sus ráıces reales.

r+(P ) ≤ V (a0, a1, . . . , an).

Demostración: Quitando la ráız nula si es preciso, podemos suponer que a0 > 0.
Si suponemos probada la regla para polinomios de grado < n, tendremos r+(P ′) ≤ V (P ′).

V (P ′) =

{
V (P ) si a0 tiene igual signo que el siguiente coeficiente no nulo aj (I)

V (P )− 1 si a0 tiene distinto signo que aj (II)

Vamos a comparar r+(P ′) y r+(P ). Si las ráıces positivas de P son α1 < . . . < αr, con
multiplicidades m1, . . . ,mr, entonces αi es una ráız de P ′ de multiplicidad mi − 1 y, por el
teorema de Rolle, P ′ se anula entre dos ráıces consecutivas, aśı que r+(P ′) ≥ r+(P )− 1.

En el caso (II) la regla queda probada.
En el caso (I), P ′ tiene una ráız más entre 0 y α1, porque P es mayor que a0 en puntos de

ese intervalo, al ser positiva la primera derivada no nula de P en x = 0.
Luego r+(P ′) ≥ r+(P ) y terminamos.
Por último, pongamos P̄ (x) = P (−x), y sea r−(P ) = r+(P̄ ) el número de ráıces negativas

de P . Tenemos que r+(P ) ≤ V (P ), r−(P ) ≤ V (P̄ ), y V (P ) + V (P̄ ) ≤ n.
Cuando P tiene todas sus ráıces reales, r+(P ) + r−(P ) = n, porque P no tiene la ráız nula

al ser a0 > 0. Luego r+(P ) = V (P ), y r−(P ) = V (P̄ ).

Caracteŕıstica Positiva

Teorema: La caracteŕıstica de un anillo ı́ntegro es nula o es un número primo.

Demostración: Sea A un anillo ı́ntegro de caracteŕıstica positiva d = nm.
En A tenemos que nm = 0; luego n = 0 ó m = 0, y vemos que n = d ó m = d en Z.

Lema: (a+ b)p = ap + bp, cuando la caracteŕıstica es un número primo p.

Demostración: El número
(
p
i

)
= p(p−1)...(p−i+1)

i! es un múltiplo de p cuando 0 < i < p, porque el
numerador lo es y el denominador no. Luego

(a+ b)p =
p∑
i=0

(
p
i

)
aibp−i = ap + bp.
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Teorema: Si Q ∈ Fp[x] es irreducible, todas sus ráıces son simples.

Demostración: Si Q =
∑

i aix
i tiene una ráız múltiple, 0 = Q′ =

∑
i iaix

i−1 (p. 24).
Luego ai = 0 cuando i no es múltiplo de p, y Q no es irreducible,

Q(x) = a0 + apx
p + a2px

2p + . . . = (a0 + apx+ a2px
2 + . . .)p.

Ejemplo: Sea k = F2(t). El polinomio P = x2 − t es irreducible en k[x], porque no tiene ráıces
en k, pero todas sus ráıces son múltiples. Si α es una ráız, x2 − t = (x− α)2.

1.7. Anillos de Fracciones

S ⊆ A es un sistema multiplicativo si 1 ∈ S, y s, t ∈ S ⇒ st ∈ S.
Consideremos en A× S la relación, claramente simétrica y reflexiva,

(a, s) ≡ (b, t) ⇔ existen u, v ∈ S tales que au = bv, su = tv.

y transitiva: si (a, s) ≡ (b, t), (b, t) ≡ (c, r), existen u, v, u′, v′ ∈ S tales que au = bv, su = tv,
bu′ = cv′, tu′ = rv′. Luego auu′ = bvu′ = cvv′, suu′ = tvu′ = rvv′, y (a, s) ≡ (c, r).

La localización AS de A por S es el cociente (A× S)/≡, con la estructura de anillo

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
a

s
· b
t

=
ab

st

donde a
s es la clase de (a, s). Para ver que estas operaciones no dependen de los representantes

elegidos, basta comprobarlo cuando a
s se sustituye por au

su :

au

su
+
b

t
=

(at+ bs)u

stu
=
at+ bs

st
au

su
· b
t

=
abu

stu
=
ab

st

En AS , 0 = 0
1 , 1 = 1

1 , y −a
s = −a

s . Además, a
s = 0 si y sólo si ua = 0 para algún u ∈ S.

Luego a
s = b

t si y sólo si u(at− bs) = 0 para algún u ∈ S.
El morfismo de anillos canónico γ : A→ AS , γ(a) = a

1 , es el morfismo de localización, y
γ(s) = s

1 es invertible en AS para todo s ∈ S, pues su inverso es 1
s .

Teorema: Si A es un anillo ı́ntegro, entonces S = A− {0} es un sistema multiplicativo, AS es
cuerpo (el cuerpo de fracciones de A) y γ : A→ AS es inyectivo.

Demostración: S es un sistema multiplicativo porque 1 6= 0, y el producto de elementos no nulos
nunca es nulo.

Si a
1 = 0, existe s 6= 0 tal que sa = 0; luego a = 0, y γ es inyectivo, y AS 6= 0.

Ahora, si a
s 6= 0, entonces a 6= 0, y s

a ∈ AS es el inverso de a
s .

Propiedad Universal: Si f : A→ B es un morfismo de anillos y f(s) es invertible en B para
todo s ∈ S, existe un único morfismo de anillos ψ : AS → B tal que ψ(a1 ) = f(a),

A
f //

γ ��

B

AS

ψ

CC f = ψ γ



1.7. ANILLOS DE FRACCIONES 27

Demostración: El único morfismo posible, ψ : AS → B, ψ(as ) = f(a)f(s)−1, no depende del
representante a

s elegido,

ψ(ausu ) = f(au)f(su)−1 = f(a)f(u)f(s)−1f(u)−1 = f(a)f(s)−1.

Definición: Un dominio de factorización única es un anillo ı́ntegro en que todo elemento
propio descompone, de modo único salvo el orden y factores invertibles, en producto de elementos
irreducibles. En ellos vale el lema de Euclides: Si un elemento irreducible p divide a un producto
de elementos, entonces divide a algún factor (pA es un ideal primo de A).

En efecto, si bc = pa, al descomponer b y c en producto de irreducibles, algún factor debe
coincidir, salvo un invertible, con p; luego b ó c es múltiplo de p.

Si d divide a bc y no tiene factores irreducibles comunes con b, entonces divide a c.

Además, el Lema de Gauss y su demostración (p. 11) son válidos en A[x].

Lema: Si A es ı́ntegro, entonces A[x] es ı́ntegro y A[x]∗ = A∗.

Demostración: (anx
n + . . .)(bmx

m + . . .) = anbmx
n+m + . . ., aśı que gr (PQ) = grP + grQ.

Luego A[x] es ı́ntegro, y los polinomios invertibles son de grado 0.

Teorema: Si A es un dominio de factorización única, A[x] también lo es.

Demostración: La descomposición en factores irreducibles se prueba por inducción sobre el grado,
y ponemos P = dQ, donde los coeficientes de Q no tienen factores irreducibles comunes.

Si Q es irreducible, P = dQ es producto de irreducibles.

Si Q no es irreducible, Q = Q1Q2, donde Q1 y Q2 son producto de irreducibles por inducción;
luego P = dQ1Q2 también.

En cuanto a la unicidad, consideremos dos descomposiciones en factores irreducibles:

p1 . . . prP1(x) . . . Ps(x) = q1 . . . qmQ1(x) . . . Qn(x),

donde pi, qj ∈ A; grPi, grQj ≥ 1. Sea Σ el cuerpo de fracciones de A.

El anillo Σ[x] es eucĺıdeo, y los factores Pi, Qj son irreducibles en Σ[x] (lema de Gauss).

Luego s = n, y reordenando tendremos Qi = ai
bi
Pi (donde ai, bi no tienen factores irreducibles

comunes); biQi = aiPi, y los factores irreducibles de bi (resp. ai) dividiŕıan a Pi (resp. Qi), que
es irreducible: ai y bi son invertibles, y p1 · · · pr = uq1 · · · qm, con u ∈ A invertible.

Luego r = m, y reordenando pi = qi salvo invertibles.

Corolario: Z[x1, . . . , xn] y k[x1, . . . , xn] son dominios de factorización única.

Ejemplo: Veamos la fórmula del determinante de Vandermonde,∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
. . . . . . . . . . . .

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

Este determinante es un polinomio V (x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn], y se anula en el cociente
por el ideal (xj − xi); luego es múltiplo de

∏
i<j(xj − xi) porque este anillo es dominio de

factorización única, y ambos difieren en un factor constante c porque son polinomios de grado
0 + 1 + 2 + . . .+ (n− 1) = n(n−1)

2 =
(
n
2

)
.

Veamos que c = 1, para lo cual basta calcular el coeficiente de un monomio.
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El monomio de la diagonal de V (x1, . . . , xn) es xn−1
n . . . x2

3x2 mientras que, por inducción
sobre n, en el otro miembro también lo es∏

i<j
(xj − xi) = (xn − x1) . . . (xn − xn−1)

∏
i<j<n

(xj − xi) =

= (xn−1
n + . . .)(xn−2

n−1 . . . x
2
3x2 + . . .) = xn−1

n . . . x2
3x2 + . . .

1.7.1. La Resultante

Expresemos dos polinomios P,Q ∈ k[x] en términos de sus ráıces:

P = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an = a0(x− α1) . . . (x− αn)

Q = b0x
m + b1x

n−1 + . . .+ bm = b0(x− β1) . . . (x− βm)

P (x) y Q(x) tienen alguna ráız común precisamente cuando se anula su resultante

R(P,Q) = am0 b
n
0

∏
i,j(αi − βj) ∈ k.

1. Si m = 0, entonces R(P,Q) = bn0 .

2. R(Q,P ) = (−1)nmR(P,Q).

R(Q,P ) = am0 b
n
0

∏
i,j(βj − αi) = (−1)nmam0 b

n
0

∏
i,j(αi − βj) = (−1)nmR(P,Q).

3. R(P,Q) = am0
∏
iQ(αi).

R(P,Q) = am0 b
n
0

∏
i

∏
j(αi − βj) = am0

∏
i(b0

∏
j(αi − βj)) = am0

∏
iQ(αi).

Consideremos ahora P y Q como polinomios con coeficientes en el anillo de polinomios
A = Z[a0, α1 . . . , αn, b0, β1, . . . , βm].

4. R(P,Q) ∈ Z[a0, . . . , an, b0, . . . , bm].

Por la propiedad 3, la resultante es un polinomio simétrico en las αi, con coeficientes en
Z[a0, b0, . . . , bm]; luego es un polinomio en las funciones simétricas elementales de las ráıces αi,
que por las fórmulas de Cardano son ± ai

a0
:

(∗) R(P,Q) = F
(
a0, b0, . . . , bm,

a1

a0
, . . . ,

an
a0

)
=
T (a0, . . . , an, b0, . . . , bm)

ar0

(∗∗) R(P,Q) = ±R(Q,P ) =
T̄ (a0, . . . , an, b0, . . . , bm)

bs0

Ahora bien, Z[a0, . . . , an, b0, . . . , bm] es un anillo de polinomios (p. 16); luego dominio de
factorización única, y comparando (∗) y (∗∗) vemos que r = s = 0.

5. R(P,Q) es un polinomio homogéneo de grado m en las variables a0, . . . , an, y homogéneo
de grado n en las variables b0, . . . , bm.

Multiplicar por una indeterminada t las variables a0, . . . , an significa sustituir P por tP =
ta0x

n + ta1x
n−1 + . . .+ tan = ta0(x− α1) . . . (x− αn), y

R(tP,Q) = (ta0)m
∏
iQ(αi) = tmR(P,Q) ,

lo que muestra que R(P,Q) es homogéneo de grado m en las variables a0, . . . , an.
Como R(P,Q) = ±R(Q,P ), también es homogéneo de grado n en las variables b0, . . . , bm.
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Teorema: Sea P = CQ+R. Si r es el grado del resto R, entonces

R(P,Q) = (−1)nmbn−r0 R(Q,R).

Demostración: Como P (βj) = Q(βj)C(βj) +R(βj) = R(βj), tenemos que

R(Q,P ) = bn0
∏
jP (βj) = bn0

∏
jR(βj) = bn−r0 R(Q,R).

Ejemplo: El discriminante de un polinomio P = xn + a1x
n−1 + . . .+ an es

∆ =
∏
i<j

(αj − αi)2 = (−1)(
n
2)
∏
i,j

(αj − αi) = (−1)(
n
2)
∏
i
P ′(αi) = (−1)(

n
2)R(P, P ′).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . . . . . . . .

αn−1
1 αn−1

2 . . . αn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α1 . . . αn−1
1

1 α2 . . . αn−1
2

. . . . . . . . . . . .
1 αn . . . αn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n σ1 . . . σn−1

σ1 σ2 . . . σn
. . . . . . . . . . . .
σn−1 σn . . . σ2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Por ejemplo, el discriminante de la cúbica x3 − px2 + qx− r es:

σ1 = p, σ2 = p2 − 2q, σ3 = p3 − 3pq + 3r, σ4 = p4 − 4p2q + 4pr + 2q2

∆ =

∣∣∣∣∣∣
3 σ1 σ2

σ1 σ2 σ3

σ2 σ3 σ4

∣∣∣∣∣∣ = −4p3r − 27r2 + 18pqr − 4q3 + p2q2.

Proposición: P y Q carecen de ráıces comunes si y sólo si m.c.d.(P,Q) = 1.

Demostración: Si son primos entre śı, 1 = AP +BQ, y carecen de ráıces comunes.
En caso contrario, las ráıces de su máximo común divisor son ráıces comunes.

Definición: La resultante de Bézout es Rb(P,Q) = am0 (dethQ), donde hQ es la aplicación
lineal

hQ : k[x]/(P ) −→ k[x]/(P ), hQ(B) = BQ.

Teorema: Rb(P,Q) = R(P,Q).

Demostración: Si consideramos L[x]/(P ) en vez de k[x]/(P ), el determinante de hQ no cambia,
porque la matriz de hQ en la base 1, x, . . . , xn−1 es la misma.

L[x]/(P ) ' L[x]/(x− α1)⊕ . . .⊕ L[x]/(x− αn) ' L⊕ . . .⊕ L,

donde el isomorfismo L[x]/(x − αi) ' L es sustituir x por αi, aśı que Q se corresponde con
(Q(α1), . . . , Q(αn)) y, en la base usual de Ln, la matriz de hQ es diagonal,

Rb(P,Q) = am0 (dethQ) = am0 Q(α1) . . . Q(αn) = R(P,Q). q.e.d.

Vamos ahora a expresar la resultante de Bézout como un determinante cuando m = n.
Los siguientes polinomios son de grado menor que n,

(a0x
r + . . .+ ar)Q− (b0x

r + . . .+ br)P

=(a0x
r + . . .+ ar)(b0x

n + . . .+ bn)− (b0x
r + . . .+ br)(a0x

n + . . .+ an)

=(a0x
r + . . .+ ar)

[
(b0x

r + . . .+ br)x
n−r + (br+1x

n−r−1 + . . .+ bn)
]

− (b0x
r + . . .+ br)

[
(a0x

r + . . .+ ar)x
n−r + (ar+1x

n−r−1 + . . .+ an)
]

=(a0x
r + . . .)(br+1x

n−r−1 + . . .)− (b0x
r + . . .)(ar+1x

n−r−1 + . . .).
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Escribamos las expresiones anteriores en la forma

a0Q− b0P = A11x
n−1 +A12x

n−2 + . . .+A1n

(a0x+ a1)Q− (b0x+ b1)P = A21x
n−1 +A22x

n−2 + . . .+A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

de modo que en k[x]/(P ) tendremos:

hQ(a0) = A11x
n−1 +A12x

n−2 + . . .+A1n

hQ(a0x+ a1) = A21x
n−1 +A22x

n−2 + . . .+A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

hQ(a0x
n−1 + . . .+ an−1) = An1x

n−1 +An2x
n−2 + . . .+Ann

Fijada una base, el producto exterior de n vectores es su determinante, mientras que dethQ
es la razón de la homotecia que hQ induce en los n-vectores; luego∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a0 0 . . . 0
a1 a0 . . . 0.. .. . . . ..
an−1 an−2 . . . a0

∣∣∣∣∣∣ · |hQ| = an0 · |hQ| = Rb(P,Q).

Definición: La condición de que P y Q sean primos entre śı significa que (P,Q) = k[x], lo que
equivale a que sea epiyectiva la aplicación lineal

f : k[x]/(Q)⊕ k[x]/(P ) −→ k[x]/(PQ), f(A,B) = AP +BQ.

Ambos espacios son de dimensión m+n, y la resultante de Euler es el determinante de la
matriz de f cuando se fija la base (1, 0), . . . , (xm−1, 0), (0, 1), . . . , (0, xn−1) en k[x]/(Q)⊕k[x]/(P ),
y la base 1, x, . . . , xn+m−1 en k[x]/(PQ):

Re(P,Q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 . . . . . . a0 0 . . . . . . 0
0 an an−1 . . . a1 a0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . . . . . . . . a1 a0

bm bm−1 . . . . . . b0 0 . . . . . . 0
0 bm bm−1 . . . b1 b0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . . . . . . . . b1 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
donde hay m filas con los coeficientes de P y n filas con los de Q, y su anulación equivale
a la existencia de alguna ráız común. Cuando consideramos a0, a1 . . . , an, b0, b1, . . . , bm como
indeterminadas, Re(P,Q) es un polinomio homogéneo de grado m en las variables a0, . . . , an, y
homogéneo de grado n en las variables b0, . . . , bm.

Lema: R(P,Q) no es múltiplo de b0 en Z[a0, . . . , an, b0, . . . , bm] , (m no nulo).

Demostración: Sea Q̄(x) = b1x
m−1 + . . .+ bm, de modo que Q = b0x

m + Q̄.
Si R(P,Q) fuera múltiplo de b0, pasando al cociente por el ideal (b0) en el anillo de polinomios

Z[a0, α1, . . . , αn, b0, . . . , bm] tendŕıamos

0 = R(P,Q) = am0
∏
iQ(αi) = am0

∏
iQ̄(αi) = a0R(P, Q̄),
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en el anillo de polinomios Z[a0, α1, . . . , αn, b1, . . . , bm]; luego R(P, Q̄) = 0, lo que es falso (todos
los polinomios de grados n y m− 1 tendŕıan resultante nula).

Teorema: Re(P,Q) = ±R(P,Q).

Demostración: Miremos Re(P,Q) en el anillo Z[a0, α1, . . . , αn, b0, β1, . . . , βm].

Se anula en el cociente por (αi − βj); luego Re es múltiplo de
∏
i,j(αi − βj), porque el anillo

es dominio de factorización única, y por tanto am0 b
n
0R

e(P,Q) es múltiplo de la resultante,

am0 b
n
0R

e(P,Q) = F ·R(P,Q).

F es función simétrica de las αi y de las βj , porque R y Re lo son; luego es un polinomio en
las funciones simétricas elementales que, por las fórmulas de Cardano, son ±ai/a0 y ±bj/b0.

Reduciendo a común denominador, tenemos una igualdad

ar0b
s
0R

e(P,Q) = F̄ ·R(P,Q)

y el lema anterior muestra que Re es múltiplo de R.

Como ambos polinomios son homogéneos de grado m en las variables a0, . . . , an y de grado
n en b0, . . . , bm, concluimos que Re = cR para alguna constante c. Veamos que c = ±1.

Uno de los monomios de Re es la diagonal amn b
n
0 , que en R tiene coeficiente ±1,

±R(P,Q) = bn0
∏
jP (βj) = bn0

∏
j(an + an−1βj + . . .) = bn0a

m
n + . . .

1.7.2. Eliminación

Trabajaremos sobre el cuerpo C de los números complejos.{
0 = P (x, y) = a0(y)xn + a1(y)xn−1 + . . .+ an(y)

0 = Q(x, y) = b0(y)xm + b1(y)xm−1 + . . .+ bm(y)

Sea R(y) la resultante de P y Q, considerados como polinomios en x con coeficientes en
C(y). Como la resultante es función polinómica de los coeficientes, R(y) ∈ C[y].

Teorema: Las ráıces de R(y) son las ráıces comunes de a0(y) y b0(y), junto con las ordenadas
de las soluciones del sistema

P (x, y) = 0
Q(x, y) = 0

}
Demostración: Si a0(β) = b0(β) = 0, claramente β es ráız de la resultante de Euler.

Si a0(β) 6= 0 (igualmente si b0(β) 6= 0), la resultante de Bézout muestra que R(β) es el
determinante de

hQ(x,β) : C[x]/(P (x, β)) −→ C[x]/(P (x, β));

luego R(β) = 0 si y sólo si Q(x, β) no es invertible en C[x]/(P (x, β)), lo que significa que Q(x, β)
y P (x, β) tienen alguna ráız común α ∈ C, que el sistema admite una solución x = α, y = β.

Teorema: Si P (x, y) y Q(x, y) no tienen factores irreducibles comunes, el número de soluciones
complejas del sistema P (x, y) = 0, Q(x, y) = 0, es finito.

Demostración: Por hipótesis ambos polinomios no tienen factores irreducibles comunes en C[x, y],
y por el lema de Gauss, tampoco en C(y)[x]; luego su resultante R(y) no es nula, y tiene un
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número finito de ráıces. Las ordenadas de las soluciones complejas del sistema sólo tienen un
número finito de posibilidades.

Un razonamiento análogo, eliminando y en vez de x, prueba que sólo hay un número finito
de abscisas posibles. El sistema tiene un número finito de soluciones complejas.

Teorema de Bézout: Sean P (x, y), Q(x, y) polinomios de grados n y m respectivamente.
Si carecen de factores irreducibles comunes, entonces nm es mayor o igual que el número de
soluciones complejas del sistema P (x, y) = 0, Q(x, y) = 0.

Demostración: Eligiendo bien los ejes de coordenadas podemos suponer que no hay soluciones
con igual ordenada, de modo que el grado de la resultante R(y) acote al número de soluciones,
y que en P (x, y) y Q(x, y) aparecen los monomios xn y xm:

P (x, y) = a0x
n + a1(y)xn−1 + . . .+ an(y)

Q(x, y) = b0x
m + b1(y)xm−1 + . . .+ bm(y).

Los coeficientes pij(y) de la resultante de Euler son polinomios de grado

gr pij ≤ n+ i− j, 1 ≤ i ≤ n,
gr pm+i,j ≤ m+ i− j, 1 ≤ i ≤ n.

Para los sumandos p1,σ(1) . . . pm+n,σ(m+n) de la resultante de Euler tenemos

gr p1,σ(1) ≤ n+ 1− σ(1)

. . . . . . . . .

gr pm,σ(m) ≤ n+m− σ(m)

gr pm+1,σ(m+1) ≤ m+ 1− σ(m+ 1)

. . . . . . . . .

gr pm+n,σ(m+n) ≤ m+ n− σ(m+ n)

y, sumando, resulta que su grado es menor o igual que[
(n+ 1)+ . . .+ (n+m)

]
+
[
(m+ 1) + . . .+ (m+ n)

]
−
∑

iσ(i) =

=
[
(n+ 1) + . . .+ (n+m)

]
+
[
(m+ 1) + . . .+ (m+ n)

]
−
[
1 + . . .+ (m+ n)

]
= ((n+ 1) + (n+m))m2 + ((m+ 1) + (m+ n))n2 − (1 + (m+ n))m+n

2 = nm.



Caṕıtulo 2

Álgebra Lineal

2.1. Grupos y Anillos

Una aplicación f : X → Y asigna a cada elemento x ∈ X un único elemento f(x) ∈ Y .
Su composición con g : Y → Z es g ◦ f : X → Z, (g ◦ f)(x) = g(f(x)).
Si A ⊆ X, ponemos f(A) = {f(a) : a ∈ A} ⊆ Y .
Si B ⊆ Y , ponemos f−1(B) = B ∩X = {x ∈ X : f(x) ∈ B} ⊆ X.
f : X → Y es inyectiva si f(x) = f(x′) ⇒ x = x′, epiyectiva cuando f(X) = Y .
Es biyectiva si es inyectiva y epiyectiva: y ∈ Y es imagen de un único elemento f−1(y) ∈ X,

y f−1 : Y → X es una aplicación tal que f−1 ◦ f = IdX , f ◦ f−1 = IdY .
Las aplicaciones biyectivas σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} son las permutaciones de n elemen-

tos, y el producto de permutaciones es la composición de aplicaciones. Sn es el conjunto de todas
las permutaciones de n elementos.

Dados números distintos a1, . . . , ar, el ciclo (a1 . . . ar) es la permutación que transforma ai
en ai+1 (y ar en a1) y deja fijos los restantes números. Dos ciclos σ = (a1 . . . ar), τ = (b1 . . . bs)
son disjuntos cuando ai 6= bj para todo par de ı́ndices i, j, en cuyo caso στ = τσ.

Toda permutación es producto σ = α1 · · ·αr de ciclos disjuntos, y de modo único salvo el
orden de los factores. Si di es la longitud de αi, la forma de σ es d1, . . . , dr.

Las trasposiciones son los ciclos (a1a2) de longitud 2.

Lema: Toda permutación es producto de trasposiciones.

Demostración: (a1 . . . ar) = (a1a2)(a2a3) · · · (ar−1ar).

Proposición: Dos permutaciones σ, τ ∈ Sn son conjugadas (i.e., τ = γσγ−1 para algún
γ ∈ Sn) si y sólo si tienen igual forma.

Demostración: Sea σ = (a1 . . . ad1)(b1 . . . bd2) · · · (c1 . . . cdr). Si γ ∈ Sn, y ponemos i′ = γ(i),

γσγ−1 = (a′1 . . . a
′
d1)(b′1 . . . b

′
d2) · · · (c′1 . . . c′dr).

Definición: Sea ∆ =
∏
i<j(xj − xi). Si σ ∈ Sn, los factores de σ∆ =

∏
i<j(xσ(j) − xσ(i))

coinciden, salvo el signo, con los de ∆, y el signo ±1 de σ se define por la igualdad

(∗) σ∆ = (sgnσ)∆.

Proposición: sgn(τσ) = sgn(τ) · sgn(σ) , sgn (a1 . . . ar) = (−1)r−1.

Demostración: Permutando con τ las indeterminadas del polinomio (∗),

τσ∆ = (sgnσ)(τ∆) = (sgnσ)(sgn τ)∆.

33
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Por cálculo directo, sgn (12) = −1, y si τ es otra trasposición, τ = γ · (12) · γ−1, y

sgn(τ) = sgn(γ)sgn(12)sgn(γ)−1 = sgn(12) = −1.

Ahora, como (a1 . . . ar) es producto de r − 1 trasposiciones, su signo es (−1)r−1.

Axiomas de Grupo: Una operación G×G .−→ G define una estructura de grupo en G si

Axioma 1 : a · (b · c) = (a · b) · c, ∀a, b, c ∈ G.

Axioma 2 : Existe1 1 ∈ G tal que 1 · a = a · 1 = a, ∀a ∈ G.

Axioma 3 : Para cada a ∈ G existe2 a−1 ∈ G tal que a · a−1 = a−1 · a = 1.

Si además a · b = b · a, ∀a, b ∈ G, el grupo es abeliano, la operación se suele denotar +, el
neutro 0, y el inverso −a (y se llama opuesto).

Ejemplos: Con la suma, Z es un grupo abeliano.
Con el producto de permutaciones, Sn es un grupo (no conmutativo si n ≥ 3).
En los grupos se puede simplificar: ab = ac ⇒ a−1ab = a−1ac ⇒ b = c.

Definición: f : G→ G′ es morfismo de grupos si f(a · b) = f(a) · f(b), ∀a, b ∈ G.
Si además es biyectivo, es un isomorfismo (automorfismo si G′ = G), y pondremos

G ' G′.
Dos grupos isomorfos tienen las mismas propiedades en Teoŕıa de Grupos.

1. Si f es morfismo de grupos, f(1) = 1 y f(a−1) = f(a)−1.

f(1) = f(1 · 1) = f(1) · f(1), y f(a) · f(a−1) = f(aa−1) = f(1) = 1.

2. La composición de morfismos de grupos es morfismo de grupos.

(gf)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)·f(b)) = g(f(a))·g(f(b)) = (gf)(a)·(gf)(b).

3. Si f : G→ G′ es isomorfismo de grupos, f−1 : G′ → G también.

f
(
f−1(a′) · f−1(b′)

)
= f

(
f−1(a′)

)
· f
(
f−1(b′)

)
= a′ · b′ = f

(
f−1(a′b′)

)
y f es inyectivo.

Axiomas de Anillo: Dos operaciones A × A +−→ A, A × A .−→ A definen una estructura de
anillo (conmutativo y con unidad) en A si

Axioma 1 : (A,+) es grupo conmutativo.

Axioma 2 : a · (b · c) = (a · b) · c, ∀a, b, c ∈ A.

Axioma 3 : a · b = b · a, ∀a, b ∈ A.

Axioma 4 : a · (b+ c) = a · b+ a · c, ∀a, b, c ∈ A.

Axioma 5 : Existe 1 ∈ A (llamado unidad) tal que a · 1 = a, ∀a ∈ A.

Las aplicaciones a· : A→ A son morfismos de grupos para la suma; luego

a · 0 = 0, a · (−b) = −(a · b), (−a) · (−b) = a · b.

Un elemento a ∈ A es invertible si ab = 1 para algún b ∈ A.

1Tal elemento neutro es único, pues si e fuera otro tendŕıamos e = e · 1 = 1.
2El inverso es único pues si a · b = 1, tenemos que a−1 = a−1 · 1 = a−1 · (a · b) = (a−1 · a) · b = 1 · b = b. Por

tanto, en todo grupo se verifica que (ab)−1 = b−1a−1.
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Los elementos invertibles, con el producto, forman un grupo conmutativo A∗.
Un anillo k 6= 0 es un cuerpo si todo elemento no nulo es invertible. En estas notas, k

denotará un cuerpo, y llamaremos escalares a los elementos de k.
Un morfismo de grupos f : A→ B es morfismo de anillos si

f(a · b) = f(a) · f(b),

f(1) = 1,

y si además es biyectivo, es un isomorfismo, en cuyo caso f−1 también lo es, y ponemos A ' B.
Dos anillos isomorfos tienen las mismas propiedades en Teoŕıa de Anillos.
La composición de morfismos de anillos también lo es.
Si a es invertible en A, entonces f(a) es invertible en B y f(a−1) = f(a)−1.
En efecto, f(a−1) · f(a) = f(a−1a) = f(1) = 1.

2.2. Espacios Vectoriales

Axiomas de Espacio Vectorial: Sea k un cuerpo. Dar una estructura de k-espacio vectorial
en un grupo abeliano E (los vectores es dar una aplicación k × E .−→ E tal que

Axioma 1 : λ(e1 + e2) = λe1 + λe2 , ∀λ ∈ k, e1, e2 ∈ E.

Axioma 2 : (λ1 + λ2)e = λ1e+ λ2e , ∀λ1, λ2 ∈ k, e ∈ E.

Axioma 3 : (λµ)e = λ(µe) , ∀λ, µ ∈ k, e ∈ E.

Axioma 4 : 1 · e = e para todo vector e ∈ E.

y un subgrupo V ⊆ E es un subespacio vectorial si λ ∈ k, v ∈ V ⇒ λv ∈ V .

hλ : E → E, hλ(e) = λe, y fe : k → E, fe(λ) = λe, son morfismos de grupos; luego

λ · 0 = 0, λ · (−e) = −(λe), 0 · e = 0, (−λ)e = −(λe).

Además, si λe = 0, y λ 6= 0, entonces 0 = λ−1(λe) = 1 · e = e.

Ejemplos: kn es espacio vectorial con el producto λ(µ1, . . . , µn) = (λµ1, . . . , λµn).
Todo espacio vectorial E admite los subespacios vectoriales triviales 0 y E.
Si V y W son subespacios vectoriales de E, su intersección V ∩W y su suma V + W =

{v + w : v ∈ V y w ∈W} también lo son.

Definición: Un morfismo de grupos f : E → F es una aplicación k-lineal si

f(λ · e) = λ · f(e), ∀λ ∈ k , e ∈ E;

y si además es biyectiva, es un isomorfismo, en cuyo caso f−1 también lo es, y ponemos E ' F .
Dos espacios isomorfos tienen las mismas propiedades en Álgebra Lineal.
La composición de aplicaciones lineales también es lineal.

Proposición: Sea f : E → F lineal. Si V es un subespacio vectorial de E, entonces f(V ) es
un subespacio vectorial de F . Si W es un subespacio vectorial de F , entonces f−1(W ) es un
subespacio vectorial de E. En particular, la imagen Im f = f(E) es un subespacio vectorial de
F , y el núcleo Ker f = f−1(0) es un subespacio vectorial de E.

Demostración: Sabemos (p. 5) que f−1(W ) y f(V ) son subgrupos de E y F .
Si f(v) ∈ f(V ), entonces λf(v) = f(λv) ∈ f(V ).
Si e ∈ f−1(W ), entonces f(λe) = λf(e) ∈W ; luego λe ∈ f−1(W ).
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Ejemplos: A ∈ Mm×n(k). La aplicación f : kn → km, f(X) = AX, es lineal, su núcleo está
formado por las soluciones del sistema homogéneo AX = 0, y B ∈ Im f precisamente cuando el
sistema AX = B es compatible.

La aplicación f : kn → E, f(λ1, . . . , λn, ) = λ1e1 + . . . + λnen, es lineal y su imagen es el
menor subespacio vectorial que contiene a los vectores e1, . . . , en:

〈e1, . . . , en〉 = ke1 + . . .+ ken = {λ1e1 + . . .+ λnen : λ1, . . . , λn ∈ k}

Teorema: Si f, g : E → F son aplicaciones lineales, entonces las aplicaciones

λf : E −→ F, (λf)(e) = λ · f(e),

f + g : E −→ F, (f + g)(e) = f(e) + g(e),

también son lineales, y estas operaciones definen una estructura de k-espacio vectorial en el
conjunto Homk(E,F ) de todas las aplicaciones k-lineales E → F .

Demostración: Comprobación directa a partir de las definiciones.

Teorema: Si V es un subespacio vectorial de E, en el grupo E/V existe una única estructura
de espacio vectorial tal que π : E → E/V es lineal. Además, Kerπ = V .

Demostración: El único producto posible es λ · [e ] = [λe ], y está bien definido:

[e] = [e′], e′ − e ∈ V, λe′ − λe = λ(e′ − e) ∈ V, [λe ] = [λe′ ].

Es sencillo ver que define una estructura de espacio vectorial en E/V .

Definición: X = p+V es la subvariedad lineal de E de dirección V que pasa por p, y E/V
está formado por todas las subvariedades lineales de E de dirección V .

Dos subvariedades lineales p+ V , q +W son paralelas si V ⊆W ó W ⊆ V .

Propiedad Universal: Toda aplicación lineal f : E → F que se anule en un subespacio vectorial
V factoriza de modo único por una aplicación lineal φ : E/V → F tal que φ([e]) = f(e),

E
f //

π ��

F

E/F
φ

BB f = φπ

Demostración: Por la propiedad universal del grupo cociente, existe un único morfismo de grupos
φ : E/V → F tal que f = φ ◦ π, y φ es lineal:

φ(λ[e]) = φ([λe]) = f(λe) = λf(e) = λφ([e]).

Teorema de Isomorf́ıa: Si f : E → F es lineal, entonces la aplicación φ : E/Ker f → Im f ,
φ([e]) = f(e), es un isomorfismo lineal.

Demostración: Es isomorfismo de grupos por el teorema de isomorf́ıa para morfismos de grupos,
y es lineal por la propiedad universal del espacio vectorial cociente.

Definiciones: Una relación ≤ en un conjunto X es de orden si es reflexiva (x ≤ x; ∀x ∈ X)
antisimétrica (x ≤ y, y ≤ x⇒ x = y) y transitiva (x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z).
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Una biyección f : X → Y entre conjuntos ordenados es un isomorfismo si x1 ≤ x2 ⇔
f(x1) ≤ f(x2), y es un anti-isomorfismo cuando x1 ≤ x2 ⇔ f(x1) ≥ f(x2).

Un conjunto ordenado X es un ret́ıculo si tiene primer (y ≤ x, ∀x ∈ X) y último (x ≤ z,
∀x ∈ X) elemento, y todo par x1, x2 ∈ X tiene supremo (primer elemento de los que son
≥ x1, x2) e ı́nfimo (último elemento de los que son ≤ x1, x2).

Todo conjunto ordenado (X,≤) define un orden dual X∗ = (X,≤∗), donde ponemos x ≤∗
y ⇔ y ≤ x. Es claro que X∗∗ = X, y que una aplicación f : X → Y es un anti-isomorfismo si
y sólo si f : X∗ → Y es un isomorfismo. Además, X es un ret́ıculo si y sólo si lo es X∗.

Las partes de un conjunto, los subgrupos de un grupo, los ideales de un anillo, los subespacios
de un espacio vectorial, ordenados por inclusión, forman un ret́ıculo.

Teorema: Sea p : E → Ē lineal y epiyectiva. Si V = Ker p, tenemos un isomorfismo de ret́ıculos
(el inverso transforma W en p(W )),[

Subespacios
vectoriales de Ē

]
∼−−−→

[
Subespacios vectoriales
de E que contienen a V

]
, W̄ 7→ p−1(W̄ ).

Demostración: p(p−1W̄ ) = W̄ porque p es epiyectiva y, cuando V ⊆W , también

p−1(pW ) = W + Ker p = W + V = W.

Definición: Una sucesión . . . En−1
fn−1−−−→ En

fn−−→ En+1 . . . de aplicaciones lineales es exacta si
la imagen de cada una es el núcleo de la siguiente, Im fn−1 = Ker fn.

Una sucesión 0 → E′
i−→ E

p−→ E′′ → 0 es exacta cuando i es inyectiva y p es epiyectiva, de
núcleo V = Im i (luego E′′ ' E/V ). Éstas son las sucesiones exactas cortas.

2.2.1. Teoŕıa de la Dimensión

Decimos que E 6= 0 es simple si no tiene más subespacios vectoriales que 0 y E.
Una bandera de E de longitud n es una sucesión E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ En de subespacios

vectoriales que no puede ampliarse de modo que siga siendo estrictamente creciente (E0 = 0,
En = E y los cocientes Ei/Ei−1 son simples). E es de dimensión finita si admite alguna
bandera, y la dimensión de E es la menor longitud de sus banderas.

El único espacio vectorial de dimensión 0 es E = 0.
Los espacios vectoriales de dimensión 1 son los simples, y k es un espacio simple.

Teorema: Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y V un subespacio vectorial.

1. dimV ≤ dimE, y sólo se da la igualdad cuando V = E.

2. Todas las banderas de E tienen igual longitud, que es la dimensión de E.

3. Si 0 −→ E′
i−−→ E

p−−→ E′′ −→ 0 es exacta, dimE = dimE′ + dimE′′.

Demostración: Sea 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ En = E una bandera con n = dimE, y pongamos
Vi = Ei ∩ V . El núcleo de Vi → Ei/Ei−1 es Ei−1 ∩ Vi = Vi−1, aśı que

0 −→ Vi/Vi−1 −→ Ei/Ei−1

y Vi/Vi−1 es simple o nulo. Eliminando en 0 ⊆ V1 ⊆ . . . ⊆ Vn = V las repeticiones, obtenemos
una bandera de V ; luego dimV ≤ dimE.

Si dimV = n, las inclusiones Vi−1 ⊂ Vi son estrictas. Ahora, si Ei−1 = Vi−1 ⊂ Vi ⊆ Ei, y
también Vi = Ei. Como V0 = E0, vemos que V = Vn = En = E.
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(2) Dada otra bandera 0 ⊂ Ē1 ⊂ . . . ⊂ Ēd = E, tenemos que d ≤ dimE, porque dim Ēi−1 <
dim Ēi. Por definición dimE ≤ d; luego d = dimE.

(3) Si tenemos banderas 0 ⊂ E′1 . . . ⊂ E′m = E′ y 0 ⊂ E′′1 . . . ⊂ E′′d = E′′, entonces

0 ⊂ . . . ⊂ i(E′m) = p−1(0) ⊂ . . . ⊂ p−1(E′′d ) = E

es una bandera de E (p. 37); luego dimE = m+ d = dimE′ + dimE′′.

Fórmulas de la Dimensión:

dimE/V = dimE − dimV.

dimE = dim (Ker f) + dim (Im f), para toda aplicación lineal f : E → F .

dim (E × F ) = dimE + dimF.

dim (V +W ) = dimV + dimW − dim (V ∩W ).

Demostración: La sucesión 0→ V
i−→ E

π−−→ E/V → 0 es exacta.

La sucesión 0→ Ker f
i−→ E

f−−→ Im f → 0 es exacta.

La sucesión 0→ E
i1−−→ E × F π2−−→ F → 0 es exacta; i1(e) = (e, 0), π2(e, v) = v.

0→ V ∩W i−→ V ×W s−−→ V +W → 0 es exacta; i(e) = (e,−e), s(v, w) = v + w.

Corolario: Toda aplicación lineal inyectiva o epiyectiva f : E → F entre espacios vectoriales de
igual dimensión (finita, por supuesto) es un isomorfismo.

Demostración: dim (Ker f) = dimF − dim (Im f); luego Ker f = 0 ⇔ Im f = F .

Bases

f : kn −→ E, f(λ1, . . . , λn) = λ1e1 + . . .+ λnen.

Los vectores e1, . . . , en forman una base de E si f es isomorfismo: cada vector descompone
de modo único como combinación lineal e = x1e1 + . . .+xnen. En tal caso n = dimE, y diremos
que (x1, . . . , xn) ∈ kn son las coordenadas de e en la base e1, . . . , en.

Los vectores e1, . . . , en generan E si f es epiyectiva: ke1 + . . .+ ken = E.
En tal caso n ≥ dimE, y si se da la igualdad, ya forman una base de E.
Los vectores e1, . . . , en son linealmente independientes si f es inyectiva: la única combi-

nación lineal nula, λ1e1 + . . .+ λnen = 0, es la que tiene todos sus coeficientes nulos.
En tal caso n ≤ dimE, y si se da la igualdad, ya forman una base de E.
La base usual de kn es e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

Proposición: Todo sistema de generadores e1, . . . , en contiene una base.

Demostración: Pongamos Ei = ke1 + . . .+ kei.
Eliminando ei cuando Ei−1 = Ei, podemos suponer que 0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ En = E.
Luego n ≤ dimE; aśı que n = dimE, y e1, . . . , en ya forman una base de E.

Proposición: En un espacio vectorial de dimensión finita, toda familia de vectores linealmente
independiente e1, . . . , en puede ampliarse hasta obtener una base.

Demostración: Pongamos Ei = ke1 + . . .+ kei. Como dimEi = i, las inclusiones Ei−1 ⊂ Ei son
estrictas, y podemos elegir en+1, . . . , en+r ∈ E de modo que tengamos una sucesión estrictamente
creciente 0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ En+r = E, donde En+j = ke1 + . . .+ ken+j .
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Luego n+ r ≤ dimE, y los generadores e1, . . . , en, . . . , en+r forman una base de E.

Teorema: Todo espacio vectorial E 6= 0 de dimensión finita n admite bases, y E ' kn.

Demostración: Cualquier vector no nulo se puede ampliar hasta obtener una base.

Teorema de Rouché-Frobënius: La condición necesaria y suficiente para que un sistema de
ecuaciones lineales AX = B sea compatible es que rgA = rg(A|B).

Demostración: Sean A1, . . . , An las columnas de la matriz A.
El sistema x1A1 + . . . + xnAn = B es compatible si y sólo si B ∈ 〈A1, . . . , An〉; es decir,

〈A1, . . . , An〉 = 〈A1, . . . , An, B〉; lo que equivale a la coincidencia de sus dimensiones (p. 37).
Ahora bien, el rango de una matriz (el máximo número de columnas linealmente indepen-

dientes) es la dimensión del subespacio vectorial que generan sus columnas.

Proposición: Si e1, . . . , en es una base de E, tenemos isomorfismos

Homk(E,F ) ∼−−→ F× n. . . ×F, f 7→ (f(e1), . . . , f(en)).

y por tanto dim (Homk(E,F )) = (dimE) · (dimF ).

Demostración: Si f(e1) = . . . = f(en) = 0, entonces f(E) = f(ke1 + . . .+ ken) = 0, y f = 0.
Además f(x1e1 + . . .+ xnen) = x1v1 + . . .+ xnvn es lineal, y f(ei) = vi.
Ahora dim (Homk(E,F )) = n(dimF ) por la propiedad 3 (p. 38). q.e.d.

Si f : E → F es lineal, (e1, . . . , en) es una base de E, y (v1, . . . , vm) es una base de F ,

f(ej) = a1jv1 + . . .+ amjvm. (2.1)

Diremos que A = (aij) es la matriz de f en tales bases.
Sus columnas son las coordenadas de los vectores f(ej); luego su rango es la dimensión de

〈f(e1), . . . , f(en)〉, que es la imagen de f , porque f(
∑

i λiei) =
∑

i λif(ei) (por eso se llama
rango de f a la dimensión de su imagen),

dim (Im f) = rgA,

dim (Ker f) = n− rgA.

Además, si X denota las coordenadas de un vector e ∈ E, en columna, entonces

f(e) =
∑

j xjf(ej) =
∑

j

∑
i xjaije

′
i =

∑
i(
∑

j aijxj)e
′
i,

aśı que las coordenadas Y del vector f(e) en la base de F son

Y = AX. (2.2)

Si h : F →W es lineal, (w1, . . . , wr) es una base de W , y B = (bki) es su matriz,

h(vi) =
∑

kbkiwk

(hf)(ej) = h(
∑

iaijvi) =
∑

iaijh(vi) =
∑

i,jaijbkiwk =
∑

k(
∑

ibkiaij)wk.

La matriz de h◦f en las bases e1, . . . , en y w1, . . . , wr esBA = (
∑

i bkiaij); luego el producto de
matrices es asociativo (la composición de aplicaciones lo es) y la matriz de cualquier isomorfismo
f es invertible, y su inversa es la matriz de f−1.
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Cambio de Base: Sean (e1, . . . , en) y (e′1, . . . , e
′
n) dos bases de E. La matriz de cambio de

base es la matriz B = (bij) ∈Mn×n(k) de la identidad en esas bases,

e′j = b1je1 + . . .+ bnjen. (2.3)

Según 2.2, si X y X ′ son las coordenadas de e ∈ E en estas bases, tenemos que

X = BX ′ , X ′ = B−1X. (2.4)

Si fijamos nuevas bases (e′1, . . . , e
′
n) y (v′1, . . . , v

′
m) en E y F , tenemos las matrices de cambio

de base B ∈Mn×n(k), C ∈Mm×m(k), y el cuadrado conmutativo

e1, . . . , en F
f−−−→ F v1, . . . , vm

Id ↓ ↑ Id

e′1, . . . , e
′
n E

f−−−→ E v′1, . . . , v
′
m

muestra que la matriz A′ ∈Mm×n(k) de f en las nuevas bases es

A′ = C−1AB. (2.5)

Definición: Diremos que la suma de unos subespacios vectoriales V1, . . . , Vr es directa, y se
denota V1 ⊕ . . .⊕ Vr, si es isomorfismo la siguiente aplicación lineal epiyectiva

s : V1 × . . .× Vr −→ V1 + . . .+ Vr, s(v1, . . . , vr) = v1 + . . .+ vr,

en cuyo caso dim (V1 ⊕ . . .⊕ Vr) = dimV1 + . . .+ dimVr.

Ejemplos: Si e1, . . . , en es una base de E, entonces E = ke1 ⊕ . . .⊕ ken.
Ker s ' V1 ∩ V2 cuando r = 2, y la suma es directa si y sólo si V1 ∩ V2 = 0. Si E = V ⊕W

(es decir, V +W = E y V ∩W = 0) decimos que V y W son suplementarios en E.

Definiciones: Una relación de orden ≤ en un conjunto X es total cuando no hay pares in-
comparables: x ≤ x′ o x′ ≤ x;∀x, x′ ∈ X. Un subconjunto Y de X es una cadena si, con la
ordenación inducida, es un conjunto totalmente ordenado.

Un elemento x es maximal si x ≤ x′ ⇒ x = x′, y minimal si x′ ≤ x⇒ x′ = x.
Diremos que x ∈ X es una cota superior (resp. inferior) de un subconjunto Y cuando

y ≤ x (resp. x ≤ y) para todo y ∈ Y .
Entre los principios que fundamentan las Matemáticas se encuentra el

Lema de Zorn: Sea X un conjunto ordenado no vaćıo. Si toda cadena de X admite cota
superior, entonces X tiene algún elemento maximal.

Teorema: Todo subespacio vectorial V admite un suplementario.

Demostración: Sea X el conjunto de los subespacios vectoriales W de E tales V ∩ W = 0,
ordenado por inclusión. No es vaćıo porque V ∩ 0 = 0.

Toda cadena {Wi} admite cota superior: el punto crucial es ver que W =
⋃
iWi es subgrupo,

porque V ∩W =
⋃
i(V ∩Wi) = 0, Wi ⊆W , y λW =

⋃
i λWi ⊆

⋃
iWi = W . Si u,w ∈W , al ser

cadena, u,w ∈Wi para algún ı́ndice; luego u+ w ∈Wi ⊆W .
Por el lema de Zorn, X tiene algún elemento maximal W , y V ∩W = 0 porque W ∈ X.

Veamos que E = V +W . Si e ∈ E, y e /∈W , la inclusión W ⊂W + ke es estricta, de modo que
V ∩ (W + ke) 6= 0. Existe un vector 0 6= v = w + λe, donde v ∈ V,w ∈W .
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Luego λ 6= 0, porque V ∩W = 0, y despejando e ∈ V +W .

Teorema: Toda sucesión exacta corta 0 −→ E′
i−−→ E

p−−→ E′′ −→ 0 de aplicaciones lineales
admite una sección lineal s : E′′ → E (ps = IdE′′). Luego j+s : E′⊕E′′ → E es un isomorfismo
y el siguiente diagrama es conmutativo:

0 −→ E′
i1−−→ E′ ⊕ E′′ π2−−→ E′′ −→ 0

‖ o|j + s ‖
0 −→ E′

i−→ E
p−−→ E′′ −→ 0

Demostración: Sea W un suplementario de Im j = Ker p en E, de modo que p : W → E′′ es un
isomorfismo. Una sección es s = p−1 : E′′ →WE, y el diagrama claramente conmuta.

Veamos que j + s : E′ ⊕ E′′ → E es isomorfismo.

Si 0 = i(e′) + s(e′′), entonces 0 = pi(e′) + ps(e′′) = e′′; luego i(e′) = 0 y e′ = 0 porque i es
inyectiva.

Si e ∈ E, ponemos e′′ = p(e), de modo que e− s(e′′) ∈ Ker p = Im i; luego e− s(e′′) = i(e′)
y concluimos que e = i(e′) + s(e′′).

2.3. El Espacio Dual

Las formas lineales en E son las aplicaciones k-lineales ω : E → k.

E∗ = Homk(E, k) es el espacio dual de E.

Teorema: Si e1, . . . , en es una base de E, existe una única base ω1, . . . , ωn de E∗, llamada base
dual, tal que ωi(ej) = δij , (1 cuando i = j, y 0 en otro caso).

Demostración: Las formas lineales ωi(x1e1+. . .+xnen) = xi verifican que ωi(ej) = δij , y generan
E∗ porque, para toda forma lineal ω, tenemos que

ω = ω(e1)ω1 + . . .+ ω(en)ωn (2.6)

al coincidir ambas en la base e1, . . . , en. Luego forman una base de E∗. q.e.d.

2.6 dice que las coordenadas de ω en la base dual son Z = (ω(e1), . . . , ω(en)), que es la matriz
de ω : E → k cuando en k se fija la base que define la unidad.

Si (e′1, . . . , e
′
n) es otra base de E, y (ω′1, . . . , ω

′
n) es su base dual, por 2.5 las coordenadas Z ′

de ω en la nueva base son Z ′ = ZB, donde B es la matriz del cambio de base en E. En esta
igualdad Z y Z ′ son filas, y si las ponemos en columna vemos que (B−1)t es la matriz del cambio
de base en E∗.

Lema: Si e ∈ E no es nulo, existe ω ∈ E∗ tal que ω(e) = 1.

Demostración: Pongamos E = ke⊕ V . La forma lineal ω : ke⊕ V → k, ω(λe+ v) = λ, está bien
definida (porque e 6= 0) y ω(e) = 1. q.e.d.

Tenemos una aplicación lineal natural ψ : E → E∗∗, porque cada vector e ∈ E define una
forma lineal ψ(e) : E∗ → k, ψ(e)(ω) = ω(e).

Teorema de Reflexividad: Si E es un espacio vectorial de dimensión finita, el morfismo
natural E → E∗∗ es un isomorfismo, E = E∗∗.
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Demostración: Como dimE∗∗ = dimE∗ = dimE, basta ver que ψ es inyectiva.

Si ψ(e) = 0, entonces ω(e) = ψ(e)(ω) = 0, ∀ω ∈ E∗, y e = 0 por el lema.

Definición: El incidente de un subespacio V de E es el subespacio vectorial de E∗

V o = {ω ∈ E∗ : ω(v) = 0, para todo v ∈ V }.

Lema: Si la dimensión de E es finita, V = (V o)o v́ıa la identificación E = E∗∗.

Demostración: Claramente V ⊆ (V o)o = {e ∈ E : ω(e) = 0, para todo ω ∈ V o}.
Rećıprocamente, si e ∈ (V o)o, y π : E → E/V es la proyección canónica, tenemos que

0 = ω̄(πe) para todo ω̄ ∈ (E/V )∗, porque ω̄ ◦ π ∈ V o. Luego π(e) = 0, y e ∈ V .

Teorema: Si la dimensión de E es finita, tenemos un anti-isomorfismo de ret́ıculos[
Subespacios

vectoriales de E

]
∼−−→

[
Subespacios

vectoriales de E∗

]
, V 7→ V o.

Demostración: El lema afirma que la aplicación es biyectiva, y que su inversa es el paso al
incidente en E∗. Además, si V o

1 ⊆ V o
2 , entonces (V o

1 )o ⊇ (V o
2 )o, y V1 ⊇ V2 por el lema.

Corolario: (V +W )o = V o ∩W o,

(V ∩W )o = V o +W o,

dimV o = dimE − dimV .

Demostración: Estas propiedades se dicen con la relación de orden.

Ejemplo: El incidente V o está formado por las ecuaciones a1x1 + . . .+ anxn = 0 de los hiper-
planos que pasan por V . Si L = kω1 + . . . + kωm es un subespacio de E∗, su incidente Lo está
formado por las soluciones del sistema homogéneo

ω1 = a11x1 + . . . ..+ a1nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωm = am1x1 + . . .+ amnxn = 0


Definición: La traspuesta de una aplicación lineal f : F → E es la aplicación lineal

f∗ : E∗ −→ F ∗, f∗(ω) = ω ◦ f.

Es claro que (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗, y que (λf1 + µf2)∗ = λf∗1 + µf∗2 .

Si i : V → E es la inclusión, i(v) = v, entonces i∗(ω) es la restricción de ω a V .

Si (aij) es la matriz de f en ciertas bases v1, . . . , vm de F y e1, . . . , en de E, la matriz de f∗

en las bases duales θ1, . . . , θm de F ∗ y ω1, . . . , ωn de E∗, es la matriz traspuesta

(f∗ωj)(vi) = ωj(f(vi)) = aji.

Teorema de Frobënius: Si 0→ E1
j−−→ E

p−−→ E2 → 0 es una sucesión exacta de aplicaciones
lineales, también es exacta la sucesión de aplicaciones traspuestas:

0 −→ E∗2
p∗−−−→ E∗

j∗−−−→ E∗1 −→ 0
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Demostración: Basta considerar la sucesión exacta corta (p. 41)

0 −→ E1
i1−−→ E1 ⊕ E2

π2−−→ E2 −→ 0

Tenemos que i∗1 es epiyectiva, π∗2 es inyectiva, e Imπ∗2 ⊆ Ker i∗1 porque

i∗1π
∗
1 = (π1i1)∗ = Id, i∗2π

∗
2 = (π2i2)∗ = Id, i∗1π

∗
2 = (π2i1)∗ = 0.

Ahora, si ω ∈ Ker i∗1, entonces

ω = (i1π1 + i2π2)∗ω = (π∗1i
∗
1 + π∗2i

∗
2)ω = π∗2(i∗2ω) ∈ Imπ∗2.

Corolario: Im f∗ = (Im f)∗, (los rangos por filas y columnas de una matriz coinciden).

Demostración: Los siguientes diagramas conmutativos con diagonales exactas, donde p(e) =
f(e), muestran que p∗ define un isomorfismo de (Im f)∗ con Im f∗:

E
f //

p ��

F

Im f
i

@@

��
0

@@

0

E∗ F ∗
f∗oo

i∗~~
(Im f)∗

p∗

``

~~
0 0

``

Nota: La sucesión exacta 0 → (E/V )∗
π∗−→ E∗

i∗−→ V ∗ → 0, al ser V o = Ker i∗, da otra
demostración de que dimV o = dimE − dimV , y que por tanto V = (V o)o.

2.4. Espacios Vectoriales Eucĺıdeos

Un producto escalar en un espacio vectorial real E es una aplicación E × E ·−→ R

1. Bilineal : (e+ e′) · v = e · v + e′ · v , (λe) · v = λ(e · v),

e · (v + v′) = e · v + e · v′ , e · (λv) = λ(e · v).

2. Simétrica: e · v = v · e.

3. Definido-positiva: e · e ≥ 0, y sólo se da la igualdad cuando e = 0.

El módulo de un vector es ‖e‖ = +
√
e · e, y ‖λe‖ =

√
λ2e · e = |λ| · ‖e‖.

Lema: |e · v| ≤ ‖e‖ · ‖v‖ (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

‖e+ v‖ ≤ ‖e‖+ ‖v‖ (desigualdad triangular).

Demostración: El polinomio (te+v) ·(te+v) = (e ·e)t2 +2(e ·v)t+v ·v no toma valores negativos;
luego su discriminante 4(e · v)2 − 4(e · e)(v · v) es ≤ 0, y (e · v)2 ≤ (e · e)(v · v).

Tomando ráız cuadrada, |e · v| ≤ ‖e‖ · ‖v‖. En cuanto a la desigualdad triangular,

‖e+ v‖2 = (e+ v) · (e+ v) = e · e+ v · v + 2(e · v) ≤ e · e+ v · v + 2|e · v| ≤
≤ ‖e‖2 + ‖v‖2 + 2‖e‖ · ‖v‖ = (‖e‖+ ‖v‖)2

Definición: El coseno del ángulo α que forman dos vectores e, v no nulos es cosα = e·v
‖e‖·‖v‖ , y

los vectores son ortogonales cuando e · v = 0; es decir, cosα = 0.
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Definición: Un espacio vectorial eucĺıdeo es un espacio vectorial real E de dimensión finita
dotado de un producto escalar, que induce una aplicación lineal (la polaridad)

φ : E −→ E∗, (φe)(v) = e · v.

Teorema: La polaridad φ : E → E∗ es un isomorfismo.

Demostración: Si φ(e) = 0, entonces e · e = (φe)(e) = 0; luego e = 0, y φ es inyectiva.

Como dimE = dimE∗, concluimos que φ es un isomorfismo.

Definición: El ortogonal de un subespacio vectorial V de E es el subespacio vectorial

V ⊥ = {e ∈ E : e · v = 0 para todo v ∈ V }.

Corolario: dimV ⊥ = dimE − dimV

V ⊆W ⇔ W⊥ ⊆ V ⊥

(V +W )⊥ = V ⊥ ∩W⊥

(V ∩W )⊥ = V ⊥ +W⊥

(V ⊥)⊥ = V

E = V ⊥ ⊕ V

Demostración: φ(V ⊥) = V o, y las 4 primeras propiedades se siguen de las de la incidencia.

En cuanto a la quinta, V = (V ⊥)⊥ porque V ⊆ (V ⊥)⊥, y

dim (V ⊥)⊥ = dimE − dimV ⊥ = dimE − (dimE − dimV ) = dimV.

Por último, V ∩ V ⊥ = 0 porque v · v = 0⇒ v = 0, y V + V ⊥ = E porque

dim (V + V ⊥) = dimV + dimV ⊥ = dimE.

Ejemplo: Dos subvariedades lineales X = p+V , Y = q+W son perpendiculares si V y W⊥

son incidentes (V ⊆W⊥ ó W⊥ ⊆ V ), lo que equivale a que lo sean V ⊥ y W .

Si V ⊆W⊥, tenemos que V ∩W ⊆W⊥ ∩W = 0; luego V ∩W = 0.

Si W⊥ ⊆ V , tenemos que E = W⊥ +W ⊆ V +W ; luego V +W = E.

Definición: Una base e1, . . . , en es ortonormal cuando ei · ej = δij ,

e · v = (x1e1 + . . .+ xnen) · (y1e1 + . . .+ ynen) = x1y1 + . . .+ xnyn.

Teorema: Todo espacio vectorial eucĺıdeo E 6= 0 admite bases ortonormales.

Demostración: Si E = Rv, una base ortonormal es e = v
‖v‖ , porque e · e = 1.

Si n = dimE > 1, tomamos en ∈ E de módulo 1. Ahora dim (Ren)⊥ = n− 1, y

E = (Ren)⊥ ⊕ Ren.

Por inducción (Ren)⊥ tiene una base ortonormal e1, . . . , en−1.

Los vectores e1, . . . , en cumplen que ei · ej = δij , y forman una base de E porque lo generan.
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2.5. Diagonalización de Endomorfismos

Sea E un k-espacio vectorial de dimensión n.
Los endomorfismos de E son las aplicaciones lineales T : E → E, y forman un espacio

vectorial Endk(E) = Homk(E,E) de dimensión (dimE)2.
El producto de endomorfismos es la composición, ST = S ◦ T .
En general, para todo polinomio p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ adx
d ∈ k[x], pondremos

p(T ) = a0IdE + a1T + a2T
2 + . . .+ adT

d.

Fijada una base e1, . . . , en de E, cada endomorfismo T tiene una matriz A = (aij),

T (ej) =
n∑
i=1

aijei, j = 1, . . . , n,

y si se considera una nueva base en E, y B es la matriz de cambio de base, la matriz A′ de T
en la nueva base es (p. 40)

A′ = B−1AB. (2.7)

Si I denota la matriz unidad de n filas y columnas, tendremos, usando las propiedades de
los determinantes (que probaremos en la próxima sección):

|xI −A′| = |xB−1IB −B−1AB| = |B−1(xI −A)B|
= |B−1| · |xI −A| · |B| = |B|−1|B| · |xI −A| = |xI −A|,

y el polinomio |xI −A| no depende de la base elegida.
Es el polinomio caracteŕıstico cT (x) del endomorfismo T ,

cT (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a11 −a12 . . . −a1n

−a21 x− a22 . . . −a2n

. . . . . . . . . . . .
−an1 −an2 . . . x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = xn −
( n∑
i=1

aii

)
xn−1 + . . .+ (−1)n|A|.

Definición: Un escalar α ∈ k es un valor propio de T si existe un vector no nulo e ∈ E tal
que T (e) = αe. Diremos que e es un vector propio de T , y pondremos

Vα = Ker (αId− T ) = {e ∈ E : T (e) = αe}.

Teorema: Los valores propios de T son las ráıces en k de su polinomio caracteŕıstico.

Demostración: Sea n = dimE. Un escalar α es un valor propio cuando

0 6= dim (Ker (αId− T )) = n− rg (αI −A),

lo que significa que rg (αI −A) < n; es decir, cT (α) = |αI −A| = 0.

Corolario: El número de valores propios de T es ≤ dimE.

Demostración: El número de ráıces en k de cT (x) es ≤ gr cT (x) = dimE.

Teorema de Hamilton-Cayley: El polinomio caracteŕıstico c(x) = xn + . . .+ c1x+ c0 anula
al endomorfismo: c(T ) = Tn + . . .+ c1T + c0Id = 0.

Demostración: Es evidente cuando n = 1, pues en tal caso T = aId, y c(x) = x− a.
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Si n > 1 y A es la matriz de T , la matriz de c(T ) es c(A) = An + . . . + c0I y, para ver que
c(A) = 0, basta probarlo en una extensión de k.

Por el teorema de Kronecker, podemos suponer que c(x) tiene una ráız α ∈ k.
Sea e1, . . . , en una base de E con T (e1) = αe1,

A =

(
α . . .
0 Ā

)
, Ar =

(
αr . . .
0 Ār

)
.

Ahora c(x) = (x− α)c̄(x), donde c̄(x) = |xI − Ā| y, por inducción, c̄(Ā) = 0.

c(A) = (A− αI)c̄(A) =

(
0 . . .
0 B

)(
c̄(α) . . .

0 c̄(Ā)

)
=

(
0 . . .
0 B

)(
c̄(α) . . .

0 0

)
= 0.

Definición: La aplicación lineal k[x] → Endk(E), p(x) 7→ p(T ), no puede ser inyectiva porque
la dimensión de k[x] es infinita, y el polinomio anulador de T es el generador φT (x) = xd + . . .
del ideal a = {p(x) ∈ k[x] : p(T ) = 0}. En k[x] es el polinomio de menor grado que anula a T , y
divide a cualquier otro que anule a T .

Teorema: Los valores propios de T son las ráıces en k de su polinomio anulador φT (x).

Demostración: Si e 6= 0 y T (e) = αe, entonces 0 = φ(T )e = φ(α)e; luego φ(α) = 0.
Rećıprocamente, si φ(x) = (x − α)p(x), tendremos que p(T ) 6= 0, y p(T )v 6= 0 para algún

vector v. Luego (T − α)
[
p(T )v

]
= φ(T )v = 0, y vemos que α es un valor propio.

Ejemplos: La simetŕıa S de R3 respecto de un plano tiene los valores propios x = 1,−1. Como
S2 = Id, su anulador divide a x2 − 1; luego φS(x) = x2 − 1.

Un giro T en R3 de ángulo recto sólo tiene el valor propio x = 1. Como T 4 = Id, su anulador
divide a x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1); luego φT (x) = (x− 1)(x2 + 1).

Definición: T es diagonalizable si existe alguna base e1, . . . , er de E formada por vectores
propios, T (ej) = αjej , de modo que la matriz de T en tal base es diagonal:

D =

α1 0 0

0
. . . 0

0 0 αr

 .

Por 2.7, un endomorfismo T de matriz A es diagonalizable si existe una matriz invertible B
tal que D = B−1AB sea diagonal. En tal caso

An = (BDB−1)(BDB−1) . . . = BDnB−1 = B

α
n
1 0 0

0
. . . 0

0 0 αnr

B−1,

y obtenemos aśı la solución Xn = AnX0 del sistema de ecuaciones en diferencias finitas

Xn+1 = AXn,


xn+1 = a11xn + . . .+ a1rzn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zn+1 = ar1xn + . . .+ arrzn

Cuando k = R ó C, la solución general del sistema de ecuaciones diferenciales

X ′ = AX,


x′1 = a11x1 + . . .+ a1rxr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′r = ar1x1 + . . .+ arrxr



2.5. DIAGONALIZACIÓN DE ENDOMORFISMOS 47

es X = BX̄, donde X̄ es la solución general del sistema X̄ ′ = DX̄,

X ′ = BX̄ ′ = BDX̄ = BDB−1X = AX.

Ahora bien, el sistema X̄ ′ = DX̄ está formado por las ecuaciones diferenciales x̄′i = αix̄i,
que ya hemos resuelto (p. 22), x̄i(t) = ci e

αit, ci ∈ k (= R ó C),x1
...
xr

 = B

c1 e
α1t

...
cr e

αrt

 .

Lema: dim (Vα1 + . . .+ Vαm) = dimVα1 + . . .+ dimVαm , (α1, . . . , αm distintos).

Demostración: Ker (T − α1) . . . (T − αm) = Ker (T − α1)⊕ . . .⊕Ker (T − αm), p. 20.

Lema: Un endomorfismo de valores propios α1, . . . , αr es diagonalizable si y sólo si

Vα1 + . . .+ Vαr = E.

Demostración: Si T diagonaliza, Vα1 + . . .+ Vαr es E porque contiene una base de E.
Si Vα1 + . . . + Vαr = E, tomando una base en cada sumando Vαi vemos que E admite un

sistema de generadores formado por vectores propios; luego una base.

Corolario: Si un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensión n tiene n valores propios
distintos, es diagonalizable.

Demostración: dim (Vα1 + . . .+ Vαn) = dimVα1 + . . .+ dimVαn ≥ n = dimE.

Criterio de Diagonalización con el Anulador: T es diagonalizable si y sólo si su anulador
φT (x) tiene todas sus ráıces en k y son simples.

Demostración: Si φT (x) tiene todas sus ráıces en k y son simples, φT (x) = (x−α1) . . . (x−αr),
entonces 0 = (T − α1) . . . (T − αr) y T diagonaliza (p. 20):

E = Ker (T − α1)⊕ . . .⊕Ker (T − αr) = Vα1 ⊕ . . .⊕ Vαr .

Rećıprocamente, sean α1, . . . , αr los valores propios.
El endomorfismo (T − α1) . . . (T − αr) se anula en una base cuando T diagonaliza; luego es

nulo, y φT (x) divide a (x− α1) . . . (x− αr), que tiene todas sus ráıces en k y son simples.

Criterio de Diagonalización con el Caracteŕıstico: T es diagonalizable si y sólo si cT (x)
tiene todas sus ráıces en k y la multiplicidad mi de cada ráız αi es

mi = dimVαi .

Demostración: Si T es diagonalizable, su matriz en alguna base es

D =

α1 0 0

0
. . . 0

0 0 αn


y cT (x) = |xI −D| = (x− α1) . . . (x− αn) tiene todas sus ráıces en k.

La multiplicidad de cada ráız es el número de veces que se repite en α1, . . . , αn; luego

mi = n− rg (D − αiI) = dim (Ker (T − αiId)) = dimVαi .

Rećıprocamente,
∑

imi = gr cT (x) = dimE cuando cT (x) tiene todas sus ráıces en k.
Si además mi = dimVαi , entonces dim (

∑
i Vαi) =

∑
i dimVαi = dimE, y

∑
i Vαi = E.
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2.6. Tensores

Una aplicación T : E1 × . . . × Er → F , donde E1, . . . , Er, F son k-espacios vectoriales, es
multilineal si es lineal en cada una de sus r variables:

T (. . . , ei + vi, . . .) = T (. . . , ei, . . .) + T (. . . , vi, . . .),

T (. . . , λei, . . .) = λT (. . . , ei, . . .).

Las aplicaciones multilineales E1 × . . .×Er → F forman un k-espacio vectorial con la suma
y producto por escalares usuales:

(T + T̄ )(e1, . . . , er) = T (e1, . . . , er) + T̄ (e1, . . . , er),

(λT )(e1, . . . , er) = λ · T (e1, . . . , er).

Los tensores de tipo (p, q) en un k-espacio vectorial E de dimensión finita son las aplicaciones
multilineales T qp : E× p. . . ×E × E∗× q. . . ×E∗ −→ k, y forman un espacio vectorial T qpE.

Por convenio, T 0
0E = k.

Los tensores covariantes de orden p son los de tipo (p, 0), y los contravariantes de orden
q son los de tipo (0, q). En particular, T1E = E∗, y T 1E = E∗∗ = E.

Cada aplicación lineal f : F → E induce aplicaciones lineales

f∗ : TpE −→ TpF , (f∗Tp)(v1, . . . , vp) = Tp(f(v1), . . . , f(vp)
)
,

f∗ : T qF −→ T qE , (f∗T
q)(ω1, . . . , ωq) = T q(f∗(ω1), . . . , f∗(ωq)),

y si g : E → V es lineal, entonces (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗, (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

Definición: El producto tensorial de dos tensores T qp , T sr es el tensor

(T qp ⊗ T sr )(e1, . . . , ep+r, ω1, . . . , ωq+s) = T qp (e1, . . . , ep, ω1, . . . , ωq) · T sr (ep+1, . . . , ωq+1, . . .).

1. (λT qp + µT̄ qp )⊗ T sr = λ(T qp ⊗ T sr ) + µ(T̄ qp ⊗ T sr ).

T qp ⊗ (λT sr + µT̄ sr ) = λ(T qp ⊗ T sr ) + µ(T qp ⊗ T̄ sr ).

2. (T qp ⊗ T sr )⊗ T ba = T qp ⊗ (T sr ⊗ T ba).

3. f∗(Tp ⊗ Tr) = f∗(Tp)⊗ f∗(Tr).

Demostración: Para abreviar la notación, pongamos e = (e1, . . . , ep), e
′ = (ep+1, . . . , ep+r),

ω = (ω1, . . . , ωq) y ω′ = (ωq+1, . . . , ωq+s).

((λT qp + µT̄ qp )⊗ T sr )(e, e′, ω, ω′) = (λT qp + µT̄ qp )(e, ω)T sr (e′, ω′)

= λT qp (e, ω)T sr (e′, ω′) + µT̄ qp (e, ω)T sr (e′, ω′) = (λ(T qp ⊗ T sr ) + µ(T̄ qp ⊗ T sr )
)
(e, e′, ω, ω′)

e igual se prueba que T qp ⊗ (λT sr + µT̄ sr ) = λ(T qp ⊗ T sr ) + µ(T qp ⊗ T̄ sr ).
La segunda propiedad es inmediata, y en cuanto a la tercera:

(f∗(Tp ⊗ Tr))(e, e′) = (Tp ⊗ Tr)(f(e), f(e′)) = Tp(f(e)) · Tr(f(e′))

= (f∗Tp)(e) · (f∗Tr)(e′) = (f∗(Tp)⊗ f∗(Tr))(e, e′).

En resumen, el producto tensorial define una estructura de k-álgebra (no conmutativa) en el
espacio vectorial T ••E =

⊕
p,q T

q
pE formado por las sumas finitas formales de tensores

∑
p,q T

q
p ,

y f∗ es un morfismo de k-álgebras, definido en T•E =
⊕

p TpE.
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Teorema: Sea e1, . . . , en una base de E, y ω1, . . . , ωn su base dual. Los tensores

ωi1 ⊗ . . .⊗ ωip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ,

forman una base de T qpE. Por tanto dim (T qpE) = (dimE)p+q.

Demostración: Fijemos una sucesión i1, . . . , ip, j1, . . . , jq. Como ωi(ej) = δij ,

(ωi1 ⊗ . . .⊗ ωip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq)(ei1 , . . . , eip , ωj1 , . . . , ωjq) = 1,

mientras que los restantes tensores de la familia considerada se anulan todos en esta sucesión
(ei1 , . . . , eip , ωj1 , . . . , ωjq); luego ωi1⊗. . .⊗ωip⊗ej1⊗. . .⊗ejq no es combinación lineal de ellos: tal
familia es linealmente independiente. Para probar que generan T qpE, basta ver que todo tensor
T qp es

T qp =

1≤j1,...,jq≤n∑
1≤i1,...,ip≤n

T qp (ei1 , . . . , eip , ωj1 , . . . , ωjq)ωi1 ⊗ . . .⊗ ωip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq . (2.8)

La diferencia de ambos miembros se anula en las sucesiones (ei1 , . . . , eip , ωj1 , . . . , ωjq); luego
es nula. En particular, las coordenadas de T qp son

λ
j1...jq
i1...ip

= T qp (ei1 , . . . , eip , ωj1 , . . . , ωjq).

Ejemplo: Cada endomorfismo T define un tensor T 1
1 (e, ω) = ω(Te), y esta aplicación lineal

Endk(E)→ T 1
1E es inyectiva: si ω(Te) = 0, ∀ω ∈ E∗, entonces T (e) = 0 (p. 41).

Como dim Endk(E) = dimT 1
1E, es un isomorfismo, T 1

1E = Endk(E). Si T (ej) =
∑

i aijei,

las coordenadas de T 1
1 =

∑
ij λ

j
iωi ⊗ ej son λji = T 1

1 (ei, ωj) = ωj(Tei) = aji.

Propiedad Universal: Toda aplicación multilineal T : E∗× p. . . ×E∗ × E× q. . . ×E → F facto-
riza de modo único por una aplicación lineal f : T qpE → F :

(∗) f(ω1 ⊗ . . .⊗ ωp ⊗ e1 ⊗ . . .⊗ eq) = T (ω1, . . . , ωp, e1, . . . , eq).

Demostración: Fijada una base de E, definimos f : T qpE → F en la correspondiente base de T qpE
por la igualdad (∗). Ahora ambos miembros de (∗) son aplicaciones multilineales que coinciden
en los vectores de una base; luego coinciden. La unicidad es obvia.

Corolario: T pq E = (T qpE)∗.

Contracción de Índices: Existe una única aplicación lineal C1
1 : T qpE → T q−1

p−1E tal que

C1
1 (ω1 ⊗ . . .⊗ ωp ⊗ e1 ⊗ . . .⊗ eq) = ω1(e1)ω2 ⊗ . . .⊗ ωp ⊗ e2 ⊗ . . .⊗ eq.

Demostración: Basta aplicar la propiedad universal a la aplicación multilineal

T : E∗× p. . . ×E∗ × E× q. . . ×E −→ T q−1
p−1E

T (ω1, . . . , ωp, e1, . . . , eq) = ω1(e1)ω2 ⊗ . . .⊗ ωp ⊗ e2 ⊗ . . .⊗ eq.

Ejemplos: Igualmente se define Cji : T qpE → T q−1
p−1E para cualquier otro par de ı́ndices, y la

traza de un endomorfismo T =
∑

ij aji ωi ⊗ ej es C1
1T =

∑
ij ajiωi(ej) =

∑
i aii.
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2.6.1. Tensores Hemisimétricos

Un tensor covariante Ωp ∈ Tp(E) es hemisimétrico o alternado (una p-forma) si se anula
en las sucesiones con términos repetidos:

Ωp(. . . , e, . . . , e, . . .) = 0.

Los tensores alternados de orden p forman un subespacio vectorial ΛpE de TpE.

Por convenio Λ0E = T0E = k, y Λ1E = T1E = E∗.

Si f : F → E es una aplicación lineal, f∗Ωp también es hemisimétrico, de modo que f induce
una aplicación lineal f∗ : Λ•E → Λ•F .

Definición: (σTp)(e1, . . . , ep) = Tp(eσ(1), . . . , eσ(p)); σ ∈ Sp, Tp ∈ TpE.

1. σ : TpE → TpE es lineal.

2. f∗(σTp) = σ(f∗Tp), para toda aplicación lineal f : F → E.

3. τ(σTp) = (τσ)Tp ; σ, τ ∈ Sp.

4. σ(ω1 ⊗ . . .⊗ ωp) = ωσ−1(1) ⊗ . . .⊗ ωσ−1(p).

Demostración: Las dos primeras son inmediatas. En cuanto a la tercera,

(τ(σTp))(e1, . . . , ep) = (σTp)(eτ(1), . . . , eτ(p))
∗

== Tp(eτ(σ1), . . . , eτ(σp))

= Tp(e(τσ)1, . . . , e(τσ)p) = ((τσ)Tp)(e1, . . . , ep),

donde la igualdad (∗) se debe a que, por definición, σ se aplica a los lugares de las variables, no
a los sub́ındices. Por último,

(σ(ω1 ⊗ . . .⊗ ωp))(e1, . . . , ep) = ω1(eσ(1)) · . . . · ωp(eσ(p)) = ωσ−1(1)(e1) · . . . · ωσ−1(p)(ep)

= (ωσ−1(1) ⊗ . . .⊗ ωσ−1(p))(e1, . . . , ep).

Lema: σΩp = (sgnσ)Ωp, para toda p-forma Ωp.

Demostración: Basta probar la igualdad para las trasposiciones (ij), y

0 = Ωp(. . . , ei + ej , . . . , ei + ej , . . .)

= Ωp(. . . , ei, . . . , ei, . . .) + Ωp(. . . , ei, . . . , ej , . . .) + Ωp(. . . , ej , . . . , ei, . . .) + Ωp(. . . , ej , . . . , ej , . . .)

= Ωp(. . . , ei, . . . , ej , . . .) + Ωp(. . . , ej , . . . , ei, . . .).

Definición: La hemisimetrización de un tensor covariante Tp es el tensor

h(Tp) =
∑

σ∈Sp(sgnσ)(σTp),

y convenimos que h(Tp) = Tp cuando p = 0 ó 1. Por la propiedad 4,

h(ω1 ⊗ . . .⊗ ωp) =
∑

σ∈Sp(sgnσ)(ωσ(1) ⊗ . . .⊗ ωσ(p)). (2.9)

Lema: h : T•E −→ Λ•E es lineal y epiyectiva, y su núcleo es un ideal:

h(Tp) = 0 ⇒ h(Tp ⊗ Tq) = h(Tq ⊗ Tp) = 0. (2.10)
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Demostración: Si τ intercambia dos lugares con repetición en (. . . , e, . . . , e, . . .),∑
σ∈Ap(sgnσ)(σTp) y τ(

∑
σ∈Ap(sgnσ)(σTp)) = −

∑
σ∈Apsgn (τσ)(τσTp),

coinciden en (. . . , e, . . . , e, . . .), y su diferencia h(Tp) se anula: h(Tp) ∈ ΛpE.

Veamos que h es epiyectiva.

Sea e1, . . . , en una base de E, y ω1, . . . , ωn su base dual.

Pongamos λi1...ip = Ωp(ei1 , . . . , eip), de modo que λσ(i1)...σ(ip) = (sgnσ)λi1...ip , y

Ωp =
∑

i1,...,ip

λi1...ipωi1 ⊗ . . .⊗ ωip =
∑

i1≤...≤ip

( ∑
σ∈Sp

(sgnσ)λi1...ipωσ(i1) ⊗ . . .⊗ ωσ(ip)

)
=

∑
i1≤...≤ip

λi1...iph(ωi1 ⊗ . . .⊗ ωip) = h
( ∑
i1≤...≤ip

λi1...ipωi1 ⊗ . . .⊗ ωip
)
. (2.11)

Por último, si cada permutación σ ∈ Sp se identifica con la permutación σ ∈ Sp+q que deja
fijos los números p+ 1, . . . , p+ q, tendremos∑

σ∈Sp(sgnσ)σ(Tp ⊗ Tq) = h(Tp)⊗ Tq = 0,∑
σ∈Sp(sgn τσ)(τσ(Tp ⊗ Tq)) = 0, para todo τ ∈ Sp+q,

y en h(Tp ⊗ Tq) es nula la suma correspondiente a cada clase de equivalencia τSp.

Luego la suma total es nula. Igualmente se prueba que h(Tq ⊗ Tp) = 0.

Definición: Al ser Λ•E el cociente de T•E por un ideal, tenemos un producto en Λ•E. El
producto exterior de dos tensores alternados Ωp,Ωq es

Ωp ∧ Ωq = h(Tp ⊗ Tq); Ωp = h(Tp), Ωq = h(Tq).

Como h(Ωp) = (p!)Ωp, cuando car k = 0 tenemos que Ωp = h
(

1
p!Ωp

)
, y

Ωp ∧ Ωq = 1
p!q! h(Ωp ⊗ Ωq).

1. (λΩp + µΩ̄p) ∧ Ωq = λ(Ωp ∧ Ωq) + µ(Ω̄p ∧ Ωq).

Ωp ∧ (λΩq + µΩ̄q) = λ(Ωp ∧ Ωq) + µ(Ωp ∧ Ω̄q).

2. (Ωp ∧ Ωq) ∧ Ωr = Ωp ∧ (Ωq ∧ Ωr).

3. Ωp ∧ Ωq = (−1)pqΩq ∧ Ωp.

4. ω ∧ ω = 0 , ω ∈ E∗.

5. f∗(Ωp ∧ Ωq) = f∗(Ωp) ∧ f∗(Ωq).

6. ω1 ∧ . . . ∧ ωp =
∑
σ∈Sp

(sgnσ)(ωσ(1) ⊗ . . .⊗ ωσ(p)).

7. Si ω1, . . . , ωn es una base de E∗, las p-formas ωi1 ∧ . . . ∧ ωip, i1 < . . . < ip, forman una
base de ΛpE, y

Ωp =
∑

i1≤...≤ipΩp(ei1 , . . . , eip)ωi1 ∧ . . . ∧ ωip .

En particular dim ΛpE =
(
n
p

)
, y por tanto ΛpE = 0 cuando p > n.
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Demostración: Las propiedades 1, 2 y 5 se siguen de las correspondientes propiedades del pro-
ducto tensorial, y en cuanto a la cuarta, si τ = (12), tenemos que:

ω ∧ ω = h(ω ⊗ ω) = ω ⊗ ω − τ(ω ⊗ ω) = ω ⊗ ω − ω ⊗ ω = 0.

(3) Veamos primero el caso p = q = 1. Dadas dos 1-formas ω, ω′,

0 = (ω + ω′) ∧ (ω + ω′) = ω ∧ ω + ω ∧ ω′ + ω′ ∧ ω + ω′ ∧ ω′ = ω ∧ ω′ + ω′ ∧ ω;

luego ω ∧ ω′ = −ω′ ∧ ω.
En el caso general, podemos reducirnos al caso Ωp = ω1 ∧ . . .∧ ωp, Ωq = θ1 ∧ . . .∧ θq, que se

sigue directamente del anterior.

(6) Se sigue de 2.9.

(7) Las p-formas ωi1 ∧ . . . ∧ ωip generan ΛpE porque, según 2.11,

Ωp =
∑

i1≤...≤ip
Ωp(ei1 , . . . , eip)ωi1 ∧ . . . ∧ ωip ,

y son linealmente independientes porque (ωi1∧ . . .∧ωip)(ej1 , . . . , ejp) = 0, salvo cuando j1, . . . , jp
es una reordenación de i1 < . . . < ip.

Propiedad Universal: Toda aplicación multilineal alternada H : E× p. . . ×E → F factoriza de
modo único por una aplicación lineal f : ΛpE → F :

(∗) f(e1 ∧ . . . ∧ ep) = H(e1, . . . , ep).

Demostración: Dada una base v1, . . . , vn de E, definimos f : ΛpE → F de modo que en la
correspondiente base {vi1 ∧ . . . ∧ vip} de ΛpE se verifique (∗). Ahora ambos miembros de la
igualdad (∗) son aplicaciones multilineales E× p. . . ×E → F que coinciden en las sucesiones de
vectores de una base; luego coinciden.

La unicidad se debe a que los productos e1 ∧ . . . ∧ ep generan ΛpE.

Corolario: Tenemos isomorfismos canónicos (ΛpE)∗ = Λp(E∗),

(ω1 ∧ . . . ∧ ωp)(e1 ∧ . . . ∧ ep) = (ω1 ∧ . . . ∧ ωp)(e1, . . . , ep).

Demostración: Basta poner F = k en la propiedad universal.

Corolario: ω1, . . . , ωp son linealmente independientes ⇔ ω1 ∧ . . . ∧ ωp 6= 0.

Demostración: Si son linealmente independientes, forman parte de una base de E∗.
Luego ω1 ∧ . . . ∧ ωp forma parte de una base de ΛpE, y no es nula.
Si ω1, . . . , ωp son linealmente dependientes, alguna es combinación lineal de las restantes, y

la propiedad 4 muestra que ω1 ∧ . . . ∧ ωp = 0.

Corolario: Sea n = dimE y ΩE un elemento no nulo de ΛnE. Unos vectores e1, . . . , en forman
una base de E si y sólo si ΩE(e1, . . . , en) 6= 0.

Demostración: Si forman una base de E, la coordenada de ΩE en la correspondiente base de
ΛnE es ΩE(e1, . . . , en), y no es nula porque ΩE 6= 0.

Si e1, . . . , en son linealmente dependientes, alguno es combinación lineal de los restantes, y
ΩE(e1, . . . , en) = 0 al ser ΩE alternado.
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Nota: El núcleo de h : T•E → Λ•E es el ideal bilátero I generado por los tensores ω ⊗ ω.
En efecto, tenemos un morfismo epiyectivo T•E/I → Λ•E, porque h(ω ⊗ ω) = 0.
Además, en T•E/I tenemos que [ω] · [ω′] = −[ω′] · [ω], porque [ω] · [ω] = 0, y fijada una base,

los productos [ωi1 ] . . . [ωip ], i1 < . . . < ip, generan T•E/I como espacio vectorial.
Concluimos que T•E/I → Λ•E es un isomorfismo: I = Kerh.

Definición: El determinante de una matriz A = (aij) con n filas y columnas es

|A| =
∑

σ∈Sn(sgnσ) a1,σ(1) . . . an,σ(n).

Proposición: (ω1 ∧ . . . ∧ ωp)(e1, . . . , ep) = |ωi(ej)| = |ωj(ei)|.

Demostración:
∑

σ(sgnσ)(σ(ω1 ⊗ . . .⊗ ωp)) =
∑

σ(sgnσ)(ωσ(1) ⊗ . . .⊗ ωσ(p)). q.e.d.

Las coordenadas de ω1 ∧ . . . ∧ ωp en una base e1, . . . , en de E son

(ω1 ∧ . . . ∧ ωp)(ei1 , . . . , eip) =

∣∣∣∣∣∣
ω1(ei1) . . . ω1(eip)
. . . . . . . . .

ωp(ei1) . . . ωp(eip)

∣∣∣∣∣∣ .
Este determinante es el menor de orden p formado con las columnas i1, . . . , ip de la matriz

cuyas filas son las coordenadas de ω1, . . . , ωp en la base dual.
Luego la condición necesaria y suficiente para que p filas de una matriz sean linealmente

independientes es que con ellas pueda formarse algún menor de orden p no nulo:
El rango de una matriz es el mayor orden de sus menores no nulos (Teorema del Rango).

Definición: La contracción interior de Ωp ∈ ΛpE con e ∈ E es la (p− 1)-forma

(ieΩp)(e2, . . . , ep) = Ωp(e, e2, . . . , ep).

Teorema: ie(Ωp ∧ Ωq) = (ieΩp) ∧ Ωq + (−1)pΩp ∧ (ieΩq).

Demostración: Sea e = e1, . . . , en una base y ω = ω1, . . . , ωn su base dual. Basta probar la
igualdad cuando Ωp = ωi1 ∧ . . . ∧ ωip = ωi1 ∧ ωI , Ωq = ωj1 ∧ . . . ∧ ωjq = ωj1 ∧ ωJ .

Cuando i1 > 1 y j1 > 1, ambos miembros son nulos. Cuando i1 = 1 y j1 > 1,

ie(Ωp ∧ Ωq) = ie(ω ∧ ωI ∧ Ωq) = ωI ∧ Ωq,

(ieΩp) ∧ Ωq + (−1)pΩp ∧ (ieΩq) = ωI ∧ Ωq + (−1)pΩp ∧ 0 = ωI ∧ Ωq,

y análogamente cuando i1 > 1 y j1 = 1. Cuando i1 = 1 y j1 = 1,

ie(Ωp ∧ Ωq) = ie(ω ∧ ωI ∧ ω ∧ ωJ) = ie(0) = 0,

(ieΩp) ∧ Ωq + (−1)pΩp ∧ (ieΩq) = ωI ∧ Ωq + (−1)pω ∧ ωI ∧ ωJ = ωI ∧ Ωq − ωI ∧ Ωq = 0.

Definición: n = dimE. Como dim ΛnE = 1, todo endomorfismo ΛnE → ΛnE es una homo-
tecia. Cada endomorfismo T : E → E induce un endomorfismo T ∗ : ΛnE → ΛnE, que es la
multiplicación por un escalar det(T ), llamado determinante de T .

Teorema: det(TS) = (detT )(detS).

Demostración: (TS)∗ = S∗T ∗.

Teorema: Un endomorfismo T es invertible si y sólo si det(T ) 6= 0.
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Demostración: Sea e1, . . . , en una base de E, y ΩE una n-forma no nula.

ΩE(T (e1), . . . , T (en)) = (T ∗ΩE)(e1, . . . , en) = (detT ) ΩE(e1, . . . , en). (2.12)

Luego T (e1), . . . , T (en) es una base si y sólo si det(T ) 6= 0.

Proposición: El determinante de un endomorfismo T coincide con el determinante de su matriz
A en cualquier base: det(T ) = |A|.

Demostración: T ∗(ω1 ∧ . . . ∧ ωn) = (T ∗ω1) ∧ . . . ∧ (T ∗ωn), y T ∗(ωi) =
∑

j aijωj .

Definiciones: Sea E un espacio vectorial real de dimensión n. Una forma de volumen es
una n-forma no nula ΩE , y ΩE(e1, . . . , en) es el volumen (con signo) del paraleleṕıpedo que
determinan los vectores e1, . . . , en.

Dos formas de volumen ΩE , Ω′E definen la misma orientación cuando Ω′E = λΩE para algún
λ > 0. Las dos clases de equivalencia son las dos orientaciones de E. Fijada una orientación [ΩE ],
una base e1, . . . , en de E es directa si ΩE(e1, . . . , en) > 0. Por 2.12,[

Volumen de
Te1, . . . , T en

]
= (detT )

[
Volumen de
e1, . . . , en

]
Si además fijamos un producto escalar en E, la polaridad φ : E → E∗ induce isomorfismos

φ : ΛpE → Λp(E
∗) = (ΛpE)∗, que definen un producto escalar en ΛpE:

Ωp · Ω′p = (φΩp)(Ω
′
p).

Si ω1, . . . , ωn es la base dual de una base ortonormal e1, . . . , en, las p-formas ωi1 ∧ . . . ∧ ωip
definen una base ortonormal de ΛpE:

φ(ωi1 ∧ . . . ∧ ωip)(ωj1 ∧ . . . ∧ ωjp) = (ei1 ∧ . . . ∧ eip)(ωj1 ∧ . . . ∧ ωjp) = δi1j1 . . . δipjp .

Teorema: En un espacio vectorial eucĺıdeo orientado E, existe una única forma de volumen
ΩE tal que el volumen de cualquier base ortonormal directa es 1.

Demostración: Como dim ΛnE = 1, en la orientación existe una única forma de volumen ΩE

de módulo 1 y, si e1, . . . , en es una base ortonormal orientada, acabamos de ver que es ΩE =
ω1 ∧ . . . ∧ ωn; aśı que ΩE(e1, . . . , en) = 1.

Producto Vectorial: ΩE la forma de volumen de un espacio vectorial eucĺıdeo orientado de
dimensión 3; e, v ∈ E. La forma lineal ivieΩE = ΩE(e, v,−) se corresponde con un vector e× v,
el producto vectorial de e y v,

(e× v) · u = ΩE(e, v, u).

Claramente es bilineal, e × v = −v × e, y e × v 6= 0 si y sólo si e y v son linealmente
independientes, en cuyo caso e× v es ortogonal a los factores, el módulo de e× v es el área del
paralelogramo que determinan e y v, y la base e, v, e× v es directa.

En efecto, pongamos e× v = λu, donde λ = ‖e× v‖ y el módulo de u es 1. Ahora, iuΩE es
la forma de área del plano < e, v >, y el área del paralelogramo que determinan e y v es

|(iuΩE)(e, v)| = |ΩE(u, e, v)| = |(e× v) · u| = |λu · u| = λ.

Además ΩE(e, v, e× v) = (e× v) · (e× v) > 0, y la base e, v, e× v es directa.
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Caṕıtulo 3

Álgebra II

3.1. G-Conjuntos

Dar una acción por la izquierda1 de un grupo G en un conjunto X, o un G-conjunto, es
dar una aplicación G×X .−→ X tal que

1. (g1g2) · x = g1 · (g2 · x) para todo g1, g2 ∈ G, x ∈ X.

2. 1 · x = x para todo x ∈ X.

y define una relación de equivalencia en X: x ≡ y cuando y = gx para algún g ∈ G.

La órbita de x ∈ X es su clase Gx = {gx : g ∈ G}, y el subgrupo de isotroṕıa es

Ix = {g ∈ G : gx = x}.
Igx = gIxg

−1. (3.1)

Una acción es transitiva si tiene una única órbita, y x ∈ X es un punto fijo o invariante
cuando Ix = G. El conjunto de puntos fijos se denota XG.

Una aplicación f : X → Y es un morfismo de G-conjuntos si f(g · x) = g · f(x) para todo
g ∈ G, x ∈ X; y HomG(X,Y ) denota el conjunto de los G-morfismos X → Y .

Los isomorfismos de G-conjuntos son los morfismos biyectivos.

Teorema: HomG(G/H,X) = XH , para todo subgrupo H de G.

Demostración: La aplicación f : G/H → X, f(gH) = gx, está bien definida si y sólo si x ∈ XH .

Teorema: G/Ix = Gx, [g] 7→ gx.

Demostración: Si g1x = g2x, entonces g−1
1 g2x = x, g−1

1 g2 ∈ Ix, [g1] = [g2].

Fórmula de Clases: Si un grupo finito G actúa en un conjunto finito X, entonces existen
puntos no fijos xi ∈ X y divisores di > 1 del orden de G, tales que

|X| = |XG|+
∑

xi
[G : Ixi ] = |XG|+

∑
i di.

Demostración: X es la unión disjunta de las órbitas, |XG| es el número de órbitas con un único
punto, y los cardinales de las restantes órbitas son ı́ndices di = [G : Ixi ], que dividen a |G| por
el teorema de Lagrange.

1Las acciones a derecha e izquierda se corresponden v́ıa la fórmula x · g = g−1 · x.
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Definición: Un p-grupo es un grupo de orden una potencia de un primo p.

Lema: Si G es un p-grupo, para todo G-conjunto finito X tenemos que

|X| ≡ |XG| (mód. p).

Demostración: En la fórmula de clases, los divisores di son potencias pni , ni ≥ 1.

Teorema: El centro de un p-grupo G 6= 1 nunca es trivial:

Z(G) = {a ∈ G : ag = ga, ∀g ∈ G} 6= 1.

Demostración: G actúa en śı mismo por conjugación.
El conjunto de puntos fijos es Z(G), aśı que |Z(G)| es múltiplo de p, y |Z(G)| 6= 1.

Teorema de Cauchy: Si p divide a |G|, entonces G tiene un subgrupo de orden p.

Demostración: El grupo Z/pZ actúa en X = {(g1, . . . , gp) ∈ Gp : g1 . . . gp = 1} permutando
ćıclicamente los factores:

g1 . . . gp = 1, g1 . . . gp−1 = g−1
p , gpg1 . . . gp−1 = 1.

Como |X| = |G|p−1 es múltiplo de p, también lo es el número de puntos fijos, y existe un
punto fijo (g, . . . , g) 6= (1, . . . , 1). Es decir, gp = 1, g 6= 1, y el orden de (g) es p.

Definición: Sea p un número primo. Los p-subgrupos de Sylow de un grupo finito G son los
subgrupos de orden la mayor potencia pn que divide a |G| = pnm.

Lema: Todo subgrupo H de orden pi, i < n, está contenido en un subgrupo H ′ de orden pi+1

tal que H �H ′ (i.e., H es subgrupo normal de H ′).

Demostración: Por inducción sobre i, y es el teorema de Cauchy cuando i = 0.
Si i > 0, el p-grupo H actúa en G/H, y el conjunto de puntos fijos es N(H)/H, donde

N(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H} es el normalizador de H en G.
Como |G/H| es múltiplo de p, también lo es el orden de N(H)/H, y tiene algún subgrupo

H̄ de orden p. Ahora H ′ = π−1(H̄) es un subgrupo de N(H) de orden pi+1, y H �H ′.

Corolario: Todo p-grupo G admite una sucesión 1 = H0 �H1 � . . . �Hn−1 �Hn = G, donde
Hi es un subgrupo de orden pi.

Primer teorema de Sylow: Existen p-subgrupos de Sylow de G.

Segundo teorema de Sylow: Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados.

Demostración: Si P ′, P son p-subgrupos de Sylow, P ′ actúa en G/P y |G/P | no es múltiplo de
p; luego hay un punto fijo ḡ ∈ G/P , P ′ ⊆ gPg−1, y P ′ = gPg−1 al tener igual orden.

Tercer teorema de Sylow: El número de p-subgrupos de Sylow divide al ı́ndice común m y es
congruente con 1 módulo p.

Demostración: G actúa transitivamente sobre el conjunto X de los p-subgrupos de Sylow, por
conjugación, y N(P ) es la isotroṕıa de P . Luego |X| = [G : N(P )] divide a [G : P ] = m.

Veamos que P es el único punto fijo de la acción de P .
Si gP ′g−1 = P ′, ∀g ∈ P , entonces P ⊂ N(P ′), y P , P ′ son p-subgrupos de Sylow de N(P ),

y P ′ = P por el segundo teorema. Ahora |X| ≡ |XP | = 1 (mód. p).
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3.2. Módulos

Sea A un anillo (conmutativo y con unidad). Dar una estructura de A-módulo en un grupo
abeliano M es dar un producto A×M −→M tal que

Axioma 1 : a(m1 +m2) = am1 + am2 para todo a ∈ A, m1,m2 ∈M .

Axioma 2 : (a+ b)m = am+ bm para todo a, b ∈ A, m ∈M .

Axioma 3 : (ab)m = a(bm) para todo a, b ∈ A, m ∈M .

Axioma 4 : 1 ·m = m para todo m ∈M .

y un subgrupo N de M es un submódulo si a ∈ A, m ∈ N ⇒ am ∈ N .
Un morfismo de A-módulos es un morfismo de grupos f : M →M ′ tal que

f(am) = a · f(m), ∀a ∈ A ,m ∈M ;

y es un isomorfismo de A-módulos si además es biyectivo.

Ejemplos: Los módulos sobre un cuerpo k son los k-espacios vectoriales, los submódulos son
los subespacios vectoriales y los morfismos de k-módulos son las aplicaciones k-lineales.

Todo grupo abeliano admite una única estructura de Z-módulo, los submódulos son los
subgrupos y los morfismos de Z-módulos son los morfismos de grupos.

La suma N1 +N2 y la intersección N1 ∩N2 de dos submódulos son submódulos.
Si I es un ideal, IM = {a1m1 + . . .+ anmn : ai ∈ I, mi ∈M} es un submódulo.
Los submódulos de A son los ideales de A.
Los morfismos de A-módulos M → N forman un A-módulo HomA(M,N).
Productos directos

∏
IMi y sumas directas

⊕
IMi (formada por las sucesiones {mi}i∈I

con un número finito de términos no nulos) de A-módulos son A-módulos.
Cada familia {mi}i∈I de elementos de M define un morfismo de A-módulos

f :
⊕

I A −→M, f((ai)) =
∑

i aimi,

y su imagen
∑

iAmi es el submódulo generado por {mi}i∈I . Si f es un isomorfismo, decimos
que {mi}i∈I es una base de M , y que M es libre.

Un A-módulo es finito-generado o finito si M = Am1 + . . .+Amn.

Si N es un submódulo de un A-módulo M , las demostraciones dadas en el caso de los espacios
vectoriales prueban que en el grupo cociente M/N existe una única estructura de A-módulo tal
que π : M → M/N es morfismo de A-módulos, que M/N tiene la correspondiente propiedad
universal, que el teorema de Isomorf́ıa M/Ker f ' Im f es válido para morfismos de A-módulos,
y que tenemos un isomorfismo de ret́ıculos (donde P̄ ⊆ M̄ = M/N se corresponde con el núcleo
P = π−1(P̄ ) de M → M̄ → M̄/P̄ , de modo que M/P = M̄/P̄ )[

Submódulos
de M/N

]
∼−−→

[
Submódulos de M
que contienen a N

]
La teoŕıa de la dimensión sigue siendo válida; pero ahora se llama longitud: los módulos de

longitud finita son los que admiten alguna bandera, y la longitud común de todas ellas es la
longitud l(M) del módulo (pero los A-módulos simples son los cuerpos residuales A/m de
los maximales, por lo que generalmente A no es de longitud finita).

Corolario: Sea I un ideal de A, y Ā = A/I. Los ideales J̄ de Ā se corresponden con los ideales
J de A que contienen a I. Además A/J = Ā/J̄ , y los ideales primos se corresponden con ideales
primos e ideales maximales con ideales maximales.
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Teorema: Todo anillo A 6= 0 tiene algún ideal maximal.

Demostración: Sea X el conjunto de los ideales distintos de A, ordenado por inclusión.
Si {Ij}j∈J es una cadena en X, entonces I =

⋃
j Ij es un ideal 6= A (p. 40) que contiene a

todos los ideales Ij . Por el lema de Zorn, X tiene algún elemento maximal.

Corolario: Todo ideal I 6= A está contenido en algún ideal maximal.

Demostración: Un maximal de A/I define un maximal de A que contiene a I.

Corolario: f ∈ A es invertible si y sólo si no está en ningún ideal maximal.

Demostración: Si f no es invertible, fA 6= A, y fA está contenido en un maximal.

Corolario: Sea A 6= 0. Si An → Am → 0, entonces n ≥ m. En particular todas las bases de An

tienen n elementos.

Demostración: Sea m un ideal maximal, y k = A/m su cuerpo residual.
Si un morfismo de A-módulos An → Am es epiyectivo, también lo es la aplicación k-lineal

An/mAn → Am/mAm.
Como An/mAn = An/mn = (A/m)n = kn, vemos que n ≥ m. q.e.d.

Cada morfismo de A-módulos f : M ′ →M induce morfismos de A-módulos

f∗ : HomA(N,M ′) −→ HomA(N,M), f∗(g) = f ◦ g ,
f∗ : HomA(M,N) −→ HomA(M ′, N), f∗(g) = g ◦ f.

Teorema: Una sucesión de morfismos de A-módulos M ′
i−−→ M

p−−→ M ′′ → 0 es exacta si y
sólo si para todo A-módulo N es exacta la sucesión

0 −→ HomA(M ′′, N)
p∗−−→ HomA(M,N)

i∗−−→ HomA(M ′, N)

Demostración: Supongamos que Im i = Ker p y que p es epiyectivo.
Si f : M ′′ → N se anula en Im p = M ′′, entonces f = 0; luego p∗ es inyectivo.
Como pi = 0, tenemos que 0 = (pi)∗ = i∗p∗; luego Im p∗ ⊆ Ker i∗.
Por último, si f : M → N se anula en Im i = Ker p, por la propiedad universal del cociente

f factoriza a través p : M →M/Ker p 'M ′′. Es decir, f ∈ Im p∗.

Rećıprocamente, como p∗ es inyectivo cuando N = M ′′/Im p, se sigue que la proyección
canónica M ′′ → N es nula; luego Im p = M ′′, y p es epiyectivo.

Im i ⊆ Ker p, porque pi = (pi)∗(IdM ′′) = i∗p∗(IdM ′′) = 0.
Consideremos π : M → N = M/Im i. Como i∗(π) = 0, existe un morfismo f : M ′′ → N tal

que π = p∗(f) = fp; luego Ker p ⊆ Kerπ = Im i,

M ′
i //M

p //

π

��

M ′′

fzz

// 0

M/Im i

Teorema: Una sucesión de morfismos de A-módulos 0 → M ′
i−−→ M

p−−→ M ′′ es exacta si y
sólo si para todo A-módulo N es exacta la sucesión

0 −→ HomA(N,M ′)
i∗−−→ HomA(N,M)

p∗−−→ HomA(N,M ′′)



3.2. MÓDULOS 61

Demostración: La implicación directa es sencilla. Para el rećıproco, basta tomar N = A, y usar
los isomorfismos naturales HomA(A,M) = M , f 7→ f(1).

Teorema: Sea 0 −→M ′
i−−→M

p−−→M ′′ −→ 0 una sucesión exacta de A-módulos. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes (y decimos que la sucesión escinde o rompe),

1. Existe una sección A-lineal s : M ′′ →M tal que ps = IdM ′′.

2. Existe un retracto A-lineal r : M →M ′ tal que ri = IdM ′.

3. HomA(N,M)
p∗−−→ HomA(N,M ′′) es epiyectivo para todo A-módulo N .

4. HomA(M,N)
i∗−−→ HomA(M ′, N) es epiyectivo para todo A-módulo N .

5. Hay un isomorfismo M ′ ⊕M ′′ 'M tal que el siguiente diagrama conmuta,

0 −→ M ′
i1−−→ M ′ ⊕M ′′ π2−−→ M ′′ −→ 0

‖ o| ‖
0 −→ M ′

i−→ M
p−−→ M ′′ −→ 0

Demostración: (1⇒ 3) Porque p∗s∗ = (ps)∗ = Id.

(3⇒ 1) Basta tomar N = M ′′ y considerar la identidad de M ′′.

(2⇒ 4) Porque i∗r∗ = (ri)∗ = Id.

(4⇒ 2) Basta tomar N = M ′ y considerar la identidad de M ′.

(1 ⇒ 5) La demostración de la p. 41 muestra que i + s : M ′ ⊕M ′′ → M es el isomorfismo
requerido.

(2⇒ 5) El morfismo (r, p) : M →M ′ ⊕M ′′ claramente da un diagrama conmutativo.
Veamos que es un isomorfismo:
Si r(m) = 0 y p(m) = 0, entonces m = i(m′) y m′ = ri(m′) = r(m) = 0; luego m = 0.
Dados m′ ∈M ′ y m′′ = p(m) ∈M ′′, existe x ∈ m′ tal que r(m+ i(x)) = m′.

Finalmente, (5⇒ 1) y (5⇒ 2) son evidentes. porque π2 admite la sección i2(m′′) = (0,m′′)
y i1 admite el retracto π1(m′,m′′) = m′.

3.2.1. Módulos Inyectivos y Proyectivos

Un A-módulo P es proyectivo si HomA(P,−) conserva sucesiones exactas cortas; i.e., para
todo epimorfismo p : M →M ′′ es epiyectivo el morfismo

p∗ : HomA(P,M) −→ HomA(P,M ′′).

Dualmente un A-módulo Q es inyectivo si HomA(−, Q) conserva sucesiones exactas cortas; i.e.,
para todo morfismo inyectivo i : M ′ →M es epiyectivo el morfismo

i∗ : HomA(M ′, Q) −→ HomA(M,Q).

Teorema: Si P es proyectivo, toda sucesión exacta 0→M ′
i−−→M

p−−→ P → 0 escinde.

Dualmente, si Q es inyectivo, toda sucesión exacta 0→ Q
i−−→M

p−−→M ′′ → 0 escinde.

Demostración: Si P es proyectivo, p∗ : HomA(P,M) −→ HomA(P, P ) es epiyectivo, y existe un
morfismo s : P →M tal que IdP = p∗(s) = ps. La sucesión rompe.
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Si Q es inyectivo, i∗ : HomA(M,Q) −→ HomA(Q,Q) es epiyectivo, y existe un morfismo
r : M → Q tal que IdQ = i∗(r) = ri. La sucesión rompe.

Teorema: ⊕iPi es proyectivo si y sólo si lo son todos los sumandos Pi.

Dualmente,
∏
iQi es inyectivo si y sólo si lo son todos los factores Qi.

Demostración: HomA(⊕iPi,M) =
∏
i HomA(Pi,M),

HomA(M,
∏
iQi) =

∏
i HomA(M,Qi).

Teorema: Todo módulo libre es proyectivo. Todo módulo es cociente de un proyectivo.

Demostración: A es proyectivo porque HomA(A,M) = M ; luego ⊕IA es proyectivo.

Cualquier sistema de generadores de M define un epimorfismo ⊕IA → M , aśı que M es
cociente de un módulo proyectivo.

Criterio del Ideal: Si el morfismo de restricción HomA(A,Q) → HomA(I,Q) es epiyectivo
para todo ideal I, entonces Q es un A-módulo inyectivo.

Demostración: Si N es un submódulo de M , hemos de ver que todo morfismo f : N → Q es
restricción de un morfismo M → Q. Tomemos m ∈M que no esté en N , y consideremos el ideal
I = {a ∈ A : am ∈ N} y el morfismo φ : I → Q, φ(a) = f(am).

Por hipótesis se extiende a un morfismo φ′ : A→ Q que, al anularse en el núcleo de A→ Am,
induce un morfismo φ′ : Am→ Q que coincide con f en N ∩Am = Im. La sucesión exacta

0 −→ N ∩Am j−−→ N ⊕Am s−−→ N +Am −→ 0

donde j(n) = (n,−n), muestra que f +φ′ : N ⊕Am→ Q define un morfismo N +Am→ Q que
coincide con f en N .

Aplicando ahora el lema de Zorn a los pares (M ′, f ′), donde M ′ es un submódulo de M que
contiene a N y f ′ : M ′ → Q extiende a f , con el orden

(M ′1, f
′
1) ≤ (M ′2, f

′
2) ⇔ M ′1 ⊆M ′2 , y f ′2 extiende a f ′1,

vemos que existe (M ′, f ′) maximal, y M ′ = M porque f ′ no se puede extender.

Definición: Un módulo Q es divisible si los morfismos a· : Q→ Q, a 6= 0, son epiyectivos.

Corolario: Si A es dominio de ideales principales, los módulos divisibles son inyectivos.

Demostración: a· : Q→ Q es el morfismo HomA(A,Q)→ HomA(aA,Q) ' HomA(A,Q).

Corolario: Si p es un elemento irreducible de un dominio de ideales principales A, entonces
B = A/pnA es un B-módulo inyectivo.

Demostración: Dado un ideal prA/pnA de B y un morfismo de B-módulos φ : prA/pnA → B,
tendremos que 0 = φ(p̄n) = p̄n−rφ(p̄r).

Luego φ(p̄r) = bp̄r para algún b ∈ B, y la extensión φ′ : B → B buscada es φ′(x) = bx.
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3.2.2. Localización de Módulos

La localización MS de un A-módulo M por un sistema multiplicativo S de A es el cociente
de M × S por la relación de equivalencia

(m, s) ≡ (n, t) ⇔ existen u, v ∈ S tales que mu = nv, su = tv,

y es un AS-módulo con las operaciones

m

s
+
n

t
=
tm+ sn

st
a

s
· m
t

=
am

st

donde m
s es la clase de (m, s). Por tanto m

s = 0 si y sólo si um = 0 para algún u ∈ S.
Cada morfismo de A-módulos f : M → N define un morfismo de AS-módulos

fS : MS −→ NS , fS(ms ) = f(m)
s ,

y tenemos un morfismo canónico de localización M →MS , m 7→ m
1 .

Propiedad Universal: Si N es un AS-módulo, todo morfismo de A-módulos f : M → N
factoriza, de modo único, por un morfismo de AS-módulos φ : MS → N , φ(m1 ) = f(m).

HomAS (MS , N) = HomA(M,N).

Demostración: El único morfismo posible φ(ms ) = s−1f(m) está bien definido:

φ(umus ) = (us)−1f(um) = s−1u−1uf(m) = s−1f(m).

Notación: Mf denota la localización por S = {1, f, . . . , fn, . . .}.
Si p es un ideal primo, Mp denota la localización por S = A− p.

Teorema: La localización conserva sucesiones exactas; es decir, si tenemos una sucesión exacta

M ′
f−−→M

g−−→M ′′, también es exacta la sucesión

M ′S
fS−−−−→MS

gS−−−−→M ′′S .

Demostración: Si m
s ∈ Ker gS , entonces g(m)

s = 0, y 0 = tg(m) = g(tm) para algún t ∈ S.

Luego tm = f(m′), y m
s = tm

ts = f(m′)
ts = fS

(
m′

ts

)
∈ Im fS . q.e.d.

Si N es un submódulo de M , entonces NS se identifica con un submódulo de MS , y

1. (N +N ′)S = NS +N ′S .

2. (N ∩N ′)S = NS ∩N ′S .

3. (M ⊕M ′)S = MS ⊕M ′S .

4. (M/N)S = MS/NS .

5. (Ker f )S = Ker fS .

6. (Im f )S = Im fS .

Demostración: Las igualdades que no son obvias se obtienen localizando las sucesiones exactas

0 −→M ′ −→M ′ ⊕M −→M −→ 0

0 −→ N ∩N ′ −→ N ⊕N ′ −→ N +N ′ −→ 0

0 −→ N −→M −→M/N −→ 0

0 −→ Ker f −→M −→ N
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3.3. Producto Tensorial

Un conjunto ordenado I es filtrante si para cada par i, j ∈ I existe k ∈ I tal que i, j ≤
k. Un sistema inductivo de conjuntos es una familia de conjuntos {Xi}i∈I con aplicaciones
φij : Xi → Xj , i ≤ j, tales que φii = IdXi y, cuando i ≤ j ≤ k,

Xi
//

��

Xj

��
Xk

φik = φjkφ
i
j

El ĺımite inductivo ĺım
−→

Xi es el cociente de la unión disjunta
∐
Xi por la relación

xi ≡ xj cuando xi = xj en Xk, para algún k ≥ i, j,

que es de equivalencia (sólo la transitiva requiere comprobación): si xi = xj en Xk, y xj = xl en
Xk′ , entonces xi = xj = xl en Xr para cualquier ı́ndice r ≥ k, k′.

Tenemos aplicaciones canónicas φj : Xj → ĺım
−→

Xi, φj(xj) = [xj ], tales que

Xi
//

��

Xj

��
ĺım
−→

Xi

φi = φjφ
i
j

Un sistema proyectivo de conjuntos es una familia de conjuntos {Xi}i∈I con aplicaciones
φji : Xj → Xi, i ≤ j, tales que φii = IdXi y, cuando i ≤ j ≤ k,

Xk

�� ��
Xj

// Xi

φki = φjiφ
k
j

El subconjunto del producto directo
∏
iXi formado por las sucesiones (xi) congruentes,

φji (xj) = xi cuando i ≤ j, es el ĺımite proyectivo ĺım
←−

Xi.

Tenemos aplicaciones canónicas φj : ĺım
←−

Xi → Xj , φj(xi) = xj , tales que

ĺım
←−

Xi

�� ��
Xj

// Xi

φi = φjiφj

Cuando las aplicaciones φij son morfismos de grupos (anillos,...) tanto el ĺımite inductivo como
el proyectivo heredan una estructura evidente de grupo (anillo,...) y las aplicaciones canónicas
φi son morfismos de grupos (anillos,...).

Aśı, los morfismos de anillos K[x]/(xn)→ K[x]/(xm), m ≤ n, forman un sistema proyectivo
de anillos, y su ĺımite proyectivo es el anillo de las series formales K[[x]].

Todo módulo es el ĺımite inductivo de sus submódulos y el ĺımite proyectivo de sus cocientes,
porque ĺım

−→
Xi = Xk y ĺım

←−
Xi = Xk cuando I tiene un último elemento k.

Propiedad Universal: Sea (Xi, φ
i
j) un sistema inductivo. Si fi : Xi → Y son aplicaciones y

fi = fjφ
i
j cuando i ≤ j, existe una única aplicación f : ĺım

−→
Xi → Y tal que fi = fφi,

Hom(ĺım
−→

Xi, Y ) = ĺım
←−

Hom(Xi, Y ), f 7→ fφi.
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Dualmente, sea (Xi, φ
j
i ) un sistema proyectivo. Si fi : Y → Xi son aplicaciones y fi = φjifj

cuando i ≤ j, existe una única aplicación f : Y → ĺım
←−

Xi tal que fi = φif ,

Hom(Y, ĺım
←−

Xi) = ĺım
←−

Hom(Y,Xi), f 7→ φif.

Demostración: En el primer caso la única aplicación posible es f([xi]) = fi(xi), y en el segundo
caso la única aplicación posible es f(y) = (fi(y)).

Ambas están bien definidas debido a las igualdades fi = fjφ
i
j , y fi = φjifj . q.e.d.

Sean M,N dos A-módulos. Las aplicaciones A-bilineales M ×N → P en otro A-módulo P
forman un A-módulo que denotamos F (P ) = BilA(M,N ;P ).

Vamos a construir una aplicación bilineal ξ : M × N → M ⊗A N , tal que toda aplicación
bilineal g : M ×N → P factorice de modo único por un morfismo f : M ⊗A N → P :

HomA(M ⊗A N,P ) = BilA(M,N ;P ), f 7→ fξ.

Decir que f es epiyectivo es decir que la imagen de g genera P , que g no factoriza a través
de un submódulo estricto de P . Como todo módulo es el ĺımite proyectivo de sus cocientes,
M ⊗A N será el ĺımite proyectivo de tales módulos. Por eso consideramos las parejas Pg, donde
g : M ×N → P es A-bilineal, y los morfismos de parejas

f : P ′g′ −→ Pg, g = fg′,

y una pareja Qξ es mı́nima si todo morfismo inyectivo Pg → Qξ es isomorfismo.

Lema: Si 0 −→ P ′
i−−→ P

p−−→ P ′′ es exacta, también lo es la sucesión

0 −→ BilA(M,N ;P ′)
i∗−−→ BilA(M,N ;P )

p∗−−→ BilA(M,N ;P ′′).

Además F conserva productos directos y ĺımites proyectivos:

BilA(M,N ;P × P ′) = BilA(M,N ;P )× BilA(M,N ;P ′),

BilA(M,N ; ĺım
←−

Pi) = ĺım
←−

Bil(M,N ;Pi).

Si Qξ es mı́nima, dos morfismos de parejas f1, f2 : Qξ → Pg siempre coinciden:

0 −→ Ker (f2 − f1)
i−→ Q

f2−f1−−−−−→ P

0 −→ F (Ker (f2 − f1))
i∗−−→ F (Q)

f∗2−f∗1−−−−−→ F (P )

(f∗2 − f∗1 )(ξ) = f2ξ − f1ξ = g − g = 0

y existe ξ′ ∈ F (Ker (f2 − f1)) tal que i : Ker (f2 − f1)ξ′ → Qξ es morfismo de parejas.
Al ser Qξ mı́nima, Ker (f2 − f1) = Q, y f1 = f2. q.e.d.

Ordenamos las parejas mı́nimas (identificando isomorfas) poniendo Q′ξ′ ≥ Qξ si existe un
morfismo de parejas f ′ : Q′ξ′ → Qξ.

Es una relación de orden, pues si también Qξ ≥ Q′ξ′ , hay un morfismo f : Qξ → Q′ξ′ , y
tenemos morfismos f ′f : Qξ → Qξ, ff

′ : Q′ξ′ → Q′ξ′ ; luego f ′f = IdQ, ff ′ = IdQ′ , y Qξ = Q′ξ′ .

Lema: Toda pareja Pg está dominada por una mı́nima: Qξ → Pg, donde Qξ es mı́nima.

Demostración: Basta tomar el submódulo Q que genera la imagen de g : M × N → P , con la
aplicación bilineal ξ : M ×N → Q, ξ(m,n) = g(m,n). q.e.d.
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La conservación de productos directos asegura que el orden de las parejas mı́nimas es filtrante:
si Qξ y Q′ξ′ son parejas mı́nimas, tenemos morfismos

Qξ

(Q×Q′)ξ×ξ′

33

++
Q′ξ′

y cualquier pareja mı́nima que domine a (Q×Q′)ξ×ξ′ domina a Qξ y a Q′ξ′ .

El ĺımite proyectivo M ⊗A N de las parejas mı́nimas (Qi)ξi es a su vez una pareja con el
elemento ξ ∈ F (M ⊗A N) = ĺım

←−
F (Qi) que define la sucesión congruente (ξi).

La pareja mı́nima que domine a (M ⊗A N)ξ domina a todas, y coincide con (M ⊗A N)ξ.

Luego para cada pareja Pg existe un único morfismo de parejas (M ⊗A N)ξ → Pg. Es decir,
ξ : M ×N →M ⊗A N es la aplicación bilineal universal, y poniendo m⊗ n = ξ(m,n),

(am+ a′m′)⊗ n = a(m⊗ n) + a′(m′ ⊗ n),

m⊗ (an+ a′n′) = a(m⊗ n) + a′(m⊗ n′).

Propiedad Universal: Toda aplicación bilineal g : M ×N −→ P factoriza de modo único por
un morfismo de A-módulos f : M ⊗A N −→ P , f(m⊗ n) = g(m,n),

HomA(M ⊗A N,P ) = BilA(M,N ;P ).

Si f : M →M ′, h : N → N ′ son A-lineales, M ×N →M ′ ⊗A N ′, (m,n) 7→ f(m)⊗ h(n), es
bilineal e induce un morfismo de A-módulos

f ⊗ h : M ⊗A N ′ →M ′ ⊗A N ′, (f ⊗ h)(m⊗ n) = f(m)⊗ h(n).

Lema: BilA(M,N ;P ) = HomA(M,HomA(N,P )).

Demostración: f : M → HomA(N,P ) se corresponde con g(m,n) = f(m)(n).

Teorema: Si una sucesión M ′
i−−→M

p−−→M ′′ −→ 0 es exacta, también es exacta

M ′ ⊗A N
i⊗1−−−→M ⊗A N

p⊗1−−−→M ′′ ⊗A N −→ 0

Demostración: Si E es la sucesión M ′ → M → M ′′ → 0, para todo A-módulo P es exacta la
sucesión HomA(E,HomA(N,P )) = HomA(E⊗A N,P ); luego E⊗A N es exacta. q.e.d.

1. (M ⊗A N)⊗A P = M ⊗A (N ⊗A P ), donde (m⊗ n)⊗ p = m⊗ (n⊗ p).

2. M ⊗A N = N ⊗AM , donde m⊗ n = n⊗m.

3. M ⊗A (⊕iNi) = ⊕i(M ⊗A Ni), donde m⊗ (
∑

i ni) =
∑

im⊗ ni.

4. M ⊗A (ĺım
−→

Ni) = ĺım
−→

(M ⊗A Ni).

5. A⊗AM = M , donde a⊗m = am.

6. (A/I)⊗AM = M/IM , donde ā⊗m = [am].
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(1) Hom((M ⊗N)⊗ P,X) = Hom(M ⊗N,Hom(P,X)) = Hom(M,Hom(N,Hom(P,X)))

= Hom(M,Hom(N ⊗ P,X)) = Hom(M ⊗ (N ⊗ P ), X).

(2) Hom(M ⊗N,X) = BilA(M,N ;X) = BilA(N,M ;X) = Hom(N ⊗M,X).

(3) Hom(M ⊗ (⊕iNi), X) = Hom(M,Hom(⊕iNi, X)) = Hom(M,
∏
i Hom(Ni, X))

=
∏
i Hom(M,Hom(Ni, X)) =

∏
i Hom(M ⊗Ni, X) = Hom(⊕i(M ⊗Ni), X).

(4) Hom(M ⊗ (ĺım
−→

Ni), X) = Hom(M,Hom(ĺım
−→

Ni, X)) = Hom(M, ĺım
←−

Hom(Ni, X))

= ĺım
←−

Hom(M,Hom(Ni, X)) = ĺım
←−

Hom(M ⊗Ni, X) = Hom(ĺım
−→

(M ⊗Ni), X).

(5) Hom(A⊗M,X) = Hom(A,Hom(M,X)) = Hom(M,X).

(6) La sucesión I ⊗AM −→ A⊗AM = M −→ (A/I)⊗AM −→ 0 es exacta.

Definición: Un A-módulo P es plano si (−) ⊗A P conserva sucesiones exactas; es decir, si
M ′ ⊗A P →M ⊗A P es inyectivo para todo morfismo inyectivo M ′ →M .

Todo módulo libre (o proyectivo, que es sumando directo de un libre) es plano.
Si i : E′ → E es una aplicación lineal inyectiva, i⊗1: E′⊗k F → E⊗k F es inyectiva, porque

i admite un retracto (p. 41). Todo espacio vectorial es un módulo plano.

Definición: Sea A → B un morfismo de anillos. Los morfismos 1 ⊗ b : M ⊗A B → M ⊗A B
definen en MB = M ⊗A B una estructura de B-módulo

b(
∑

imi ⊗ bi) =
∑

imi ⊗ (bbi),

y diremos que se obtiene de M por cambio de base.
El morfismo de A-módulos M →MB, m 7→ m⊗ 1, es el morfismo de cambio de base.
Cada morfismo de A-módulos f : M →M ′ induce un morfismo de B-módulos

fB = f ⊗ 1: MB −→M ′B, fB(
∑

imi ⊗ bi) =
∑

if(mi)⊗ bi.

Propiedad Universal: Si N es un B-módulo, todo morfismo de A-módulos f : M → N facto-
riza de modo único por un morfismo de B-módulos φ : MB → N , φ(m⊗ 1) = f(m),

HomA(M,N) = HomB(MB, N).

Demostración: Por la propiedad universal del producto tensorial existe un único morfismo de
A-módulos φ : M ⊗A B → N , φ(m⊗ b) = bf(m), y es morfismo de B-módulos.

Corolario: M ⊗A AS = MS , donde m⊗ a
s = am

s .

Demostración: HomAS (MS , N) = HomA(M,N) = HomAS (M ⊗A AS , N).

Teorema: (M ⊗A B)⊗B N = M ⊗A N , donde (m⊗ b)⊗ n = m⊗ (bn); (N un B-módulo).

Demostración: En la igualdad HomA(M ⊗A N,X) = HomA(M,HomA(N,X)) es fácil ver que
HomB(M ⊗A N,X) se corresponde con HomA(M,HomB(N,X)); luego

HomB(MB ⊗N,X) = HomB(MB,HomB(N,X)) = HomA(M,HomB(N,X))

= HomB(M ⊗A N,X).
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Corolario: (MB)C = MC , donde (m⊗ b)⊗ c = m⊗ (bc).

Corolario: (MB)⊗B (M ′B) = (M ⊗AM ′)B, donde (m⊗ b1)⊗ (m′ ⊗ b2) = (m⊗m′)⊗ b1b2.

Demostración: (M ⊗A B)⊗B (M ′B) = M ⊗A (M ′B) = (M ⊗AM ′)⊗A B.

Definiciones: Fijado un anillo k (en este curso será un cuerpo) las k-álgebras son los morfismos
de anillos k → A, y los morfismos de k-álgebras son los morfismos de anillos A→ B que hagan
conmutativo el triángulo

k

�� ��
A // B

Dadas dos k-álgebras A,B, el morfismo k-lineal

A⊗k B ⊗k A⊗k B −→ A⊗k B, a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2 7→ a1a2 ⊗ b1b2,

induce una aplicación k-bilineal

(A⊗k B)× (A⊗k B)→ A⊗k B
(
∑

iai ⊗ bi) · (
∑

jaj ⊗ bj) =
∑

i,jaiaj ⊗ bibj

que define una estructura de anillo en A⊗k B.
Además es una k-álgebra con el morfismo k → A⊗k B, λ 7→ λ⊗ 1 = 1⊗ λ.

Propiedad Universal: Si f : A→ C, h : B → C son morfismos de k-álgebras, existe un único
morfismo de k-álgebras φ : A⊗k B → C tal que φ(a⊗ 1) = f(a), φ(1⊗ b) = h(b),

Homk-alg(A⊗k B,C) = Homk-alg(A,C)×Homk-alg(B,C).

Demostración: Por la propiedad universal del producto tensorial existe un único morfismo de
k-módulos φ : A⊗k B → C, φ(a⊗ b) = f(a)h(b), y es morfismo de k-álgebras.

Corolario: k[x1, . . . , xn]⊗k L = L[x1, . . . , xn].

(k[x]/(P ))⊗k L = L[x]/(P ).

3.3.1. Categoŕıas y Teorema de Representabilidad

Dar una categoŕıa C es dar una familia arbitraria (sus elementos son los objetos de C), unos
conjuntos disjuntos HomC(M,N), donde M,N son objetos (sus elementos son los morfismos
de M en N y se denotan M → N), y para cada terna M,N,P de objetos, una aplicación (la
composición de morfismos):

HomC(N,P )×HomC(M,N) −→ HomC(M,P ), (f, g) 7→ f ◦ g.

Axioma 1 : La composición de morfismos es asociativa: (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Axioma 2 : Para cada objeto M hay un morfismo identidad IdM : M →M tal que f ◦IdM =
f , y IdM ◦ g = g, para todo f : M → N , g : N →M .

Un morfismo M
f−→ N es isomorfismo si existe N

g−→M tal que fg = idN , gf = idM .

Sean C y C’ dos categoŕıas.
Un funtor covariante F : C C′ asigna a cada objeto M de C un objeto F (M) de C′, y

a cada morfismo f : M → N de C un morfismo F (f) : F (M)→ F (N) de C′, de modo que
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1. F (IdM ) = IdF (M) para todo objeto M de C.

2. F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g) para cualquier par de morfismos M
g−→ N

f−→ P de C.

Análogamente se definen los funtores contravariantes, que asignan a cada morfismo
f : M → N un morfismo F (f) : F (N)→ F (M), de modo que F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f).

La categoŕıa opuesta de C es la que tiene los mismos objetos, y

HomCop(M,N) = HomC(N,M),

siendo la composición f ◦ g de dos morfismos en Cop igual a la composición g ◦ f en C.

Los funtores contravariantes C C′ son los funtores covariantes Cop  C′, aśı que siempre
puede suponerse que un funtor es covariante.

Sean F,G : C C′ dos funtores (digamos covariantes).

Dar una transformación natural o morfismo de funtores θ : F → G es dar un morfismo
θM : F (M)→ G(M) en C’ para cada objeto M de C, de modo que para todo morfismo f : M →
N en C se cumpla que el siguiente cuadrado conmuta

F (M)
F (f) //

θM
��

F (N)

θN
��

G(M)
G(f) // G(N)

y es un isomorfismo de funtores si θM es un isomorfismo en C’ para todo objeto M de C.

Dos funtores F : C  C′ y G : C′  C definen una equivalencia de categoŕıas cuando
G ◦ F es isomorfo a la identidad de C y F ◦G es isomorfo a la identidad de C’.

En tal caso, ambos funtores definen biyecciones

F : HomC(M,N) −→ HomC′(F (M), F (N))

G : HomC′(M
′, N ′) −→ HomC(G(M ′), G(N ′))

Definiciones: Sea X un objeto de una categoŕıa C. Decimos que X•(T ) = HomC(T,X) es el
conjunto de puntos de X parametrizados por T , o T -puntos de X. Cada morfismo t : S → T
en C induce una aplicación natural

X•(T ) = HomC(T,X) −→ HomC(S,X) = X•(S), x 7→ x|t = x ◦ t,

y X• : C  Sets es un funtor contravariante, llamado funtor de puntos de X, y decimos
que x|t es la especialización del T -punto x en el punto t del espacio de parámetros T . Un
punto de X es un punto genérico si todo punto de X es especialización suya. Aśı, la identidad
xg : X → X es un punto genérico de X, pues todo punto x : T → X es una especialización,
x = Id ◦ x = xg|x.

Lema de Yoneda: Para todo funtor contravariante F : C  Sets tenemos una biyección
canónica

Homnat(X
•, F ) = F (X) , θ 7→ θ(Id).

Luego HomC(X,Y ) = Homnat(X
•, Y •) para todo objeto Y de C.

Demostración: Todo morfismo de funtores X• → F conserva especializaciones, luego está total-
mente determinado por la imagen de un punto genérico, y la aplicación considerada es inyectiva.
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Por otra parte cada elemento ξ ∈ F (X) define un morfismo θ : X• → F , θ(x) = F (x)(ξ) ∈
F (T ) para todo punto x : T → X, y tenemos que θ(Id) = F (Id)(ξ) = ξ, aśı que la aplicación
considerada es epiyectiva.

Definiciones: El producto directo de dos objetos X, Y es un par de morfismos

X × Y
p1

~~
p2

��
X Y

con la propiedad universal (p1∗, p2∗) : HomC(T,X × Y ) = HomC(T,X)×HomC(T, Y ).
Dualmente se define la suma directa o coproducto X ⊕ Y

X ⊕ Y

X

j1
>>

Y

j2
__

con la propiedad universal (j∗1 , j
∗
2) : HomC(X ⊕ Y, T ) = HomC(X,T )×HomC(Y, T ).

Fijado un objeto S, los S-objetos, que son los morfismos X → S, forman una categoŕıa.
El conjunto HomS(X,Y ) de morfismos de X → S en Y → S está formado por los morfismos
f : X → Y que hacen conmutativo el diagrama

X
f //

��

Y

��
S

El producto directo en la categoŕıa de objetos sobre S es el producto fibrado sobre S.
Es decir, el producto fibrado X ×S Y es un cuadrado conmutativo

X ×S Y
p2
��

p1 // X

��
Y // S

con la propiedad universal: (p1∗, p2∗) : HomS(T,X ×S Y ) = HomS(T,X)×HomS(T, Y ).
Poniendo T = X, y fijando el morfismo T → X identidad, obtenemos la

Fórmula de la Gráfica: HomS(X,Y ) = HomX(X,X ×S Y ), f 7→ IdX×f .

Ejemplos: F (E) = ΛpE, F (X) = X/G, F (X) = XG, F (N) = HomA(M,N), F (M) = MS ,
F (P ) = BilA(M,N ;P ), F (N) = M ⊗A N , F (M) = MB son funtores covariantes.

Funtores contravariantes: F (E) = E∗, F (E) = TpE, F (N) = HomA(N,M).
En los espacios topológicos, la suma directa es la unión disjunta, y X ×S Y es el subespacio

de X × Y formado por las parejas (x, y) con igual proyección sobre S.
En la categoŕıa opuesta a la de anillos, la suma directa es A×B (que también denotaremos

A⊕ B), las k-álgebras son los objetos sobre k, y el producto fibrado es A⊗k B. La fórmula de
la gráfica afirma que Homk-alg(A,B) = HomB-alg(A⊗k B,B).

Definiciones: Dado un funtor covariante F : C Sets, por el lema de Yoneda cada pareja Qξ,
donde Q es un objeto de C y ξ ∈ F (Q), define aplicaciones naturales

HomC(Q,M) −→ F (M), f 7→ F (f)(ξ),
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y Qξ representa al funtor F si son biyectivas; es decir, si para cada η ∈ F (M), existe un
único morfismo f : Q → M tal que F (f)(ξ) = η. Si Q′ξ′ es otro representante de F , existe un
único morfismo f : Q → Q′ tal que F (f)(ξ) = ξ′, y un único morfismo f ′ : Q′ → Q tal que
F (f ′)(ξ′) = ξ. Luego F (f ′f)(ξ) = ξ, y F (ff ′)(ξ′) = ξ′, aśı que f ′f = IdQ, y ff ′ = IdQ′ .

Si existe, el representante de un funtor es único, salvo isomorfismos canónicos.

Dualmente, un funtor contravariante F : C Sets es representable si es el funtor de puntos
de un objeto X, en el sentido de que para alguna pareja Xξ, donde ξ ∈ F (X), son biyectivas las
aplicaciones naturales

HomC(T,X) −→ F (T ), f 7→ F (f)(ξ).

En la categoŕıa de conjuntos, una sucesión de aplicaciones

X
i−→ Y

f,g

⇒ Z

es exacta cuando i es inyectiva, y su imagen está formada por los elementos en que f y g
coinciden. En una categoŕıa C, una sucesión de morfismos

M
i−→ N

f,g

⇒ P

es exacta (i es el núcleo de f y g) cuando lo es la sucesión

HomC(X,M)
i∗−−→ HomC(X,N)

f∗,g∗
⇒ HomC(X,P )

para todo objeto X; y una sucesión de morfismos

M
f,g

⇒ N
p−−→ P

es exacta (p es el conúcleo de f y g) si lo son las sucesiones

HomC(P,X)
p∗−−→ HomC(N,X)

f∗,g∗

⇒ HomC(M,X).

Ejemplos: En la categoŕıa de A-módulos, la primera condición afirma que es exacta la sucesión

0→M
i−→ N

f−g−−−→ P , y la segunda que lo es M
f−g−−−→ N

p−→ P → 0.

En la categoŕıa de conjuntos, el conúcleo es el cociente de N por la relación de equivalencia
que genera la relación f(m) ≡ g(m), y en la categoŕıa de espacios topológicos es tal cociente
con la topoloǵıa cociente (la más fina para la que p es continua). Igualmente, en la categoŕıa de
G-conjuntos es dicho cociente, con su estructura obvia de G-conjunto.

Las propiedades universales afirman que cierto funtor es representable. En el cociente, ξ es
la proyección canónica, en la localización es el morfismo de localización A → AS , en el cambio
de base es el morfismo de cambio de base M →MB, etc.

Definición: Un funtor covariante F : A-mód  Sets es exacto por la izquierda si las
aplicaciones naturales F (M ×N)→ F (M)× F (N) son biyectivas, y para toda sucesión exacta
de A-módulos

M
i−→ N

f,g

⇒ P

también es exacta la sucesión de conjuntos

F (M)
F (i)−−−−→ F (N)

F (f),F (g)

⇒ F (P ),

y decimos que F conserva ĺımites proyectivos si son biyectivas las aplicaciones naturales

F (ĺım
←−

Mi) −→ ĺım
←−

F (Mi).
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Un funtor contravariante F : A-mód  Sets es exacto por la izquierda si las aplicaciones
F (M ⊕N)→ F (M)× F (N) son biyectivas y transforma conúcleos en núcleos; y F transforma
ĺımites inductivos en proyectivos si son biyectivas las aplicaciones naturales

F (ĺım
−→

Mi) −→ ĺım
←−

F (Mi).

Teorema de Representabilidad: Si un funtor covariante F de la categoŕıa de A-módulos
en la de conjuntos es exacto por la izquierda y toda pareja está dominada por una mı́nima2,
entonces es ĺımite inductivo de funtores representables,

ĺım
−→

HomA(Qi,M) = F (M) ;

y si además transforma ĺımites proyectivos en ĺımites proyectivos, es representable,

HomA(Q,M) = F (M).

Dualmente, si un funtor contravariante F es exacto por la izquierda y toda pareja está do-
minada por una mı́nima, entonces

F (M) = ĺım
−→

HomA(M,Qi),

y si además transforma ĺımites inductivos en ĺımites proyectivos, es representable,

F (M) = HomA(M,Q).

Demostración: En el caso covariante, la demostración de la p. 65 sigue siendo válida, con la
sustitución de la sucesión exacta 0→ Ker(f2 − f1)→ Q→ P por la sucesión exacta

Ker(f2 − f1)
i−→ Q

f1,f2
⇒ P,

y también es válida en el caso contravariante con los cambios obvios en las definiciones:
Una pareja Qξ es mı́nima si todo morfismo de parejas Qξ → Pg epiyectivo es isomorfismo.

Una pareja Qξ domina a otra Pg cuando exista un morfismo de parejas Pg → Qξ.
Las parejas mı́nimas son los submódulos del hipotético representante que, si existe, es el

ĺımite inductivo de las parejas mı́nimas. Con estos cambios, la demostración sigue siendo válida,
y la coincidencia de los morfismos f1, f2 : Pg → Qξ, cuando Qξ es mı́nima, se prueba con la
sucesión exacta P ⇒ Q→ Q/Im(f2 − f1)→ 0.

Teorema: Todo A-módulo M es submódulo de un A-módulo inyectivo.

Demostración: Todo grupo ćıclico es un subgrupo del Z-módulo inyectivo Q = Q⊕Q/Z, aśı que
para cada m ∈M no nulo tenemos un morfismo de grupos ω : M → Q que no se anula en m.

Si ponemos M∗ = HomZ(M,Q), el morfismo de A-módulos natural M → M∗∗ es inyectivo,
y basta sumergir M∗∗ en un A-módulo inyectivo.

Ahora, el funtor F (M) = M∗ es representable, M∗ = HomA(M,R), y el representante R es
inyectivo porque F transforma inyecciones en epiyecciones.

2Esta condición (obvia en muchos casos) se sigue de la conservación de ĺımites proyectivos: dada una pareja
Mη, consideramos los submódulos M ′ ⊂ M tales que la inclusion M ′η′ → Mη es morfismo de parejas para algún
η′ ∈ F (M ′), claramente único, ordenados por inclusión inversa. Un elemento maximal de esta ordenación es una
pareja mı́nima que domina a Mη, y existe porque toda cadena {(Mi)ηi} admite la cota superior M ′η′ , donde
M ′ =

⋂
iMi = ĺım

←−
Mi, y η′ ∈ F (M ′) = ĺım

←−
F (Mi) es el elemento que define la sucesión (ηi).

En el caso contravariante se consideran submódulos M ′ tales que Mη → (M/M ′)η′ es morfismo de parejas,
ordenados por inclusión, y la cota superior es ĺım

−→
(M/Mi) = M/(

⋃
iMi).
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Poniendo M = A vemos que A∗ es un A-módulo inyectivo, y tomando un epimorfismo
⊕IA→M∗, obtenemos un morfismo inyectivo M∗∗ →

∏
I A
∗ en un A-módulo inyectivo.

Notas: (1) Realmente, en el teorema de representabilidad falta probar que las parejas mı́nimas
(identificando isomorfas) forman un conjunto. En el caso contravariante, en que son los sub-
módulos del hipotético representante, como para cada submódulo estricto j : Q′ ↪→ Q existe un
morfismo A → Q que no factoriza a través de j, cada pareja mı́nima Qξ está determinada por
un subconjunto de F (A), a saber, el de los elementos η ∈ F (A) que admitan un morfismo de
parejas Aη → Qξ.

En el caso covariante, si para cada módulo monógeno A/ai tomamos un módulo inyectivo
{Ii} que lo contenga, entonces para cada epimorfismo p : Q → Q̄ de núcleo no nulo tenemos
algún morfismo Q → Ii que no se anula en el núcleo de p, y por tanto no factoriza a través de
p; luego cada pareja mı́nima Qξ está determinada por los elementos η ∈ F (Ii) que admitan un
morfismo (Ii)η → Qξ.

(2) El teorema de representabilidad, y su demostración, son válidos en una categoŕıa con
núcleos, productos directos y ĺımites proyectivos (conúcleos, sumas directas y ĺımites inductivos
en el caso contravariante) si los sistemas ordenados considerados son conjuntos.

(3) En el caso de un funtor representable F : A-mód  A-mód, para que las biyecciones
naturales F (M) = HomA(M,Q) sean isomorfismos de A-módulos es necesario que F conserve
las combinaciones lineales de morfismos, F (a1f1 + a2f2) = a1F (f1) + a2F (f2).

3.4. El Espectro de un Anillo

El espectro de un anillo A es el conjunto SpecA de sus ideales primos.
El ideal primo de un punto x ∈ SpecA se denota px, y decimos que los elementos f ∈ A

son funciones sobre SpecA, donde el valor f(x) de f en x es la imagen de f en el cuerpo
residual

f(x) = [f ] ∈ κ(x) = (A/p)p = Ap/pAp, p = px.

Aunque el cuerpo de valores vaŕıe con el punto, el cero está definido de modo absoluto, y el
ideal px está formado por las funciones que se anulan en x.

Los ceros de los ideales (puntos donde se anulan todas las funciones del ideal)

(I)0 =
⋂
f∈I

(f)0 =

[
Ideales primos de A
que contienen a I

]
= Spec (A/I),

son los cerrados de una topoloǵıa sobre SpecA, la topoloǵıa de Zariski,

(0)0 = SpecA

(A)0 = ∅
(
∑

j Ij)0 =
⋂
j(Ij)0

(I ∩ J)0 = (I)0 ∪ (J)0,

y sólo la última igualdad requiere demostración. Si f1 ∈ I, f2 ∈ J no se anulan en un punto x,
entonces f1f2 no se anula en x, y f1f2 ∈ I ∩ J .

Los cerrados son intersección de ceros de funciones, aśı que una base de la topoloǵıa está
formada por los abiertos básicos Uf = SpecA− (f)0.

Proposición: x = (px)0, y diremos que x es el punto genérico de su cierre x. Por tanto
SpecA es T0 y sus puntos cerrados se corresponden con los maximales de A.
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Demostración: Un cerrado (I)0 pasa por un punto x ∈ SpecA cuando I ⊆ px, en cuyo caso
(px)0 ⊆ (I)0. Luego (px)0 es el menor cerrado que contiene a x.

Teorema: SpecA es un espacio topológico compacto.

Demostración: Dados cerrados con intersección vaćıa, ∅ =
⋂
j(Ij)0 = (

∑
j Ij)0, tenemos que∑

j Ij = A, porque todo ideal 6= A está contenido en un maximal.
Luego 1 = f1 + . . . + fn para ciertos f1 ∈ Ij1 , . . . , fn ∈ Ijn , y una subfamilia finita tiene

intersección vaćıa,

(Ij1)0 ∩ . . . ∩ (Ijn)0 = (Ij1 + . . .+ Ijn)0 = (A)0 = ∅.

Definición: Un morfismo de anillos A
j−→ B induce una aplicación SpecB

φ−→ SpecA, donde
x = φ(y) cuando px = py ∩A = {a ∈ A : j(a) ∈ py}, de modo que κ(x) ↪→ κ(y).

Por definición (jf)(y) = f(x) = f(φ(y)); luego φ−1(f)0 = (fB)0, y φ es continua:

φ−1(I)0 = φ−1(
⋂
f∈I

(f)0) =
⋂
f∈I

φ−1(f)0 =
⋂
f∈I

(fB)0 = (IB)0. (3.2)

Teorema: Sea S un sistema multiplicativo de A. Los primos de AS se corresponden con los
primos de A que no cortan a S, y SpecAS es un subespacio de SpecA.

Demostración: Si q es un primo de AS , es fácil ver que p = A ∩ q no corta a S y q = pAS , de
modo que la aplicación SpecAS → SpecA es inyectiva.

Además, si un primo p de A no corta a S, entonces pAS es un primo de AS , y A∩ pAS = p,

a
1 = b

s , b ∈ p ⇒ au = bv ∈ p, u, v ∈ S ⇒ a ∈ p.

Como (a)0 ∩ (SpecAS) = (a/1)0 = (a/s)0, esta aplicación define un homeomorfismo de
SpecAS con su imagen.

Corolario: El anillo Ap tiene un único ideal maximal, que es pAp.

Corolario: SpecAf = Uf = SpecA− (f)0.

Definición: El radical de A es el conjunto radA = {a ∈ A : an = 0, para algún n ≥ 1} de sus
elementos nilpotentes. Un anillo es reducido si su radical es nulo.

Corolario: Las funciones nilpotentes son las que se anulan en todos los puntos del espectro. (El
radical de un anillo es la intersección de los ideales primos).

Demostración: Si fn = 0, entonces (f)0 = (fn)0 = SpecA.
Si (f)0 = SpecA, entonces SpecAf = ∅; luego Af = 0, y f es nilpotente. q.e.d.

Ha de entenderse que el funtor Spec valora en la categoŕıa opuesta de anillos, Hom(Y,X) =
Hom(A,B) cuando X = SpecA, Y = SpecB, de modo que X ×Spec k Y = Spec (A⊗k B), y los
puntos A→ B de A con valores en B son los puntos Y → X de X parametrizados por Y .

Aśı, cada morfismo φ : Y → X define una aplicación continua; pero no está determinado por
ella, y vamos a calcular la fibra φ−1(x) de un punto x : Specκ(x)→ SpecA.

Fórmula de la Fibra: φ−1(x) = Spec (B ⊗A κ(x)) = Y ×Xx.

Demostración: p = px. Como φ−1(x) ⊆ SpecBp, coincide con la fibra de SpecBp → SpecAp

sobre el único punto cerrado de SpecAp, definido por el ideal maximal pAp.
Tal fibra es (pBp)0, que es el espectro de Bp/pBp = B ⊗A κ(x). q.e.d.
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1. El espectro Spec k de un cuerpo tiene un único punto.

2. SpecZ tiene un punto cerrado por cada número primo p, de cuerpo residual Fp, y un punto
genérico (el número primo genérico) de cuerpo residual Q.

3. Spec k[x] tiene un punto cerrado por cada polinomio irreducible mónico P (x), de cuerpo
residual k[x]/(P ), y un punto genérico de cuerpo residual k(x).

4. La igualdad (I)0 = Spec (A/I) es un homeomorfismo, porque (f)0 ∩ (I)0 = (f̄ )0.

Por tanto (la suma directa de espacios topológicos es la unión disjunta),

Spec (A1 ⊕A2) = (SpecA1)⊕ (SpecA2).

En efecto, A = A1 ⊕A2 = I1 + I2, y I1 ∩ I2 = 0, donde I1 = 0⊕A2, y I2 = A1 ⊕ 0.

Luego SpecA = (I1)0 ∪ (I2)0, (I1)0 ∩ (I2)0 = ∅, y (Ii)0 = SpecA/Ii = SpecAi.

5. SpecC[x, y]→ SpecC[x]. El espectro de C[x, y]/(x− a) ' C[y] es la fibra del punto x = a,
y sus puntos están definidos por el ideal (x−a) y los maximales (x−a, y− b). La fibra del
punto genérico es SpecC(x)[y], y sus puntos están definidos por el ideal 0 y los ideales (P ),
donde P (x, y) es irreducible y de grado no nulo en y. El plano af́ın complejo SpecC[x, y]
está formado por los puntos cerrados x = a, y = b, los puntos genéricos de las curvas
irreducibles P (x, y) = 0, y el punto genérico del plano.

6. SpecZ[x]→ SpecZ. La fibra de un número primo p es SpecFp[x], y sus puntos están defi-
nidos por el ideal (p) y los maximales (p,Q), donde la reducción Q̄ módulo p es irreducible.
La fibra del punto genérico es SpecQ[x], y sus puntos están definidos por el ideal 0 y los
ideales (P ), donde P es irreducible en Q[x].

7. Z[i] = Z[x]/(x2 + 1). La fibra de SpecZ[i]→ SpecZ sobre un primo p es

SpecFp[x]/(x2 + 1) =


un punto, si −1 no es resto cuadrático mód. p

el punto x = 1, si p = 2

2 puntos x = ±a, si −1 es resto cuadrático mód. p 6= 2

Luego (p. 11) los ideales maximales de Z[i] son los ideales (p), donde p ≡ 3 (mód. 4), el
ideal (2, 1 + i) = (1 + i), y los ideales (p, i± a), donde a2 ≡ −1 (mód. p).

3.4.1. Propiedades Locales

Mx es la localización de M en el ideal primo de x ∈ SpecA, y pondremos mx = m
1 .

El soporte de m ∈M es sop (m) = {x ∈ SpecA : mx 6= 0}, y el de M es

sop (M) = {x ∈ SpecA : Mx 6= 0} =
⋃
m∈M sop (m).

Lema: sop (m) = (Ann (m))0. Por tanto, m = 0 ⇔ mx = 0, ∀x ∈ SpecA.

Demostración: La condición mx = 0 afirma que fm = 0 para alguna función f que no se anula
en x; i.e., que x no está en los ceros del ideal Ann(m) = {f ∈ A : fm = 0}.

Ahora, si mx = 0 en todo punto, (Ann(m))0 = ∅; luego Ann(m) = A, y m = 0.

Corolario: M = 0 si y sólo si Mx = 0 en todo punto x ∈ SpecA.

Teorema: Una sucesión M ′
f−−→M

g−−→M ′′ es exacta si y sólo si lo es su localización M ′x
fx−−−→

Mx
gx−−−→M ′′x en todo punto x ∈ SpecA.
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Demostración: Si es exacta en todo punto, (Im gf)x = Im (gf)x = Im (gxfx) = 0.
Luego Im gf = 0, y Im f ⊆ Ker g. Localizando ahora Ker g/Im f vemos que es nulo,

(Ker g/Im f)x = (Ker g)x/(Im f)x = (Ker gx)/(Im fx) = 0.

Definición: Un anillo es local si tiene un único ideal maximal. Por ejemplo Ax.

Lema de Nakayama: Sea O un anillo local y m su único ideal maximal. Si M es un O-módulo
finito y mM = M , entonces M = 0.

Demostración: Si M 6= 0, consideramos un sistema mı́nimo de generadores m1, . . . ,mn.

M = mM = m(Om1 + . . .+Omn) = mm1 + . . .+ mmn

y m1 = f1m1 + f2m2 + . . .+ fnmn para ciertas funciones f1, . . . , fn ∈ m.
Luego 1− f1 es invertible (no está en m) y

(1− f1)m1 = f2m2 + . . .+ fnmn.

Vemos que m1 ∈ Om2 + . . .+Omn, y m2, . . . ,mn generan M . Absurdo.

Corolario: M = Om1 + . . .+Omn ⇔M/mM = km̄1 + . . .+ km̄n , (k = O/m).

Demostración: Pongamos M ′ = M/(Om1 + . . .+Omn).
La sucesión exacta On →M →M ′ → 0 induce una sucesión exacta

kn −→M ⊗O k −→M ′ ⊗O k −→ 0

luego m̄1, . . . , m̄n generan M ⊗O k = M/m si y sólo si 0 = M ′/mM ′; i.e., M ′ = 0.

3.5. Cálculo Diferencial

Fijemos un anillo k, que en este curso será un cuerpo.
Una k-derivación de una k-álgebra A en un A-módulo M es un morfismo de grupos D : A→

M que se anula en las constantes (Dλ = 0 cuando λ ∈ k) y

D(ab) = (Da)b+ a(Db), a, b ∈ A.

Las k-derivaciones A→M son k-lineales y forman un A-módulo Derk(A,M) con las opera-
ciones usuales

(D +D′)a = Da+D′a,

(bD)a = b(Da).

Cada morfismo de A-módulos f : M →M ′ induce un morfismo de A-módulos

f∗ : Derk(A,M) −→ Derk(A,M
′), f∗D = f ◦D,

y cada morfismo de k-álgebras j : A→ B induce morfismos B-lineales (N un B-módulo)

j∗ : Derk(B,N) −→ Derk(A,N), j∗D = D ◦ j.

Ejemplo: Cada derivación D : k[x1, . . . , xn] → M está determinada por las derivadas Dxi, aśı
que D =

∑
i (Dxi)

∂
∂xi

, y Derk(k[x1, . . . , xn],M) = M ∂
∂x1
⊕ . . .⊕M ∂

∂xn
.
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Primera Sucesión Exacta de Derivaciones: Si A→ B es morfismo de k-álgebras, tenemos
una sucesión exacta de B-módulos

0 −→ DerA(B,N) −→ Derk(B,N) −→ Derk(A,N)

Segunda Sucesión Exacta de Derivaciones: Cuando B = A/I, es exacta la sucesión

0 −→ Derk(B,N) −→ Derk(A,N) −→ HomA(I,N) = HomA(I/I2, N)

Demostración: La restricción a I de una derivación D : A→ N es A-lineal, porque f ∈ I anula
a todo B-módulo: D(af) = a(Df) + f(Da) = a(Df).

Por último, una derivación D : A→ N factoriza a través de B si y sólo si se anula en I.

Ejemplo: Si k = A/m, entonces Derk(A, k) ∼−→ Homk(m/m
2, k). En efecto, es inyectiva por la

segunda sucesión exacta, y para ver que es epiyectiva introducimos la diferencial en el punto
p que m define, dp : A −→ m/m2, dpf = [∆f ] = [f − f(p)],

fg = (f(p) + ∆f)(g(p) + ∆g),

∆(fg) = f(p)(∆g) + g(p)(∆f) + (∆f)(∆g),

dp(fg) = f(p)dpf + g(p)dpf,

y si ω : m/m2 → k es lineal, la derivación Df = ω(dpf) coincide con ω en m.

Definición: La existencia de una derivación universal se sigue del teorema de representabilidad;
pero vamos a dar una construcción directa. El ideal de la diagonal es el núcleo ∆ del morfismo
µ : A⊗k A→ A, µ(a⊗ b) = ab, y el módulo de diferenciales es ΩA/k = ∆/∆2 (la estructura
de A-módulo es igual por ambos lados, pues está anulado por a⊗ 1− 1⊗ a ∈ ∆).

La diferencial es la k-derivación d: A→ ΩA/k, da = [a⊗ 1− 1⊗ a],

d(ab) = (b⊗ 1)[a⊗ 1− 1⊗ a] + (1⊗ a)[b⊗ 1− 1⊗ b] = b(da) + a(db).

Lema: ΩA/k está generado por la imagen de la diferencial d: A→ ΩA/k.

Demostración: Si
∑

i ai ⊗ bi ∈ ∆, entonces
∑

i aibi = 0; luego
∑

i 1⊗ aibi = 0, y∑
i ai ⊗ bi =

∑
i ai ⊗ bi −

∑
i 1⊗ aibi =

∑
i bi(ai ⊗ 1− 1⊗ ai).

Propiedad Universal: Toda k-derivación D : A→M factoriza de modo único por un morfismo
de A-módulos f : ΩA/k →M , f(da) = Da,

Derk(A,M) = HomA(ΩA/k,M).

Demostración: El morfismo A-lineal φ : A⊗k A→M , φ(a⊗ b) = b(Da), se anula en ∆2,

φ((a⊗ 1− 1⊗ a)(b⊗ 1− 1⊗ b)) = D(ab)− a(Db)− b(Da) + ab(D1) = 0,

e induce un morfismo A-lineal f : ∆/∆2 →M , f(da) = φ(a⊗ 1− 1⊗ a) = Da.
La unicidad se sigue del lema anterior.

Corolario: ΩA/k = Adx1 ⊕ . . .⊕Adxn , donde A = k[x1, . . . , xn].

Demostración: Derk(k[x1, . . . , xn],M) = M ∂
∂x1
⊕ . . .⊕M ∂

∂xn
.
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Teorema: ΩAS/k = (ΩA/k)S .

Demostración: Si M es un AS-módulo, Derk(AS ,M) = Derk(A,M), porque cada derivación
D : A→M sólo puede provenir de la derivación

D̄ : AS −→M, D̄
(a
s

)
=
sDa− aDs

s2

que está bien definida: si a
s = b

t , entonces rat = rbs, r ∈ S. Derivando y dividiendo por rst

Da

s
+
aDt

st
=
Db

t
+
bDs

st
sDa− aDs

s2
=
tDb− bDt

t2

HomAS (ΩAS/k,M) = Derk(AS ,M) = Derk(A,M) = HomA(ΩA/k,M) = HomAS ((ΩA/k)S ,M).

Corolario: Ω(A1⊕A2)/k = ΩA1/k ⊕ ΩA2/k.

Demostración: Pongamos A = A1 ⊕A2 = Af1 ⊕Af2 , donde f1 = (1, 0) y f2 = (0, 1).
Todo A-módulo es M = Mf1 ⊕Mf2 . Ahora, (ΩA/k)fi = ΩAfi/k

= ΩAi/k.

Teorema: ΩAK/K = ΩA/k ⊗k K, para todo cambio de base k → K.

Demostración: Si M es un AK-módulo, toda k-derivación D : A→M factoriza, de modo único,
por una K-derivación D ⊗ 1: AK →M , y

HomAK (ΩAK/K ,M) = DerK(AK ,M) = Derk(A,M) = HomA(ΩA/k,M)

= HomAK (ΩA/k ⊗A AK ,M) = HomAK (ΩA/k ⊗k K,M).

Primera Sucesión Exacta de Diferenciales: Si A→ B es un morfismo de k-álgebras tene-
mos una sucesión exacta de B-módulos

ΩA/k ⊗A B −→ ΩB/k −→ ΩB/A −→ 0

Demostración: Para todo B-módulo N , es exacta la sucesión

0 −→ HomB(ΩB/A, N) −→ HomB(ΩB/k, N) −→ HomB(ΩA/k ⊗A B,N)

|| || ||
DerA(B,N) Derk(B,N) Derk(A,N)

Segunda Sucesión Exacta de Diferenciales: Cuando B = A/I, es exacta la sucesión

I/I2 d⊗1−−−−→ ΩA/k ⊗A B −→ ΩB/k −→ 0

Demostración: Para todo B-módulo N es exacta la sucesión

0 −→ HomB(ΩB/k, N) −→ HomB(ΩA/k ⊗A B,N) −→ HomB(I/I2, N)

|| || ||
Derk(B,N) Derk(A,N) HomA(I,N)

Corolario: ΩA/k = (k[x]/(P, P ′))dx, donde A = k[x]/(P ).

Ejemplo: Si k = A/m es cuerpo, d⊗ 1: m/m2 → ΩA/k ⊗A k es un isomorfismo, porque lo es su
traspuesta Derk(A, k) = HomA(ΩA/k, k) = Homk(ΩA/k ⊗A k, k)→ Homk(m/m

2, k).
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3.6. Álgebras Finitas

Fijemos un cuerpo base k.

Lema: Todo ideal primo de una k-álgebra finita A es maximal.

Demostración: Si A es ı́ntegra, la aplicación lineal ha : A→ A, ha(x) = ax, es inyectiva cuando
a 6= 0; luego epiyectiva, y 1 = ha(b) = ab para algún b ∈ A. A es cuerpo.

Lema: El número de ideales maximales de una k-álgebra finita A es ≤ [A : k].

Demostración: Si m1, . . . ,mn son maximales de A, y xi ∈ SpecA es el punto que define mi,

(m1 ∩ . . . ∩mi)0 = (m1)0 ∪ . . . ∪ (mi)0 = {x1, . . . , xi};

luego son estrictas las inclusiones

A ⊃ m1 ⊃ m1 ∩m2 ⊃ . . . ⊃ m1 ∩ . . . ∩mn.

Teorema: El espectro de una k-álgebra finita es finito y discreto, SpecA = {x1, . . . , xn}, y A
descompone en suma directa de álgebras locales (extensiones finitas si A es reducida)

A = Ax1 ⊕ . . .⊕Axn .

Demostración: SpecA es un espacio finito y sus puntos son cerrados, luego discreto, y el morfismo
A→ Ax1 ⊕ . . .⊕Axn es isomorfismo al localizar en cada punto y ∈ SpecA,

(Ax1 ⊕ . . .⊕Axn)y = (Ax1)y ⊕ . . .⊕ (Axn)y = Ay

porque (Ax)y = 0 cuando x 6= y, ya que los primos de (Ax)y se corresponden con los primos de
A contenidos en mx y my, que no existen.

Si A es reducida, Axi es un álgebra local reducida; luego es cuerpo.

Teorema: Si A,B son k-álgebras finitas, todo morfismo inyectivo A→ B induce una aplicación
SpecB → SpecA epiyectiva.

Demostración: Si x ∈ SpecA, la aplicación Ax → Bx es inyectiva.
Luego Bx 6= 0, y todos los puntos de SpecBx están en la fibra de x = SpecAx.

Definición: Los puntos de una k-álgebra A con valores en una extensión K de k, ó K-puntos,
son los morfismos de k-álgebras A→ K.

Cuando A = k[x]/(P ), los puntos son las ráıces de P en K.
Cuando A = K es una extensión finita, los puntos son los automorfismos de K.

Fórmula de los Puntos: Homk-alg(A,K) =

[
Puntos de SpecAK

de cuerpo residual K

]
Demostración: Cuando K = k, la fórmula se debe a que cada morfismo A → k es epiyectivo y
está determinado por su núcleo, que define un punto racional de SpecA. En efecto, dos morfismos
con igual núcleo han de diferir en un automorfismo de k, que necesariamente es la identidad.

El caso general se sigue de la fórmula de la gráfica

Homk-alg(A,K) = HomK-alg(A⊗k K,K).
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Definición: Si A es una k-álgebra, un punto x ∈ SpecA es racional cuando k = κ(x). Una
k-álgebra finita es racional si lo son todos los puntos de su espectro.

Ejemplos: Todo k-morfismo φ : SpecB → SpecA conserva puntos racionales, porque κ(y) es
una extensión de κ(x) cuando x = φ(y); luego las subálgebras de un álgebra racional también son
racionales (por el teorema anterior). Además, es claro que cocientes, sumas directas y productos
tensoriales de álgebras racionales son racionales.

Por el teorema chino del resto, A = k[x]/(P ) = ⊕ik[x]/(Pnii ) donde P = Pn1
1 . . . Pnss es la

descomposición en factores irreducibles. SpecA tiene un punto por cada factor irreducible Pi, y
su cuerpo residual es k[x]/(Pi). Los puntos racionales son las ráıces de P en k, y A es racional
cuando P tiene todas sus ráıces en k.

Teorema: El concepto de álgebra local y racional es geométrico (estable por cambios de base,
si A el local y racional, AK también lo es).

Demostración: Sea m el único maximal de una k-álgebra finita local racional O, de modo que
todo elemento de m es nilpotente, y k = O/m. La sucesión exacta

0 −→ m⊗k K −→ O ⊗k K −→ k ⊗k K = K −→ 0

muestra que mK es un ideal maximal de OK , y OK/mK = K.
Como m⊗k K está generado por nilpotentes, OK es una K-álgebra local racional.

Teorema de Kronecker: Si A es una k-álgebra finita, existe una extensión finita k → L tal
que AL es una L-álgebra racional.

Demostración: Por inducción sobre [A : k] y, cuando el grado es 1, A = k ya es racional.
Cuando [A : k] > 1, si A tiene un punto racional, A = A1⊕B, y por inducción, B es racional

sobre una extensión finita L, y AL = (A1)L ⊕BL es racional.
Si A carece de puntos racionales, consideramos un cuerpo residual A→ K y, por la fórmula

de los puntos, AK ya tiene un punto racional.

Definición: Dadas extensiones
k //

��

K1

��
K2

// L

el compuesto K1K2 es el cuerpo de fracciones de la imagen del correspondiente morfismo
K1 ⊗k K2 → L, y está formado por los elementos de L que se obtienen a partir de K1 y K2 con
sumas, productos y cocientes.

Los compuestos de K1 y K2 son los cuerpos residuales de Spec (K1 ⊗k K2), en particular
existen, y cuando la extensión k → K1 es finita, son cocientes de K1 ⊗k K2.

La demostración del teorema de Kronecker prueba que toda k-álgebra finita A es racional
sobre un cociente L de un producto tensorial iterado A⊗n. Con esta condición adicional L ya es
única salvo isomorfismos (no canónicos) y es el cuerpo de descomposición de A.

En efecto, si A es racional sobre otro cociente L′ de A⊗m, también lo son A⊗n y su cociente
L, y por la fórmula de los puntos existe un morfismo L → L′. Luego [L : k] ≤ [L′ : k], y por
simetŕıa también [L′ : k] ≤ [L : k], y el morfismo L→ L′ es isomorfismo.

La condición de que A = k[x]/(P ) sea racional sobre L afirma que P tiene todas sus ráıces
α1, . . . , αn en L, y la de que sea cociente de A⊗n afirma que L está generada por ráıces de P ,
aśı que L = k(α1, . . . , αn) es el cuerpo de descomposición de P .
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Definición: Una extensión algebraica k → k̄ es un cierre algebraico si k̄ es algebraicamente
cerrado. (Los números complejos algebraicos forman un cierre algebraico de Q).

Teorema: Todo cuerpo tiene un cierre algebraico, único salvo isomorfismos no canónicos.

Demostración: Sea LP un cuerpo de descomposición de P ∈ k[x]. Consideremos

A = ĺım
−→

LP1 ⊗k . . .⊗k LPn

y el cuerpo residual k̄ = A/m de un maximal m de A, que es una extensión algebraica porque
está generada por las imágenes de los morfismos LP → A→ k̄.

Estos morfismos muestran además que todo polinomio P ∈ k[x] tiene todas sus ráıces en k̄,
y concluimos que k̄ es algebraicamente cerrado (p. 18).

Si k → k′ es otro cierre algebraico, y tomamos un compuesto k′k̄, tenemos que k̄ ∼−→ k′k̄,
porque k′ es algebraica sobre k. Igualmente k′ ∼−→ k′k̄, y k̄ ' k′.

Definición: Una k-álgebra finita A es trivial cuando A = k ⊕ . . .⊕ k = ⊕Xk = Hom(X, k); es
decir, cuando el número de puntos del espectro coincide con el grado.

Las álgebras triviales son las álgebras racionales reducidas; luego las subálgebras de un
álgebra trivial son triviales. Además, por la fórmula de los puntos:

1. El número de puntos de una k-álgebra finita A con valores en una extensión L está acotado
por [A : k], y sólo se da la igualdad cuando AL es trivial, A⊗k L = ⊕L.

2. El número de automorfismos de una extensión finita k → L está acotado por [L : k], y sólo
se da la igualdad cuando L⊗k L = ⊕L.

Teorema: Los funtores Spec y R(X) = ⊕Xk definen una equivalencia de categoŕıas[
k-álgebras
triviales

]op

!

[
conjuntos

finitos

]
,

SpecR(X) = X
R(SpecA) = A

Demostración: El morfismo natural A → Hom(SpecA, k) es inyectivo porque A = ⊕k es redu-
cida; luego isomorfismo porque el grado de ambas es el cardinal de SpecA.

La aplicación natural X → Spec (⊕Xk) es inyectiva; luego biyectiva porque el número de
puntos del espectro está acotado por el grado.

3.6.1. Álgebras Separables

Teorema: Una k-álgebra finita A es separable si verifica las condiciones equivalentes

1. ΩA/k = 0.

2. A es localmente3 trivial: AL = ⊕L para alguna extensión finita L.

3. A es geométricamente reducida: AK es reducida para toda extensión K.

4. A⊗k A es reducida.

3Si k → K es una extensión finita, ha de entenderse que SpecK → Spec k es un recubrimiento abierto de
Spec k para una “topoloǵıa”más fina que la de Zariski, que no es topoloǵıa en el sentido usual.
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Demostración: (1⇒ 2) Si AL = B ⊕ . . . es racional, como 0 = (ΩA/k)L = ΩAL/L = ΩB/L ⊕ . . .,
tenemos que m/m2 = ΩB/L ⊗B L = 0; luego B = L por Nakayama, y AL es trivial.

(2⇒ 3) 0→ AK → AKL = (AL)KL = (⊕L)KL = ⊕KL; luego AK es reducida.

(3⇒ 4) A es reducida, A = ⊕iKi; luego A⊗k A = ⊕i(A⊗k Ki) es reducida.

(4⇒ 1) Si A⊗k A = ⊕iKi, todo ideal I de A⊗k A es suma directa de algunas componentes;
luego I = I2, y ΩA/k = ∆/∆2 = 0.

Corolario: La separabilidad es un concepto geométrico y local. Subálgebras, cocientes, sumas
directas, y productos tensoriales de álgebras separables son separables, y

Homk-alg(A,K) =

[
Componentes de

A⊗k K iguales a K

]
(A separable)

Autk-alg(L) =

[
Componentes de
L⊗k L iguales a L

]
(L separable)

Teorema del Elemento Primitivo: Si k es infinito, toda k-álgebra finita separable está ge-
nerada por un elemento, A = k[a].

Demostración: Tomemos una extensión trivializante 0→ A→ AL = L⊕ n. . . ⊕L, n = [A : k].

Los elementos (λ1, . . . , λn) ∈ A tales que λi = λj forman un subespacio vectorial Vij ⊂ A,
porque A contiene una base de AL = Ln.

Si k es infinito4,
⋃
Vij 6= A; luego existe a ∈ A tal que los n morfismos k[a] → AL → L son

distintos. El grado de k[a] es ≥ n, y A = k[a].

Definición: Un polinomio P ∈ k[x] es separable cuando lo es la k-álgebra k[x]/(P ), lo que
significa que todas las ráıces de P son simples, m.c.d.(P, P ′) = 1.

Un elemento de una k-álgebra finita a ∈ A es separable cuando lo es la subálgebra k[a] '
k[x]/(Pa); es decir, cuando lo es su polinomio anulador Pa(x).

Proposición: A = k[a1, . . . , an] es separable si y sólo si lo son a1, . . . , an.

Demostración: Si k[a1], . . . , k[an] son álgebras separables, también lo es k[a1]⊗k . . .⊗k k[an].

Luego A es separable, porque tenemos un epimorfismo k[a1]⊗k . . .⊗k k[an]→ A.

Rećıprocamente, si A es separable, también lo son las subálgebras k[ai].

Definición: Un cuerpo k es perfecto si todas sus extensiones finitas son separables; es decir,
si todos los polinomios irreducibles en k[x] tienen todas sus ráıces simples.

Los cuerpos de caracteŕıstica nula y los cuerpos Fp son perfectos (pp. 25, 26) y el ejemplo
de la p. 26 muestra que F2(t) no es perfecto.

Proposición: Un cuerpo k de caracteŕıstica positiva p es perfecto si y sólo si el morfismo
F : k → k, F (a) = ap, es epiyectivo. Por tanto, los cuerpos finitos son perfectos.

Demostración: Si k es perfecto, la extensión k → k( p
√
a ) es separable; luego p

√
a ∈ k.

4Metiendo los Vij en hiperplanos, en el espacio proyectivo dual P(A∗) tenemos un número finito de puntos, y
hay un hiperplano que no pasa por ellos: basta proyectar desde un punto exterior y proceder por inducción sobre
la dimensión.
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Si F es epiyectivo, y un polinomio Q ∈ k[x] tiene una ráız múltiple, entonces Q′ = 0 (p. 24)
y Q no es irreducible,

Q = a0 + apx
p + a2px

2p + . . . = bp0 + bppx+ bp2px
2 + . . . = (b0 + bpx+ b2px

2 + . . .)p.

Definición: La traza de a ∈ A es la traza del endomorfismo ha : A→ A, ha(x) = ax.
Tenemos aśı una forma lineal tr : A→ k, tr(a) = trha, y la métrica de la traza

T2(a, b) = tr(ab).

La traza de un endomorfismo nilpotente T es nula, porque (p. 115) su polinomio caracteŕıstico
es cT (x) = xn; luego radA ⊆ radT2.

Teorema: La métrica de la traza es estable por cambios de base.

Demostración: La matriz de ha en una base e1, . . . , en de A es la matriz de ha⊗1 en la base
e1 ⊗ 1, . . . , en ⊗ 1 de AK . Luego tr(a) = tr(a⊗ 1), y vemos que la métrica de la traza en AK es
T2 ⊗ 1: AK ⊗K AK = (A⊗k A)⊗k K → K.

Corolario:

[
Radical de la métrica

de la traza en A

]
⊗k K =

[
Radical de la métrica

de la traza en AK

]
Demostración: Consideremos la polaridad φ : A→ A∗, φ(a) = iaT2, y las sucesiones exactas

0 −→ radT2 −→ A
φ−−→ Homk(A, k)

0 −→ (radT2)K −→ AK
φ⊗1−−−−→ Homk(A, k)⊗k K = HomAK (AK ,K)

Como φ⊗1 es la polaridad de la métrica de la traza en AK , vemos que (radT2)K es el radical
de la métrica de la traza en AK .

Teorema: Una k-álgebra finita es separable si y sólo si su métrica de la traza es no singular.

Demostración: En un álgebra trivial la métrica de la traza es no singular, porque su matriz en
la base obvia es la matriz unidad I.

Ahora, si A es localmente trivial, AL = ⊕L, entonces (radT2)L = 0, y radT2 = 0.
Si radT2 = 0, entonces radAK ⊆ (radT2)K = 0, y A es geométricamente reducida.

Corolario: Una extensión finita k → K es separable si y sólo si la traza tr : K → k no es nula
(porque radT2 siempre es un ideal).

3.7. Teoŕıa de Galois

Definición: Una extensión finita k → L es de Galois si el orden de su grupo de Galois
G = Autk-alg(L) = Aut(L/k) coincide con el grado,

L⊗k L = L⊕ . . .⊕ L = ⊕GL.

El cuerpo de descomposición L de una k-álgebra separable A es un cociente de A⊗m. Al ser
AL trivial, L⊗k L también, y L es la envolvente de Galois de A.

El cuerpo de descomposición k(α1, . . . , αd) de un polinomio separable P es una extensión de
Galois, y su grupo de Galois G puede verse como grupo de permutaciones de las ráıces de P .
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Si L es una extensión de Galois de k, también es una extensión de Galois de cualquier cuerpo
intermedio k → K → L, porque tenemos un epimorfismo ⊕L = L⊗k L→ L⊗K L.

Si k → L es de Galois, todo compuesto de L con L es ' L. Dos morfismos f1, f2 : L → E
en otra extensión siempre tienen la misma imagen. En particular, si un cuerpo intermedio K
también es una extensión de Galois de k, todo automorfismo τ : L → L lo deja invariante,
τ(K) = K, y tenemos un morfismo de restricción Aut(L/k)→ Aut(K/k).

Teorema: Si A 6= 0 es una k-álgebra, la sucesión k → A⇒ A⊗k A es exacta5.

Demostración: Tomemos un retracto lineal ω : A→ k (p. 41). Si a⊗ 1 = 1⊗ a,

a = (1⊗ ω)(a⊗ 1) = (1⊗ ω)(1⊗ a) = ω(a) ∈ k. q.e.d.

Si A es una k-álgebra finita trivial sobre L, sus puntos con valores en L,

F (A) = Homk-alg(A,L) = SpecAL,

forman un G-conjunto finito con la acción τp = τ ◦ p, donde p : A → L (o bien mediante su
acción en A⊗k L por el segundo factor). Vamos a construir un funtor inverso:

Las proyecciones AL = ⊕L→ L definen los puntos pi : A→ L del álgebra, aśı que6

A⊗k L = L⊕ . . .⊕ L, a⊗ λ = (λp1(a), . . . , λpn(a)),

de modo que AL = ⊕F (A)L = HomSets(F (A), L), donde G actúa permutando las componentes
según su acción en F (A), y transformando cada componente por su acción en L; es decir,
τf = τ ◦ f ◦ τ−1, y el álgebra de invariantes es HomG(F (A), L).

Por eso definimos el recubrimiento asociado a un G-conjunto finito X como7

R(X) = (⊕XL)G = HomG(X,L),

y tenemos un morfismo natural A ↪→ R(F (A)). También tenemos un morfismo natural X →
F (R(X)), porque x ∈ X define un morfismo de k-álgebras R(X) ↪→ ⊕XL

x−→ L.

Teorema de Galois: Los funtores F y R definen una equivalencia de categoŕıas[
Álgebras finitas
triviales sobre L

]op

!

[
G-conjuntos

finitos

]
,
R(F (A)) = A
F (R(X)) = X

Demostración: L = RF (L), y G = FR(G), porque

F (L) = Homk-alg(L,L) = G,

R(G) = HomG(G,L) = L.

Además, F y R conservan sumas directas y conúcleos. El funtor R = HomG(−, L) porque es
representable, y el funtor fibra F , porque si tenemos una sucesión exacta

A −→ B ⇒ C

5Si X = SpecA→ S = Spec k se ve como un recubrimiento abierto de S, la sucesión exacta X×SX ⇒ X → S
afirma que las funciones globales f ∈ k son las funciones en el recubrimiento que coinciden en las intersecciones.

6Por ejemplo, la sucesión exacta k → L ⇒ L ⊗k L = ⊕GL afirma que k = LG. En esta situación, tomar
invariantes por G es tomar funciones globales.

7En la categoŕıa opuesta a la de k-álgebras, P = SpecL→ S = Spec k es de Galois cuando P×SP = P⊕. . .⊕P
y, como las componentes son las gráficas de los automorfismos τi : P → P , el morfismo natural G× P → P ×S P
es isomorfismo. Además, R(X) = (P ×S X)/G.
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también es exacta la sucesión de L-álgebras triviales

AL −→ BL ⇒ CL

y, como el funtor Spec establece una equivalencia de la categoŕıa de L-álgebras triviales con la
de conjuntos finitos (p. 81), es exacta la sucesión de conjuntos (y de G-conjuntos)

SpecCL ⇒ SpecBL −→ SpecAL.

Ahora, todo G-conjunto finito X admite una presentación ⊕iG ⇒ ⊕jG → X, porque hay
presentaciones G × H = ⊕HG ⇒ G → G/H, donde (g, h) 7→ g, y (g, h) 7→ gh, y el siguiente
diagrama conmutativo de filas exactas muestra que X = FR(X),

⊕iG ⇒ ⊕jG → X
‖ ‖ ↓

FR(⊕iG) ⇒ FR(⊕jG) → FR(X)

Por otra parte, como la sucesión k → L⇒ L⊗k L es exacta, toda k-álgebra A trivial sobre
L es un núcleo A→ A⊗k L⇒ A⊗k L⊗k L de morfismos entre L-álgebras triviales, y el mismo
razonamiento prueba que A = RF (A).

Corolario: Homk-alg(A,B) = HomG(F (B), F (A)).

HomG(X,Y ) = Homk-alg(R(Y ), R(X)).

Corolario: R(G/H) = LH , F (LH) = G/H.

1. Tenemos un anti-isomorfismo de ret́ıculos[
Cuerpos intermedios

entre k y L

]
←−→

[
Subgrupos

de G

]
,
K 7−→ Aut(L/K)
LH ←−p H

2. Homk-alg(LH , LH
′
) = {τ̄ ∈ G/H : H ′ ⊆ τHτ−1}.

3. LH ' LH′ ⇔ H ′ y H son subgrupos conjugados.

4. Aut(LH/k) = N(H)/H.

5. LH es una extensión de Galois de k si y sólo si H es un subgrupo normal de G, en cuyo
caso su grupo de Galois es G/H.

Demostración: R(G/H) = HomG(G/H,L) = LH .

F (LH) = FR(G/H) = G/H.

(1) Sea i : LH → L la inclusión. La fibra H de G = F (L)→ G/H = F (LH) sobre [Id] = i es
HomLH-alg(L,L) = Aut(L/LH); luego H = Aut(L/LH).

Además, k = R(pt) = LG; luego K = LAut(L/K), al ser L una extensión de Galois de K.
Las restantes afirmaciones se siguen de la igualdad

Homk-alg(LH , LH
′
) = HomG(G/H ′, G/H) = (G/H)H

′
= {ḡ ∈ G/H : H ′ ⊆ gHg−1}.

Teorema de los Irracionales Naturales: Sea k → L una extensión de Galois de grupo G.
Todo compuesto LE es una extensión de Galois de E, y su grupo de Galois es el subgrupo
Aut(L/L ∩ E) ⊆ G.
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Demostración: Tenemos un epimorfismo L⊗k E → LE; luego LE ⊗E LE es un cociente de

L⊗k E ⊗E LE = L⊗K LE = L⊗K L⊗L LE = (⊕L)⊗L LE = ⊕LE.

Además Aut(LE/E) ↪→ Aut(L/k), y LAut(LE/E) = L ∩ (LE)Aut(LE/E) = L ∩ E.

Corolario: Si G es el grupo de Galois de un polinomio separable P , las órbitas de la acción de
G en las ráıces de P son las ráıces de sus factores irreducibles.

Demostración: Sea P = P1 . . . Pr la descomposición en factores irreducibles en k[x], y L su
cuerpo de descomposición sobre k. Ahora A = k[x]/(P ) = K1 ⊕ . . .⊕Kr, con Ki = k[x]/(Pi), y
F (A) = F (K1)⊕ . . .⊕ F (Kr), donde F (Ki) es una órbita, formada por las ráıces de Pi en L.

Teorema: Si G es un grupo finito de automorfismos de una k-álgebra A, el álgebra de invariantes
es estable por cambios de base k → K,

(A⊗k K)G = AG ⊗k K.

Demostración: Sea G = {τ1, . . . , τn}. La sucesión exacta AG → A
f,τ

⇒ A⊕ n. . . ⊕A, donde f(a) =
(a, . . . , a) y τ(a) = (τ1(a), . . . , τn(a)),, induce una sucesión exacta

AG ⊗k K −→ AK
f⊗1,τ⊗1

⇒ AK⊕ n. . . ⊕AK .

Teorema de Artin: Sea H un grupo de automorfismos de una extensión finita k → L. Si
k = LH , entonces L es una extensión de Galois de grupo H.

Demostración: Por la fórmula de los puntos, L⊗k L tiene una componente racional Ai por cada
elemento de H = {τ1, . . . , τn}; luego

L⊗k L = (A1 ⊕ . . .⊕An)⊕ (B1 ⊕ . . .)
L = LH ⊗k L = (L⊗k L)H = (A1 ⊕ . . .⊕An)H ⊕ (B1 ⊕ . . .)H .

Como L es ı́ntegro, vemos que B1 ⊕ . . . = 0.

Ahora Ai = L porque un nilpotente no nulo a ∈ A1 daŕıa un nilpotente no nulo en L,

(a, . . . , τi(a), . . .) ∈ (A1 ⊕ . . .⊕An)H = L. q.e.d.

No es necesario suponer que la extensión es finita, sólo que H lo es, pues si α1, . . . , αr ∈ L,
entonces k(. . . , τiαj , . . .) es una extensión de Galois de grado fijo n = |H|.

Ejercicio: ¿Dónde falla el siguiente razonamiento? Si k → K → L son extensiones de Galois,
entonces también lo es k → L,

K ⊗k L = (K ⊗k K)⊗K L = (⊕K)⊗K L = ⊕(K ⊗K L) = ⊕L ,
L⊗k L = L⊗K (K ⊗k L) = L⊗K (⊕L) = ⊕(L⊗K L) = ⊕L.
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3.7.1. El Automorfismo de Frobënius

Sea L un cuerpo finito de caracteŕıstica p. Como L es una extensión de Fp, tenemos un
isomorfismo Fp-lineal L ' Fnp , con n = [L : Fp], y vemos que L tiene q = pn elementos.

Teorema: Sea q = pn una potencia de un primo. Existe un único cuerpo con q elementos; a
saber, el cuerpo de descomposición Fq de xq − x sobre Fp.

Demostración: El automorfismo F : Fq → Fq, F (a) = aq, deja fijas las ráıces de xq − x; luego es
la identidad y todos los elementos de Fq son ráıces de Q = xq −x. Como Q es separable, porque
Q′ = −1, tiene q ráıces distintas, y Fq tiene q elementos.

Sea L es otro cuerpo con q elementos. Los elementos no nulos de L forman un grupo multi-
plicativo de orden q − 1, y son ráıces de xq−1 − 1. Luego xq − x tiene todas sus ráıces en L, y L
es el cuerpo de descomposición de xq − x sobre Fp.

Teorema: La extensión Fp → Fq es de Galois y de grupo ćıclico, generado por el automorfismo
de Frobënius F (α) = αp.

Demostración: Sea G = (F ). Como FGq = Fp, el teorema de Artin permite concluir.

Corolario: Sea Q ∈ Fp[x] separable, producto de polinomios irreducibles de grados n1, . . . , nr.
El grupo de Galois de Q está generado por una permutación de forma (n1, . . . , nr).

Lema: Todo subgrupo finito H del grupo multiplicativo k∗ de un cuerpo k es ćıclico.

Demostración: Si d es el anulador de H, los elementos de H son ráıces de xd − 1, y d ≥ |H|.
La clasificación de grupos abelianos muestra que H es ćıclico de orden d.

Corolario: En Fp[x] hay polinomios irreducibles de grado arbitrario.

Demostración: Sea q = pn. Como el grupo F∗q es ćıclico, se tiene que Fq = Fp(θ).
El polinomio irreducible de θ sobre Fp es de grado n.

Teorema de Reducción: Sea G el grupo de Galois de Q = xn + c1x
n−1 + . . . + cn ∈ Z[x]. Si

Ḡ es el grupo de Galois de la reducción Q̄ ∈ Fp[x], existe un subgrupo H ⊆ G y un epimorfismo
ϕ : H → Ḡ. Si Q̄ es separable, ϕ es isomorfismo y, como permutación de las ráıces, τ ∈ H tiene
igual forma que ϕ(τ).

Demostración: Sean α1, . . . , αn son las ráıces complejas de Q.
A = Z[α1, . . . , αn] es un Z-módulo finito porque αni = −c1α

n−1
i − . . .− cn.

1. AG = Z. Si a
b ∈ A

G = A ∩Q, entonces Z[ab ] ⊆ A es un Z-módulo finito (p. 111); luego sus
elementos tienen denominador acotado, lo que es absurdo si a

b /∈ Z.

2. A/pA es una Fp-álgebra finita; luego de espectro finito, Spec (A/pA) = {x1, . . . , xd}. Sea
mi el maximal de A definido por xi, y pongamos Ki = A/mi. Como

(m1 + (m2 ∩ . . . ∩md))0 = {x1} ∩ {x2, . . . , xd} = ∅,

por el teorema chino de los restos tenemos epimorfismos

A −→ A/(m1 ∩ . . . ∩md) = K1 ⊕ . . .⊕Kd −→ K1 = Fp[ᾱ1, . . . , ᾱn].

Q(x) =
∏
i(x − αi) y Q̄(x) =

∏
i(x − ᾱi); luego K1 es el cuerpo de descomposición de Q̄

y Ḡ = Aut(K1/Fp). Ahora H = {τ ∈ G : τ(m1) = m1} actúa sobre K1 = A/m1 y tenemos
un morfismo ϕ : H −→ Ḡ, ϕ(τ)(ā) = [τ(a)].
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3. ϕ es epiyectivo. Pongamos K1 = Fp(θ̄), y tomemos θ ∈ A que en x1 vale θ̄ y se anula en
x2, . . . , xd. Ahora R(x) =

∏
τ∈G(x− τθ) tiene coeficientes en AG = Z, y para cada τ̄ ∈ Ḡ

tenemos que τ̄(θ̄) es una ráız de R̄(x). Luego τ̄(θ̄) = [τθ] para algún τ ∈ G. Como τ(θ) no
se anula en x1, concluimos que τ ∈ H, y ϕ(τ) = τ̄ .

4. Si Q̄ es separable, τ ∈ H define una permutación de las ráıces αi, y ϕ(τ) define la misma
permutación de las ráıces ᾱi. Luego ϕ es inyectivo.

Definición: Si Q̄ es separable, el automorfismo de Frobënius del polinomio Q(x) en el primo
p es el único elemento Fp ∈ H tal que ϕ(Fp) es el automorfismo de Frobënius de K1,

Fp(a) ≡ ap (mód. m1), a ∈ A.

Fp depende del maximal m1 elegido; pero está bien definido salvo conjugación porque G
actúa transitivamente en Spec(A/pA), y si se elige mi = σ(m1), el automorfismo es σFpσ

−1.

En efecto, si Spec(A/pA) tuviera más de una órbita, elegimos f ∈ A que sólo se anule en la
órbita de x1 (A → K1 ⊕ . . . ⊕Kd es epiyectivo). Luego N(f) =

∏
τ∈G τ(f) ∈ AG = Z se anula

en x1 y en otros puntos no. Absurdo, N(f) ∈ m1 ∩ Z = pZ ⊆ mi.

1. Existen polinomios de grado arbitrario n cuyo grupo de Galois sobre Q es Sn.

Sea Q2 ∈ F2[x] irreducible de grado n; Q3 ∈ F3[x] con un factor irreducible de grado n− 1
y una ráız en F3; y Qp ∈ Fp[x] con un factor irreducible de grado 2 y n− 2 ráıces distintas
en Fp, p 6= 2, 3. Como Z/6pZ = F2⊕F3⊕Fp, existe un polinomio con coeficientes enteros Q
cuyas reducciones módulo 2, 3, p son Q2, Q3, Qp. El grupo de Galois G de Q es un subgrupo
transitivo de Sn que contiene un (n − 1)-ciclo y una trasposición: (2, . . . , n), (ij) ∈ G. Al
ser G transitivo, contiene una trasposición (1k). Conjugando (1k) con (2, . . . , n)m vemos
que (12), (13), . . . , (1n) ∈ G. Estas trasposiciones generan Sn, y G = Sn.

2. Si el grupo de Galois de Q no contiene ciclos de orden n, su reducción Q̄ nunca es irreduci-
ble. Una cuártica de grupo {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, como x4 + 1, es irreducible;
pero su reducción nunca lo es.

3. Si todo automorfismo τ ∈ G deja fija alguna ráız de Q, entonces Q̄ tiene una ráız en Fp
(cuando Q̄ es separable). Aśı cada automorfismo de Q(

√
2, i) deja fijo

√
2, i
√

2 ó 1 + i;
luego deja fija una ráız de x8 − 24, que tiene ráız en Fp, si p 6= 2. Como en p = 2 también,
24 es potencia octava en todo primo.

3.7.2. Extensiones Ciclotómicas

Si p = car k no divide a n, entonces el polinomio xn − 1 es separable, y sus ráıces en un
cuerpo de descomposición L forman un grupo ćıclico µn = {εn, ε2

n, . . . , ε
n
n = 1}, (p. 87).

Teorema: k → k(εn) es una extensión abeliana de grupo G ⊆ (Z/nZ)∗.

Demostración: k(εn) es de Galois porque es el cuerpo de descomposición de un polinomio sepa-
rable, y τ ∈ G induce un automorfismo de µn; luego τ(εn) = εin, i ∈ (Z/nZ)∗.

El morfismo G→ (Z/nZ)∗, τ 7→ i, es inyectivo porque τ está determinado por τ(εn).

Teorema: El automorfismo de Frobënius de xn − 1 en un primo p que no divida a n es

Fp = [p] ∈ (Z/nZ)∗.
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Demostración: Si la reducción de xn − 1 es separable, tenemos que εin 6= εjn, i 6= j; es decir,
εin ≡/ ε

j
n (mód. m1). Como Fp(εn) ≡ εpn (mód. m1), vemos que Fp(εn) = εpn.

Corolario: Q → Q(e
2πi
n ) es una extensión abeliana de grupo (Z/nZ)∗, y por tanto de grado

φ(n), de modo que el polinomio ciclotómico Φn(x) es irreducible.

Demostración: G contiene los primos que no dividen a n, y éstos generan (Z/nZ)∗.

Lema: Si q es impar, el discriminante de Q(x) = xq − 1 es ∆ = (−1)
q−1
2 qq.

Demostración: ∆ = (−1)
q−1
2
∏
iQ
′(αi) = (−1)

q−1
2 qq

∏
iα
q−1
i = (−1)

q−1
2 qq.

Ley de Reciprocidad Cuadrática:
(
p
q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
q
p

)
; p, q primos impares,

Demostración: K = Q(
√

∆ ) es la única extensión de grado 2 que contiene Q(e
2πi
q ), y el auto-

morfismo de Frobënius Fp = [p] de xq−1 es la identidad en K cuando está en el único subgrupo
de ı́ndice 2 de (Z/qZ)∗, formado por los restos cuadráticos.

Como Z[
√

∆] ⊂ Z[e
2πi
q ], la restricción de Fp a K es el automorfismo de Frobënius de x2 −∆

en p, que es la identidad cuando ∆ es resto cuadrático módulo p. Luego (p. 11)(
p

q

)
=

(
∆

p

)
=

(
−1

p

) q−1
2
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
q

p

)
.

3.7.3. Irracionales Cuadráticos

Lema: Si car k 6= 2, toda extensión k → L de grado 2 es L = k(
√
a ), con a ∈ k.

Demostración: Si β ∈ L no está en k, es ráız de un polinomio x2 + bx+ c ∈ k[x].
Luego β = 1

2(−b±
√
b2 − 4c ), y L = k(β) = k(

√
b2 − 4c ).

Proposición: Las ráıces complejas de un polinomio P ∈ Q[x] son irracionales cuadráticos si y
sólo si su grupo de Galois G es un 2-grupo.

Demostración: Si las ráıces de P son irracionales cuadráticos, su cuerpo de descomposición L
está contenido en una extensión por radicales cuadráticos, y |G| = [L : Q] = 2d (p. 18).

Rećıprocamente, si G es un 2-grupo, admite (p. 58) una cadena de subgrupos

1 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hd = G, |Hi| = 2i.

Poniendo Ki = LHi vemos que L es una extensión por radicales cuadráticos

Q = Kd
2−−→ Kd−1

2−−→ . . .
2−−→ K1

2−−→ L.

Corolario: Un número algebraico α ∈ C es irracional cuadrático si y sólo si el grupo de Galois
G de su polinomio irreducible Pα es un 2-grupo.

Demostración: Si |G| = 2d, las ráıces de Pα (luego α) son irracionales cuadráticos.
Rećıprocamente, si α es irracional cuadrático, basta ver que toda ráız compleja β de Pα

también lo es, y por definición α ∈ Q(α1, . . . , αr), α
2
i ∈ Q(α1, . . . , αi−1).

Sea L ⊂ C la envolvente de Galois de Q(α1, . . . , αr). Como Pα es irreducible, τ(α) = β para
algún automorfismo τ : L → L; luego β ∈ Q(τα1, . . . , ταr), y (ταi)

2 ∈ Q(τα1, . . . , ταi−1); es
decir, β es un irracional cuadrático. q.e.d.
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1. e
2πi
n es irracional cuadrático si y sólo si φ(n) es potencia de 2.

En efecto, Q→ Q(e
2πi
n ) es una extensión de Galois de grado φ(n).

2. Si p = 2k + 1 es primo, entonces e
2πi
p es irracional cuadrático. Los poĺıgonos regulares de

17, 257, y 65537 lados son constructibles con regla y compás.

3. Veamos que toda extensión finita C→ L es trivial (lo que vuelve a probar el Teorema de
D’Alembert). Podemos suponer que L es una extensión de Galois de R. Sea G su grupo,
y H un 2-subgrupo de Sylow de G, de modo que [LH : R] es impar.

Si α ∈ LH , entonces grPα = [R(α) : R] es impar, y tiene alguna ráız real por el Teorema
de Bolzano. Luego α ∈ R, LH = R, H = G, y L se obtiene adjuntando a R sucesivas ráıces
cuadradas. Luego L = C.

3.7.4. Resolución de Ecuaciones

k → L es una extensión por radicales si L = k(α1, . . . , αr), donde αnii ∈ k(α1, . . . , αi−1).
Un polinomio P ∈ k[x] es resoluble por radicales cuando sus ráıces puedan expresarse con
radicales; es decir, cuando su cuerpo de descomposición L sobre k admita una extensión finita
L→ E tal que E es una extensión de k por radicales.

Un grupo finito G es resoluble si admite subgrupos 1 = H0 �H1 � . . .�Hn−1 �Hn = G,
con cocientes sucesivos Hi/Hi−1 abelianos.

Lema: Si G es resoluble, todo subgrupo H es resoluble.

Si H �G, entonces G es resoluble si y sólo si H y G/H son resolubles.

Demostración: Si 1 = H0 � H1 . . . � Hn = G es una resolución, y H ′i = Hi ∩ H, entonces
H ′i−1 �H ′i, y H ′i/H

′
i−1 ↪→ Hi/Hi−1; luego H ′i/H

′
i−1 es abeliano, y H es resoluble.

Si H � G, y π : G → G/H es la proyección canónica, y ponemos H̄i = π(Hi), entonces
H̄i−1 � H̄i y H̄i/H̄i−1 es un cociente de Hi/Hi−1; luego abeliano, y G/H es resoluble.

Rećıprocamente, si tenemos resoluciones de H y G/H,

1 = H0 �H1 � . . .�Hn−1 �Hn = H,

1 = H̄0 � H̄1 � . . .� H̄d−1 � H̄d = G/H,

entonces 1 �H1 . . .�Hn = π−1(H̄0) � π−1(H̄1) . . .� π−1(H̄d) = G es una resolución de G.

Teorema de Independencia: Si A es una k-álgebra finita y L es una extensión de k, los
puntos pi : A→ L son linealmente independientes sobre L.

Demostración: Cuando L = k, se sigue de la descomposición A = A1 ⊕ . . . ⊕ Ar en álgebras
locales, porque los puntos son ciertas proyecciones Ai → k.

El caso general se reduce al anterior considerando los puntos racionales pi ⊗ 1: AL → L.

Teorema: Si k contiene las ráıces n-ésimas de la unidad, y car k no divide a n,

1. Toda extensión k(α), αn ∈ k, es ćıclica, de grado un divisor d de n, y αd ∈ k.

2. Toda extensión ćıclica k → L de grado n es L = k( n
√
a ), donde a ∈ k.
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Demostración: (1) k(α) es de Galois porque es el cuerpo de descomposición del polinomio sepa-
rable xn − a, a = αn. Si τ ∈ G, entonces (τα)n = τ(αn) = a, y τ(α) = uα, u ∈ µn.

Obtenemos aśı un morfismo inyectivo G ↪→ µn. Al ser µn ćıclico de orden n, vemos que G
es ćıclico de orden un divisor d de n. Si σ es un generador de G, entonces σ(α) = vα, donde
vd = 1. Luego αd ∈ k porque σ(αd) = (σα)d = (vα)d = αd.

(2) Sea G = (σ) el grupo de Galois. Como σn = Id, el polinomio anulador de σ es xn− 1 por
el teorema anterior; luego εn es un valor propio de σ y existe 0 6= α ∈ L tal que σ(α) = εnα.

Ahora αn ∈ k, porque σ(αn) = (εnα)n = αn, y L = k(α) porque σi(α) = εinα 6= α, i < n.

Lema: Sea k → L una extensión de Galois de grupo G. Si k → E es una extensión de Galois
abeliana, entonces Aut(EL/E) = H �G, y G/H es abeliano.

Demostración: E ∩L es una extensión abeliana de k, y define un subgrupo H �G tal que G/H
es abeliano. El teorema de los irracionales naturales afirma que H = Aut(EL/E).

Teorema: Un polinomio P ∈ k[x] es resoluble por radicales si y sólo si su grupo de Galois G
sobre k es resoluble. (car k = 0).

Demostración: Sea L el cuerpo de descomposición de P , y G = Aut(L/k).

Si L → k(α1, . . . , αr), donde αnii ∈ k(α1, . . . , αi−1), ponemos Ei = k(εn, α1, . . . , αi), donde
n = m.c.m.(n1, . . . , nr). Ahora E0 = k(εn) es una extensión abeliana de k (p. 88), y Ei es una
extensión ćıclica de Ei−1. Si Hi es el grupo de Galois de EiL sobre Ei,

L // E0L // E1L // . . . // ErL

k //

G

OO

E0
//

H0

OO

E1
//

H1

OO

. . . // Er

Hr

OO

el lema anterior afirma que Hr � . . .�H0 �G y los cocientes sucesivos son abelianos.

Como Hr = 1, porque L ⊂ Er, vemos que G es resoluble.

Rećıprocamente, si G es resoluble de orden n, por el teorema de los irracionales naturales
el grupo de Galois de L(εn) sobre k(εn) es un subgrupo H de G; luego resoluble, y admite
subgrupos 1 = H0 �H1 � . . .�Hr = H, donde Hi/Hi−1 es ćıclico, de orden un divisor de n.

Luego L(εn) es una extensión de k(εn) por radicales, y P es resoluble por radicales. q.e.d.

1. Los grupos S2 y S3 son resolubles, y una resolución de S4 es 1 � V � A4 � S4, donde
V = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Por el contrario, Sn no es resoluble cuando n ≥ 5,
porque todo 3-ciclo es el conmutador de dos 3-ciclos,

(ijk) = στσ−1τ−1, σ = (ijl), τ = (ikm),

y si existiera una resolución de Sn, al contener Hi−1 el conmutador de los elementos de Hi,
se llegaŕıa al absurdo de que H0 = 1 contiene todos los 3-ciclos. Las ecuaciones de grado
≤ 4 siempre son resolubles; pero las de grado 5 con grupo S5 no (existen, p. 88).

2. Cuando el grupo de Galois es resoluble y de orden p1p2 . . . pr (pi primos), la demostración
anterior prueba que la ecuación se resuelve con r radicales p1

√
, . . . , pr

√
y con ráıces de la

unidad de órdenes p1, . . . , pr. Como |S3| = 2 · 3 y |S4| = 233, las cúbicas se resuelven con
una ráız cuadrada y otra cúbica; y las cuárticas con tres ráıces cuadradas y una cúbica.
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3.7.5. Álgebras Inseparables

Los elementos separables de una k-álgebra finita A forman una subálgebra πk0 (A).
El grado de separabilidad de A sobre k es [A : k]s = [πk0 (A) : k].

Teorema: La subálgebra separable maximal es estable por cambio del cuerpo base:

πk0 (A)⊗k K = πK0 (A⊗k K).

Demostración: El núcleo A1 de la diferencial d : A → ΩA/k contiene a πk0 (A), aśı que πk0 (A) ⊆⋂
nAn, donde An+1 = (An)1. Cuando se dé una igualdad An+1 = An, el álgebra An es separable

(p. 81) y An ⊆ πk0 (A); luego πk0 (A) =
⋂
nAn. Ahora bien, la subálgebra

⋂
nAn es estable por

cambios de base al serlo el módulo de diferenciales (p. 78).

Corolario: |Homk-alg(A,K)| ≤ [A : k]s, y sólo es igual cuando AK es racional.

|Aut(L/k)| ≤ [L : k]s, y sólo es igual cuando L⊗k L es racional (L es normal).

Demostración: Por el teorema anterior podemos suponer que k = K.
Consideremos las componentes racionales B = A1⊕. . .⊕An de A. Como un álgebra separable

es reducida, πk0 (B) ↪→ B/radB = kn, y como kn ⊆ πk0 (B), vemos que πk0 (B) = kn.
El número de puntos racionales de A es ≤ [A : k]s, y sólo es igual cuando A es racional.

Ejemplo: El cuerpo de descomposición L de una k-álgebra finita A es un cociente de A⊗m y,
al ser AL racional, también L⊗k L es racional: L es una extensión normal de k.

Corolario: [L : k]s = [L : K]s[K : k]s.

Demostración: L y K son racionales sobre una extensión E, de modo que

[L : k]s = |Homk-alg(L,E)| , [K : k]s = |Homk-alg(K,E)|.

Por la fórmula de los puntos la aplicación Homk-alg(L,E) → Homk-alg(K,E) es epiyectiva
(p. 79), y la fibra de cualquier punto es HomK-alg(L,E), cuyo cardinal es [L : K]s porque L⊗KE
es una E-álgebra racional (es un cociente de L⊗k E).

Corolario: El funtor πk0 conserva epimorfismos.

Demostración: Cambiando de base podemos suponer que A es local y racional.

Corolario: A es puramente inseparable si verifica las condiciones equivalentes

1. A es geométricamente local (AK es local para toda extensión K).

2. Existe una extensión L tal que AL es local y racional.

3. πk0 (A) = k (es decir, [A : k]s = 1).

Demostración: (1⇒ 2) AL es racional para alguna extensión L; luego local y racional.

(2⇒ 3) Si AL es local y racional, πk0 (A)⊗k L = πL0 (AL) = L; luego πk0 (A) = k.

(3⇒ 1) Como πK0 (AK) = πk0 (A)⊗k K = K, se concluye por el siguiente lema.

Lema: A es local si y sólo si πk0 (A) es un cuerpo.
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Demostración: Si A es local, πk0 (A) también (p. 79); luego es cuerpo al ser reducida.
Si A = A1 ⊕A2 ⊕ . . . no es local, πk0 (A) = πk0 (A1)⊕ πk0 (A2)⊕ . . . no es ı́ntegra.

Corolario: Si G es el grupo de automorfismos de una extensión normal k → L, entonces k → LG

es puramente inseparable (y LG → L es de Galois por Artin).

Demostración: Como [L : k]s = |G| = [L : LG], se sigue que [LG : k]s = 1.

Ejemplo: Un polinomio Q es puramente inseparable si lo es la k-álgebra k[x]/(Q); es decir, si
todas sus ráıces son iguales. Aśı, xp

n − a es puramente inseparable cuando car k = p, pues si α
es una ráız, αp

n
= a, y xp

n − a = xp
n − αpn = (x− α)p

n
.

Corolario: p = car k. Si una extensión k → L es puramente inseparable, todo elemento α ∈ L
es ráız de un polinomio xp

n − a ∈ k[x].

Demostración: Sea Qα el polinomio irreducible de α sobre k, y sea q = pn la mayor potencia
de p tal que Qα(x) = Q(xq) para algún polinomio Q(x), que es separable al ser irreducible y
Q′ 6= 0. Ahora a = αq ∈ πk0 (L) = k, y α es ráız de xq − a. q.e.d.

De hecho Qα = xq − a, porque grQα(x) = grQ(xq) ≥ q.
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Caṕıtulo 4

Geometŕıa II

4.1. El Espacio Proyectivo

El espacio proyectivo P(E) de un espacio vectorial E está formado por los subespacios
vectoriales de dimensión 1. Tenemos una proyección (definida cuando e 6= 0)

π : E −→ P(E), π(e) = 〈e〉.

La dimensión de P(E) es n = dimE − 1, y ponemos Pn = P(E).
Las subvariedades lineales de P(E) son los subconjuntos X = π(V ) = P(V ), donde V es

un subespacio vectorial.
La dimensión de X es dimX = dimV − 1, y su codimensión es

codimX = dimP(E)− dimX = dimE − dimV.

Los hiperplanos, son las subvariedades lineales de codimensión 1, y la única subvariedad
de dimensión −1 es el vaćıo ∅ = π(0).

Como V =
⋃
e∈V 〈e〉, tenemos un isomorfismo de ret́ıculos[

Subespacios
vectoriales de E

]
π−−→

[
Subvariedades

lineales de P(E)

]
aśı que el supremo de X = π(V ), Y = π(W ) es X + Y = π(V +W ); luego (p. 38)

dim (X + Y ) = dimX + dimY − dim (X ∩ Y ).

Por ejemplo, en P2 dos rectas distintas siempre se cortan en un único punto. En general,
como dim (X + Y ) ≤ dimP(E), tenemos que codim (X ∩ Y ) ≤ codimX + codimY.

Teorema: Los puntos de P(E/V ) se corresponden con las subvariedades lineales de dimensión
1 + dimX que pasan por X = π(V ), y tenemos un isomorfismo de ret́ıculos[

Subvariedades lineales
de P(E) que pasan por X

]
∼−−→

[
Subvariedades

lineales de P(E/V )

]
.

Demostración: dimW/V = dimW − dimV , y el isomorfismo de la p. 37.

Teorema: Tenemos un anti-isomorfismo de ret́ıculos[
Subvariedades

lineales de P(E)

]
∼−−→

[
Subvariedades

lineales de P(E∗)

]
, π(V ) 7→ π(V o),

95
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que transforma subvariedades lineales de codimensión d en subvariedades lineales de dimensión
d − 1. En particular, los puntos del espacio proyectivo dual P(E∗) se corresponden con los
hiperplanos de P(E).

Demostración: dimV o = dimE − dimV , y el isomorfismo de la p. 42.

Principio de Dualidad: Todo conjunto ordenado (X,≤) define un orden dual X∗ = (X,≤∗),
donde ponemos x ≤∗ y cuando y ≤ x. Como dimP(E∗) = dimP(E), el dual de un ret́ıculo
proyectivo de dimensión n (i.e., isomorfo al ret́ıculo de subvariedades lineales de un espacio
proyectivo de dimensión n) es a su vez un ret́ıculo proyectivo de igual dimensión. Aśı, todo
enunciado sobre ret́ıculos proyectivos tiene un enunciado dual equivalente. El enunciado dual
de “por dos puntos distintos de un plano proyectivo pasa una única recta”, es “en un plano
proyectivo, dos rectas distintas se cortan en un único punto”, y la figura dual de un triángulo
en un plano (tres puntos no alineados) vuelve a ser un triángulo (tres rectas no concurrentes).

Teorema de Desargues: Si dos triángulos ABC y A′B′C ′ de un plano se corresponden de
modo que la rectas que unen vértices homólogos concurren en un punto P , entonces los lados
homólogos se cortan en tres puntos alineados L,M,N .

Demostración: Si p es un representante de P , existen representantes a, b, c, a′, b′, c′ de los puntos
A,B,C,A′, B′, C ′ tales que p = a+ a′ = b+ b′ = c+ c′. Por tanto

l = a− b = b′ − a′ es un representante de L,

m = a− c = c′ − a′ es un representante de M,

n = b− c = c′ − b′ es un representante de N,

de modo que l −m+ n = 0, y los puntos L,M,N están alineados.

Lema: Dados n+ 2 puntos (P0, . . . , Pn;U) en Pn, si no hay n+ 1 contenidos en un hiperplano,
existe una base e0, . . . , en de E, única salvo un factor común, tal que

P0 = π(e0), . . . , Pn = π(en), U = π(e0 + . . .+ en).

Demostración: En cuanto a la existencia, si ponemos Pi = π(vi), los vectores v0, . . . , vn generan
E porque P0 + . . .+ Pn = Pn. Ahora, si U = π(λ0v0 + . . .+ λnvn), tenemos que λi 6= 0, porque
P0 + . . .+ P̂i + . . .+ U = Pn, y basta poner ei = λivi.

En cuanto a la unicidad, si tenemos otra base e′0, . . . , e
′
n, y

e′0 = λ0e0, . . . , e
′
n = λnen, e

′
0 + . . .+ e′n = µ(e0 + . . .+ en),

entonces λ0 = µ, . . . , λn = µ, y el factor de proporcionalidad es común.

Definiciones: Un sistema de referencia proyectivo en Pn es una sucesión de n+ 2 puntos
(P0, . . . , Pn;U) en los que no hay n + 1 contenidos en un hiperplano. Si P = π(e), y en la
base normalizada del lema e = x0e0 + . . . + xnen, las coordenadas homogéneas de P son
(x0, . . . , xn). Están bien definidas salvo un factor común, y no son todas nulas.

La razón doble de cuatro puntos (distintos) de una recta proyectiva es

(P1, P2;P3, P4) =
x0

x1
∈ k,

donde P4 = (x0, x1) en el sistema de referencia (P1, P2;P3).
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La razón doble define una biyección P1 − {P1, P2, P3} ↔ k − {0, 1}, y el parámetro pro-
yectivo de P = (x0, x1) es θ = x0

x1
, lo que define una biyección θ : P1 ↔ k ∪ {∞}.

Una aplicación τ : P(E)→ P(E′) es una proyectividad si τ = π(T ) para algún isomorfismo
T : E → E′, en el sentido de que es conmutativo el cuadrado

E
T //

π
��

E′

π
��

P(E)
τ // P(E′)

de modo que τ induce un isomorfismo del ret́ıculo de subvariedades lineales de P(E) con el
de P(E′), y los teoremas de la Geometŕıa Proyectiva son invariantes por proyectividades (un
enunciado y su transformado por una proyectividad son equivalentes).

Las proyectividades P(E) → P(E) forman un grupo PGL(E), y las homograf́ıas son las
proyectividades P1 → P1. Las ecuaciones de una proyectividad Pn → Pn son X ′ = AX, donde
A es una matriz invertible de n+ 1 filas y columnas, y las de una homograf́ıa son{

x′0 = ax0 + bx1

x′1 = cx0 + dx1

, θ′ =
aθ + b

cθ + d
;

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0.

Lema: El representante T : E → E′ de una proyectividad τ : P(E) → P(E′) está bien definido,
salvo un factor no nulo.

Demostración: Si π(T ) = π(T̄ ), y ponemos S = T−1T̄ , entonces π(S) : P(E) → P(E) es la
identidad, y el lema anterior afirma que S = λId, y T̄ = λT .

Teorema: Dados sistemas de referencia (P0, . . . , Pn;U) y (P ′0, . . . , P
′
n;U ′) en Pn, existe una

única proyectividad Pn
τ−→ Pn tal que P ′i = τPi, U

′ = τU .

Demostración: Dadas dos bases de E, existe un único automorfismo T : E → E que transforma
la primera en la segunda.

Corolario: La razón doble clasifica proyectivamente las cuaternas de puntos alineados.

Demostración: Si (P1, P2;P3, P4) = (P ′1, P
′
2;P ′3, P

′
4), y tomamos una homograf́ıa τ que transforme

P1, P2, P3 en P ′1, P
′
2, P

′
3, tenemos que P ′4 = τP4 porque

(P ′1, P
′
2;P ′3, P

′
4) = (P1, P2;P3, P4) = (τP1, τP2; τP3, τP4) = (P ′1, P

′
2;P ′3, τP4).

Corolario: Si θi denota el parámetro proyectivo de Pi, la razón doble es

(P1, P2;P3, P4) =
(θ1 − θ3)(θ2 − θ4)

(θ1 − θ4)(θ2 − θ3)
·

Demostración: La homograf́ıa τ que transforma P1, P2, P3 en ∞, 0, 1 es

τ(θ) =
(θ1 − θ3)(θ2 − θ)
(θ1 − θ)(θ2 − θ3)

·

Corolario: La razón doble es invariante por el grupo de Klein,

(P1, P2;P3, P4) = (P2, P1;P4, P3) = (P3, P4;P1, P2) = (P4, P3;P2, P1).
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Una cuaterna alineada admite 24 ordenaciones; pero como la razón doble es invariante por
V = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, a lo más hay 6 razones dobles diferentes

(P1, P2;P3, P4) = λ , (P1, P3;P2, P4) = 1− λ , (P2, P1;P3, P4) = 1
λ

(P2, P3;P1, P4) = 1− 1
λ , (P3, P1;P2, P4) = 1

1−λ , (P3, P2;P1, P4) = λ
λ−1

y, cuando (P1, P2;P3, P4) = −1, decimos que P4 es el conjugado armónico de P3 respecto del
par P1, P2, en cuyo caso también (P2, P1;P3, P4) = (P1, P2;P4, P3) = −1.

4.2. El Espacio Af́ın

Un espacio af́ın de dimensión n es un conjunto An (los puntos) donde actúa de modo fiel
y transitivo un espacio vectorial V de dimensión n (los vectores libres): si p, q son puntos,
entonces q = p+ e para un único vector e.

Una aplicación φ : An → A′m es af́ın cuando φ(p + e) = φ(p) + ~φ(e) para alguna aplicación
lineal ~φ : V → V ′. Las afinidades son las aplicaciones afines biyectivas (~φ es isomorfismo).

Lema: Dados puntos p ∈ An, p′ ∈ A′m, y una aplicación lineal h : V → V ′, existe una única
aplicación af́ın φ : An → A′m tal que p′ = φ(p), h = ~φ.

Demostración: La única aplicación posible, φ(p+ e) = p′ + h(e), es af́ın,

φ(p+ e+ v) = p′ + h(e+ v) = p′ + h(e) + h(v) = φ(p+ e) + h(v).

Definición: Las funciones afines f : An → k forman un espacio vectorial F de dimensión n+ 1.
Tenemos una aplicación lineal V ↪→ E = F ∗, v(f) = ~f(v), que permite identificar V con

{ω ∈ E : ω(1) = 0}, y una aplicación af́ın An ↪→ E, x(f) = f(x), que identifica An con la
subvariedad lineal {ω ∈ E : ω(1) = 1}, de dirección V .

Proyectivizando, tenemos una aplicación An ↪→ Pn = P(E) que identifica An con el comple-
mentario en Pn del hiperplano del infinito, o de puntos impropios, H = π(V ).

Cada afinidad φ : An → An induce un isomorfismo lineal φ∗ : F → F , y por tanto un isomor-
fismo φ : E → E, y φ(V ) = V . Luego induce una proyectividad τ : Pn → Pn, que deja invariante
el hiperplano del infinito, y coincide con φ en la parte af́ın.

Este representante normalizado φ de la proyectividad τ induce la identidad en E/V .

Teorema: El grupo de las afinidades de An es canónicamente isomorfo al grupo de las proyec-
tividades de Pn que dejan invariante el hiperplano del infinito.

Demostración: Si una proyectividad τ : Pn → Pn deja invariante H = π(V ), admite un único
representante lineal T : E → E tal que T (An) = An, y su restricción φ = T |An : An → An es
una afinidad, que induce la proyectividad τ porque ambas coinciden fuera de H, que contiene
sistemas de referencia proyectivos. q.e.d.

Klein, en el Programa de Erlangen, entiende la Geometŕıa como la acción de un grupo G
en un conjunto. Los conceptos son los invariantes por la acción del grupo, los enunciados sus
relaciones, y los teoremas los enunciados ciertos. La Geometŕıa Proyectiva viene definida por la
acción del grupo de las proyectividades, y la Geometŕıa Af́ın por el grupo de las afinidades, y el
teorema anterior muestra que la Geometŕıa Af́ın es la geometŕıa de un espacio proyectivo con
un hiperplano prefijado H, llamado del infinito.

Un sistema de referencia proyectivo (P0, . . . , Pn;U) es af́ın cuando P1 + . . .+Pn es el hiper-
plano del infinito. El origen es P0, las rectas P0 + Pi son los ejes, y U es el punto unidad.



4.2. EL ESPACIO AFÍN 99

En coordenadas homogéneas la ecuación del infinito es x0 = 0, y todo punto propio tiene
unas coordenadas afines y1 = x1

x0
, . . . , yn = xn

x0
bien definidas.

Las subvariedades afines son las partes afines de las subvariedades lineales y, salvo el vaćıo,
se corresponden con las subvariedades lineales de Pn no contenidas en H.

Dos subvariedades afines son paralelas si sus zonas del infinito son incidentes.

La razón simple (A,B,C) de tres puntos propios alineados es la razón doble (A,B;C,P )
con el punto impropio de la recta ABC, y C es el punto medio de A y B cuando (A,B,C) = −1.

Las afinidades que dejan fijos todos los puntos del infinito son las homotecias y traslacio-
nes, según que dejen fijo un punto propio o no.

Definición: Una transformación semilineal de un k-espacio vectorial E en un k′-espacio
vectorial E′ es un isomorfismos de grupos T : E → E′, junto con un isomorfismo1 de anillos
σ : k → k′, tal que T (λe) = σ(λ)T (e). Una aplicación biyectiva τ : P(E) → P(E′) es una coli-
neación si induce un isomorfismo entre los ret́ıculos de subvariedades lineales.

La proyectivización de una transformación semilineal siempre es una colineación, y el Teo-
rema Fundamental de la Geometŕıa Proyectiva afirma que la estructura de los espacios
proyectivos de dimensión ≥ 2 está definida por el ret́ıculo de subvariedades lineales2 y que el
grupo de sus automorfismos es el grupo de las colineaciones P(E)→ P(E):

Teorema: Toda colineación τ : P(E) → P(E′) entre espacios proyectivos de dimensión n ≥ 2
viene inducida por una transformación semilineal (σ, T ) : (k,E)→ (k′, E′).

Demostración: Pongamos Pn = P(E), P′n = P(E′).

Fijemos una referencia (P0, . . . , Pn;U) en Pn, la referencia (P ′0, . . . , P
′
n;U ′) en P′n que se

obtiene con τ , y sus respectivas bases normalizadas e0, . . . , en, y e′0, . . . , e
′
n. Consideremos las

estructuras afines definidas por los hiperplanos H = P1 + . . . + Pn, H ′ = P ′1 + . . . + P ′n (y sus
sistemas de coordenadas afines), de modo que τ conserva el paralelismo.

1. Existe una biyección σ : k → k′ tal que τ(y1, . . . , yn) = (σ(y1), . . . , σ(yn)).

Como τ define una biyección del eje Li = P0 + Pi con el eje L′i = P ′0 + P ′i , y conserva
el paralelismo, tenemos que τ(y1, . . . , yn) = (σ1(y1), . . . , σn(yn)) para ciertas biyecciones
σi : k → k′. Además, como τ transforma la diagonal del plano Πij = Li + Lj en la del
plano Π′ij = L′i + L′j , vemos que σi = σj .

2. σ(0) = 0, porque τ(P0) = P ′0; y σ(1) = 1, porque τ(U) = U ′.

3. σ conserva el producto: σ(ab) = σ(a)σ(b).

Como la recta (x, ax) del plano Π12 pasa por el origen, la recta (σ(x), σ(ax)) también pasa
por el origen; luego σ(ax) = cσ(x) para una constante c que, para x = 1, vale σ(a). Es
decir, σ(ax) = σ(a)σ(x).

4. σ conserva la suma: σ(a+ b) = σ(a) + σ(b).

Como la recta (x, x+a) es paralela a la diagonal de Π12, la recta (σ(x), σ(x+a)) es paralela
a la diagonal de Π′12; luego σ(x+ a) = σ(x) + c para una constante c que, para x = 0, vale
σ(a). Es decir, σ(x+ a) = σ(x) + σ(a).

1Cuando k = k′ = R, las transformaciones semilineales son lineales, porque el único automorfismo σ del cuerpo
R es la identidad. En efecto, σ(R+) = σ(R∗2) = R∗2 = R+, luego σ conserva el orden y es continuo. Como σ es la
identidad en Q, tenemos que σ = Id.

2mientras que la aclaración de la estructura de la recta proyectiva real ha de posponerse hasta el curso de
Geometŕıa Algebraica I.
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5. T (
∑
xiei) =

∑
σ(xi)e

′
i, es semilineal y define una colineación τ1 : Pn → P′n que coincide

con τ fuera de H, y τ̄ = τ−1
1 τ es la identidad fuera de H. Si P ∈ H, tomamos dos rectas

R1, R2 que corten a H en P . Como cada una tiene dos puntos fuera de H, queda invariante
por τ̄ , y vemos que τ̄(P ) = P . Es decir, τ = τ1.

4.3. Métricas

Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo k, car k 6= 2.
Una métrica (simétrica) es un tensor covariante de orden 2 simétrico T2, y pondremos

e · v = T2(e, v) = φ(e)(v),

donde φ : E → E∗ es la polaridad de T2, y diremos que (E, T2) es un espacio vectorial métrico.
Una aplicación lineal f : (E, T2)→ (Ē, T̄2) es un morfismo métrico cuando e · v = f(e) · f(v),
y una isometŕıa es un isomorfismo lineal métrico.

Dos vectores son ortogonales si e · v = 0, y un vector no nulo es isótropo si e · e = 0.
Los vectores ortogonales a un subespacio vectorial V forman un subespacio vectorial V ⊥,

llamado ortogonal de V , y está claro que V ⊆ V ⊥⊥. El radical es el núcleo de la polaridad,
radE = E⊥ (por ejemplo, radV = V ⊥ ∩ V ), y el rango es dim (E/radE).

El espacio E es no singular cuando la polaridad es un isomorfismo, radE = 0, y totalmente
isótropo cuando la polaridad es nula, radE = E.

Un espacio es eĺıptico si carece de vectores isótropos (en particular es no singular).
La suma ortogonal E ⊥ E′ es la suma directa E ⊕ E′, con la métrica

(e1 + e′1) · (e2 + e′2) = e1 · e2 + e′1 · e′2,

y es claro que rad (E ⊥ E′) = (radE) ⊥ (radE′).
Una métrica T2 es proyectable por un epimorfismo p : E → Ē si existe una métrica T̄2 en

Ē, necesariamente única, tal que p es morfismo métrico.

Teorema: Una métrica es proyectable si y sólo si Ker p ⊆ radE.

Demostración: Si es proyectable y p(e) = 0, entonces e · v = p(e) · p(v) = 0, y e ∈ radE.
Rećıprocamente, si Ker p ⊆ radE, la métrica p(e) · p(v) = e · v está bien definida, porque si

e′ = e+ u ∈ e+ radE, entonces e′ · v = e · v + u · v = e · v.

Corolario: Toda métrica proyecta en E/radE, y la proyección es no singular.

Teorema: E descompone, de modo único salvo isometŕıas, en suma ortogonal de un espacio
totalmente isótropo y un espacio no singular,

E = (radE) ⊥ (E/radE).

Demostración: Si E = (radE)⊕ V , entonces E = (radE) ⊥ V , y V es no singular.
Además, si E = T ⊥ F , donde T es totalmente isótropo y F es no singular, entonces

radE = (radT ) ⊥ (radF ) = T , y π : F → E/radE = E/T es una isometŕıa.

Lema: Si E es no singular, entonces dimV ⊥ = dimE − dimV , y V = V ⊥⊥.
Si además V es no singular, E = V ⊥ V ⊥.

Demostración: Componiendo la polaridad E ∼−→ E∗ con el epimorfismo E∗ → V ∗, tenemos una
sucesión exacta 0 −→ V ⊥ −→ E −→ V ∗ −→ 0 que lo aclara todo.
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Corolario: Sea E no singular. Si V es un subespacio no singular, entonces existe una isometŕıa
sV : E → E, la simetŕıa respecto de V , que en V es la identidad y en V ⊥ es −Id.

Definición: Un plano es hiperbólico si es no singular y tiene un vector isótropo.

Un espacio hiperbólico es una suma ortogonal de planos hiperbólicos.

Dos vectores isótropos e, e′ con e · e′ = 1 forman un par hiperbólico, de modo que el
subespacio (e, e′) que generan es un plano hiperbólico.

Lema: Sea E no singular. Toda base e1, . . . , ei de un subespacio totalmente isótropo T se puede
ampliar hasta obtener i pares hiperbólicos mutuamente ortogonales, aśı que T está contenido en
un espacio hiperbólico (e1, e

′
1) ⊥ . . . ⊥ (ei, e

′
i) de dimensión doble.

Demostración: Por inducción sobre i. Por el lema anterior, existe un vector v ortogonal a
e2, . . . , ei, y tal que e1 · v = 1, y poniendo e′1 = v − 1

2(v2)e1, forma además un par hiperbóli-
co con e1. Por inducción, en (e1, e

′
1)⊥ tenemos vectores e′2, . . . , e

′
i tales que los pares ej , e

′
j son

hiperbólicos y mutuamente ortogonales.

Corolario: Todo plano hiperbólico tiene un par hiperbólico, y todos los espacios hiperbólicos de
igual dimensión son isométricos.

Teorema de Witt: Sea E no singular. Toda isometŕıa σ : V → V ′ entre subespacios vectoriales
puede extenderse a una isometŕıa de E.

Demostración: Pongamos V = radV ⊥ F , y ampliemos una base de radV en F⊥ hasta obtener
pares hiperbólicos mutuamente ortogonales, que generan un espacio hiperbólico H ⊆ F⊥.

Ahora V ′ = radV ′ ⊥ F ′, con F ′ = σF , y ampliando igualmente una base de radV ′ en F ′⊥

hasta obtener un espacio hiperbólico H ′ ⊆ F ′⊥, vemos que podemos extender σ a una isometŕıa
H ⊥ F → H ′ ⊥ F ′; y podemos suponer que V es no singular.

El caso V = V ′ se resuelve extendiendo por la identidad en V ⊥.

Si V = 〈e〉, entonces V ′ = 〈e′〉, donde e′ = σ(e). Como el plano V + V ′ no es totalmente
isótropo, y los vectores e′ + e, e′ − e son no nulos y ortogonales, alguno es no isótropo.

Si lo es e′ − e, la simetŕıa respecto de 〈e′ − e〉⊥ transforma e en e′, y extiende a σ.

Si lo es e′ + e, la simetŕıa respecto de 〈e′ + e〉 es la extensión requerida.

Cuando dimV > 1, lo descomponemos en suma ortogonal de subespacios no singulares de
dimensión menor, V = F ⊥ G, de modo que V ′ = F ′ ⊥ G′.

Por inducción, podemos extender la isometŕıa σ : F → F ′ a una isometŕıa σ1 de E.

Pongamos G1 = σ1(G). Como G1 y G′ están contenidos en F ′⊥, la isometŕıa σσ−1
1 : G1 → G′

se puede extender a una isometŕıa de F ′⊥ que, prolongada por la identidad en F ′, da una
isometŕıa σ2 de E tal que la isometŕıa σ2σ1 : E → E extiende a σ.

Corolario: Si E es no singular, todos los subespacios totalmente isótropos maximales tienen
igual dimensión, llamada ı́ndice de la métrica.

Corolario: Sea E no singular. Si E ⊥ F ' E ⊥ F ′, entonces F ' F ′.

Demostración: Como radF = rad (E ⊥ F ) ' rad (E ⊥ F ′) = radF ′, tenemos que

E ⊥ (F/radF ) ' E ⊥ (F ′/radF ′)

y, por el teorema de Witt, F/radF ' F ′/radF ′; luego F ' F ′.
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Teorema: E descompone, de modo único salvo isometŕıas, en suma ortogonal de un espacio
totalmente isótropo, un espacio hiperbólico y otro eĺıptico.

Demostración: Si E es no singular, y T es un subespacio totalmente isótropo maximal, está
contenido en un espacio hiperbólico H, y tendremos E = H ⊥ H⊥, donde H⊥ es eĺıptico por el
carácter maximal de T . La unicidad se sigue del corolario anterior.

4.3.1. Clasificación de Métricas

Un cuerpo k es algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante con coeficientes
en k admite una ráız en k (toda extensión finita k → K es trivial).

Teorema: Si k es algebraicamente cerrado, la dimensión y el rango clasifican las métricas.

Demostración: La parte eĺıptica tiene dimensión 0 ó 1 (según que el rango sea par o impar)
porque si tuviera dos vectores linealmente independientes e, v podemos fijar λ ∈ k de modo que

(λe+ v)2 = (e2)λ2 + 2(e · v)λ+ v2 = 0.

Además, todos los espacios eĺıpticos de dimensión 1 son isométricos porque tienen un vector
de cuadrado e2 = 1, pues basta dividirlo por

√
e · e. q.e.d.

La matriz de la polaridad φ : E → E∗ en una base e1, . . . , en de E es A = (aij), donde
aij = φ(ej)(ei) = ei · ej . El rango de T2 es el rango de A.

Lema: Cuando k = R, un espacio eĺıptico es definido-positivo o definido-negativo.

Demostración: Si e2 > 0 y v2 < 0, entonces (λe + v)2 = (e2)λ2 + 2(e · v)λ + v2 = 0 para algún
λ ∈ R, porque el discriminante del polinomio es 4(e · v)2 − 4(e2)(v2) > 0.

Teorema: Cuando k = R, las métricas están clasificadas por la dimensión, el rango, el ı́ndice
y el signo de la parte eĺıptica.

Demostración: La existencia de bases ortonormales prueba que la dimensión clasifica los espacios
eĺıpticos de signo positivo; luego también los de signo negativo. q.e.d.

En el caso real, para hallar el rango, ı́ndice y signo de una métrica T2, se fija un producto
escalar auxiliar en E, que denotamos e · v, y ponemos e ∗ v = T2(e, v).

El producto escalar define un isomorfismo E ' E∗, y la polaridad T : E → E∗ = E de T2

puede verse como un endomorfismo, e ∗ v = (Te) · v, que es simétrico:

(Te) · v = e · (Tv).

Teorema: Todo endomorfismo simétrico diagonaliza en una base ortonormal.

Demostración: Para ver que T es diagonalizable, basta probar que su anulador tiene todas sus
ráıces reales y simples (p. 47).

Todo factor irreducible tiene exponente uno porque, si P (T )2e = 0, también P (T )e = 0,

(Pe) · (Pe) = e · (P 2e) = 0.
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Los polinomios irreducibles de grado 2 son de la forma x2 + 2ax + b, con a2 − b < 0, y no
anulan a ningún vector, pues si (T 2 + 2aT + b)e = 0,

(T + a)e · (T + a)e = e · (T 2 + 2aT + a2)e = e · (a2 − b)e < 0.

Por último, T diagonaliza en una base ortonormal porque dos vectores propios e, v de valores
propios α 6= β siempre son ortogonales,

αe · v = (Te) · v = e · (Tv) = βe · v.

Corolario: El polinomio caracteŕıstico de T tiene todas sus ráıces reales. Si n es su grado, r+

el número de ráıces positivas contadas con su multiplicidad, r− el de ráıces negativas, y ro es la
multiplicidad de la ráız nula, entonces el rango r, el ı́ndice i, y el signo s de la métrica T2 son

r = n− ro, i = min(r+, r−), s = sgn (r+ − r−).

Demostración: Si α1, . . . , αn son las ráıces del polinomio caracteŕıstico, hay una base ortonormal
e1, . . . , en en que T (ei) = αiei. Luego ei ∗ ej = (Tei) · ej = αiδij y, dividiendo los vectores ei por√
|αi| cuando no es nulo, la matriz de T2 en esta base es diagonal, con ro veces el 0, r+ veces el

1, y r− veces el −1. q.e.d.

Si A = (aij) es la matriz de T2 en una base e1, . . . , en de E, y consideramos el producto
escalar que admite e1, . . . , en como base ortonormal, la matriz de T también es A, porque
(Tej) · ei = ej ∗ ei = aij . Su polinomio caracteŕıstico |xI −A| no es un invariante de T2; pero los
números r+, r−, ro śı lo son.

Definición: Si A es la matriz de una métrica no singular T2, la matriz en otra base es BtAB,
donde B es invertible. Como |BtAB| = |A| · |B|2, el discriminante discT2 = |A| está bien
definido en el grupo k∗/k∗2.

En general, el discriminante de una métrica es el de su parte no singular.

En los espacios de dimensión 1, el discriminante clasifica las métricas no singulares.

Además, disc (E ⊥ E′) = (discE)(discE′).

Lema: Sea Fq un cuerpo finito de caracteŕıstica 6= 2. Si a, b ∈ Fq no son nulos, la ecuación
ax2 + by2 = 1 tiene alguna solución en Fq.

Demostración: Como F2
q tiene q+1

2 elementos (p. 11), también q+1
2 es el cardinal de la imagen

de la aplicación f : Fq → Fq, f(x) = b−1(1− ax2). Luego se cortan, y terminamos.

Teorema: En los cuerpos finitos, las métricas están clasificadas por la dimensión, el rango y el
discriminante.

Demostración: Por inducción sobre el rango r, y cuando r = 1, se debe a que el discriminante
clasifica las métricas no singulares de dimensión 1.

Si r ≥ 2, por el lema anterior e ·e = 1 para algún e ∈ E. Luego E = 〈e〉 ⊥ 〈e〉⊥, y se concluye
aplicando la hipótesis de inducción a 〈e〉⊥, porque discE = disc 〈e〉⊥.

Métricas Hemisimétricas: Una métrica hemisimétrica es una 2-forma Ω2 ∈ Λ2E.

Los razonamientos del caso simétrico siguen siendo válidos; pero, al ser isótropos todos los
vectores, no hay espacios eĺıpticos, y todo espacio no singular es hiperbólico.
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Teorema: El rango clasifica las métricas hemisimétricas, y siempre es par. Toda métrica hemi-
simétrica de rango 2r, en alguna base ω1, . . . , ωn de E∗, es

Ω2 = ω1 ∧ ω2 + . . .+ ω2r−1 ∧ ω2r.

Métricas Hermı́ticas: Sea σ : K → K una involución (σ2 = Id, σ 6= Id) de un cuerpo K.

La igualdad

α =
α+ σα

2
+
α− σα

2
∈ K+ ⊕K−

muestra que K es una extensión de grado 2 de k = K+ = {α ∈ K : σα = α}, y que K = k⊕ kj,
donde j ∈ K−. Pondremos ᾱ = σα, y a = −j2 ∈ k.

Una métrica hermı́tica en un K-espacio vectorial E de dimensión finita es una aplicación
H2 : E × E → K, lineal por la izquierda, semilineal (de automorfismo σ) por la derecha, y tal
que H2(v, e) = H2(e, v).

El ortogonal de V es V ⊥ = {e ∈ E : H2(e, v) = 0,∀v ∈ V }, y el radical es radH2 = E⊥. Si
ponemos

H2(e, v) = T2(e, v) + Ω2(e, v)j ,

tenemos que T2 es una métrica simétrica en el k-espacio vectorial E, que Ω2 es una métrica
hemisimétrica, y que T2(e, v) = Ω2(je, v); ó bien, Ω2(e, v) = a−1T2(e, jv). Por tanto,

1. El ortogonal V ⊥ de un K-subespacio vectorial V ⊆ E es el mismo para H2 y T2. En
particular, radH2 = radT2, y rg T2 = 2 rgH2.

2. H2(e, e) = T2(e, e), y los vectores isótropos de H2 son los de T2.

3. Todo subespacio totalmente isótropo maximal T de H2 también lo es de T2.

Si T ⊕ ke fuera totalmente isótropo para T2, entonces e ∈ T⊥, y H2(e, e) = T2(e, e) = 0; y
T ⊕Ke seŕıa totalmente isótropo para H2.

Teorema: Dos métricas hermı́ticas H2, H
′
2 son equivalentes si, y sólo si sus métricas simétricas

asociadas T2, T
′
2 son equivalentes.

Demostración: Si τ : (E,H2) → (E′, H ′2) es una isometŕıa K-lineal, τ : (E, T2) → (E′, T ′2) es
también una isometŕıa k-lineal,

T2(e, e) = H2(e, e) = H ′2(τe, τe) = T ′2(τe, τe).

Rećıprocamente, si τ : (E, T2) → (E′, T ′2) es una isometŕıa k-lineal, tomamos e ∈ E tal que
T2(e, e) 6= 0 y ponemos e′ = τ(e), de modo que

H ′2(e′, e′) = T ′2(e′, e′) = T2(e, e) = H2(e, e).

Ahora (Ke,H2) ' (Ke′, H ′2); luego (Ke, T2) ' (Ke′, T ′2) y, al ser no singulares, por el
teorema de Witt ((Ke)⊥, T2) ' ((Ke′)⊥, T ′2). Por inducción sobre la dimensión concluimos que
((Ke)⊥, H2) ' ((Ke′)⊥, H ′2), y (E,H2) ' (E′, H ′2).

Corolario: Cuando K = C y σ es la conjugación compleja, las métricas hermı́ticas definido-
positivas (H2(e, e) > 0 cuando e 6= 0) están clasificadas por la dimensión.
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4.3.2. Cuádricas

La forma cuadrática de una métrica T2 es la aplicación q : E → k, q(e) = e2, que se anula
en los vectores isótropos, y determina completamente la métrica:

e · v = 1
2(q(e+ v)− q(e)− q(v)).

Si (aij) = (ei · ej) es la matriz de T2 en una base, la forma cuadrática es

q(x0, . . . , xn) =
∑

i,j aijxixj =
∑

i aiix
2
i +

∑
i<j 2aijxixj .

Una cuádrica en P(E) es una métrica no nula salvo un factor Q = 〈T2〉. Las cuádricas de
P(E) son los puntos de P(S2E). Dos puntos son conjugados respecto deQ si están representados
por vectores ortogonales, y los puntos de Q son los representados por vectores isótropos.

Los puntos singulares de Q son los de su vértice π(radT2).
Si una subvariedad lineal X = π(V ) no está contenida en el vértice, Q∩X denota la cuádrica

que define la restricción de T2 a V . La directriz es la cuádrica no singular Q∩X, donde X es
la subvariedad lineal definida por un suplementario de radE en E.

Si un punto P no es incidente con el vértice, los puntos conjugados de P forman el hiperplano
polar de P . En general, la variedad polar de X = π(V ) es X⊥ = π(V ⊥).

El hiperplano polar de un punto no singular de Q es su hiperplano tangente.
Si Q es no singular, la polaridad φ : E → E∗ es un isomorfismo, y permite definir la cuádrica

dual o envolvente 〈T 2〉 en el dual P(E∗), donde T 2(φe, φv) = T2(e, v).
Los puntos de la cuádrica dual son los hiperplanos tangentes a Q.
Una recta R es tangente a Q en un punto no singular P cuando P ∈ R ⊆ P⊥.
Dos cuádricas 〈T2〉, 〈T ′2〉 en P(E) y P(E′) son proyectivamente equivalentes si alguna

proyectividad π(T ) : P(E)→ P(E′) transforma una en la otra: T ′2(Te, Tv) = λT2(e, v).

Cuando una métrica T2 se multiplica por un factor no nulo λ, el rango y el ı́ndice no vaŕıan;
pero, en el caso real, el signo cambia cuando λ es negativo. Por tanto,

Teorema: Cuando k es algebraicamente cerrado, la dimensión n y el rango r clasifican proyec-
tivamente las cuádricas, y 1 ≤ r ≤ n+ 1.

Teorema: En el caso real, la dimensión n, el rango r y el ı́ndice i clasifican proyectivamente
las cuádricas, y 0 ≤ 2i ≤ r ≤ n+ 1.

Definiciones: Dos cuádricas en un espacio af́ın (P(E), H) son af́ınmente equivalentes si hay
una afinidad (proyectividad que deja invariante H) que transforma una en la otra.

Un centro de una cuádrica es un punto conjugado de todos los puntos del infinito.
Las cuádricas no singulares sin centro (tangentes al infinito) son los paraboloides.
Una recta que pase por un centro es un diámetro si no es tangente, y una aśıntota si es

tangente. Dos diámetros son conjugados cuando lo son sus direcciones.

Lema: Si (r, i) son el rango e ı́ndice de una cuádrica Q, y (r′, i′) son los de su corte con el
infinito H = π(V ), sólo se pueden dar tres casos,

1. V no contiene a radE. En este caso radV = V ∩ radE, y r′ = r, i′ = i.

2. V contiene a radE, y radV = radE. En este caso r′ = r− 1, y i′ = i, i− 1 (según que V
contenga o no un subespacio totalmente isótropo maximal de E).

3. radE es un hiperplano de radV . En este caso r′ = r − 2, i′ = i− 1.
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Demostración: Si el hiperplano V no contiene a radE, entonces E = V ⊥ 〈e〉, e ∈ radE.
Luego radV = V ∩ radE, porque todos los vectores de V son ortogonales a e, y tenemos

una isometŕıa V/radV = E/radE; aśı que r′ = r, i′ = i. Es el caso 1.

Si radV = radE, entonces V/radV es un hiperplano no singular de E/radE.
Luego r′ = r − 1, y i′ = i ó i − 1, según que V/radV contenga un subespacio totalmente

isótropo maximal de E/radE o no. Es el caso 2.

Si la inclusión radE ⊂ radV es estricta, pasando a E/radE podemos suponer que radE = 0.
Entonces dimV ⊥ = 1. Como radV = V ⊥∩V 6= 0, tenemos que dim radV = 1 (luego r′ = r−2),
y V = V ⊥⊥ es el ortogonal de un vector isótropo: i′ = i− 1.

Lema: Si los cortes Q ∩H1, Q ∩H2 de una cuádrica con dos hiperplanos son proyectivamente
equivalentes, hay una proyectividad τ tal que τ(Q) = Q, y τ(H1) = H2.

Demostración: Pongamos Hi = π(Vi), y distingamos los tres casos posibles.

1. Poniendo radE = radVi ⊥ Ti, y Vi = (radVi) ⊥ Fi, tenemos

E = radV1 ⊥ T1 ⊥ F1 = radV2 ⊥ T2 ⊥ F2.

Por hipótesis tenemos una isometŕıa (V1, λT2)→ (V2, T2) y, al ser Ti totalmente isótropo,
se extiende a una isometŕıa T : (E, λT2)→ (E, T2), y T (V1) = V2.

2. Fijamos un suplementario Ē de radE, y poniendo Fi = Vi ∩ Ē, y Ē = Fi ⊥ 〈ei〉, tenemos
que Vi = radE ⊥ Fi, y

E = radE ⊥ F1 ⊥ 〈e1〉 = radE ⊥ F2 ⊥ 〈e2〉

donde a1 = e1 · e1, a2 = e2 · e2 no son nulos. Por hipótesis los espacios (F1, λT2) y (F2, T2)
son isométricos; aśı que, si m = dimF1, en el grupo k∗/k∗2 tenemos

a1discF1 = disc Ē = a2discF2 = a2λ
mdiscF1

y a1 = λma2 en k∗/k∗2. Si m es par, tenemos una isometŕıa 〈e1〉 ' 〈e2〉 que, por el teorema
de Witt, puede extenderse a una isometŕıa T̄ : Ē → Ē, que transforma 〈e1〉⊥ = F1 en
〈e2〉⊥ = F2. Ahora la isometŕıa Id⊕ T̄ : radE ⊥ Ē → radE ⊥ Ē transforma V1 en V2.

Si m es impar, a2 = λa1 en k∗/k∗2, y (〈e1〉, λT2) ' (〈e2〉, T2). Como también (F1, λT2) '
(F2, T2), tenemos una isometŕıa T : (E, λT2)→ (E, T2), y T (V1) = V2.

3. Pongamos radVi = radE ⊥ 〈ei〉, y sea Ēi un suplementario de radE que contenga a
〈ei〉. El ortogonal de 〈ei〉 en Ēi es precisamente Vi ∩ Ēi. Ahora, Ē1 y Ē2 son isométricos
y no singulares, y por el teorema de Witt la isometŕıa 〈e1〉 ' 〈e2〉 se extiende a una
isometŕıa Ē1 → Ē2, que transformará V1 ∩ Ē1 en V2 ∩ Ē2. Obtenemos una isometŕıa
T : radE ⊥ Ē1 → radE ⊥ Ē2, y T (V1) = V2.

Teorema: La condición necesaria y suficiente para que dos cuádricas sean af́ınmente equivalen-
tes es que sean proyectivamente equivalentes ellas, y sus cortes con el infinito.

Demostración: SiQ yQ′ son proyectivamente equivalentes,Q′ = τ(Q) para alguna proyectividad
τ , de modo que Q∩H y Q′∩ τ(H) son proyectivamente equivalentes. Si además Q∩H y Q′∩H
son proyectivamente equivalentes, tendremos que Q′ ∩ τ(H) y Q′ ∩H también lo son.

Por el lema, σ(Q′) = Q′, y σ(τH) = H para alguna proyectividad σ.
Luego Q′ = στQ, y στ(H) = H.
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4.3.3. Geometŕıa Eucĺıdea y Geometŕıas No Eucĺıdeas

Dar una estructura eucĺıdea en un espacio af́ın An es dar un producto escalar Ω2 en su espacio
de vectores libres V , bien definido salvo un factor positivo. Es decir, es fijar una cuádrica 〈Ω2〉 no
singular y de ı́ndice 0 en el infinito H = π(V ), llamada cuádrica del absoluto, lo que reduce la
Geometŕıa Eucĺıdea a la Geometŕıa Proyectiva. Un sistema de referencia af́ın (P0, . . . , Pn;U) es
eucĺıdeo cuando alguna base normalizada e0, . . . , en cumple que e1, . . . , en es base ortonormal,
de modo que la ecuación del absoluto es x2

1 + . . .+ x2
n = 0.

Una afinidad τ : Pn → Pn es una semejanza si deja invariante al absoluto, τΩ2 = ρ2Ω2

(donde τ denota la afinidad y su representante lineal normalizado, que induce la identidad en
E/V ) para cierto número real positivo ρ, la razón de semejanza de τ . Los movimientos
son las semejanzas de razón 1 y, en la geometŕıa eucĺıdea, dos cuádricas se consideran iguales si
algún movimiento transforma una en la otra.

Lema: Sean Q1, Q2 los punto de corte de una recta P1 + P2 con una cuádrica Q = 〈T2〉. Si φ
es un número complejo3 tal que cosφ = e1·e2√

e21·e22
, donde Pi = π(ei), entonces

(P1, P2;Q1, Q2) = e2φi.

Demostración: Qi = π(αie1 + e2), donde α1, α2 son las ráıces de e2
1t

2 + 2(e1 · e2)t+ e2
2. Luego

(P1, P2;Q1, Q2) =
α2

α1
=
e1 · e2 +

√
(e1 · e2)2 − e2

1e
2
2

e1 · e2 −
√

(e1 · e2)2 − e2
1e

2
2

=

e1·e2√
e21·e22

+
√

(e1·e2)2

e21·e22
− 1

e1·e2√
e21·e22

−
√

(e1·e2)2

e21·e22
− 1

=
cosφ+

√
cos2 φ− 1

cosφ−
√

cos2 φ− 1
=

cosφ+ i sinφ

cosφ− i sinφ
=

eφi

e−φi
= e2φi.

Definición: Como el punto del infinito de una recta está representado por la dirección de la
recta, el lema muestra que podemos definir el ángulo que forman dos rectas concurrentes r1, r2

como φ = | 12i ln (r1, r2; i, j)|, donde i, j son las rectas autoconjugadas para el absoluto en el haz
de rectas que determinan r1 y r2.

Las rectas son perpendiculares cuando (r1, r2; i, j) = −1; es decir, φ = π/2.

Sea Q una cuádrica de rango r. Como todo endomorfismo simétrico diagonaliza en una base
ortonormal (p. 102) hay referencias eucĺıdeas en que el corte con el infinito Q∩H es

a1x
2
1 + . . .+ ar′x

2
r′ = 0

y vamos a ver dónde situar el origen P0 del sistema para que la ecuación de la cuádrica sea
sencilla. Distingamos los tres casos posibles (p. 105), suponiendo que radE = 0 (si radE 6= 0,
la ecuación es la misma, basta poner E = Ē ⊥ radE):

1. El vértice tiene un punto propio P0, y la cuádrica es: a1y
2
1 + . . .+ ary

2
r = 0.

2. El polo del infinito es un centro P0, y la cuádrica es: a1y
2
1 + . . .+ ar−1y

2
r−1 = 1.

3. La cuádrica es un paraboloide tangente al infinito en un punto, digamos P1 (y por tanto
a1 = 0). La variedad polar de P2 + . . . + Pn es una recta que pasa por P1 y corta a la
cuádrica en un punto propio P0, y la cuádrica es: a2y

2
2 + . . .+ ar−1y

2
r−1 = y1.

3Bien definido salvo el signo y múltiplos enteros de π, y φ es real cuando Q1, Q2 son puntos complejos con-
jugados, (e1 · e2)2 < e21 · e22. Como cos di = cosh d = 1

2
(ed + e−d), puede elegirse imaginario puro φ = di cuando

Q1, Q2 son puntos reales, (e1 · e2)2 ≥ e21 · e22, que no separan a P1 y P2 (i.e., e21 y e22 tienen igual signo).
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En la Geometŕıa Eucĺıdea (o parabólica) el absoluto puede verse como una cuádrica singular
imaginaria 〈Ω2〉 en el espacio dual P∗n, con vértice en el punto correspondiente al hiperplano del
infinito. La perpendicularidad es la relación de conjugación que define esta cuádrica, los puntos
propios son los que definen en P∗n hiperplanos que no la cortan en puntos reales, y las rectas son
las que pasan por algún punto propio. Las Geometŕıas no Eucĺıdeas se obtienen tomando como
absoluto una cuádrica no singular en Pn (no reglada, para que haya puntos propios).

Aśı, la Geometŕıa Eucĺıdea y las no Eucĺıdeas se reducen a la Geometŕıa Proyectiva.

Geometŕıa Hiperbólica: El absoluto 〈Ω2〉 es una cuádrica real de ı́ndice 1, que es la envolvente
de una cuádrica real Q = 〈Ω2〉 del espacio Pn.

Los puntos propios de la geometŕıa son los puntos interiores (sin tangentes reales) de Q, y
los puntos del infinito son los de Q. Las rectas son las que cortan a Q en dos puntos distintos,
y el ángulo que forman dos rectas concurrentes r1, r2 es φ = | 1

2i ln (r1, r2; i, j)|, donde i, j son las
rectas autoconjugadas para el absoluto en el haz de rectas que determinan r1 y r2 (las tangentes
a Q, que son rectas imaginarias conjugadas). En esta geometŕıa el concepto de distancia es
absoluto (¡hay unidad de longitud canónica!),

d(P1, P2) = |12 ln (P1, P2;Q1, Q2)| = arc cosh

(
|e1 · e2|√
e2

1 · e2
2

)

donde Pi = π(ei) y la recta P1 + P2 corta a Q en los puntos Q1, Q2 (la razón doble es positiva
porque Q1, Q2 no separan a P1, P2). Las rectas tienen longitud infinita, y no se cumple el quinto
postulado: por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas. El quinto postulado de
Euclides es independiente de los otros cuatro.

Geometŕıa Eĺıptica: El absoluto 〈Ω2〉 es una cuádrica imaginaria, que es la envolvente de
una cuádrica imaginaria Q = 〈Ω2〉 del espacio Pn. Los puntos propios de la geometŕıa son
todos los puntos, aśı que tampoco cumple el quinto postulado, pues no hay paralelas. El ángulo
formado por dos rectas se define como φ = | 12i ln (r1, r2; i, j)|, y también tenemos una distancia

absoluta d(P1, P2) = | 12i ln (P1, P2;Q1, Q2)| = arc cos
(
|e1·e2|
|e1|·|e2|

)
, donde ahora Q1, Q2 son puntos

imaginarios conjugados. Las rectas tienen longitud finita π, y no hay rectas paralelas.
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4.4. Módulos sobre Dominios de Ideales Principales

Sea A un dominio de ideales principales. Las demostraciones dadas en 1.5 prueban que
dA = aA+ bA, donde d = m.c.d.(a, b), y se obtiene la identidad de Bézout

d = αa+ βb; α, β ∈ A,

y el lema de Euclides: los ideales primos no nulos de A son los ideales pA, donde p es irreducible.
También es válida la demostración de la unicidad de la descomposición en factores irreducibles;
pero, en cuanto a la existencia, se ha de modificar el razonamiento:

Si un elemento propio a ∈ A no es producto de irreducibles, tendremos a = bc, donde
aA ⊂ bA, aA ⊂ cA, y algún factor es propio y no es producto de irreducibles.

Obtenemos aśı una sucesión creciente infinita de ideales de A, lo que es contradictorio, pues

Lema: Toda cadena de ideales I1 ⊆ I2 ⊆ . . . estabiliza, In = In+1 = . . ..

Demostración: Si c genera el ideal ∪iIi, entonces c ∈ In para algún n.

Las inclusiones In ⊆ In+j ⊆ ∪iIi = cA ⊆ In prueban que In = In+j , ∀j > 0.

Definición: Sea A un anillo ı́ntegro arbitrario, Σ su cuerpo de fracciones, M un A-módulo, y
MΣ = M ⊗A Σ su localización por A− {0}. El rango de M es rgM = dim ΣMΣ.

Si 0→M ′ →M →M ′′ → 0 es exacta, rgM = rgM ′ + rgM ′′. Además rgAr = r.

Lema: Todo submódulo M de un módulo libre L de rango r es libre y de rango ≤ r.

Demostración: Por inducción sobre r. Si r = 1, entonces M ' aA ' A ó 0.

Si r > 1, descomponemos L = L′ ⊕ L′′ en suma directa de dos módulos libres de rangos
r′, r′′ < r, y tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas

0 −→ L′ −→ L
π−−→ L′′ −→ 0

∪ ∪ ∪
0 −→ M ′ = M ∩ L′ −→ M

π−−→ M ′′ = π(M) −→ 0

Por inducción, M ′ y M ′′ son libres, de rangos acotados por r′ y r′′. Al ser M ′′ libre, la
segunda sucesión exacta rompe, y M 'M ′ ⊕M ′′ es libre, de rango ≤ r′ + r′′ = r.

Corolario: Todo submódulo de un módulo finito generado también es finito.

Demostración: Todo módulo finito generado es cociente de algún Ar.

Definición: El núcleo del morfismo de localización M → MΣ es el submódulo de torsión
T (M), y está formado por los elementos de anulador no nulo.

Un módulo M es de torsión si M = T (M), y carece de torsión si T (M) = 0.

Lema: Todo módulo finito generado y sin torsión M es libre.

Demostración: Sea m1, . . . ,mn es un sistema de generadores de M , donde m1, . . . ,mr son li-
nealmente independientes y aimi ∈ Am1 + . . .+Amr, con ai 6= 0. Sea b = ar+1 . . . an 6= 0.

Como bM es un submódulo del módulo libre Am1 + . . .+Amr, es libre.

Si M carece de torsión, M → bM , m 7→ bm, es un isomorfismo, y terminamos.
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Teorema: Todo módulo finito generado descompone, de modo único salvo isomorfismos, en
suma directa de un módulo libre y otro de torsión

M ' Ar ⊕ T (M), r = rgM.

Demostración: M/T (M) carece de torsión; luego es libre y la sucesión exacta

0 −→ T (M) −→M −→M/T (M) −→ 0

rompe, de modo que M ' (M/T (M))⊕ T (M).
En cuanto a la unicidad, si M ' L⊕T , donde L es libre y T de torsión, localizando tenemos

que MΣ ' LΣ, y L es libre de rango r = rgM . Además,

T (M) ' T (L)⊕ T (T ) = 0⊕ T = T.

Definición: Si M es un módulo sobre un anillo arbitrario A, el ideal anulador de M es
AnnM = {b ∈ A : bM = 0}. Cuando A es un dominio de ideales principales, su generador a es
el anulador de M , y está bien definido salvo un factor invertible.

En general pondremos Ker b = {m ∈M : bm = 0}, de modo que Ker a = M .

Los módulos finito generados de torsión tienen anulador a 6= 0, y son de longitud finita,
porque lo es A/aA. Por otra parte, Ann(M1 ⊕M2) = Ann(M1) ∩Ann(M2).

Lema: Si p y q son primos entre śı, Ker pq = Ker p⊕Ker q.

Demostración: (Ver p. 20). Por la Identidad de Bézout, 1 = λp+µq, para todo m ∈M se cumple

m = λpm+ µqm.

Si m ∈ Ker pq, entonces λpm ∈ Ker q, y µqm ∈ Ker p; luego Ker pq = Ker p+ Ker q.
Además, si m ∈ Ker p ∩Ker q, entonces m = λpm+ µqm = 0 + 0 = 0.

Primer Teorema de Descomposición: Si a = pn1
1 . . . pnss es la descomposición en factores

irreducibles del anulador de un módulo finito generado de torsión M , entonces M descompone
de modo único en suma directa de submódulos anulados por pnii ,

M = Ker pn1
1 ⊕ . . .⊕Ker pnss .

Demostración: Como M = Ker a, la existencia se sigue del lema anterior.
En cuanto a la unicidad, si M = M1⊕ . . .⊕Ms. donde pnii Mi = 0, entonces Mi ⊆ Ker pnii , y

si alguna inclusión fuera estricta, también lo seŕıa M = ⊕iMi ⊂ ⊕iKer pnii = M . Absurdo.

Definición: Un módulo finito generado es primario si está anulado por una potencia de un
irreducible p ∈ A. Los módulos A/pnA son los monógenos primarios.

Segundo Teorema de Descomposición: Todo módulo primario M descompone, de modo
único salvo isomorfismos, en suma directa de monógenos primarios

M ' (A/pn1A)⊕ . . .⊕ (A/pnsA), n1 ≥ · · · ≥ ns.

Demostración: Consideremos un sistema mı́nimo de generadores m1, . . . ,ms de M , y procedamos
por inducción sobre s, pues el teorema es obvio cuando M es monógeno.

Si el anulador de M es pn, algún generador, digamos m1, no está anulado por pn−1.
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Tenemos una sucesión exacta de módulos sobre el anillo B = A/pnA,

0 −→ B = Am1 −→M −→ M̄ −→ 0

que rompe, porque B es un B-módulo inyectivo (pág. 62). Luego M ' A/pnA ⊕ M̄ , donde M̄
está generado por m̄2, . . . , m̄s, y por inducción se obtiene la existencia.

Para la unicidad ponemos k = A/pA.
Si νj es el número de sumandos A/pjA que hay en una descomposición de M , al ser

(piA/pjA)⊗A k ' k cuando 0 ≤ i < j, vemos que νj no depende de la descomposición:

dimk(M ⊗ k) = ν1 + . . .+ νn

dimk((pM)⊗A k) = ν2 + . . .+ νn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

dimk((p
n−1M)⊗A k) = νn

4.4.1. Clasificación de Módulos

Todo módulo finito generado M descompone de modo único en la forma

M ' (A⊕ r. . . ⊕A)⊕
(⊕
i,j
A/p

nij
i A

)
donde r es el rango de M y los elementos pi son irreducibles. Las potencias p

nij
i , bien definidas

salvo factores invertibles, son los divisores elementales de M .

Teorema de Clasificación : Dos módulos finito generados son isomorfos si y sólo si tienen el
mismo rango y los mismos divisores elementales.

Definición: El álgebra tensorial de un módulo M sobre un anillo arbitrario A es

T •M =
⊕

nM
⊗n = A⊕M ⊕ (M ⊗AM)⊕ . . .

y es un álgebra (no conmutativa) con un morfismo canónico M → T •M tal que todo morfismo
de A-módulos M → B en una A-álgebra (no conmutativa) B factoriza de modo único a través
de un morfismo de A-álgebras T •M → B.

El álgebra exterior de M es el cociente de T •M por el ideal bilátero I generado por los
elementos de la forma m⊗m:

(T •M)/I = Λ•M =
⊕

nΛnM

y Λ0M = A y Λ1M = M porque I no tiene elementos de grado 0 ni 1.
Como el producto tensorial conmuta con cambios de base A→ B, el álgebra exterior también,

(Λ•M)⊗A B = Λ•(MB), y por tanto conmuta con localizaciones.
El álgebra exterior es un álgebra anticonmutativa:

anbm = (−1)nmbman; an ∈ ΛnM, bm ∈ ΛmM.

Proposición: Λ•(M⊕N) = (Λ•M)⊗A(Λ•N), donde (Λ•M)⊗A(Λ•N) es álgebra con el producto
(an ⊗ bm)(ar ⊗ bs) = (−1)mranar ⊗ bmbs.

Demostración: El morfismo natural M ⊕N → (Λ•M)⊗ (Λ•N) induce un morfismo de álgebras
T •(M ⊕N)→ (Λ•M)⊗ (Λ•N) que factoriza a través de Λ•(M ⊕N).
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Los morfismos naturales Λ•M → Λ•(M ⊕ N), Λ•N → Λ•(M ⊕ N) inducen un morfismo
(Λ•M)⊗ (Λ•N)→ Λ•(M ⊕N) que es el inverso del anterior.

Corolario: Si L es un módulo libre de rango n, ΛpL es un módulo libre de rango
(
n
p

)
. Por tanto,

si M es monógeno, ΛpM = 0 para todo p > 1.

Definición: El factor invariante φj de M es el anulador de ΛjM , donde j ≥ 1.

Teorema: Los factores invariantes clasifican los módulos finitos. Si r es el rango de M , y p
nij
i

sus divisores elementales (ni1 ≥ ni2 ≥ . . .), entonces

φ1 = . . . = φr = 0, φr+j = p
n1j

1 p
n2j

2 . . .

M ' A/φ1A⊕ . . .⊕A/φdA.

Demostración: Tenemos que

Λ•(N1 ⊕N2) = (Λ•N1)⊗A (Λ•N2),

Λ•N = A⊕N, cuando N es monógeno,

A/I ⊗A A/J = A/(I + J);

luego el anulador φjA de ΛjM es la intersección de todas las sumas de j ideales de la familia

0, r. . ., 0, (p
nij
i ).

Ahora está claro que φ1 = . . . = φr = 0, y que φr+jA =
∏
i p
nij
i A.

Del teorema chino del resto se sigue que

M ' A/φ1A⊕ . . .⊕A/φdA.

Definición: Consideremos una presentación L′n
f−−→ Lm

π−−→ M −→ 0, donde L′n y Lm son
módulos libres de rangos n y m. El i-ésimo ideal de Fitting de M es la imagen Fi(M) = ciA
del morfismo

Λm−iL′ ⊗ (Λm−iL)∗
Λf⊗1−−−−−→ Λm−iL⊗ (Λm−iL)∗ −→ A

y está generado por los menores de orden m− i de la matriz de f .
Por convenio, Fi = 0 cuando m− i > n, y Fi = A cuando m− i < 1.

Proposición: ci = φi+1 · · ·φd; es decir, φi = ci−1

ci
.

Demostración: Localizando en un punto de SpecA podemos suponer que A es un anillo local,
de cuerpo residual k = A/pA.

Una descomposición

M = A/φ1A⊕ . . .⊕A/φdA = A⊕ r. . . ⊕A⊕A/φr+1 ⊕ . . .⊕A/φdA,

define d generadores m1, . . . ,md de M , y consideramos la sucesión exacta

L′n ⊗A k
f−−→ Lm ⊗A k

π−−→M ⊗A k = kd −→ 0

Por Nakayama, hay una base e1, . . . , em de L tal que π(ei) = mi.
Si π(ej) =

∑
i aijmi, sustituyendo ej por ej −

∑
i aijei tenemos que π(ej) = 0, j > d, de

modo que φr+1er+1, . . . , φded, ed+1, . . . , em es base de Kerπ.
Procediendo igualmente con L′, obtenemos bases en que la matriz de f tiene todos los

coeficientes nulos, salvo algunos de la diagonal, que son φr+1, . . . , φd, 1,m−d. . . , 1.
Ahora el teorema es evidente.
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Clasificación de Grupos Abelianos

1. Los factores invariantes clasifican los grupos abelianos finito generados.

2. Todo grupo abeliano finito generado descompone en suma directa de grupos ćıclicos infi-
nitos y de grupos ćıclicos de órdenes potencias pn de números primos.

3. Todo grupo abeliano de orden n tiene subgrupos de orden cualquier divisor de n.

En efecto, pn−iZ/pnZ es un subgrupo de Z/pnZ de orden pi.

Corolario: Un sistema de ecuaciones diofánticas lineales AX = B admite solución entera si y
sólo si las matrices A y (A|B) tienen igual rango r, y cr(A) = cr(A|B).

Demostración: Consideremos el morfismo f : Zn → Zm, f(X) = AX. El rango de M = Zm/Im f
es rg(M) = m− rg(A), y el orden del subgrupo de torsión de M es cr(A).

Si el sistema tiene solución, M = M/ZB, y ci(A) = ci(A|B) para todo ı́ndice i.
Si carece de solución entera, entonces B 6= 0 en M .
Si B no es de torsión, rg(M/ZB) = rg(M)− 1, y rg(A|B) = rg(A) + 1.
Si B es de torsión, entonces la torsión de M/ZB es menor que la de M , y cr(A) 6= cr(A|B).

Clasificación de Endomorfismos

Sea T un endomorfismo de un k-espacio vectorial E de dimensión finita n. Pondremos

p(x) · e = p(T )(e); p(x) ∈ k[x], e ∈ E.

Este k[x]-módulo se denota ET , es finito generado y de torsión, porque dim kE < ∞, y sus
submódulos son los subespacios vectoriales invariantes, T (V ) ⊆ V .

Dos endomorfismos T, T ′ de E son equivalentes si los correspondientes módulos son iso-
morfos, ET ' ET ′ ; es decir, si existe un automorfismo lineal τ de E tal que

T ′ = τ ◦ T ◦ τ−1.

Los factores invariantes, etc. de T son los del k[x]-módulo ET , y vamos a calcularlos a partir
de la matriz A de T en una base e1, . . . , en de E. Consideremos la sucesión exacta

0 −→ k[x, y]
(x−y)·−−−−−→ k[x, y] −→ k[x] −→ 0,

0 −→k[x]⊗k k[x]
x⊗1−1⊗x−−−−−−−→ k[x]⊗k k[x] −→ k[x] −→ 0,

que rompe porque el último término es libre. Aplicando (−)⊗k[x] ET obtenemos

0 −→ k[x]⊗k E
x⊗1−1⊗T−−−−−−−→ k[x]⊗k E −→ ET −→ 0,

donde 1⊗ e1, . . . , 1⊗ en es base de k[x]⊗k E, y la matriz de x⊗ 1− 1⊗ T es xI −A.

Teorema: Si ci es el máximo común divisor de los menores de orden n− i de la matriz xI −A,
los factores invariantes de T son φi = ci−1

ci
.

Nota: c0 = |xI − A| es el polinomio caracteŕıstico de T , y es el producto de todos los factores
invariantes, c0 = φ1 . . . φd. El polinomio caracteŕıstico es múltiplo del polinomio anulador, y
ambos tienen los mismos factores irreducibles.
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Lema: 1, x− α, . . . , (x− α)n−1 forman una base de k[x]/((x− α)n).

Demostración: 1, y, . . . , yn−1 es una base de k[y]/(yn), donde y = x− α. q.e.d.

Cuando ET ' k[x]/((x− α)n), la matriz de T en la base ej = (x− α)j−1 del lema es

T (ej) = x · (x− α)j−1 = (x− α)(x− α)j−1 + α(x− α)j−1 = ej+1 + αej ,
α
1 α

. . .
. . .

1 α

 (4.1)

y si los divisores elementales de T son (x−αi)nij , en una base la matriz de T es una matriz de
Jordan (donde Bij es una matriz nij × nij de la forma 4.1, con αi en la diagonal):

. . .

Bij
. . .

 (4.2)

lo que da las ecuaciones reducidas de los endomorfismos cuando k es algebraicamente cerrado.
En el caso del cuerpo k = R, si consideremos un número imaginario α = a + bi, b 6= 0,

tenemos que (x− α)(x− ᾱ) = x2 − 2ax+ (a2 + b2) es irreducible en R[x], y

Lema: R[x]/((x− α)n(x− ᾱ)n) = C[x]/((x− α)n), isomorfismo de R[x]-módulos.

Demostración: El anulador de C[x]/((x − α)n) es múltiplo de (x − α)n(x − ᾱ)n, porque tiene
coeficientes reales. Se concluye porque dimRC[x]/((x− α)n) = 2n. q.e.d.

La matriz de T en la base {ej = (x− α)j−1, e′j = i(x− α)j−1} es

T (ej) = x · (x− α)j−1 = (x− α)j + α(x− α)j−1

= (x− α)j + a(x− α)j−1 + bi(x− α)j−1 = ej+1 + aej + be′j

T (e′j) = x · i(x− α)j−1 = i(x− α)j + iα(x− α)j−1

= i(x− α)j + ai(x− α)j−1 − b(x− α)j−1 = e′j+1 + ae′j − bej
A
I A

. . .
. . .

I A

 , A =

(
a −b
b a

)
, I =

(
1 0
0 1

)
(4.3)

En general, en una base de E la matriz de T es una matriz de Jordan 4.2, donde las matrices
Bij son de la forma 4.1 ó 4.3.

Clasificación de Proyectividades

Dos proyectividades τ, τ ′ : P(E) → P(E) son equivalentes si τ ′ = στσ−1 para alguna pro-
yectividad σ (si T y T ′ son representantes lineales de τ y τ ′, esto significa que los endomorfismos
T ′ y λT son equivalentes para cierta constante no nula λ ∈ k).

P(E)
τ //

σ

��

P(E)

σ

��
P(E)

τ ′ // P(E)
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Lema: Si φi(x) son los factores invariantes de un endomorfismo T , los factores invariantes de
λT (con λ 6= 0) son los polinomios φi(x/λ).

Demostración. E = k[x]/(φ1(x))⊕ . . .⊕ k[x]/(φn(x)). Poniendo y = λx,

E ' k[y]/(φ1( yλ))⊕ . . .⊕ k[y]/(φn( yλ))

donde la estructura de k[y]-módulo de E es la que define el endomorfismo λT .
Este isomorfismo nos dice que los factores invariantes de λT son los polinomios φi(

y
λ).

Teorema: Dos proyectividades son equivalentes si y sólo si los factores invariantes de sus re-
presentantes tienen ráıces proporcionales (y no nulas), φ′i(x) = φi(λx).

Homograf́ıas de P1,C

φ1 = (t− 1)(t− a) θ′ = aθ 2 puntos fijos
φ1 = (t− 1)2 θ′ = θ + 1 un único punto fijo
φ1 = φ2 = t− 1 θ′ = θ la identidad

Proyectividades de P2,C

φ1 = (t− 1)(t− a)(t− b) x′ = ax, y′ = by 3 puntos fijos
φ1 = (t− 1)2(t− a) x′ = x+ 1, y′ = ay 2 puntos fijos
φ1 = (t− 1)3 x′ = x+ 1, y′ = x+ y un único punto fijo
φ1 = (t− 1)(t− a), φ2 = t− 1 x′ = x, y′ = ay 1 recta y 1 aislado
φ1 = (t− 1)2, φ2 = t− 1 x′ = x+ 1, y′ = y 1 recta de puntos fijos
φ1 = φ2 = φ3 = t− 1 x′ = x, y′ = y la identidad

Proyectividades de P3,C

φ1 = (t− 1)(t− a)(t− b)(t− c) x′ = ax, y′ = by, z′ = cz 4 puntos fijos
φ1 = (t− 1)2(t− a)(t− b) x′ = x+ 1, y′ = ay, z′ = bz 3 puntos fijos
φ1 = (x− 1)2(t− a)2 x′ = x+ 1, y′ = ay, z′ = y + az 2 puntos fijos
φ1 = (t− 1)3(t− a) x′ = x+ 1, y′ = x+ y, z′ = az 2 puntos fijos
φ1 = (t− 1)4 x′ = x+ 1, y′ = x+ y, z′ = y + z 1 punto fijo
φ1 = (t− 1)(t− a)(t− b), φ2 = t− 1 x′ = x, y′ = ay, z′ = bz 1 recta y 2 aislados
φ1 = (t− 1)2(t− a), φ2 = t− 1 x′ = x+ 1, y′ = y, z′ = az 1 recta y 1 aislado
φ1 = (t− 1)2(t− a), φ2 = t− a x′ = x+ 1, y′ = ay, z′ = az 1 recta y 1 aislado
φ1 = (t− 1)3, φ2 = t− 1 x′ = x+ 1, y′ = x+ y, z′ = z 1 recta
φ1 = φ2 = (t− 1)(t− a) x′ = x, y′ = ay, z′ = az 2 rectas
φ1 = (t− 1)(t− a), φ2 = φ3 = t− 1 x′ = x, y′ = y, z′ = az 1 plano y 1 aislado
φ1 = (t− 1)2, φ2 = φ3 = t− 1 x′ = x+ 1, y′ = y, z′ = z 1 plano
φ1 = φ2 = (t− 1)2 x′ = x+ 1, y′ = y, z′ = y + z 1 recta
φ1 = φ2 = φ3 = φ4 = t− 1 x′ = x, y′ = y, z′ = z la identidad

4.4.2. El Grupo K de Grothendieck

Dar una función aditiva sobre la categoŕıa C de A-módulos finito generados es asignar a
cada A-módulo finito generado M un elemento χ(M) de un grupo abeliano dado, de modo que
χ(M) = χ(M ′) + χ(M ′′) para toda sucesión exacta

(∗) 0 −→M ′ −→M −→M ′′ −→ 0
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Una función aditiva ξ : C → K es universal si cualquier otra función aditiva χ : C → G
factoriza de modo único a través de ξ: existe un único morfismo de grupos f : K → G tal que
χ = f ◦ ξ. Si ξ1 : C → K1, ξ2 : C → K2 son dos funciones aditivas universales, existe un único
isomorfismo de grupos f : K1 → K2 tal que ξ2 = f ◦ ξ1.

La existencia de una función aditiva universal se sigue del teorema de representabilidad;
pero es sencillo construirla directamente. Consideremos el grupo abeliano libre generado por las
clases de isomorfismo de módulos finitos, y su cociente K(A) por el subgrupo generado por los
elementos M −M ′ −M ′′, uno para cada sucesión exacta (∗), de modo que, si [M ] denota la
clase de M , en K(A) tenemos que [M ] = [M ′] + [M ′′] y, para cada función aditiva χ tenemos
un único morfismo de grupos f : K(A)→ G tal que χ(M) = f([M ]).

Nótese que [M ⊕ N ] = [M ] + [N ], de modo que todo elemento de K(A) es de la forma
[M1]− [M2], aunque no de modo único.

Igualmente tendremos un grupo K de los A-módulos de longitud finita, Klf (A), de los A-
módulos proyectivos finito generados, etc.

Ejemplo: Si A es un dominio de ideales principales, los teoremas de descomposición muestran
que en K(A) tenemos que [M ] = r[A] +

∑
ij [A/p

nij
i ]. Además, la sucesión exacta

0 −→ A
f−−→ A −→ A/fA −→ 0

muestra que [A/fA] = [A] − [A] = 0 cuando f 6= 0. Luego [M ] = r[A], y rg : K(A) → Z es un
isomorfismo. En este caso el rango es la función aditiva universal.

Definición: Si A es un dominio de ideales principales, los divisores de X = SpecA son las
combinaciones formales finitas con coeficientes enteros n1x1 + . . . + nsxs de puntos cerrados, y
forman un grupo abeliano Div(X). El divisor de una función f = pn1

1 . . . pnss ∈ A es

D(f) = n1x1 + . . .+ nsxs, mxi = piA.

Ejemplos: D : Q∗+ → Div(SpecZ) es un isomorfismo de grupos.

Div(Spec k[x]) es isomorfo al grupo multiplicativo de las funciones racionales xn+...
xm+... , donde

cada función racional f/g se corresponde con D(f)−D(g).

Teorema: El producto de los divisores elementales, c0 =
∏
i,j p

nij
i =

∏
i φi, define la función

aditiva universal sobre los A-módulos de longitud finita:

Klf (A) = Div(X), [M ] 7→ D(c0(M)) =
∑

i,j nijxi.

Demostración: Sabemos que M = M1 ⊕ . . .⊕Ms, Mi '
⊕

j A/p
nij
i A. Como l(A/pni A) = n,

D(c0(M)) =
∑

i(
∑

j nij)xi = l(M1)x1 + . . .+ l(Ms)xs,

y ésta es una función aditiva porque lo es la longitud.

Luego define un morfismo de grupos Klf (A) → Div(X), [A/mx] 7→ x, y es isomorfismo
porque los elementos [A/mx] generan Klf (A), pues [A/pnA] = n[A/pA], como muestran las
sucesiones exactas

0 −→ A/pA
pn−−−→ A/pn+1A −→ A/pnA −→ 0

Corolario: En los grupos abelianos finitos, el orden es la función aditiva universal.

En los endomorfismos, el polinomio caracteŕıstico es la función aditiva universal.
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4.5. Pares de Métricas

T2, T
′
2 métricas simétricas en un espacio vectorial E de dimensión finita sobre un cuerpo k

de caracteŕıstica 6= 2, y T2 no singular.

e · v = T2(e, v) , e ∗ v = T ′2(e, v)

(Te) · v = e ∗ v = e · (Tv)

Este endomorfismo T induce una estructura de k[x]-módulo en E.

1. La polaridad φ : E → E∗ asociada a T2 es un isomorfismo de k[x]-módulos.

2. El ortogonal (para T2) de un submódulo también es un submódulo.

3. Si dos submódulos son ortogonales para T2, también lo son para T ′2.

4. El radical (para T2) de un submódulo está contenido en su radical para T ′2.

5. Si T̄ : Ē → Ē es el endomorfismo asociado a otro par de métricas (T̄2, T̄
′
2), un isomorfismo

k-lineal ET
∼−→ ĒT̄ transforma el par (T2, T

′
2) en (T̄2, T̄

′
2) si y sólo si es un isomorfismo de

k[x]-módulos que transforma T2 en T̄2.

Primer Teorema de Descomposición: Sea p = pn1
1 . . . pnss la descomposición en factores

irreducibles del polinomio anulador de T . La descomposición en suma directa de submódulos
anulados por pnii es ortogonal para ambas métricas:

E = E1 ⊥ . . . ⊥ Es , Ei = Ker pnii .

Demostración: φ : E → E∗ = E∗1 ⊕ . . . ⊕ E∗s es un isomorfismo de módulos, y pnii anula a
E∗i = {ω ∈ E∗ : ω(Ej) = 0, j 6= i}. Luego φ(Ei) = E∗i , y Ei · Ej = 0 cuando j 6= i.

Definición: Un k[x]-módulo es homogéneo si es suma directa de módulos monógenos de igual
anulador pn, con p irreducible: M ' A/pn ⊕ . . .⊕A/pn.

Segundo Teorema de Descomposición: E es suma ortogonal de módulos homogéneos.

Demostración: Podemos suponer que E = Hn ⊕ . . .⊕H1, donde Hi es homogéneo, de anulador
pi. El punto radica en que Hn es no singular, pues su radical es un submódulo y, si no fuera
nulo, tendŕıa un elemento pn−1e 6= 0, que estaŕıa en el radical de E:

pn−1e ·Hi = e · pn−1Hi = 0 , i ≤ n− 1 .

Ahora E = Hn ⊥ H⊥n , y se termina por inducción. q.e.d.

Nos queda el caso en que E es homogéneo, de anulador pn. Tenemos la filtración

E = En ⊃ En−1 ⊃ . . . ⊃ E1 ⊃ E0 = 0 , Ei = Pn−iE .

1. dimEi = i dimE1 , porque p : Ei → Ei−1 es un epimorfismo de núcleo E1.

2. Ei · Ej = 0 , cuando i+ j ≤ n, porque pn−iE · pn−jE = E · p2n−i−jE = 0.

3. E1 = E⊥n−1 = radEn−1 , porque E1 ⊂ E⊥n−1, y ambos tienen igual dimensión.
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Tercer Teorema de Descomposición: Existen subespacios Fi ⊂ Ei tales que

1. E = Fn ⊕ Fn−1 ⊕ . . .⊕ F1 .

2. p define un isomorfismo p : Fi → Fi−1, i ≥ 2.

3. Fi · Fj = 0 , cuando i+ j 6= n+ 1 .

Demostración: Cuando n = 1, tomamos F1 = E1. Si n = 2, F1 = E1 es totalmente isótropo, aśı
que existe otro subespacio totalmente isótropo F2 tal que E = F2 ⊕ F1, y terminamos.

Sea n ≥ 3, y sean T̄2, T̄ ′2, T̄ las proyecciones de T2, T ′2 y T por π : E → Ē = En−1/E1. T̄2

es no singular, T̄ es el endomorfismo asociado a la pareja (T̄2, T̄
′
2), y su anulador es pn−2. Por

inducción existen subespacios F̄i ⊂ Ēi tales que

1. Ē = F̄n−2 ⊕ . . .⊕ F1 .

2. p define un isomorfismo p : F̄i → F̄i−1, i ≥ 2.

3. F̄i · F̄j = 0 , cuando i+ j 6= n− 2 + 1 = n− 1 .

Elegimos un subespacio Fn−1 ⊂ En−1 tal que π define un isomorfismo Fn−1 → F̄n−2 (lo que
nos da mucha libertad para fijarlo), y ponemos F1 = E1, Fi = pn−i−1Fn−1.

Todos los morfismos del siguiente diagrama conmutativo son isomorfismos

Fn−1
p−−→ Fn−2

p−−→ . . .
p−−→ F2

p−−→ F1

↓ π ↓ π ↓ π
F̄n−2

p−−→ F̄n−3
p−−→ . . .

p−−→ F̄1

y los subespacios Fn−1, . . . , F1 verifican las condiciones de ortogonalidad exigidas: F1 es ortogonal
a todos, incluido él mismo, y π : Fn−2⊕ . . .⊕F2 → Ē es una isometŕıa; luego Fi ·Fj = 0 cuando
i− 1 + j − 1 6= n− 1; es decir, i+ j 6= n+ 1.

Hay que hallar un subespacio totalmente isótropo Fn tal que Fn
p−→ pFn, y pFn

π−→ F̄n−2 sean
isomorfismos (pondŕıamos Fn−1 = pFn), y Fn ·Fi = 0 cuando i 6= 1. Elegimos un subespacio Un
tal que p : Un

∼−→ Fn−1, y en Un ⊕ F2 consideramos la siguiente métrica

e ◦ v = e · pv ,

que es no singular. Si R es su radical, tendremos

0 = R ◦ F2 = R · pF2 = R · F1 ,

0 = R ◦ Un = R · pUn = R · Fn−1 .

La primera igualdad prueba que R ⊆ En−1, y por tanto R ⊆ F2. Ahora la segunda afirma
que π(R) ⊆ rad Ē = 0. Luego R = 0 porque π : F2 → F̄1 es isomorfismo.

Para esta métrica F2 es totalmente isótropo

F2 ◦ F2 = F2 · pF2 = F2 · F1 = 0 , porque n ≥ 3 ,

y existe un subespacio Vn ⊂ Un ⊕ F2 totalmente isótropo para ◦ (es decir, Vn · pVn = 0) tal que
Un ⊕ F2 = Vn ⊕ F2. Además π(pVn) = π(pUn) = F̄n−2, aśı que podemos tomar Fn−1 = pVn, de
modo que p : Vn

∼−→ Fn−1, y Vn · Fn−1 = 0; pero no es isótropo.



4.5. PARES DE MÉTRICAS 121

Ahora Vn⊕F1 es no singular para T2 y F1 es totalmente isótropo; luego existe Fn totalmente
isótropo con Fn ⊕ F1 = Vn ⊕ F1, y es el subespacio buscado: es claro que E = Fn ⊕ En−1 y
p : Fn

∼−→ Fn−1, es isótropo, Fn · Fn−1 = (Vn ⊕ F1) · Fn−1 = 0, y

Fn · Fi = Fn · pFi+1 = pFn · Fi+1 = Fn−1 · Fi+1 = 0 , n+ i 6= n+ 1 .

Corolario: Si k es algebraicamente cerrado, E es suma ortogonal de monógenos.

Demostración: El radical de la métrica pn−1e · v es Ker pn−1 = En−1, aśı que existe e ∈ Fn tal
que pn−1e · e 6= 0. El subespacio V =< e, pe, . . . , pn−1e > es no singular, y es un submódulo
porque el grado de p es 1. Ahora E = V ⊥ V ⊥, y se termina por inducción.

Teorema: Si k es algebraicamente cerrado, las parejas de métricas simétricas (la primera no
singular) están clasificadas por los divisores elementales de T .

Demostración: Cuando el espacio es un monógeno de anulador pn = (x − α)n, por el tercer
teorema existe una base en, . . . , e1, donde ei = pn−ien, y

ei · ej =

{
1 cuando i+ j = n+ 1

0 cuando i+ j 6= n+ 1

ei ∗ ej = (Tei) · ej = (αei + ei−1) · ej =


α cuando i+ j = n+ 1

1 cuando i+ j = n+ 2

0 en otro caso

T2 =


1

.·.
.·.

1

 , T ′2 =


1 α

.·. .·.
1 .·.
α


Definiciones: Los haces de cuádricas λT2 +µT ′2 en P(E) son las rectas del espacio de cuádricas
P(S2E). Por cada punto de P(E) pasa una única cuádrica del haz, o todas, en cuyo caso diremos
que es un punto base del haz. Los puntos fundamentales son los puntos de los vértices de las
cuádricas singulares del haz. Sólo consideraremos haces con alguna cuádrica no singular. Los
endomorfismos asociados a dos parejas de cuádricas de un haz difieren en una homograf́ıa, aśı
que, aunque los factores invariantes del endomorfismo asociado no son invariantes del haz, śı lo
son sus grados y las multiplicidades de sus ráıces (y razones dobles si hubiera 4 ó más ráıces).

Haces de Cónicas en P2,C

1. Anulador con 3 ráıces simples. Es el haz definido por 2 cónicas que se cortan en 4 puntos.
El haz tiene 3 pares de rectas.

λ(x2
0 + x2

2 + x2
2) + (x2

0 − x2
1) = 0 .

2. Anulador con una ráız doble y otra simple. Es el haz definido por 2 cónicas que se cortan
en 3 puntos, con tangente común en uno de ellos. Tiene 2 puntos fundamentales, uno de
los cuales es base, y todas las cónicas del haz son tangentes en él a la recta que pasa por
los puntos fundamentales.

λ(2x0x1 + x2
2) + (x2

0 + x2
2) = 0 .
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3. Anulador con una ráız triple. Es el haz definido por 2 cónicas que se cortan en 2 puntos,
con tangente común en uno de ellos. El haz tiene un único punto fundamental.

λ(2x0x1 + x2
2) + x0x1 = 0 .

4. φ1 con 2 ráıces simples, una ráız de φ2. Es el haz definido por 2 cónicas que se cortan en
2 puntos, con tangente común en ambos. El haz tiene una recta de puntos fundamentales,
y otro punto fundamental exterior.

λ(x2
0 + x2

1 + x2
2) + x2

0 = 0 .

5. φ1 con una ráız doble, que es ráız de φ2. Es el haz definido por 2 cónicas que se cortan en
un único punto, con tangente común. El haz tiene una recta de puntos fundamentales.

λ(2x0x1 + x2
2) + x2

0 = 0 .

Haces de Cuádricas en P3,C

1. Anulador con 4 ráıces simples. En el haz hay 4 conos, y sus vértices no son coplanarios. La
cuártica base es irreducible (no contiene rectas ni cónicas) y alabeada (no está contenida
en un plano). Este caso es el único que recoge infinitas clases de equivalencia, según la
razón doble de las 4 ráıces.

λ(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3) + (ax2
0 + x2

1 − x2
2) = 0 , a 6= 0, 1,−1 .

2. Anulador con 2 ráıces simples y una doble. En el haz hay 3 conos, con vértices no alineados.
El vértice de un cono yace en los otros dos conos.

λ(2x0x1 + x2
2 + x2

3) + (x2
0 − x2

2 + x2
3) = 0 .

Cuártica base irreducible y alabeada. Se parametriza con el haz de planos x0 = x2 − tx3

de base la recta que pasa por el punto fundamental de la cuártica y otro punto de ella.

3. Anulador con 2 ráıces dobles. En el haz hay 2 conos, y la recta que une sus vértices es una
generatriz común.

λ(x0x1 + x2x3) + (x2
0 + 2x0x1 + x2

2) = 0 .

La cuártica base está formada por la generatriz común, y una cúbica alabeada que se
parametriza cortando con el haz de planos x0 = tx2 de base dicha recta.

4. Anulador con una ráız simple y otra triple. En el haz hay 2 conos, y el vértice de uno
incide en el otro.

λ(x2
1 + 2x0x2 + x2

3) + (2x0x1 + x2
3) = 0 .

Cuártica base irreducible y alabeada. Se parametriza con el haz de planos x1 = tx2.

5. Anulador con una ráız de multiplicidad 4. El haz tiene un único cono.

λ(x0x3 + x1x2) + (2x0x2 + x2
1) = 0 .

La cuártica base está formada por una cúbica y su “tangente” en un punto, que es el único
punto fundamental del haz. La cúbica se parametriza con el haz de planos x1 = tx0 de
base la tangente.
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6. φ1 con 3 ráıces simples, una de ellas ráız de φ2. Hay 2 conos, y un par de planos que no
pasan por sus vértices. La cuártica base son 2 cónicas no coplanarias que se cortan en 2
puntos.

λ(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3) + (x2
2 − x2

3) = 0 .

7. φ1 con una ráız doble y otra simple, que es ráız de φ2. En el haz hay un par de planos,
y un cono con vértice incidente con uno de los dos planos. La cuártica base está formada
por una cónica y un par de rectas concurrentes que no son coplanarias con la cónica, y la
cortan en puntos distintos.

λ(2x0x1 + x2
2 + x2

3) + (2x0x1 + x2
0) = 0 .

8. φ1 con una ráız simple y otra doble, que es ráız de φ2. En el haz hay un par de planos, y
un cono, con vértice no incidente con el par de planos, que es tangente al vértice del par
de planos. La cuártica base está formada por 2 cónicas no coplanarias, que se cortan en
un único punto con tangente común.

λ(2x0x1 + x2
2 + x2

3) + (x2
0 + x2

3) = 0 .

9. φ1 con una ráız triple, que es ráız de φ2. En el haz hay un par de planos, uno de ellos es
tangente a todas las cuádricas del haz. La cuártica base está formada por una cónica y
dos rectas, situadas en otro plano, que la cortan en un único punto.

λ(2x0x2 + x2
1 + x2

3) + x0x1 = 0 .

10. φ1 = φ2, con 2 ráıces simples. En el haz hay 2 pares de planos, cuyos vértices son rectas
que se cruzan. La cuártica base es un cuadrilátero alabeado.

λ(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3) + (x2
0 + x2

1) = 0 .

11. φ1 con 2 ráıces simples, una de ellas ráız de φ2 y φ3. En el haz hay un cono, y un plano
doble no incidente con su vértice. La cuártica base es una cónica doble.

λ(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3) + x2
0 = 0 .

12. φ1 = φ2, con una ráız doble. En el haz hay un único par de planos.

λ(x0x1 + x2x3) + (x2
0 + x2

2) = 0 .

El espacio E es suma ortogonal de dos monógenos de anulador x2, y xE es el representante
de la recta R de puntos fundamentales. Por el tercer teorema xE es totalmente isótropo
para todas las métricas del haz, y la cuártica base está formada por la recta R (contada
dos veces) y otras dos rectas que la cortan y se cruzan entre śı.

13. φ1 con una ráız doble, que es ráız simple de φ2 y φ3. En el haz hay un plano doble.

λ(2x0x1 + x2
2 + x2

3) + x2
0 = 0 .

En este caso E = E2 ⊥ E′2, donde E2 es monógeno de anulador x2, y E′2 es suma ortogonal
de dos monógenos de anulador x. El representante del plano doble es xE2 ⊥ E′2 y, por
el tercer teorema, xE2 es isótropo para todas las métricas del haz; luego xE′2 está en el
radical de la restricción de cualquier métrica del haz al plano doble. Todas las cuádricas
no singulares del haz cortan al plano doble en un par de rectas.
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4.5.1. Métricas Simétrica y Hemisimétrica

Ahora supondremos que T2 es simétrica no singular, y T ′2 es hemisimétrica.

(Te) · v = e ∗ v = e · (−Tv)

qe · v = e · q̄v , donde q̄(x) = q(−x)

Luego T y −T tienen igual anulador p(x), de modo que p(−x) = ±p(x). Si p = pn1
1 . . . pnss es la

descomposición en factores irreducibles, para cada factor pi tendremos (p̄i) = (pi), ó (p̄i) = (pj)
con algún j 6= i, en cuyo caso también (p̄j) = (pi).

Primer Teorema de Descomposición: En la descomposición E = E1 ⊕ . . . ⊕ Es en suma
directa de submódulos primarios, cada sumando Ei es

1. no singular (para T2) y ortogonal a los restantes sumandos, cuando (p̄i) = (pi),

2. o totalmente isótropo, en cuyo caso existe otro sumando Ej totalmente isótropo tal que
Ei ⊕ Ej es no singular y ortogonal a los restantes sumandos, cuando (p̄i) = (pj).

Demostración: La polaridad φ : E → E∗ de T2 es un isomorfismo semilineal, φ(qe) = q̄φ(e), aśı
que transforma Ei en la componente p̄i-primaria de E∗ = E∗1 ⊕ . . .⊕ E∗s .

1. Si (p̄i) = (pi), entonces φ(Ei) = E∗i , y Ei es no singular y ortogonal a los demás.

2. Si (p̄i) = (pj), y por tanto (p̄j) = (pi), entonces φ(Ei) = E∗j , y φ(Ej) = E∗i , aśı que Ei y Ej
son totalmente isótropos, y Ei ⊕ Ej es no singular y ortogonal a los restantes sumandos,
porque φ(Ei ⊕ Ej) = E∗i ⊕ E∗j = (Ei ⊕ Ej)∗. q.e.d.

En el primer caso, los teoremas segundo y tercero de descomposición son válidos, con sus
demostraciones, porque pne · v = e · p̄nv = ±e · pnv. El segundo caso es mucho más sencillo, y la
estructura de módulo clasifica el par de métricas, sea cual sea el cuerpo k:

Teorema: En el caso 2, en Ei ⊕ Ej el par de métricas es único, salvo un automorfismo.

Demostración: Si S2, S
′
2 es otro par de métricas que definen la misma estructura de módulo,

S2(Te, v) = S′2(e, v), y ϕ : E ∼−→ E∗, ϕ(e) = ieS2 es la polaridad asociada, tenemos que τ =
φ−1ϕ : Ei → Ei es un isomorfismo de módulos tal que

S2(ei, ej) = τei · ej ;

luego τ ⊕ 1 : Ei ⊕ Ej → Ei ⊕ Ej transforma T2 en S2, y por tanto también T ′2 en S′2.

Teorema: Si k es algebraicamente cerrado, las parejas de métricas simétrica y hemisimétrica (la
primera no singular) están clasificadas por los divisores elementales de T , que no son arbitrarios.
Si α 6= 0, hay tantos divisores elementales (x − α)n como (x + α)n, y el número de divisores
elementales iguales a x2n es par.

Demostración: Si p = x − α, entonces p̄ = −(x + α), y estamos en caso 2, en que los divisores
elementales clasifican, y hay tantos divisores elementales (x− α)n como (x+ α)n.

En este caso, para dar ecuaciones reducidas del par de métricas, basta considerar la suma
directa V ⊕V̄ de dos monógenos de anuladores (x−α)n y (x+α)n. Fijada una base e, pe, . . . , pn−1e
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de V , su imagen por la polaridad es una base de V̄ ∗ que, considerada en orden inverso, es dual
de cierta base ē, p̄ē, . . . , p̄n−1ē de V̄ , y

pie · p̄j ē = e · p̄i+j ē =

{
1 cuando i+ j = n− 1

0 cuando i+ j 6= n− 1

pie ∗ p̄j ē = Tpie · p̄j ē = (αpie+ pi+1e) · p̄j ē =


α cuando i+ j = n− 1

1 cuando i+ j = n− 2

0 en otro caso

T2 =

 1
.·.

1

 , T ′2 =

(
0 A
−A 0

)
, A =


1 α

.·. .·.
1 .·.
α

 (4.4)

Cuando p = x, y p̄ = −x, por el segundo teorema de descomposición podemos reducirnos al
caso de un módulo homogéneo de anulador xn. Si n es par, la métrica pn−1e ·v es hemisimétrica,
y pn−1e · e = 0 para todo e ∈ Fn; pero pn−1e · ē = 1 para algún ē ∈ Fn, y los submódulos
monógenos V =< e, pe, . . . , pn−1e >, y V̄ =< ē, p̄ē, . . . , p̄n−1ē > son totalmente isótropos, su
intersección es nula, y V ⊕ V̄ es no singular. El cálculo anterior prueba que las matrices de las
métricas son 4.4, con α = 0. Como E = (V ⊕ V̄ ) ⊥ (V ⊕ V̄ )⊥, por inducción E es suma ortogonal
de parejas isomorfas a V ⊕ V̄ .

Si n es impar, la métrica pn−1e · v es simétrica, y el argumento dado en la página 121
prueba que el espacio es suma ortogonal de monógenos, en los que el par de métricas está ya
determinado, pues por el tercer teorema existe una base e, Te, . . . , Tn−1e tal que Tn−1e · e 6= 0,
y al ser k algebraicamente cerrado, podemos suponer que Tn−1e · e = 1,

T ie · T je = (−1)jT i+je · e =

{
(−1)j cuando i+ j = n− 1

0 cuando i+ j 6= n− 1

T ie ∗ T je = T i+1e · T je =

{
(−1)j cuando i+ j = n− 2

0 cuando i+ j 6= n− 2

T2 =


1

−1
.·.

1

 , T ′2 =


−1 0

1 0
.·. .·.
0

 (4.5)

Ejemplo: En el espacio-tiempo de Minkowski, si F (v) es la fuerza que actúa sobre una part́ıcula
de carga unidad, medida por un observador inercial de velocidad v, como ha de ser un vector
espacial, tenemos que F (v) ·v = 0. Es decir, Ω2(e, e′) = g(F (e), e′) es un tensor hemisimétrico, y
F es el endomorfismo asociado al par de métricas (g,Ω2). En un sistema de referencia inercial,
la 2-forma Ω2 será

Ω2 = (E1ω1 + e2ω2 + E3ω3) ∧ ω0 +B1ω2 ∧ ω3 +B2ω3 ∧ ω1 +B3ω1 ∧ ω2

y, aunque las intensidades de fuerza eléctrica ~E y magnética ~B dependen del observador inercial,
no aśı los coeficientes del polinomio caracteŕıstico del endomorfismo asociado F ,

x4 + ( ~B2 − ~E2)x2 − ( ~E · ~B)2 = (x2 − α2)(x2 + β2) ,

~B2 − ~E2 = B2
1 +B2

2 +B2
3 − E2

1 − E2
2 − E2

3 = β2 − α2 ,

( ~E · ~B)2 = (E1B1 + E2B2 + E3B3)2 = α2β2 .
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Si β 6= 0, hay un monógeno Eβ de anulador x2 + β2, que es un plano no singular, y ha de
tener un vector de cuadrado e · e = −1, lo que ya determina el par de métricas:

xe · e = e ∗ e = 0 , xe · xe = −e · x2e = β2 , e ∗ xe = xe · xe = β2 .

Si Ω2 6= 0, el polinomio caracteŕıstico de F clasifica el par (g,Ω2):

1. Si β 6= 0, hay otros dos divisores elementales x − α, x + α; pues un único divisor x2 es
imposible. Es el caso en que para un observador inercial los vectores ~E y ~B son paralelos
y de módulos α y β respectivamente (eventualmente α = 0).

2. Si β = 0, α 6= 0, hay dos divisores elementales iguales a x, y en la componente primaria
Eβ tenemos Ω2 = 0. Para un observador inercial ~B = 0, y | ~E| = α.

3. Si β = α = 0, los divisores elementales no son x2, x2, porque en tal caso 4.4 muestra que
el ı́ndice de g seŕıa 2. Los divisores elementales son x3, x. En el monógeno de anulador
x3 tendremos una base e, Te, T 2e con T 2e · e = ±1, y T 2e · e = 1, porque en otro caso
la matriz de g seŕıa la opuesta de 4.5, y seŕıa definido-positiva en un plano. Para un
observador inercial los vectores ~E y ~B son ortogonales y de módulo 1.

Nota: Si T2 es simétrico y no singular, cualquiera que sea el tensor T ′2, tenemos que

Te · v = T ′2(e, v) = e · T̄ v

para ciertos endomorfismos T, T̄ : E → E. Hemos estudiado los casos T̄ = T y T̄ = −T ; pero
el análisis se extiende a cualquier involución que relacione T̄ con T . Aśı, en el caso de una
isometŕıa T , tenemos que Te ·v = e ·T−1v, de modo que E es un k[x, x−1]-módulo y la polaridad
φ : E → E∗ es semilineal, de automorfismo p(x) 7→ p̄(x) = p(x−1).

Los teoremas de descomposición y sus demostraciones son válidos cuando T2 es hemisimétrico
y no singular; pero T̄ = T cuando T ′2 es hemisimétrico, y T̄ = −T cuando T ′2 es simétrico.

Todo tensor T2 descompone, y de modo único, en suma de un tensor simétrico y otro he-
misimétrico, T2 = S2 + H2, de modo que, cuando k es algebraicamente cerrado, los teoremas
anteriores permiten clasificar los tensores covariantes de orden 2 (al menos cuando S2 ó H2 es
no singular), y por tanto las correlaciones (proyectividades Pn → P∗n).
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Caṕıtulo 5

Álgebra Conmutativa

Un espacio topológico no vaćıoX es irreducible si no es unión de dos cerrados más pequeños,
y una componente irreducible de X es un subespacio irreducible maximal.

Por el lema de Zorn, todo punto está en alguna componente irreducible, y éstas son cerradas
porque el cierre de un subespacio irreducible también es irreducible..

El cierre de un punto siempre es irreducible, y cuando X es el espectro de un anillo A, todo
cerrado irreducible C es el cierre de un punto, el que define el ideal primo formado por las
funciones f ∈ A que se anulan en C. Aśı, las componentes irreducibles de X se corresponden
con los ideales primos minimales de A, y todo ideal primo contiene un primo minimal.

Pondremos x ≤ y cuando x ∈ y, es decir py ⊆ px, y decimos que x es una especialización
de y. La dimensión de Krull de A es la mayor longitud de las cadenas de ideales primos
p0 ⊂ p1 . . . ⊂ pn (o de cerrados irreducibles de X, o de especializaciones x0 > x1 . . . > xn).

El radical de un ideal rad I = {a ∈ A : an ∈ I, para algún n ≥ 1} es la intersección de los
primos que lo contienen (p. 74), y es el mayor ideal con los mismos ceros.

Teorema: Si A→ B es inyectivo, SpecB → SpecA tiene imagen densa.

Demostración: Si x ∈ SpecA es el punto que define un primo minimal, Ax → Bx es inyectivo.

Luego Bx 6= 0, y x = SpecAx está en la imagen, que por tanto es densa.

5.1. El Haz Estructural del Espectro de un Anillo

Sea M un A-módulo y U un abierto de X = SpecA. La localización de M por el sistema
multiplicativo de las funciones que no tienen ceros en U se denota MU = M ⊗A AU . Si U =
Uf = SpecAf es básico, las funciones sin ceros en U son invertibles en Af ; luego AU = Af (de
modo que MU = Mf ), y U = SpecAU . Consideremos la aplicación

π : M̃ =
∐
x∈X

Mx −→ X, π(mx) = x.

Cuando x ∈ U , tenemos un morfismo MU →Mx, aśı que cada elemento m ∈MU define una
sección m : U → M̃ de π.

Si dos secciones coinciden en un punto, mx = nx, entonces fn = fm, donde f(x) 6= 0, y
ambas secciones coinciden en el entorno Uf ∩ U .

Las imágenes de estas secciones son base de una topoloǵıa en M̃ con la que π es homeomor-
fismo local, y las secciones anteriores son continuas.

Además, cada sección continua de π coincide localmente con una de tales secciones, y Mx es
el conjunto de gérmenes en x de secciones continuas.
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Las secciones continuas en U forman un AU -módulo HomX(U, M̃), y tenemos un morfismo

MU −→ HomX(U, M̃).

Teorema: MU = HomX(U, M̃), cuando el abierto U = Uf es básico.

Demostración: Como U = SpecAU , basta verlo cuando U = X.
Sabemos que el morfismo es inyectivo (p. 75). Veamos que es epiyectivo.

Si s : X → M̃ es una sección continua, existen abiertos básicos Ui que recubren X y secciones
mi ∈MUi tales que s|Ui = mi. Como X es compacto, el recubrimiento puede tomarse finito.

Las secciones mi y mj coinciden en el abierto básico Ui∩Uj y, como el morfismo es inyectivo,
mi = mj en MUi∩Uj ; luego basta ver la exactitud de la siguiente sucesión (donde B = ⊕iAUi , y
los morfismos son m⊗ b 7→ m⊗ b⊗ 1, m⊗ b 7→ m⊗ 1⊗ b)

(∗)
0 −→ M −→

⊕
iMUi ⇒

⊕
i,jMUi∩Uj

|| ||
M ⊗A B M ⊗A B ⊗A B

Cuando M = A (el caso general se prueba igual; pero es más engorroso de notación) hemos
de ver que A → B ⇒ B ⊗A B es exacta. Si el morfismo de anillos A → B admite un retracto
r : B → A, la exactitud es inmediata: si b⊗ 1 = 1⊗ b, aplicando 1⊗ r vemos que b = r(b) ∈ A.

En general A → B = ⊕iAUi no admite retracto; pero los abiertos Ui recubren X, y basta
probar la exactitud después de aplicar el funtor ⊗AB (p. 75),

B −→ B ⊗A B ⇒ (B ⊗A B)⊗B (B ⊗A B),

y obtenemos la correspondiente sucesión para el morfismo B → B ⊗A B, que admite el retracto
obvio µ : B ⊗A B → B, µ(b′ ⊗ b) = b′b.

Demostración directa: Pongamos Ui = X − (fi)0. Dados elementos si ∈Mfi tales que si = sj en
Mfifj , hemos de ver la existencia de m ∈M tal que si = m

1 en Mfi .
Pongamos si = mi

fni
, con n común a todos. Como mi

fni
=

mj
fnj

en Mfifj , existe r tal que

f ri f
r
j f

n
j mi = f ri f

r
j f

n
i mj .

Al ser mi
fni

=
fri mi
fni f

r
i

, si n� 0, podemos suponer que fnj mi = fni mj .

Tenemos que X =
⋃
j Uj ; luego A = (fnj ), y 1 =

∑
j φjf

n
j donde φj ∈ A.

Tomemos m =
∑

j φjmj , y veamos que m = mi
fni

en Mfi :

fni m =
∑

j φjf
n
i mj =

∑
j φjf

n
j mi = (

∑
j φjf

n
j )mi = mi. q.e.d.

1. Si el espectro desconecta, X = U ⊕ V , el anillo descompone, A = AU ⊕AV .

Los abiertos U y V son básicos: la sección que vale 0 en uno y 1 en el otro es continua.

2. Si M está soportado en un número finito de puntos cerrados x1, . . . , xn, en el sentido de
que Mx = 0 cuando x 6= xi, tenemos que

M = Mx1 ⊕ . . .⊕Mxn .

3. Si M está anulado por una potencia de un maximal m, entonces M = Mm.
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5.2. Descomposición Primaria

Definición: Un módulo es noetheriano si todos sus submódulos son finito generados (lo que
equivale a que toda sucesión estrictamente creciente de submódulos es finita).

Un anillo es noetheriano si todos sus ideales son finito generados.

Lema: Sea 0→M ′ →M →M ′′ → 0 exacta. M es noetheriano ⇔ M ′ y M ′′ lo son.

Demostración: Basta ver que M es finito generado cuando M ′ y M ′′ lo son, porque todo
submódulo de M tiene una sucesión exacta análoga.

Tomamos epimorfismos L′ = An →M ′ → 0, L′′ = Am →M ′′ → 0, y levantamos el segundo
L′′ →M . Terminamos porque p es epiyectivo,

0 // L′ //

��

L′ ⊕ L′′ //

p

��

L′′ //

��zz

0

0 //M ′ //M //M ′′ // 0

Teorema: Todo módulo finito generado sobre un anillo noetheriano es noetheriano.

Demostración: Si A es noetheriano, por el lema An y sus cocientes también.

Teorema: Si A es noetheriano, A[x] también lo es.

Demostración: Sea I un ideal de A[x].
Los coeficientes de mayor grado de los polinomios de I forman un ideal a1A+ . . .+ arA.
Tomemos Pi = aix

n + . . . ∈ I, todos de igual grado n.
Si Q = axm + . . . ∈ I, m ≥ n, tendremos a =

∑
i biai, y gr (Q−

∑
i bix

m−nPi) < m,

I = (P1, . . . , Pr) + (I ∩ L),

donde L = A⊕Ax⊕ . . .⊕Axn−1 es un A-módulo noetheriano.
Luego I ∩ L es un A-módulo finito, y el ideal I es finito generado.

Corolario: Si A es noetheriano, toda A-álgebra finito generada es noetheriana.

Demostración: Los anillos A[x1, . . . , xn] son noetherianos, y sus cocientes también.

Definiciones: Un ideal q 6= A es irreducible si no es intersección de dos ideales mayores.
Un ideal q 6= A es primario si en A/q toda homotecia es inyectiva o nilpotente,

ab ∈ q, a /∈ q ⇒ bn ∈ q.

En tal caso p = rad q es un ideal primo, y decimos que q es p-primario.

Lema: Si A es noetheriano, todo ideal irreducible es primario.

Demostración: Sea b : A/q −→ A/q una homotecia. Ker b ⊆ Ker b2 . . . ⊆ Ker bn . . ., y como A es
noetheriano, Ker bn = Ker bn+1 para algún exponente n,

Ker b ∩ Im bn = 0.

Como q es irreducible, tendremos que Ker b = 0 ó Im bn = 0.
Si Ker b = 0, b es inyectiva. Si Im bn = 0, b es nilpotente.
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Teorema: Si A es noetheriano, todo ideal es intersección finita de ideales primarios.

Demostración: Si un ideal I no es irreducible, es intersección de ideales mayores, I = I1 ∩ I2,
que a su vez pueden ser irreducibles o no,... El proceso termina porque A es noetheriano, e I es
intersección finita de ideales irreducibles (luego primarios). q.e.d.

Como la intersección de ideales p-primarios es p-primaria, agrupando ideales y eliminando
redundancias, todo ideal tiene una descomposición primaria reducida, I = q1 ∩ . . .∩ qn, donde
pi 6= pj , e I 6= q1 ∩ . . . q̂i . . . ∩ qn (ponemos pi = rad qi).

Corolario: El número de primos minimales de un anillo noetheriano es finito.

Demostración: Sea 0 = q1 ∩ . . . ∩ qn una descomposición primaria. Los primos minimales están
entre p1, . . . , pn, porque SpecA = (q1)0 ∪ . . . ∪ (qn)0 = (p1)0 ∪ . . . ∪ (pn)0.

Ejemplos: Si m = rad I es maximal, A/I tiene un único ideal primo, y todo elemento es
invertible o nilpotente; luego I es m-primario. Las potencias mn son m-primarias.

Sean A = k[x, y], p = (x), m = (x, y). El ideal I = m2 ∩ p no es primario (xy ∈ I, x /∈ I,
y /∈ rad I = p), y admite otra descomposición primaria reducida, I = (x2, y) ∩ p.

Lema: Todo ideal p-primario q está definido por condiciones infinitesimales en el punto p,

q = A ∩ qAp.

Demostración: Si f ∈ A ∩ qAp, entonces sf ∈ q, donde s /∈ p = rad q; luego f ∈ q.

Teorema: Sea I = q1 ∩ . . . ∩ qn una descomposición primaria reducida de un ideal de un
anillo noetheriano A. La componente qi no depende de la descomposición cuando (pi)0 es una
componente irreducible de (I)0.

Demostración: Cuando j 6= i, tenemos que qjApi = Api porque pj = rad qj corta a A− pi.

Ipi = q1Api ∩ . . . ∩ qnApi = qiApi ,

y vemos que qi = A ∩ qiApi = A ∩ Ipi sólo depende de I y de pi. q.e.d.

(I : a) = {b ∈ A : ba ∈ I} denota el anulador de ā ∈ A/I. Previa la observación de que (q : a)
es un ideal p-primario que contiene a q cuando a /∈ q, y es A si a ∈ q, se tiene

Teorema: Sea I = q1 ∩ . . .∩ qn una descomposición primaria reducida de un ideal de un anillo
noetheriano A. Los primos asociados pi = rad qi son los ideales primos que coinciden con el
anulador de un elemento de A/I (y no dependen de la descomposición).

Demostración: Si a ∈ q2 ∩ . . . ∩ qn, a /∈ q1, entonces (I : a) = (q1 : a) es p1-primario.
Si pr1 ⊆ (q1 : a), y b ∈ pr−1

1 , b /∈ (q1 : a), entonces (I : ab) = (q1 : ab) = p1.
Rećıprocamente, si p = (I : a) =

⋂
i(qi : a) es primo, tomando radicales vemos que p es

intersección de algunos ideales pi; luego coincide con algún pi.

Corolario: La unión de los primos asociados al 0 está formada por los divisores de cero.

Demostración: Si a es divisor de cero, ab = 0 y b /∈ qi, entonces a ∈ pi.

Corolario: Si A es noetheriano, todo A-módulo finito M admite una cadena de submódulos
0 = M0 ⊂M1 . . . ⊂Mn = M tal que Mi/Mi−1 ' A/pi, con pi primo.

Demostración: Por el teorema, cualquier submódulo monógeno tiene un elemento m de anulador
primo p. Ponemos M1 = Am ' A/p, y se termina por noetherianidad.
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5.3. Completación

Sea I un ideal propio de un anillo A (m y O si es local), y M un A-módulo.

‖m‖ =

{
e−n si m ∈ InM, m /∈ In+1M

0 si m ∈
⋂
InM

La seudo-métrica d(m,m′) = ‖m′ −m‖ define la topoloǵıa I-ádica de M , y los submódulos
InM forman una base de entornos abiertos (y cerrados) de 0.

Lema de Artin-Rees: Sea A un anillo noetheriano. Si M ′ es un submódulo de un A-módulo
finito generado M , existe un exponente h tal que

In−h(M ′ ∩ IhM) = M ′ ∩ InM, n ≥ h.

Demostración: AD = A⊕ I ⊕ . . .⊕ In ⊕ . . .

MD = M ⊕ IM ⊕ . . .⊕ InM ⊕ . . .

MD es un AD-módulo, con el producto In × ImM → In+mM .
AD es noetheriano, pues AD = A[ξ1t, . . . , ξst] ⊂ A[t] cuando I = (ξ1, . . . , ξs).
MD es un AD-módulo finito generado, y formamos el siguiente submódulo de MD:

N = M ′ ⊕M ′1 ⊕ . . .⊕M ′n . . . , M ′n = M ′ ∩ InM,

que será finito, generado por e1, . . . , er, que podemos suponer homogéneos de grado ≤ h.
Ahora todo elemento homogéneo de N de grado ≥ h es

r∑
i=1

aiei =
r∑
i=1

∑
j
bijaijei, gr (aijei) = h,

y vemos que ADM
′
h =

⊕
n≥hM

′
n; es decir, In−hM ′n−h = M ′n.

Corolario: La topoloǵıa I-ádica de M induce en M ′ su topoloǵıa I-ádica.

Demostración: InM ′ ⊆M ′n, y M ′n+h = InM ′h ⊆ InM ′.

Corolario: M es separado,
⋂
n I

nM = 0.

Demostración: Localizando en cada punto de SpecA podemos suponer que A es local.
Como la topoloǵıa inducida en N =

⋂
n I

nM es trivial, N = IN , y N = 0 por Nakayama.

Definición: M̂ denota el completado de M , formado por las clases de sucesiones de Cauchy.
Tenemos un morfismo canónico M → M̂ , y un morfismo de A-módulos f : M → N induce un
morfismo de Â-módulos f̂ : M̂ → N̂ , f̂(mn) = (f(mn)).

M̂ = ĺım
←−

M/InM.

Si (mn) es una sucesión de Cauchy, admite una subsucesión tal que ‖mi−mj‖ ≤ e−n cuando
i, j ≥ n, y (m̄n) ∈ ĺım

←−
M/InM porque mi −mn ∈ InM cuando i ≥ n.

Si (m̄n) ∈ ĺım
←−

M/InM , ‖mi −mj‖ ≤ e−n cuando i, j ≥ n, y (mn) es de Cauchy.

Estas aplicaciones están bien definidas y son inversas. Además, sn = mn+1 −mn ∈ InM , y
toda sucesión de Cauchy es equivalente a una serie

∑
n sn, sn ∈ InM .



134 CAPÍTULO 5. ÁLGEBRA CONMUTATIVA

Ejemplos: Sea O el anillo local en el origen de Spec k[x1, . . . , xn], m = (x1, . . . , xn).
O/md+1 = {Polinomios de grado ≤ d}, el completado m-ádico es Ô = k[[x1, . . . , xn]], y el

morfismo O → Ô asigna a cada germen su desarrollo de Taylor en el origen.

Sea O el anillo local en el origen de una curva plana 0 = y+términos de grado≥ 2.
Por Nakayama m = (x); luego mn = (xn), k[x]/(xn) = O/mn, y Ô = k[[x]].

Ẑp = ĺım
←−

Z/pnZ es el anillo de los números p-ádicos.

Si O es el anillo de gérmenes en el origen de funciones C∞ sobre la recta, e−1/x2 ∈
⋂
mn

porque su desarrollo de Taylor es nulo. Luego el anillo O no es noetheriano.

Teorema: Sea A un anillo noetheriano. Si 0→ M ′
i−→ M

p−→ M ′′ → 0 es exacta, y los módulos
son finito generados, también es exacta la sucesión

0 −→ M̂ ′
î−→ M̂

p̂−−→ M̂ ′′ −→ 0

Demostración: Pongamos M ′n = M ′ ∩ InM . Tenemos sucesiones exactas

0 −→M ′/M ′n −→MInM −→M ′′/InM ′′ −→ 0

0 −→ ĺım
←−

M ′/M ′n
î−→ M̂

p̂−−→ M̂ ′′

donde ĺım
←−

M ′/M ′n = M̂ ′ porque {M ′n} define la topoloǵıa I-ádica de M ′ (Artin-Rees).

p̂ es epiyectivo: InM → InM ′′ es epiyectivo, y toda serie
∑

n s
′′
n, con s′′n ∈ InM ′′, es∑

n s
′′
n =

∑
n p(sn) = p̂(

∑
n sn) , con sn ∈ InM.

Teorema: M ⊗A Â = M̂ , cuando A es noetheriano y M es finito generado.

Demostración: Si L es libre, entonces L = An, y L̂ = Ân = L ⊗A Â. En general, tomamos una
presentación L′ → L→M → 0, y el siguiente diagrama permite concluir,

L′ ⊗A Â −→ L⊗A Â −→ M ⊗A Â −→ 0
|| || ↓
L̂′ −→ L̂ −→ M̂ −→ 0

Corolario: Si A es un anillo noetheriano, Â es una A-álgebra plana.

Demostración: 0→M ′ →M . Pongamos M como ĺımite inductivo de submódulos finitos Mi.
Los submódulos M ′i = M ′ ∩Mi son finitos y M ′ = ĺım

−→
M ′i . Ahora

0 −→M ′i ⊗A Â −→Mi ⊗A Â,

y como el ĺımite inductivo es exacto, 0→M ′ ⊗A Â→M ⊗A Â .

Corolario: InÂ = Î n, A/In = Â/Î n, In/In+1 = Î n/Î n+1.

Demostración: 0 −→ I −→ A y como Â es A-plano,

0 −→ I ⊗A Â −→ Â; luego IÂ = I ⊗A Â = Î, y InÂ = (Î )n.

0 −→ In −→ A −→ A/In −→ 0

0 −→ In ⊗A Â −→ Â −→ A/In −→ 0
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porque A/In es completo (como todo módulo anulado por In).
Esta sucesión exacta muestra que A/In = Â/InÂ = Â/În, y por tanto In/In+1 = Î n/Î n+1.

Corolario: Si A es noetheriano, Â es completo y separado para la topoloǵıa Î-ádica.
Si O es un anillo local noetheriano, Ô es un anillo local completo, de ideal maximal m̂.

Demostración: ĺım
←−

Â/Î n = ĺım
←−

A/In = Â.

Para probar que Ô es local, de ideal maximal m̂, veamos que 1 + f es invertible para todo
f ∈ m̂. Como Ô es completo, converge la serie (1 + f)−1 = 1− f + f2 − f3 + . . .

Definición: Una I-filtración de M es una cadena de submódulos M = M0 ⊇M1 ⊇ . . . tal que
IMn ⊆Mn+1. El graduado asociado

GM = M/M1 ⊕M1/M2 ⊕ . . .⊕Mn/Mn+1 . . .

es un módulo sobre el anillo graduado GIA = A/I ⊕ I/I2 ⊕ . . . ⊕ In/In+1 . . ., y el completado

M̂ = ĺım
←−

M/Mn es un Â-módulo. Un morfismo f : M → N es compatible con las filtraciones

cuando f(Mn) ⊆ Nn, de modo que induce un morfismo de GIA-módulos f ′ : GM → GN , y un

morfismo de Â-módulos f̂ : M̂ → N̂ .

Ejemplo: Sea m = (x1, . . . , xn) ⊂ k[x1, . . . , xn], y A = k[x1, . . . , xn]/I el anillo de funciones de
una subvariedad algebraica X = SpecA que pasa por el origen, m̄ = (x1, . . . , xn) ⊂ A.

Las sucesiones exactas mr ∩ I → mr → m̄r → 0 inducen sucesiones exactas

mr ∩ I −→ mr/mr+1 −→ m̄r/m̄r+1 −→ 0,

y Gm̄A = k[x1, . . . , xn]/Iin, donde Iin es el ideal del cono tangente a X en el origen; es decir,
Iin = (fr)f∈I , f = fr + términos de mayor grado.

En Álgebra, se tiene una versión débil del Teorema de la Función Inversa:

Lema: Si f ′ : GM → GN es epiyectivo (inyectivo), también lo es f̂ : M̂ → N̂ .

Demostración: Si los morfismos Mi/Mi+1 → Ni/Ni+1 son epiyectivos, y n ∈ N̂ ,

n = f(m0) en N/N1, donde m0 ∈M,

n = f(m0) + f(m1) en N/N2, donde m1 ∈M1, etc.

de modo que m =
∑

imi ∈ M̂ , y f̂(m) =
∑

i f(mi) = n.
Si f ′ es inyectivo, y (mi) ∈ ĺım

←−
M/Mi no es nulo, tomamos el primer ı́ndice i tal que mi ∈

M/Mi no es nulo, de modo que mi ∈Mi−1/Mi ↪→ Ni−1/Ni, y (f(mi)) 6= 0.

Lema: Sea A un anillo completo y separado con la topoloǵıa I-ádica. Si GIA es noetheriano,
entonces A es noetheriano.

Demostración: Sea q un ideal de A, que filtramos con q∩ In. El ideal Gq de GIA está generado
por un número finito de elementos homogéneos, y cada generador de grado d define un morfismo
A→ q, compatible con las filtraciones si ponemos A0 = . . . = Ad = A, Ad+n = In.

Obtenemos aśı un morfismo L = Ar → q tal que GL → Gq es epiyectivo, y por el lema
L̂→ q̂ es epiyectivo; luego L→ q es epiyectivo,

L ∼−→ L̂
↓ ↓
q ↪→ q̂ porque q es separado (al serlo A)
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Teorema: Si A es un anillo noetheriano, Â también es noetheriano.

Demostración: Â es completo y separado, y G
Î
Â = GIA es noetheriano.

5.4. Teoŕıa de la Dimensión

Sea A = A0 ⊕A1 ⊕ . . .⊕An ⊕ . . . un anillo graduado, Am ·An ⊆ Am+n.
Sea M = ⊕nMn un A-módulo graduado, Am ·Mn ⊆Mm+n.
Si A = A0[ξ1, . . . , ξd], donde A0 es un anillo de longitud finita (luego noetheriano) y gr ξi = 1,

y M es un A-módulo finito, entonces los A0-módulos Mn son de longitud finita. La función de
Hilbert de M es H(n) = l(Mn), y la función de Samuel de M es S(n) = l(M0)+. . .+l(Mn−1),
de modo que ∆S(n) = S(n+ 1)− S(n) = H(n).

Teorema: Para n suficientemente grande, H(n) es un polinomio de grado < d.

Demostración: Por inducción sobre d. Si A = A0, M = A0m1 + . . . + A0ms, y Mn = 0 cuando
n es mayor que el grado de los generadores. El polinomio de Hilbert es H = 0.

Si d ≥ 1, consideramos las sucesiones exactas

0 −→ Ker n −→Mn
ξd−−→Mn+1 −→ Cokern+1 −→ 0

∆H(n) = H(n+ 1)−H(n) = l(Cokern+1)− l(Ker n)

ξd anula a Ker = ⊕nKern y Coker = ⊕nCokern.
Luego son A0[ξ1, . . . , ξd−1]-módulos finitos, porque A es noetheriano.
Por inducción, l(Cokern+1) y l(Kern), y por tanto su diferencia ∆H(n), son funciones poli-

nómicas de grado < d− 1 para n� 0, y H(n) es una función polinómica de grado < d.

Ejemplo: La función de Samuel de k[x1, . . . , xd] es S(n) =
(
n+d−1

d

)
= nd

d! + . . .

En efecto, Ker = 0, Coker = k[x1, . . . , xd−1], y ∆S(n) = l(Cokern+1) =
(
n+d−1
d−1

)
por induc-

ción sobre d. Luego S(n) =
(
n+d−1

d

)
+ cte. Como S(1) = 1, la constante es nula.

Teorema: Un anillo local noetheriano O es de longitud finita ⇔ dimO = 0.

Demostración: Si l(O) <∞, para algún exponente mm = mn+1, y mn = 0 por Nakayama.
El único ideal primo de O es m, y dimO = 0.
Si dimO = 0, el único ideal primo de O es m, y una potencia de m = radO es nula,

O = O/mn. Los O/m-espacios vectoriales mi/mi+1 son de dimensión finita, y

l(O) = l(O/mn) = l(O/m) + l(m/m2) + . . .+ l(mn−1/mn) <∞.

Definición: Sea O un anillo local noetheriano, y m su ideal maximal.
Si q = (f1, . . . , fd) es un ideal de radical m, entonces l(O/q) <∞, y GqO = (O/q)[ξ1, . . . , ξd],

donde ξi = f̄i ∈ q/q2 es de grado 1. Una q-filtración M = M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . . es estable si
existe un ı́ndice h tal que qnMh = Mn+h (Artin-Rees). En tal caso, si M es finito, GM es un
GqO-módulo finito, que tiene un polinomio de Samuel S(n) de grado ≤ d,

S(n) = l(M/M1) + . . .+ l(Mn−1/Mn) = l(M/Mn), n� 0.

Lema: El grado y primer coeficiente de S(n) no dependen de la q-filtración estable.

Demostración: Consideremos la filtración q-ádica, S′(n) = l(M/qnM), n� 0.
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En una q-filtración tenemos qnM ⊆Mn, y Mn+h ⊆ qnM si es estable.

Luego el grado y el primer coeficiente de S(n) coinciden con los de S′(n),

S′(n) ≥ S(n), S(n+ h) ≥ S′(n), n� 0.

Lema: El grado del polinomio de Samuel no depende del ideal m-primario q.

Demostración: S(n) = l(M/qnM), S′(n) = l(M/mnM) para n� 0.

Como mk ⊆ q ⊆ m, el grado de S(n) coincide con el de S′(n),

S′(kn) ≥ S(n) ≥ S′(n), n� 0.

Definición: El polinomio de Samuel de O es el de su filtración m-ádica,

SO(n) = l(O/mnO), n� 0.

Ejemplo: Si O es el anillo local en el origen de 0 = Pm(x1, . . . , xd)+términos de grado > m,
entonces GmO = k[x1, . . . , xd]/(Pm), y el polinomio de Samuel es

0 −→ k[x1, . . . , xd]
Pm−−−→ k[x1, . . . , xd] −→ k[x1, . . . , xd]/(Pm) −→ 0

SO(n) =

(
n+ d− 1

d

)
−
(
n+ d−m− 1

d

)
=

m

(d− 1)!
nd−1 + . . .

Teorema: grSO/fO < grSO, cuando f ∈ m no es divisor de cero.

Demostración: 0 −→ fO/(fO ∩mn) −→ O/mn −→ Ō/m̄n −→ 0, donde Ō = O/fO.

SŌ(n) = SO(n)− l(fO/(fO ∩mn)), n� 0.

y mn ∩ fO es una m-filtración estable de fO (Artin-Res), y fO ' O porque f no divide a cero.

Luego, cuando n� 0, l(fO/(fO∩mn)) es un polinomio de igual grado y primer coeficiente
que SO(n), y su diferencia es de grado menor.

Definición: f1, . . . , fd ∈ O forman un sistema de parámetros si generan un ideal de radical
m; es decir, si dimO/(f1, . . . , fd) = 0.

Teorema: La dimensión de un anillo local noetheriano O coincide con el mı́nimo número de
parámetros, y con el grado del polinomio de Samuel SO.

1. dimO ≥ mı́nimo número de parámetros.

Si x1, . . . , xs son los puntos genéricos de las componentes irreducibles de SpecO, como las
funciones separan puntos de cerrados, existe fi ∈ O que se anula en todos, salvo en xi.
Ahora f = f1 + . . . + fs no se anula en ninguno, y dimO/fO < dimO. Se concluye por
inducción sobre la dimensión de O.

2. Mı́nimo número de parámetros ≥ grSO.

Si el radical de q = (f1, . . . , fd) es m, el grado del polinomio de Samuel de cualquier
filtración q-estable es ≤ d y, por el lema anterior, el grado de SO también.
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3. grSO ≥ dimO.

Por inducción sobre el grado de SO. Si es 0, entonces l(O/mn) es constante cuando n� 0,
y mn = mn+1. Luego mn = 0 por Nakayama, y dimO = 0.

Si grSO ≥ 1, y p0 ⊂ . . . ⊂ pd es una cadena de ideales primos de O, tomamos f ∈ p1 que
no esté en p0. Si Ō = O/(p0 + fO), por el teorema anterior

grSO ≥ grSO/p0 > grSŌ,

y por hipótesis de inducción grSŌ ≥ d− 1, porque p̄1 ⊂ . . . ⊂ p̄d es una cadena de ideales
primos de Ō. Luego grSO ≥ d, y grSO ≥ dimO.

Corolario: 1. La dimensión de O es finita.

2. dim (f)0 ≥ dimO − 1, cuando f ∈ m. (Teorema de Krull)

3. dimO = dim Ô.

4. dimO ≤ dimK(m/m2), donde K = O/m.

Demostración: (1) El mı́nimo número de parámetros (y el grado de SO) es finito.

(2) Si f̄1, . . . , f̄r es un sistema de parámetros de O/fO, entonces f1, . . . , fr, f es un sistema
de parámetros de O; luego dimO ≤ 1 + dimO/fO.

(3) O y Ô tienen igual función de Samuel porque O/mn = Ô/m̂n.

(4) Por Nakayama, una base de m/m2 define un sistema de generadores de m.

Definición: Sea O un anillo local noetheriano, de cuerpo residual K = O/m.
El cono tangente es SpecGmO, y el espacio cotangente es m/m2. El anillo O es regular

si m está generado por un sistema de parámetros minimal: dimO = dimK(m/m2).

Proposición: O es regular si y sólo si su cono tangente es un espacio af́ın,

GmO = K[x1, . . . , xd] (isomorfismo de anillos graduados)

Demostración: Si GmO = K[x1, . . . , xd], entonces dimK(m/m2) = d = grSO = dimO.
Rećıprocamente, si O es regular de dimensión d, tenemos un epimorfismo

K[x1, . . . , xd] −→ GmO −→ 0

y en el origen los polinomios de Samuel de ambos anillos son de grado d.
Como el anillo local de K[x1, . . . , xn] es ı́ntegro, y al hacer cociente por un no divisor de cero

el grado del polinomio de Samuel baja, es un isomorfismo.

Corolario: O es regular ⇔ Ô es regular.

Demostración: GmO = Gm̂Ô.

Corolario: Los anillos locales regulares son ı́ntegros.

Demostración: Sean a, b ∈ O no nulos. 0 =
⋂
nm

n; luego ā ∈ mi/mi+1, b̄ ∈ mj/mj+1 no son
nulos y, al ser GmO ı́ntegro, 0 6= ā · b̄ = [ab] ∈ mi+j/mi+j+1. Luego ab 6= 0.

Teorema: Sea O una k-álgebra local regular. Si k = O/m, entonces Ô = k[[x1, . . . , xd]].
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Demostración: Sea m = (f1, . . . , fd), d = dimO. El morfismo k[x1, . . . , xd]→ O, xi 7→ fi, induce
un isomorfismo al completar, porque (p. 135) lo induce entre los conos tangentes

k[x1, . . . , xd]
∼−−→ GmO = (O/m)[f̄1, . . . , f̄d].

Proposición: Sea O una k-álgebra local noetheriana. Si O/m es una extensión finita y separable
de k, entonces el morfismo Ô → O/m admite sección, y Ô = (O/m)[[x1, . . . , xd]] si O es regular.

Demostración: Los epimorfismos πk0 (O/mn)→ πk0 (O/m) son isomorfismos, porque πk0 (O/mn) es

cuerpo (p. 92), y definen una sección πk0 (O/m) = ĺım
←−

πk0 (O/mn)→ ĺım
←−
O/mn = Ô.

Ejemplo: Si p2 ∈ R[x] es de grado 2 e irreducible, R[x]/(pm2 ) ' C[t]/(tm) por lo anterior.
En la base 1, i, t, it, . . . , tm−1, itm−1 vemos que en esta R-álgebra la métrica de la traza (p.

83) es de rango 2 e ı́ndice 1. Como en R[x]/(x− a)m es de rango 1 y signo +, del teorema chino
del resto se sigue que en R[x]/(p(x)) el rango de la métrica de la traza T2 es el número de ráıces
distintas y el ı́ndice es la mitad del de ráıces imaginarias.

En particular, todas las ráıces de p(x) son reales si y sólo si T2 es no-negativa, T2(a, a) ≥ 0.
En la base 1, x, . . . , xn−1 de R[x]/(p(x)), n = gr p(x), la matriz de T2 es (las sumas σr de

potencias de ráıces vienen dadas por las fórmulas de Newton y Girard)

T2 =


n σ1 . . . σn−1

σ1 σ2 . . . σn
. . . . . . . . . . . .
σn−1 σn . . . σ2n−2


5.5. Morfismos Finitos

Un morfismo de anillos A→ B es finito si B es un A-módulo finito, B = Ab1 + . . .+Abn.
Los morfismos finitos son estables por cambios de base A→ C,

C −→ B ⊗A C = C(b1 ⊗ 1) + . . .+ C(bn ⊗ 1),

y por composición, pues si B = Ab1 + . . .+Abn, y C = Bc1 + . . .+Bcm, entonces

C = (Ab1 + . . .+Abn)c1 + . . .+ (Ab1 + . . .+Abn)cm = Ab1c1 + . . .+Abncm.

Teorema: Sea A → B un morfismo de anillos, y b ∈ B. El morfismo A → A[b] es finito ⇔ b
verifica una relación de dependencia entera bn + a1b

n−1 + . . .+ an = 0, ai ∈ A.
De hecho, para que b sea entero, basta que b esté en una subálgebra finita de B.

Demostración: Si bn + a1b
n−1 + . . .+ an, entonces A[b] = A+Ab+ . . .+Abn−1.

Rećıprocamente, si C = Ac1 + . . .+Acn es una subálgebra finita, y b ∈ C, entonces

bci =
∑
j
aijcj ,

b− a11 . . . −a1n

. . . . . . . . .
−an1 . . . b− ann


c1

...
cn

 =

0
...
0

 ,

y multiplicando por la matriz adjunta vemos que el determinante bn + a1b
n−1 + . . . + an anula

a C; luego es nulo, porque 1 ∈ C.

Corolario: Los elementos enteros de B forman un anillo (el cierre entero de A en B).
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Demostración: Si b1, b2 ∈ B son enteros, los morfismos A→ A[b1]→ A[b1, b2] son finitos; luego
todo elemento de A[b1, b2] (en particular b1 + b2 y b1b2) es entero.

Ejemplo: El morfismo A = k[x] → k[x, y]/(P ) es finito si y sólo si la curva P (x, y) = 0 carece
de aśıntotas verticales (si la curva proyectiva P (x0, x1, x2) = 0 pasa por el punto (0,0,1), su cono
tangente en él es la recta del infinito con cierta multiplicidad).

En efecto, y es entero sobre A cuando algún múltiplo de P es de la forma

yn + p1(x)yn−1 + . . .+ pn(x),

lo que equivale a que P lo sea. Homogeneizando, y deshomogeneizando con x2 para que el punto
(0, 0, 1) sea el nuevo origen, esta condición significa que si la curva pasa por el origen, su cono
tangente en el origen es xd−n0 = 0,

0 = xd−n0 + (términos de grado > d− n), (donde d = grP );

Teorema: Las fibras de todo morfismo finito π : SpecB → SpecA son finitas y discretas, y π
es epiyectivo cuando el morfismo A→ B es inyectivo.

Demostración: π−1(x) = Spec (B ⊗A κ(x)), y B ⊗A κ(x) es una κ(x)-álgebra finita (p. 79).
Además, si 0→ A→ B, entonces 0→ Ax → Bx, y Bx 6= 0.
Luego Bx/pxBx 6= 0 por Nakayama, y la fibra π−1(x) = Spec (Bx/pxBx) no es vaćıa.

Corolario: Si π : SpecB → SpecA es finito, dimB ≤ dimA.

Demostración: En ninguna cadena de especializaciones y0 > . . . > yn en SpecB se dan coinci-
dencias π(yi−1) = π(yi), porque la fibra de π(yi) es discreta.

Teorema del Ascenso: Los morfismos finitos son cerrados.

Demostración: Si J es un ideal de B, el morfismo A/I → B/J es finito e inyectivo, donde
I = A ∩ J , y el siguiente cuadrado conmutativo muestra que π(J)0 = (I)0,

SpecB
π−−→ SpecA

∪ ∪
SpecB/J −−→ SpecA/I

Corolario: Si x′ < x = π(y), existe y′ < y tal que π(y′) = x′.

Demostración: El cierre de x = π(y) está contenido en π(y) porque π es cerrada.

Corolario: Si A→ B es finito e inyectivo, dimA = dimB.

Demostración: Sea x0 > . . . > xn una cadena de especializaciones en SpecA, y x0 = π(y0).
Existen especializaciones y0 > . . . > yn tales que π(yi) = xi; luego dimB ≥ dimA.

Definición: Un anillo ı́ntegro es normal si es su cierre entero en su cuerpo de fracciones.
Los dominios de factorización única son normales (el argumento de la p. 13 es válido).

Lema: Sea A un anillo normal, L una extensión normal de su cuerpo de fracciones Σ, y B ⊂ L
una subálgebra finita sobre A. Si B es estable por el grupo G = Aut(L/Σ), entonces G actúa
transitivamente en las fibras de la proyección π : SpecB → SpecA.
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Demostración: Sea G = {σ1, . . . , σn}, y consideremos dos puntos y, y′ de una fibra π−1(x).
Como la fibra es finita y discreta, si y′ /∈ Gy, existe f ∈ B que se anula en y′ y no se anula

en Gy (p. 137).
Las ráıces del polinomio irreducible td + c1t

d−1 + . . . + cd de f sobre Σ son σi(f) ∈ B, con
ciertas multiplicidades. Como A es normal, B ∩ Σ = A, y

cd =
∏
i σi(f)mi ∈ B ∩ Σ = A.

Ahora cd(x) = cd(y
′) = 0, porque f(y′) = 0, y cd(x) = cd(y) 6= 0, porque (σif)(y) 6= 0. Absurdo.

Teorema del Descenso: Sea A → B un morfismo finito e inyectivo entre anillos ı́ntegros. Si
A es normal, la proyección π : SpecB → SpecA es abierta.

Demostración: Sea L la envolvente normal sobre Σ del cuerpo de fracciones de B, y sea G =
Aut(L/Σ). Si B = A[b1, . . . , bn], ponemos B′ = A[σi(bj)], σi ∈ G.

Como la aplicación ρ : SpecB′ → SpecB es epiyectiva, U = ρ(ρ−1(U)), y podemos suponer
que B es estable por la acción de G. Por el lema anterior

SpecA− π(U) = π(SpecB −
⋃
σ∈Gσ(U)),

y al ser π es cerrada, vemos que π(U) es un abierto cuando U lo es.

Corolario: Si x′ > x = π(y), existe y′ > y tal que π(y′) = x′.

Demostración: La fibra de x′ es finita; luego basta ver que y está en su cierre F .
Como x′ no está en el abierto π(SpecB − F ), tampoco está su especialización x = π(y).

Corolario: dimBy = dimAx, cuando x = π(y).

5.5.1. Teorema de los Ceros

Si A = k[ξ1 . . . , ξn] es una k-álgebra finito generada, diremos que X = SpecA es una va-
riedad algebraica af́ın sobre el cuerpo k, y que los morfismos de k-álgebras A → B son los
k-morfismos Y = SpecB → X; es decir, Homk(Y,X) = Homk-alg(A,B).

Lema de Normalización: Existe un morfismo finito e inyectivo k[x1, . . . , xd]→ A.

Demostración: Si ξ1, . . . , ξn no son algebraicamente independientes, verifican alguna relación,
que escribimos en orden lexicográfico decreciente:

aξr11 ξ
r2
2 · · · ξ

rn
n + . . . = 0.

Pongamos ξ′i = ξi − ξdin , donde d1 � d2 � . . . � dn−1. Ahora A = k[ξ′1, . . . ξ
′
n−1, ξn], donde

ξ′1, . . . , ξ
′
n−1, ξn satisfacen una relación en que el término de mayor grado en ξn es

aξd1r1+...+dn−1rn−1+rn
n ,

de modo que el morfismo k[ξ′1, . . . , ξ
′
n−1] ↪→ A es finito. Por inducción sobre n, existe un morfismo

finito k[x1, . . . , xd] ↪→ k[ξ′1, . . . , ξ
′
n−1], y terminamos. q.e.d.

Cuando k es infinito, la demostración se simplifica tomando ξ′i = ξi− λiξn, donde λi ∈ k. Es
decir, una proyección lineal genérica X → Ad es finita.

Corolario: dim k[x1, . . . , xn] = n.
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Demostración: Por inducción sobre n.
Si 0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pm es una cadena de ideales primos en k[x1, . . . , xn], tomamos P ∈ p1 no

nulo, de modo que A = k[x1, . . . , xn]/(P ) tiene dimensión ≥ m− 1.
La demostración del lema anterior prueba la existencia de un morfismo finito e inyectivo

k[y1, . . . , yd]→ k[ξ1, . . . , ξn], d < n.
Por inducción dimA = d; luego m ≤ n y dim k[x1, . . . , xn] ≤ n.
Terminamos porque claramente dim k[x1, . . . , xn] ≥ n.

Corolario: Si dimX = d, existe una proyección finita X → Ad.

Demostración: Si k[x1, . . . , xd] ↪→ A es finito, d = dim k[x1, . . . , xd] = dimA.

Teorema de los Ceros: Si dimA = 0, entonces A es una k-álgebra finita. Por tanto, los
cuerpos A/m son extensiones finitas de k.

Demostración: Si dimA = 0, existe un morfismo finito k → A.

Corolario: Todo morfismo φ : Y → X entre variedades algebraicas afines transforma puntos
cerrados en puntos cerrados.

Demostración: Si φ(y) = x, tenemos que κ(x) ↪→ κ(y). Ahora, si y es cerrado, κ(y) es una
extensión finita de k; luego κ(x) también, y A/px ⊆ κ(x) es cuerpo.

Teorema: El radical de A es la intersección de los ideales maximales.

Demostración: Si f ∈ A se anula en los puntos cerrados de X, entonces la variedad algebraica
Uf = X − (f)0 carece de puntos cerrados; luego es vaćıa, y f se anula en X.

5.6. Anillos de Valoración y Dominios de Dedekind

Definiciones: Un morfismo inyectivo A→ B entre anillos ı́ntegros es birracional si induce un
isomorfismo entre los cuerpos de fracciones, ΣA

∼−→ ΣB.
Si O es un anillo local, de ideal maximal m, un morfismo inyectivo O → B es dominante si

m = m′ ∩ O para algún maximal m′ de B; es decir, si mB 6= B.
Un anillo ı́ntegro V, de cuerpo de fracciones Σ, es un anillo de valoración de Σ cuando

f ∈ V ó f−1 ∈ V, ∀f ∈ Σ. El anillo V = Σ es la valoración trivial.

Los ideales de un anillo de valoración V están totalmente ordenados (en particular V es
local), pues si hubiera un par incomparable I, J ,

f ∈ I, f /∈ J
h /∈ I, h ∈ J

}
⇒ f

h
/∈ V, h

f
/∈ V.

Proposición: Los anillos locales regulares de dimensión 1 son dominios de ideales principales,
y anillos de valoración (son los anillos de valoración discreta).

Demostración: Si O es de dimensión 1 y regular, m = tO, y los espacios vectoriales mn/mn+1

tienen dimensión 1. Por tanto, si mn+1 es la primera potencia que no contiene a un ideal I 6= 0,
tenemos que I genera mn/mn+1 y, por Nakayama, I = mn = tnO.

Ahora toda función 0 6= f ∈ Σ es f = utn, donde u ∈ O∗, n ∈ Z; luego f ∈ O ó f−1 ∈ O, y
diremos que n = vx(f) es la valoración de f en el punto x ∈ SpecO definido por m. q.e.d.
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1. Sea A un dominio de ideales principales y p un elemento irreducible. El anillo local Ap
es un anillo de valoración discreta, y vp(a) = n cuando pn es la mayor potencia de p que
divide a a. Es la llamada valoración p-ádica.

2. Un punto de una variedad algebraica es simple o no singular cuando su anillo local es
regular. El anillo local de una curva en un punto no singular x es un anillo de valoración
discreta, y vx(f) es el número de ceros o polos de f en x.

3. La valoración discreta de k(t) en el punto t =∞ es v∞(p/q) = gr q − gr p.

Teorema: Un anillo local noetheriano O de dimensión 1 es regular ⇔ es normal.

Demostración: Si O es regular, es un dominio de ideales principales; luego normal.
Si O es normal, tomamos f ∈ m no nulo, y la primera potencia mn ⊆ fO (existe porque

m = rad fO, al ser dimO = 1). Sea h ∈ mn−1, h /∈ fO, y pongamos x = h/f ,

xm ⊆ O, x /∈ O.

Para concluir que m es un ideal principal basta ver que xm = O.
En caso contrario xm ⊆ m, y x define un endomorfismo de m, que satisface el correspondiente

polinomio caracteŕıstico. Luego x es entero sobre O, en contra de que O es normal.

Lema: Un anillo local ı́ntegro V es de valoración si y sólo si todo morfismo birracional dominante
V → B es isomorfismo.

Demostración: Sea V de valoración, V → B un morfismo birracional dominante, y b ∈ B.
Si b /∈ V, entonces b−1 ∈ V no es invertible; luego b−1 ∈ mV , y mVB = B, en contra de que

el morfismo es dominante. Luego b ∈ V, y V = B.
Rećıprocamente, sea f ∈ Σ, f /∈ V. Como V → V[f ] no es dominante, mVV[f ] = V [f ],

a0 + a1f + . . .+ anf
n = 1, (a0 − 1)f−n + a1f

n−1 + . . .+ an = 0,

donde ai ∈ mV . Como a0 − 1 es invertible en V, el morfismo V → V[f−1] es finito.
Luego es dominante, y f−1 ∈ V.

Teorema: Sea A ı́ntegro, de cuerpo de fracciones Σ. El cierre entero B de A en una extensión
finita L de Σ es la intersección de los anillos de valoración de L que lo contienen,

B =
⋂
Vi.

Demostración: Los anillos de valoración son normales, porque todo morfismo finito birracional
es dominante (p. 140); luego B ⊆

⋂
Vi.

Por otra parte, la condición de que f−1 ∈ L sea invertible en A[f−1],

1 = f−1(a0 + a1f
−1 + . . .+ anf

−n), fn = a0f
n−1 + a1f

n−2 + . . .+ an,

significa que f es entero sobre A. Si f /∈ B, entonces f−1 no es invertible en A[f−1].
Localizando A[f−1] en un primo que contenga a f−1, y tomando un anillo maximal para la

dominación (Zorn), obtenemos un anillo de valoración Vi que no contiene a f .

Lema: Sea A→ B un morfismo, y C el cierre entero de A en B. Si S es un sistema multiplicativo
de A, entonces CS es el cierre entero de AS en BS. Por tanto, un anillo ı́ntegro A es normal
⇔ Ax es normal en todo punto x ∈ SpecA.
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Demostración: CS = C ⊗A AS es entero sobre AS . Además, si b
s ∈ BS es entero sobre AS ,

( bs)
n + a1

s1
( bs)

n−1 + . . .+ an
sn

= 0, y ponemos t = s1 · · · sn, multiplicando por sntn obtenemos una

relación de dependencia entera de bt sobre A; luego bt ∈ C, y b
s = bt

st ∈ CS .
Por último, A es normal si y sólo si Ā/A = 0, y terminamos (p. 75).

Teorema de Finitud: Sea A un anillo normal noetheriano y Σ su cuerpo de fracciones. El
cierre entero B de A en una extensión finita separable L de Σ es un A-módulo finito.

Demostración: La métrica de la traza T2(α, β) = tr(αβ) es no singular (p. 83), y tr(β) =
σ1(β) + . . .+ σd(β), donde σ1, . . . , σd : L→ L′ son los puntos de L con valores en una extensión
L′ que la trivialice. Luego tr(B) es entero sobre A, y tr(B) ⊆ B ∩ Σ = A.

Por el lema, podemos tomar una base b1, . . . , bn de L formada por elementos de B.
Sea b∗1, . . . , b

∗
n su base dual, tr(bi · b∗j ) = δij . Si b ∈ B,

b = tr(b1b)b
∗
1 + . . .+ tr(bnb)b

∗
n ∈ Ab∗1 + . . .+Ab∗n.

Luego B ⊆ Ab∗1 + . . .+Ab∗n y, al ser A noetheriano, B es un A-módulo finito.

Teorema: Sea A una k-álgebra de tipo finito ı́ntegra y Σ su cuerpo de fracciones. El cierre
entero de A en cualquier extensión finita L de Σ es un A-módulo finito .

Demostración: Fijemos un morfismo inyectivo y finito k[x1, . . . , xn]→ A.
El cierre entero de A en L es el cierre entero de k[x1, . . . , xn] en L, aśı que podemos suponer

que A = k[x1, . . . , xn]. Si car k = 0, se sigue del teorema de finitud.
Si car k = p, metiendo L en una extensión normal de Σ (p. 92), podemos suponer que la

extensión Σ → L es normal. Si G = Aut(L/Σ), entonces L es una extensión separable de LG

por el teorema de Artin, y LG es una extensión puramente inseparable de Σ (p. 93).
Si demostramos que el cierre entero B de A en LG es A-módulo finito, entonces B es un

anillo normal noetheriano, y el teorema anterior permite concluir que el cierre entero de B en L
es un B-módulo finito, y por tanto un A-módulo finito.

En resumen, basta probar el teorema cuando A = k[x1, . . . , xn] y L es una extensión pura-
mente inseparable de Σ = k(x1, . . . , xn).

En este caso (p. 93) existe una potencia q = pr tal que L = Σ(α1, . . . , αr), y αqi ∈ Σ.

Si αqi = Pi/Qi, entonces (Qiαi)
q = PiQ

q−1
i , aśı que podemos suponer que αqi ∈ A:

αqi =
∑

j1...jn

λi,j1...jnx
j1
1 . . . xjnn

αi =
∑

j1...jn

q
√
λi,j1...jn y

j1
1 . . . yjnn , yj = q

√
xj

Ahora L = k(x1, . . . , xn, α1, . . . , αr)→ K(y1, . . . , yn), donde K = k( q
√
λi,j1...jn ).

Como K[y1, . . . , yn] es normal, y es finito sobre k[x1, . . . , xn] = k[yq1, . . . , y
q
n], es el cierre

entero de A = k[x1, . . . , xn] en K(y1, . . . , yn), y es un A-módulo finito generado.

Definición: Un anillo noetheriano ı́ntegro A de dimensión 1 es un dominio de Dedekind si
los anillos locales Ax son regulares, lo que equivale a que sea normal.

En tal caso, los anillos de valoración V de su cuerpo de fracciones Σ que lo contienen son los
anillos de valoración discreta Ax: si mV ∩A = px, entonces V domina a Ax, y por tanto V = Ax.
Es decir,

A = {f ∈ Σ: vx(f) ≥ 0, ∀x ∈ SpecA}.
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Una curva ı́ntegra SpecA carece de puntos singulares cuando A es de Dedekind.
Por el Teorema de Finitud, el cierre entero A de Z en una extensión finita L de Q es un

anillo noetheriano, y por tanto es un dominio de Dedekind.

Teorema: Todo ideal no nulo de un dominio de Dedekind descompone, de modo único, en
producto de potencias de ideales primos, I = pn1

1 . . . pnrr .

Demostración: En cada punto de (I)0 = {x1, . . . , xr} tenemos que Ixi coincide con una potencia
pnii , porque Axi no tiene otros ideales no nulos. Ahora I = pn1

1 . . . pnrr porque ambos coinciden
al localizar en los puntos de SpecA. La unicidad es evidente.

5.6.1. Módulos sobre Dominios de Dedekind

Sea A de Dedekind. Si un A-módulo finito T es de torsión, su soporte está formado por un
número finito de puntos cerrados; luego T descompone en suma directa de sus localizaciones
en tales puntos y, al ser dominios de ideales principales los anillos locales Ax, tenemos que T
descompone, de modo único, en suma directa de monógenos primarios (p. 113):

T =
⊕

ijA/p
nij
i .

Si T es la torsión de un A-módulo finito generado M , entonces L = M/T es localmente libre
porque carece de torsión (p. 111); luego proyectivo (lo veremos en la p. 151), y M = T ⊕ L
porque escinde la sucesión exacta

0 −→ T −→M −→ L −→ 0

Si rgL = 1, localizando en el punto genérico vemos que L es un submódulo del cuerpo de
fracciones Σ; luego fL ⊆ A, y L es isomorfo a un ideal no nulo.

Un isomorfismo I ' I ′ entre dos ideales no nulos induce en el punto genérico un isomorfismo
Σ ' Σ, que es una homotecia; luego I ' I ′ ⇔ I ′ = fI para algún f ∈ Σ.

Los ideales I = pn1
1 . . . pnrr se corresponden con los divisores D = n1x1 + . . .+nrxr efectivos

(ni ≥ 0), y si introducimos el divisor de una función racional 0 6= f ∈ Σ,

D(f) =
∑

x∈SpecA

vx(f)x,

I ′ ' I si y sólo si sus divisores son linealmente equivalentes:

D′ = D(f) +D para algún f ∈ Σ.

El grupo de Picard Pic(A) = Div(A)/{D(f)} está formado por las clases de isomorfismo
de ideales no nulos, porque todo divisor es equivalente a uno efectivo.

En efecto, el teorema chino del resto

A/pn1
1 . . . pnrr = (A/pn1

1 )⊕ . . .⊕ (A/pnrr )

muestra que, dados puntos cerrados x1, . . . , xr y números naturales m1, . . . ,mr, existe una fun-
ción f ∈ A tal que vxi(f) = mi.

En general, cuando rgL = r > 1, tomamos m ∈ L no nulo, y ponemos

L′ = {m′ ∈ L : am′ ∈ Am para algún a ∈ A}.

Ahora L/L′ carece de torsión y es de rango r − 1.
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Por inducción sobre el rango, vemos que L es suma directa de ideales (no de modo único),

L = I1 ⊕ . . .⊕ Ir.

Lema: Dados puntos cerrados x1, . . . , xr ∈ SpecA, y números naturales m1, . . . ,mr, existe
f ∈ Σ tal que vxi(f) = −mi, y vx(f) ≥ 0 en los otros puntos x ∈ SpecA.

Demostración: Sea a ∈ A tal que vxi(a) = mi. Si a−1 tuviera otros polos, tomamos b ∈ A que
se anule en ellos con igual orden, y vxi(b) = 0. Ahora f = b/a sirve. q.e.d.

Dados ideales I, J sin ceros comunes, I + J = A, la sucesión exacta

0 −→ I ∩ J −→ I ⊕ J −→ A −→ 0

muestra que I ⊕ J ' A ⊕ I ′. Cuando J tiene ceros comunes con I, por el lema anterior existe
f ∈ Σ tal que fJ es un ideal sin ceros comunes con I; luego también I ⊕ J ' A ⊕ I ′, y vemos
que I1 ⊕ . . .⊕ Ir ' I ⊕Ar−1 para cierto ideal I.

Teorema: Todo A-módulo finito generado M descompone, de modo único salvo isomorfismos,

M = I ⊕Ar−1 ⊕ (⊕ijA/p
nij
i ).

Demostración: Ya hemos visto la existencia.

La unicidad se sigue de que si L = I ⊕Ar−1, entonces I = ΛrL.

Corolario: El grupo K de los A-módulos finitos localmente libres es

K(A) = Z⊕ Pic(A).

Demostración: El morfismo inverso de K(A) → Z ⊕ Pic(A), [L] 7→ (rgL,ΛrL) es el morfismo
Z⊕ Pic(A)→ K(A), (r, [I]) 7→ I ⊕Ar−1.

5.7. Morfismos Finitos Birracionales

Sea C = SpecA una curva ı́ntegra sobre k, y sea Σ su cuerpo de funciones racionales.

El cierre entero Ā de A en Σ es un A-módulo finito (p. 144); luego una k-álgebra finito
generada, y C̄ = Spec Ā es una curva no singular (llamada desingularización de C) con un
morfismo finito birracional C̄ → C. El A-módulo finito C = Ā/A es el conductor, y se anula
en un punto x justamente cuando Ax = Āx; es decir, cuando x es simple.

Teorema: El número de puntos singulares de una curva ı́ntegra es finito.

Demostración: Localizando en el punto genérico pg la sucesión exacta

0 −→ A −→ Ā −→ C −→ 0,

Cpg = Σ/Σ = 0; luego C es un módulo finito de torsión, y su soporte es finito. q.e.d.

El morfismo C̄ → C es isomorfismo en el abierto de puntos simples, y vamos a estudiarlo en
un punto singular x. Sea O = Ax el anillo local de C en x, y m su ideal maximal.

Teorema: Ô es reducido, y sus primos minimales se corresponden con los maximales de Ō.
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Demostración: C = Ō/O es completo, porque está anulado por una potencia de m.

0 −→ O −→ Ō −→ C −→ 0

0 −→ Ô −→ ̂̄O −→ C −→ 0

Ō es un dominio de Dedekind; luego mŌ = mn1
1 . . .mnr

r , donde m1, . . . ,mr son los maximales
de Ō. Por el teorema chino,

̂̄O = ĺım
←−
Ō/mnŌ = ĺım

←−
(Ō/mn1n

1 ⊕ . . .⊕ Ō/mnrn
r ) = Ôx1 ⊕ . . .⊕ Ôxr ,

donde Oxi , la localización de Ō en mi, es regular; luego Ôxi es regular, e ı́ntegro.

Vemos aśı que ̂̄O es reducido (y el subanillo Ô también) y que sus primos minimales se
corresponden con sus maximales (que se corresponden con los maximales de Ō).

Ahora, en todo primo minimal p de Ô tenemos que Cp = 0, porque C está anulado por una

potencia de mÔ; luego Ôp = ̂̄Op, y Spec ̂̄O tiene un único punto sobre p. Los primos minimales

de Ô se corresponden con los de ̂̄O.

Definiciones: Los primos minimales de Ô son las ramas anaĺıticas de la curva C en x, y se
corresponden con los puntos xi de la fibra de C̄ sobre x.

La multiplicidad de intersección en x de la curva C con la hipersuperficie H de ecuación
f = 0 es (C ∩H)x = l(O/fO).

Lema: lO(O/fO) = lO(Ō/fŌ).

Demostración: l(Ō/O) = l(fŌ/fO) porque Ō/O f ·−→ fŌ/fO es un isomorfismo.

El carácter aditivo de la longitud, y el siguiente cuadrado conmutativo, permiten concluir,

fO //

��

fŌ

��
O // Ō

Teorema: (C ∩H)x =
∑
xi→x

vxi(f) · [κ(xi) : κ(x)].

Demostración: Si f es invertible enO, es obvio. Si f se anula en x, el anillo Ō/fŌ tiene dimensión
0, y descompone en suma directa de sus localizaciones,

Ō/fŌ = Ox1/fOx1 ⊕ . . .⊕Oxn/fOxn
(C ∩H)x = lO(Ox1/fOx1) + . . .+ lO(Oxn/fOxn)

La longitud del O-módulo Oxi/fOxi es el producto de su longitud como Oxi-módulo, que es
vxi(f), por la longitud del único Oxi-módulo simple κ(xi), que es [κ(xi) : κ(x)].

5.7.1. Transformaciones Cuadráticas

Ahora supondremos que el cuerpo k es infinito, de modo que un espacio vectorial no es unión
finita de subespacios vectoriales propios (p. 82). Si mi es el valor mı́nimo en m de la valoración
vxi , xi ∈ Spec Ō, tenemos que {a ∈ m : vxi(a) > mi} es un subespacio vectorial propio de m;
luego existe f ∈ m donde todas las valoraciones vxi toman valor mı́nimo.
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Ahora, si m = (f1, . . . , fd), tenemos que vxi

(
fj
f

)
≥ 0; luego

fj
f ∈ Ō,

O −→ O1 = O
[
f1
f , . . . ,

fd
f

]
−→ Ō.

El morfismo finito birracional O → O1 es la transformación cuadrática o explosión de
O en el punto x. El anillo O1 es semilocal (tiene un número finito de ideales maximales), y el

ideal mO1 = fO1 es principal, porque fj = f
fj
f ∈ fO1.

Esta construcción es válida aunque sólo se suponga que O es un subanillo semilocal de Ō,
de modo que podemos volver a explotar O1 en un punto, y aśı sucesivamente.

Lema: O1 no depende de la función f ∈ m de valoración mı́nima elegida.

Demostración: Si f ′ ∈ m, y vxi(f
′) = vi(f), entonces f ′

f ∈ O1 no se anula en ningún punto de

Spec Ō, y no se anula en ningún punto de SpecO1, porque el morfismo O1 ↪→ Ō es finito.
Luego f ′

f es invertible en O1, y
fj
f ′ =

fj
f
f
f ′ ∈ O1,

O
[
f1
f ′ , . . . ,

fd
f ′

]
⊆ O1 = O

[
f1
f , . . . ,

fd
f

]
.

Por simetŕıa, también se tiene la inclusión contraria.

Teorema: C se desingulariza con un número finito de transformaciones cuadráticas.

Demostración: Si O → O1 es isomorfismo, el punto x es simple: m = mO1 = fO1 = fO.
Como la longitud de Ō/O es finita, después de un número finito de explosiones

O −→ O1 −→ . . . −→ Or

obtendremos un anillo Or ⊆ Ō sin puntos singulares; luego es normal, y Or = Ō.

Lema de Estabilidad: mn = mnO1, cuando n� 0.

Demostración: El O-módulo O1 está generado por los elementos
f
n1
1 ...f

nd
d

fn1+...+nd
.

Como O1 es un O-módulo finito, cuando n� 0, podemos tomar un sistema de generadores
de la forma a

fn , con a ∈ mn. Ahora mnO1 = fnO1 ⊆ mn, y terminamos.

Definición: La multiplicidad de un anillo local noetheriano O de dimensión d es el coeficiente
del término de mayor grado de su polinomio de Samuel, afectado del factor d!

En el caso de una hipersuperficie, 0 = Pm(x1, . . . , xd)+términos de grado > m, su multipli-
cidad en el origen es m (p. 137).

Teorema: SO(n) = mn− c , donde m = l(O/fO), c = l(O1/O).

Demostración: Cuando n� 0, tenemos que mn = mnO1 = fnO1. Luego

0 −→ O/mn −→ O1/f
nO1 −→ O1/O −→ 0

SO(n) = l(O/mn) =l(O1/f
nO1)− l(O1/O) = l(O/fnO)− l(O1/O) = nl(O/fO)− l(O1/O).

Corolario: La multiplicidad m es el número de intersección de la curva explotada con la fibra
excepcional f = 0, contando cada punto y con el grado [κ(y) : κ(x)],

m = (C1 ∩ E).
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Demostración: m = lO(O/fO) = lO(O1/fO1).

Corolario: La multiplicidad es 1 si y sólo si el punto es simple.

Demostración: Si 1 = m = l(O/fO), entonces m = fO es principal. q.e.d.

Al desingularizar una curva con transformaciones cuadráticas, sobre cada punto singular x
van apareciendo unos puntos y, que dibujamos en forma de árbol (al final hay tantos como ramas
anaĺıticas en x) poniendo a su lado la multiplicidad my.

Corolario: Si k es algebraicamente cerrado, y la curva es plana,

dimk(Ō/O) =
∑

y

(
my
2

)
.

Demostración: lO(M) = dimkM cuando k = κ(x), y en un punto de multiplicidad m de una
curva plana (p. 137) el polinomio de Samuel es

(
n+1

2

)
−
(
n+1−m

2

)
= mn−

(
m
2

)
.

Nota: Si se desea desingularizar la curva C = SpecA, se ha elegir f ∈ m = (f1, . . . , fd) que
tome valor mı́nimo en todas las valoraciones discretas centradas en x, y que no se anule en los
demás puntos singulares de C. No podemos asegurar que las funciones

fj
f sean enteras sobre A,

porque f puede tener otros ceros z1, . . . , zr en C.
Se toma g ∈ A que no se anule en los punto singulares de C, y que se anule en z1, . . . , zr con

igual multiplicidad que f . Ahora las funciones
fjg
f son enteras sobre A,

A −→ A1 = A
[
f1g
f , . . . ,

fdg
f

]
⊆ Ā

y el morfismo C1 = SpecA1 → C es finito y birracional. Además, si A = A1, entonces fjg ∈ fA,
luego mAx = fAx porque g es invertible en Ax, y el punto x no es singular.

Ejemplo: Sea k algebraicamente cerrado, de modo que, con un cambio de ejes, puede suponerse
que cualquier punto cerrado es el origen de coordenadas.

Si C es una curva plana, y x = 0 no es tangente a C en el origen,

0 = P (x, y) = a0y
m + a1xy

m−1 + . . .+ amx
m +

∑
i+j>m

aijx
iyj , a0 6= 0,

dividiendo por xm obtenemos una relación de dependencia entera de y
x sobre el anillo local O

de C en el origen. Luego vi(x) ≤ vi(y) para toda valoración discreta vi centrada en el origen, y
O1 = O

[ y
x

]
. Poniendo z = y

x , tenemos que

0 = P (x, xz) = xmP1(x, z) = xm
(
a0z

m + a1z
m−1 + . . .+ am +

∑
i+j>m

aijx
i+j−mzj

)
,

y vemos que O1 es el anillo semilocal de la curva P1(x, z) = 0 en los puntos de corte con la
fibra excepcional x = 0, que son los puntos x = 0, z = λ, donde y = λx es una recta del cono
tangente a0y

m + a1xy
m−1 + . . .+ amx

m = 0.

Por ejemplo, sea C la curva plana compleja (́ıntegra por el criterio de Eisenstein)

P (x, y) = y7 − x9y − x10y + x11 + x12 = 0.

El cono tangente es y7 = 0, y al explotar poniendo z = y
x , aparece el punto x = z = 0,

0 = P (x, xz) =x7(z7 − x3z − x4z + x4 + x5) ,

0 = P1(x, z) =x4 − x3z + x5 − x4z + z7.
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El cono tangente en él es x3(x− z) = 0, y al explotar poniendo s = x
z ,

0 = P2(z, s) = z3 − s3 + s4 − zs4 + zs5,

aparece el punto simple z = 0, s = 1 (∂P2
∂s no se anula en él), y el punto z = s = 0, de

multiplicidad 3. Explotando éste aparecen 3 puntos, simples porque la curva explotada corta a
la fibra excepcional con multiplicidad 1. El árbol de explosiones es

•
•

• •
• • •

7

4

31

1 1 1

l(Ō/O) =
(

7
2

)
+
(

4
2

)
+
(

3
2

)
= 30

Teorema: La multiplicidad de intersección de C con una hipersuperficie H de multiplicidad r
es el producto de las multiplicidades más las multiplicidades de intersección de sus dilataciones
en los puntos comunes de la fibra excepcional,

(C ∩H)x = mr + (C1 ∩H1).

Demostración: Si la ecuación de H es P (x1, . . . , xn) = 0, y f = x1 es de valoración mı́nima, la
transformación birracional es zj =

xj
x1

, y tenemos

P (x1, . . . , xn) = xr1P1(x1, z2, . . . , zn),

donde P1 = 0 es la ecuación de la hipersuperficie H1.

(C ∩H)x = l(O/P ) = l(O1/P ) = l(O1/f
rP1) = rl(O1/f) + l(O1/P1) = mr + (C1 ∩H1),

donde (C1 ∩H1) = l(O1/P1) es la suma de las multiplicidades de intersección de C1 y H1 en sus
puntos comunes sobre x. q.e.d.

Esta fórmula permite calcular (C ∩H)x explotando hasta que C y H se separen.

5.8. Morfismos Fielmente Planos

Teorema: En los módulos finitos sobre un anillo local O, las condiciones de ser libre, proyectivo
y plano son equivalentes.

Demostración: Como libre ⇒ proyectivo ⇒ plano, sólo hay que ver plano ⇒ libre.
Sea {m1, . . . ,mn} un sistema mı́nimo de generadores de un O-módulo finito y plano M .
Si f1m1 + . . .+fnmn = 0, ponemos I = (f1, . . . , fn). Por platitud I⊗OM →M es inyectivo,

y f1 ⊗m1 + . . .+ fr ⊗mr = 0. Cambiando de base al cuerpo residual k = O/m, obtenemos que
f̄1 ⊗ m̄1 + . . .+ f̄r ⊗ m̄r = 0 en el k-espacio vectorial

(I/mI)⊗k (M/mM) = (I/mI)⊗k (km̄1 ⊕ . . .⊕ km̄n).

Luego f̄1 = . . . = f̄n = 0, y I/mI = 0. Por Nakayama I = 0, y m1, . . . ,mn es base de M .

Lema: Si M es un A-módulo de presentación finita, Am → An → M → 0, en todo punto
x ∈ SpecA tenemos que HomA(M,N)x = HomAx(Mx, Nx).

Demostración: Basta considerar el diagrama conmutativo de filas exactas

HomA(Am, N)x ←− HomA(An, N)x ←− HomA(M,N)x ←− 0
|| || ↓

HomAx(Amx , Nx) ←− HomAx(Anx, Nx) ←− HomAx(Mx, Nx) ←− 0
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Teorema: En los módulos de presentación finita, las condiciones de ser localmente libre, pro-
yectivo y plano son equivalentes.

Demostración: Como los módulos planos son localmente libres por el teorema anterior, sólo hay
que ver que si P es localmente libre, entonces es proyectivo. Ahora, si E es una sucesión exacta de
A-módulos, las sucesiones HomA(P,E)x = HomAx(Px,Ex) son exactas, porque los Ax-módulos
Px son libres; luego HomA(P,E) es exacta (p. 75).

Teorema: Si P es un A-módulo proyectivo finito, cada punto x ∈ SpecA tiene un entorno
básico U tal que PU es un AU -módulo libre.

Demostración: Como Px es libre, tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas

0 // Ker //

��

L //

��

P //

��

Coker //

��

0

0 // (Ker)x // Lx
∼ // Px // (Coker)x // 0

donde L es libre. Como Coker es finito y Cokerx = 0, en un entorno CokerU = 0 (el soporte de
un elemento es cerrado, p. 75).

Al ser PU proyectivo, LU = KerU ⊕ PU , y KerU es finito generado.
Como Kerx = 0, podemos tomar U de modo que KerU = 0, y PU = LU es libre.

Teorema: Si P es un A-módulo plano, las siguientes condiciones son equivalentes,

1. P es fielmente plano: una sucesión E es exacta ⇔ E⊗A P es exacta.

2. P/mP 6= 0 para todo ideal maximal m de A.

3. M ⊗A P = 0 ⇔ M = 0.

Demostración: (1⇒ 2) 0→ A/m→ 0 no es exacta; luego 0→ P/mP → 0 tampoco.

(2⇒ 3) Si m ∈ M no es nulo, y tomamos un epimorfismo Am→ A/m→ 0, el epimorfismo
(Am)⊗A P → (A/m)⊗A P → 0 muestra que (Am)⊗A P 6= 0.

Al ser P plano, (Am)⊗A P es un submódulo de M ⊗A P ; luego M ⊗A P 6= 0.

(3⇒ 1) M ′
i−→M

p−−→M ′′ , M ′ ⊗A P
i⊗1−−−→M ⊗A P

p⊗1−−−→M ′′ ⊗A P.
Como P es plano, (Im i)⊗A P = Im (i⊗ 1), (Ker p)⊗A P = Ker (p⊗ 1), y

Im i+ Ker p

Im i
⊗A P =

Im i⊗ 1 + Ker p⊗ 1

Im i⊗ 1
Im i+ Ker p

Ker p
⊗A P =

Im i⊗ 1 + Ker p⊗ 1

Ker p⊗ 1

luego Im i = Ker p ⇔ Im (i⊗ 1) = Ker (p⊗ 1).

Corolario: Sea A→ B un morfismo fielmente plano. Un A-módulo M es finito generado (plano)
si y sólo si MB es finito generado (plano).

Demostración: Si MB es finito, está generado por elementos de M que definen un morfismo
An →M tal que Bn →MB es epiyectivo; luego An →M también, y M es finito.

Si E es una sucesión exacta de A-módulos, EB es exacta; y si MB es un B-módulo plano,
EB ⊗B MB = (E⊗AM)B es exacta. Luego E⊗AM es exacta, y M es plano.
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Ejemplos: Si SpecA =
⋃
i Ui es un recubrimiento finito por abiertos básicos, el morfismo

A→ ⊕iAUi es fielmente plano.
Todo morfismo finito y plano A ↪→ B es fielmente plano (p. 140). Por tanto, si A es de

Dedekind y B es ı́ntegro, todo morfismo finito inyectivo A→ B es fielmente plano.
Si O es un anillo local noetheriano, el morfismo O → Ô es fielmente plano.

5.8.1. Teoŕıa de Galois de Revestimientos

Todos los anillos se suponen noetherianos, y pondremos S = SpecA.

Definiciones: Un morfismo X = SpecB → S es un revestimiento cuando es finito, plano y
no ramifica (B es un A-módulo finito, plano, y ΩB/A = 0).

En tal caso el grado de la κ(x)-álgebra B ⊗A κ(x) es localmente constante; luego constante
si S es conexo, y es el grado del revestimiento.

S⊕ n. . . ⊕S → S es el revestimiento trivial de grado n.
Todo revestimiento de grado 1 es un isomorfismo.

Teorema: El concepto de revestimiento es estable por cambios de base (si A→ B es un reves-
timiento, AC → BC también), y es local respecto de los morfismos fielmente planos (si A → C
es fielmente plano, A→ B es revestimiento ⇔ AC → BC lo es).

Demostración: La finitud, platitud y diferenciales son estables por cambios de base.

Lema: Toda componente conexa de un revestimiento es un revestimiento.

Demostración: Si X = X ′ ⊕X ′′, entonces B = B′ ⊕B′′ (p. 130).
Como B es finito y plano, B′ también, y no ramifica porque 0 = ΩB/A = ΩB′/A ⊕ ΩB′′/A.

En adelante supondremos que S = SpecA es conexo.

Lema: Toda sección de un revestimiento conexo X → S es un isomorfismo.

Demostración: La sección 0 −→ I −→ B
σ−−→ A −→ 0 define una derivación

D : B −→ I/I2, D(b) = b− σ(b) (módulo I2).

Como ΩB/A = 0, tenemos que I = I2, y Ix = 0 ó Ix = Bx ((B/I)x = 0) en todo punto
x ∈ X. Luego I se anula en un abierto cerrado de X. Al ser X conexo, I = 0. q.e.d.

Cuando X es conexo, se sigue que los morfismos en otro revestimiento Y → S vienen dados
por la Fórmula de los Puntos:

HomS(X,Y ) = HomX(X,X ×S Y ) =

[
Componentes conexas de
X ×S Y isomorfas a X

]
El grado de Y acota al número de morfismos, y es igual si y sólo si X ×S Y = ⊕X.
Además todo morfismo es un revestimiento, porque es X → X ×S Y → Y , donde el primero

es un isomorfismo con una componente conexa, y el segundo es un revestimiento.
En particular, todo morfismo X → X es un automorfismo, porque su grado es 1, y

Aut(X/S) =

[
Componentes conexas de
X ×S X isomorfas a X

]
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Definición: Un revestimiento conexo P = SpecC → S es de Galois si el orden del grupo
G = Aut(P/S) coincide con el grado,

P ×S P = P⊕ G. . . ⊕P = G× P.

Si H es un subgrupo de G, pondremos P/H = SpecCH .

Teorema: (P/H)×S X = (P ×S X)/H, es decir (CH)⊗A B = (C ⊗A B)H .

Demostración: El argumento de la p. 86 es válido cuando el morfismo A→ B es plano.

Corolario: P/H → S es un revestimiento trivial sobre P , de grado [G : H]; luego P/G = S.

Demostración: (P/H) ×S P = (P ×S P )/H = (G × P )/H = (G/H) × P es un revestimiento
trivial de P de grado [G : H], y el cambio de base P → S es fielmente plano.

Teorema de Artin: Si un revestimiento conexo P → S admite un grupo de automorfismos G
tal que P/G = S, es un revestimiento de Galois y G = Aut(P/S).

Demostración: P ×S P tiene una componente conexa ' P por cada elemento de G, y

P = (P/G)×S P = (P ×S P )/G = (P⊕ G. . . ⊕P ⊕X1 ⊕ . . .⊕Xr)/G =

= (P⊕ G. . . ⊕P )/G⊕ (X1 ⊕ . . .⊕Xr)/G

es conexo. Las componentes Xi no existen, y P ×S P = P⊕ G. . . ⊕P . q.e.d.

Si X → S es trivial sobre P , es decir X ×S P = P ⊕ . . .⊕ P , el grupo G actúa en

F (X) = {componentes conexas de X ×S P} = HomS(P,X),

y cada G-conjunto finito ∆ tiene un revestimiento asociado de grado |∆|,

R(∆) = (P⊕ ∆. . . ⊕P )/G = (∆× P )/G,

que es trivial sobre P , porque R(G/H) = ((G/H)× P )/G = P/H.

Teorema: Si A→ C es fielmente plano, A→ C ⇒ C ⊗A C es exacta.

Demostración: El argumento de la p. 130 es válido.

Teorema de -Galois: Los funtores F y R definen una equivalencia de categoŕıas[
Revestimientos de S

triviales sobre P

]
!

[
G-conjuntos

finitos

]
,

R ◦ F = Id
F ◦R = Id

Demostración: El argumento dado en la p. 84 para las k-álgebras finitas separables (que son los
revestimientos de Spec k) sigue siendo válido, porque

1. F (P ) = HomS(P, P ) = G, y R(G) = (G× P )/G = P ; luego P = RF (P ), G = FR(G).

2. Todo G-conjunto finito ∆ admite una presentación ⊕iG⇒ ⊕jG→ ∆, y todo revestimiento
X = SpecB trivial sobre P admite una presentación ⊕iP ⇒ ⊕jP → X, porque la sucesión
A→ C ⇒ C ⊗A C = ⊕C es exacta y B es plano.
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3. Los funtores R y F son exactos por la derecha. R porque R(∆) es el revestimiento definido
por el álgebra Hom(∆, C)G = HomG(∆, C), y F porque (−)×S P lo es, y el funtor “com-
ponentes conexas” establece una equivalencia de la categoŕıa de revestimientos triviales de
P con la de conjuntos finitos (P es conexo).

Teorema: Todo revestimiento X → S es trivial sobre algún revestimiento de Galois de S.

Demostración: Si Y es conexo y X ×S Y = Y ⊕ . . .⊕ Y ⊕ Y ′ ⊕ . . . no es trivial,

X ×S Y ′ = (X ×S Y )×Y Y ′ = Y ′ ⊕ . . .⊕ Y ′ ⊕ (Y ′ ×Y Y ′)⊕ . . .

y por la Fórmula de los Puntos Y ′ ×Y Y ′ = Y ′ ⊕ . . .; luego X ×S Y ′ tiene más componentes
triviales que X ×S Y . Comenzando con Y = S, obtenemos una componente conexa P de un
producto X ×S . . .×S X tal que X ×S P = ⊕P ya es trivial.

Ahora, como P ×S P es un abierto cerrado de (X ×S . . .×S X)×S P = ⊕P , concluimos que
P es un revestimiento de Galois de S.

5.8.2. El Grupo Fundamental

Sea S = SpecA conexo, y s : Spec k̄ → S un punto geométrico, donde k̄ es un cuerpo
algebraicamente cerrado, por ejemplo un cierre algebraico de un cuerpo residual.

La fibra geométrica de un revestimiento X → S sobre s es

HomS(Spec k̄, X) = HomSpec k̄(Spec k̄, X ×S Spec k̄) = Spec (B ⊗A k̄),

porque B⊗A k̄ es una k̄-álgebra trivial (al ser separable), y tiene tantos puntos como el grado de
X. Cuando X es conexo, si dos morfismos X ⇒ Y coinciden en un punto de la fibra geométrica,
son iguales, porque dos componentes conexas de X ×S Y no pueden tener un punto común.

Los pares Pp, donde P es un revestimiento de Galois de S y p : Spec k̄ → P es un punto
geométrico sobre s, forman un sistema proyectivo filtrante con los morfismos

φji : (Pj)pj −→ (Pi)pi , φ
j
i (pj) = pi,

porque si Pp y P̄p̄ son revestimientos de Galois, y tomamos la componente conexa P ′ de P ×S P̄
que pasa por el punto geométrico p′ = (p, p̄), tenemos morfismos P ′p′ → Pp, P

′
p′ → P̄p̄, y P ′ es un

revestimiento de Galois. En efecto, P y P̄ son triviales sobre P ′; luego P ×S P̄ , y su componente
conexa P ′, también: P ′ ×S P ′ = ⊕P ′.

Pongamos Gi = Aut(Pi/S). Cada morfismo φji : (Pj)pj → (Pi)pi induce un epimorfismo
Gj → Gi, y el grupo fundamental de S en el punto geométrico s es

π1(S, s) = ĺım
←−

Gi.

Cada revestimiento X → S es trivial sobre algún revestimiento de Galois (Pi)pi , y el punto
pi define una biyección canónica de la fibra F (X) = HomS(Spec k̄, X) de s con el Gi-conjunto
finito, y por tanto π1(S, s)-conjunto finito, HomS(Pi, X) que clasifica el revestimiento X.

Pero aśı sólo se obtienen aquellos π1(S, s)-conjuntos finitos en que la acción factorice a través
de un cociente π1(S, s)→ Gi. Para caracterizar estas acciones consideramos π1(S, s) como ĺımite
proyectivo de grupos discretos. Todo subgrupo abierto U ⊂ π1(S, s) contiene al núcleo Ki de una
proyección π1(S, s) → Gi, de modo que toda acción continua π1(S, s) ×∆ → ∆ en un espacio
finito discreto viene inducida por una acción Gi ×∆→ ∆.

En efecto, al ser abiertos los subgrupos de isotroṕıa Ip, también lo es
⋂
p Ip ⊇ Ki, y la acción

factoriza por Gi. Del teorema de Galois se sigue que
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Teorema: El funtor fibra F (X) = HomS(Spec k̄, X) define una equivalencia de la categoŕıa de
revestimientos de S con la de π1(S, s)-conjuntos finitos (con acción continua).

Definición: Sea G un grupo finito. Un revestimiento principal de grupo G es un revestimiento
P → S (no necesariamente conexo) con una acción de G que defina un isomorfismo ⊕GP =
G× P ∼−→ P ×S P , de modo que cuando P es conexo es un revestimiento de Galois de grupo G.

Los isomorfismos son los S-isomorfismos que conmutan con la acción de G.
Si fijamos un punto geométrico de la fibra de s, decimos que está punteado.
Ahora, para todo grupo finito (y discreto) G, el argumento de la p. 223 da

Corolario: Homgr.top.(π1(S, s), G) =

[
Revestimientos principales
de S de grupo G punteados

]
Para terminar, veamos que el grupo fundamental es un funtor.
Sea φ : S′ → S un morfismo (donde S′ = SpecA′ es conexo), s′ : Spec k̄ → S′ un punto

geométrico, y s = φ(s′) : Spec k̄ → S.
Dado un revestimiento de Galois (Pi)pi de S, tenemos que Pi ×S S′ es un revestimiento

Gi-principal de S′, punteado con el punto geométrico p′ = (pi, s
′). Luego define un morfismo de

grupos continuo π1(S′, s′)→ Gi, y obtenemos un morfismo de grupos continuo y funtorial

φ∗ : π1(S′, s′) −→ ĺım
←−

Gi = π1(S, s).

Ejemplo: En el caso de un cuerpo, los revestimientos son las k-álgebras finitas separables, los
revestimientos de Galois son las extensiones de Galois, y fijar una extensión algebraicamente
cerrada k → k̄ es fijar un punto geométrico s : Spec k̄ → Spec k.

Toda extensión de Galois L admite una inmersión L→ k̄, aśı que el cierre separable

k̄sep = {α ∈ k̄ : α es algebraico y separable sobre k}

es k̄sep =
⋃
i Li, donde Li recorre las extensiones de Galois de k.

Como todo automorfismo de k̄s deja invariante las extensiones de Galois, el grupo funda-
mental de Spec k coincide con el grupo de Galois absoluto

π1(Spec k, s) = ĺım
←−

Aut(Li/k)op = Aut(k̄sep/k)op.

Por ejemplo, el grupo fundamental del cuerpo finito Fq de q elementos es (p. 87)

π1(SpecFq) = ĺım
←−

Z/nZ =
∏
p Ẑp,

y el automorfismo de Frobënius F (α) = αq genera un subgrupo denso.
Ahora, todo punto p ∈ S de cuerpo residual finito define un morfismo p : SpecFq → S; luego

un morfismo π1(SpecFq, s)→ π1(U, s), donde U es cualquier entorno abierto, y la imagen de F
es el automorfismo de Frobënius Fp en el punto p, generalizando aśı la definición de la p. 88.
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Caṕıtulo 6

Análisis III

6.1. Anillos de Funciones C∞

Sea X un espacio topológico. Dos funciones reales continuas, definidas en sendos entornos
de x ∈ X, tienen igual germen en x si coinciden en algún entorno de x.

El germen en x de una función continua f se denota fx, y

Ox = ĺım
−→
x∈U

C(U),

es el anillo de gérmenes de funciones continuas, donde U recorre los entornos abiertos de x.
El soporte de f ∈ C(X) es el complementario del mayor abierto en que f es nula,

sop f = {x ∈ X : f(x) 6= 0} = {x ∈ X : fx 6= 0}.

Una partición de la unidad subordinada a un recubrimiento abierto X =
⋃
i Ui es una

familia de funciones reales continuas φi ∈ C(X) tales que

1. sopφi ⊆ Ui, y φi ≥ 0.

2. La familia {sopφi} es localmente finita (finita en algún entorno de cada punto).

3. 1 =
∑

i φi , (la suma tiene sentido por la condición 2).

Lema: Sea K un compacto Hausdorff. Si V es un entorno de p ∈ K, existe f ∈ C(K) no
negativa, con soporte contenido en V , tal que f(p) = 1.

Demostración: Si Q ⊆ V es un entorno compacto de p, por el lema de Urysohn (se verá en
Topoloǵıa, p. 211) existe f ∈ C(K) que se anula fuera de Q, y f(p) = 1.

Lema: Todo espacio σ-compacto (localmente compacto, separado y de base numerable) X ad-

mite un recubrimiento numerable, X =
⋃
nKn, por compactos tales que Kn ⊆

o
Kn+1.

Demostración: X admite un recubrimiento numerable X =
⋃
n Un por abiertos de cierre com-

pacto, y tomamos K1 = U1. Definido Kn−1, por compacidad admite un recubrimiento finito,
Kn−1 = Ui1 ∪ . . . ∪ Uir , y ponemos Kn = U i1 ∪ . . . U ir ∪ Un.

Teorema: Todo recubrimiento abierto X =
⋃
i Ui de un espacio σ-compacto admite una parti-

ción de la unidad subordinada.

Demostración: Sea X =
⋃
nKn, con Kn ⊂

o
Kn+1, y pongamos Qn = Kn−

o
Kn−1.

157
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Si p ∈ Qn, existe una función continua f ≥ 0 con soporte en Ui ∩ (
o
Kn+1 −Kn−2) que no se

anula en p, y elegimos un número finito de estas funciones que no se anulen simultáneamente
en ningún punto de Qn. Al variar n obtenemos unas funciones fj tales que la familia {sop fj}
es localmente finita y h =

∑
j fj no se anula en ningún punto de

⋃
nQn = X.

Sustituyendo fj por fj/h, podemos suponer que 1 =
∑

j fj .

Para cada ı́ndice j fijamos σ(j) tal que sop fj ⊆ Uσ(j), y la partición buscada es

φi =
∑

σ(j)=i

fj .

Lema: Si V es un entorno del origen en Rn, existe f ∈ C∞(Rn) no negativa, de soporte compacto
contenido en V , tal que f(0) > 0 .

Demostración: El entorno de radio ε es el soporte de f(x1, . . . , xn) = e(x2
1 + . . .+x2

n−ε2), donde
e(t) es la función de clase C∞,

e(t) =

{
e

1
t si t ≤ 0

0 si t ≥ 0

Teorema: Todo recubrimiento abierto de una variedad diferenciable X admite una partición de
la unidad subordinada de clase C∞.

Demostración: Se repite la demostración del caso continuo.

Corolario: Si Y1, Y2 son cerrados disjuntos de una variedad X, existe una función diferenciable
global 0 ≤ f ≤ 1 tal que f(Y1) = 0, f(Y2) = 1.

Demostración: Sea φ1, φ2 una partición de la unidad subordinada al recubrimiento abierto X =
U1 ∪ U2, donde Ui = X − Yi. La función f = φ1 sirve.

Corolario: Si U es un entorno de x ∈ X, existe una función meseta φ ∈ C∞(X), que vale 1
en un entorno de x, tiene soporte compacto contenido en U , y 0 ≤ φ ≤ 1.

Demostración: En Rn, hay una función diferenciable 0 ≤ φ ≤ 1 que vale 1 en el entorno Y1 de
radio ε, y se anula en el complementario Y2 del entorno de radio 2ε.

Corolario: Si f ∈ C∞(U) y x ∈ U , existe F ∈ C∞(X) con igual germen, fx = Fx.

Demostración: Si φ es una función meseta, y φf se extiende por 0 fuera de U , se obtiene una
función diferenciable global con igual germen que f en x.

Corolario: Existe una función diferenciable f : X → R de fibras compactas.

Demostración: Sea X =
⋃
nKn, con Kn ⊂

o
Kn+1.

Tomemos una función diferenciable hn no negativa tal que hn(Kn−1) = 0, hn(X−
o
Kn+1) = 1.

La función f =
∑

n hn sirve.
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6.1.1. Reconstrucción de X a partir de C∞(X)

El espectro maximal de un anillo A es el subespacio SpecmA ⊆ SpecA formado por los
ideales maximales. El espectro real de una R-álgebra A es el subespacio SpecRA ⊆ SpecmA
formado por los maximales de cuerpo residual R.

Cuando A es una subálgebra de C(X), cada punto x ∈ X define un morfismo epiyectivo
A→ R, f 7→ f(x); luego su núcleo mx es un maximal de cuerpo residual R.

Esta aplicación X → SpecRA es continua, porque los ceros de las funciones continuas

z(f) = (f)0 ∩X = {x ∈ X : f(x) = 0}

siempre son cerrados. Es inyectiva cuando las funciones separan puntos (si x 6= y, existe f ∈ A
tal que f(x) 6= f(y)), y es un homeomorfismo con la imagen cuando además todo cerrado de X
es intersección de ceros; es decir, cuando las funciones separan puntos de cerrados (si x /∈ Y ,
existe f ∈ A tal que f(Y ) = 0, f(x) 6= 0).

Teorema: K = Specm C(K), cuando K es un compacto Hausdorff.

Demostración: Sea m un ideal maximal de C(K). Las intersecciones finitas de ceros de funciones
de m nunca son vaćıas, porque z(f1) ∩ . . . ∩ z(fn) = z(f2

1 + . . . + f2
n), y f2

1 + . . . + f2
n ∈ m no

puede ser invertible. Luego hay un punto p ∈ K en que se anulan todas las funciones de m, y
m = mp porque m es maximal.

Teorema: X = SpecR C∞(X), cuando X es una variedad diferenciable.

Demostración: Sea f : X → R una función diferenciable de fibras compactas.
Si C∞(X)/m = R, existe a ∈ R tal que f − a ∈ m.
Como las intersecciones finitas de ceros de funciones de m nunca son vaćıas, y z(f − a) es

compacto, hay un punto x ∈ z(f − a) en que se anulan todas las funciones de m, y m = mx.

El álgebra C∞(X) permite reconstruir X como espacio topológico; pero también determina
el haz de funciones diferenciables, porque claramente determina las funciones diferenciables
globales, y las funciones diferenciables en un abierto U ⊂ X son las funciones continuas que
localmente coinciden con funciones diferenciables globales.

Teorema: Hom(X,Y ) = HomR-alg(C∞(Y ), C∞(X)).

Demostración: Una aplicación diferenciable φ : X → Y induce un morfismo de R-álgebras
φ∗ : C∞(Y ) → C∞(X), φ∗(f) = fφ; y cada morfismo C∞(Y ) → C∞(X) induce una aplicación
continua φ : X = SpecR C∞(X)→ SpecR C∞(Y ) = Y , que es diferenciable.

En efecto, φ transforma funciones diferenciables en Y en funciones diferenciables en X, y si
f es una función diferenciable en un abierto V ⊂ Y , y x ∈ φ−1(V ), entonces f coincide en un
entorno de φ(x) con una función diferenciable F ∈ C∞(Y ); luego φ∗(f) coincide con la función
diferenciable φ∗(F ) en un entorno de x, y φ∗(f) ∈ C∞(φ−1V ).

Definición: Sea K un compacto de un espacio topológico X. Si f ∈ C(X), ponemos

‖f‖K = sup
p∈K
|f(p)|

lo que define una seminorma (‖f‖K puede ser nulo sin serlo f) en C(X),

‖f + h‖K ≤ ‖f‖K + ‖h‖K
‖λf‖K = |λ| · ‖f‖K
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Si X es σ-compacto, X =
⋃
nKn, con Kn ⊆

o
Kn+1, las seminormas pn = ‖ ‖Kn definen en

C(X) una topoloǵıa, y C(X) es completo: toda sucesión de Cauchy converge a una función que
es continua en los compactos Kn, y es continua porque sus interiores recubren X.

Además, p1 ≤ p2 ≤ . . . pn ≤ . . .

Teorema: Sea U un abierto de un espacio σ-compacto X. Toda función f ∈ C(U) es cociente
de dos funciones continuas globales, f = g/h, donde z(h) = X−U . Luego C(U) = C(X)S, donde
S es el sistema multiplicativo de las funciones sin ceros en U .

Demostración: Pongamos U =
⋃
nQn, con Qn ⊆

o
Qn+1.

Sea 0 ≤ φn ∈ C(X) tal que φn(X−
o
Qn+1) = 0, φn(Qn) = 1.

Como sopφnf ⊆ Qn+1, la función φnf es continua si se prolonga por 0 fuera de U , y basta
considerar las series convergentes (donde h se anula exactamente en X − U)

g =
∞∑
n=1

1

2n(1 + pn(φn))
· φnf

1 + pn(φnf)

h =
∞∑
n=1

1

2n(1 + pn(φnf))
· φn

1 + pn(φn)

El epimorfismo C(X)S → C(U) es inyectivo: si a
s = 0 en C(U), ha = 0, y a

s = 0 en C(X)S .

Definición: Sea X una variedad diferenciable. Si K es un compacto contenido en un abierto
coordenado (U ;x1, . . . , xd), en Cm(X), 1 ≤ m ≤ ∞, tenemos las seminormas

‖f‖K,r = sup
α1+...+αd≤r

‖Dαf‖K , Dα =
∂α1+...+αd

∂xα1
1 . . . ∂xαdd

; r ≤ m, r <∞,

de modo que ĺım fn = f con la seminorma ‖ ‖K,r si las funciones fn, y sus derivadas parciales
hasta el orden r, convergen uniformemente en K a f y sus derivadas parciales.

Las seminormas correspondientes a una familia numerable de compactos contenidos en abier-
tos coordenados, cuyos interiores recubran X, definen una topoloǵıa en Cm(X) que no depende
del recubrimiento por compactos elegido. Podemos suponer, sumando a cada una las anteriores,
que las seminormas están ordenadas, p1 ≤ p2 ≤ . . . pn ≤ . . .

Teorema: Cm(X) es completo.

Demostración: Si (fn) es una sucesión de Cauchy, las funciones fn convergen uniformemente a
una función continua g, y cada punto de X tiene un entorno coordenado en que las derivadas
parciales Dαf , |α| ≤ m, convergen uniformemente a ciertas funciones continuas gα.

Hemos de ver que gα = Dαg, de modo que g ∈ Cm(X). Si p = (a1, . . . , ad),

fn(x1, a2, . . . , ad) = fn(a1, . . . , ad) +

∫ x1

a1

∂fn
∂x1

(t1, a2, . . . , ad) dt1

g(x1, a2, . . . , ad) = g(a1, . . . , ad) +

∫ x1

a1

g1(t1, a2, . . . , ad) dt1

y vemos que g1(p) = ∂g
∂x1

(p). Igual para las demás derivadas.
Ahora, repitiendo la demostración del caso continuo, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema: Sea U un abierto de X. Toda función f ∈ C∞(U) es cociente de dos funciones
diferenciables globales, f = g/h, donde z(h) = X − U . Luego C∞(U) = C∞(X)S, donde S es el
sistema multiplicativo de las funciones sin ceros en U .
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6.2. Ecuaciones Diferenciales

Si D es un campo tangente continuo en una variedad X, una curva σ : I → X derivable es
una curva integral si en cada instante el vector tangente Tt ∈ Tσ(t)X coincide con Dσ(t).

En un abierto coordenado tendremos D =
∑

i fi(x1, . . . , xn)∂i, donde las funciones fi son
continuas, y σ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) es una curva integral si las funciones xi(t) son derivables
y definen una solución de la ecuación diferencial

x′1 = f1(x1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . .

x′n = fn(x1, . . . , xn)

es decir, σ′(t) = f(σ(t)), donde f = (f1, . . . , fn). En particular σ′ es continua, y si f es de clase
Cm, también lo es σ′, y las soluciones son de clase Cm+1.

Si se impone una condición inicial σ(t0) = x, la igualdad σ′ = f(σ) equivale a que

σ(t) = x+

∫ t

t0

f(σ(t))dt.

Lema: Sea E un espacio métrico completo. Toda aplicación contractiva T : E → E; es decir,
d(Tϕ, Tσ) ≤ kd(ϕ, σ) para alguna constante k < 1, tiene un único punto fijo.

Demostración: Si σ0 ∈ E, la sucesión σn = Tn(σ0) es de Cauchy,

d(σn, σn+1) ≤ kd(σn−1, σn) ≤ . . . ≤ knd(σ0, σ1) = knc,

d(σn, σn+m) ≤ c(kn + . . .+ kn+m−1) ≤ c kn

1−k < ε cuando n es grande,

y σ = ĺımσn es un punto fijo, T (σ) = ĺımT (σn) = ĺımσn+1 = σ.
No puede haber otro punto fijo ϕ porque d(σ, Tϕ) < d(σ, ϕ).

Teorema: Si D es de clase C1, por cada punto x pasa una curva integral tal que σ(t0) = x, y
es única (dos coinciden siempre en el intervalo común de definición).

Demostración: Si X = Rn, y sopD es compacto, como las funciones ∂fi/∂xj son continuas y de
soporte compacto, por el teorema del valor medio existe una constante k tal que

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|.

Sea I = [t0 − ε, t0 + ε] y consideremos en E = C(I,Rn) la norma del módulo máximo.
Las soluciones son los puntos fijos del operador

T (σ(t)) = x+

∫ t

t0

f(σ(t)
)
dt,

‖T (ϕ)− T (σ)‖ = sup
t∈I

∣∣∣∣∫ t

t0

[f(ϕ)− f(σ)] dt

∣∣∣∣ ≤ εk sup
t∈I
|ϕ(t)− σ(t)| ≤ kε‖ϕ− σ‖,

que es contractivo cuando kε < 1. Esto prueba la existencia de curvas integrales, y que si dos
coinciden en un instante, coinciden en un entorno.

Como este enunciado es local, lo mismo es cierto en una variedad X, y como el lugar de
coincidencia siempre es cerrado, coinciden en el intervalo común de definición. q.e.d.

Por cada punto x pasa una curva integral máxima σx : Ix → X, σx(0) = x.
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Estos intervalos Ix forman un subespacio W = {(t, x) : t ∈ Ix} ⊆ R×X donde está definido
el flujo asociado al campo

τ : W −→ X, τ(t, x) = τt(x) = σx(t).

Tenemos que τ0(x) = x, y τt+s(x) es una curva integral que en t = 0 pasa por y = τs(x), de
modo que Ix ⊆ Iy + s. Como x = τ−s(y), también Iy ⊆ Ix − s; luego Iy + s = Ix, y

τt(τsx) = τt+s(x).

Lema: Si D es de clase C1, su flujo está definido y es continuo en un entorno de 0×X.

Demostración: Como el problema es local, podemos suponer que el soporte del campo D es
compacto y que X = Rn.

Fijado un compacto Λ ⊂ Rn (un cubo, una bola,...) ponemos I = [−ε, ε], consideramos en
E = C(I ×Λ,Rn) la norma del módulo máximo, y repetimos el argumento del teorema anterior
con la condición inicial σ(0, x) = x,

T (σ(t, x)) = x+

∫ t

0
f(σ(t, x)

)
dt,

‖Tϕ− Tσ‖ = sup
(t,x)∈I×Λ

∣∣∣∣∫ t

0
[f(ϕ)− f(σ)] dt

∣∣∣∣ ≤ kε‖ϕ− σ‖.
Cuando kε < 1, la aplicación T es contractiva, y el punto fijo proporciona una familia

continua de soluciones τ : (−ε, ε)× Λ→ Rn, tal que τ(0, x) = x.

Teorema: Si D es de clase C1, entonces W es un abierto de R×X, y τ es continuo.

Demostración: Veamos que τ está definida y es continua en un entorno de cada punto de W .

Si no, tomamos un punto p ∈ X y el primer instante c ∈ Ip positivo (igual si es negativo) en
que no sea cierto, y ponemos q = τc(p).

Por el lema anterior, τ es continua en un entorno (−2ε, 2ε)× V de (0, q).

En un entorno U de p, la aplicación τc−ε : U → X es continua, aśı que podemos suponer que
τc−ε(U) ⊆ τ−ε(V ); luego (c − ε, c + ε) × U ⊂ W , y τ es continua en este abierto (en contra de
la elección de c) porque τc = τετc−ε : U → V es continua, y

τ(t, x) = τ(t− c, τc(x)).

V

p q

tc-e (p)

t-eV teVU

Nota: Dado un espacio topológico Λ, y aplicaciones continuas t0 : Λ → R, a : Λ → X, es
obvio que ϕλ(t) = τ(t − t0(λ), a(λ)), λ ∈ Λ, es una familia continua de soluciones tal que
ϕλ(t0(λ)) = a(λ) y, si Λ es una variedad, es de clase Cm cuando τ , a(λ) y t0(λ) lo son.
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Lema: Si D es de clase Cm+1, m <∞, el flujo es de clase Cm en un entorno de 0×X.

Demostración: Como el problema es local, podemos suponer que el soporte del campo D es
compacto y que X = Rn.

Sea Λ una bola abierta de radio r muy grande, I = [−ε, ε], y E el espacio métrico completo
de las aplicaciones σ : I × Λ→ Rn de clase Cm tales que

‖σ‖ = sup
(t,x)∈I×Λ

|Dασ| ≤ 2r,

donde Dα recorre las derivadas parciales iteradas de orden 0 ≤ |α| ≤ m.

Veamos primero el caso m = 1. Poniendo x0 = t, para i = 0, . . . , n tenemos que

Di(f(σ1, . . . , σn)) =
n∑
j=1

∂f

∂xj
(σ) · ∂σj

∂xi
,

y como ∂f
∂xj

son de clase C1 y soporte compacto, existe una constante k tal que

1. ‖f(σ)‖ ≤ 2kr; cuando ‖σ‖ ≤ 2r.

2. ‖f(ϕ)− f(σ)‖ ≤ k ‖ϕ− σ‖; cuando ‖ϕ‖, ‖σ‖ ≤ 2r.

Ahora se repite el argumento de la aplicación contractiva, tomando ε = 1
2k ,

‖T (σ)‖ ≤ r +

∥∥∥∥∫ t

0
f(σ) dt

∥∥∥∥ ≤ r +

∫ t

0
‖f(σ)‖ dt ≤ r + 2rkε = 2r,

‖Tϕ− Tσ‖ =

∥∥∥∥∫ t

0
[f(ϕ)− f(σ)] dt

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

0
‖f(ϕ)− f(σ)‖ dt ≤ kε‖ϕ− σ‖ = 1

2‖ϕ− σ‖.

En general, cuando m > 1, tenemos que Dα(f(σ)) es un polinomio en las derivadas de σ
de orden ≤ m con coeficientes derivadas de f de orden ≤ m (que son de clase C1 y soporte
compacto), y también existe una constante k con las propiedades 1 y 2.

Teorema: Si D es de clase Cm+1, el flujo es Cm. Por tanto, si D es C∞, el flujo es C∞.

Demostración: Se repite el argumento del caso continuo.

Corolario: Los campos tangentes con soporte compacto son completos, W = R×X.

Demostración: Si Dx = 0, la aplicación constante x : R→ X es una curva integral; luego Ix = R.

Por tanto, si D se anula fuera de un compacto, al ser W abierto, existe un pequeño ε tal que
(−2ε, 2ε) ×X ⊂ W , y toda curva integral puede prolongarse siempre durante un tiempo ε, aśı
que Ix = R en todo punto x.

6.2.1. Grupos Uniparamétricos y Derivada de Lie

Un grupo uniparamétrico en una variedad X es una acción C∞ del grupo R en X; es
decir, una aplicación diferenciable τ : R×X → X, (t, x) 7→ τt(x), tal que

1. τ0(x) = x.

2. τt(τsx) = τt+s(x).
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y si sólo está definida en un entorno abierto de 0 × X (que corte a cada recta R × x en un
intervalo) y verifica que τt(τsx) = τt+s(x) siempre que ambos miembros estén definidos, decimos
que es un grupo uniparamétrico local.

El generador infinitesimal de un grupo uniparamétrico local es el campo tangente a X
definido por la derivación

Df =
∂(f ◦ τ)

∂t

∣∣∣∣
t=0

,

de modo que Dp es el vector tangente a la curva τt(p) en el instante t = 0,

Dpf = (Df)(p) = ĺım
t→0

f(τtp)− f(p)

t
.

Por tanto, el flujo de cualquier campo tangente D es un grupo uniparamétrico local, y D es su
generador infinitesimal. Igualmente, todo grupo uniparamétrico local es (un abierto de) el flujo
de su generador infinitesimal D, porque la curva σ(t) = τt(p) es una curva integral del campo D
que pasa por p en el instante t = 0. En efecto, como σ(t+ ε) = τε(σ(t)), el vector tangente a σ
en un instante t es Dσ(t). Los campos tangentes se corresponden con los grupos uniparamétricos
locales (maximales) y, en las variedades compactas, con los grupos uniparamétricos.

Ejemplos: El generador infinitesimal de τt(x1, . . . , xn) = (f1(t, x), . . . , fn(t, x)) es

D =
([
∂tf1

]
t=0

)
∂x1 + . . .+

([
∂tfn

]
t=0

)
∂xn .

traslaciones τt(x, y) = (x+ at, y + bt) D = a∂x + b∂y

giros τt(x, y) =

(
cosαt − senαt
senαt cosαt

)(
x
y

)
D = α(−y∂x + x∂y)

homotecias τt(x, y) = (eatx, eaty) D = a(x∂x + y∂y)

isomorfismos lineales τtX = eAtX D =
∑

i(
∑

j aijxj)∂i

Clasificación Local de Campos: Si Dp 6= 0, entonces D = ∂
∂u1

en algún sistema de coorde-
nadas locales (u1, . . . , un) en p.

Demostración: Como el problema es local, podemos suponer que p es el origen de Rn, que el
soporte del campo D es compacto y que el vector Dp no es tangente al hiperplano H de ecuación
x1 = 0. La aplicación diferenciable

R×H −→ Rn, (t, x) 7→ τt(x),

transforma las curvas integrales de ∂
∂t en curvas integrales del campo D; luego transforma ∂

∂t en
D. Concluimos porque esta aplicación es un difeomorfismo local en p, pues la aplicación tangente
en p lleva ( ∂∂t)p en Dp, y es la identidad en TpH.

Nota: Si K es un compacto contenido en un abierto coordenado, en el módulo de los campos
tangentes a X tenemos las seminormas ‖

∑
i fi∂i‖K,r =

∑
i ‖fi‖K,r. Tomando una familia nume-

rable de estos compactos, cuyos interiores recubran X, la demostración de la p. 160 prueba que
todo campo tangente D en un abierto U ⊂ X es D = D∗

h , donde D∗ es un campo en X (que se
anula fuera de U) y h ≥ 0 no se anula en U .

Cuando X es compacta, D∗ es completo, y las curvas integrales de los puntos de U no salen
fuera de U . Si D es un campo tangente en una variedad sumergible en una variedad compacta,
existe una función positiva h tal que hD es completo.
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Definiciones: El paréntesis de Lie de dos campos tangentes D,D′ a una variedad X es el
campo tangente definido por la derivación (es directo comprobar que lo es)

[D,D′] = D ◦D′ −D′ ◦D.[∑
i fi∂i,

∑
i hi∂i

]
=
∑

ij(fj∂jhi − hj∂jfi)∂i

1. [D,D′] = −[D′, D], y por tanto [D,D] = 0.

2. [D, fD′] = (Df)D′ + f [D,D′].

3. [[D1, D2], D3] + [[D2, D3], D1] + [[D3, D1], D2] = 0 (Identidad de Jacobi)

La derivada de Lie de un campo tensorial T en la dirección de un campo tangente D de
grupo uniparamétrico local {τt} es el campo tensorial

(DLT )x = ĺım
t→0

(τ∗t T )x − Tx
t

y se comprueba en coordenadas que es de clase C∞, porque el flujo τ(t, x) lo es.

Teorema: Si DLT = 0, entonces T es invariante, τ∗t T = T .

Si DLT = fT , entonces τ∗t T y T son proporcionales, 〈τ∗t T 〉 = 〈T 〉.

Demostración: En el espacio vectorial TxX tenemos la curva σ(t) = (τ∗t T )x. Su vector tangente
en t = 0 es (DLT )x, y su vector tangente en un instante t es τ∗t

[
(DLT )τtx

]
porque

σ(t+ ε) = (τ∗t+εT )x = τ∗t
[
(τ∗ε T )τtx

]
.

Si DLT = 0, entonces σ′(t) = 0, y la curva es constante, τ∗t T = T .

Si DLT = fT , entonces σ′(t) = h(t)σ(t), con h(t) = f(τtx). Luego

σ(t) = eH(t)σ(0), donde H(t) =

∫ t

0
h(t)dt,

y vemos que τ∗t T es proporcional a T . q.e.d.

1. DLf = Df .

2. DL(T + T ′) = DLT +DLT ′.

3. DL(T ⊗ T ′) = (DLT )⊗ T ′ + T ⊗ (DLT ′).

DL(T ⊗ T ′) = ĺım
t→0

τ∗t T⊗τ∗t T ′−T⊗T ′
t = ĺım

t→0

τ∗t T⊗τ∗t T ′−T⊗τ∗t T ′+T⊗τ∗t T ′−T⊗T ′
t

= ĺım
t→0

τ∗t T−T
t ⊗ τ∗t T ′ + ĺım

t→0
T ⊗ τ∗t T

′−T ′
t = (DLT )⊗ T ′ + T ⊗ (DLT ′).

4. DL(ωp ∧ ωq) = (DLωp) ∧ ωq + ωp ∧ (DLωq).

5. DL(Cji T ) = Cji (D
LT ).

6. (DLT )(D1, . . . , ωq) = D(T (D1, . . . , ωq))− T (DLD1, . . . , ωq)− . . .− T (D1, . . . , D
Lωq).

Basta derivar en T (D1, . . . , ωq) = C1
1 . . . C

1
1 (D1 ⊗ . . .⊗Dp ⊗ T qp ⊗ ω1 ⊗ . . .⊗ ωq).

7. DLω = D ◦ ω − ω ◦DL; es decir, (DLω)(D′) = D(ω(D′))− ω(DLD′).
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8. DL(df) = d(Df).

DL(df) = ĺım
t→0

τ∗t df−df
t = ĺım

t→0

dτ∗t f−df
t = ĺım

t→0
d
(
τ∗t f−f

t

)
= d

(
ĺım
t→0

τ∗t f−f
t

)
= d(Df).

9. DLD′ = [D,D′].

(DLD′)f = (df)(DLD′) = D((df)(D′))− (DL(df))(D′)

= D(D′f)− (d(Df))(D′) = D(D′f)−D′(Df) = [D,D′]f .

10. (D1 +D2)LT = DL
1 T +DL

2 T .

11. Identidad de Jacobi: DL[D1, D2] = [DLD1, D2] + [D1, D
LD2].

12. (D1 +D2)LT = DL
1 T +DL

2 T .

(D1 +D2)LD = [D1 +D2, D] = [D1, D] + [D2, D].

(D1+D2)Lω = (D1+D2)◦ω−ω◦(D1+D2)L = (D1+D2)◦ω−ω◦(DL
1 +DL

2 ) = DL
1 ω+DL

2 ω.

Se concluye porque tanto (D1 +D2)L como DL
1 +DL

2 derivan el producto tensorial.

13. [D1, D2]L = [DL
1 , D

L
2 ] sobre los campos tensoriales: [D1, D2]LT = DL

1 (DL
2 T )−DL

2 (DL
1 T ).

Cuando T es un campo de vectores, es la identidad de Jacobi. Ahora, cuando T es una
1-forma, se sigue de la propiedad 7, y se concluye porque tanto [D1, D2]L como [DL

1 , D
L
2 ]

derivan el producto tensorial.

Corolario: [D, D̄] = 0 si y sólo si τtτ̄s = τ̄sτt. (donde D y D̄ son campos completos).

Demostración: Si DLD̄ = [D, D̄] = 0, entonces τtD̄ = D̄, y τt transforma curvas integrales de D̄
en curvas integrales de D̄. El rećıproco es obvio.

6.3. Sistemas de Pfaff

Sea O el anillo de gérmenes en un punto x de funciones C∞ en una variedad X, T el módulo
de gérmenes de campos tangentes, y Ω el de gérmenes de 1-formas.

Una distribución de rango r es un submódulo libre D = 〈D1, . . . , Dr〉 ⊆ T , generado por r
campos linealmente independientes en x.

Fijados representantes de los gérmenes Di, en un pequeño entorno de x serán linealmente
independientes, y definen en cada punto y un subespacio vectorial de dimensión r

∆y = {λ1D1,y + . . .+ λrDr,y} ⊆ TyX

y la distribución puede verse como el germen en x de una familia diferenciable de r-planos.
Diremos que es integrable si en algún sistema de coordenadas locales D = 〈∂1, . . . , ∂r〉.
Un sistema de Pfaff de rango r es un submódulo libre P = 〈ω1, . . . , ωr〉 ⊆ Ω, generado

por r formas linealmente independientes en x, y es el germen en x de una familia diferenciable
de subespacios vectoriales de dimensión r

Py = {λ1ω1,y + . . .+ λrωr,y} ⊆ T ∗yX.

Diremos que P es integrable si en algún sistema de coordenadas locales P = 〈dx1, . . . ,dxr〉,
y que es proyectable a un subanillo B ⊂ O si lo generan 1-formas

∑
i fidhi, con fi, hi ∈ B.

Lema: Si DLP ⊆ P, en un entorno de x tenemos que τt(Py) = Pτt(y).
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Demostración: Sea P = 〈ω1, . . . , ωr〉. Si DLP ⊆ P, entonces DL(ω1 ∧ . . . ∧ ωr) = fω1 ∧ . . . ∧ ωr
y el flujo {τt} del campo D deja invariante ΛrP (p. 165); luego deja invariante P.

Definición: El sistema caracteŕıstico de P está formado por los campos incidentes D tales
que DLP ⊆ P (es decir, iDω = 0, iDdω ∈ P, para toda ω ∈ P).

Teorema de la Proyección: Si Dx 6= 0, un sistema de Pfaff P es proyectable al anillo de
integrales primeras del campo D si y sólo si D está en el sistema caracteŕıstico de P.

Demostración: Si Dx 6= 0, por la clasificación local de campos en un pequeño entorno U de x
tenemos una proyección π : U → V , que admite una sección σ : V → U pasando por x, y las
integrales primeras del campo D son las funciones diferenciables en V . Si P se anula en D y
DLP ⊆ P, vamos a ver que P = 〈ω1, . . . , ωr〉 coincide con 〈π∗σ∗ω1, . . . , π

∗σ∗ωr〉.
Ambos sistemas de Pfaff coinciden en los puntos de la sección, porque coinciden en el hiper-

plano tangente a la sección y se anulan en el suplementario que define D.

Ambos son invariantes por el flujo del campo D; luego coinciden en un entorno de x.

Rećıprocamente, si P es proyectable, el campo D está en su sistema caracteŕıstico porque
(
∑

i fidhi)(D) = 0, y DL(
∑

i fidhi) = 0 cuando Dfi = Dhi = 0.

Definición: Una distribución D es involutiva cuando D1, D2 ∈ D ⇒ [D1, D2] ∈ D.

Si P = Do es el sistema de Pfaff incidente, como (DL
1 ω)(D2) = D1(ω(D2)) − ω([D1, D2]),

esta condición equivale a que el sistema caracteŕıstico de P sea Po.

Teorema: Si P es un sistema de Pfaff, las siguientes condiciones son equivalentes,

1. P es integrable.

2. El ideal que genera P en el álgebra de las formas diferenciales es estable por la diferencial
exterior, dP ⊆ P ∧ Ω.

3. El incidente Po es una distribución involutiva.

Demostración: (1⇒ 2) Si P = 〈dx1, . . . ,dxr〉, entonces d(
∑

i fidxi) =
∑

i dfi ∧ dxi ∈ P ∧ Ω.

(2⇒ 3) Sea P = 〈ω1, . . . , ωr〉. Si D ∈ Po, y ω ∈ P, entonces DLω ∈ P:

DLω = iDdω + diDω = iD(
∑

i θi ∧ ωi) =
∑

i(iDθi)ωi − (iDωi)θi =
∑

i(iDθi)ωi.

(3⇒ 1) Por inducción sobre n = dimX.

Si Po es involutivo, es el sistema caracteŕıstico de P, y por el teorema anterior existe una
proyección π : U → V y un sistema de Pfaff P ′ = 〈ω′1, . . . , ω′r〉 en V tal que P = 〈π∗ω′1, . . . , π∗ω′r〉.

Además, todo campo D′ en V es proyección de algún campo D en U .

Ahora, si D′1, D
′
2 ∈ P ′o, entonces son proyección de ciertos campos D1, D2 ∈ Po.

Luego [D′1, D
′
2] es la proyección de [D1, D2] ∈ Po, y [D′1, D

′
2] ∈ P ′o.

Por inducción P ′ es integrable; luego P también.

Teorema de Frobënius: Las distribuciones involutivas son integrables.

Demostración: Si D = (Do)o es involutiva, entonces Do = 〈dxr+1, . . . ,dxn〉, y D = 〈∂x1 , . . . , ∂xr〉.

Corolario: ω = fdh ⇔ ω ∧ dω = 0, (donde ω ∈ Ω y ωx 6= 0).
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Definición: Un germen ω ∈ Ω es regular de clase m si no se anula en el punto considerado y
el módulo de campos incidentes que lo conservan

Dω = {D ∈ T : iDω = 0, DLω = 0} = {D ∈ T : iDω = 0, iDdω = 0}

es una distribución de codimensión m, necesariamente es integrable: Si D, D̄ ∈ Dω,

ω([D, D̄]) = D(ω(D̄))− (DLω)(D̄) = 0 ,

[D, D̄]Lω = DLD̄Lω − D̄LDLω = 0.

Por el teorema de Frobënius Dω = 〈∂m+1, . . . , ∂n〉 en un sistema de coordenadas locales, y ω
es proyectable a un germen ω′ en dimensión m tal que Dω′ = 0.

Teorema de Darboux: Sea ω ∈ Ω un germen regular de clase m.
Si m = 2k+1 es impar, en algún sistema de coordenadas locales (z, x1, . . . , xk, p1, . . . , pk, . . .)

ω = dz − p1dx1 − . . .− pkdxk.

Si m = 2k es par, en algún sistema de coordenadas locales (x1, . . . , xk, p1, . . . , pk, . . .)

ω = p1dx1 + . . .+ pkdxk.

Demostración: Podemos suponer que estamos en dimensión m y que Dω = 0.
Procedemos por inducción sobre m, y el caso m = 1 es trivial.
Si m es impar, dω tiene radical no nulo, y su radical define una distribución 〈Z〉 de rango 1

transversal a ω = 0. Dividiendo Z por ω(Z), podemos suponer que ω(Z) = 1.
Tomamos un sistema de coordenadas locales en que Z = ∂z, y sumando a z una integral

primera de Z podemos suponer que θ = dz − ω no se anula en el punto x considerado.
Ahora iZθ = 0, iZdθ = iZdω = 0, aśı que θ se proyecta en una 1-forma θ′ en dimensión

m− 1, y Dθ′ = 0, porque el radical de dθ = dω está generado por Z.
Por inducción θ′ = p1dx1 + . . .+ pkdxk y terminamos.
Si m es par, dω no tiene radical (seŕıa al menos de dimensión 2, y Dω 6= 0), y los vectores

tales que iDdω = λω (lo que implica que iDω = 0) definen una distribución de rango 1, que es el
sistema caracteŕıstico de 〈ω〉. Luego 〈ω〉 es proyectable a dimensión m− 1, ω = p1(π∗ω′), donde
p1 no se anula en x y ω′ no se anula en π(x).

Además, si iD′ω
′ = 0, iD′dω

′ = 0, tomando un campo D que se proyecte en D′ tendremos
que iDω = 0, iDdω ∈ 〈ω〉; luego D está en el sistema caracteŕıstico de 〈ω〉, y D′ = 0.

Por inducción ω′ = dx1 + p̄2dx2 + . . .+ p̄kdxk, y poniendo pi = p1p̄i,

ω = p1dx1 + . . .+ pkdxk.

Como dω = dp1∧dx1 + . . .+dpk∧dxk no tiene radical, dp1, dx1, . . . ,dpk,dxk son linealmente
independientes en x.

Ecuaciones en Derivadas Parciales de Primer Orden

Dada una función diferenciable F (x1, . . . , xn, z, p1, . . . , pn) en 2n+ 1 variables, una solución
clásica de la ecuación en derivadas parciales F = 0 es una función diferenciable z(x1, . . . , xn) tal
que F (x1, . . . , xn, z, ∂1z, . . . , ∂nz) = 0.

Trataremos el problema en germen, en un punto de R2n+1. Pondremos

ω = dz − p1dx1 − . . .− pndxn
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y llamaremos solución a todo germen de subvariedad de dimensión n en que F y ω se especializen
en 0. Si en ese germen x1, . . . , xn definen un sistema de coordenadas locales, tendremos una solu-
ción clásica. Cuando una subvariedad pasa por el punto considerado, para que se anule F basta
imponer que se anule dF , por lo que supondremos que dF y ω son linealmente independientes,
y consideramos el sistema de Pfaff

P = 〈ω,dF 〉.

Un cálculo directo muestra que su sistema caracteŕıstico está generado por el campo

DF =
n∑
i=1

∂F

∂pi

∂

∂xi
−

n∑
i=1

(
pi
∂F

∂z
+
∂F

∂xi

)
∂

∂pi
+

(
n∑
i=1

pi
∂F

∂pi

)
∂

∂z
,

aśı que P es proyectable al subanillo B de integrales primeras del campo DF .

Si estamos en el origen, y la hipersuperficie xn = 0 no es tangente al campo caracteŕıstico,
∂F
∂pn

(0) 6= 0, tomamos X1, . . . , Xn−1, Z, P1, . . . , Pn ∈ B que se especializan a xn = 0 en las
coordenadas. Como F ∈ B, la demostración del teorema de la proyección prueba que

〈ω,dF 〉 = 〈dZ − P1dX1 − . . .− PndXn, dF 〉.

Para hallar una solución que en xn = 0 coincida con una función f(x1, . . . , xn−1) dada, im-
ponemos las siguientes n+1 ecuaciones en 2n+1 variables (en general definirán una subvariedad
de dimensión n) 

F = 0

Z = f(X1, . . . , Xn−1)

Pi = (∂if)(X1, . . . , Xn−1) i = 1, . . . , n− 1

Otras soluciones claras viene definidas por las ecuaciones (λ1, . . . , λn ∈ R)
F = 0

Z = λn

X1 = λ1, . . . , Xn−1 = λn−1

y cuando estas n+ 1 ecuaciones permitan eliminar p1, . . . , pn, se obtiene una integral completa
z = ϕ(x1, . . . , xn, λ1, . . . , λn) de la ecuación en derivadas parciales.

Método de Lagrange-Charpit: Cuando n = 2, para hallar una integral completa basta
conocer una integral primera G del campo caracteŕıstico DF , suponiendo que

Q = 〈ω,dF,dG〉

es un sistema de Pfaff de rango 3.

Como DFG = −DGF siempre (basta mirar la expresión de DF ), en tal caso también DGF =
0, de modo que los campos DF y DG están en el sistema caracteŕıstico de Q.

Además DF y DG son linealmente independientes, pues lo son ω,dF,dG y tenemos que
iDF dω = dF − (∂zF )ω, iDGdω = dG− (∂zG)ω.

Luego Qo = 〈DF , DG〉, y Q es integrable, Q = 〈dF,dG,dH〉,

ω = udH + vdF + wdG

y las variedades F = 0, G = λ1, H = λ2, son soluciones de la ecuación.
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Método de Jacobi: En el caso de una ecuación F (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) = 0 en que no aparezca
la incógnita z, cada solución clásica z(x1, . . . , xn) define una subvariedad pi = (∂iz)(x1, . . . , xn)
de R2n de dimensión n, en la que ω =

∑
i pidxi se especializa en dz, y por tanto dω se especializa

en 0. A su vez, si dω se anula en una subvariedad de dimensión n, como veremos (p. 174) en ella
localmente ω = dz, y si (x1, . . . , xn) forman un sistema de coordenadas locales, z(x1, . . . , xn)
define una solución clásica.

Como ω2 = dω no tiene radical, para cada función f ∈ C∞(R2n) tenemos un campo Df tal
que df = iDfdω, y el paréntesis de Poisson de dos funciones f, g ∈ C∞(R2n) es

{f, g} = ω2(Df , Dg) = Dfg = −Dgf.

Como DL
f ω2 = diDfω2 + iDfdω2 = d(df) + 0 = 0, tenemos que

[Df , Dg] = D{f,g}.

(i[Df ,Dg ]ω2)(D) = ω2([Df , Dg], D) = Df (ω2(Dg, D))− ω2(Dg, [Df , D])

= Df (Dg)− [Df , D]g = D(Dfg) = D{f, g} = (d{f, g})(D).

Sea F1 = F . Si dF no se anula en el punto considerado, y F2 es una integral primera
del campo DF1 , con dF1,dF2 linealmente independientes, tendremos {F1, F2} = DF1F2 = 0,
de modo que la distribución 〈DF1 , DF2〉 es involutiva; luego integrable y podemos tomar una
integral primera común F3 con dF1,dF2, dF3 linealmente independientes.

Procediendo aśı obtenemos gérmenes F1, . . . , Fn, con diferenciales linealmente independien-
tes, tales que 0 = DFiFj = ω2(DFi , DFj ). Esto significa que DF1 , . . . , DFn definen una distribu-
ción totalmente isótropa para ω2, y que su incidente está generado por dF1, . . . ,dFn; luego ω2

se anula en las variedades F = 0, F2 = λ2, . . . , Fn = λn.

6.4. Integración de Formas

Las formas de volumen en una variedad diferenciable X de dimensión n son las n-formas
que no se anulan en ningún punto, y X es orientable si admite alguna forma de volumen.

Dos formas de volumen, ω, ω′ definen la misma orientación de X si ω′ = fω para alguna
función diferenciable f > 0, y las orientaciones de X son las clases de equivalencia.

Proposición: Sea {Ui, [ωi]} un recubrimiento de X por abiertos orientados. Si en las inter-
secciones Ui ∩ Uj coinciden las orientaciones, [ωi|Ui∩Uj ] = [ωj |Ui∩Uj ], entonces existe una única
orientación [ω] de X tal que [ωi] = [ω|Ui ] en cada abierto Ui.

Demostración: ω =
∑

i φiωi, para una partición de la unidad {φi} subordinada a {Ui}.

Definición: Un cerrado Ω ⊆ X es una variedad con borde cuando

1. ∂
o
Ω= ∂Ω.

2. ∂Ω es vaćıo o es una subvariedad diferenciable de dimensión n− 1.

Lema: Si p ∈ ∂Ω, en un entorno coordenado (U ;u1, . . . , un) tenemos que

U ∩ Ω = {x ∈ U : u1(x) ≤ 0}.

Demostración: Tomemos un entorno coordenado U en que la ecuación de U ∩ ∂Ω sea u1 = 0, y
U − (U ∩ ∂Ω) tenga dos componentes conexas,
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U − (U ∩ ∂Ω) = U+ ∪ U−

de ecuaciones u1 > 0, y u1 < 0. Como X − ∂Ω =
o
Ω ∪Ωc, cortando con U

U+ ∪ U− = U − (U ∩ ∂Ω) = (U∩
o
Ω) ∪ (U ∩ Ωc) .

Luego U− = U∩
o
Ω, y en ese caso U ∩ Ω es u1 ≤ 0, ó U+ = U∩

o
Ω, y en tal caso U ∩ Ω es

u1 ≥ 0, y basta cambiar u1 de signo.

Definiciones: Un vector Dp ∈ TpX, p ∈ ∂Ω, apunta hacia fuera de la variedad con borde Ω si
en el sistema de coordenadas del lema anterior es

Dp = λ1∂1 + . . .+ λn∂n, λ1 > 0 ,

lo que significa que para toda curva σ : I → X, tangente a Dp en t = 0, existe ε > 0 tal que
σ(−ε, 0) ⊆ Ω, σ(0, ε) ⊆ X − Ω.

Cada orientación [ω] de X induce una orientación en el borde ∂Ω, considerando en Tp(∂Ω)
la orientación que define iDpωp = ωp(Dp, . . .), donde el vector Dp apunta hacia fuera de Ω.

En el sistema de coordenadas locales del lema, si [ω] = [du1∧. . .∧dun], entonces la orientación
inducida en el borde es [ω] = [du2 ∧ . . . ∧ dun], lo que muestra que no depende del vector Dp

elegido, y que en un entorno de cada punto las orientaciones están definidas por una forma
diferencial sobre ∂Ω, aśı que obtenemos una orientación de ∂Ω.

Sea ω una n-forma de soporte compacto en una variedad orientada X de dimensión n.
Tomaremos siempre los sistemas de coordenadas locales (u1, . . . , un) de modo que la orientación
sea [du1 ∧ . . .∧ dun]. Si el soporte de ω está contenido en un abierto coordenado (U ;u1, . . . , un)
tendremos que ω = f(u1, . . . , un)du1∧. . .∧dun, donde f es una función diferenciable con soporte
compacto en un abierto de Rn, y ponemos∫

X
ω =

∫
Rn
fdu1 . . . dun.

Esta definición no depende de las coordenadas elegidas (luego tampoco de U) porque, si
(x1, . . . , xn) es otro sistema de coordenadas y ui = hi(x1, . . . , xn) = hi(x), tendremos

ω = f(u1, . . . , un)du1 ∧ . . . ∧ dun = f(h1(x), . . . , hn(x))Jdx1 ∧ . . . ∧ dxn

donde J =
∣∣∣ ∂hi∂xj

∣∣∣ es positivo porque du1∧ . . .∧dun y dx1∧ . . .∧dxn definen la misma orientación,

y la fórmula de cambio de variable en las integrales afirma que∫
Rn
fdu1 . . . dun =

∫
Rn
f(h1(x), . . . , hn(x))Jdx1 ∧ . . . ∧ dxn.

En general tomamos una partición de la unidad {φi} subordinada a un recubrimiento X =⋃
i Ui por abiertos coordenados y ponemos∫

X
ω =

∑
i

∫
X
φiω ,

donde la suma es finita porque el soporte de ω es compacto y la familia {sopφi} es localmente
finita. Esta definición no depende del recubrimiento ni la partición de la unidad.

En efecto, si {ϕj} es una partición de la unidad subordinada a otro recubrimiento por abiertos
coordenados, X =

⋃
j Vj , tenemos que

∑
i

∫
X
φiω =

∑
i

∫
X

∑
j
φiϕjω =

∑
i,j

∫
X
φiϕjω =

∑
j

∫
X

∑
i
ϕjφiω =

∑
j

∫
X
ϕjω.
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Aunque hemos supuesto que ω es de clase C∞, estas definiciones tienen sentido siempre que
en su expresión local ω = f(u1, . . . , un)du1 ∧ . . . ∧ dun la función f sea integrable, y podemos
definir la integral de ω en una variedad con borde Ω sin más que poner (IΩ es la función que
vale 1 en Ω y se anula fuera) ∫

Ω
ω =

∫
X
IΩω.

Teorema de Stokes:

∫
Ω

dω =

∫
∂Ω
ω, para toda (n− 1)-forma con soporte compacto ω.

Demostración: Usando particiones de la unidad, basta ver que cada punto p ∈ X tiene un
entorno U en que el teorema es válido para las (n − 1)-formas de soporte compacto contenido
en U . Distingamos 3 casos.

1. Si p ∈ Ωc, tomamos U = X − Ω, y
∫

Ω dω = 0 =
∫
∂Ω ω cuando sopω ⊆ U .

2. Si p ∈
o
Ω, podemos suponer que Rn = X = Ω = U . En este caso

∫
∂Ω ω =

∫
∅ ω = 0, y

podemos suponer que ω = fdx2 ∧ . . . ∧ dxn, donde sop f es compacto,∫
Rn

dω =

∫
Rn

∂f

∂x1
dx1 . . . dxn =

∫
Rn−1

(∫ ∞
−∞

∂f

∂x1
dx1

)
dx2 . . . dxn

=

∫
Rn−1

(f(b, x2, . . . , xn)− f(−a, x2, . . . , xn)) dx2 . . . dxn = 0.

3. Si p ∈ ∂Ω, podemos suponer que Rn = X = U , y que Ω es el cerrado x1 ≤ 0, de
modo que ∂Ω es el hiperplano x1 = 0. Si ω = fdx1 ∧ . . . d̂xi . . . ∧ dxn, el argumento del
caso anterior prueba que

∫
Ω dω = 0, y

∫
∂Ω ω = 0, porque dx1 se anula en ∂Ω. Cuando

ω = fdx2 ∧ . . . ∧ dxn,∫
Ω

dω =

∫
Ω

∂f

∂x1
dx1 . . . dxn =

∫
Rn−1

(∫ 0

−∞

∂f

∂x1
dx1

)
dx2 . . . dxn

=

∫
Rn−1

f(0, x2, . . . , xn) dx2 . . . dxn =

∫
∂Ω
ω.

Fórmula de Gauss-Green: Si C es la frontera de una variedad con borde plana Ω, para toda
1-forma fdx+ gdy de soporte compacto∫∫

Ω

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy =

∫
C

(fdx+ gdy).

Definición: La forma de volumen de una variedad riemanniana orientada X es la una única
forma de volumen ωX tal que ωX(D1, . . . Dn) = 1 en toda base ortonormal directa (p. 54), y el
volumen de una variedad con borde compacta Ω es

∫
Ω ωX .

La integral en Ω de una función f es
∫

Ω fωX .
La divergencia de un campo D se define por la igualdad DLωX = (divD)ωX .

Teorema de la Divergencia: La integral de la divergencia de un campo D en una variedad
con borde compacta Ω es el flujo del campo a través del borde S = ∂Ω; es decir, si Np es el único
vector unitario y ortogonal a TpS que apunta hacia fuera de Ω,∫

Ω
divD =

∫
S

(D ·N)ωS .



6.4. INTEGRACIÓN DE FORMAS 173

Demostración:

∫
Ω

divD =

∫
Ω
DLωX =

∫
Ω

(diDωX + iDdωX) =

∫
Ω

diDωX =

∫
S
iDωX

y para concluir hemos de probar que la restricción de iDωX a S coincide con (D ·N)ωS .
Si (D2, . . . , Dn) es una base ortonormal y orientada de TpS, entonces (N,D2, . . . , Dn) es una

base ortonormal y orientada de TpX, y

(iDωX)(D2, . . . , Dn) = ωX(D,D2, . . . , Dn) = ωX((D ·N)N + . . . , D2, . . . , Dn)

= (D ·N)ωX(N,D2, . . . , Dn) = D ·N = (D ·N)ωS(D2, . . . , Dn).

6.4.1. Cohomoloǵıa de De Rham

Una p-forma ω es cerrada si dω = 0, y exacta si ω = dω′ para alguna (p− 1)-forma ω′.
Toda forma exacta es cerrada porque ddω′ = 0, y los grupos de cohomoloǵıa de De Rham

de una variedad diferenciable X son los espacios vectoriales

Hp
DR(X) =

{p-formas cerradas}
{p-formas exactas}

·

El anillo de cohomoloǵıa de X es la R-álgebra graduada anticonmutativa

H•DR(X) =
⊕

pH
p
DR(X), [ωp] · [ωq] = [ωp ∧ ωq],

y cada aplicación diferenciable f : X → Y induce un morfismo de R-álgebras

f∗ : H•DR(Y ) −→ H•DR(X), f∗[ω] = [f∗ω].

Ejemplo: En una variedad compacta y orientada X de dimensión n, las n-formas exactas tienen
integral nula,

∫
X dω′ =

∫
∂X ω

′ =
∫
∅ ω
′ = 0, y si [ω] es la orientación,

∫
X ω > 0. Vemos aśı que

Hn
DR(X) 6= 0, y que la integración de formas define una aplicación lineal epiyectiva∫

X
: Hn

DR(X) −→ R.

Definiciones: Dos aplicaciones diferenciables f0, f1 : X → Y son homótopas, f0 ∼ f1, si existe
un intervalo I = (−ε, 1 + ε) y una aplicación diferenciable H : X × I → Y tal que

f0(x) = H(x, 0)

f1(x) = H(x, 1)

Una aplicación diferenciable f : X → Y es una equivalencia homotópica si existe una
aplicación diferenciable g : Y → X tal que fg ∼ IdY , gf ∼ IdX .

X es contráctil a un punto p si la inclusión p→ X es una equivalencia homotópica.
Si ω es una p-forma en X × I, definimos una p-forma I(ω) en X, poniendo en coordenadas

locales (donde dxα = dxi1 ∧ . . . ∧ dxip)

ω =
∑

αfα(x, t) dxα + términos con dt,

I(ω) =
∑

α

(∫ 1

0
fα(x, t)dt

)
dxα.

Por cálculo directo, se comprueba que I(dω) = d(I(ω)).

Lema: I(∂Lt ω) = j∗1ω − j∗0ω; donde jt : X → X × I, jt(x) = (x, t).
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Demostración: La regla de Barrow y la igualdad ∂Lt ω =
∑

α(∂tfα)(x, t) dxα + términos con dt.

Teorema: Si f0 ∼ f1, los morfismos f∗0 , f
∗
1 : H•DR(Y )⇒ H•DR(X) coinciden.

Demostración: Si ω es una p-forma cerrada en Y , entonces ω̄ = H∗ω también es cerrada, y f∗1ω
y f∗0ω difieren en una diferencial exacta

f∗1ω − f∗0ω = j∗1H
∗ω − j∗0H∗ω = j∗1 ω̄ − j∗0 ω̄ = I(∂Lt ω̄) = I(di∂tω̄ − i∂tdω̄) = I(di∂tω̄) = dI(i∂tω̄).

Corolario: Si f : X → Y es equivalencia homotópica, f∗ : H•DR(Y )→ H•DR(X) es isomorfismo.

Lema de Poincaré: Hp
DR(Rn) = 0, p ≥ 1.

Demostración: Rn es contráctil. La homotoṕıa requerida es H(x, t) = tx. q.e.d.

1. Toda forma cerrada es localmente exacta.

2. Sea (D1, . . . , Dn) una base de campos tangentes en una variedad X. Si [Di, Dj ] = 0, cada
punto tiene un entorno coordenado en que D1 = ∂1, . . . , Dn = ∂n.

Demostración: Si (ω1, . . . , ωn) es la base dual, por la fórmula de Cartan

dωk(Di, Dj) = Di(ωk(Dj))−Dj(ωk(Di))− ωk([Di, Dj ]) = 0− 0− 0

y por el lema de Poincaré, en un entorno de cada punto x las 1-formas ωi son exactas,
ωi = dui, y las funciones u1, . . . , un forman un sistema de coordenadas locales en x porque
sus diferenciales definen una base de T ∗xX. Ahora Di = ∂ui .

3. Si n es par, todo campo tangente a la esfera Sn se anula en algún punto.

Si un campo tangente no se anula, podemos suponer que es de módulo 1, y define una
aplicación diferenciable φ : Sn → Sn tal que φ(x) es ortogonal a x. Ahora

H(x, t) = cos(πt)x+ sen(πt)φ(x)

define una homotoṕıa entre la identidad de Sn y τ : Sn → Sn, τ(x) = −x; aśı que
τ∗ : Hn

DR(Sn)→ Hn
DR(Sn) es la identidad. Absurdo, τ invierte la orientación si n es par.

Si n es impar, φ(x0, x1, . . . , xn) = (−x1, x0, . . . ,−xn, xn−1) define un campo tangente a Sn
que no se anula en ningún punto.

4. Sea Bn,1+ε = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
∑

i x
2
i < 1 + ε}. La inclusión i : Sn−1 → Bn,1+ε no

admite retracto diferenciable, ni siquiera salvo homotoṕıas (diferenciables).

Si existiera una aplicación diferenciable r : Bn,1+ε → Sn−1 tal que ri es homótopa a la
identidad, la composición

Hn−1
DR (Sn−1)

r∗−−→ Hn−1
DR (Bn,1+ε)

i∗−−→ Hn−1
DR (Sn−1)

seŕıa la identidad. Absurdo porque Hn−1
DR (Bn,1+ε) = 0, y Hn−1

DR (Sn−1) 6= 0.

5. Si un campo tangente D no se anula en ningún punto de la bola Bn, entonces apunta hacia
fuera en algún punto de su borde Sn−1.

Si D no se anula en Bn,1+ε, y no apunta hacia fuera en Sn−1, la aplicación diferenciable
r : Bn,1+ε → Sn−1, r(x) = −Dx/|Dx|, verifica que r(x) 6= −x para todo x ∈ Sn, y, salvo
una homotoṕıa, seŕıa un retracto de la inclusión i : Sn−1 → Bn,1+ε. Una homotoṕıa entre
ri y la identidad seŕıa

H(x, t) =
t · r(x) + (1− t)x
|t · r(x) + (1− t)x|

.
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Proposición: H1
DR(X) = 0, cuando X es una variedad simplemente conexa.

Demostración: Sea ω una 1-forma cerrada en X, y Px el conjunto, no vaćıo por el lema de
Poincaré, de gérmenes en x de primitivas de ω (funciones tales que df = ω), de modo que tales
gérmenes difieren siempre en una constante. Pongamos (como en la p. 129)

π : P̃
∐
x Px −→ X, π(fx) = x.

Cada primitiva f ∈ C∞(U) define una sección local U → P̃ de π, y si dos secciones coinciden
en un punto, fx = hx, coinciden en un entorno. Las imágenes de estas secciones son base de
una topoloǵıa en P̃ con la que π es un revestimiento (de fibras no numerables), y las secciones
continuas de π coinciden con las primitivas de ω.

Si X es simplemente conexa, π admite sección continua global, y ω es exacta.

6.5. Funciones de Variable Compleja

Sea U ⊆ C un abierto. Una función f = u+ iv : U → C es de clase Cm si u y v lo son,

Cm(U)C = Cm(U)⊗R C = Cm(U)⊕ i Cm(U).

Las p-formas complejas en z0 ∈ U son las aplicaciones multilineales Tz0U → C alternadas,
ωp = ω′p + iω′′p donde ω′p y ω′′p son p-formas ordinarias. Pondremos

dωp = dω′p + idω′′p ,∫
Ω
ωp =

∫
Ω
ω′p + i

∫
Ω
ω′′p ,

de modo que el teorema de Stokes es válido. Además,

(T ∗z0U)C = (T ∗z0U)⊗R C = Cdx+ Cdy = Cdz + Cdz̄ ,

donde z = x+ iy, z̄ = x− iy; y definimos ∂f
∂z , ∂f

∂z̄ por la igualdad

df = ∂f
∂z dz + ∂f

∂z̄ dz̄.

Tenemos aśı derivaciones ∂z = 1
2(∂x − i∂y), ∂z̄ = 1

2(∂x + i∂y) : C∞(U)C −→ C, y

R∂x + R∂y = Tz0U ↪→ DerC(C∞(U)C,C) = (Tz0U)C = C∂x + C∂y = C∂z + C∂z̄.

Teorema: Si f = u + iv es de clase C1 en U , las siguientes condiciones son equivalentes (y si
las cumple, decimos que f es anaĺıtica en U),

1. En todo punto z0 ∈ U existe el ĺımite

f ′(z0) = ĺım
ε→0

f(z0 + ε)− f(z0)

ε
, ε ∈ C.

2. f∗ : C = Tz0U −→ C es C-lineal en todo punto z0 ∈ U ; es decir, ∂z̄f = 0,

ux = vy, uy = −vx (Ecuaciones de Cauchy-Riemann).

3. La 1-forma compleja f(z)dz es cerrada.
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4. Si una circunferencia γ rodea un punto z0 ∈ U , y está contenida en un disco contenido en
U , se cumple la Fórmula de Cauchy,

f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0
dz.

5. Localmente f es una serie de potencias,

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Demostración: (1⇒ 2) Según que ε tienda a 0 por el eje real o el eje imaginario

f ′(z0) = ∂xf = ux + ivx,

f ′(z0) = 1
i ∂yf = −iuy + vy.

(2⇒ 3) d(fdz) = df ∧ dz = (∂f∂z dz + ∂f
∂z̄ dz̄) ∧ dz = ∂f

∂z̄ dz̄ ∧ dz = 0.

(3⇒ 4) Si γ está centrada en z0, cambiando a polares, z = z0 + reiθ, vemos que

1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0
dz =

1

2πi

∫
γ

f(z0 + reiθ)

reiθ
d(reiθ) =

1

2π

∫ 2π

0
f(z0 + reiθ) dθ

es el valor medio de f(z) en γ, y tiende a f(z0) cuando r → 0. Pero la integral es la misma
cuando dos circunferencias que rodeen z0 estén en un disco D ⊂ U y (con orientaciones opuestas)

sean el borde de una corona: basta aplicar Stokes a la forma f(z)
2πi(z−z0) dz, que es cerrada porque

f(z)dz lo es y d 1
z−z0 = −(z − z0)−2dz. q.e.d.

Por ejemplo, si un polinomio no constante P (z) no se anulase, f(z) = 1
P (z) seŕıa derivable

en todo punto y, como el valor medio de f(z) en el ćırculo |z| = r tiende a 0 cuando r → ∞,
vemos que f(0) = 0, lo que es absurdo y prueba de nuevo el teorema de D’Alembert.

(4⇒ 5) Sea D ⊂ U un disco cerrado centrado en z0. Si z ∈
o
D, η ∈ ∂D,

1

η − z
=

1

(η − z0)− (z − z0)
=

1

η − z0
.

1

1− z−z0
η−z0

=
∞∑
n=0

(z − z0)n

(η − z0)n+1
,

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(η)

η − z
dη =

1

2πi

∫
∂D

∞∑
n=0

f(η)(z − z0)n

(η − z0)n+1
dη ,

y se integra término a término porque la serie converge uniformemente en D, al estar mayorada
por una serie geométrica convergente (K denota el máximo de |f(z)| en D)∣∣∣∣f(z)(z − z0)n

(η − z0)n+1

∣∣∣∣ ≤ K

R

|z − z0|n

Rn
,
|z − z0|
R

< 1; (donde R es el radio de D).

Por tanto, en el interior del disco D tenemos el desarrollo en serie de potencias

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, an =
1

2πi

∫
∂D

f(η)

(η − z0)n+1
dη.

Desigualdades de Cauchy: |an| ≤ MR
Rn , donde MR es el máximo de |f(η)| en ∂D.
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En efecto, pasando a polares η = z0 +Reiθ,

|an| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)Rieiθ

Rn+1eiθ(n+1)
dθ

∣∣∣∣ ≤ 1

2πRn

∫ 2π

0
|f(z0 +Reiθ)| dθ.

(5⇒ 1) Toda serie
∑

n an(z− z0)n es derivable en el interior de su ćırculo de convergencia, y
su derivada coincide con

∑
n ann(z − z0)n−1, de igual radio de convergencia. Como la derivada

es otra serie de potencias, las funciones anaĺıticas son infinitamente derivables.

Teorema de Liouville: Toda función anaĺıtica y acotada en C es constante.

Demostración: Si |f(z)| ≤M en todo el plano, |an| ≤ M
Rn para todo R > 0.

Luego an = 0 cuando n ≥ 1, y f es localmente constante.

Fórmula de Cauchy-Goursat: Si U es simplemente conexo y f : U → C es anaĺıtica, para
toda curva cerrada γ en U tenemos que ∫

γ
f(z) dz = 0.

Demostración: Como U es simplemente conexo y f(z) dz es cerrada, es exacta (p. 175).

Definición: Un espacio topológico X, con un haz de funciones continuas complejas O, es una
superficie de Riemann si localmente es isomorfo a un abierto de C con el haz de funciones
anaĺıticas, y diremos que O(U) es el anillo de las funciones anaĺıticas en U .

Las aplicaciones anaĺıticas son los morfismos de espacios anillados, y las funciones anaĺıticas
en U son los morfismos U → C.

Una función f ∈ O(U) es una coordenada si define un isomorfismo de U con un abierto de
C, y es una coordenada local en p ∈ U si es coordenada en algún entorno de p (lo que equivale
a que f ′(p) 6= 0, cuando U es un abierto de C).

Ejemplos: Los abiertos de C, la recta proyectiva compleja P1, los toros C/(Ze1 + Ze2), los
revestimientos topológicos de una superficie de Riemann,...

Supondremos siempre que las superficies de Riemann son conexas.

Teorema: Sea f : X → Y una aplicación anaĺıtica no constante y p ∈ X. Existen entornos
coordenados (U, z) y (V, s) de p y f(p) en los que la aplicación es s = zn.

Demostración: Tomemos coordenadas en que p = f(p) = 0, de modo que la aplicación es
s = znh(z), donde h(0) 6= 0.

En un entorno de p = 0 la ráız n-ésima de h(z) es anaĺıtica.
Cambiando la coordenada z por w = z n

√
h(z) tenemos que s = znh(z) = wn. q.e.d.

De esta sencilla clasificación local de morfismos anaĺıticos entre superficies de Riemann se
siguen varias consecuencias tan importantes como evidentes:

1. Las fibras de un morfismo anaĺıtico no constante son discretas. En particular los ceros de
una función anaĺıtica no constante son discretos.

2. Si dos funciones anaĺıticas coinciden en un abierto no vaćıo, son iguales.

3. Todo morfismo anaĺıtico no constante es abierto.

4. Si una función anaĺıtica f no es constante, |f | no tiene máximos ni mı́nimos locales, salvo
donde se anule, donde |f | tiene un mı́nimo absoluto.

5. Toda función anaĺıtica en una superficie de Riemann compacta es constante.

6. Todo morfismo inyectivo X → Y es un isomorfismo con un abierto de Y .
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6.5.1. Funciones Meromorfas

Sea f : U → C anaĺıtica, salvo en un punto z0 ∈ U ; es decir, anaĺıtica en U − z0.
En los cálculos supondremos que z0 = 0; pero enunciaremos los resultados en general.
Tomemos una corona circular Ω = {r ≤ |z| ≤ R}. Su borde está formado por las circunfe-

rencias γ y Γ de radios r y R. El argumento de la fórmula de Cauchy da

z ∈ Ω; f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(η)

η − z
dη − 1

2πi

∫
γ

f(η)

η − z
dη ,

η ∈ Γ;
1

η − z
=

∞∑
n=0

zn

ηn+1
,

1

2πi

∫
Γ

f(η)

η − z
dη =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
Γ

f(η)

ηn+1
dη

)
zn,

η ∈ γ;
1

z − η
=
∞∑
n=0

ηn

zn+1
,

1

2πi

∫
Γ

f(η)

z − η
dη =

−∞∑
n=−1

(
1

2πi

∫
γ

f(η)

ηn+1
dη

)
zn,

y la función f(z) se desarrolla en serie de Laurent en la corona Ω,

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n, an =

1

2πi

∫
σ

f(η)

(η − z0)n+1
dη,

donde σ es γ, Γ o un ćırculo intermedio, pues f(η)(η − z0)−n−1dη es cerrada en U − z0.
Luego el desarrollo es válido en todo un entorno (salvo en z0), y se tienen las desigualdades

de Cauchy, |an| ≤ r−nMr, donde Mr = máx
|z−z0|=r

|f(z)|.

Si los coeficientes an, n < 0, son nulos se dice que z0 es una singularidad evitable de f , si
son nulos salvo un número finito, z0 es un polo de f , (y su orden es el mayor ı́ndice m tal que
a−m 6= 0), y si hay infinitos no nulos, z0 es una singularidad esencial.

Una función es meromorfa cuando es anaĺıtica salvo en un conjunto discreto de polos.
Si f tiene un polo de orden m, en un entorno f = h/zm donde h es anaĺıtica, aśı que las

funciones meromorfas son las que localmente coinciden con cocientes de funciones anaĺıticas, y
por tanto las funciones meromorfas en X forman un cuerpo.

Ejemplo: Si f es una función meromorfa en P1, restando en cada polo la parte singular de
su desarrollo de Laurent (que define una función racional con ese único polo) obtenemos una
función anaĺıtica en P1; luego constante.

Las funciones meromorfas en P1 son las funciones racionales, f(z) = P (z)
Q(z) .

Teorema de Riemann: Si |f | está acotado en un entorno de z0, es una singularidad evitable.
Luego si f se extiende de modo continuo a z0, se extiende de modo anaĺıtico.

Demostración: Si Mε ≤M para todo ε pequeño, |a−n| ≤Mεn, y a−n = 0.

Teorema de Weierstrass: Una singularidad es esencial si y sólo si la imagen de cualquier
entorno es densa en C.

Demostración: Si el origen es un polo, f(z) = h(z)z−m, donde h(0) 6= 0. Luego f(U − {0}) no
es denso en C cuando U es suficientemente pequeño, porque ĺım

z→0
f(z) =∞.

Rećıprocamente, si existe un entorno U tal que f(U − {0}) no es denso en C, podemos
suponer que el disco de radio R centrado en el origen no corta a f(U − {0}).

El módulo de f(z)−1 está acotado por R−1; luego h(z) = f(z)−1 es anaĺıtica en U , y f(z) =
h(z)−1 es meromorfa. La singularidad es un polo.
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Teorema: Las funciones meromorfas en una superficie de Riemann X son los morfismos anaĺıti-
cos f : X → P1 que no valoren constantemente en el punto del infinito.

Demostración: Si f : X → P1 es un morfismo, y consideramos los entornos coordenados usuales
(U0; z), (U∞; 1

z ) del origen y el infinito, la función f es anaĺıtica en V0 = f−1(U0), y 1
f es anaĺıtica

en V∞ = f−1(U∞). Luego f es meromorfa en V0 ∪ V∞ = X.

Rećıprocamente, si f es una función meromorfa en X, y la prolongamos dándole el valor ∞
en los polos, la aplicación f : X → P1 aśı obtenida es anaĺıtica en los polos, porque 1

f es una
función anaĺıtica en un entorno de cada polo.

Corolario: Los automorfismos anaĺıticos de P1 son las homograf́ıas τ(z) = az+b
cz+d .

Corolario: Los automorfismos anaĺıticos de C son las afinidades τ(z) = az + b.

Demostración: Si un automorfismo τ : C→ C se extiende a P1 poniendo τ(∞) =∞, se obtiene
una función meromorfa en P1, porque en ∞ la singularidad no es esencial.

Luego es una homograf́ıa que deja fijo el infinito.

Definición: Una 1-forma compleja ω en una superficie de Riemann X es anaĺıtica si localmente
es ω = f(z)dz, donde f(z) es una función anaĺıtica (en particular dω = 0).

Si ω es anaĺıtica en U − z0, su integral a lo largo de una pequeña curva γ que rodee a z0

(con su orientación como borde de la región donde está z0) no depende de la curva y, afectada
del factor 1

2πi , es el residuo de ω en z0,

Res(ω, z0) =
1

2πi

∫
γ
ω.

Si ω = f(z)dz, con f(z) meromorfa y desarrollo de Laurent f(z) =
∑

n an(z−z0)n, la integral
se calcula término a término porque la serie converge uniformemente en γ,∫

γ
(z − z0)ndz =

1

n+ 1

∫
γ

d(z − z0)n+1 = 0, cuando n 6= −1.

Res(ω, z0) =
a−1

2πi

∫
γ

dz

z − z0
= a−1.

Teorema de los Residuos: Sea X una superficie de Riemann, y ω una 1-forma anaĺıtica salvo
en un conjunto discreto de puntos. Si Ω ⊆ X es una variedad con borde compacta y ω no tiene
puntos singulares en ∂Ω, ∫

∂Ω
ω =

∑
zi∈Ω

Res(ω, zi).

Demostración: Si tomamos un pequeño disco Di que contenga a cada singularidad zi ∈ Ω,
tendremos que ω es cerrada en un entorno de Ω−

⋃
iDi, y por Stokes

0 =

∫
∂Ω
ω −

∑
i

∫
∂Di

ω =

∫
∂Ω
ω −

∑
i
Res(ω, zi).

Corolario:
∑

zi∈X Res(ω, zi) = 0 , cuando X es compacta.

Corolario: El número de polos (contados con su orden) de una función meromorfa no constante
f en una superficie de Riemann compacta coincide con el de ceros.
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Demostración: Si f(z) = amz
m + am+1z

m+1 + . . ., donde am 6= 0, entonces

ω =
df

f
=

(mamz
m−1 + . . .)dz

amzm + . . .
=
(m
z

+ . . .
)

dz

y el residuo de ω en z = 0 es m. La suma de los residuos de ω es el número de ceros de f menos
el número de polos, contados con su orden. q.e.d.

Como un polinomio de grado n es una función meromorfa en P1 con un polo de orden n en
z =∞, tiene n ráıces complejas, lo que vuelve obvio el teorema de D’Alembert.



Caṕıtulo 7

Geometŕıa Diferencial I

7.1. Variedades Diferenciables

Dar un haz de funciones reales continuas OX en un espacio topológico X es dar una
subálgebra OX(U) ⊆ C(U) en cada abierto U de X, de modo que para cada recubrimiento
abierto U =

⋃
i Ui se tenga que una función continua f ∈ C(U) está en OX(U) si y sólo si

f |Ui ∈ OX(Ui) para todo ı́ndice i,

OX(U) →
∏
i
OX(Ui) ⇒

∏
i,j
OX(Ui ∩ Uj).

Un espacio anillado es un espacio topológico X con un haz de funciones continuas OX , y
un morfismo de espacios anillados φ : (Y,OY )→ (X,OX) es una aplicación continua φ : Y → X
que transforme las funciones de OX(U) en las de OY (φ−1U):

f ∈ OX(U) ⇒ φ∗(f) = f ◦ φ ∈ OY (φ−1U).

Ejemplos: Un abierto V ⊆ Rn, con el haz C∞V de funciones C∞, es un espacio anillado, y los
morfismos f : (V, C∞V ) → (R, C∞R ) son las funciones C∞. En general, si U es un abierto de Rm,
los morfismos (V, C∞V )→ (U, C∞U ) son las aplicaciones de clase C∞.

Una variedad diferenciable X (de clase C∞) es un espacio anillado localmente isomorfo
a un abierto de Rn con su haz de funciones C∞. Su haz se denotará C∞X ó C∞, y las funciones
diferenciables en un abierto U son las funciones continuas que estén en C∞(U).

Los morfismos de variedades son los morfismos de espacios anillados (las aplicaciones conti-
nuas que transformen funciones diferenciables en funciones diferenciables) y los isomorfismos se
llaman difeomorfismos.

El anillo de gérmenes en p ∈ X de funciones diferenciables se denota OX,p ó Op

Op = ĺım
−→
p∈U

C∞(U).

Un abierto coordenado de X es un abierto U difeomorfo a un abierto de un Rn.
Si una aplicación continua (x1, . . . , xn) : U → V ⊆ Rn es un difeomorfismo, entonces decimos

que (x1, . . . , xn) es un sistema de coordenadas en U , de modo que toda función diferenciable
en U es f(x1, . . . , xn) para una única función f ∈ C∞(V ).

Unas funciones x1, . . . , xn ∈ C∞(U) definen un sistema de coordenadas locales en p ∈ U
si forman un sistema de coordenadas en algún entorno de p.

Lema: Op es un anillo local, y su único ideal maximal mp = {f ∈ Op : f(p) = 0} está generado
por x1 − a1, . . . , xn − an, donde x1, . . . , xn son coordenadas locales en p, y (a1, . . . , an) son las
coordenadas de p.

181
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Demostración: El epimorfismo Op → R, f → f(p), muestra que mp es un ideal maximal. Si
f /∈ mp, entonces f no se anula en un entorno U de p; luego f es invertible en C∞(U), y su
germen es invertible en Op. El único maximal de Op es mp.

Es claro que (x1 − a1, . . . , xn − an) ⊆ mp, y para terminar podemos suponer que f ∈ mp es
el germen de una función definida en un entorno convexo de p = (a1, . . . , an) ∈ Rn.

Fijado un punto x = (x1, . . . , xn) de dicho entorno, como f(p) = 0,

g(t) = f(p+ t(x− p)), 0 ≤ t ≤ 1,

f(x) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0
g′(t) dt =

n∑
i=1

∫ 1

0
(xi − ai)

∂f

∂xi
(p+ t(x− p)) dt

=
n∑
i=1

(xi − ai)
∫ 1

0

∂f

∂xi
(p+ t(x− p)) dt =

n∑
i=1

(xi − ai)hi(x).

Tomando gérmenes vemos que f ∈ (x1 − a1, . . . , xn − an).

Definición: TpX = DerR(Op,Op/mp) es el espacio tangente a X en p. Si D ∈ TpX,

D(fg) = (Df) · g(p) + f(p) · (Dg).

Si (U ;x1, . . . , xn) es un entorno coordenado,
(
∂
∂xi

)
p

= (∂xi)p = (∂i)p es el vector

( ∂

∂xi

)
p
(fp) =

∂f

∂xi
(p).

Teorema:
(
∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂
∂xn

)
p

definen una base del espacio tangente TpX.

Demostración: Son linealmente independientes, si
∑

i λi(∂i)p = 0, entonces

0 =
∑

i λi(∂i)p(xj) =
∑

i λiδij = λj .

Además, si un vector tangente D verifica que Dxi = 0 para todo i, entonces D = 0.
En efecto, por el lema todo germen es f = b+

∑
i hi(xi − ai); luego

Df =
∑

i(Dhi)(xi(p)− ai) +
∑

i hi(p)Dxi = 0 + 0 = 0.

Ahora está claro que para todo vector tangente D ∈ TpX tenemos que

D = (Dx1)
(
∂
∂x1

)
p

+ . . .+ (Dxn)
(

∂
∂xn

)
p
. (7.1)

Definición: La dimensión de X en p es la dimensión del espacio vectorial TpX, y por el
teorema es localmente constante (luego constante si X es conexa).

Ejemplo: Si E es un espacio vectorial real de dimensión finita y p ∈ E, tenemos un isomorfismo
lineal natural E → TpE, que asigna a cada vector e la derivada direccional

De
pf = ĺım

t→0

f(p+ te)− f(p)

t
=

d(f ◦ σ)

dt

∣∣∣
t=0

, σ(t) = p+ te ,

porque si x1, . . . , xn son coordenadas en una base e1, . . . , en, entonces Dei
p = (∂i)p.

Definición: Sea ϕ : X → Y una aplicación diferenciable, y q = ϕ(p).
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La aplicación lineal tangente de ϕ en p es la aplicación lineal

ϕ∗ : TpX −→ TqY, (ϕ∗D)(f) = D(ϕ∗f) = D(f ◦ ϕ).

De la definición se sigue la Regla de la Cadena: (ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗.
Si las ecuaciones de ϕ en unos entornos coordenados de p y q son yi = fi(x1, . . . , xn), lo que

significa que ϕ∗yi = fi(x1, . . . , xn), aplicando 7.1 tenemos que

ϕ∗((∂xj )p) =
∑

i(∂xjfi)(p) · (∂yi)q

y la matriz de ϕ∗ en las bases {(∂xj )p} y {(∂yi)q} es la matriz jacobiana(
∂fi
∂xj

(p)

)
de modo que el Teorema de la Función Inversa puede formularse del siguiente modo:

ϕ : X → Y es difeomorfismo local en p si y sólo si ϕ∗ : TpX → TqY es isomorfismo.

Definición: El dual T ∗pX del espacio tangente TpX es el espacio cotangente.
Si f ∈ Op, la diferencial de f en p es la 1-forma

(dpf)(D) = Df, D ∈ TpX.

Sea ϕ : X → Y una aplicación diferenciable, y q = ϕ(p).
La aplicación traspuesta de ϕ∗ : TpX → TqY se denota ϕ∗ : T ∗q Y → T ∗pX,

(ϕ∗ω)(D) = ω(ϕ∗D), D ∈ TpX.

1. La diferencial es una derivación:

a) dpλ = 0, λ ∈ R.

b) dp(f + g) = dpf + dpg.

c) dp(fg) = g(p)dpf + f(p)dpg.

2. Si (x1, . . . , xn) es un sistema de coordenadas locales en p, las 1-formas dpx1, . . . ,dpxn
definen una base de T ∗pX, que es la base dual de (∂x1)p, . . . , (∂xn)p, y

dpf =
∂f

∂x1
(p) · dpx1 + . . .+

∂f

∂xn
(p) · dpxn.

3. ϕ∗(dqf) = dp(ϕ
∗f), f ∈ OY,q.

Proposición: La diferencial define un isomorfismo mp/m
2
p = T ∗pX.

Demostración: La diferencial se anula en m2
p, porque dp(fg) = g(p)dpf + f(p)dpg, y define una

aplicación lineal mp/m
2
p → T ∗pX, que es isomorfismo porque transforma el sistema de generadores

[x1 − a1], . . . , [xn − an] en la base dpx1, . . . ,dpxn (ver también p. 77).

Teorema: Si las diferenciales dpu1, . . . ,dpun forman una base de T ∗pX, entonces las funciones
u1, . . . , un definen un sistema de coordenadas locales en p.

Demostración: Pongamos ϕ = (u1, . . . , un) : X → Rn, q = ϕ(p). Como ϕ∗(dqxi) = dpui, por
hipótesis ϕ∗ transforma una base en una base; luego ϕ∗ : TpX → TqRn es un isomorfismo, y por
el Teorema de la Función Inversa, ϕ es difeomorfismo local.
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7.1.1. Campos Tensoriales

En adelante supondremos que las variedades diferenciables son σ-compactas.
Un campo tangente aX es una familia de vectores {Dx}x∈X , dondeDx ∈ TxX, y es diferen-

ciable (lo que siempre supondremos) si para toda función f ∈ C∞(U) se tiene que (Df)(x) = Dxf
es diferenciable, de modo que define una derivación D : C∞(X)→ C∞(X).

El C∞(X)-módulo de los campos tangentes a X se denota D(X).

Teorema: D(X) = DerR(C∞(X), C∞(X)).

Demostración: La aplicación inversa asigna a cada derivación D el campo {Dx}x∈X definido por
los vectores (todo germen fx ∈ Ox tiene un representante global, p. 158)

Dxfx = (Df)(x), fx ∈ Ox.

Sólo hay que ver que (Df)(x) no depende del representante f .
Si f, g ∈ C∞(X) tienen igual germen, coinciden en un entorno U de x, y tomando (p. 158)

una función φ ∈ C∞(X) con soporte en U , y φ(x) = 1, tendremos φ(f − g) = 0,

0 = D(φ(f − g)) = (Dφ)(f − g) + φ(Df −Dg) ,

y dando valores en x vemos que (Df)(x) = (Dg)(x). q.e.d.

En un abierto coordenado (U ;x1, . . . , xn), tenemos el campo ∂i, que en cada punto x es (∂i)x,
y los campos tangentes a U son D =

∑
i fi∂i, donde fi ∈ C∞(U), pues fi = Dxi es diferenciable

cuando D lo es. El módulo D(U) es libre, de base ∂1, . . . , ∂n.

Definición: Una 1-forma en X es una familia de 1-formas {ωx}x∈X , donde ωx ∈ T ∗xX, y es
diferenciable (lo que siempre supondremos) si la función ω(D)(x) = ωx(Dx) es diferenciable para
todo D ∈ D(U), de modo que define un morfismo C∞(X)-lineal ω : D(X)→ C∞(X).

El C∞(X)-módulo de las 1-formas en X se denota Ω(X).

Teorema: Ω(X) = HomC∞(X)(D(X), C∞(X)).

Demostración: La aplicación inversa asigna a cada morfismo de módulos ω : D(X)→ C∞(X) la
siguiente familia {ωx}x∈X de 1-formas,

ωx(Dx) = ω(D)(x),

donde D es cualquier campo tangente a X cuyo valor en x sea Dx (en un entorno coordenado
U claramente existe y, después de multiplicar por una función meseta, se puede prolongar por
cero fuera de U).

Hay que probar que ω(D)(x) no depende del campo D elegido.
Si D′ es otro campo y Dx = D′x, basta al aplicar el siguiente lema a D′ −D.

Lema: Si D es un campo tangente a X y Dx = 0, entonces ω(D)(x) = 0.

Demostración: En un entorno U coordenado, D =
∑

i fi∂i, fi(x) = 0.
Sea φ ∈ C∞(X) con soporte en U , y φ(x) = 1.
Ahora φ2D =

∑
i(φfi)(φ∂i), donde los términos φfi, φ∂i se extienden por 0 fuera de U , y se

termina al valorar en x la igualdad

φ2ω(D) = ω(φ2D) =
∑

i(φfi)ω(φ∂i).
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Definición: La diferencial de f ∈ C∞(X) es la 1-forma {dxf}x∈X .
Entendida en el dual de los campos tangentes es

(df)(D) = Df.

En un abierto coordenado (U ;x1, . . . , xn), el módulo Ω(U) es libre, de base dx1, . . . ,dxn.

Definición: Un campo tensorial de tipo (p, q) en X es una familia de tensores {Tx}x∈X de
tipo (p, q) en TxX, y es diferenciable (lo que siempre supondremos) si para todo abierto U y
todo (D1, . . . , Dp, ω1, . . . , ωq) ∈ D(U)p × Ω(U)q se tiene que f(x) = Tx(D1

x, . . . , D
p
x, ω1

x, . . . , ω
q
x)

es una función diferenciable en U , de modo que cada campo tensorial define una aplicación
C∞(X)-multilineal T : D(X)p × Ω(X)q → C∞(X).

Las operaciones con tensores (producto tensorial y exterior, contracción de ı́ndices, imágenes
directas e inversas,...) se extienden punto a punto a los campos tensoriales.

Igual que en el caso de las 1-formas se prueba que el C∞(X)-módulo T qp (X) de los cam-
pos tensoriales de tipo (p, q) en X es canónicamente isomorfo al de las aplicaciones C∞(X)-
multilineales D(X)p × Ω(X)q → C∞(X), y cuando (U ;x1, . . . , xn) es un abierto coordenado,
T qp (U) es un C∞(X)-módulo libre, de base dxi1 ⊗ . . .⊗ dxip ⊗ ∂j1 ⊗ . . .⊗ ∂jq .

Definición: En un abierto coordenado, la diferencial exterior de p-formas es

ωp =
∑

α fα dxi1 ∧ . . . ∧ dxip , α = (i1 < . . . < ip),

dωp =
∑

α dfα ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip .

Es sencillo comprobar que es R-lineal, que d ◦ d = 0, y que es una antiderivación,

d(ωp ∧ ωq) = (dωp) ∧ ωq + (−1)pωp ∧ (dωq).

Además, probaremos por inducción sobre p que d(df1 ∧ . . . ∧ dfp) = 0. Para p = 1, se sigue
de que d2 = 0, y el caso general se sigue de que la diferencial exterior es antiderivación,

d(df1 ∧ . . . dfp) = (ddf1) ∧ (df2 ∧ . . . dfp)− df1 ∧ d(df2 ∧ . . . dfp) = 0 + 0 = 0.

Veamos ahora que esta definición no depende del sistema de coordenadas.
Si ωp =

∑
α gα dui1 ∧ . . . ∧ duip , por las propiedades anteriores,

dωp =
∑
α

dgα ∧ dui1 ∧ . . . ∧ duip +
∑
α
gαd(dui1 ∧ . . . ∧ duip) =

∑
α

dgα ∧ dui1 ∧ . . . ∧ duip + 0

y dωp no depende del sistema de coordenadas, de modo que la diferencial exterior de una p-forma
en una variedad diferenciable X es una (p+ 1)-forma bien definida.

Si Ωp(X) es el módulo de las p-formas en X, y ponemos Ω•(X) = ⊕pΩp(X), entonces
d: Ω•(X)→ Ω•(X) es una antiderivación, y d(dωp) = 0.

Además, para toda aplicación diferenciable ϕ : Y → X es fácil ver que ϕ∗(dωp) = d(ϕ∗ωp).

Lema: d ◦ iD + iD ◦ d es una derivación del álgebra Ω•(X).

Demostración: (diD + iDd)(ωp ∧ ωq) =

= d((iDωp) ∧ ωq + (−1)pωp ∧ iDωq) + iD((dωp) ∧ ωq + (−1)pωp ∧ dωq) =

= (diDωp) ∧ ωq + (−1)p−1(iDωp) ∧ dωq + (−1)p(dωp) ∧ iDωq + ωp ∧ diDωq+

+(iDdωp) ∧ ωq + (−1)p+1(dωp) ∧ iDωq + (−1)p(iDωp) ∧ dωq + ωp ∧ iDdωq =

= ((diD + iDd)(ωp) ∧ ωq + ωp ∧ (diD + iDd)(ωq).
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Teorema de Cartan: DLωp = diDωp + iDdωp.

Demostración: Por el lema, basta probarlo para funciones y diferenciales de funciones.

(diD + iDd)f = d0 + (df)(D) = Df = DLf,

(diD + iDd)df = diDdf + iD0 = d(Df) = DL(df).

Corolario: La derivada de Lie conmuta con la diferencial exterior, DLd = dDL.

Fórmula de Cartan: (dω)(D, D̄) = D(ω(D̄))− D̄(ω(D))− ω([D, D̄]).

Demostración: (dω)(D, D̄) = (iDdω)(D̄) = (DLω − diDω)(D̄) =

= D(ω(D̄))− ω([D, D̄])− d(ω(D))(D̄) = D(ω(D̄))− ω([D, D̄])− D̄(ω(D)).

7.1.2. Subvariedades Diferenciables

Una aplicación diferenciable ϕ : Y → X es una inmersión local (resp. proyección regular)
en q ∈ Y si ϕ∗ : TqY → TpX, p = ϕ(q), es inyectiva (resp. epiyectiva).

Teorema: Si ϕ : Y → X es una inmersión local en q, existen entornos coordenados de p y q en
que la aplicación es ϕ(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0 . . . , 0).

Demostración: Sea (U ;x1, . . . xn) un entorno coordenado de p, y yi = ϕ∗xi.
Podemos suponer que dqy1, . . . ,dqym es una base de T ∗q Y , porque ϕ∗ : T ∗pX → T ∗q Y es

epiyectiva. Ahora y1, . . . , ym son coordenadas en un entorno de q, en el que tendremos

ym+j = fj(y1, . . . , ym).

Tomando U pequeño, las funciones fj(x1, . . . , xm) estarán definidas en U , y las funciones

ui = xi, i = 1, . . . ,m

um+j = xm+j − fj(x1, . . . , xm), j = 1, . . . , r,

tienen diferenciales linealmente independientes en p. Tomando U más pequeño, son coordenadas
en U , y en estas coordenadas ϕ(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0 . . . , 0).

Teorema: Si ϕ : Y → X es una proyección regular en q, existen entornos coordenados de p y q
en que la aplicación es ϕ(y1, . . . , yn) = (y1, . . . , ym).

Demostración: Sea (U ;x1, . . . xm) un entorno coordenado de p, y yi = ϕ∗xi.
Ahora dqy1, . . . ,dqym son linealmente independientes, porque ϕ∗ : T ∗pX → T ∗q Y es inyectiva.
Si las completamos hasta una base dqy1, . . . ,dqyn de T ∗q Y , tenemos que y1, . . . , yn son coor-

denadas locales en q, y en estas coordenadas ϕ(y1, . . . , yn) = (y1, . . . , ym).

Definición: Sea Y un subespacio de una variedad diferenciable X.
Diremos que una función continua f : Y → R es diferenciable si localmente coincide con

funciones diferenciables de X: para cada punto y ∈ Y existe un entorno abierto U en X y una
función F ∈ C∞(U) tal que F |U∩Y = f |U∩Y .

Tenemos aśı un haz de funciones continuas C∞Y en Y , y diremos que Y es una subvariedad
(diferenciable) de X cuando el espacio anillado (Y, C∞Y ) sea una variedad diferenciable.

Aśı, Y = 0× Rm es una subvariedad de Rn × Rm, porque C∞Y es el haz de funciones C∞ en
Rm en el sentido usual.
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Lema: Si Y una subvariedad de X, la inclusión i : Y → X es una inmersión local.

Demostración: El morfismo de restricción i∗ : OX,q → OY,q es epiyectivo por definición; luego
i∗ : DerR(OY,q,R)→ DerR(OX,q,R) es inyectivo.

Teorema: Sea Y = {x ∈ X : f1(x) = . . . = fr(x) = 0}; f1, . . . , fr ∈ C∞(X). Si las diferen-
ciales dpf1, . . . ,dpfr son linealmente independientes en todo punto p de Y , entonces Y es una
subvariedad de X de codimensión r, y su espacio tangente en p es

TpY = 〈dpf1, . . . ,dpfr〉o.

Demostración: Si completamos las diferenciales hasta obtener una base dpf1, . . . ,dpfn de T ∗pX,
entonces ϕ = (f1, . . . , fn) : U → Rn define un difeomorfismo de U con un abierto U ′ de Rn, y
un isomorfismo de espacios anillados de U ∩ Y (con su haz C∞U∩Y ) con el abierto ϕ(U ∩ Y ) =
U ′ ∩ (0× Rn−r) de 0× Rn−r. Luego Y es una variedad de codimensión r.

Además, si D ∈ TpY , entonces (dfj)(i∗D) = (i∗D)fj = D(fj ◦ i) = D(0) = 0; de modo que
TpY ⊆ 〈dpf1, . . . ,dpfr〉o, y coinciden porque ambos tienen dimensión n− r.

Teorema: Si Y es una subvariedad de X de codimensión r, cada punto q ∈ Y admite un entorno
coordenado (U ;u1, . . . , un) en X tal que

U ∩ Y = {x ∈ U : u1(x) = . . . = ur(x) = 0}.

Demostración: Como la inclusión i : Y → X es una inmersión local, existe un entorno coordenado
(V ; y1, . . . , ym) de q en Y , y un entorno coordenado (U ;u1, . . . , un) de q en X, en los que
i(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0 . . . , 0); luego yi = ui|Y .

Como Y es un subespacio de X, tomando U más pequeño, tendremos que V = U ∩ Y .

Es decir, podemos suponer que U es un abierto de Rn, y que U ∩ Y = V × 0, donde V es un
abierto de Rm, caso en que el enunciado es evidente.

Corolario: Toda subvariedad es un subespacio localmente cerrado.

7.2. Conexiones Lineales

Dar una derivación covariante o conexión lineal en una variedad X es asignar a cada
par de campos tangentes D1, D2 otro campo tangente D∇1 D2 de modo que

1. D∇(D1 +D2) = D∇D1 +D∇D2,

D∇(fD̄) = (Df)D̄ + fD∇D̄.

2. (D1 +D2)∇D = D∇1 D +D∇2 D,

(fD)∇D̄ = f(D∇D̄).

Lema: ∇ se extiende de modo único a una derivación de tensores que conserva el tipo y

1. D∇f = Df .

2. D∇(Cji T ) = Cji (D
∇T ).
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Demostración: Para la unicidad, derivando ω(D̄) = C1
1 (ω ⊗ D̄) vemos que

(D∇ω)(D̄) = D(ω(D))− ω(D∇D̄)

y derivando T (D1, . . . , ωq) = C1
1 . . . C

1
1 (D1 ⊗ . . . Dp ⊗ T ⊗ ω1 ⊗ . . .⊗ ωq), vemos que

(D∇T )(D1, . . . , ωq) = D(T (D1, . . . , ωq))− T (D∇D1, . . . , ωq)− . . .− T (D1, . . . , D
∇ωq).

En cuanto a la existencia, basta tomar estas fórmulas como definición.

Definición: La diferencial covariante ∇T de un tensor (p, q) es el tensor (p+ 1, q)

(∇T )(D,D1, . . . , Dp, ω1, . . . ωq) = (D∇T )(D1, . . . , Dp, ω1, . . . ωq).

y diremos que T es paralelo o constante cuando ∇T = 0, de modo que D∇T = 0.

Lema: Si D ó D̄ se anula en un abierto U , también D∇D̄.

Demostración: Tomemos x ∈ U , φ ∈ C∞(X) con soporte en U , y φ(x) = 1.

Si φD̄ = 0, 0 = D∇(φD̄) = (Dφ)D̄ + φ(D∇D̄), y 0 = λD̄x + (D∇D̄)x = (D∇D̄)x.

Si φD = 0, 0 = (φD)∇D̄ = φ(D∇D̄), y (D∇D̄)x = 0. q.e.d.

Este lema muestra que ∇ induce una conexión lineal en cada abierto U de X, de modo que

(D∇D̄)|U = (D|U )∇(D̄|U ).

Ahora, en cada abierto coordenado (U ;x1, . . . , xn) la conexión∇ vendrá dada por sus śımbo-
los de Christoffel Γkij ∈ C∞(U),

∂∇i ∂j =
∑

k Γkij∂k.

Ejemplo: En cada espacio vectorial real de dimensión finita E existe una única conexión lineal
∇ tal que los campos De que definen (p. 182) los vectores e ∈ E son paralelos, D∇(De) = 0.

La unicidad es obvia, y para la existencia, basta considerar la conexión con śımbolos de
Christoffel nulos en el sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) que define una base de E,

D∇(f1∂1 + . . .+ fn∂n) = (Df1)∂1 + . . .+ (Dfn)∂n.

Definición: Un campo tangente a X con soporte en una curva diferenciable σ : I → X es
una familia de vectores {Dt}t∈I , donde Dt ∈ Tσ(t)X, y es diferenciable (lo que supondremos
siempre) si la función (Df)(t) = Dtf es diferenciable para toda función diferenciable f en un
abierto de X, de modo que define una derivación D : C∞(X)→ C∞(I).

El C∞(I)-módulo de los campos con soporte en σ se denotará Dσ = DerR(C∞(X), C∞(I)).

Todo campo tangente T en I define un campo tangente con soporte en σ

σ∗(Tt) : C∞(X)
σ∗−−−→ C∞(I)

T−−→ C∞(I),

y todo campo tangente D en X también define un campo tangente con soporte en σ

Dt = Dσ(t) : C∞(X)
D−−→ C∞(X)

σ∗−−−→ C∞(I).

En un abierto coordenado, todo campo con soporte es Dt =
∑

i fi(t)∂i.
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Lema: Dada una conexión ∇, el vector (D∇D̄)p sólo depende de Dp y del valor de D̄ a lo largo
de una curva tangente a Dp.

Demostración: En un entorno coordenado, D =
∑

i fi∂i, D̄ =
∑

j gj∂j .

D∇D̄ =
∑
j

(Dgj)∂j +
∑
j
gjD

∇∂j =
∑
j

(Dgj)∂j +
∑
i,j,k

gjfiΓ
k
ij∂k,

(D∇D̄)p =
∑
j

(Dpgj)(∂j)p +
∑
i,j,k

gj(p)fi(p)Γ
k
ij(p)(∂k)p,

y (D∇D̄)p está determinado por los valores fi(p), es decir Dp, los valores gj(p), es decir D̄p, y
los valores Dpgj , que dependen sólo de los valores de gj en una curva tangente a Dp. q.e.d.

Si T es un campo tangente a un intervalo I, y D es un campo tangente a X, este lema afirma
que T∇D está bien definido como campo a soporte en la curva σ : I → X.

Lema: Existe una única forma de extender ∂∇t : D(X) → Dσ a una derivación covariante de
campos con soporte ∂∇t : Dσ → Dσ,

∂∇t (D +D′) = ∂∇t D + ∂∇t D
′,

∂∇t (f(t)D) = f ′(t)D + f(t)(∂∇t D), f ∈ C∞(I).

Demostración: Localmente σ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), y la única extensión posible es

∂∇t

(∑
i
fi(t)∂i

)
=
∑
i

(f ′i(t)∂i + fi(t) ∂
∇
t ∂i) =

∑
i
f ′i(t)∂i +

∑
i
fi(t)

(∑
j,k

x′j(t)Γ
k
ji(σ(t))∂k

)
Definición: Un campo D con soporte en una curva σ es paralelo si ∂∇t D = 0, y la curva es
una geodésica de ∇ si su vector tangente es paralelo, ∂∇t ∂t = 0.

Teorema: Fijada una curva σ : I → X y un vector Dp ∈ TpX, p = σ(t0), existe un único campo
paralelo D con soporte en σ tal que Dt0 = Dp.

Demostración: En un abierto coordenado, ∂∇t ∂i =
∑

j hij(t)∂j .
La condición de que un campo a soporte D =

∑
i fi(t)∂i sea paralelo,

0 = ∂∇t D =
∑
i
f ′i(t)∂i +

∑
i,j
hij(t)fi(t)∂j ,

es que las funciones fi definan una solución de la ecuación diferencial lineal

f ′i = −
∑

j hji(t)fj ,

con condición inicial fi(t0) = ai cuando Dp =
∑

i ai∂i.
Por tanto (p. 161), el traslado paralelo de Dp, luego de una base de TpX, existe y es único

en un entorno de t0.
Como este traslado paralelo es lineal, en ese entorno está definido el de todos los vectores de

TpX. Ahora está claro que el traslado paralelo puede realizarse en todo el intervalo I. q.e.d.

Este traslado paralelo de vectores Tσ(t0)X → Tσ(t)X es un isomorfismo lineal que depende
de la curva σ que conecte el punto σ(t0) con σ(t).

Teorema: Fijado Dp ∈ TpX, existe una geodésica σ : I → X que en t = 0 pasa por p con
tangente Dp, y dos de tales geodésicas coinciden en el intervalo común de definición.
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Demostración: En un abierto coordenado, σ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) es geodésica si

∂t = x′1(t)∂1 + . . .+ x′n(t)∂n,

∂∇t ∂t =
∑
i
x′′i (t)∂i +

∑
i,j,k

x′i(t)x
′
j(t)Γ

k
ij ∂k = 0,

x′′k(t) = −
∑
i,j,k

x′i(t)x
′
j(t)Γ

k
ij(x1(t), . . . , xn(t)),

y concluimos por la existencia y unicidad de solución de una ecuación diferencial (p.161).

7.2.1. Torsión y Curvatura

La torsión de una conexión lineal ∇ es el tensor de tipo (2, 1)

Tor∇(D1, D2) = D∇1 D2 −D∇2 D1 − [D1, D2]

y ∇ es simétrica si su torsión es nula, [D1, D2] = D∇1 D2 −D∇2 D1; es decir, Γkij = Γkji.

Como Tor∇(D,D) = 0, basta ver que la torsión es C∞(X)-lineal en el primer ı́ndice,

Tor∇(fD1, D2) = fD∇1 D2 − (D2f)D1 − fD∇2 D1 + [D2, fD1]

= fD∇1 D2 − (D2f)D1 − fD∇2 D1 + (D2f)D1 + f [D2, D1]

= fD∇1 D2 − fD∇2 D1 − f [D1, D2] = fTor∇(D1, D2).

La curvatura de ∇ es el tensor de tipo (3, 1), alternado en los dos primeros ı́ndices,

R(D1, D2, D3) = D∇1 D
∇
2 D3 −D∇2 D∇1 D3 − [D1, D2]∇D3,

Veamos, por ejemplo, que es C∞(X)-lineal en el tercero,

R(D1, D2, fD3) = D∇1 ((D2f)D3 + fD∇2 D3)−D∇2 ((D1f)D3 + fD∇1 D3)

− ([D1, D2]f)D3 − f [D1, D2]∇D3 =

= (D1D2f)D3 + (D2f)D∇1 D3 + (D1f)D∇2 D3 + fD∇1 D
∇
2 D3

− (D2D1f)D3 − (D1f)D∇2 D3 − (D2f)D∇1 D3 − fD∇2 D∇1 D3

− (D1D2f)D3 + (D2D1f)D3 − f [D1, D2]∇D3 =

= fD∇1 D
∇
2 D3 − fD∇2 D∇1 D3 − f [D1, D2]∇D3 = fR(D1, D2, D3).

Decimos que ∇ es plana si localmente admite una base de campos D1, . . . , Dn paralelos,
D∇Di = 0; y que es localmente eucĺıdea si cada punto admite un entorno coordenado en que
los śımbolos de Christoffel son nulos, ∂∇i ∂j = 0.

Teorema: ∇ es plana si y sólo si su tensor de curvatura R es nulo.

Demostración: Si es plana, R(Di, Dj , Dk) = D∇i D
∇
j Dk −D∇j D∇i Dk − [Di, Dj ]

∇Dk = 0, porque

D∇Dk = 0 para todo campo D; luego R = 0.
Rećıprocamente, si R = 0, podemos suponer que estamos en el origen de Rn.
Tomamos un vector en el origen D0, y lo prolongamos paralelamente a lo largo del eje OX1;

luego en las rectas paralelas a OX2, y tenemos el campo en el plano OX1X2, etc. Este campo D
es diferenciable (las soluciones de una ecuación diferencial dependen diferenciablemente de las
condiciones iniciales, p. 163) y ∂∇1 D = 0 en OX1, ∂∇2 D = 0 en OX1X2, . . . , ∂∇n D = 0 en Rn.

Veamos, por inducción descendente, que ∂∇r D = 0.
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Si ∂∇r+1D = . . . = ∂∇n D = 0,

0 = R(∂r+1, ∂r, D) = ∂∇r+1∂
∇
r D − ∂∇r ∂∇r+1 = ∂∇r+1∂

∇
r D,

lo que muestra que ∂∇r D es paralelo a lo largo de las rectas paralelas a OXr+1.
Como es nulo en la subvariedad OX1 . . . Xr, se anula en OX1 . . . Xr+1.
Repitiendo el argumento con la igualdad R(∂r+2, ∂r, D) = 0 obtenemos que se anula en

OX1 . . . Xr+2, hasta llegar a que ∂∇r D = 0 en todo Rn. El campo D es paralelo.
Repitiendo el argumento con una base de vectores en el origen, obtenemos una base de

campos paralelos.

Corolario: ∇ es localmente eucĺıdea si y sólo si R = 0 y Tor∇ = 0.

Demostración: Si ∇ es localmente eucĺıdea, es claro que R = 0 y Tor∇ = 0.
Rećıprocamente, si R = 0, localmente admite una base de campos paralelos D1, . . . , Dn.
Si además la torsión es nula, [Di, Dj ] = D∇i Dj−D∇j Di = 0, y existen sistemas de coordenadas

locales en que Di = ∂i (p. 174). Ahora ∂∇i ∂j = D∇i Dj = 0.

Interpretación F́ısica de la Curvatura: Sea D un campo geodésico, D∇D = 0, cuyas curvas
integrales interpretamos como trayectorias de móviles que se mueven inercialmente, sin fuerzas
que actúen sobre ellos. La posición aparente de los móviles próximos a uno dado ha de repre-
sentarse por un campo E tal que DLE = 0, su velocidad relativa por D∇E y su aceleración
relativa por D∇D∇E. Si ∇ es simétrica, en ausencia de fuerzas, la curvatura se manifiesta por
una aceleración relativa no nula

R(D,E,D) = D∇E∇D − E∇D∇D − [D,E]∇D = D∇E∇D = D∇D∇E.

Identidad de Bianchi: Si la torsión es nula,

R(D1, D2, D3) +R(D2, D3, D1) +R(D3, D1, D2) = 0.

Demostración: Como R es un tensor, basta ver la igualdad en cada punto, aśı que podemos
suponer que [Di, Dj ] = 0,

D∇1 D
∇
2 D3 −D∇2 D∇1 D3 +D∇2 D

∇
3 D1 −D∇3 D∇2 D1 +D∇3 D

∇
1 D2 −D∇1 D∇3 D2 =

= D∇1 (D∇2 D3 −D∇3 D2) +D∇2 (D∇3 D1 −D∇1 D3) +D∇3 (D∇1 D2 −D∇2 D1) = 0.

Diferencia de Conexiones: La diferencia T (D1, D2) = D∇̄1 D2 − D∇1 D2 de dos conexiones
lineales ∇̄,∇ es un tensor de tipo (2,1). En D1 es obvio, y

T (D1, fD2) = (D1f)D2 +D∇̄1 D2 − (D1f)D2 −D∇1 D2 = fT (D1, D2).

1. ∇̄ y ∇ tienen las mismas geodésicas ⇔ T es hemisimétrico.

En una geodésica común, tenemos que T (Dp, Dp) = (D∇̄D)p − (D∇D)p = 0.

Si T es alternado y D∇D = 0, también D∇̄D = T (D,D) +D∇D = 0.

2. Si ∇̄ y ∇ tienen las mismas geodésicas y tensores de torsión, son iguales.

Si T es alternado, y la torsión coincide, basta sumar las igualdades

0 = (D∇̄1 D2 −D∇1 D2) + (D∇̄2 D1 −D∇2 D1)

0 = (D∇̄1 D2 −D∇̄2 D1)− (D∇1 D2 −D∇2 D1)
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3. Existe una única conexión simétrica que tiene las mismas geodésicas que ∇.

La unicidad se sigue de lo anterior. Para la existencia, tomemos el tensor de torsión Tor∇
y la conexión D∇̄1 D2 = D∇1 D2 − 1

2Tor∇(D1, D2).

Como −1
2Tor∇ es alternado, ∇̄ tiene las mismas geodésicas que ∇, y es simétrica,

D∇̄1 D2 −D∇̄2 D1 − [D1, D2] = D∇1 D2 −D∇2 D1 − [D1, D2]− Tor(D1, D2) = 0.

7.3. Métricas Riemannianas

Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable X con un tensor covariante de
orden 2 simétrico g definido-positivo en todo punto. Pondremos D · D̄ = g(D, D̄).

Una métrica riemanniana g es localmente eucĺıdea si cada punto admite un entorno coor-
denado en que g =

∑
i dxi ⊗ dxi (es decir, gij = ∂i · ∂j = δij).

Proposición: Toda variedad diferenciable X admite una métrica riemanniana g.

Demostración: Sea X =
⋃
i Ui un recubrimiento por abiertos coordenados, {φi} una partición

de la unidad subordinada, y fijemos en cada abierto Ui una métrica riemmaniana gi.
La métrica g =

∑
i φigi es definido-positiva: si 0 6= D ∈ TxX, entonces 0 <

∑
i φi(x)gi(D,D)

porque algún sumando es positivo y ninguno es negativo.

Teorema: Si g es una métrica riemanniana, existe una única conexión lineal simétrica ∇ (la
conexión de Levi-Civita) tal que ∇g = 0.

Demostración: La condición ∇g = 0 significa que la conexión deriva el producto escalar,

D(D1 ·D2) = (D∇D1) ·D2 +D1 · (D∇D2),

lo que permite escribir ∇ en cualquier abierto coordenado en función de g,

∂i(∂j · ∂k) = (∂∇i ∂j) · ∂k + ∂j · (∂∇i ∂k)
∂k(∂i · ∂j) = (∂∇k ∂i) · ∂j + ∂i · (∂∇k ∂j)
∂j(∂k · ∂i) = (∂∇j ∂k) · ∂i + ∂k · (∂∇j ∂i)

Sumándolas con signos alternos, y usando que 0 = [∂i, ∂j ] = ∂∇i ∂j − ∂∇j ∂i,

(∗) 2(∂∇i ∂j) · ∂k = ∂i(∂j · ∂k)− ∂k(∂i · ∂j) + ∂j(∂k · ∂i).

Como g es no singular, esta igualdad determina ∂∇i ∂j , lo que prueba la unicidad de ∇.
En cuanto a la existencia, se define en los abiertos coordenados por la igualdad anterior, y

se comprueba fácilmente que es una conexión simétrica, y que ∇g = 0. La unicidad muestra que
esta definición no depende de coordenadas, y tenemos una conexión globalmente definida.

Nota: Si ponemos gij = ∂i · ∂j y (gij) denota la matriz inversa de (gij), la igualdad (∗) permite
expresar los śımbolos de Christoffel de ∇ en términos de la métrica g,

Γkij =
1

2

∑
h
gkh

(
∂gjh
∂xi

− ∂gij
∂xh

+
∂ghi
∂xj

)
.

Corolario: Las geodésicas tienen módulo constante.
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Demostración: ∂t(∂t · ∂t) = (∂∇t ∂t) · ∂t + ∂t · (∂∇t ∂t) = 0 · ∂t + ∂t · 0 = 0.

Teorema: Una métrica g es localmente eucĺıdea si y sólo si su tensor de curvatura R es nulo.

Demostración: Si g =
∑

i dxi ⊗ dxi, su conexión de Levi-Civita es Γkij = 0, y R = 0.
Rećıprocamente, si R = 0, cada punto p tiene un entorno con una base de campos paralelos

(D1, . . . , Dn), y podemos suponer que forman base ortonormal en p.
Forman base ortonormal en todo un entorno porque las funciones Di · Dj son localmente

constantes,
Dk(Di ·Dj) = (D∇k Di) ·Di · (D∇k Dj) = 0 + 0 = 0.

Además [Di, Dj ] = D∇i Dj −D∇j Di = 0, y en un entorno coordenado tendremos Di = ∂i (p.
174), de modo que gij = Di ·Dj = δij .

Definición: El tensor de Riemann-Christoffel de una métrica riemanniana g es

R2,2(D1, D2;D3, D4) = R(D1, D2, D4) ·D3.

Teorema: 1. R2,2(D2, D1;D3, D4) = −R2,2(D1, D2;D3, D4).

2. R2,2(D1, D2;D4, D3) = −R2,2(D1, D2;D3, D4).

3. R2,2(D3, D4;D1, D2) = R2,2(D1, D2;D3, D4).

4. La suma circular en tres ı́ndices, dejando fijo el cuarto, es nula.

Demostración: La primera se debe a que R es alternado en sus dos primeros ı́ndices.
Para la segunda, como R2,2 es un tensor, podemos suponer que [Di, Dj ] = 0,

0 = [D1, D2](D3 ·D4) = (D1D2 −D2D1)(D3 ·D4) =

= D1(D∇2 D3 ·D4 +D3 ·D∇2 D4)−D2(D∇1 D3 ·D4 +D3 ·D∇1 D4) =

= D∇1 D
∇
2 D3 ·D4 +D∇2 D3 ·D∇1 D4 +D∇1 D3 ·D∇2 D4 +D3 ·D∇1 D∇2 D4

−D∇2 D∇1 D3 ·D4 −D∇2 D3 ·D∇1 D4 −D∇1 D3 ·D∇2 D4 −D3 ·D∇2 D∇1 D4 =

= R2,2(D1, D2;D4, D3) +R2,2(D1, D2;D3, D4).

La identidad de Bianchi afirma que la suma circular, dejando fijo el tercer ı́ndice, es nula
(luego también dejando fijo cualquier otro, una vez probada la propiedad 3, porque las permu-
taciones que dejan invariante R2,2 pasan el tercer ı́ndice a cualquier otro),

R2,2(D1, D3;D2, D4) +R2,2(D4, D1;D2, D3) +R2,2(D3, D4;D2, D1) = 0

R2,2(D2, D4;D3, D1) +R2,2(D4, D1;D3, D2) +R2,2(D1, D2;D3, D4) = 0

R2,2(D2, D4;D1, D3) +R2,2(D3, D2;D1, D4) +R2,2(D4, D3;D1, D2) = 0

R2,2(D1, D3;D4, D2) +R2,2(D3, D2;D4, D1) +R2,2(D2, D1;D4, D3) = 0

Sumando, y usando las 2 propiedades anteriores, se cancelan las dos primeras columnas y
obtenemos que R2,2(D1, D2;D3, D4) = −R2,2(D3, D4;D2, D1) = R2,2(D3, D4;D1, D2).

Curvaturas Seccionales: R2,2 puede verse como una métrica simétrica en Λ2TpX,

R2,2(D1 ∧D2, D3 ∧D4) = R2,2(D1, D2;D3, D4),

donde también tenemos la métrica Λ2g que induce (p. 54) la métrica riemanniana g,

(Λ2g)(D1 ∧D2, D3 ∧D4) = (D1 ·D3)(D2 ·D4)− (D1 ·D4)(D2 ·D3).
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Si Π ⊆ TpX es un plano, dim Λ2Π = 1, y en él ambas métricas son proporcionales, con un
factor KΠ, la curvatura seccional de Π. Si D1, D2 es una base de Π,

KΠ =
R2,2(D1, D2;D1, D2)

(D1 ·D1)(D2 ·D2)− (D1 ·D2)2
·

Si no depende de Π ni del punto, g es de curvatura constante. Un ejemplo es

g =
4
∑

i dx2
i

(1 +K
∑

i x
2
i )

2
.

En las superficies, la única curvatura seccional es la curvatura K de la superficie en el
punto, y determina el tensor R2,2: Una superficie riemanniana es localmente eucĺıdea si y sólo
si su curvatura K es nula en todo punto.

7.3.1. Inmersiones Riemannianas

Sea (X, g) una variedad riemanniana, X̄ una subvariedad, y ḡ la restricción de g a X̄.

Pongamos TpX = TpX̄ ⊥ Np. Si D1, D2 son campos tangentes a X̄, en general D∇1 D2 tiene

una componente tangencial D∇1 D2, y otra normal Φ(D1, D2) = (D∇1 D2)⊥,

D∇1 D2 = D∇1 D2 + Φ(D1, D2).

Teorema: ∇ es la conexión de Levi-Civita de ḡ, y Φ es C∞(X̄)-bilineal y simétrica (luego define
aplicaciones bilineales simétricas Φp : TpX̄ × TpX̄ → Np).

Demostración: Que ∇ es una conexión simétrica y D(D1 ·D2) = (D∇D1) ·D2 +D1 · (D∇D2) se
prueba proyectando ortogonalmente sobre TpX̄ las correspondientes propiedades de ∇, usando
que [D1, D2] es tangente a X̄ cuando D1, D2 lo son.

Además Φ es simétrica y bilineal,

0 = D∇1 D2 −D∇2 D1 − [D1, D2]

= D∇1 D2 + Φ(D1, D2)−D∇2 D1 − Φ(D2, D1)− [D1, D2]

= Φ(D1, D2)− Φ(D2, D1),

Φ(fD1, D2) = (fD∇1 D2)⊥ = f(D∇1 D2)⊥ = fΦ(D1, D2).

Fórmula de Weingarten: Φ(D1, D2) ·N = −(D∇1 N) ·D2; donde N es normal a X̄.

Demostración: Φ(D1, D2) ·N = (D∇1 D2) ·N = D1(D2 ·N)−D2 · (D∇1 N).

Ecuación de Gauss: Si R y R̄ son los tensores de Riemann-Christoffel de X y X̄,

R̄(D1, D2;D3, D4) = R(D1, D2;D3, D4) + Φ(D1, D3)·Φ(D2, D4)− Φ(D1, D4)·Φ(D2, D3)

Demostración: Como R, R̄ y Φ ·Φ son tensores, podemos suponer que [Di, Dj ] = 0.

R(D1, D2;D3, D4) = (D∇1 D
∇
2 D4 −D∇2 D∇1 D4) ·D3

=
[
D∇1 D

∇
2 D4 −D∇2 D∇1 D4 +D∇1 (Φ(D2, D4))−D∇2 (Φ(D1, D4))

]
·D3

= R̄(D1, D2;D3, D4)− Φ(D1, D3) · Φ(D2, D4) + Φ(D2, D3) · Φ(D1, D4).
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7.3.2. Curvas e Hipersuperficies

En el caso de una curva de vector tangente unitario T , el módulo de T∇T es la curvatura
de la curva, κ = |T∇T |, y se anula precisamente cuando la curva es una geodésica.

Si la curva está en la subvariedad X̄, tiene también una curvatura geodésica κg = |T∇T |,
y una curvatura normal κn = |Φ(T, T )|,

κ2 = κ2
g + κ2

n.

El carácter tensorial de Φ es el Teorema de Meusnier:

Todas las curvas tangentes en un punto a la misma dirección, tienen igual curvatura normal.

Si la curva está en un espacio eucĺıdeo orientado de dimensión 3, y su curvatura no se anula
en ningún punto, la normal principal N = 1

κT
∇T es ortogonal a T ,

0 = T (T · T ) = (T∇T ) · T + T · (T∇T ) = 2(T∇T ) · T = 2κ(N · T );

y en cada punto de la curva tenemos bien definida la binormal B, de modo que (T,N,B) es
una base ortonormal orientada. La torsión de la curva es τ = (T∇N) ·B.

Fórmulas de Frénet:


T∇T = κN

T∇N = −κT + τB

T∇B = −τN

Demostración: La primera es la definición de N . En cuanto a la segunda,

(T∇N) · T = T (N · T )−N · (T∇T ) = −N · (κN) = −κ.

Ahora, derivando con T la igualdad B · T = 0, vemos que (T∇B) · T = 0.

Derivando B ·N = 0, vemos que (T∇B) ·N = −τ .

Derivando B ·B = 1, vemos que (T∇B) ·B = 0.

Teorema: Dada una base ortonormal orientada (Tp, Np, Bp) en p ∈ R3, y funciones diferencia-
bles κ(t) > 0, τ(t) en un intervalo I, existe una única curva I → R3 de curvatura κ y torsión
τ , cuyo triedro de Frénet en t0 ∈ I es (Tp, Np, Bp).

Demostración: La curva buscada σ = (σ1, σ2, σ3), y su triedro de Frénet T = (f1, f2, f3), N =
(g1, g2, g3), B = (h1, h2, h3), han de ser solución de las fórmulas de Frénet, que junto con las
ecuaciones σ′i = fi, forman un sistema de 12 ecuaciones diferenciales lineales.

Fijadas las condiciones iniciales σ(t0) = p, (Tt0 , Nt0 , Bt0) = (Tp, Np, Bp), existe solución en
I, y es única (pp. 161, 189).

Sólo hemos de ver que la solución define una base ortonormal en cada punto, pues de orien-
tación positiva a negativa no se pasa de modo continuo. Si A = (T,N,B), hay que ver que
AtA = I, ó AAt = I.

Es decir, fifj + gigj + hihj = δij . Ahora bien,

(fifj + gigj + hihj)
′ = f ′ifj + fif

′
j + g′igj + gig

′
j + h′ihj + hih

′
j =

= κgifj + κgjfi + (τhi − κfi)gj + (τhj − κfj)gi − τgihj − τgjhi = 0;

y fifj + gigj + hihj es constante. Como en p vale δij , concluimos.
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Definición: Sea (X̄; ḡ,∇ ) una hipersuperficie de un espacio eucĺıdeo.
En un entorno de cada punto de X̄ podemos fijar un campo de vectores N normal y unitario,

y tenemos una métrica φ2, la segunda forma fundamental de X̄, tal que (p. 194)

D∇D′ = D∇D′ + φ2(D,D′)N ;

es decir, φ2(D,D′) = (D∇D′) · N = Φ(D,D′) · N . El endomorfismo de Weingarten es el
endomorfismo φ asociado al par de métricas (ḡ, φ2),

φ2(D,D′) = φ(D) ·D′.

Fórmula de Weingarten: φ(D) = −D∇N .

Demostración: (D∇N) ·N = 1
2D(N ·N) = 0, y −(D∇N) ·D′ = φ2(D,D′), (p. 194).

Ecuación de Gauss: Si R̄2,2 es el tensor de Riemann-Christoffel de X̄,

R̄2,2(D1, D2;D3, D4) = φ2(D1, D3)φ2(D2, D4)− φ2(D1, D4)φ2(D2, D3).

Demostración: R2,2 = 0, y Φ(Di, Dj) · Φ(D′i, D
′
j) = φ2(Di, Dj)φ2(D′i, D

′
j), (p. 194).

Ecuación de Codazzi-Mainardi: D∇1 (φ(D2))−D∇2 (φ(D1)) = φ([D1, D2]).

Demostración: Basta tomar la componente tangencial en la siguiente igualdad, debida a que el
tensor de curvatura de un espacio eucĺıdeo es nulo,

0 = D∇1 D
∇
2 N −D∇2 D∇1 N − [D1, D2]∇N = D∇1 (φ(D2))−D∇2 (φ(D1))− φ([D1, D2]).

Definiciones: El endomorfismo de Weingarten φ diagonaliza en una base ortonormal (p. 102),
y las curvaturas principales de X̄ son los valores propios κi de φ (si se cambia N por −N ,
cambian todas de signo). Las ĺıneas de curvatura son las curvas tangentes en cada punto a
un vector propio (luego no nulo) de φ.

Teorema de Euler: Las curvaturas principales κi son las curvaturas normales de las ĺıneas de
curvatura.

Demostración: Si |T | = 1 y φ(T ) = κiT , entonces κi = φ(T )·T = φ2(T, T ) = κn.

Teorema: Las únicas hipersuperficies cerradas y conexas del espacio eucĺıdeo con todos sus
puntos umb́ılicos, φ = λId, son los hiperplanos y las hiperesferas.

Demostración: n = dim X̄. Si φ = λId, entonces λ = 1
n trφ es una función diferenciable, y por la

ecuación de Codazzi-Mainardi,

0 = D∇1 (λD2)−D∇2 (λD1)− λ[D1, D2] = (D1λ)D2 − (D2λ)D1.

Tomando D1, D2 independientes vemos que Dλ = 0 para todo campo tangente D en X̄.
Luego λ es constante, por ser X̄ conexa.
Si λ = 0, φ = 0, D∇N = 0, y N es localmente constante, N =

∑
ai∂i.

Tomemos el campo de la homotecias H =
∑

i xi∂i, de modo que D∇H = D para todo campo
D, y cuando D es tangente a la hipersuperficie,

D(H ·N) = (D∇H) ·N +H ·D∇N = D ·N +H · 0 = 0.
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H ·N =
∑

i aixi es constante, y cada punto tiene un entorno contenido en un hiperplano.
Como es conexa, toda la hipersuperficie está contenida en un hiperplano.
Como es cerrada, es todo el hiperplano.
Si λ 6= 0, tenemos que D∇(H + 1

λN) = D + 1
λD
∇N = 0.

Luego H + 1
λN =

∑
i ai∂i, y |H −

∑
i ai∂i| =

1
|λ| en la hipersuperficie.

Localmente está contenida en la hiperesfera
∑

i(xi−ai)2 = 1
λ2

, y concluimos igual que antes.

Superficies: Si X̄ es una superficie de un espacio eucĺıdeo de dimensión 3, en cada punto
tenemos dos curvaturas principales κ1, κ2 (coincidentes si es un punto umb́ılico).

Sea D1, D2 una base ortonormal tal que φ(Di) = κiDi.
Si T = D1 cosϑ+D2 senϑ es unitario, la curvatura normal de las curvas tangentes a T es

κn = φ2(T, T ) = φ(T ) · T = (κ1D1 cosϑ+ κ2D2 senϑ) · T = κ1 cos2 ϑ+ κ2 sen2 ϑ.

Las curvaturas principales son los valores extremos que toma la curvatura normal.

Teorema Egregio de Gauss: El producto κ1κ2 de las dos curvaturas principales es un inva-
riante intŕınseco de la superficie riemanniana (X̄, ḡ).

Demostración: Por la ecuación de Gauss, κ1κ2 es la curvatura K de la superficie,

K = R̄2,2(D1, D2;D1, D2) = φ2(D1, D1)φ2(D2, D2)− φ2(D1, D2)2 = κ1κ2 − 0.

7.4. Grupos de Lie

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G, con una ley de grupo diferenciable
G×G→ G, (x, y) 7→ xy, tal que G→ G, x 7→ x−1 es diferenciable. El neutro se denota e.

Un morfismo de grupos de Lie es un morfismo de grupos diferenciable.
Cada elemento x de un grupo de Lie G define un difeomorfismo

Lx : G −→ G, Lx(g) = xg,

y un campo tangente D es invariante (a izquierda) cuando LxD = D, ∀x ∈ G; es decir,
Lx,∗Dy = Dxy.

Los campos invariantes son estables por el paréntesis de Lie, porque Lx[D,D′] = [LxD,LxD
′],

y forman el álgebra de Lie g de G.

Teorema: La aplicación g→ TeG, D 7→ De, es un isomorfismo.

Demostración: Es inyectiva porque un campo invariante D está determinado por su valor en un
punto, Dx = Lx(De).

Ahora, dado De ∈ TeG, basta ver que el campo {Dx = LxDe}es diferenciable; es decir, que
para todo f ∈ C∞(G), es diferenciable la función

h(x) = Dxf = De(f ◦ Lx).

Sea D un campo en G que en el neutro valga De, y consideremos en G × G el campo
D̃ = (0, D) y la función f̃(x, y) = xy. Acabamos porque h = (D̃f̃ )

∣∣
G×e,

h(a) = De(f(ay)) = D̃(a,e)f̃ .

Corolario: Todo grupo de Lie admite una base global de campos, y es orientable.
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Teorema: Si ψ : G → G′ es morfismo de grupos de Lie, entonces ψ∗ : g = TeG → TeG
′ = g′

conserva el paréntesis de Lie, y ψ∗(Dx) = (ψ∗D)ψ(x), D ∈ g.

Demostración: Veamos que D′ = ψ∗D cuando D′ es invariante y D′e = ψ∗(De).

Como ψLx = Lψ(x)ψ,

ψ∗(Dx) = ψ∗(LxDe) = Lψ(x)(ψ∗De) = Lψ(x)D
′
e = D′ψ(x),

lo que significa que ψ∗(D′f) = D(ψ∗f), y por tanto ψ∗([D′1, D
′
2]f) = [D1, D2](ψ∗f).

Luego ψ∗[D1, D2]x = [D′1, D
′
2]ψ(x), y terminamos poniendo x = e.

Lema: Los campos invariantes son completos, su flujo está definido en todo R×G.

Demostración: La curva integral de un campo invariante D que pasa por x en t = 0 es σx(t) =
Lx(σe(t)) = xσe(t). Luego, si σe(t) está definida en (−ε, ε), todas las curvas integrales σx(t)
también lo están, y el campo es completo. q.e.d.

Un morfismo de grupos de Lie gt : R→ G, define un grupo uniparamétrico en G,

τ(t, x) = xgt, τs+t(x) = xgt+s = xgtgs = τs(τtx),

y Lx transforma las curvas integrales ygt en curvas integrales xygt; luego su generador infinite-
simal D es invariante (y De es el vector tangente en t = 0 a la curva gt).

Teorema: Hom (R, G) = g.

Demostración: Si D es invariante, basta ver que la curva integral gt : R → G que pasa por el
neutro es morfismo de grupos. Como la curva integral que pasa por x es τt(x) = xgt,

gs+t = τs+t(e) = τt(τse) = τs(e)gt = gsgt.

Definición: La aplicación exponencial de G es

exp: g −→ G, exp(D) = g1,

donde gt es el morfismo que se corresponde con D. El vector tangente en t = 0 al morfismo
φ(t) = gλt es λDe, aśı que le corresponde el campo λD,

gt = exp(tD).

Teorema: La aplicación exponencial es diferenciable, y su aplicación lineal tangente en el origen
g = T0g→ TeG = g es la identidad.

Demostración: D̃(x,D) = (Dx, 0) ∈ TxG×TDg es un campo tangente en G×g, y su curva integral
por (x,D) es t 7→ (x · exp(tD), D); luego su flujo es

τt(x,D) = (x · exp(tD), D),

y vemos que la aplicación τ1(e,D) = (exp(D), D) es diferenciable.

Ahora, en g, el vector tangente en t = 0 a la curva tD es D; luego la aplicación lineal tangente
lo lleva al vector tangente en t = 0 a la curva exp(tD), que es De.
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Teorema: Si ψ : G→ G′ es un morfismo, el siguiente cuadrado conmuta,

g
exp //

ψ∗
��

G

ψ
��

g′
exp // G′

Demostración: El vector tangente en t = 0 al morfismo ψ(gt) : R→ G′ es ψ∗(De).
Luego le corresponde el campo invariante ψ∗D, y exp(ψ∗D) = ψ(g1) = ψ(exp(D)).

Corolario: Sea G conexo. Si dos morfismos de grupos de Lie ψ,ϕ : G → G′ coinciden en el
álgebra de Lie, ψ∗ = ϕ∗ : g→ g′, entonces ψ = ϕ.

Demostración: Por el teorema, al ser la aplicación exponencial un difeomorfismo local en el
origen, coinciden en un entorno del neutro. Se acaba por el siguiente lema.

Lema: Si G es conexo, y U es un entorno del neutro, entonces G =
⋃
n U

n. En particular, todo
subgrupo abierto coincide con G.

Demostración: Sustituyendo U por U−1 ∩ U podemos suponer que U = U−1.
Ahora H =

⋃
n U

n es un subgrupo, y es abierto porque hU ⊆ H cuando h ∈ H.
Luego todas las clases gH son abiertas, y por tanto cerradas; H = G.

Ejemplo: El álgebra de Lie del grupo lineal Gl(n,R) es Mn(R), y cada matriz A se corresponde
con el morfismo de grupos t 7→ eAt. El paréntesis de Lie es [A,B] = AB −BA, y la exponencial
es exp(A) = eA.

Lema: Si G es abeliano y conexo, exp: g→ G es un morfismo de grupos epiyectivo.

Demostración: Consideremos el producto µ : G×G→ G, µ(x, y) = xy.
La aplicación lineal µ∗ : TeG× TeG → TeG es µ∗(De, D

′
e) = De +D′e, porque claramente es

la identidad en cada factor.
Tomemos D,D′ ∈ g, y sean gt, g

′
t : R→ G sus morfismos.

Como G es abeliano, gtg
′
t = µ(gt, g

′
t) : R → G es morfismo de grupos, y se corresponde con

el vector µ∗(De, D
′
e) = De +D′e; luego

exp(D +D′) = g1h1 = exp(D) exp(D′).

Ahora, como es morfismo de grupos, y es difeomorfismo local en el origen, lo es en todo
punto, y la imagen es un subgrupo abierto de G.

Lema: Todo subgrupo cerrado y discreto H de un espacio vectorial real E de dimensión finita
está generado por una familia de vectores linealmente independientes,

H = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zer.

Demostración: Sustituyendo E por el subespacio vectorial que genere H, podemos suponer que
H contiene una base v1, . . . , vr de E.

Consideremos la proyección abierta π : E → E/Zv1 + . . .+ Zvr ' Sr1 . π(H) es un subgrupo
cerrado de Sr1 , y es discreto, porque si U es un entorno del origen que no corta a H en ningún
otro punto, π(U) corta a π(H) sólo en el neutro.

Como Sr1 es compacto, π(H) es finito, y H es un grupo finito-generado de rango r.
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Como la torsión de H es nula, porque lo es la de E, se sigue (p. 112) que H es un grupo
libre, H = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zer, y e1, . . . , er son linealmente independientes porque generan E.

Teorema: Todo grupo de Lie abeliano y conexo es G ' (R/Z)r × Rn.

Demostración: El núcleo H de la exponencial g
exp−−−→ G es un subgrupo cerrado, y discreto

porque la exponencial es difeomorfismo local; luego la exponencial factoriza a través de un
isomorfismo de grupos φ : E/Ze1 + . . .+Zer → G, diferenciable porque φ ◦ π = exp lo es, y π es
difeomorfismo local.

Además, E/Ze1 + . . .+ Zer ' (R/Z)r × Rn.

Corolario: Todo grupo de Lie abeliano, compacto y conexo es un toro (R/Z)r.

Corolario: Todo grupo de Lie abeliano es G ' (R/Z)r × Rn ×D, con D discreto.

Demostración: Consideremos la componente conexa del neutro Ge y la sucesión exacta

0 −→ Ge −→ G −→ G/Ge −→ 0

Como Ge ' (R/Z)r ×Rn es divisible, es un Z-módulo inyectivo (p. 62) y la sucesión admite
una sección s : G/Ge → G (diferenciable porque G/Ge es discreto) que define un isomorfismo

G ' Ge × (G/Ge), g 7→ (g − s(ḡ), ḡ).



Caṕıtulo 8

Topoloǵıa

8.1. Semianillos

En las funciones no suele importar el valor concreto de una función en un punto, sólo si
se anula o no. Al identificar en R los números no nulos, obtenemos K = {0, g}, con un punto
cerrado 0 y un punto genérico denso g, y las operaciones naturales son

0 + 0 = 0 , 0 + g = g , g + g = g
0 · 0 = 0 , 0 · g = 0 , g · g = g

de modo que g = 1 es la unidad y K = {0, 1} es un semicuerpo topológico (1 carece de opuesto).
Cada cerrado c de un espacio topológico X define una función continua χc : X → K que sólo
se anula en c, y aśı podemos identificar los cerrados de X con las funciones continuas X → K,
entender los cerrados como funciones, y aplicarles los conceptos y recursos del Álgebra.

De este modo la intersección y la unión de cerrados se corresponden con la suma y el producto
de funciones, χa + χb = χa∩b, χaχb = χa∪b, y vemos que los cerrados de un espacio tienen la
siguiente estructura:

Definición: (A,+, ·) es un semianillo conmutativo cuando

1. (A,+) y (A, ·) son semigrupos (operaciones asociativas con neutro) conmutativos.

2. Las aplicaciones A
a·−−→ A son morfismos de semigrupos

a(b+ c) = ab+ ac , 0 · a = 0

y diremos que es un semianillo reticular si además a2 = a, 1 + a = 1.
En estos apuntes todos los semianillos se supondrán siempre reticulares.
Un morfismo de semianillos es una aplicación f : A→ A′ tal que

f(a+ b) = f(a) + f(b) , f(0) = 0
f(a · b) = f(a) · f(b) , f(1) = 1

Teorema: A∗ = (A, · ,+) también es un semianillo (reticular), el semianillo dual de A.

Demostración: a+ a = a(1 + 1) = a · 1 = a,

(a+ b)(a+ c) = a+ a(b+ c) + bc = a(1 + b+ c) + bc = a+ bc.

El Ejemplo Fundamental: Los cerrados de un espacio topológico X forman un semianillo
AX = A(X) con las operaciones de intersección y unión,

a+ b = a ∩ b , 0 = X
ab = a ∪ b , 1 = ∅

201
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y cada aplicación continua φ : Y → X induce un morfismo φ−1 : AX → AY .
En general, todo ret́ıculo de cerrados (o de subconjuntos) de X es un semianillo.
El semianillo dual A∗X es canónicamente isomorfo al ret́ıculo de los abiertos de X.
Diremos que una familia B ⊆ AX estable por intersecciones y uniones finitas (en particular

0, 1 ∈ B, y B es semianillo) es base de cerrados si todo cerrado de X es intersección de
cerrados de la base (sus complementarios forman base de abiertos en el sentido usual).

Definiciones: I ⊆ A es un ideal cuando 0 ∈ I, I + I ⊆ I y A · I ⊆ I.
Cada ideal I define una relación de equivalencia en A,

a ≡ b (mód. I) ⇔ a+ x = b+ x, para algún x ∈ I

y el cociente A/I es semianillo con las operaciones ā+ c̄ = [a+ c], ā · c̄ = [ac].
Tiene la propiedad universal usual; pero el teorema de isomorf́ıa falla.
Por ejemplo, AY = AX/IY cuando IY es el ideal de los cerrados que contienen a un cerrado

Y ; pero si i : Z → X es un subespacio denso, i∗ : AX → AZ es epiyectivo y de núcleo 0, aunque
en general no sea inyectivo.

Si S es un sistema multiplicativo de A, define una relación de equivalencia en A× S,

(a, s) ≡ (b, t) ⇔ atu = bsu, para algún u ∈ S.

y el cociente AS es semianillo con las operaciones a
s + b

t = at+bs
st , a

s ·
b
t = ab

st .
Tiene la propiedad universal usual.
Por ejemplo, si px es el ideal primo formado por los cerrados que pasan por un punto x,

entonces A(X)px es el semianillo de gérmenes en x de cerrados.
Los semianillos ı́ntegros, los cuerpos, los ideales primos y maximales, y la dimensión se definen

igual que en los anillos, e igualmente se prueba (p. 10) que los ideales maximales son primos.
El espectro de un semianillo A es el conjunto SpecA de sus ideales primos, con la topoloǵıa

que definen los ceros de los ideales, (I)0 = {p ∈ SpecA : I ⊆ p},

(I ∩ J)0 = (I)0 ∪ (J)0

(
∑

i Ii)0 =
⋂
i(Ii)0

(0)0 = SpecA

(A)0 = ∅

y cada morfismo de semianillos f : A→ B induce una aplicación

f∗ : SpecB −→ SpecA, f∗(p) = p ∩A,

que es continua. Los cerrados (a)0, a ∈ A, son los cerrados básicos, y sus complementarios
Ua = SpecA− (a)0 son los abiertos básicos.

El subespacio formado por los ideales maximales es el espectro maximal SpecmA.

Muchas propiedades de los anillos, y sus demostraciones, valen en los semianillos:

1. Los ideales de A/I se corresponden con los ideales de A que contienen a I, y por tanto
Spec (A/I) = (I)0 (p. 59).

2. Todo ideal I 6= A está contenido en un ideal maximal (p. 60).

3. El cierre de un punto x ∈ SpecA es (px)0. Por tanto SpecA es T0, y SpecmA está formado
por los puntos cerrados de SpecA (p. 73).
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4. SpecA es compacto (p. 74).

5. Los ideales primos de AS se corresponden con los primos de A que no cortan a S, y los
ideales primos de Ap se corresponden con los primos contenidos en p (p. 74).

6. Spec (A⊕B) = (SpecA)⊕ (SpecB), (p. 75).

7. Los cerrados irreducibles de SpecA se corresponden con los ideales primos de A, y la
dimensión de A es el supremo de las longitudes de las cadenas de cerrados irreducibles (o
de especializaciones x0 > x1 . . . > xn) en SpecA (p. 129).

pero los semianillos tienen algunas propiedades adicionales,

1. El único elemento invertible es la unidad, y por dualidad, a+ b = 0⇒ a = 0.

Si ab = 1, entonces a = a · ab = a2b = ab = 1.

2. Si I es un ideal y a+ b ∈ I, entonces a, b ∈ I.

3. Todo elemento nilpotente es nulo.

Como an = a, si an = 0, entonces a = 0.

4. Todo ideal finito generado es principal.

aA+ bA = (a+ b)A, porque a = a(1 + b) = a2 + ab = a(a+ b).

5. Todo semianillo es unión de semianillos finitos.

El subanillo que genera una familia finita es finito porque a2 = a, y a+ a = a.

6. El morfismo canónico A→ AS siempre es epiyectivo.

a
s = a

1 porque as = as2.

que tienen consecuencias tan sorprendentes como agradables,

1. Los ideales principales tiene un único generador: aA = bA ⇒ a = b.

2. Todo elemento a 6= 1 está en algún maximal.

3. Un ideal I es maximal si y sólo si A/I = K = {0, 1}.

4. Los cerrados básicos (y por tanto los abiertos básicos) son estables por uniones e intersec-
ciones finitas:

(a+ b)0 = (a)0 ∩ (b)0 , (ab)0 = (a)0 ∪ (b)0

5. Los primos de A se corresponden con los primos del dual A∗, p 7→ p∗ = A− p.

6. Todo ideal es intersección de ideales primos.

7. Un ideal primo p es minimal si y sólo si Ap = K.

Teorema de Representación Espectral: Todo semianillo es canónicamente isomorfo al se-
mianillo de los cerrados básicos de su espectro.

Demostración: Si (a)0 = (b)0, entonces aA = bA, y a = b, porque todo ideal es intersección de
ideales primos, y el generador de un ideal principal es único.
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Nota: Ahora es claro que nuestros semianillos son ret́ıculos con el orden a ≤ b ⇔ a+ b = a. El
primer elemento es 1, el último es 0, mı́n(a, b) = a+ b y máx(a, b) = ab.

Teorema: El funtor Spec es representable, SpecA = Hom(A,K).

Demostración: El núcleo de un morfismo A→ K siempre es un ideal primo.

Cada ideal primo p es el núcleo del morfismo f : A→ K, f(p) = 0, f(A− p) = 1.

Corolario: Spec (ĺım
−→

Ai) = ĺım
←−

(SpecAi), y dim (ĺım
−→

Ai) ≤ sup{dimAi}.

Demostración: La igualdad se debe a que Spec es representable1.

Si p es un ideal primo de A, ponemos pi = Ai ∩ p.

Si p 6= q, existe un ı́ndice i tal que pi 6= qi; luego, si p0 ⊂ p1 . . . ⊂ pn es una cadena de primos
en A, existe un ı́ndice i tal que (p0)i ⊂ (p1)i . . . ⊂ (pn)i, y n ≤ dimAi.

Nota: No es dif́ıcil probar la igualdad Hom(X,SpecA) = Hom(A,AX), de la que el teorema
anterior es el caso particular X = {p}, AX = K.

Producto Tensorial: Sea {Ai} una familia de semianillos, Xi = SpecAi, X =
∏
iXi.

Por el teorema de representación espectral, Ai puede verse como una familia de cerrados en
Xi, y por tanto en X, tomando imagen inversa por la proyección X → Xi.

El semianillo de cerrados de X que generan estas familias se denota
⊗

iAi, porque tenemos
morfismos canónicos Ai →

⊗
iAi con la propiedad universal

Hom(
⊗

iAi, B) =
∏
i Hom(Ai, B).

En efecto, dados morfismos fi : Ai → B, las aplicaciones continuas f∗i : Y = SpecB → Xi

definen una aplicación continua φ : Y → X, y un morfismo f :
⊗

iAi ⊆ A(X) → A(Y ). Por el
teorema de representación espectral B ⊆ A(Y ), y por construcción f(Ai) = fi(Ai) ⊆ B.

Luego f :
⊗

iAi → B induce en cada semianillo Ai el morfismo fi.

Corolario: Spec (
⊗

iAi) =
∏
i(SpecAi),

Specm (
⊗

iAi) =
∏
i(SpecmAi).

Demostración: La primera igualdad se debe a que el funtor Spec es representable, y la segunda
a que un punto (xi) ∈

∏
iXi es cerrado si y sólo si todos los puntos xi lo son.

Corolario: dimA⊗B = dimA+ dimB.

Demostración: Pongamos X = SpecA, Y = SpecB.

En X × Y se da una especialización (x, y) ≥ (x′, y′) si y sólo si x ≥ x′, y ≥ y′.
Ahora es evidente que el supremo de las longitudes de las cadenas de especializaciones en

X × Y es dimA+ dimB.

Teorema: Un semianillo A es de dimensión 0 (todo ideal primo es maximal) si y sólo si para
cada elemento a ∈ A existe a′ ∈ A tal que a′ + a = 1 , a′a = 0; y en tal caso se dice que A es
un álgebra de Boole.

1El ĺımite inductivo de semianillos es el ĺımite inductivo como conjuntos, con las operaciones obvias. Ahora
bien, como un ĺımite proyectivo puede ser vaćıo sin serlo los espacios, aunque Ai sea una base de la topoloǵıa de
Xi, en general ĺım

−→
Ai no es una base de la topoloǵıa de ĺım

←−
Xi.
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Demostración: Sea dimA = 0. Si a = 1, tomamos a′ = 0. Si a 6= 1, y a ∈ p, como todos los
primos son minimales, Ap = {0, 1}, y a está anulado por algún elemento de A− p.

Es decir, ningún ideal primo contiene a Ann (a) + aA; luego Ann (a) + aA = A, y existe
a′ ∈ A tal que a′a = 0, y 1 = a′ + ab para algún b ∈ A,

a′ + a = a′ + a(1 + b) = a+ a′ + ab = a+ 1 = 1.

Rećıprocamente, si p es un primo de A y a ∈ p, entonces a′ /∈ p porque a′ + a = 1; luego
a
s = 0 en Ap, al estar anulado a por a′ ∈ A− p. Se sigue que Ap = {0, 1}, y p es minimal.

Como todos los primos son minimales, todos son maximales.

Corolario: En las álgebras de Boole el complemento a′ es único, y define un isomorfismo con
el semianillo dual; (a+ b)′ = a′b′, (ab)′ = a′ + b′.

Demostración: Las igualdades a′ + a = 1, a′a = 0, muestran que en la representación espectral
a′ es el complementario del cerrado a, y ahora todo es evidente.

Corolario: Toda álgebra de Boole es unión de álgebras de Boole finitas, y toda álgebra de Boole
finita es isomorfa al semianillo de las partes de un conjunto finito.

Demostración: Si A es un álgebra de Boole, toda familia finita a1, . . . , an está contenida en el
semianillo que generan a1, . . . , an, a

′
1, . . . , a

′
n, que es un álgebra de Boole finita.

Si además A es finita, A = A(SpecA), y todos los cerrados de X = SpecA son abiertos.
Como X es T0, sus puntos son cerrados, y su topoloǵıa es la discreta; luego A coincide con

el semianillo de todos los subconjuntos del conjunto finito X.

8.2. Espacios Compactos

De ahora en adelante supondremos que los espacios son T0 (los cerrados separan puntos,
puntos distintos tienen cierres distintos).

Sea B una base de cerrados de un espacio X. Cada punto x ∈ X define un ideal primo px
de B, formado por los cerrados de la base que pasan por x. Esta aplicación

X −→ SpecB, x 7→ px,

es inyectiva porque X es T0, es continua y de imagen densa porque b = (b)0 ∩ X, y es un
homeomorfismo con la imagen porque B es una base de X.

Teorema: X es compacto si y sólo si SpecmB ⊆ X.

Demostración: Sea m un ideal maximal de B.
La intersección de cualquier familia finita de m es no vaćıa, porque 1 /∈ m.
Luego, si X es compacto, la intersección de todos los cerrados de m es no vaćıa, m ⊆ px para

algún x ∈ X, y m = px porque m es maximal.
Rećıprocamente, si un cerrado (I)0 de SpecB no corta a SpecmB, es vaćıo, porque todo

ideal de B está contenido en algún maximal.
Como SpecB es compacto, todo subespacio que contenga a SpecmB es compacto.

Corolario: X es compacto y T1 si y sólo si SpecmB = X.

Demostración: Si X es compacto y T1, hemos de probar que los ideales px son maximales.
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Si un cerrado c ∈ B no pasa por x, por compacidad en la base hay un cerrado b que no corta
a c y pasa por x; es decir, b ∈ px y b+ c = 1. Luego px + cB = B, y px es maximal.

Teorema de Tychonoff: El producto directo
∏
iXi de espacios compactos es compacto.

Demostración: Sea Ai = A(Xi). Por definición A =
⊗

iAi es una base de cerrados de
∏
iXi, y

SpecmAi ⊆ Xi cuando Xi es compacto. Terminamos porque (p. 204)

SpecmA =
∏
i SpecmAi ⊆

∏
iXi ⊆ SpecA.

Corolario: Todo ĺımite proyectivo de compactos Hausdorff no vaćıos es un compacto Hausdorff
no vaćıo.

Demostración: Si {Xi, φji} es un sistema proyectivo, su ĺımite proyectivo es el subespacio⋂
i,j Yji ⊆

∏
iXi, donde

Yji = {(xi) ∈
∏
iXi : xi = φji(xj)},

y las intersecciones finitas no son vaćıas porque el sistema de ı́ndices es filtrante. Cuando los
espacios Xi son separados, Yji es cerrado, y vemos que

⋂
i,j Yji es un cerrado no vaćıo.

Lema: Si una aplicación continua φ : X → Y es cerrada, el morfismo φ−1 : AY /(AY ∩I)→ AX/I
es inyectivo para todo ideal I de AX .

Demostración: a, b ∈ AY . Si φ−1(a) + c = φ−1(b) + c, c ∈ I, entonces φ(c) ∈ AY , y

a+ φ(c) = a ∩ φ(c) = φ(φ−1(a) ∩ c) = φ(φ−1(b) ∩ c) = b+ φ(c)

donde φ(c) ∈ AY ∩ I, porque φ−1(φ(c)) ∈ I, ya que contiene a c ∈ I.

Proposición: Sea {Xi, φji} un sistema proyectivo. Si las aplicaciones φji son cerradas,

Specm (ĺım
−→

Ai) = ĺım
←−

(SpecmAi), Ai = A(Xi).

Demostración: Spec (ĺım
−→

Ai) = ĺım
←−

SpecAi; p = (pi)i∈I , donde pi = Ai ∩ p.

Por el lema, los morfismos φ−1
ji : Ai/pi → Aj/pj son inyectivos, aśı que

A/p = ĺım
−→

(Ai/pi) =
⋃
iAi/pi

y está claro que A/p = K si y sólo si A/pi = K para todo ı́ndice i.

Teorema: Sea {Xi, φji} un sistema proyectivo de espacios compactos no vaćıos. Si las aplica-
ciones φji son cerradas, el ĺımite proyectivo es compacto y no vaćıo.

Demostración: A = ĺım
−→

Ai 6= 0 porque los espacios Xi no son vaćıos, y

SpecmA = ĺım
←−

(SpecmAi) ⊆ ĺım
←−

Xi ⊂ SpecA.
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8.3. Separación

Dos puntos p1 6= p2 del espectro de un semianillo A hibridan si están en el cierre de algún
punto; es decir, si p1 ∩ p2 contiene algún ideal primo.

La condición de que no hibriden, en términos de los primos p∗i = A− pi del semianillo dual
A∗, es que ningún primo de A∗ los contenga, p∗1 + p∗2 = A∗.

En A, esta igualdad afirma la existencia de elementos a1, a2 tales que a1a2 = 0, ai /∈ pi; es
decir, que ambos puntos tienen entornos disjuntos en SpecA.

Proposición: X es Hausdorff si y sólo si los puntos de X ⊆ SpecB no hibridan.

Demostración: Por definición X es T2 si para cada par de puntos x1, x2 ∈ X existen b1, b2 ∈ B
tales que bi /∈ pxi y b1b2 = 0, lo que significa que los ideales primos px1 , px2 de B no hibridan.

Proposición: Sea X un espacio T1. X es regular (los abiertos separan puntos de cerrados) si
y sólo si los puntos de X no hibridan con los de SpecmAX .

Demostración: Sea x ∈ X, y m un maximal de AX tal que algún cerrado c ∈ m no pasa por el
punto x. Si X es regular, existen cerrados a, b tales que

ab = 0 , a+ c = 1 , b /∈ mx,

luego a /∈ m, porque c ∈ m, y los maximales mx,m no hibridan.
Rećıprocamente, si un cerrado c de X no pasa por x, por hipótesis para cada maximal mi

que contenga a c existen cerrados ai, bi de X tales que

ai /∈ mi , bi /∈ mx , aibi = 0.

Ahora el cerrado (c)0 ∩ (
⋂
i(ai)0) no corta a SpecmAX , aśı que es vaćıo.

Como SpecAX es compacto, existe una familia finita a1, . . . , an tal que

∅ = (c)0 ∩ (a1)0 ∩ . . . ∩ (an)0 = (c+ a1 + . . .+ an)0 ,

1 = c+ a1 + . . .+ an.

Poniendo a = a1 + . . .+ an, b = b1 . . . bn, tenemos que ab = 0, a+ c = 1, x /∈ (b)0.
Los abiertos básicos Ua, Ub cortan a X en entornos disjuntos de c y x.

Definición: Un semianillo A es normal si para cada par a1, a2 ∈ A con suma a1 + a2 = 1
existen b1, b2 ∈ A tales que

a1 + b1 = 1 , a2 + b2 = 1 , b1b2 = 0,

y un espacio X es normal si su topoloǵıa AX es normal; es decir, si cerrados de X disjuntos
tienen entornos disjuntos.

Ejemplos: Un álgebra de Boole es normal, pues basta tomar bi = a′i.
El espacio {0, g}, con un punto denso g, es normal; pero no T1.

Teorema: Si A es un semianillo, las siguientes condiciones son equivalentes,

1. A es un semianillo normal.

2. SpecA es un espacio normal.

3. Cada ideal primo de A está contenido en un único ideal maximal.
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Demostración: (1⇒ 2) Si (I1)0 y (I2)0 son disjuntos en SpecA, como

∅ = (I1)0 ∩ (I2)0 = (I1 + I2)0,

existen ai ∈ Ii tales que a1 + a2 = 1, y por hipótesis tenemos bi ∈ A tales que

(ai)0 ∩ (bi)0 = (ai + bi)0 = ∅,
(b1)0 ∪ (b2)0 = (b1b2)0 = SpecA.

Los abiertos básicos Ub1 , Ub2 son entornos disjuntos de los cerrados dados.

(2⇒ 3) Dos puntos cerrados de SpecA tienen entornos disjuntos; luego no hibridan.

(3 ⇒ 1) Por hipótesis el cierre de cada punto tiene un único punto cerrado, y los puntos
cerrados tienen entornos disjuntos; luego dos puntos con cierres disjuntos siempre tienen entornos
(que podemos suponer básicos) disjuntos.

Si a1 + a2 = 1, los cerrados C1 = (a1)0 y C2 = (a2)0 son disjuntos.
Si x ∈ C1, cualquier punto de C2 y x tienen entornos básicos disjuntos.
Como C2 es compacto, y los abiertos básicos son estables por uniones e intersecciones finitas,

C2 y x tienen entornos básicos disjuntos.
Como C1 es compacto, C1 y C2 tienen entornos básicos Ub1 , Ub2 disjuntos,

(ai)0 ⊆ Ubi , ∅ = (ai)0 ∩ (bi)0 = (ai + bi)0, ai + bi = 1

∅ = Ub1 ∩ Ub2 , SpecA = (b1)0 ∪ (b2)0 = (b1b2)0, b1b2 = 1

Corolario: Toda base B de un compacto Hausdorff X es normal.

Demostración: X = SpecmB, y los puntos de X no hibridan.

Lema: Si A es normal, dos cerrados disjuntos de SpecmA tienen siempre entornos disjuntos en
SpecA.

Demostración: Si dos cerrados (I1)0, (I2)0 de SpecA cortan a SpecmA en cerrados disjuntos,
entonces (I1)0 ∩ (I2)0 = (I1 + I2)0 = ∅ (todo ideal 6= A está en un maximal), y los cerrados
(I1)0, (I2)0 tienen entornos disjuntos porque SpecA es normal.

Corolario: Si A es normal, SpecmA es Hausdorff.

Corolario: A es un álgebra de Boole si y sólo si SpecA es Hausdorff.

Demostración: Toda álgebra de Boole es normal; luego SpecA = SpecmA es T2.
Si SpecA es T2, sus puntos son cerrados, y A es un álgebra de Boole (p. 204).

Teorema del Retracto Continuo: Si A es normal, la aplicación r : SpecA → SpecmA que
asigna a cada primo el único maximal que lo contiene, es un retracto continuo.

Demostración: Nótese que cada punto x ∈ SpecmA está en el cierre de todos los puntos de su
fibra r−1(x); luego todo entorno de x en SpecA contiene a r−1(x).

Sea U un abierto de SpecmA y C el cerrado complementario.
Por el lema, cada punto x ∈ U y C tienen entornos disjuntos Vx,Wx en SpecA.
Luego r−1(x) ⊆ Vx, r−1(C) ⊆Wx, y por tanto Vx ⊆ r−1(U).
Concluimos que r−1(U) =

⋃
x∈U Vx es abierto, y r es continuo.
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8.4. Espacios Noetherianos

Un semianillo A es noetheriano si todo ideal es finito generado (luego principal).
Un espacio topológico X es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados es finita

(por ejemplo, el espectro de un anillo noetheriano).

Todo espacio noetheriano X es compacto, y

1. Todo subespacio Y de X también es noetheriano (y compacto)

Una cadena infinita de cerrados C0 ⊃ C1 ⊃ . . . en Y definiŕıa una cadena infinita de
cerrados C0 ⊃ C1 ⊃ . . . en X, porque Ci = Ci ∩ Y .

2. X tiene un número finito de componentes irreducibles.

Si X no fuera unión finita de cerrados irreducibles, X = Y1 ∪ Y2, donde alguno de los dos
cerrados Y1, Y2 también tiene tal propiedad, lo que definiŕıa una cadena decreciente infinita
de cerrados en X. Esto da una demostración alternativa de la existencia de un número
finito de primos minimales en los anillos noetherianos (p. 129).

3. AX es un semianillo noetheriano, y es la única base de la topoloǵıa X.

Si un elemento c de un ideal I de AX no lo genera, hay un cerrado en I que está contenido
estrictamente en c, aśı que un ideal no principal definiŕıa una cadena decreciente infinita
de cerrados. Además, cualquier base de X es AX porque la intersección de una familia de
cerrados coincide con la de una subfamilia finita.

4. Los cerrados irreducibles de X se corresponden con los ideales primos de AX .

Un cerrado c de un espacio X es irreducible si y sólo si el ideal cAX es primo. Si X es
noetheriano, todos los ideales primos de AX son principales, y acabamos.

Si A es un semianillo noetheriano, SpecA es un espacio noetheriano, porque los ideales de
A se corresponden con los cerrados de su espectro, (I)0 = (J)0 ⇔ I = J ; luego (por 3)

A = A(SpecA).

Sin embargo, si un espacio X es noetheriano, la inclusión X ⊆ SpecAX es estricta si algún
cerrado irreducible de X no es el cierre de un punto.

Teorema: El funtor Spec define una antiequivalencia de la categoŕıa de semianillos noetherianos
con la de espacios noetherianos en que todo cerrado irreducible tiene punto denso,[

Semianillos
noetherianos

]op

!

[
Espacios noetherianos
con puntos genéricos

]
,
A = A(SpecA)
X = Spec (AX)

8.5. Espacios Finitos

En todo conjunto ordenado finito (X,≤) tenemos una topoloǵıa tomando como cerrados
los subconjuntos estables por especialización (x ≤ y ∈ C ⇒ x ∈ C), y ésta topoloǵıa define
claramente el orden inicial. Además una aplicación f : X → Y es continua precisamente cuando
conserva el orden, x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y).

Rećıprocamente, en un espacio topológico finito X los cerrados son las uniones (obviamente
finitas) de cierres de puntos, y la topoloǵıa de X está totalmente determinada por los cierres de
los puntos; es decir, por la relación de orden

x ≤ y cuando x ∈ {y}.
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Los funtores A SpecA, X  A(X) definen una equivalencia de categoŕıas[
Semianillos

finitos

]op

!

[
Espacios
finitos

]
=

[
Órdenes
finitos

]
Corolario: Todo ĺımite proyectivo de espacios finitos no vaćıos es compacto y no vaćıo.

Demostración: Si Xi = SpecAi, entonces ĺım
←−

Xi = ĺım
←−

(SpecAi) = Spec (ĺım
−→

Ai).

Definición: La subdvisión baricéntrica βX de un orden finito X es el espacio de sus cadenas
x0 < x1 < . . . < xn, ordenadas por inclusión.

Tenemos una aplicación continua canónica βX → X que asigna a cada cadena su último
elemento, y la anti-imagen de un cerrado Y es βY .

Las subdivisiones iteradas βnX se definen inductivamente, βnX = β(βn−1X), y obtenemos
un sistema proyectivo

−→ βn+1X −→ βnX −→ . . . −→ βX −→ X

La realización geométrica |X| de un espacio finito X es el subespacio de puntos cerrados
de ĺım

←−
βnX, y es claro que |X| = |βX| = |βnX|.

Si An denota la topoloǵıa de βnX, las aplicaciones continuas βn+1X → βnX inducen mor-
fismos An → An+1, y tenemos que ĺım

←−
βnX = ĺım

←−
(SpecAn) = Spec (ĺım

−→
An). Luego

|X| = Specm (ĺım
−→

An).

Una aplicación continua f : X → X ′ induce una aplicación cerrada

βf : βX −→ βX ′

que lleva x0 < x1 . . . < xn en la mayor cadena contenida en f(x0) ≤ f(x1) . . . ≤ f(xn).
Tenemos aplicaciones cerradas βnf : βnX → βnX ′ y, por el lema de la p. 206,

Spec (ĺım
−→

An) = ĺım
←−

βnX −→ ĺım
←−

βnX ′ = Spec (ĺım
−→

A′n)

lleva puntos cerrados en puntos cerrados, y define una aplicación continua

|f | : |X| −→ |X ′|.

Cuando Y → X es una inmersión cerrada, |Y | → Y ×X |X| es un homeomorfismo.

Teorema: La realización geométrica del orden finito ∆n = {0, 1, . . . , n} es el n-tetraedro, el
subespacio {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 : t0 + . . .+ tn = 1, ti ≥ 0}.

Demostración: Sea A1 el ret́ıculo de las uniones finitas de śımplices cerrados (vértices, aristas,
caras, etc.) del n-tetraedro. Estos śımplices son los generadores de los ideales primos de A1, aśı
que SpecA1 tiene un punto por cada śımplice, y el orden es la relación de incidencia.

Numerados los vértices del tetraedro, tenemos que SpecA1 = β∆n, donde cada śımplice se
identifica con la sucesión formada por sus vértices.

Sea Ai+1 el ret́ıculo de las uniones finitas de śımplices de la i-ésima subdivisión baricéntrica
del tetraedro (tomando como nuevos vértices los baricentros de los śımplices de la anterior).

Ahora SpecAi = βi∆n, y tenemos cuadrados conmutativos

SpecAi+1 −→ SpecAi
|| ||

βi+1∆n −→ βi∆n
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ĺım
←−

βi∆n = ĺım
←−

Spec (Ai) = Spec (ĺım
−→

Ai)

|∆n| = Specm (ĺım
−→

Ai) = SpecmB

Ahora bien, B es una base de cerrados del tetraedro, que es un compacto T1, y coincide por
tanto (p. 205) con el espectro maximal de cualquier base de cerrados. q.e.d.

Nótese que B es una base de un compacto Hausdorff; luego es normal (p. 208) y tenemos un
retracto continuo r : ĺım

←−
βi∆n = SpecB −→ SpecmB = |∆n|.

Teorema: La realización geométrica de cualquier espacio finito X es un poliedro finito (tene-
mos un homeomorfismo |X| ' P con una unión finita P de śımplices cerrados de un tetraedro,
y tal homeomorfismo es una triangulación de |X|).

Demostración: Una vez numerados los puntos de X, tenemos que βX es un cerrado de β∆n;
luego |βX| = |X| es un cerrado de |β∆n| = |∆n| formado por śımplices.

Ejemplos: La demostración anterior prueba que el poliedro |X| tiene un vértice por cada punto
de X, una arista por cada cadena x0 < x1 (que une los vértices x0, x1), una cara por cada cadena
x0 < x1 < x2 (que une las aristas x0 < x1, x1 < x2, x0 < x2), etc.

Representamos los espacios finitos con un diagrama de puntos a distintas alturas, con un
segmento que une un punto y con un punto inferior x cuando x < y; es decir, el cierre de cada
punto está formado por los que están bajo él (y los puntos cerrados son los más bajos).

Por ejemplo, las realizaciones geométricas de los espacios finitos

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

son un segmento, un triángulo, una circunferencia y una esfera respectivamente.
Todo semianillo es ĺımite inductivo de semianillos finitos, aśı que todo espacio X se aproxima

por poliedros, en el sentido de que es un subespacio denso de un ĺımite proyectivo de espacios
finitos: X ⊆ SpecAX = Spec (ĺım

−→
Ai) = ĺım

←−
(SpecAi).

Lema de Uryshon: Si C0 y C1 son cerrados disjuntos de un espacio normal X, existe una
función continua f : X → [0, 1] tal que f(C0) = 0, f(C1) = 1.

Demostración: Consideremos el espacio finito I = β∆1 = {0, 1, g} con dos puntos cerrados 0,1 y
un punto genérico g. Dar una aplicación continua φ : X → I es dar un par de cerrados disjuntos
C0 = φ−1(0), C1 = φ−1(1), y la existencia de entornos abiertos disjuntos U1, U2 en X equivale a
levantar φ a una aplicación continua φ1 : X → βI,

φ1−−−−−−→
•

•

•

•

• •

•

•
βI = = I

0 g 1 0

g

1

x0g x1g

donde U1 = φ−1
1 {0, x0g}, U2 = φ−1

1 {1, x1g}, y por tanto φ−1
1 (g) = X − (U1 ∪ U2).

Como βI está formado por dos copias de I, reiterando el argumento podemos levantar φ1 a
una aplicación continua φ2 : X → β2I, y aśı sucesivamente.

La función continua f la proporciona ahora el retracto continuo,

X −→ ĺım
←−

βn∆1
r−−−→ |∆1| = [0, 1].
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8.6. Compactificaciones

Una aplicación continua X → K es una compactificación de X si es un homeomorfismo
con un subespacio denso de un compacto K.

Todo espacio admite la compactificación X → SpecAX y, cuando es T1, la compactificación
X → SpecmAX . Vamos a estudiar las compactificaciones Hausdorff.

Los ceros z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0} de funciones continuas f : X → R forman un subanillo
Z(X) ⊆ AX (aunque en general Z(X) no es base de la topoloǵıa de X) porque

z(f) + z(h) = z(f2 + h2) , z(0) = 0
z(f)z(h) = z(fh) , z(1) = 1

Lema: El semianillo Z(X) es normal.

Demostración: Si z(f) y z(h) son disjuntos, la función continua g = |f | − |h| es positiva en z(h)
y negativa en z(f), y poniendo f ′ = 1

2(g − |g|), h′ = 1
2(g + |g|), tenemos que

z(f) + z(f ′) = 1 , z(h) + z(h′) = 1 , z(f ′) · z(h′) = 0 q.e.d.

Ahora βX = Specm Z(X) es un compacto Hausdorff (p. 208) y tenemos un retracto con-
tinuo r : SpecZ(X) → Specm Z(X). Componiendo con la aplicación continua de imagen densa
X → SpecZ(X) (puede no ser inyectiva si Z(X) no es base de X) obtenemos una aplicación
canónica de imagen densa j : X → βX, que es universal2:

Teorema: Hom(βX,K) = Hom(X,K), f 7→ fj, para todo compacto Hausdorff K.

Demostración: Una aplicación continua φ : X → K define un morfismo φ−1 : Z(K) → Z(X), y
por el lema de Uryshon Z(K) es una base de K; luego K = Specm Z(K).

La extensión a βX requerida (única porque la imagen de X → βX es densa y K es T2) es

βX = Specm Z(X) −→ SpecZ(X) −→ SpecZ(K)
r−−−→ Specm Z(K) = K

Definición: Un espacioX es completamente regular cuando Z(X) es una base de la topoloǵıa
de X (las funciones continuas separan puntos de cerrados).

Todo subespacio de un espacio completamente regular también lo es, y por el lema de Urys-
hon, todo espacio normal y T1 es completamente regular.

Todo espacio completamente regular es regular, y por tanto Hausdorff.

Teorema: Si X es un espacio topológico, las siguientes condiciones son equivalentes,

1. X admite una compactificación Hausdorff.

2. βX es una compactificación de X (la compactificación de Stone-Cěch).

3. X es completamente regular.

Demostración: (3 ⇒ 2) Si X es completamente regular, j : X → βX es una compactificación
porque Z(X) es base de la topoloǵıa de X.

La implicación 2 ⇒ 1 es obvia, y por último, si X admite una compactificación Hausdorff
X → K, como K es completamente regular, el subespacio X también.

2La existencia de una aplicación continua universal en los compactos Hausdorff se sigue del Teorema de
Representabilidad; pero hemos preferido dar esta construcción directa.
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Proposición: Un espacio topológico T1 es normal si y sólo si βX = SpecmAX .

Demostración: Si X es normal, la extensión a SpecmAX de una aplicación continua X → K
(única porque la imagen de X → SpecmAX es densa y K es T2) es

X ↪→ SpecmAX −→ SpecAX −→ SpecAK
r−−−→ SpecmAK = K.

Si βX = SpecmAX , entonces SpecmAX es Hausdorff, y los maximales de AX no hibridan;
luego AX es normal. q.e.d.

C(X) denota el anillo de las funciones reales continuas en un espacio X, y C∗(X) el de las
funciones continuas y acotadas.

Cada punto x define un ideal maximal mx = {f ∈ C(X) : f(x) = 0}, y esta aplicación

X −→ Specm C(X)

es continua y de imagen densa porque (f)0 ∩X = z(f).
Igualmente tenemos una aplicación continua de imagen densa

X −→ Specm C∗(X).

Teorema: βX = Specm C∗(X).

Demostración: C∗(X) = C(βX) por la propiedad universal de βX.
Specm C(βX) = βX, porque βX es un compacto Hausdorff (p. 159).

Teorema: βX = Specm C(X).

Demostración: Cada ideal I del semianillo Z(X) define un ideal I ′ = {f ∈ C(X) : z(f) ∈ I} de
C(X), y cada ideal J de C(X) define un ideal z(J) = {z(f) : f ∈ J} de Z(X).

Ahora, si m es un maximal de Z(X), el ideal m′ también es maximal, pues si existiera un
ideal m′ ⊂ J ⊂ C(X) tendŕıamos que m = z(m′) ⊂ z(J) ⊂ Z(X) (si z(f) = ∅, entonces f es
invertible). Igualmente, si m es un maximal de C(X), el ideal z(m) también es maximal, pues si
existiera un ideal z(m) ⊂ I ⊂ Z(X) tendŕıamos que m ⊂ I ′ ⊂ C(X).

Obtenemos aśı una biyección natural Specm Z(X) = Specm C(X), y es homeomorfismo por-
que los ceros de z(f) se corresponden con los ceros de f .

Definición: Diremos que una subálgebra B ⊆ C(X) separa puntos de X si para cada par de
puntos x 6= y existe una función continua f ∈ B tal que f(x) 6= f(y). En tal caso, para cualquier
par de números reales a 6= b existe h ∈ B tal que h(x) = a, h(y) = b.

Teorema de Stone-Weierstrass: Sea K un compacto Hausdorff. Una subálgebra B de C(K)
es densa si y sólo si separa puntos de K.

Demostración: Si B es densa, y tomamos f ∈ C(K) tal que f(x) = 0, f(y) = 1 (existe por el
lema de Urysohn), cualquier función h ∈ B tal que ‖f − h‖ < 1

2 separa los puntos x, y.
Rećıprocamente, si B separa puntos, considerando su cierre podemos suponer que B es

cerrada, y basta ver que dada f ∈ C(K) y ε > 0, existe h ∈ B tal que ‖f − h‖ < ε.
Fijado x ∈ K, para cada y ∈ K existe hy ∈ B tal que hy(x) = f(x), hy(y) = f(y).
En un entorno Uy tendremos que h < f + ε, y existen unos puntos y1, . . . , yn tales que los

abiertos Uyi recubren K. Sea hx = mı́n(hy1 , . . . , hyn).
Es claro que hx(x) = f(x) y hx < f + ε, y por el siguiente lema hx ∈ B.



214 CAPÍTULO 8. TOPOLOGÍA

En un entorno Vx de x tendremos que f − ε < hx, y existen puntos x1, . . . , xm tales que los
abiertos Vxi recubren K. Ahora h = máx(hx1 , . . . , hxm) ∈ B, y f − ε < h < f + ε.

Lema: Si f, h ∈ B, entonces máx(f, h),mı́n(f, h) ∈ B.

Demostración: Como máx(f, h) = 1
2(f + h+ |f − h|) y mı́n(f, h) = f + h−máx(f, h), basta ver

que |f | es adherente a B cuando f ∈ B. Ahora bien, la serie

√
1− t = 1− 1

2 t+ . . .

es uniformemente convergente en |t| ≤ 1. Si Pn(t) es su polinomio de Taylor de grado n, para
cada ε > 0 existe n tal que |Pn(t)−

√
1− t | < ε en todo |t| ≤ 1.

Si f ∈ B, dividiendo por una constante tenemos que |f | ≤ 1, y poniendo t = 1− f(x)2,

|Pn(1− f2)− |f || = |Pn(1− f2)−
√

1− (1− f2) | < ε ;

luego |f | es adherente a B, porque Pn(1− f2) ∈ B.

Corolario: Si X es σ-compacto, una subálgebra B de C(X) es densa (con la topoloǵıa de la
convergencia uniforme sobre los compactos) si y sólo si separa puntos de X.

Demostración: Si B separa puntos de X, para cada compacto K ⊂ X tenemos que la imagen
del morfismo de restricción B → C(K) separa puntos de K.

Luego es densa en C(K), y esto significa que B es densa en C(X).

Teorema de Extensión de Tietze: Sea X un espacio normal y T1. El morfismo de restricción
C∗(X)→ C∗(Y ) es epiyectivo para todo cerrado Y de X.

Demostración: Al ser X normal y T1, su compactificación de Stone-Cěch es βX = SpecmAX .

Como Y es cerrado, también es normal y T1, aśı que βY = SpecmAY ⊂ SpecmAX , porque
AY = AX/IY . Sustituyendo X,Y por βX, βY , podemos suponer que X es compacto.

Consideremos la imagen del morfismo de restricción C(X)→ C(Y ).

Es una subálgebra que separa puntos de Y , aśı que es densa.

Si h ∈ C(Y ), existen funciones fn ∈ C(X) tales que |h− fn| < 2−n en Y .

Sea φn : X → [0, 1] una función continua que se anule en Y y tome valor 1 en el cerrado
|fn+1 − fn| ≥ 21−n (que no corta a Y porque en Y las funciones fn, fn+1 distan de h menos de
2−n). Ahora la serie

f = f1 +
∞∑
n=1

(fn+1 − fn)φn

converge uniformemente, porque |(fn+1 − fn)φn| < 21−n, y define una función continua en X
que coincide con h en Y , pues en Y la suma parcial n-ésima es fn, y fn → h.

8.7. Teoŕıa de la Dimensión

La dimensión dimX de un espacio topológico X es el mı́nimo de las dimensiones de las
bases de cerrados de su topoloǵıa.

La dimensión puede ser infinita, y el vaćıo es el único espacio de dimensión −1.

Teorema: Un espacio no vaćıo X es de dimensión 0 si y sólo si los subespacios abiertos y
cerrados forman una base de su topoloǵıa.
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Demostración: Los abiertos cerrados de X forman una base si y sólo si hay una base de X que
es álgebra de Boole; que son los semianillos de dimensión 0 (p. 204).

Ejemplos: Los números racionales y los números irracionales definen dos espacios de dimensión
0; pero su unión R, al ser conexa, es de dimensión > 0.

Todo espacio X de dimensión 0 admite una base B que es un álgebra de Boole; luego es un
subespacio del compacto Hausdorff SpecB (p. 208), y X es completamente regular.

Productos y ĺımites proyectivos de espacios de dimensión 0 son de dimensión 0.
Sea K un compacto Hausdorff, y pongamos AK =

⋃
iAi, donde los semianillos Ai son finitos.

Sea Xi el conjunto finito SpecAi con la topoloǵıa discreta. Por el teorema del retracto continuo,
K es imagen continua de un compacto 0-dimensional:

ĺım
←−

Xi −→ ĺım
←−

(SpecAi) = Spec (ĺım
−→

Ai) = SpecAK
r−−−→ SpecmAK = K

Lema: Si tenemos un morfismo A→ A′ epiyectivo, dimA′ ≤ dimA.

Demostración: Toda cadena de ideales primos p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn en A′ define una cadena de
ideales primos p0 ∩A ⊂ p1 ∩A ⊂ . . . ⊂ pn ∩A en A.

Teorema de Monotońıa: dimY ≤ dimX, para todo subespacio Y de X.

Demostración: Si B es una base de X, la imagen del morfismo de restricción B → AY es una
base de Y ; luego dimY ≤ dimB.

Teorema: dim (SpecA) = dimA, para todo semianillo A.

Demostración: dim (SpecA) ≤ dimA porque A define una base de SpecA.
Por otra parte, si B es una base de la topoloǵıa de SpecA, entonces SpecA es un subes-

pacio de SpecB. Como la dimensión de un semianillo es la mayor longitud de las cadenas de
especializaciones en su espectro, concluimos que dimA ≤ dimB.

Corolario: La dimensión de un espacio noetheriano X es el supremo de las longitudes de las
cadenas de cerrados irreducibles3 de X.

Demostración: Un espacio noetheriano X tiene una única base, AX , y sus ideales primos se
corresponden con los cerrados irreducibles de X (p. 209).

Corolario: La dimensión de un espacio finito X es la mayor longitud de las cadenas de X
(considerado como orden finito), y en particular dimX = dim (βX).

Teorema: dim (X × Y ) ≤ dimX + dimY .

Demostración: Si A y B son bases de X e Y , la imagen del morfismo A ⊗ B → A(X × Y ) es
una base de X × Y ; luego dim (X × Y ) ≤ dimA⊗B = dimA+ dimB (p. 204).

Teorema: dim (ĺım
←−

Xi) ≤ sup{dimXi}, cuando los espacios Xi son finitos.

Demostración: Si Xi = SpecAi, entonces ĺım
←−

Xi = Spec (ĺım
−→

Ai), y (p. 204)

dim Spec (ĺım
−→

Ai) = dim (ĺım
−→

Ai) ≤ sup{dimAi}.

3El supremo de las longitudes de las cadenas de cerrados irreducibles de un espacio X es la dimensión
combinatoria de X, introducida por Grothendieck.
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Corolario: dim |X| ≤ dimX, para todo espacio finito X.

Demostración: dim |X| ≤ dim (ĺım
←−

βnX) ≤ sup{dimβnX} = dimX.

Teorema Fundamental de la Dimensión: dimRn = n.

Sabemos que dimRn ≤ dim |∆n| ≤ n; pero la demostración de la igualdad se pospone al
próximo curso de Topoloǵıa Algebraica (p. 272).

Corolario: dim |X| = dimX, para todo espacio finito X.

Demostración: Si dimX = n, su realización geométrica contiene un n-tetraedro, que contiene
un abierto homeomorfo a Rn; luego n ≤ dim |X|.

Lema: Sea K un compacto Hausdorff. Si A es una subálgebra densa de C(K),

dimK ≤ dimA.

Demostración: Sea B el semianillo generado por los cerrados f−1(I), donde f ∈ A e I es un
intervalo cerrado (acotado o no). Como A es densa, B es base de la topoloǵıa de X.

Si p es un ideal primo de B, entonces p′ = {f ∈ A : z(f) ∈ p} es un ideal primo de A, y basta
ver que p′ ⊂ q′ cuando p ⊂ q.

Los cerrados f−1([0,∞)) generan B, aśı que q contiene algún cerrado f−1([0,∞)) /∈ p.
Como p es primo, y 0 = f−1((−∞, 0]) · f−1([0,∞)), tenemos que f−1((−∞, 0]) ∈ p ⊂ q, y

z(f) = f−1((−∞, 0]) + f−1([0,∞)) ∈ q.
Como z(f) no está en p, porque estaŕıa f−1([0,∞)) ⊇ z(f), vemos que f ∈ q′, y f /∈ p′.

Teorema: La dimensión de cualquier poliedro finito P es el mı́nimo de las dimensiones de las
subálgebras densas de C(P ).

Demostración: P es unión finita de śımplices de un tetraedro en Rn. Sea A el álgebra de las
funciones polinómicas sobre P , que separa puntos, y A ' R[x1, . . . , xn]/I, donde I es el ideal de
los polinomios que se anulan en P .

Si pσ es el ideal de los polinomios que se anulan en un śımplice σ de P , tenemos que I =
⋂
σ pσ,

y la dimensión de A es el máximo de las dimensiones de R[x1, . . . , xn]/pσ.
Ahora bien, pσ es el ideal de la subvariedad lineal que genera σ; luego R[x1, . . . , xn]/pσ '

R[y1, . . . , yd], d = dimσ, y la dimensión de A coincide con la de P .

8.8. Teoŕıa de Galois de Revestimientos

Fijamos un espacio topológico S, y trabajamos en la categoŕıa de espacios sobre S.
Una aplicación continua X → S es un revestimiento trivial si existe un isomorfismo

X ' F ×S = ⊕FS, donde F es un espacio discreto, y es un revestimiento si podemos recubrir
S por abiertos U en que X ×S U → U es un revestimiento trivial.

En tal caso X hereda la estructura local de S: cuando S es una variedad diferenciable, una
superficie de Riemann, una variedad riemanniana, etc., X también lo es.

Por ejemplo, R e2πit−−−−→ S1, C ez−−→ C∗ = C− 0, C∗ zn−−−→ C∗, Sn → Pn(R), y C→ C/Γ, donde
Γ = Ze1 + Ze2 es discreto, son revestimientos.

1. Los revestimientos son estables por cambios de base. Si X → S es un revestimiento,
también lo es X ×S T → T para toda aplicación continua T → S.
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2. El concepto de revestimiento es local. Si R→ S es un recubrimiento abierto (o incluso un
revestimiento), entonces X → S es revestimiento ⇔ X ×S R→ R lo es.

3. El cardinal de las fibras de un revestimiento X → S es localmente constante; luego cons-
tante si S es conexo, y se dice que es el grado del revestimiento.

El grado puede ser infinito, al contrario de lo que hemos supuesto en el caso de los cuerpos
(p. 84) y los anillos noetherianos (p. 153).

4. El funtor “componentes conexas” da una equivalencia de la categoŕıa de revestimientos
triviales de un espacio conexo S con la de conjuntos.

5. Si X → S es un revestimiento, toda aplicación continua X → Y constante en las fibras
induce una aplicación continua S → Y .

La aplicación S → Y es continua porque X → S es homeomorfismo local.

6. Una sucesión X ′ ⇒ X → X ′′ es exacta (X ′′ es el espacio cociente de X por la relación
de equivalencia que generan X ′ ⇒ X) si y sólo si es exacta sobre cada punto de S; y por
tanto la exactitud es estable por cambios de base T → S.

7. Si X → S es un revestimiento, la sucesión X ×S X ⇒ X → S es exacta.

En adelante supondremos que S es conexo y localmente conexo (todo punto admite una base
de entornos conexos). En tal caso todo revestimiento de S también es localmente conexo, todo
morfismo entre revestimientos de S es a su vez un revestimiento, y toda componente conexa de un
revestimiento de S es un revestimiento. Además toda sección de un revestimiento conexo X → S
es un isomorfismo; luego los morfismos de un revestimiento conexo X en otro revestimiento Y
vienen dados por la Fórmula de los Puntos:

HomS(X,Y ) = HomX(X,X ×S Y ) =

[
Componentes conexas de
X ×S Y isomorfas a X

]
Corolario: Sean X,Y dos revestimientos de S. Si X es conexo y dos morfismos X ⇒ Y
coinciden en un punto, entonces son iguales.

Demostración: Si dos componentes conexas tienen un punto común, son iguales.

Definición: Un revestimiento conexo P → S es de Galois cuando el grupo de Galois G =
Aut(P/S) actúa transitivamente en las fibras. En tal caso4 P/G = S, y

P ×S P =
⊕

GP = G× P.

Teorema: (P/H)×S X = (P ×S X)/H, para todo subgrupo H de G.

Demostración: Para ver que la biyección continua natural (P ×S X)/H → (P/H) ×S X es
homeomorfismo, podemos pasar a un entorno U de un punto de S, donde P es G × U , y la
fórmula se reduce a la igualdad evidente (G×X)/H = (G/H)×X.

Corolario: P/H → S es un revestimiento trivial sobre P ; es decir, (P/H)×S P = ⊕P .

Demostración: (P/H)×S P = (P ×S P )/H = (G× P )/H = (G/H)× P . q.e.d.

4En esta situación el teorema de Artin es obvio: si H es un grupo de automorfismos de un revestimiento conexo
P → S, y P/H = S, entonces es un revestimiento de Galois de grupo H.
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Si un revestimiento X → S es trivial sobre P , el grupo G actúa en

F (X) = {componentes conexas de X ×S P} = HomS(P,X),

y cada G-conjunto ∆ tiene un revestimiento asociado

R(∆) = (
⊕

∆ P )/G = (∆× P )/G,

que es trivial sobre P , porque R(G/H) = ((G/H)× P )/G = P/H.

Teorema de Galois: Los funtores F y R definen una equivalencia de categoŕıas[
Revestimientos de S

triviales sobre P

]
!

[
G-conjuntos

]
,
R(F (X)) = X
F (R(∆)) = ∆

Demostración: El argumento de la página 84 sigue siendo válido, porque

1. F (P ) = HomS(P, P ) = G, y R(G) = (G× P )/G = P ; luego P = RF (P ), G = FR(G).

2. Todo G-conjunto ∆ admite una presentación ⊕iG ⇒ ⊕jG → ∆; y todo revestimiento X
trivial sobre P admite una presentación ⊕iP ⇒ ⊕jP → X,

X ×S P ×S P = (X ×S P )×X (X ×S P )⇒ X ×S P → X.

3. Los funtores R y F son exactos por la derecha.

El funtor R porque la exactitud de una sucesión de revestimientos se comprueba en un
entorno U de un punto, donde P es G× U , y R(∆) es (∆×G× U)/G = ∆× U .

El funtor F porque (−)×S P lo es, y el funtor “componentes conexas” da una equivalencia
de la categoŕıa de revestimientos triviales de P con la de conjuntos.

Definición: Un revestimiento conexo S → S es universal si todo revestimiento de S es trivial,
en cuyo caso es de Galois y su grupo de Galois clasifica los revestimientos de S.

En efecto, al ser trivial el revestimiento S ×S S → S, para cada par de puntos x, y de una
fibra, existen morfismos τ, τ ′ : S → S tales que τ(x) = y, τ ′(y) = x; luego ττ ′ y τ ′τ son la
identidad (dejan fijo un punto) y concluimos que son automorfismos de S.

El revestimiento universal de S, si existe, es único salvo isomorfismos (no canónicos).
En efecto, si S1 es otro revestimiento universal, S1×S S es un revestimiento trivial de ambos

factores; luego cualquier componente conexa es isomorfa a S y S1. Pero para que el isomorfismo
sea único es necesario fijar puntos de S y S1 sobre un punto de S dado.

8.9. El Grupo Fundamental

Una aplicación continua γ : I = [0, 1] → X es un arco de extremos p = γ(0), q = γ(1), y si
γ′ es un arco de extremos q, r, la composición γ · γ′ es el arco

(γ · γ′)(t) = γ(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ; (γ · γ′)(t) = γ′(2t− 1), 1

2 ≤ t ≤ 1.

Dos arcos γ0, γ1 de p a q son homótopos, y pondremos γ0 ≡ γ1, si existe una aplicación
continua H : I × I → X, Hs(t) = H(t, s), tal que

H0 = γ0 , H1 = γ1 , Hs(0) = p , Hs(1) = q,
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y esta relación es de equivalencia, y compatible con la composición de arcos.
Es reflexiva y simétrica, y si H : γ0 ≡ γ1, H ′ : γ1 ≡ γ2, entonces H ′′ : γ0 ≡ γ2, donde

H ′′s =

{
H2s 0 ≤ s ≤ 1

2

H ′2s−1
1
2 ≤ s ≤ 1

y si H : γ ≡ γ′, H̄ : γ̄ ≡ γ̄′, entonces H ′ : γγ̄ ≡ γ′γ̄′, donde

H ′s(t) =

{
Hs(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

H̄s(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

Si q es el arco constante q(t) = q, entonces H : γ · q ≡ γ (igualmente p · γ ≡ γ), donde

H(t, s) =

{
γ
(

2t
1+s

)
2t ≤ 1 + s

q 2t ≥ 1 + s

t

s

q

γ
γ

Si γ−1 es el arco inverso γ−1(t) = γ(1− t), entonces H : γγ−1 ≡ p, donde

H(t, s) =


γ(2t) 2t ≤ 1− s
γ(1− s) 1− s ≤ 2t ≤ 1 + s

γ−1(2t) 2t ≥ 1 + s

t

s

γ−1

γ
p

y la composición es asociativa, H : (γ1γ2)γ3 ≡ γ1(γ2γ3), donde

H(t, s) =


γ1

(
4t

1+s

)
t ≤ 1+s

4

γ2 (4t− s− 1) 1+s
4 ≤ t ≤

2+s
4

γ3

(
4t−s−2

2−s

)
2+s

4 ≤ t γ1

γ2

γ3

γ1

γ2

γ3

Cuando p = q, el arco es un lazo en p. Las clases de homotoṕıa de lazos en un punto p forman
un grupo π1(X, p) con la composición, el grupo fundamental de X en p, y cada aplicación
continua f : X → Y induce un morfismo de grupos

f∗ : π1(X, p) −→ π1(Y, f(p)), f∗[σ] = [f ◦ σ],

bien definido, si H : σ0 ≡ σ̄, una homotoṕıa f ◦ σ ≡ f ◦ σ̄ es H ′(t, s) = f(H(t, s)).
Cada arco γ de p a q induce un isomorfismo de grupos (no canónico, depende del arco, salvo

cuando el grupo es abeliano)

γ : π1(X, p) ∼−−→ π1(X, q), [σ] 7→ [γ−1σγ].

Definición: Dos aplicaciones continuas f ′, f : X → Y son homótopas si existe una aplicación
continua H : X × I → Y tal que

H(x, 0) = f(x) , H(x, 1) = f ′(x)

Esta relación es de equivalencia, y compatible con la composición de aplicaciones, de modo
que los espacios topológicos, con las clases de homotoṕıa de aplicaciones continuas, forman un
categoŕıa. Las equivalencias homotópicas son los isomorfismos de esta categoŕıa, y un espacio
es contráctil si es homotópicamente equivalente a un punto.
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Lema: Si γ es el arco γ(s) = H(p, s), el siguiente cuadrado es conmutativo

π1(X, p)
f∗−−→ π(Y, f(p))

|| o|γ
π1(X, p)

f ′∗−−→ π(Y, f ′(p))

Demostración: Consideremos la aplicación continua F : I × I σ×1−−−−→ X × I H−−→ Y ,

F (t, 0) = f(σ(t)),

F (t, 1) = f ′(σ(t)),

F (0, s) = F (1, s) = γ(s).

Como el lado superior del cuadrado I × I es homótopo al arco que recorre los tres lados
restantes, componiendo con F obtenemos que γ−1 · (f ◦ σ) · γ ≡ f ′ ◦ σ.

Teorema: Si f : X → Y es una equivalencia homotópica, f∗ : π1(X, p) → π1(Y, f(p)) es un
isomorfismo. En particular π1(X, p) = 0 cuando X es contráctil.

Definición: X es simplemente conexo si es arco-conexo (los arcos unen cualquier par de
puntos) y π1(X, p) = 0, y es localmente simplemente conexo si todo punto admite una base
de entornos abiertos simplemente conexos (por ejemplo, las variedades topológicas).

Lema: Sea X → S un revestimiento trivial, y f : T → S una aplicación continua, T conexo.
Cada levantamiento continuo f̃ : C → X de f , definido en un subespacio conexo C ⊂ T , admite
una única extensión a T .

Demostración: Los levantamientos de f se corresponden con las secciones de X ×S T → T .

Cada sección continua definida en un subespacio conexo C ⊂ Tvalora en una componente
conexa de X ×S T = ⊕T , y el enunciado se vuelve evidente.

Lema: Sea π : X → S un revestimiento, y γ : I → S un arco con origen en p. Si π(x) = p,
existe un único levantamiento continuo γ̃ : I → X de γ con origen en x.

Además, si γ ≡ γ′, entonces γ̃ ≡ γ̃′.

Demostración: La existencia y unicidad del levantamiento γ̃ se sigue del lema anterior, conside-
rando una partición de I en intervalos más pequeños, con imágenes contenidas en abiertos de S
donde X sea trivial.

En cuanto al levantamiento de una homotoṕıa H : I × I → S entre γ y γ′, también se sigue
del lema anterior, considerando una partición de I × I en cuadrados con imágenes contenidas
en abiertos de S donde X sea trivial, porque la intersección de cada cuadrado con la unión de
los anteriores es conexa.

Lema: Todo revestimiento X → S de un espacio simplemente conexo y localmente arco-conexo
es trivial.

Demostración: Basta ver que si X es conexo, es de grado 1.

Si x, y son dos puntos de la fibra de p, proyectando a S un arco que una x con y tendŕıamos
un lazo en p que no es homótopo a punto, pues su levantamiento no es un lazo.
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Teorema: Sea S conexo y localmente arco-conexo. Si S̃ → S es un revestimiento simplemente
conexo, es el revestimiento universal, y cada punto p̃ de la fibra de p define un isomorfismo

π1(S, p) = Aut(S̃/S).

Demostración: Cada lazo σ tiene un levantamiento σ̃ con origen en p̃ y final en τ(p̃).

La aplicación π1(S, p) → Aut(S̃/S), [σ] 7→ τ , está bien definida (por el lema anterior), es
epiyectiva (porque S̃ es arco-conexo, y los puntos de la fibra de p se pueden unir por un arco),
es inyectiva (porque todo lazo en S̃ es homótopo a punto) y es morfismo de grupos.

En efecto, si σ̃1 une p̃ con τ1(p̃), y σ̃2 une p̃ con τ2(p̃), entonces la subida de σ1σ2 es σ̃1 ·τ1(σ̃2),
cuyo final es τ1(τ2(p̃)).

Corolario: π1(S1, p) = Z, generado por el lazo e2πti, 0 ≤ t ≤ 1.

Demostración: e2πti : R→ S1 es un revestimiento simplemente conexo. q.e.d.

1. No existe ningún retracto continuo r : D2 → S1 del disco en su borde.

Z = π1(S1)
i∗−−→ π1(D2) = 0

r∗−−→ π1(S1) = Z seŕıa la identidad.

2. Teorema de Brouwer: Toda aplicación continua f : D2 → D2 tiene un punto fijo.

En caso contrario tenemos un retracto continuo r : D2 → S1, donde r(x) es el punto de
corte de S1 con la semirrecta con origen en x que pasa por f(x).

3. Todo polinomio con coeficientes complejos no constante tiene alguna ráız compleja.

Si P (z) = zn + a1z
n−1 + . . .+ an no tiene ráıces complejas, define una homotoṕıa

H(z, s) = snP

(
1− s
s

z

)
= (1− s)nzn + a1s(1− s)n−1zn−1 + . . .+ ans

n

entre las aplicaciones continuas h0(z) = zn, h1(z) = an : S1 → C∗.

Pero el morfismo h0,∗ : Z = π1(S1)→ π1(C∗) = π1(S1) = Z es multiplicar por n, mientras
que el morfismo h1,∗ es nulo.

4. Dos toros C/Γ, C/Γ′ son anaĺıticamente isomorfos si y sólo si Γ′ = aΓ, a ∈ C.

Si C/Γ′ ' C/Γ, el isomorfismo induce un isomorfismo τ : C ' C de los revestimientos
universales, y podemos suponer que τ(0) = 0.

Como todo automorfismo anaĺıtico de C es una afinidad (p. 179), τ(z) = az.

Construcción del Revestimiento Universal:

Sea S un espacio topológico conexo y localmente simplemente conexo.

Sea S̃ el conjunto de las clases de homotoṕıa de arcos con origen en p ∈ S, y π : S̃ → S la
aplicación que asigna a cada arco su final.

En los entornos simplemente conexos Uq de q ∈ S tenemos una biyección

π−1(Uq) = Uq × Fq, Fq =

[
clases de homotoṕıa

de arcos de p a q

]
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que asigna a [γ] la pareja (q′ = γ(1), [γα−1]), donde α es un arco en Uq que une q con q′ (no
depende de α porque todas las elecciones son homótopas).

Estas biyecciones definen topoloǵıas en los abiertos π−1(Uq), tomando Fq como espacio dis-
creto, de modo que π es revestimiento (trivial sobre los abiertos Uq).

En efecto, cuando Uq ⊆ Uq̄, la topoloǵıa definida en π−1(Uq) coincide con la inducida por
π−1(Uq̄); es decir, la composición

Uq × Fq = π−1(Uq) = Uq × Fq̄

es homeomorfismo, porque transforma la componente Uq × [γ] en Uq × [γβ], donde β es un arco
en Uq̄ que une q con q̄. Además, el lazo constante p̃ está sobre p.

Teorema: Sea S conexo y localmente simplemente conexo. El espacio de arcos π : S̃ → S con
origen en p es un revestimiento simplemente conexo, con un punto prefijado p̃ sobre p; luego es
un revestimiento universal, y el funtor “fibra sobre p” define una equivalencia de la categoŕıa de
revestimientos de S con la de π1(S, p)-conjuntos.

Demostración: Si γ es un arco en S con origen en p, su levantamiento γ̃ con origen en p̃ es el
arco γ̃(s) = [γs], donde

γs(t) =

{
γ(t) t ≤ s
γ(s) t ≥ s

y su extremo es γ̃(1) = [γ1] = [γ]; luego S̃ es arco-conexo.
Además, todo lazo σ̃ en p̃ es el levantamiento de su bajada σ, aśı que [σ] = σ̃(1) = p̃, y su

levantamiento σ̃ es homótopo a punto; es decir, S̃ es simplemente conexo.
Por último, al tener un punto p̃ prefijado sobre p, el grupo de automorfismos es canónicamente

isomorfo a π1(S, p), y HomS(S̃,X) se identifica con la fibra Xp de cualquier revestimiento X
sobre p: si x ∈ Xp, existe un único morfismo f : S̃ → X tal que f(p̃) = x.

Corolario: Si un espacio conexo y localmente simplemente conexo S se recubre con dos abiertos
simplemente conexos S = U1 ∪ U2 de intersección U1 ∩ U2 conexa, entonces S es simplemente
conexo.

Demostración: Basta ver que todo revestimiento de S admite sección continua.
En U1 la admite, porque es simplemente conexo, y la sección que tenemos en el abierto

conexo U1 ∩ U2 se extiende a U2 con el lema de la página 220.

Corolario: π1(Sn, p) = 0, π1(Pn(R), p) = Z/2Z, cuando n ≥ 2.

Demostración: Tenemos un revestimiento Sn → Pn de grado 2, y Sn es simplemente conexo
porque se recubre con dos discos de intersección conexa cuando n ≥ 2. q.e.d.
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1. R2 no es homeomorfo a Rn, n 6= 2.

π1(R2 − p) = π1(S1) = Z, y π1(Rn − p) = π1(Sn−1) = 0 cuando n ≥ 3.

2. No existe aplicación continua f : Sn → S1, n ≥ 2, que conserve ant́ıpodas.

Si f(−x) = −f(x), induce una aplicación continua h : Pn → P1 y un cuadrado conmutativo

Sn

��

f // S1

��
Pn

h // P1

Si tomamos un arco γ̄ que una dos puntos antipodales x,−x ∈ Sn, su imagen γ es un
lazo en Pn. Como h∗ : Z/2Z = π1(Pn) → π1(P1) = Z es nulo, h(γ) es homótopo a punto.
Luego f(γ̄) es el levantamiento de un lazo homótopo a punto, lo que es absurdo porque
f(−x) = −f(x) 6= f(x).

3. Toda aplicación continua Sn → S2, n ≥ 2, que conserve ant́ıpodas es epiyectiva.

Si deja fuera el polo norte, también el sur, y proyectando sobre el ecuador según los
meridianos, tendŕıamos una aplicación continua Sn → S1 que conserva ant́ıpodas.

4. Teorema de Borsuk-Ulam: Toda aplicación continua f : Sn → R2, n ≥ 2, coincide en
dos puntos antipodales.

En caso contrario, la aplicación continua f(x)−f(−x)
|f(x)−f(−x)| : Sn → S1 conserva ant́ıpodas.

5. Toda aplicación continua f : Sn → R2, f(−x) = −f(x), se anula en un punto.

6. Ningún compacto de R2 es homeomorfo a S2.

Definición: Un revestimiento principal de grupo G es un revestimiento P → S (no necesa-
riamente conexo) dotado de una acción de G libre y transitiva en cada fibra; es decir, la acción
G× P → P define un isomorfismo

G× P ∼−−→ P ×S P, (g, x) 7→ (x, gx).

Los isomorfismos son los isomorfismos de revestimientos y de G-conjuntos.

Si se fija un punto de la fibre de p ∈ S, diremos que el revestimiento principal está punteado.
Cuando S es conexo, los isomorfismos entre revestimientos principales punteados ya son únicos.

Proposición: Si S es conexo y localmente simplemente conexo,

Homgr(π1(S, p), G) =

[
Revestimientos principales
de S de grupo G punteados

]
Demostración: Dar un revestimiento principal de S es dar un π1(S, p)-conjunto F (digamos por
la derecha) con una acción libre y transitiva de G, g(xγ) = (gx)γ. Fijado un punto x ∈ F , el
grupo G se identifica con F , y equivale a dar un morfismo de grupos f : π1(S, p)→ G, xγ = f(γ),

f(γ1γ2)x = xγ1γ2 = f(γ1)xγ2 = f(γ1)f(γ2)x.

Corolario: Homgr(π1(S, p), A) =

[
revestimientos princi-
pales de S de grupo A

]
, cuando el grupo A es abeliano.
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Demostración: Los revestimientos principales de S de grupo G se corresponden con los morfismos
π1(S, p) → G, módulo automorfismos internos de G. En efecto, si tomamos otro punto y = gx
en la fibra de p, el morfismo correspondiente es gfg−1,

yγ = gxγ = gf(γ)x = gf(γ)g−1y.

Teorema de Van-Kampen: Sean U1, U2 dos abiertos conexos y localmente simplemente cone-
xos. Si U = U1∩U2 es conexo, el grupo fundamental de la unión es el coproducto (en la categoŕıa
de grupos) de los grupos fundamentales,

π1(U1 ∪ U2, p) = π1(U1, p) ∗π1(U,p) π1(U2, p).

Demostración: Como los isomorfismos de revestimientos principales punteados son únicos, dar
un revestimiento principal punteado de grupo G en U1 ∪ U2 es dar uno en cada abierto Ui, de
modo que coincidan en la intersección.

Es decir, tenemos un producto fibrado

Homgr(π1(U1 ∪ U2, p), G) //

��

Homgr(π1(U1, p), G)

��
Homgr(π1(U1, p), G) // Homgr(π1(U1 ∩ U2, p), G)
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Caṕıtulo 9

Geometŕıa Algebraica I

9.1. Cohomoloǵıa de Haces

Un módulo diferencial es un módulo con un endomorfismo de cuadrado nulo,

(M,d), d: M −→M, d2 = 0,

Z = {ciclos} = Ker d
B = {bordes} = Im d

}
Im d ⊆ Ker d

y la cohomoloǵıa del módulo diferencial es el módulo H(M) = Z/B.
Un morfismo de módulos diferenciales ϕ : M → N es un morfismo de módulos que conmuta

con las diferenciales, ϕd = dϕ, e induce un morfismo en cohomoloǵıa,

ϕ : H(M) −→ H(N), ϕ[c] = [ϕ(c)].

Teorema: Si 0 → M ′
i−→ M

p−→ M ′′ → 0 es una sucesión exacta de módulos diferenciales,
tenemos un morfismo de conexión δ y un triángulo exacto (la imagen de cada morfismo
coincide con el núcleo del siguiente)

H(M ′)
i // H(M)

p||
H(M ′′)

δ

bb

Demostración: Definido el connecting δ, es rutinario comprobar la exactitud.

[m′′] ∈ H(M ′′),

dm′′ = 0, hence m′′ = p(m),

p(dm) = d(p(m)) = dm′′ = 0,

dm ∈M ′, and d(dm) = 0

δ([m′′]) = [dm] ∈ H(M ′).

No depende del representante m elegido:
Si p(m) = p(n), entonces n−m ∈M ′, dn− dm ∈ dM ′, y [dn] = [dm] en H(M ′). q.e.d.

Si el módulo está graduado, M = ⊕nMn, y la diferencial dn : Mn →Mn+1 es de grado 1, es
un complejo y su cohomoloǵıa también está graduada,

H(M) =
⊕

nH
n(M), donde Hn(M) = Ker dn/Im dn−1.

227
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Los morfismos de complejos son los morfismos diferenciales ϕ : ⊕nMn → ⊕nNn homogéneos,
ϕ(Mn) ⊆ Nn, e inducen morfismos ϕ : Hn(M)→ Hn(N). Por el teorema, toda sucesión exacta
de complejos, induce una sucesión exacta larga de cohomoloǵıa

. . . −→ Hn−1(M ′′)
δ−−→ Hn(M ′) −→ Hn(M) −→ Hn(M ′′)

δ−−→ Hn+1(M ′) −→ . . .

Lema de la Serpiente: Dado un diagrama conmutativo de filas exactas

0 //M ′ //

f ′

��

M //

f
��

M ′′ //

f ′′

��

0

0 // N ′ // N // N ′′ // 0

consideramos el complejo R = M ⊕N ⊕ 0 . . ., donde la diferencial es f sobre M y nula en N ; y
análogamente R′ y R′′.

La sucesión exacta 0→ R′ → R→ R′′ → 0 induce, en cohomoloǵıa, la sucesión exacta

0 −→ Ker f ′ −→ Ker f −→ Ker f ′′
δ−−→ Coker f ′ −→ Coker f −→ Coker f ′′ −→ 0

Definición: Un haz de grupos abelianos F sobre un espacio topológico X es flasco cuando el
morfismo de restricción F(X)→ F(U) es epiyectivo para todo abierto U de X.

Lema: Si una sucesión 0→ F ′ i−−→ F p−−→ F ′′ → 0 es exacta, y F ′ es flasco, entonces también
es exacta, para todo abierto U , la sucesión

0 −→ F ′(U)
i−→ F(U)

p−−→ F ′′(U) −→ 0

Demostración: Basta ver que p es epiyectiva. Si s′′ ∈ F ′′(U), consideramos los pares (V, s), donde
s ∈ F(V ), p(s) = s′′|V , y por el lema de Zorn, hay un elemento maximal (V, s).

Si V 6= U , y x ∈ U−V , como Fx → F ′′x es epiyectiva, existe un entorno W de x, y w ∈ F(W ),
tal que p(w) = s′′. Como F ′ es flasco, y p(s−w) = 0 en V ∩W , existe s′ ∈ F ′(W ) que coincide
con s− w en V ∩W .

Ahora w+ s′ ∈ F(W ) y s ∈ F(V ) coinciden en V ∩W , y definen una sección de F en U ∪W
que se proyecta en s′′, contra el carácter maximal de (V, s).

Corolario: Si 0→ F ′ → F → F ′′ → 0 exacta y F ′,F son flascos, también lo es F ′′.

Demostración: F(X) //

epi
��

F ′′(X)

��
F(U) // F ′′(U) // 0

Definición: Si F es un haz de grupos abelianos, C0F es el haz flasco

(C0F)(U) =
∏
x∈U
Fx.

Como F es haz, se inyecta en C0F . Si F1 = (C0F)/F es el haz cociente,

0 −→ F −→ C0F −→ F1 −→ 0

y repetimos el proceso, 0→ F1 → C0F1 → F2 → 0. Ponemos C1F = C0F1,...

0 −→ F −→ C0F −→ C1F −→ C2F −→ . . . −→ CnF −→ . . .
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C•F : C0F → C1F → C2F → . . . es la resolución de Godement de F .
Tomando secciones globales obtenemos un complejo

Γ(X,C•F) : Γ(X,C0F)
d0−−→ Γ(X,C1F)

d1−−→ Γ(X,C2F)
d2−−→ . . .

El n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de X con coeficientes en el haz F es

Hn(X,F) = Hn
[
Γ(X,C•F)

]
= Ker dn/Im dn−1

y diremos que F es aćıclico si Hn(X,F) = 0, n ≥ 1.
Un morfismo de haces f : F → G induce morfismos fx : Fx → Gx; luego un morfismo de haces

f0 : C0F → C0G, que a su vez induce un morfismo F1 = (C0F)/F → (C0G)/G = G1,...

0 // F //

f
��

C0F //

f0 ��

C1F //

f1 ��

C2F //

f2 ��

. . .

0 // G // C0G // C1G // C2G // . . .

Tomando secciones globales tenemos un morfismo de complejos Γ(X,C•F) → Γ(X,C•G)
que induce morfismos entre los grupos de cohomoloǵıa

f : Hn(X,F) −→ Hn(X,G).

Teorema: H0(X,F) = Γ(X,F).

Demostración: 0→ F(X)→ C0F(X)
p−−→ F1(X), y 0→ F1(X)

i−→ C1F(X) son exactas.
Concluimos porque d0 = i ◦ p, y H0(X,F) = Ker d0.

Teorema: Todo haz flasco es aćıclico.

Demostración: 0 −→ F −→ C0F −→ F1 −→ 0 es exacta, y F es flasco; luego

0 −→ F(X) −→ C0F(X) −→ F1(X) −→ 0 es exacta, y F1 es flasco,

0 −→ F1(X) −→ C1F(X) −→ F2(X) −→ 0 es exacta, y F2 es flasco, etc.

0 −→ F(X) −→ C0F(X) −→ C1F(X) −→ C2F(X) −→ . . . es exacta.

Teorema: Toda sucesión exacta de haces 0 → F ′ i−−→ F p−−→ F ′′ → 0 induce una sucesión
exacta larga de cohomoloǵıa,

0→ H0(X,F ′) i−→ H0(X,F)
p−→ H0(X,F ′′) δ−→ H1(X,F ′) i−→ H1(X,F)

p−→ H1(X,F ′′) δ−→ . . .

Demostración: Las sucesiones 0→ F ′x → Fx → F ′′x → 0 son exactas; luego también

0 −→ C0F ′(X) −→ C0F(X) −→ C0F ′′(X) −→ 0

es exacta, y 0→ F ′1 → F1 → F ′′1 → 0 es exacta por el lema de la serpiente.
Obtenemos una sucesión exacta de complejos 0 → C•F ′(X) → C•F(X) → C•F ′′(X) → 0

que induce la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa del enunciado.

Teorema de De Rham: Si 0 → F → R0 → R1 → R2 → . . . es una resolución aćıclica de
un haz F (la sucesión es exacta y los haces Rn son aćıclicos), tenemos isomorfismos

Hn(X,F) ' Hn
[
R•(X)

]
.
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Demostración: Las sucesiones 0→ F → R0 → C1 → 0 y 0→ C1 → R1 → C2 → 0 son exactas, y
las correspondientes sucesiones exactas largas de cohomoloǵıa muestran que

0→ F(X)→ R0(X)
d0−→ C1(X)

δ−→ H1(X,F)→ 0 es exacta,

δ : Hn−1(X, C1) ∼−−→ Hn(X,F) es un isomorfismo,

0→ C1(X)→ R1(X)→ C2(X) es exacta,

H0
[
R•(X)

]
= Ker d0 = F(X)

H1
[
R•(X)

]
= C1(X)/Im d0 = H1(X,F)

y se acaba por inducción sobre n, al ser Hn(X,F) = Hn−1(X, C1). q.e.d.

1. Si un haz F está concentrado en un número finito de puntos cerrados x1, . . . , xn (es decir,
Fx = 0 cuando x 6= xi), entonces F(U) = ⊕xi∈UFxi , y F es flasco.

2. Sea Z el haz constante en el espacio finito X = {x1, x2, y1, y2}, xi < yj , que realiza a la
circunferencia (p. 211). En fibra, la sucesión exacta 0→ Z→ C0Z→ F1 → 0 es

0 −→
•

•

•

•

Z

Z

Z

Z
−→

•

•

•

•

Z3

Z

Z3

Z
−→

•

•

•

•

Z2

0

Z2

0
−→ 0

y el haz F1 es flasco porque está concentrado en dos puntos cerrados. Luego H i(X,Z) = 0,
i ≥ 2; y H0(X,Z) = H1(X,Z) = Z porque son el núcleo y conúcleo de

Z4 = (C0Z)(X)
d−−−−→ F1(X) = Z4

d(x1, x2, y1, y2) = (y1 − x1, y2 − x1, y1 − x2, y2 − x2)

Teorema: Sea F un haz sobre un espacio noetheriano X. Si Fx = 0 en todo punto x de
dimensión > d, entonces Hp(X,F) = 0 para todo p > d. En particular, si la dimensión de X es
finita,

Hp(X,F) = 0, p > dimX.

Demostración: (Ver también p. 271). Procedemos por inducción sobre d, y es obvio cuando
d = −1.

Sea {xi} la familia de los puntos de X de dimensión d.

El prehaz Fd(U) = ⊕xi∈UFxi es un haz (flasco) porque todo abierto es compacto.

Tenemos un morfismo natural φ : F → Fd porque el soporte de una sección de F , al ser
cerrado, tiene un número finito de componentes irreducibles, y por tanto un número finito de
puntos de dimensión d.

Además Fd tiene fibra nula en los puntos de dimensión > d, y (Fd)xi = Fxi , de modo que
Kerφ y Cokerφ tienen fibra nula en todo punto de dimensión > d− 1, y

Hp(X,Kerφ) = Hp(X,Cokerφ) = 0, p ≥ d
0 −→ Kerφ −→ F −→ Imφ −→ 0 (9.1)

Hp(X,F) = Hp(X, Imφ), p ≥ d,
0 −→ Imφ −→ Fd −→ Cokerφ −→ 0 (9.2)

Hp(X, Imφ) = 0, p > d.
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Teorema: Todo A-módulo M define un haz M̃ en SpecA, asociado al prehaz U  MU , y
Γ(SpecA, M̃) = M , (p. 129). Estos haces M̃ son aćıclicos,

Hn(SpecA, M̃ ) = 0, n ≥ 1.

Demostración: Si j : Uf → X = SpecA es un abierto básico, pondremos Ff = j∗j
∗F , de modo

que Ff (U) = F(Uf ∩U), y el haz Ff es flasco cuando F lo es. Además, (M̃)f es el haz asociado
al A-módulo Mf .

Procedemos por inducción sobre n y, dada una clase de cohomoloǵıa c ∈ Hn(X, M̃), primero

vamos a ver que cada punto x tiene un entorno básico Uf tal que c = 0 en Hn(X, M̃f ).

Truncamos una resolución flasca 0→ M̃ → C• en la etapa n-ésima, de modo que tenemos un
diagrama conmutativo, donde K es la imagen de Cn−1 → Cn y K′ es la imagen de Cn−1

f → Kf ,

0 // M̃ //

��

C0 //

��

. . . // Cn−1 //

��

K //

��

0

0 // M̃f
// C0
f

// . . . // Cn−1
f

// K′ // 0
K′ ⊆ Kf

y la segunda sucesión también es exacta porque, en p = 1, . . . , n−1 la cohomoloǵıa del complejo
de secciones en cualquier abierto básico Ug es Hp(Uf ∩ Ug, M̃) = Hp(SpecAfg, M̃) = 0.

Luego c ∈ Hn(X, M̃) = Coker (Cn−1(X) → K(X)) estará representada por una sección
s ∈ K(X), y en un entorno Uf de x vendrá de una sección s̄ ∈ Cn−1(Uf ) = Cn−1

f (X).

Concluimos que c = 0 en Hn(X, M̃f ) = Coker (Cn−1
f (X)→ K′(X)), según lo afirmado.

Ahora, por compacidad X = Uf1∪ . . .∪Ufr , donde c = 0 en Hn(X, M̃fi), y la sucesión exacta
larga de cohomoloǵıa asociada a (la hacificación de) la sucesión exacta

0 −→M −→Mf1 ⊕ . . .⊕Mfr −→ N −→ 0

muestra que el morfismo Hn(X, M̃)→ ⊕iHn(X, M̃fi) es inyectivo (y por tanto c = 0). Cuando

n = 1, porque el morfismo ⊕iMfi = H0(X,⊕iM̃fi) → H0(X, Ñ) = N es epiyectivo, y cuando

n > 1, porque Hn−1(X, Ñ) = 0 por inducción.

Nota: En las curvas, este teorema es de demostración mucho más sencilla. Sea X un espacio
con un punto denso x cuyos entornos son los conjuntos de complementario finito. En X los haces
constantes son flascos, y también los haces F con fibra nula en x porque el soporte de cualquier
sección s ∈ F(U), al ser cerrado, está formado por un número finito de puntos cerrados, y s
puede prolongarse por 0 fuera de U . En general, las sucesiones exactas 9.1 y 9.2 del morfismo
natural φ : F → Fx permiten concluir que Hp(X,F) = 0, p > 1, porque tanto Kerφ como
Cokerφ tienen fibra nula en x.

Si además X = SpecA, donde A es un anillo noetheriano de dimensión 1 ı́ntegro, veamos
que Hp(X, M̃) = 0, p ≥ 1. Como el submódulo de torsión T tiene fibra nula en el punto genérico
x, define un haz flasco, y la sucesión exacta de cohomoloǵıa asociada a (la hacificación de) la
sucesión exacta 0 → T → M → M/T → 0 muestra que podemos suponer que M carece de
torsión. Ahora la sucesión exacta de cohomoloǵıa asociada a la sucesión exacta

0 −→M −→Mx −→Mx/M −→ 0

permite concluir, porque el haz M̃x es flasco, la fibra en x del haz (Mx/M)∼ es nula, y el

morfismo Mx = H0(X, M̃x)→ H0(X, (Mx/M)∼) = Mx/M es epiyectivo.
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Cohomoloǵıa e Imagen Directa: Sea f : X → Y una aplicación continua y sea 0→ F → R•
una resolución flasca de un haz F en X.

Los haces f∗Rn son flascos; pero la sucesión 0→ f∗F → f∗R• puede no ser exacta. Si lo es,
la imagen directa conserva cohomoloǵıa,

Hn(Y, f∗F) = Hn
[
Γ(Y, f∗R•)

]
= Hn

[
Γ(X,R•)

]
= Hn(X,F).

Teorema: Hn(X, i∗F) = Hn(Y,F), cuando i : Y → X es un cerrado de X.

Demostración: El funtor i∗ es exacto porque (i∗F)x = Fx cuando x ∈ Y , y 0 en otro caso.

Teorema: Si Y admite una base de abiertos V tales que F es aćıclico en f−1V ,

Hn(Y, f∗F) = Hn(X,F).

Demostración: Por hipótesis las siguientes sucesiones son exactas

0 −→ F(f−1V ) −→ R•(f−1V )
|| ||

0 −→ (f∗F)(V ) −→ (f∗R•)(V )

y tomando ĺımite inductivo sobre los entornos de y ∈ Y , vemos que 0 → (f∗F)y → (f∗R•)y es
exacta; luego f∗R• es una resolución de f∗F y terminamos.

9.2. Esquemas y Haces Coherentes

Un espacio anillado (X,OX) es un espacio topológico X con un haz de anillos OX , y es un
espacio localmente anillado si las fibras OX,x son anillos locales. Diremos que los elementos
del anillo OX(U) son las funciones en el abierto U .

Un morfismo (f, φ) : (X,OX) → (Y,OY ) es una aplicación continua f : X → Y con un
morfismo de haces φ : OY → f∗OX (morfismos de anillos OY (V )→ OX(f−1V ) compatibles con
los morfismos de restricción), y es un morfismo de espacios localmente anillados si además los
morfismos OY,f(x) → OX,x son locales, mx ∩ OY,f(x) = mf(x).

(SpecA, Ã) es un espacio localmente anillado, y cada morfismo de anillos φ : A → B de-
fine un morfismo de espacios localmente anillados (f, φ) : (SpecB, B̃) → (SpecA, Ã), donde
f : SpecB → SpecA es la aplicación continua inducida por φ, y φ : Ã → f∗B̃ es el morfismo
asociado al morfismo de prehaces AU → Bf−1U → B̃(f−1U)→ (f∗B̃)(U).

Hom(A,B) = Hom(SpecB, SpecA).

En efecto, cada morfismo (f, φ) : (SpecB, B̃)→ (SpecA, Ã) de espacios localmente anillados
induce un morfismo de anillos φ : A = Γ(SpecA, Ã) → Γ(SpecB, B̃) = B que lo reconstruye,
pues al ser local el morfismo de anillos Af(y) → By, el siguiente cuadrado conmutativo muestra
que f es la aplicación inducida por φ,

A
φ //

��

B

��
Af(y)

φ // By

Ejemplo: Si A es ı́ntegro, los anillos locales Ax son subanillos del cuerpo de fracciones Σ, y el
morfismo de prehaces AU →

⋂
x∈U Ax es isomorfismo en fibras; luego el haz Ã es
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Ã(U) =
⋂
x∈U

Ax.

Definiciones: Un espacio anillado (X,OX) es un esquema af́ın si es isomorfo a (SpecA, Ã)
para algún anillo, que ha de ser A = OX(X), y es un esquema si cada punto tiene un entorno
abierto U , y por tanto una base de entornos, tal que (U,OX |U ) es un esquema af́ın.

Los morfismos de esquemas son los morfismos de espacios localmente anillados.

Un esquema X es noetheriano si es unión finita de abiertos afines Ui = SpecAi, donde el
anillo Ai es noetheriano. En tal caso todo abierto af́ın es U = SpecA, con A noetheriano.

En efecto, podemos suponer que X = SpecA, y una cadena de ideales de A estabiliza preci-
samente cuando estabiliza en cada anillo Ai.

Todo esquema noetheriano X es un espacio topológico noetheriano en que cada cerrado
irreducible tiene punto genérico, y por tanto coincide con el espectro de su topoloǵıa (p. 209)
aśı que Hp(X,F) = 0 cuando p > dimX (p. 230).

Un OX -módulo M es casicoherente si el esquema X se recubre por abiertos afines U =
SpecA en que M|U = M̃ para algún A-módulo M (luego en todo abierto af́ın V ⊂ U).

Cuando X es noetheriano, M es coherente si además M es un A-módulo finito.

Los haces localmente libres son casicoherentes, y las clases de isomorfismo de haces de ĺınea
forman un grupo abeliano con el producto tensorial ⊗OX , el grupo de Picard Pic(X).

La unidad es OX , y el inverso de L es L−1 = HomOX (L,OX).

Proposición: Todo haz casicoherente M en SpecA es M = M̃ para un A-módulo M .

Demostración: Pongamos M =M(SpecA).

Los morfismos MU →M(U) inducen un isomorfismo M̃ →M.

En efecto, SpecA se recubre por abiertos básicos Ui en que M|Ui = M̃i, y el siguiente
diagrama conmutativo de filas exactas muestra que Mf =M(Uf ),

0 −→ Mf −→
⊕

iM(Ui)f ⇒
⊕

i,jM(Ui ∩ Uj)f
↓ || ||

0 −→ M(Uf ) −→
⊕

iM(Ui ∩ Uf ) ⇒
⊕

i,jM(Ui ∩ Uj ∩ Uf )

Definiciones: Si U es un abierto de X, el esquema (U,OX |U ) es un subesquema abierto de
X. Si I es un haz de ideales casicoherente, el soporte Y del haz de anillos OX/I es un cerrado
de X, y el esquema (Y,OX/I) es el subesquema cerrado de X definido por I.

Un morfismo Y → X es una inmersión abierta o cerrada si define un isomorfismo de Y con
un subesquema abierto o cerrado de X.

Un esquema es ı́ntegro si es irreducible (tiene un punto genérico pg) y los anillos locales
OX,x son reducidos, de modo que OX(U) ⊆ Σ, donde Σ = OX,pg es cuerpo.

Un esquema sobre un cuerpo k es un morfismo X → Spec k (y equivale a dar una estructura
de k-álgebra en OX(U), de modo que los morfismos de restricción sean morfismos de k-álgebras),
y es un esquema de tipo finito sobre k si es unión finita de abiertos afines Ui = Spec k[ξ1, . . . , ξn].

Si además es de dimensión 1, es una curva sobre el cuerpo k.

Una curva ı́ntegra X es completa si todo anillo de valoración discreta V de Σ, trivial sobre
k, centra en un único punto x ∈ X (i.e., V domina al anillo local OX,x ⊂ Σ), y es no singular
si sus anillos locales OX,x son regulares (de valoración discreta).

Definición: La variedad de Riemann de una extensión finita Σ de k(t) es el espacio anillado

X = {anillos de valoración discreta de Σ triviales sobre k}
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OX(U) =
⋂
x∈U
Ox

donde Ox es el anillo de valoración de x ∈ X, y los cerrados 6= X son los conjuntos finitos que
no contienen al punto genérico pg que define el anillo de valoración trivial Σ.

La recta proyectiva P1 sobre el cuerpo k es la variedad de Riemann de k(t).
Por ejemplo, toda curva completa y no singular C sobre un cuerpo k es la variedad de

Riemann de su cuerpo de funciones racionales Σ = OC,pg .

Teorema: La variedad de Riemann (X,OX) es una curva completa y no singular.

Demostración: Si B (resp. B′) es el cierre entero de k[t] (resp. k[1
t ]) en Σ, sabemos que los

morfismos k[t]→ B y k[1
t ]→ B′ son finitos (p. 144)

X = U ∪ U ′,

{
U = {x ∈ X : vx(t) ≥ 0} = SpecB

U ′ = {x ∈ X : vx(t) ≤ 0} = SpecB′

donde U,U ′ son abiertos de X, porque X − U = (1
t )0, y X − U ′ = (t)0.

Se concluye porque B y B′ son dominios de Dedekind (p. 144).

Definiciones: El grupo Div(X) de los divisores de X es el grupo abeliano libre generado por
los puntos cerrados de X. El grado de un punto cerrado grx = [κ(x) : k] es finito por el Teorema
de los Ceros, y el grado de un divisor D =

∑
x nx · x es

grD =
∑

x nx(grx).

Toda función racional 0 6= f ∈ Σ tiene un número finito de ceros y polos (en un dominio de
Dedekind toda función no nula tiene un número finito de ceros) y su divisor es

D(f) =
∑

x vx(f) · x

de modo que D(f ′f) = D(f ′) + D(f). Dos divisores son linealmente equivalentes, D′ ∼ D,
si difieren en en divisor de alguna función racional,

D′ = D +D(f),

y las clases de equivalencia lineal de divisores forman un grupo Div(X)/∼.

Teorema: grD(f) = 0.

Demostración: Si f es algebraica sobre k, entonces D(f) = 0.
Si f es trascendente, como es algebraica sobre k(t), también t es algebraica sobre k(f), y Σ

es una extensión finita de k(f).
Si B es el cierre entero de k[f ] en Σ, es un k[f ]-módulo finito (p. 144) sin torsión; luego libre,

k[f ]n ' B

y localizando en el punto genérico vemos que n = [Σ : k(f)].
El anillo de la fibra del origen, al ser de dimensión 0, descompone en suma directa (p. 130)

kn ' B/fB = (Bx1/fBx1)⊕ . . .⊕ (Bxr/fBxr)

vxi(f) = l(Bxi/fBxi)
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y vemos que n =
∑
vxi(f)(grxi), donde xi recorre los ceros de f .

El número de ceros de f es n = [Σ : k(f)].
El número de polos de f , que es el número de ceros de 1

f , es [Σ : k
(

1
f

)
].

Ambos coinciden porque k
(

1
f

)
= k(f). q.e.d.

Cada divisor D tiene asociado un haz de ĺınea LD,

LD(U) = {f ∈ Σ: D +D(f) ≥ 0 en U}.

En efecto, para cada punto x podemos elegir un parámetro t ∈ Ox y un entorno U en que t no
tenga otros ceros ni polos, ni el divisor D tenga otros puntos, de modo que si n es el coeficiente
de x en D, tenemos que LD es libre en U ,

LD|U = t−nOX |U .

Si D′ = D+D(h), entonces φ : LD′ → LD, φ(f) = hf , es un isomorfismo, aśı que el haz LD
sólo depende de la clase [D].

Además, el morfismo φ : LD1⊗OX LD2 → LD1+D2 , φ(f1 ⊗ f2) = f1f2, es un isomorfismo
porque lo es en cada fibra,

LD1+D2 = LD1⊗OXLD2 .

Teorema: Pic(X) = Div(X)/∼.

Demostración: Un isomorfismo LD′
∼−→ LD define un isomorfismo Σ ' Σ entre sus fibras genéri-

cas, que será una homotecia, de razón h. En cada abierto tenemos que 0 ≤ D′ +D(f) si y sólo
si 0 ≤ D +D(hf) = D +D(h) +D(f); luego D′ = D +D(h), y D′ ∼ D.

Además, dado un haz de ĺınea L, si fijamos un isomorfismo Lpg
∼−→ Σ, podemos ver en Σ las

secciones de L y sus fibras Lx, que son Ox-módulos libre de rango 1; luego Lx = mnx
x para algún

entero nx, y nx = 0 en todos los puntos, salvo un número finito, porque L(U) = fOX(U) en
cada abierto af́ın U , y f tiene un número finito de ceros y polos.

Si ponemos D = −
∑

x nx · x, el morfismo natural L → LD es un isomorfismo.

Corolario: Pic(P1) = Z, y pondremos OP1(n) = Lnp∞ .

Demostración: Hemos de ver que todo divisor D de grado 0 es D = D(f), con f ∈ k(t).
Como ambos son de grado 0, basta ver que coinciden en la parte af́ın Spec k[t].
Si en la parte af́ın D = n1x1 + . . .+ nrxr, tomamos polinomios pi(t) que generen los ideales

maximales mxi de k[t], y D coincide con el divisor de f(t) = p1(t)n1 . . . pr(t)
nr .

Morfismos: Cada k-morfismo Σ′ → Σ induce un morfismo de k-esquemas π : X → X ′ entre
las variedades de Riemann. En efecto, Ox′ = Ox ∩ Σ′ es un anillo de valoración discreta de Σ′

trivial sobre k, y ponemos x′ = π(x). Como sus fibras son finitas, π es continua, y el morfismo
de haces OX′ → π∗OX se define por las inclusiones

OX′(U) =
⋂
x′∈U
Ox′ −→ OX(π−1U) =

⋂
π(x)∈U

Ox.

Cuando U = SpecA es af́ın, π−1(U) = SpecB, donde el cierre entero B de A en Σ es un
A-módulo localmente libre de rango d = [Σ : Σ′], el grado del morfismo.

Por tanto, cada fibra de π puede verse como un divisor de grado d(grx′),

π∗(x′) =
∑

π(x)=x′
l(Bx/mx′Bx) · x

lo que permite definir la imagen inversa π∗D′ de un divisor, y Lπ∗D′ = π∗(LD′).
Aśı es todo k-morfismo de esquemas X → X ′ no constante.
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9.3. Curvas y Teorema de Riemann-Roch

Teorema: dim kH
p(P1,O(n)) =

{
n+ 1 p = 0

0 p 6= 0

dim kH
p(P1,O(−n)) =

{
n− 1 p = 1

0 p 6= 1

Demostración: Una vez probado que el haz OP1 es aćıclico, las sucesiones exactas

0 −→ O(n) −→ O(n+ 1) −→ k∞ −→ 0,

donde k∞ es el haz k concentrado en el punto del infinito, permiten concluir.
La proyección π : P1 → •/

•\• , que transforma el origen y el infinito en los dos puntos cerrados,
y los restante en el punto denso, conserva la cohomoloǵıa de los haces casicoherentes (pp. 231,
232). Además el haz π∗OP1 admite la resolución flasca,

0 −→ •
•
•k[t]

k[t, 1
t ]

k[1
t ]
−→ •

•
•k[t, 1

t ]

k[t, 1
t ]

k[t, 1
t ]
−→ •

•
•k[1

t ]/k

0

k[t]/k −→ 0

0 −→ H0(P1,OP1) −→ k[t, 1
t ] −→ (k[1

t ]/k)⊕ (k[t]/k) −→ H1(P1,OP1) −→ 0

y terminamos porque el morfismo k[t, 1
t ]→ (k[1

t ]/k)⊕ (k[t]/k) es epiyectivo.

Teorema: Los grupos de cohomoloǵıa de todo haz coherente M sobre una curva completa y no
singular X son espacios vectoriales de dimensión finita.

Demostración: Un morfismo k(t)→ Σ define una proyección π : X → P1 que conserva la cohomo-
loǵıa de los haces coherentes, y π∗M es un haz coherente en P1 porque π−1(Spec k[t]) = SpecB,
donde B es un k[t]-módulo finito (p. 144). Luego podemos suponer que X = P1.

La torsión del haz coherente M está concentrada en un número finito de puntos cerrados,
donde su fibra es de dimensión finita; luego podemos suponer que es nula, y M es un subhaz
del haz constante Mg.

Ahora una sección racional s ∈Mg no nula define un haz de ideales I

I(U) = {f ∈ OP1(U) : fs ∈M(U)}.

El teorema es cierto para I ' O(−n), y para M/Is por inducción sobre el rango, y la
sucesión exacta 0→ I →M→M/Is→ 0 permite concluir.

Definiciones: Pondremos hp(M) = dimHp(X,M), y la caracteŕıstica de Euler-Poincaré

χ(M) = χ(X,M) = h0(M)− h1(M)

es una función aditiva sobre los haces coherentes.
El género de una curva completa y no singular X es g = h1(OX).

Según el teorema anterior, χ(P1,O(n)) = n+ 1, n ∈ Z.
El cierre algebraico de k en Σ es H0(X,OX). Es una extensión finita de k, y supondremos

siempre que coincide con k, de modo que χ(OX) = 1− g.

Teorema de Riemann-Roch (débil): χ(LD) = 1− g + grD.
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Demostración: La sucesión exacta larga de cohomoloǵıa de la sucesión exacta

0 −→ LD −→ LD+x −→ κ(x) −→ 0

muestra que χ(LD+x) = χ(LD) + grx.
Luego el teorema es cierto para LD si y sólo si es cierto para LD+x.
Como es cierto cuando D = 0, es cierto para todos los divisores.

Corolario: Una curva completa y no singular X es racional, ΣX ' k(t), si sólo si es de género
0 y tiene un punto racional.

Demostración: Si X es de género 0 y grx = 1, entonces χ(Lx) = 1− 0 + 1 = 2.
Se sigue que h0(Lx) ≥ 2, y existe f ∈ Σ con un único polo en x, y de orden 1.
Luego Σ = k(f), porque [Σ : k(f)] = no de polos de f = 1.

Corolario: Si X es una curva completa y no singular, todo abierto U = X − x es af́ın.

Demostración: Tenemos que h0(Lnx) ≥ 1− g + n.
Cuando n ≥ g + 1, existe una función racional no constante f : X → P1 que sólo tiene polos

en el punto x; luego U = f−1(A1) es af́ın.

Definición: Consideremos, en la categoŕıa de haces coherentes sobre una curva X, el funtor
F (M) = H1(X,M)∗. Es exacto por la izquierda, porque H2(X,M) = 0, y toda pareja está
dominada por una mı́nima. En efecto, toda sucesión de epimorfismos

Mξ
p1−−→M′ξ′

p2−−→M′′ξ′′
p3−−→ . . .

estabiliza porque Ker p1 ⊆ Ker (p2p1) ⊆ Ker (p3p2p1) ⊆ . . . y X es noetheriano.
Por el Teorema de Representabilidad, F es el ĺımite inductivo de los funtores representados

por las parejas mı́nimas; luego para todo haz coherente M tenemos que,

H1(X,M)∗ = ĺım
−→

HomOX (M,Mi) = HomOX (M,DX)

donde el haz casicoherente DX = ĺım
−→
Mi es el haz dualizante de la curva X.

Teorema: DP1 = O(−2).

Demostración: H1(P1,O(−2)) 6= 0, aśı que O(−2), con cualquier ξ ∈ H1(P1,O(−2))∗ no nulo,
es una pareja mı́nima (los cocientes de un haz de ĺınea son de torsión, luego aćıclicos).

El haz O(−2) es un submódulo de DP1 , y si ponemos M(n) =M⊗OP1
O(n), n ≥ 1,

0 −→ O(−2) −→ DP1 −→ K −→ 0

0 −→ O(n− 2) −→ DP1(n) −→ K(n) −→ 0

0 −→ Γ(P1,O(n− 2)) −→ Γ(P1,DP1(n)) −→ Γ(P1,K(n)) −→ 0

Γ(P1,DP1(n)) = HomOX (O(−n),DP1) = H1(P1,O(−n))∗

dim Γ(P1,O(n− 2)) = n− 1 = dimH1(P1,O(−n))∗

Γ(P1,K(n)) = 0

lo que implica que K = 0, porque no tiene torsión (la torsión define secciones globales), y los
elementos de la fibra genérica definen (p. 236) morfismos O(−n)→ K.

Teorema: El haz dualizante de una curva completa y no singular es un haz de ĺınea.
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Demostración: Consideremos un morfismo k(t)→ Σ y la correspondiente proyección π : X → P1.
La imagen directa π∗ conserva la cohomoloǵıa de los haces coherentes, y π∗M es coherente

cuando M lo es,

H1(X,M)∗ = H1(P1, π∗M)∗ = HomOP1
(π∗M,DP1)

= Homπ∗OX (π∗M,HomOP1
(π∗OX ,DP1)),

H1(X,M)∗ = HomOX (M,DX) = Homπ∗OX (π∗M, π∗DX),

π∗DX = HomOP1
(π∗OX ,DP1) ,

luego DX no tiene torsión y es de rango 1. Es un haz de ĺınea.

Definición: Un divisor K de la curva X es canónico si DX = LK .

Teorema de Riemann-Roch: Si K es un divisor canónico de una curva completa y no singular
X de género g, para todo divisor D,

dimH0(X,LD) = 1− g + grD + dimH0(X,LK−D).

Demostración: H1(X,LD)∗ = HomOX (LD, LK) = H0(X,LK−D), y se acaba por el teorema de
Riemann-Roch débil.

Corolario: h1(LK) = 1, h0(LK) = g, grK = 2g − 2.

Demostración: H1(X,LK)∗ = HomOX (LK , LK) = H0(X,OX) es de dimensión 1.
H0(X,LK) = HomOX (OX , LK) = H1(X,OX)∗ es de dimensión g, y

g = h0(LK) = 1− g + grK + h0(OX) = 2− g + grK.

9.3.1. Cálculo del Dualizante

Si X es un k-esquema, el haz asociado al prehaz U  ΩOX(U)/k es el haz de diferenciales
ΩX . Como las diferenciales localizan (p. 78), en cada abierto af́ın U = SpecA es el haz asociado
a ΩA/k, y es coherente cuando X es de tipo finito.

Proposición: Si X es una curva no singular y k es perfecto, el haz ΩX es de ĺınea.

Demostración: Si t es un parámetro local, mx = tOx, la sucesión exacta

mx/m
2
x −→ ΩOx ⊗Oxκ(x) −→ Ωκ(x)/k = 0

muestra que ΩOx ⊗Ox κ(x) = 〈dt〉, y por Nakayama ΩOx = Oxdt.
Si tuviera torsión, ΩΣ/k = 0, y Σ seŕıa (p. 81) una extensión separable de k(t) a la que no

podŕıa extenderse ninguna k-derivación de k(t). Absurdo.

Teorema: El haz dualizante de una curva completa y no singular X sobre un cuerpo k algebrai-
camente cerrado es el haz de diferenciales,

LK = ΩX .

1a demostración: El teorema es cierto en P1 porque ΩP1 = O(−2).
En efecto, dt no tiene ceros ni polos en la parte af́ın, y en el infinito tiene dos polos

u = t−1, dt = d(u−1) = −u−2du.
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En general, consideramos una extensión k(t) → Σ separable, de modo que la métrica de la
traza (p. 83) no es singular, y define una sucesión exacta

0 −→ π∗OX −→ HomOP1
(π∗OX ,OP1) −→ C −→ 0

donde C está concentrado en un número finito de puntos cerrados, porque su fibra genérica es
nula. Luego C ⊗OP1

L = C para todo haz de ĺınea L, y tenemos sucesiones exactas

0 −→ ΩP1 ⊗OP1
π∗OX −→ HomOP1

(π∗OX ,OP1)⊗OP1
ΩP1 −→ C −→ 0

0 −→ ΩP1 ⊗OP1
π∗OX −−−−−−−−→ π∗ΩX −−−−−−−−→ ΩX/P1

−→ 0

donde ΩX/P1
(SpecA) = ΩB/A, siendo B el cierre entero de A en Σ. Como (p. 238)

HomOP1
(π∗OX ,OP1)⊗OP1

ΩP1 = HomOP1
(π∗OX ,ΩP1) = π∗LK

para concluir que LK ' ΩX basta ver que B∗/B y ΩB/A tienen igual longitud en cada punto de
SpecB, donde B se ve en B∗ = HomA(B,A) v́ıa la métrica de la traza.

La métrica de la traza y las diferenciales son estables por cambios de base.

Luego podemos probarlo después de localizar y completar en un punto y ∈ SpecA,

Ây −→ ĺım
←−

By/m
n
yBy = ĺım

←−
By/(m

n1
x1 . . .m

nr
xr )n = B̂x1 ⊕ . . .⊕ B̂xr

donde π−1(y) = {x1, . . . , xr}, y basta probarlo para los morfismos Ây → B̂x.

Como k es algebraicamente cerrado, son anillos de series formales (p. 138),

k[[t]] = Â −→ B̂ = k[[x]]

tB̂ = (xn),

B̂/tB̂ = k[x]/(xn)

y Nakayama muestra que (1, x, . . . , xn−1) es una base del Â-módulo B̂,

B̂ = Â⊕ Âx⊕ . . .⊕ Âxn−1 = Â[x]/(xn + . . .) = Â[x]/(P ).

Lema: Sea A un anillo de Dedekind y B el cierre entero de A en una extensión finita y separable
de su cuerpo de fracciones. Si B = A[ξ] = A[x]/(P ) = A[x]/(xn + . . .),

B∗ = A 1
P ′(ξ) ⊕A

ξ
P ′(ξ) ⊕ . . . ⊕A ξn−1

P ′(ξ) ,

y por tanto, B∗/B ' B/(P ′(ξ)) ' ΩB/A.

Demostración: Si ξ = α1, . . . , αn son las ráıces del polinomio separable P (x), al descomponer
1

P (x) en fracciones simples, y desarrollar en serie de potencias de x−1, vemos que

n∑
i=1

1

P ′(αi)(x− αi)
=

1

P (x)
= x−n(1 + a1x

−1 + . . .)

tr

(
ξi

P ′(ξ)

)
=

{
0 0 ≤ i ≤ n− 2

1 i = n− 1
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Luego ξi

P ′(ξ) ∈ B
∗, porque ξi+j ∈ A⊕Aξ . . .⊕Aξn−1, y la matriz

(
tr
ξiξj

P ′(ξ)

)
=

0 0 1
0 1 •
1 • •


es invertible: 1

P ′(ξ) ,
ξ

P ′(ξ) , . . . ,
ξn−1

P ′(ξ) forman una base de B∗, y B∗/B ' B/(P ′(ξ)).

2a demostración: Sea X = U ∪ U ′ = (SpecB) ∪ (SpecB′), el recubrimiento de la p. 234.
Para toda k-álgebra A, el cambio de base XA es el esquema

XA = X ×k (SpecA) = UA ∪ U ′A = Spec (B ⊗k A) ∪ Spec (B′ ⊗k A)

y el producto directo X×X es el esquema (́ıntegro, porque k es algebraicamente cerrado)

X ×k X = XB ∪XB′ = (X ×k SpecB) ∪ (X ×k SpecB′).

El morfismo diagonal X → X ×X es una inmersión cerrada, porque el morfismo

B ⊗k B′ −→ OX(U ∩ U ′) = B
[

1
t

]
= B′[ t ]

es epiyectivo, y el haz de diferenciales es ΩX = ∆/∆2, donde ∆ es el haz de ideales de la diagonal,
y ∆ es localmente principal porque ΩX es de ĺınea.

Ahora, dado un punto cerrado x ∈ X, restringimos a X × x la sucesión exacta

0 // LK ⊗k OX //

��

Hom(∆, LK ⊗k OX) //

��

Hom(∆/∆2, LK) //

��

0

0 // LK // Hom(mx, LK) // kx×x // 0

donde kx×x = Hom(mx/m
2
x, LK/mxLK) es el haz k concentrado en x× x.

Tomamos imagen directa por la segunda proyección π : X ×X → X,

Hom(ΩX , LK)
δ //

��

R1π∗(LK ⊗k OX)

��
kx

δ // H1(X,LK) // H1(X,LK+x) = 0

donde Hom(ΩX , LK) es un haz de ĺınea, y R1π∗(LK ⊗k OX) = H1(X,LK)⊗k OX es un haz de
ĺınea trivial (la igualdad se debe al siguiente lema).

El diagrama anterior muestra que en cada punto δ : Hom(ΩX , LK)→ OX es epiyectivo.
Luego es un isomorfismo, y ΩX = LK .

Lema: Sea X una curva completa y no singular sobre un cuerpo k. SiM es un haz casicoherente
en X, y A es una k-álgebra,

Hp(XA,M⊗k A) = Hp(X,M)⊗k A.

Demostración: Comparando las sucesiones de Mayer-Vietoris de M y MA =M⊗k A,

0 −→ H0(X,M) −→ Γ(U,M)⊕ Γ(U ′,M) −→ Γ(U ∩ U ′,M) −→ H1(X,M) −→ 0

0 −→ H0(XA,MA) −→ Γ(U,M)A ⊕ Γ(U ′,M)A −→Γ(U ∩ U ′,M)A −→ H1(XA,MA) −→ 0
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vemos, al ser ⊗kA exacto, que Hp(X,M)⊗k A ∼−−→ Hp(XA,M⊗k A).

Fórmula de Hurwitz: Sea π : X → X ′ un morfismo no constante entre curvas completas y no
singulares sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Si Σ′ → Σ es separable de grado d,

2g − 2 = d(2g′ − 2) +
∑
x∈X

ex, ex = l(ΩOx/Ox′ ).

Demostración: Tenemos que grπ∗(K ′) = d(grK ′) = d(2g′− 2). Además, la fibra de ΩX/X′ en el
punto genérico de X es ΩΣ/Σ′ = 0, aśı que tenemos una sucesión exacta

0 −→ π∗ΩX′ = Lπ∗K′ −→ ΩX = LK −→ ΩX/X′ −→ 0

Definición: Una curva X sobre un cuerpo k es lisa si ΩX/k es un haz de ĺınea.

Ejemplos: Cuando k es algebraicamente cerrado, ΩOx/mxΩOx = mx/m
2
x (p. 78), y las curvas

lisas son las curvas no singulares.
Sea k = Fp(t). La curva y2 = xp − t es no singular; pero no es lisa, porque es singular al

cambiar de base al cierre algebraico k̄.

Proposición: Sea X una curva completa y no singular sobre un cuerpo k. Para toda extensión
k → K tenemos que el dualizante es estable por cambios de base,

DX/k ⊗k K = DXK/K .

Demostración: H1(XK ,DX ⊗k K) = H1(X,DX) ⊗k K no es nulo, aśı que existe un morfismo
no nulo DX ⊗k K → DXK , y ambos son haces de ĺınea. Tenemos sucesiones exactas

0 −→ DX ⊗k K −→ DXK −→ C −→ 0

0→ H0(X,DX)K → H0(XK ,DXK )→ H0(XK , C)→ H1(X,DX)K → H1(XK ,DXK )→ 0

|| || || ||
H1(X,OX)∗K H1(XK ,OXK )∗ H0(X,OX)∗K H0(XK ,O∗XK )

y vemos que H0(XK , C) = 0. Como es flasco, C = 0, y DX ⊗k K = DXK .

Teorema: Si una curva completa y no singular X es lisa, entonces LK = ΩX .

Demostración: Como el dualizante y las diferenciales cambian de base, basta probar su coinci-
dencia después de cambiar de base al cierre algebraico, donde ya hemos probado que el dualizante
coincide con las diferenciales (p. 238).

9.4. Inmersiones Proyectivas

El espectro proyectivo de un anillo graduado R = R0⊕R1⊕. . . es el subespacioX = ProjR
de SpecR formado por los ideales primos homogéneos p = ⊕npn que no contienen al ideal
irrelevante R+ = ⊕n≥1Rn (los cerrados son (I)0 = {x ∈ X : I ⊆ px}, donde I = ⊕nIn es un
ideal homogéneo, y los abiertos Uf = X − (f)0, f homogéneo, forman una base) con el haz de
anillos OX asociado al prehaz de localización homogénea

U  R(U) = {anfn : an, fn ∈ Rn, fn sin ceros en U}

donde R(U) es la componente de grado 0 de la localización de R por los elementos homogéneos
que no se anulan en ningún punto de U . Sus fibras OX,x = R(x) son la localización homogénea
de R por los elementos homogéneos que no se anulan en x.
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Siempre supondremos que el ideal irrelevante R+ está generado por R1, de modo que los
abiertos básicos Uf = ProjR− (f)0, con gr f = 1, recubren X.

Pd,A = ProjA[x0, . . . , xd] es el espacio proyectivo de dimensión d sobre A.

Teorema: ProjR es un esquema; Uf = SpecR(f), gr f = 1.

Demostración: Los primos homogéneos de R que no contienen a f se corresponden con los primos
homogéneos q = ⊕∞−∞fnq0 de Rf = ⊕nfnR(f), donde q0 es un primo de R(f).

Esta biyección Uf = SpecR(f) es homeomorfismo porque (an)0 ∩ Uf = ( anfn )0, y es un
isomorfismo de espacios anillados porque tenemos un isomorfismo de prehaces

U ⊆ Uf (R(f))U −→ R(U),
an/f

n

bm/fm
7→ fman

fnbm
·

Proposición: Toda curva proyectiva ı́ntegra Proj k[ξ0, . . . , ξn] es completa.

Demostración: Hemos de ver que cada anillo de valoración discreta V de su cuerpo de funciones
racionales Σ =

{ Pm(ξ0,...,ξn)
Qm(ξ0,...,ξn)

}
centra en un único punto.

Si tomamos un cociente ξs
ξi

de valoración máxima, ξr
ξi

= ξr
ξs
· ξsξi no puede tener valoración

negativa,
Ai = k

[ ξ0
ξi
, . . . , ξnξi

]
⊂ V

y V centra en el punto que define Ai ∩mV .
Si V centrase en otro punto de Uj = SpecAj , entonces Aj ⊂ V, y

ξj
ξi

es invertible en V, de

modo que Aij = Ai
[ ξi
ξj

]
= Aj

[ ξj
ξi

]
⊂ V.

Tanto el centro de V en Ui como en Uj está en Ui ∩ Uj = SpecAij .
Luego coinciden porque V no puede centrar en dos puntos de un abierto af́ın.

Definición: Si M = ⊕∞−∞Mn es un R-módulo graduado, M̃ denotará el haz sobre ProjR
asociado al prehaz de localización homogénea

U  M(U) = {mnfn : mn ∈Mn, fn ∈ Rn no se anula en U}

y, al igual que en el caso del haz de anillos locales, coincide en Uf = SpecR(f) con el haz asociado
a M(f), cuando gr f = 1.

M(n) denotará el R-módulo graduado M(n)d = Mn+d.
Pondremos OX(n) = R(n)∼, y estos haces son de ĺınea, porque en los abiertos Uf tenemos

isomorfismos fn : OX |Uf → OX(n)|Uf .
Si M es un OX -módulo, pondremos M(n) =M⊗OX OX(n).

Como Mf = ⊕nfnM(f) = M(f) ⊗R(f)
Rf , tenemos que M(f) ⊗R(f)

N(f) = (M ⊗R N)(f), y el

morfismo natural M̃ ⊗OX Ñ → (M ⊗R N)∼ es isomorfismo,

M(n)∼ = M̃ ⊗OX OX(n) = M̃(n) ,

OX(n)⊗OX OX(m) = OX(n+m).

Ejemplo: Como k[x0, . . . , xd] es dominio de factorización única, el prehaz ya es haz

O(n)(U) =
{
Pn+m(x0,...,xd)
Qm(x0,...,xd) : Qm sin ceros en U

}
En Pd,A tenemos que xi define una sección global del haz OPd,A(1) que no se anula en

ningún punto de Ui = SpecA
[
x0
xi
, . . . , xdxi

]
. Por tanto, las secciones x0, . . . , xd generan la fibra de
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OPd,A(1) en todos los puntos, y definen un epimorfismo Od+1
Pd,A → OPd,A(1), que ha de verse como

un subfibrado de ĺınea del fibrado trivial de rango d+ 1.

Es el subfibrado de ĺınea universal, en el sentido de que para todo A-esquema X los X-puntos
del espacio proyectivo son las familias de rectas del fibrado trivial de rango d+1 parametrizadas
por X:

Propiedad Universal: HomA(X,ProjA[x0, . . . , xd]) =

[
Cocientes de

ĺınea de Od+1
X

]
Demostración: Sean s0, . . . , sd secciones de un haz de ĺınea L en X que generen la fibra en todo
punto. En el abierto Vi donde genere si tenemos que sj =

sj
si
si,

sj
si
∈ OX(Vi).

Por el siguiente lema, el morfismo A
[
x0
xi
, . . . , xdxi

]
→ OX(Vi),

xj
xi
7→ sj

si
, induce un morfismo

de A-esquemas φi : Vi → Ui, y tenemos isomorfismos φ∗iO(1) = L|Vi , φ∗i (xj) = sj .

Estos morfismos coinciden en las intersecciones, y definen un A-morfismo φ : X → Pd,A y un
isomorfismo φ∗O(1) = L, φ∗(xj) = sj . La unicidad es evidente.

Lema: Hom(X,SpecA) = Hom(A,OX(X)).

Demostración: La aplicación Hom(U,SpecA) → Hom(A,OX(U)) es biyectiva cuando U es un
abierto af́ın (p. 232). Como son haces de conjuntos, es biyectiva cuando U = X.

Corolario: Sea E un k-espacio vectorial de dimensión finita. El grupo de los automorfismos
del esquema P(E) = ProjS•E∗ es el grupo PSl(E) de las proyectivizaciones de automorfismos
semilineales de E, y el subgrupo de los k-automorfismos es el grupo PGl(E) de las proyectivi-
dades.

Demostración: Cada automorfismo σ : P(E) → P(E) define un automorfismo σ∗ del anillo de
secciones globales Γ(P(E),OP(E)) = k, lo que permite reducirnos al caso de un k-automorfismo;
caso que se sigue directamente de la propiedad universal.

Definición: Sea X una curva completa y no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Las secciones globales de un haz de ĺınea LD separan puntos y puntos infinitamente
próximos cuando para cada par de puntos cerrados p, q existe una sección de LD−p que no es
sección de LD−p−q (una sección global de LD que se anula en p y no en q; y cuando p = q esto
significa que no se anula dos veces en p).

Si X → Pd es el morfismo que define una base s0, . . . , sd de Γ(X,LD), y Bi es el cierre entero
de Ai = k

[
s0
si
, . . . , sdsi

]
en ΣX , las secciones de LD separan puntos cuando los anillos Bi/mBi

de las fibras son locales, y separan puntos infinitamente próximos cuando son reducidos; luego
Bi/mBi = Ai/m porque k es algebraicamente cerrado, y Nakayama muestra que Ai = Bi.

Es decir, el morfismo X → Pd es una inmersión cerrada.

Corolario: Las secciones globales de LD separan puntos y puntos infinitamente próximos cuando
grD > 2g. En particular, toda curva completa y no singular sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado es proyectiva.

Demostración: Los divisores K − (D − p) y K − (D − p − q) son de grado negativo, y por el
teorema de Riemann-Roch, h0(LD−p) = h0(LD−p−q) + 1. q.e.d.
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En el caso de una curva completa y no singular X de género g ≥ 2 sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado, la condición necesaria y suficiente para que los divisores canónicos definan
una inmersión cerrada X ↪→ Pg−1 es que para todo par de puntos

h0(LK−p−q) < h0(LK−p) < h0(LK) = g;

es decir, h0(LK−p−q) = g − 2, lo que equivale a que h0(Lp+q) = 1.
La inmersión canónica identifica X con una curva de grado 2g−2 en Pg−1, bien definida salvo

proyectividades (lo que reduce la clasificación de curvas de género g a la clasificación proyectiva
de tales curvas canónicas), salvo cuando X admite una proyección X → P1 de grado 2 (X es
hipereĺıptica), que por la fórmula de Hurwitz ha de ramificar en 2g+2 puntos cuando car k 6= 2,
de modo que ΣX = k(x,

√
P2g+2(x) ).

9.5. Morfismos Proyectivos

Sea R = A[ξ0, . . . , ξd], donde el anillo A es noetheriano.
Pongamos X = ProjR, Ui = X − (ξi)0, y sea i : Ui −→ X el morfismo de inclusión.
Los morfismos ξi : R(n)→ R(n+ 1) inducen morfismos OX(n)→ OX(n+ 1).
Si M es un haz casi-coherente en X, tenemos morfismos M(n)→M(n+ 1), y

ĺım
−→
M(n) −→ i∗(M|Ui), m⊗

fr+n
hr
7→ fr+n

ξni hr
m,

es un isomorfismo. En efecto, en cada abierto af́ın Uj tenemos que ĺım
−→

Mn = Mξi cuandoMn = M

y los morfismos de transición son ξi : M = Mn →Mn+1 = M .

Teorema: ĺım
−→

Hp(X,Fi) = Hp(X, ĺım
−→
Fi), cuando X es un espacio noetheriano.

Demostración: El morfismo natural ĺım
−→
Fi(X)→ (ĺım

−→
Fi)(X) es inyectivo porque X es compacto

(p. 272).
Cada sección s ∈ (ĺım

−→
Fi)(X) está localmente definida por secciones si ∈ Fi(U).

Estas secciones si no coinciden en las intersecciones; pero, al ser estas compactas, coinciden
como secciones de Fj para un ı́ndice j suficientemente grande, y definen una sección global de
Fj que induce s.

Por tanto, en general ĺım
−→

C•Fi es una resolución flasca de ĺım
−→
Fi, y

Hp(X, ĺım
−→
Fi) = Hp

[
Γ(X, ĺım

−→
C•Fi)

]
= ĺım
−→

Hp
[
Γ(X,C•Fi)

]
= ĺım
−→

Hp(X,Fi).

Teorema: Todo haz casi-coherente M sobre X es la localización homogénea M = M̃ de un
R-módulo graduado M , finito generado si M es coherente.

Demostración: Si M = ⊕nΓ(X,M(n)), el morfismo natural M̃ →M es isomorfismo,

M̃(Ui) =
⋃
n

Γ(X,M(n))
ξni

= ĺım
−→

Γ(X,M(n)) = Γ(X, ĺım
−→
M(n)) = Γ(X, i∗M|Ui) =M(Ui).

Cuando M es coherente, los módulos M(Ui) son finito generados, y existe un submódulo
finito generado N =

⊕
nNn ⊆M tal que Ñ →M es epiyectivo.

Luego es un isomorfismo porque Ñ ⊆ M̃ .

Teorema: Todo haz coherente M sobre X admite una presentación finita

⊕OX(nj) −→ ⊕OX(ni) −→M −→ 0
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Demostración: Todo R-módulo graduado finito generado M admite una presentación finita
⊕R(nj)→ ⊕R(ni)→M → 0, y la localización homogénea conserva sucesiones exactas.

Teorema: Hp(Pd,A,O(n)) =


A-módulo libre de rango

(
n+d
d

)
n ≥ 0, p = 0

A-módulo libre de rango
(−n−1

d

)
n < −d, p = d

0 en otro caso

Demostración: Una vez probado el enunciado para el haz de anillos locales OPd , por inducción
sobre n y d se sigue para OPd(n) y OPd(−n) en virtud de las sucesiones exactas

0 −→ OPd(n− 1) −→ OPd(n) −→ OPd−1
(n) −→ 0

0 −→ OPd(−n) −→ OPd(−(n− 1)) −→ OPd−1
(−(n− 1)) −→ 0

La primera muestra también que Hp(Pd,O(n)) = Hp(Pd,O(n+ 1)) cuando p ≥ 1, n ≥ 0.
Por tanto, cuando p ≥ 1, tenemos que

Hp(Pd,O) = ĺım
−→

Hp(Pd,O(n)) = Hp(Pd, ĺım−→ O(n)) = Hp(Pd, i∗OU0) = Hp(U0,OU0) = 0

Por último, como OPd(Ui) = A
[
x0
xi
, . . . , xdxi

]
, es claro que H0(Pd,OPd) = R0 = A.

Ejemplo: Si pC es el haz de ideales de una cónica C de ecuación q(x0, x1, x2) = 0, tenemos un
isomorfismo q : OP2(−2) ∼−→ pC , y la sucesión exacta

0 −→ pC = OP2(−2) −→ OP2 −→ OC −→ 0

prueba que H0(C,OC) = k, H1(C,OC) = 0. Luego (p. 237) toda cónica no singular con un
punto racional es isomorfa a la recta proyectiva (Teorema de Steiner).

Teorema de Serre: Si M es un haz coherente sobre X = ProjA[ξ0, . . . , ξd],

1. Hp(X,M) es un A-módulo finito, nulo cuando p > d.

2. Existe un entero n0 tal que, para todo n > n0, los haces M(n) son aćıclicos, y están
generados por sus secciones globales,

Γ(X,M(n))⊗A OX −→M(n) −→ 0

Demostración: Podemos suponer que X = Pd,A.
El ret́ıculo de cerrados generado por los complementarios de U0, . . . , Ud define una proyección

π : X → β∆d sobre un espacio finito de dimensión d, y π∗ conserva la cohomoloǵıa de los haces
casi-coherentes (p. 232); luego (p. 230)

Hp(X,M) = Hp(β∆d, π∗M) = 0, p > d.

Por otra parte, si consideramos una presentación

0 −→ K −→ ⊕OX(ni) −→M −→ 0

los núcleos y conúcleos de los morfismos Hp(X,M) → Hp+1(X,K) son A-módulos finito gene-
rados y, por inducción descendente vemos que Hp(X,M) es un A-módulo finito generado.

0 −→ K(n) −→ ⊕OX(ni + n) −→M(n) −→ 0
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Si ni + n� 0, los haces OX(ni + n) son aćıclicos y Hp
(
X,M(n)) = Hp+1

(
X,K(n)), p ≥ 1.

Por inducción descendente concluimos que Hp
(
X,M(n)) = 0 cuando n� 0.

Además ⊕iOX(ni + n) está generado por sus secciones globales; luego M(n) también.

Teorema: Si M es un R-módulo graduado finito generado, Mn = Γ(X, M̃(n)) cuando n� 0.

Demostración: 0→ K → ⊕R(ni)→M → 0, 0→ K ′ → ⊕R(nj)→ K → 0,

0 −→ K(n) −→⊕OX(ni + n) −→M(n) −→ 0

0 −→ K′(n) −→⊕OX(nj + n) −→ K(n) −→ 0

Cuando n � 0, al tomar secciones globales se mantienen exactas, y el siguiente diagrama
conmutativo de filas exactas permite concluir,

⊕jR(nj)n −→ ⊕iR(ni)n −→ Mn −→ 0
|| || ↓

H0(X,⊕OX(nj + n)) −→ H0(X,⊕OX(ni + n)) −→ H0(X,M) −→ 0

Teorema de Bézout: Sea R = k[x0, x1, x2], y consideremos dos curvas proyectivas planas C,
C ′ de ecuaciones Pn = 0, P ′m = 0, sin componentes irreducibles comunes.

Si p, p′ son los respectivos haces de ideales, su multiplicidad de intersección en un punto
z es la longitud del OP2,z-módulo OP2,z/pz + p′z,

(C ′ ∩ C)z = l(OP2,z/pz + p′z) ,

y la dimensión del k-espacio vectorial Γ(P2,OP2/p + p′) = ⊕zOP2,z/pz + p′z es el número de
puntos de corte, contados con su grado y multiplicidad.

Como R es un dominio de factorización única, y Pn, P
′
m no tienen factores irreducibles

comunes, tenemos sucesiones exactas

0 −→ R(−n−m)
φ−−→ R(−n)⊕R(−m)

ϕ−−→ R −→ R/(Pn, P
′
m) −→ 0

0 −→ OP2(−n−m) −→ OP2(−n)⊕OP2(−m) −→ OP2 −→ OP2/p + p′ −→ 0

donde φ(Q) = (P ′mQ,PnQ), ϕ(A,B) = PnA − P ′mB. Como la caracteŕıstica de Euler-Poincaré
es aditiva, el número de puntos de corte es el producto de los grados

dim kΓ(P2,OP2/p + p′) = χ(P2,OP2/p + p′)

= χ(OP2)− χ(OP2(−n))− χ(OP2(−m)) + χ(OP2(−n−m))

= 1−
(
n− 1

2

)
−
(
m− 1

2

)
+

(
n+m− 1

2

)
= nm.

9.6. Curvas Completas

Sea Σ el cuerpo de funciones racionales en una curva completa X sobre un cuerpo k, y sea
X̄ la variedad de Riemann de Σ.

Como cada valoración discreta de Σ centra en un único punto de la curva X, tenemos un
morfismo natural

p : X̄ −→ X

y p−1(SpecA) = Spec Ā, donde Ā es el cierre entero de A en Σ, de modo que la imagen directa
p∗ conserva (p. 232) la cohomoloǵıa de los haces casi-coherentes.

0 −→ OX −→ p∗OX̄ −→ C −→ 0
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donde C = (p∗OX̄)/OX está concentrado en los puntos singulares de X.
H0(X,OX) = H0(X̄,OX̄) = k cuando k es algebraicamente cerrado en Σ, y la relación entre

el género aritmético π = dim kH
1(X,OX) y el género geométrico g = dim kH

1(X̄,OX̄) es

g = π −
∑
x∈X

dim k(Ōx/Ox).

En el caso de una curva plana de grado n, su anillo B = k[x0, x1, x2]/(Pn) = R/(Pn) admite
la presentación 0→ R(−n)→ R→ B → 0,

0 −→ OP2(−n)
Pn·−−−→ OP2 −→ OX −→ 0

π = dimkH
1(X,OX) = dimkH

2(P2,OP2(−n)) =

(
n− 1

2

)
Si además k es algebraicamente cerrado, y my denota la multiplicidad de un punto y del árbol
de explosiones Ax en un punto singular x, el género geométrico es (p. 149)

g =

(
n− 1

2

)
−
∑
x∈X

∑
y∈Ax

(
my

2

)
.

Teorema: Si M es un haz coherente sobre una curva completa X, los espacios vectoriales
Hn(X,M) son de dimensión finita sobre k.

Demostración: El núcleo y el conúcleo del morfismo natural φ : M→ p∗p
∗M verifican el teorema

porque son haces coherentes concentrados en los puntos singulares de X.
También p∗p

∗M, porque Hn(X, p∗p
∗M) = Hn(X̄, p∗M), y terminamos,

0 −→ Imφ −→ p∗p
∗M−→ Cokerφ −→ 0

0 −→ Kerφ −→M −→ Imφ −→ 0

Proposición: El haz dualizante DX de una curva plana de grado n es

DX = OX(n− 3).

Demostración: Tenemos sucesiones exactas

0 −→ OP2(m− n) −→ OP2(m) −→ OX(m) −→ 0

Luego h1(OX(n− 3)) = h2(OP2(−3)) = 1, y OX(n− 3) es una pareja mı́nima, con cualquier
elemento no nulo de H1(X,OX(n− 3))∗, porque los haces de torsión son aćıclicos.

Si estuviera dominada por otra pareja mı́nima Mξ, para m� 0 tendremos

0 −→ OX(n− 3) −→M −→ K −→ 0

0 −→ Γ(X,OX(m+ n− 3)) −→ Γ(X,M(m)) −→ Γ(X,K(m)) −→ 0

h0(M(m)) ≤ dim Hom(OX(−m),DX) = h1(OX(m))

= h2(OP2(−m−m))− h2(OP2(−m)) =

(
m+ n− 1

2

)
−
(
m− 1

2

)
h0(OX(m+ n− 3)) = h0(OP2(m+ n− 3))− h0(OP2(m− 3)) =

(
m+ n− 1

2

)
−
(
m− 1

2

)
h0(K(m)) = 0
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y concluimos que K = 0; luego OX(n− 3) =M, y OX(n− 3) = DX .

Corolario: Si X es una curva plana de grado n y LK es el haz de ĺınea canónico de su modelo
no singular X̄, tenemos un isomorfismo de p∗OX̄-módulos

p∗(LK) = HomOX (p∗OX̄ ,OX)⊗OXOX(n− 3).

Demostración: El argumento de la p. 238 prueba que

p∗DX̄ = HomOX (p∗OX̄ ,DX)

y, como DX es un haz de ĺınea, concluimos que

Hom(p∗OX̄ ,DX) = Hom(p∗OX̄ ,OX)⊗OXDX .



Caṕıtulo 10

Geometŕıa Diferencial II

10.1. Cálculo Diferencial Valorado

Sea OX un haz de anillos sobre un espacio topológico X. Un OX -módulo es un haz de
grupos abelianos M en que M(U) tiene una estructura de OX(U)-módulo compatible con los
morfismos de restricción, en el sentido de que para todo abierto V ⊂ U ,

(fm)|V = f |Vm|V ; f ∈ OX(U), m ∈M(U) ,

y es localmente libre de rango r si es localmente isomorfo a OrX (X se recubre por abiertos U
en que M es trivial: M|U ' OrX |U ), y un haz de ĺınea cuando r = 1.

Por ejemplo, si C∞X es el haz de funciones diferenciables sobre una variedad diferenciable X
de dimensión n, el haz D de los campos tangentes es un C∞X -módulo localmente libre de rango
n, y el haz de n-formas Ωn

X es un haz de ĺınea.
Fijemos un C∞X -módulo localmente libre E de rango r.
Una p-forma diferencial valorada en E es un morfismos de haces C∞X -multilineal

ω : D× p. . . ×D −→ E

y por convenio las 0-formas valoradas en E son las secciones globales de E .
La contracción interior de ω con un campo D es la (p− 1)-forma E-valorada

(iDω)(D2, . . . , Dp) = ω(D,D2, . . . , Dp).

Dado un morfismo de haces C∞X -bilineal E ×E ′ ·−→ E ′′, el producto exterior de una p-forma
E-valorada ω con una q-forma E ′-valorada ω′ es la (p+ q)-forma E ′′-valorada

(ω ∧ ω′)(D1, . . . , Dp+q) =
1

p!q!

∑
σ∈Sp+q

sgn (σ)ω(Dσ(1), . . . , Dσ(p)) · ω′(Dσ(p+1), . . . , Dσ(p+q)).

Las demostraciones de las pp. 51, 53 prueban que

iD(ω ∧ ω′) = (iDω) ∧ ω′ + (−1)pω ∧ (iDω
′)

y que ω ∧ ω′ = (−1)pqω′ ∧ ω cuando ω′ ∧ ω se considera respecto del producto e′ · e = e · e′.
En particular, si E ′ = E , la igualdad es válida cuando el producto es conmutativo.

Ejemplos: Las p-formas ordinarias son las p-formas valoradas en C∞X .
Una forma ordinaria ωp y una sección global e de E , definen una p-forma E-valorada

(ωp ⊗ e)(D1, . . . , Dp) = ωp(D1, . . . , Dp) e.

249
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La identidad I : D → D, I(D) = D, es una 1-forma valorada en los vectores.
La torsión Tor(D1, D2) = D∇1 D2−D∇2 D1− [D1, D2] de una conexión lineal ∇ es una 2-forma

valorada en vectores, y su curvatura R(D1, D2) = D∇1 D
∇
2 −D∇2 D∇1 − [D1, D2]∇ es una 2-forma

valorada en End(D).

Lema: Si (U ;u1, . . . , un) es un abierto coordenado de X en que E es trivial, y {e1, . . . , er} es
una base de E(U), entonces en U las p-formas E-valoradas forman un C∞(U)-modulo libre de
base

{ (dui1 ∧ . . . ∧ duip)⊗ ej }1≤i1<...<ip≤n,1≤j≤r.

Definición: Un morfismo de haces ∇ : D × E −→ E es una conexión lineal en E si

1. D∇(e1 + e2) = D∇e1 +D∇e2,

(fD)∇e = fD∇e.

2. (D1 +D2)∇e = D∇1 e+D∇2 e,

D∇(fe) = (Df)e+ fD∇e.

Ejemplos: En C∞X tenemos una conexión natural D∇f = Df , que impĺıcitamente se usa en el
cálculo diferencial con formas ordinarias.

Las conexiones en D son las conexiones lineales (p. 187) en la variedad X.
Si tenemos conexiones en E y E ′, tenemos conexiones naturales en

E ⊕ E ′ , D∇(e+ e′) = D∇e+D∇e′

E ⊗ E ′ , D∇(e⊗ e′) = (D∇e)⊗ e′ + e⊗ (D∇e′)
E∗ , (D∇ω)(e) = D(ω(e))− ω(D∇e)
Hom(E , E ′) , (D∇T )(e) = D∇(Te)− T (D∇e).

Definición: La derivada de Lie de una p-forma E-valorada ω con un campo tangente D es la
p-forma E-valorada

(DLω)(D1, . . . , Dp) = D∇(ω(D1, . . . , Dp))−
p∑
i=1
ω(D1, . . . , [D,Di], . . . , Dp).

Si tenemos un producto bilineal E × E ′ ·−→ E ′′, y conexiones compatibles en el sentido de que
D∇(e · e′) = (D∇e) · e′ + e · (D∇e′), no es dif́ıcil comprobar que

DL(ω ∧ ω′) = (DLω) ∧ ω′ + ω ∧ (DLω′).

Teorema: Sea Ωp(E) el haz de p-formas E-valoradas. Existen morfismos de haces R-lineales
d: Ωp(E) −→ Ωp+1(E), únicos, tales que para todo campo tangente D,

DL = d ◦ iD + iD ◦ d.

Demostración: Veamos la unicidad por inducción sobre p.
Si p = 0, entonces D∇e = DLe = iD(de); luego (de)(D) = D∇e.
Cuando p ≥ 1, tenemos que iD(dω) = DLω− d(iDω) y, por inducción, d(iDω) está determi-

nada de modo único.
Para probar la existencia, definimos la diferencial exterior de modo recurrente. Si p = 0,

(de)(D) = D∇e

y, definida sobre las (p− 1)-formas, para toda p-forma ω ponemos

(dω)(D,D1, . . . , Dp) = (DLω)(D1, . . . , Dp)− (diDω)(D1, . . . , Dp).
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Hemos de probar que dω es una (p+ 1)-forma. Es R-multilineal y alternada.
En efecto, es claro que (dω)(D, . . . ,Di, . . . , Di, . . .) = 0, y

(dω)(D,D,D2, . . . , Dp) = (DLω)(D,D2, . . . , Dp)− (diDω)(D,D2, . . . , Dp) =

= D∇(ω(D,D2, . . . , Dp))−
p∑
i=2
ω(D, . . . , [D,Di], . . .)− (iDdiDω)(D2, . . . , Dp) = 0

porque (iDdiDω)(D2, . . . , Dp) = DLD(iDω)(D2, . . . , Dp)− (diDiDω)(D2, . . . , Dp)

= D∇(ω(D,D2, . . . , Dp))−
p∑
i=2
ω(D, . . . , [D,Di], . . .).

Finalmente, veamos que es C∞X -multilineal. La linealidad en las variables D1, . . . , Dp es clara;
luego también en la primera, porque es alternada.

Fórmula de Cartan: (dω)(D1, D2) = D∇1 (ω(D2))−D∇2 (ω(D1))− ω([D1, D2]).

Demostración:

(dω)(D1, D2) = (DL
1 ω)(D2)− (diD1ω)(D2) = D∇1 (ω(D2))− ω([D1, D2]

)
−D∇2 (ω(D1)).

Corolario: La torsión de una conexión lineal es la diferencial exterior de la identidad,

Tor∇ = dI.

Demostración: (dI)(D1, D2) = D∇1 (I(D2))−D∇2 (I(D1))− I([D1, D2]) = Tor∇(D1, D2).

Teorema: Si tenemos un producto bilineal E × E ′ ·−→ E ′′, y conexiones compatibles en el sentido
de que D∇(e · e′) = (D∇e) · e′ + e · (D∇e′), entonces

d(ωp ∧ ω′q) = (dωp) ∧ ω′q + (−1)pωp ∧ (dω′q).

Demostración: Como iDd = DL − diD, se sigue directamente de las igualdades

iD(ωp ∧ ω′q) = (iDωp) ∧ ω′q + (−1)pωp ∧ (iDω
′
q) ,

DL(ωp ∧ ω′q) = (DLωp) ∧ ω′q + ωp ∧ (DLω′q).

10.1.1. Curvatura

En general d2 6= 0. Por ejemplo, para toda sección e tenemos

(d2e)(D1, D2) = D∇1 ((de)(D2))−D∇2 ((de)(D1))− (de)([D1, D2])

= D∇1 (D∇2 e)−D∇2 (D∇1 e)− [D1, D2]∇e = R(D1, D2)(e)

donde la curvatura R es una 2-forma End(E)-valorada. Es decir, d2e = R∧e, donde el producto
exterior se considera respecto del producto End(E)× E → E , T · e = T (e).

Teorema: d2ω = R ∧ ω.

Demostración: Si E es trivial en un abierto U , y {e1, . . . , er} es una base de E(U), tendremos
ω =

∑
i ωi ⊗ ei =

∑
i ωi ∧ ei, para ciertas p-formas ordinarias ωi,

dω =
∑

i

[
(dωi) ∧ ei + (−1)pωi ∧ (dei)

]
,

d2ω =
∑

i

[
(d2ωi) ∧ ei + (−1)p+1(dωi) ∧ (dei) + (−1)p(dωi) ∧ (dei) + ωi ∧ (d2ei)

]
=
∑

iωi ∧ (d2ei) =
∑

iωi ∧ (R ∧ ei) =
∑

i(−1)2pR ∧ ωi ∧ ei = R ∧ ω.
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Identidad Diferencial de Bianchi: dR = 0.

Demostración: d3e = d2(de) = R ∧ (de) para toda sección e de E , y

d3e = d(d2e) = d(R ∧ e) = (dR) ∧ e+R ∧ (de);

luego (dR) ∧ e = 0. Es decir, (dR)(D1, D2, D3)(e) = 0, y dR = 0.

Nota: En general d no conmuta con la derivada de Lie, sino que [DL, d] = (iDR)∧.

Traslado Paralelo: El haz de secciones diferenciables E de un fibrado vectorial real E → X es
un C∞X -modulo localmente libre, y las formas valoradas en E son las formas valoradas en las fibras
de E. Dada una conexión ∇ en E , y una aplicación diferenciable φ : Y → X, existe una única
conexión φ∗∇ en el haz de secciones diferenciables del fibrado vectorial φ∗E = E ×X Y → Y tal
que, para toda sección local e ∈ E(U),

φ∗(de) = d(φ∗e),

pues si E admite una base e1, . . . , er tendremos D∇ei =
∑

j ωij(D)ej para ciertas 1-formas
ordinarias ωij , y la única posibilidad es considerar la conexión dada por las 1-formas φ∗ωij ,

D̄φ∗∇(φ∗ei) =
∑

j(φ
∗ωij)(D̄)(φ∗ej)

que claramente cumple φ∗(dei) = d(φ∗ei); luego también para toda sección local e. Por la
unicidad, estas conexiones locales coinciden en las intersecciones, y definen una conexión global.

Por ejemplo, cuando E = TX es el fibrado tangente y σ : I → X es una curva diferenciable,
los campos con soporte en σ son las secciones diferenciables de σ∗TX, y la conexión σ∗∇ es la
derivación covariante de campos con soporte introducida en la p. 189.

En general, dada una curva σ : I → X y un vector e0 ∈ Ex0 en la fibra de x0 = σ(t0), existe
una única sección paralela e : I → E, de = 0, tal que e(t0) = e0, lo que define un traslado
paralelo (que depende de σ y no sólo de sus extremos)

Eσ(t0)
∼−−→ Eσ(t1); t0, t1 ∈ I.

Ecuaciones de Estructura de Cartan: Sea ∇ una conexión lineal en X. Si {D1, . . . , Dn} es
una base local de campos tangentes, y {θ1, . . . , θn} es la base dual, tendremos

1. dDj =
n∑
i=1

ωij ⊗Di, ωij(D) = θi(D
∇Dj).

2. d2Dj = R ∧Dj =
n∑
i=1

Ωij ⊗Di, Ωij(D,D
′) = θi(R(D,D′)Dj).

3. Tor = dI =
n∑
i=1

Θi ⊗Di, Θi(D,D
′) = θi(Tor(D,D′)).

Calculando la diferencial exterior de la identidad I =
∑

j θj ⊗Dj =
∑

j θj ∧Dj ,

dI =
∑

j dθj ∧Dj −
∑

j θj ∧ dDj =
∑

i dθi ⊗Di −
∑

i,j(θj ∧ ωij)⊗Di

=
∑

i(dθi +
∑

j ωij ∧ θj)⊗Di

y, comparando con (3), obtenemos la primera ecuación de estructura,

dθi +
∑

jωij ∧ θj = Θi.
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Diferenciando (1) y comparando con (2), obtenemos la segunda ecuación de estructura,

dωij +
∑

kωik ∧ ωkj = Ωij .

Si consideramos θ = (θi) y Θ = (Θi) como formas valoradas en Rn, y ω = (ωij) y Ω = (Ωij)
como formas valoradas en las matrices n× n, estas ecuaciones son

dθ + ω ∧ θ = Θ
dω + ω ∧ ω = Ω

donde los productos exteriores se consideran respecto del producto de matrices.
Si diferenciamos la primera ecuación de estructura,

0 + (dω) ∧ θ − ω ∧ (dθ) = dΘ

y sustituimos dθ y dω por los valores que dan las ecuaciones de estructura, obtenemos la Iden-
tidad de Bianchi:

Ω ∧ θ − ω ∧Θ = dΘ.

Si diferenciamos la segunda ecuación de estructura,

0 + (dω) ∧ ω − ω ∧ (dω) = dω

y sustituimos dω por el valor que da la segunda ecuación de estructura, obtenemos la Identidad
Diferencial de Bianchi:

Ω ∧ ω − ω ∧ Ω = dΩ.

En el caso de una conexión simétrica (como es la de Levi-Civita) tenemos que Θ = 0, y las
ecuaciones de estructura y de Bianchi son

dθ + ω ∧ θ = 0
dω + ω ∧ ω = Ω

}
,

Ω ∧ θ = 0
Ω ∧ ω − ω ∧ Ω = dΩ

}

10.2. Cálculo de Variaciones

Dos aplicaciones diferenciables s̄, s : X → Y definidas en sendos entornos de un punto x ∈ X
tienen el mismo k-jet en x cuando s∗(f) ≡ s̄∗(f) (mód. mk+1

x ) para toda f ∈ C∞(Y ).
En particular, tienen el mismo 1-jet cuando s̄(x) = s(x) y tienen igual aplicación lineal

tangente en x.
Los k-jets de aplicaciones son las clases de equivalencia, y el k-jet en x de una aplicación s

se denota jkxs.
Fijada una proyección regular π : Y → X, el conjunto de 1-jets de secciones locales (diferen-

ciables) de π se denota J1Y , y está dotado de proyecciones naturales

J1Y
p //

π̄
  

Y

π

��

p(j1
xs) = s(x)

X π̄(j1
xs) = x

Si (x1, . . . , xn) son coordenadas en un abierto U ⊆ X, y (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) en un abier-
to V ⊆ π−1(U); en p−1(V ) cada 1-jet de sección j1

xs está determinado por las coordenadas
(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) de s(x) y los coeficientes de la matriz jacobiana

yj,i =
∂yj
∂xi

(x).
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En J1Y tenemos una única estructura de variedad diferenciable tal que (xi, yj , yj,i) son
sistemas de coordenadas locales.

En particular, p y π̄ son proyecciones regulares, y cada sección s : X → Y tiene una prolon-
gación 1-jet s̄ : X → J1Y , s̄(x) = j1

xs, que es diferenciable, porque si localmente s viene dada
por unas ecuaciones yj = yj(x1, . . . , xn), su prolongación 1-jet s̄ viene dada por las ecuaciones

yj = yj(x1, . . . , xn), yj,i =
∂yj(x1, . . . , xn)

∂xi
.

Además, en J1Y tenemos una 1-forma estructural θ con valores en la subida p∗T vY del
fibrado vertical (definido por los vectores tangentes a Y con proyección nula sobre X),

θ(Dj1xs
) = p∗D − s∗π̄∗D, θ =

∑
j(dyj −

∑
i yj,idxi)⊗ ∂yj .

Su núcleo define el sistema de Pfaff estructural P de J1Y , localmente generado por las
1-formas de estructura

θj = dyj −
∑
i

yj,idxi; j = 1, . . . ,m,

y la extensión 1-jet s̄ de una sección s está caracterizada por la condición de ser tangente al
sistema de Pfaff estructural, s̄∗P = 0.

El ideal de contacto I es el que P genera en el álgebra exterior
⊕

p Ωp
J1Y

.

Un campo tangente D̃ en J1Y es una transformación infinitesimal de contacto si
conserva el sistema de Pfaff estructural, D̃LP ⊆ P , lo que equivale a que conserve el ideal que
genera, D̃LI ⊆ I.

Proposición: Todo campo tangente D en Y es la proyección de una única transformación
infinitesimal de contacto D̃. Si D =

∑
j hj∂yj es vertical,

D̃ =
∑

j
hj

∂

∂yj
+
∑

j,i

(
∂hj
∂xi

+
∑

k
yk,i

∂hj
∂yk

)
∂

∂yj,i
.

Demostración: Si f ∈ C∞(Y ), entonces df ≡
∑

i fidxi (mód P ), para ciertas funciones fi, porque
dyj ≡

∑
i yj,idxi (mód. P ). Ahora, si D =

∑
i gi∂xi +

∑
j hj∂yj , entonces D̃xi = gi, D̃yj = hj , y

las funciones D̃yj,i están determinadas por las congruencias (mód. P )

0 ≡ D̃Lθi = D̃L(dyj −
∑

i yj,idxi) = dhj −
∑

i(D̃yj,i)dxi −
∑

i yj,idgi,∑
i(D̃yj,i)dxi ≡ dhj −

∑
i yj,idgi ≡

∑
i uidxi.

Definición: Fijada una n-forma Ln en J1Y , las secciones cŕıticas del problema variacional que
define Ln son las secciones diferenciables s : X → Y tales que∫

s̄
D̃LLn = 0

para todo campo vertical D en Y con soporte compacto.
Si τt es el flujo del campo D, esta condición afirma la anulación de la derivada en t = 0 de

la integral de Ln sobre la prolongación 1-jet de τt(s).
Como

∫
s̄ D̃

Lωn = 0 para toda n-forma ωn ∈ I, dos n-formas Ln, L′n definen el mismo
problema variacional cuando

L′n ≡ Ln (mód. I).
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Siempre supondremos que localmente Ln = Ldx1∧. . .∧dxn para alguna función diferenciable
L en J1Y , llamada lagrangiana, y pondremos dX = dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Lema: Si (iDdLn)|s̄ = 0 para todo campo D tangente a J1Y , entonces s es una sección cŕıtica.
El rećıproco es cierto cuando dLn ≡ 0 (mód. I).

Demostración: Para todo campo D en J1Y con soporte compacto en s̄ tenemos que∫
s̄
DLLn =

∫
s̄
iDdLn +

∫
s̄

diDLn =

∫
s̄

diDLn
Stokes
=== 0

porque iDLn tiene soporte compacto en s̄, y la sección s es cŕıtica.

Rećıprocamente, si dLn ∈ I, localmente dLn =
∑

j θj ∧ ωj para unas n-formas ωj .

Ahora, si una sección s es cŕıtica, para todo campo vertical D con soporte compacto

0 =

∫
s̄
D̃LLn =

∫
s̄
iD̃dLn +

∫
s̄

diD̃Ln =
∑

j

∫
s̄
θj(D̃)ωj .

Cuando D = ρ∂yj , donde ρ ≥ 0 tiene soporte compacto,

0 =

∫
s̄
θj(D̃)ωj =

∫
s̄
ρωj .

Como el soporte de ρ es arbitrariamente pequeño, ωj |s̄ = 0.

Como también θj |s̄ = 0, para todo campo D en J1Y se cumple que

(iDdLn)|s̄ = (iD
∑

j θj ∧ ωj)|s̄ = (
∑

i θj(D)ωj − ωj(D)θj)|s̄ = 0.

Lema Fundamental: Existe una n-forma Θ en J1Y que define el mismo problema variacional
que LdX y, módulo el ideal de contacto, es cerrada

Θ ≡ LdX , dΘ ≡ 0 (mód. I)

Además Θ es única si se pide que Θ ≡ LdX (mód. P ∧ Ωn−1
X ).

Demostración: En J1Y , una base local de las (n+ 1)-formas que son múltiplo de dX es

θj ∧ dX = dyj ∧ dX, dθj ∧ i∂xidX = −dyj,i ∧ dX.

Por tanto, localmente existen funciones fji, gj en J1Y tales que

d(LdX) = dL ∧ dX =
∑

j,ifjidθj ∧ i∂xidX +
∑

jgjθj ∧ dX,

d(LdX) ≡
∑

j,ifjidθi ∧ i∂xidX (mód. I),

Θ = LdX −
∑

j,ifjiθj ∧ i∂xidX,

y se cumple que Θ ≡ LdX, dΘ ≡ 0 (mód. I).

La unicidad local se debe a que {θj , dyj,i, dxj} es una base local de 1-formas, y

d(fθj ∧ i∂xidX) ≡ −fdyj,i ∧ dX.

Finalmente, la unicidad local permite concluir la existencia global de la n-forma Θ en J1Y ,
llamada forma de Poincaré-Cartan del problema variacional.
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Su expresión local (donde ponemos Lyji = ∂L/∂yj,i) es

Θ = LdX −
∑

j,i(−1)iLyji
(

dyj −
∑

k yj,kdxk

)
∧ dx1 ∧ . . . d̂xi . . . ∧ dxn.

Teorema: Una sección s es cŕıtica si y sólo si para todo campo D tangente a J1Y

(iDdΘ)|s̄ = 0.

Definición: Una simetŕıa infinitesimal del problema variacional que define LdX es una
transformación infinitesimal de contacto D en J1Y que cumple DL(LdX) ≡ 0 (mód. I).

Como Θ ≡ LdX (mód. I), y DLI ⊆ I, tal condición equivale a que

DLΘ ≡ 0 (mód. I) ,

y el invariante Noether asociado a la simetŕıa D es la (n− 1)-forma −iDΘ.

Teorema de Noether: El invariante Noether de una simetŕıa infinitesimal D es una forma
cerrada en la extensión 1-jet de cada sección cŕıtica,

(diDΘ)|s̄ = 0.

Demostración: Como DLΘ ≡ 0 (mód. I), en toda sección s tenemos que (DLΘ)|s̄ = 0.
Si además s es cŕıtica, (iDdΘ)|s̄ = 0, y

0 = (DLΘ)|s̄ = (diDΘ + iDdΘ)|s̄ = (diDΘ)|s̄.

Nota: Cuando X = R, los invariantes Noether son funciones sobre J1Y , constantes sobre cada
sección cŕıtica. Cuando X = R × S, donde el primer factor se identifica con el tiempo y el
segundo con el espacio, ωn−1 = (iDΘ)|s̄ es una (n − 1)-forma cerrada en X y produce leyes de
conservación. Aśı, si el soporte de ωn−1 es compacto,

∫
t×S ωn−1 no depende del instante t.

10.2.1. Problemas en Dimensión 1

Supongamos ahora que X = R, y pongamos t = x1, y′j = yj,1.

Ahora J1Y tiene dimensión impar 2m + 1, aśı que la 2-forma dΘ tiene radical no nulo (p.
104) y la condición (iDdΘ)|s̄ = 0 expresa que s̄ es tangente al radical de

dΘ =
∑

j (dLy′j − Lyjdt) ∧ θj

lo que equivale a que las 1-formas dLy′j − Lyjdt se anulen en s̄.

Ecuaciones de Euler-Lagrange: Una sección s es cŕıtica si y sólo si en s̄

dLy′j
dt
− Lyj = 0.

Definición: Una lagrangiana L es regular si en todo punto se cumple que det(Ly′iy′j ) 6= 0, lo

que equivale a que las 2m+ 1 formas

dt, θj = dyj − y′jdt, dLy′j − Lyjdt

formen una base local de 1-formas en J1Y , lo que a su vez equivale a que el radical de la 2-forma
dΘ =

∑
j(dLy′j − Lyjdt) ∧ θj sea de dimensión 1 y no vertical.
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En tal caso, el radical 〈Z〉 de dΘ es incidente con P = 〈θj〉, y las curvas integrales del campo
lagrangiano Z, normalizado con la condición Zt = 1, son las extensiones 1-jet de las secciones
cŕıticas.

Lema: Sea D un campo tangente a una variedad X. Si existe una función t ∈ C∞(X) tal que
Dt > 0, entonces existe una variedad W (quizás no separada) y una proyección regular X →W
cuyas fibras son las curvas integrales del campo D.

Demostración: Sea π : X →W una aplicación epiyectiva cuyas fibras sean las curvas integrales,
y consideremos en W la topoloǵıa cociente (U ⊆ W es abierto si y sólo si π−1U es abierto en
X) y el haz de funciones continuas

O(U) = {f ∈ C(U) : π∗f ∈ C∞(π−1U)}.

Veamos que W es una variedad diferenciable y que π es una proyección regular.
Por hipótesis las hipersuperficies Ha de ecuación t = a cortan transversalmente a las curvas

integrales, y en un único punto porque t es creciente en cada curva integral.
Luego cada punto de X admite un entorno abierto V tal que V → π(V ) = Ha ∩ V es

proyección regular con cierta estructura diferenciable en π(V ) = Ha ∩ V , que coincide con la
que hereda de W porque si U es un abierto de Ha ∩ V , entonces

π−1(U) =
⋃
V ′,t

τt(V
′)

es un abierto de X, donde V ′ recorre todos los abiertos de U .
Por lo mismo, si f es diferenciable en U , también lo es π∗f en π−1U .

Definición: Como Zt = 1, existe una proyección regular J1Y →W cuyas fibras son las exten-
siones 1-jet de las secciones cŕıticas, y la 2-forma dΘ es proyectable a W porque

iZdΘ = 0, ZLdΘ = diZdΘ + iZddΘ = 0 + 0 = 0.

La proyección ω2 de dΘ a W es una 2-forma sin radical, y la variedad simpléctica (W,ω2) es
la variedad de soluciones del problema variacional.

Proposición: Toda simetŕıa infinitesimal D del problema variacional es proyectable a la varie-
dad de soluciones W .

Demostración: Hemos de ver que D conserva el haz de integrales primeras de Z.
Si Zf = 0, entonces

Z(Df) = [Z,D]f −D(Zf) = −(DLZ)f

y derivando con DL la igualdad 0 = C1
1 (Z ⊗ dΘ), al ser DL(dΘ) = 0, vemos que

0 = C1
1 (DLZ ⊗ dΘ);

luego DLZ está en el radical de dΘ y es proporcional a Z.
Concluimos que Z(Df) = −(DLZ)f = 0. q.e.d.

El invariante Noether f = −Θ(D) es constante en las soluciones; luego define una función
diferenciable en W , y la condición DLΘ = 0 significa que iDdΘ = df , de modo que en W
tenemos que iDω2 = df .
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Ecuaciones de Hamilton: Supongamos además que el fibrado es trivial, Y = R × F , y que
la lagrangiana L no depende del tiempo t. En tal caso el campo ∂t es una simetŕıa infinitesimal
del problema variacional, y su invariante Noether h = −Θ(∂t) es la enerǵıa o hamiltoniano.
En coordenadas h = −L−

∑
j y
′
jLy′j .

Ahora J1Y = R × TF , y el campo lagrangiano es Z = ∂t + Z̄, donde Z̄ es un campo en el
fibrado tangente TF (Z no depende del tiempo porque ∂t es una simetŕıa infinitesimal).

También la 2-forma dΘ es invariante por traslaciones en el tiempo, y su restricción ω2 a
cualquier fibra TF es no-singular, porque las fibras son transversales a 〈Z〉 = rad dΘ.

(TF, ω2) es una variedad simpléctica.
Como iZdΘ = 0 y i∂tdΘ = ∂Lt Θ− di∂tΘ = dh, tenemos las ecuaciones de Hamilton

iZ̄ω2 = dh.

La restricción de dΘ a cualquier fibra es ω2 =
∑

j dLy′j∧dyj , aśı que en cualquier fibra TF las

funciones pj = yj , qj = Ly′j son coordenadas canónicas, en el sentido de que ω2 =
∑

j dqj∧dpj .

En estas coordenadas las ecuaciones de Hamilton son

q′j = hpj , p′j = −hqj .

10.3. Fibrados Naturales

Fijemos una variedad diferenciable X de dimensión constante n.
Un fibrado natural sobre X es una proyección regular π : F → X, dotada de un levanta-

miento τ∗ : FU = π−1(U) → FV = π−1(U) de cada difeomorfismo τ : U → V entre abiertos de
X, tal que conmuten los cuadrados

FU
τ∗ //

π
��

FV

π
��

U
τ // V

1. Functorialidad: Id∗ = Id , y (τ ◦ τ ′)∗ = τ∗ ◦ τ ′∗.

2. Carácter local: Para todo difeomorfismo τ : U → V y todo abierto U ′ ⊂ U , se cumple que
la restricción de τ∗ a FU ′ es el levantamiento de τ|U ′ : U

′ → τ(U ′).

3. Regularidad: Si {τt : Ut → Vt}t∈T es una familia diferenciable de difeomorfismos, parame-
trizada por una variedad T (es decir, U =

⋃
t Ut×t y V =

⋃
t Vt×t son abiertos de X×T , y

la aplicación U → V , (x, t) 7→ (τtx, t), es un difeomorfismo), entonces {τt∗ : FUt → FVt}t∈T
es una familia diferenciable de difeomorfismos entre abiertos de F .

Un morfismo de fibrados naturales es una aplicación diferenciable ϕ : F → F ′ que conmuta con
el levantamiento de difeomorfismos, ϕτ∗ = τ∗ϕ,

FU
ϕ //

τ∗

��

F ′U

τ∗
��

FV
ϕ // F ′V

Un fibrado natural es de orden1 ≤ k si para todo par de difeomorfismos τ ′, τ : U → V y
todo x ∈ U se cumple que jkxτ

′ = jkxτ implica que τ ′∗ = τ∗ en la fibra Fx de x.

1De hecho todo fibrado natural es de orden finito; pero en estos apuntes no demostraremos ese resultado.
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Ejemplos: El fibrado tangente TX → X, el cotangente T ∗X → X (donde τ∗ = (τ∗)−1), y los
fibrados de tensores T qpX → X, son fibrados vectoriales naturales de orden 1.

Si F → X es un fibrado natural de orden k, entonces J1F → X lo es de orden k + 1.

Si F → X es un fibrado natural de orden ≤ k y fijamos un punto p ∈ X, el grupo de Lie
Gp = Gkp de los k-jets jkp τ de gérmenes de difeomorfismos U → V que dejen fijo p actúa sobre
la fibra Fp,

g · e = τ∗(e); g = jkp τ ∈ Gkp, e ∈ Fp,

y esta acción es diferenciable (Fp es una Gkp-variedad). En efecto, tomando un entorno coor-
denado de p es clara la existencia de una familia diferenciable de difeomorfismos τg : Ug → Vg,
parametrizada por g ∈ Gp, tal que g = jkτg. Por regularidad, (τg)∗ es una familia diferenciable
de difeomorfismos de Fp, y g · e = (τg)∗(e) es una acción diferenciable.

Teorema de Galois: El funtor fibra F  Fp define una equivalencia de categoŕıas[
Fibrados naturales
en X de orden ≤ k

]
!

[
Gkp-variedades

]
Demostración: La similitud con la teoŕıa de Galois de revestimientos (pp. 218, 222) es evidente;
pero ahora los caminos que unen p y x (que definen una identificación de sus fibras) han de
sustituirse por los difeomorfismos σ : U → V , σ(x) = p.

Obtendremos aśı un fibrado natural universal P → X de orden k, que es de Galois y Gp es
su grupo de automorfismos, P ×X P = Gp×P . Además P/Gp = X, y P trivializa a todo fibrado
natural de orden ≤ k, F ×X P = P × Fp, de modo que la acción de Gp en la fibra Fp permite
reconstruir el fibrado, F = (P × Fp)/Gp. Vayamos con los detalles:

La variedad P de los jets jkxσ de difeomorfismos σ : U → V , σ(x) = p, admite una proyección
regular P → X, jkxσ 7→ x, y el grupo Gp actúa sobre P ,

(jkpg) · (jkxσ) = jkx(gσ).

Este fibrado universal P es un fibrado principal (localmente tenemos difeomorfismos
PU = Gp × U sobre X que conservan la acción de Gp) y es un fibrado natural de orden k.
El levantamiento de un difeomorfismo τ : U → V se define por la igualdad

P|U
τ∗−−→ P|V , τ∗(j

k
xσ) = jkτ(x)(στ

−1).

Ahora, el fibrado asociado a una Gp-variedad Fp se define como

F = (P × Fp)/G −→ X, [(jkxσ, e)] 7→ x ,

y es un fibrado natural de orden ≤ k, donde el levantamiento de τ : U → V es

F|U = (PU × Fp)/Gp
τ∗−−→ (PV × Fp)/Gp = F|V , τ∗

(
[jkxσ, e]

)
= [τ∗(j

k
xσ), e].

Este levantamiento esta bien definido porque las acciones de τ∗ y Gp sobre P conmutan:

τ∗(jpg · jxσ) = τ∗jx(gσ) = jτ(x)(gστ
−1) = jpg · jτ(x)(στ

−1) = jpg · τ∗jxσ ,

y define un funtor de la categoŕıa de Gp-variedades en la de fibrados naturales, donde cada
Gp-morfismo f : Fp → F ′p se corresponde con el morfismo de fibrados naturales

F = (P × Fp)/Gp
Id×f−−−−→ (P × F ′p)/Gp = F ′, [jkxσ, e] 7→ [jkxσ, f(e)].
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Veamos que este funtor y el funtor fibra definen una equivalencia de categoŕıas.
Por una parte, tenemos un difeomorfismo Gp-equivariante

Fp = [(P × Fp)/Gp]p , e 7→ [(jkp Id, e)];

jpg · [jpId, e] = [g∗jpId, e] = [jpg
−1, e] = [jpg · (jpg−1, e)] = [jpId, jpg · e].

Por otra parte, si F → X es un fibrado natural de orden ≤ k, tenemos un isomorfismo de F
con el fibrado asociado a su fibra Fp,

(P × Fp)/Gp = F, [jxσ, e] 7→ σ−1
∗ e,

isomorfismo que está bien definido porque si sustituimos una pareja (jxσ, e) por el par equivalente
jpg · (jxσ, e) = (jx(gσ), jpg · e) = (jx(gσ), g∗e), tenemos que

[jx(gσ), g∗e] 7→ (gσ)−1
∗ g∗e = σ−1

∗ e.

Definición: Sustituyendo p por el origen de Rn vamos a ver que dar un fibrado natural en X
significa darlo ya en todas las variedades de dimensión n. Una referencia de orden k en un punto
x ∈ X es el k-jet jkxσ de un difeomorfismo σ de un entorno de x ∈ X en un entorno del origen
0 ∈ Rn que cumple σ(x) = 0. Las referencias de orden k en el origen de Rn forman un grupo de
Lie Gkn, que actúa en el fibrado RkX → X de todas las referencias de orden k en puntos de X,
que es un fibrado natural de orden k. El fibrado asociado a una Gkn-variedad F0 es el fibrado
natural (RkX × F0)/Gkn → X, y es de orden ≤ k.

Corolario: El funtor “fibrado asociado” define una equivalencia de categoŕıas

[
Gkn-variedades

]
!

[
Fibrados naturales
en X de orden ≤ k

]
Demostración: Fijadas coordenadas locales en p ∈ X, tenemos isomorfismos Gkn ' Gkp, RkX ' P ,

cada Gkn-variedad F0 adquiere una estructura de Gp-variedad, y (RkX × F0)/Gkn ' (P × F0)/Gp.
Ahora el resultado se sigue del teorema anterior. q.e.d.

1. Un inverso del funtor “fibrado asociado” es el funtor fibra F  Fp, donde Fp se considera
con la estructura de Gkn-variedad que define la elección de coordenadas.

Si se desea un funtor inverso intŕınseco, basta tomar, como en la teoŕıa de Galois de
revestimientos (p. 218), el funtor

F  Homnat(R
k
X , F ) = HomGkp

((RkX)p, Fp) ' Fp.

2. Los fibrados vectoriales naturales de orden ≤ 1 se corresponden con las representaciones
lineales diferenciables del grupo lineal G1

n = Gl(Rn). El fibrado tangente se corresponde
con la acción evidente de Gl(Rn) en Rn.

3. La acción deGl(Rn) en {±1} que define el determinante se corresponde con el revestimiento
de orientación ∆X → X.

4. Los revestimientos naturales de orden ≤ k se corresponden con las acciones de Gkn en
variedades discretas. Éstas factorizan a través del cociente por la componente conexa del
neutro, y como Gkn tiene dos componentes conexas, vemos que los revestimientos naturales
son el trivial X → X, el de orientación ∆X → X, y sus uniones disjuntas.
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10.4. Clases de Chern y Curvatura

Sea ∇ una conexión lineal en un fibrado vectorial complejo E → X de rango r.
Cada polinomio P (xij) homogéneo de grado p sobre las matrices Mr×r se corresponde con

una aplicación lineal simétrica P̃ :
⊗pMr×r → C, P (A) = P̃ (A⊗ p. . . ⊗A).

Cuando el polinomio es invariante (por la acción del grupo lineal) P̃ está bien definida
sobre los endomorfismos de cualquier espacio vectorial complejo de dimensión r; luego induce
un morfismo lineal P̃ :

⊗p End(E)→ CX , y obtenemos una 2p-forma ordinaria

P (Ω) = P̃ (R∧ p. . . ∧R).

Si fijamos una base local de secciones, esta 2p-forma compleja es P (Ωij), donde Ωij son las
2-formas de curvatura (p. 252) y el producto de 2-formas es el producto exterior.

Como ejemplo tenemos los polinomios invariantes cp(A) = tr(ΛpA),

|I +A| = 1 + c1(A) + . . .+ cr(A).

Teorema: Si un polinomio P (xij) es invariante por el grupo lineal, la forma diferencial P (Ω)
es cerrada, y su clase en H•(X,C) no depende de la conexión lineal ∇.

Demostración: Por la identidad de Bianchi, dR = 0, tenemos que

d(R∧ p. . . ∧R) = (dR)∧ p. . . ∧R+ . . .+R∧ p. . . ∧(dR) = 0.

Como P es invariante, el morfismo P̃ :
⊗p End(E)→ CX conmuta con el traslado paralelo;

luego con la derivada covariante de secciones y la diferencial exterior,

dP (Ω) = d(P̃ (R∧ p. . . ∧R)) = P̃ (d(R∧ p. . . ∧R)) = 0.

Dadas dos conexiones ∇0,∇1 en E, consideramos la proyección π : X×R→ X y la conexión2

∇ = tπ∗∇1 + (1− t)π∗∇0 en π∗E, de modo que
[
P (Ωi)

]
= s∗i

[
P (Ω)

]
.

Terminamos porque s∗0 = s∗1, al ser π∗ : H•(X,C)→ H•(X × R,C) un isomorfismo.

Lema: Si Ω es la 2-forma de curvatura de una conexión lineal sobre un fibrado de ĺınea complejo
L, entonces la clase de obstrucción de L es δ(L) =

[
Ω

2πi

]
∈ H2(X,C).

Demostración: Sea O el haz de funciones complejas diferenciables, y Zp el haz de p-formas
cerradas. El siguiente diagrama conmutativo de filas exactas, donde dl(f) = f−1df ,

0 // Z 2πi //

2πi
��

O ef //

��

O∗ //

dl
��

0

0 // C // O d // Z1 // 0

muestra que hemos de ver que dl : H2(X,Z) = H1(X,O∗)→ H1(X,Z1) = H2(X,C) transforma
δ(L) en [Ω]. Consideremos el diagrama conmutativo de filas exactas

0 // O∗

dl��

// C0O∗ //

dl��

F //

��

0

0 // Z1 // C0Ω1
X

// G // 0

0 // Z1 //

OO

Ω1
X

d //

OO

Z2 //

OO

0

2Las conexiones lineales no forman un espacio vectorial; pero śı un espacio af́ın.
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Sea {Ui} un recubrimiento abierto de X donde haya secciones continuas ei : Ui → L que no
se anulen en ningún punto, y pongamos ei = gijej en Ui ∩ Uj .

Una vez fijados generadores de las fibras, ei define una sección fi de C0O∗ en Ui, y fi/fj = gij
en O∗(Ui∩Uj), aśı que las secciones fi definen una sección global f de F , que representa a δ(L).

Hemos de probar que f y Ω definen secciones de G que difieren en una sección global de
C0Ω1

X . Ahora bien, tenemos las 1-formas de conexión θi, y Ω = dθi − θi ∧ θi = dθi por la
ecuación de estructura; luego hemos de ver que el germen de θi−dl(fi) en un punto no depende
del ı́ndice i; es decir, θi − θj = dl(fi/fj) = dl(gij),

D∇ei = θi(D)ei = gijθi(D)ej ,

D∇ei = D∇(gijej) = D(gij)ej + gijD
∇ej = (dgij + gijθj)(D)ej ,

θi = θj + g−1
ij dgij .

Teorema: Las clases de Chern de cualquier fibrado vectorial complejo E son

cp(E) =

[
cp

(
−Ω

2πi

)]
.

Demostración: Dos conexiones ∇′,∇′′ en ciertos fibrados vectoriales E′, E′′, con 2-formas de
curvatura Ω′,Ω′′, inducen una conexión ∇ en E′ ⊕ E′′. Su 2-forma de curvatura es

Ω =

(
Ω′ 0
0 Ω′′

)
det
(
I + −1

2πiΩ
)

= det
(
I + −1

2πiΩ
′) ∧ det

(
I + −1

2πiΩ
′′)

cn
(−1

2πiΩ
)

=
∑

p+q=n
cp
(−1

2πiΩ
)
∧ cq

(−1
2πiΩ

)
y si el teorema se cumple para E′ y E′′, también es cierto para E′⊕E′′ por la fórmula de Cartan
(p. 303) pues el producto exterior representa el producto cup (p. 284).

Después de un cambio de base Y → X, inyectivo en cohomoloǵıa, podemos suponer que E
descompone en suma directa de fibrados de ĺınea (p. 303) y se termina por el lema anterior.

Teorema: Si X es una variedad conexa orientable de dimensión n, las clases de cohomoloǵıa
entera en Hn

c (X,R) son las de integral entera,∫
X
εX = 1.

Demostración: Si U es un abierto conexo de X, el morfismo natural Hn
c (U,Z) → Hn

c (X,Z) es
isomorfismo, porque su dual es el morfismo de restricción TX(X)→ TX(U), aśı que basta probar
el teorema cuando X = Rn.

Ahora, por los teoremas de Künneth y de Fubini,∫
Rn
εRn =

∫
Rn
εR ∧ . . . ∧ εR =

(∫
R
εR

)n
y basta probar el teorema cuando X = R, ó R2 ó la esfera S2 (nótese que

∫
X εX es positivo,

porque integramos con la orientación que define εX).
Lo probaremos en la recta proyectiva compleja P1, que identificamos con la esfera de radio

1 en R3 mediante la proyección estereográfica.
Si ξ es el fibrado de ĺınea tautológico de P1, el fibrado tangente es ξ∗ ⊗ ξ∗ (p. 238) y

c1(ξ∗ ⊗ ξ∗) = −2c1(ξ) = 2εP1 .
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La conexión de Levi-Civita de la esfera es una conexión en el fibrado vectorial complejo
ξ∗ ⊗ ξ∗, porque conserva el giro de ángulo recto.

Su 2-forma de curvatura es Ω = −iω2, donde ω2 es la forma de área; luego

c1(ξ∗ ⊗ ξ∗) =
[ i
2π

Ω
]

=
[ 1

2π
ω2

]
,∫

P1

2εP1 =
1

2π

∫
S2

ω2 =
4π

2π
= 2.

Corolario: Si π : Y → X es un morfismo propio entre variedades diferenciables conexas y
orientadas de dimensión n, para toda n-forma ωn con soporte compacto en X,∫

Y
π∗ωn = (grπ)

∫
X
ωn.

Demostración:
∫
X : Hn

c (X,R) ' R,
∫
Y : Hn

c (Y,R) ' R, y π∗(εX) = (grπ)εY (p. 297).

Teorema de Gauss-Bonnet

Sea X una superficie riemanniana compacta y orientada.
El fibrado tangente TX es un fibrado de ĺınea complejo con la estructura que define el

automorfismo J asociado a la forma de área ω2,

J(D) ·D′ = ω2(D,D′).

La conexión de Levi-Civita ∇ conserva el producto escalar y la forma de área; luego también
la estructura compleja, y es una conexión en este fibrado de ĺınea complejo.

Si K es la curvatura escalar de la superficie, la 2-forma de curvatura de esta conexión es

Ω = −iKω2.

Teorema de Gauss-Bonnet:
1

2π

∫
X
Kω2 = χ(X).

Demostración: Como el fibrado tangente TX es el fibrado normal de la inmersión diagonal
X → X ×X, por el siguiente lema tenemos un difeomorfismo de un entorno de la sección nula
s0 en TX con un entorno de la diagonal ∆ en X ×X; luego

c1(TX) = s∗0(s0,∗(1)) = ∆∗(∆∗(1)) = χ(X)εX ,∫
X
c1(TX) =

∫
X
χ(X)εX = χ(X),∫

X
c1(TX) =

∫
X

iΩ

2π
=

1

2π

∫
X
Kω2.

Lema del Entorno Tubular: Sea N el fibrado normal de una subvariedad compacta i : Y → X
de una variedad riemanniana X. Existe un entorno abierto U de Y en X, y un difeomorfismo
ϕ : N → U que transforma la sección nula en la inmersión i = ϕ ◦ s0.

Demostración: Consideremos los entornos Uε = {Dy ∈ N : ‖Dy‖ < ε} de la sección nula.
Por los teoremas de existencia, unicidad y dependencia diferenciable de las condiciones ini-

ciales de la solución de una ecuación diferencial (p. 163) la aplicación exponencial

exp: Uε −→ X, exp(Dy) = σ(1),
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donde σ(t) es la única curva geodésica tangente en t = 0 al vector normal Dy, está definida y es
diferenciable cuando ε es suficientemente pequeño.

Además, en cada punto y de Y , la aplicación lineal tangente

exp∗ : Ty(N) = TyY ⊕Ny −→ TyX = TyY ⊕Ny

es la identidad: en el primer sumando es obvio, y en el segundo porque la recta γ(t) = tDy es
tangente en t = 0 al vector Dy, y exp γ(t) = σ(t) es tangente en t = 0 a Dy.

Por tanto, podemos tomar ε de modo que la exponencial sea difeomorfismo local en todo
punto, e incluso inyectiva.

En caso contrario, tendŕıamos vectores Dn, D
′
n de módulo < 1/n en puntos yn, y

′
n ∈ Y , tales

que exp(Dn) = exp(D′n).
Como Y es compacta, podemos suponer que tales sucesiones convergen,

(y, 0) = ĺım(Dn)yn , (y′, 0) = ĺım(D′n)y′n .

Como la exponencial es continua, y = y′, de modo que las igualdades exp(Dn) = exp(D′n),
n� 0, contradicen el hecho de que la exponencial es difeomorfismo local en y.

Por último, el difeomorfismo Uε → N , Dy 7→
√

1− ‖Dy‖2/ε2Dy, es la identidad en s0(Y ).



Caṕıtulo 11

Topoloǵıa Algebraica

11.1. Haces y Prehaces

Un prehaz P de grupos abelianos sobre un espacio topológico X es un funtor contravariante
de la categoŕıa de abiertos de X en la de grupos abelianos. Es decir, tenemos un grupo abeliano
P(U) para cada abierto U , y morfismos de grupos ρUV : P(U)→ P(V ) cuando V ⊆ U , de modo
que ρUU = Id, y ρUW = ρVW ◦ ρUV cuando W ⊆ V ⊆ U .

Los elementos s ∈ P(U) se llaman secciones de P en U , y decimos que s|V = ρUV (s) es
la restricción de s a V . Dar un morfismo de prehaces f : P → P ′ es dar morfismos de
grupos fU : P(U) → P ′(U) compatibles con los morfismos de restricción, en el sentido de que
los siguientes cuadrados son conmutativos,

P(U)
fU //

ρUV
��

P ′(U)

ρUV
��

P(V )
fV // P ′(V )

Un prehaz F es un haz si F(∅) = 0, y para todo recubrimiento abierto U =
⋃
i Ui de un

abierto U de X se tiene que

1. Si s, s′ ∈ F(U) coinciden en el recubrimiento, s|Ui = s′|Ui , entonces s = s′.

2. Dadas secciones si ∈ F(Ui) que coincidan en las intersecciones, si|Ui∩Uj = sj |Ui∩Uj , existe
s ∈ F(U) tal que si = s|Ui para todo ı́ndice i,

F(U) −→
∏
i
F(Ui) ⇒

∏
i,j
F(Ui ∩ Uj).

Los morfismos de haces son los morfismos de prehaces.

Un subhaz de F es un haz F ′ tal que F ′(U) es un subgrupo de F(U) en todo abierto U y
los morfismos de inclusión definen un morfismo de haces F ′ → F .

La restricción de F a un abierto U de X es el haz (F|U )(V ) = F(V ), V ⊆ U .

De modo análogo se definen los haces de conjuntos, anillos, etc.

Espacio Etalé: Dos secciones s′, s de un prehaz de conjuntos P, definidas en sendos entornos
de un punto x, tienen el mismo germen en x si coinciden en algún entorno de x.

El germen de una sección s se denota sx, y la fibra de P en x es el conjunto Px formado
por los gérmenes, Px = ĺım

−→
x∈U

P(U). Consideremos la aplicación (ver pp. 129, 175)

265
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π : Pet =
∐
x∈X
Px −→ X, π(sx) = x.

Cuando x ∈ U , tenemos una aplicación P(U) → Px, aśı que cada sección s ∈ P(U) del
prehaz define una sección s̃ : U → Pet, s̃(x) = sx, de π.

Si dos secciones s̃′, s̃ coinciden en un punto, sx = s′x, por definición coinciden en un entorno
de x, aśı que las imágenes de las secciones s̃ son base de una topoloǵıa en Pet con la que π es
homeomorfismo local, y las secciones s̃ son continuas.

Además, cada sección continua de π coincide localmente con una de estas secciones, de modo
que Px también es el conjunto de gérmenes en x de secciones continuas de π.

El espacio etalé del prehaz P es π : Pet → X, y su haz de secciones continuas P] es el haz
asociado al prehaz P. Las aplicaciones P(U) → P](U), s 7→ s̃, definen un morfismo canónico

P → P] que induce biyecciones en fibra, Px = P]x.

Cada morfismo de prehaces f : P1 → P2 induce una aplicación continua fet : Pet1 → Pet2 , y

por tanto un morfismo de haces f ] : P]1 → P
]
2.

Propiedad Universal: Si F es un haz de conjuntos, el morfismo F → F ] es un isomorfismo,
y para todo prehaz de conjuntos P,

Hom(P,F) = Hom(P],F).

Demostración: La aplicación F(U) → F ](U) es inyectiva porque si s′, s ∈ F(U) tiene igual
germen en todo punto de U , coinciden en un recubrimiento de U , y s′ = s.

Es epiyectiva: cada sección continua σ : U → Fet coincide en un entorno de cada punto con
la que define algún si ∈ F(Ui), y si coincide con sj en Ui ∩Uj porque F(Ui ∩Uj)→ F ](Ui ∩Uj)
es inyectiva. Luego existe s ∈ F(U) tal que si = s|Ui , de modo que σ = s̃.

Ahora todo morfismo f : P → F factoriza a través del morfismo canónico P → P]

P f //

��

F
o
��

P] f] // F ]

y de modo único porque toda sección de P] coincide localmente con alguna sección s̃.

Corolario: Hom(F ,G) = HomX(Fet,Get), cuando F y G son haces de conjuntos.

Corolario: Un morfismo de haces de conjuntos f : F → G es un isomorfismo si y sólo si
fx : Fx → Gx es biyectiva en todo punto x ∈ X.

Demostración: Si las aplicaciones fx son biyectivas, la aplicación continua fet : Fet → Get es
biyectiva; luego homeomorfismo, porque las proyecciones Pet → X son homeomorfismos locales,
y concluimos que f ] : F ] → G] es isomorfismo.

Ejemplo: Si G es un grupo abeliano, el haz constante G es el haz asociado al prehaz U  G.
Sus fibras son Gx = G, y su espacio etalé es G×X → X, donde la topoloǵıa de G es la discreta;
luego el haz constante G es el haz de aplicaciones continuas en G.

Definición: Un morfismo de haces F → G es inyectivo (resp. epiyectivo) si lo son los mor-
fismos Fx → Gx, y en general diremos que una sucesión F ′ → F → F ′′ es exacta si lo es la
sucesión F ′x → Fx → F ′′x en todo punto x ∈ X.
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Es sencillo probar que si una sucesión 0→ F ′ → F → F ′′ es exacta, la sucesión

0 −→ F ′(U) −→ F(U) −→ F ′′(U)

también es exacta en todo abierto U ; pero un morfismo de haces F → G puede ser epiyectivo
sin que lo sean todos los morfismos F(U)→ G(U).

Por ejemplo, si C∞ es el haz de funciones diferenciables en S1 y Ω es el haz de 1-formas,
la diferencial d : C∞ → Ω es epiyectiva (localmente toda 1-forma es exacta); pero d: C∞(S1)→
Ω(S1) no es epiyectiva, porque toda 1-forma globalmente exacta tiene integral nula,∫

S1

df =

∫
∂S1

f =

∫
∅
f = 0.

Operaciones con Haces: Sea F ′ un subhaz de un haz F en X, sea {Fi} una familia de haces
en X, y sea f : F → G es un morfismo de haces.

1. El cociente F/F ′ es el haz asociado al prehaz U  F(U)/F ′(U), y (F/F ′)x = Fx/F ′x.

2. Ker f es el subhaz (Ker f)(U) = Ker [F(U)→ G(U)], y (Ker f)x = Ker fx.

3. Im f es el haz asociado al prehaz U  Im [F(U)→ G(U)], y (Im f)x = Im fx.

4.
⊕

iFi es el haz asociado al prehaz U  
⊕

iFi(U), y (
⊕

iFi)x =
⊕

i(Fi)x.

5.
∏
iFi es el haz (

∏
iFi)(U) =

∏
iFi(U), y su fibra no es

∏
i(Fi)x.

6. ĺım
−→
Fi es el haz asociado al prehaz U  ĺım

−→
Fi(U), y (ĺım

−→
Fi)x = ĺım

−→
(Fi)x.

7. ĺım
←−
Fi es el haz (ĺım

←−
Fi)(U) = ĺım

←−
Fi(U), y su fibra no es ĺım

←−
(Fi)x.

8. Si M,N son O-módulos, M⊗O N es el haz asociado al prehaz U  M(U)⊗O(U) N (U),
y (M⊗O N )x =Mx ⊗Ox Nx.

9. El haz de homomorfismos Hom(F ,G) es el haz Hom(F ,G)(U) = Hom(F|U ,G|U ).

10. Si φ : X → Y es una aplicación continua, la imagen directa de F es el siguiente haz
sobre Y ,

(φ∗F)(V ) = F(φ−1V ), V ⊆ Y.

11.1.1. Cohomoloǵıa

El soporte de s ∈ F(U) es sop (s) = {x ∈ U : sx 6= 0}, y es cerrado en U .
Pondremos Γ(U,F) = F(U), el subgrupo de las secciones con soporte compacto se denota

Γc(U,F) y, fijado un cerrado Y de X, el de las secciones con soporte en Y se denota ΓY (X,F).
Los grupos de cohomoloǵıa con soporte compacto y con soporte en Y se definen con la resolución
de Godement, y las demostraciones de la p. 229 siguen siendo válidas,

Hn
c (X,F) = Hn

[
Γc(X,C

•F)
]

Hn
Y (X,F) = Hn

[
ΓY (X,C•F)

]
Los haces flascos son Γc-aćıclicos y ΓY -aćıclicos porque si 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 es una

sucesión exacta y F ′ es flasco, en el epimorfismo F(U) → F ′′(U) toda sección s′′ proviene de
una sección s de igual soporte. En efecto, s define en V = U − sop (s′′) una sección de F ′, que
se extiende a una sección s′ en U , y s− s′ ya se anula en V .
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Definición: Un haz de anillos O admite particiones de la unidad si para todo recubrimiento
abierto X =

⋃
i Ui existen secciones globales fi ∈ O(X) tales que la familia de soportes {sop fi}

es localmente finita, sop fi ⊆ Ui, y
∑

i fi = 1.

El haz de funciones diferenciables C∞X en una variedad σ-compacta, y el haz de funciones
continuas CX en un espacio σ-compacto, admiten particiones de la unidad (pp. 158, 157).

En un espacio σ-compacto X, el haz de funciones enteras discontinuas C0Z admite particio-
nes de la unidad, pues todo recubrimiento abierto X =

⋃
i Ui admite una partición de la unidad

{φi} formada por funciones continuas. Si elegimos para cada punto x ∈ X un ı́ndice i tal que
φi(x) 6= 0, y tomamos fi : X → Z con valor 1 en los puntos en que se haya elegido el ı́ndice i, y
0 en los demás, entonces

∑
i fi = 1 y sop fi ⊆ sopφi ⊆ Ui.

Lema: Si un haz de anillos O admite particiones de la unidad, todo O-módulo M es aćıclico
(y Γc-aćıclico si X es σ-compacto).

Demostración: Hp(X,M) es la cohomoloǵıa del complejo de O(X)-módulos

Γ(X,C0M)
d0−−→ Γ(X,C1M)

d1−−→ Γ(X,C2M)
d2−−→ . . .

y las diferenciales dp son morfismos de O(X)-módulos.
Si dp+1z = 0, existe un recubrimiento abierto X =

⋃
i Ui y secciones zi ∈ Γ(Ui, C

pM) tales
que z|Ui = dpzi. Si {fi} es una partición de la unidad subordinada a {Ui}, entonces

dp(
∑

i fizi) =
∑

i fidpzi =
∑

i fiz = z.

Si X es σ-compacto y sop z es compacto, podemos tomar U0 = (sop z)c, U1, . . . , Un, con
U1, . . . , Un compactos, y z0 = 0, de modo que el soporte de

∑
i fizi es compacto.

Teorema: Los grupos de cohomoloǵıa de De Rham son invariantes topológicos,

Hp
DR(X) = Hp(X,R).

Demostración: Sea Ωp el haz de p-formas diferenciales en X. Toda forma cerrada es localmente
exacta (lema de Poincaré), aśı que tenemos una sucesión exacta

0 −→ R −→ C∞X
d−−→ Ω1 d−−→ Ω2 d−−→ . . .

que es una resolución aćıclica del haz constante R, porque Ωp es un C∞X -módulo.
Por el teorema de De Rham, Hp(X,R) = Hp

[
Γ(X,Ω•)

]
= Hp

DR(X). Igualmente,

Hp
c (X,R) =

Γc(X,Ω
p)

dΓc(X,Ωp−1)
·

Definición: Si Y es un subespacio de X, la restricción F|Y de un haz F es el haz de secciones
continuas del homeomorfismo local (Fet)|Y → Y .

Su fibra en cada punto coincide con la de F , y pondremos Hn(Y,F) = Hn(Y,F|Y ).
Cuando Y es cerrado, la imagen directa por la inclusión i : Y → X conserva cohomoloǵıa (p.

232), y poniendo FY = i∗(F|Y ),

Hn(X,FY ) = Hn(Y,F).

La restricción de secciones continuas define un epimorfismo F → FY , porque (FY )x = Fx ó
0, según que x ∈ Y ó no, y el núcleo se denota FU , donde U = X − Y ,

0 −→ FU −→ F −→ FY −→ 0
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Tomando secciones en un abierto V vemos que

FU (V ) = {s ∈ F(V ) : sop s ⊆ U ∩ V } = {s ∈ F(U ∩ V ) con soporte cerrado en V }
Γc(X,FU ) = Γc(U,F) cuando X es separado.

Por otra parte, el espacio etalé de ZU , además de la sección 0, tiene una copia de U por cada
entero no nulo, aśı que Hom(ZU ,F) = F(U).

Todo haz F admite un epimorfismo ⊕iZUi → F → 0.

Lema: Hn
c (X,FU ) = Hn

c (U,F), cuando X es σ-compacto.

Demostración: Si M es un O-módulo, MU también, porque sop (fm) ⊆ sopm.
Luego (CnF)U es un C0Z-módulo, y (C•F)U es una resolución Γc-aćıclica de FU ,

Hn
c (X,FU ) = Hn

[
Γc(X, (C

•F)U )
]

= Hn
[
Γc(U,C

•F)
]

= Hn
c (U,F).

Sucesión Exacta de Mayer-Vietoris: Si X = U1 ∪ U2, con Ui abiertos, tenemos sucesiones
exactas

. . .
δ−−→ Hn(X,F) −→ Hn(U1,F)⊕Hn(U2,F) −→ Hn(U1 ∩ U2,F)

δ−−→ Hn+1(X,F) −→ . . .

y si además X es σ-compacto, también tenemos sucesiones exactas

. . .
δ−−→ Hn

c (U1∩U2,F) −→ Hn
c (U1,F)⊕Hn

c (U2,F) −→ Hn
c (X,F)

δ−−→ Hn+1
c (U1∩U2,F) −→ . . .

Si X = Y1 ∪ Y2, con Yi cerrados, tenemos sucesiones exactas

. . .
δ−−→ Hn(X,F) −→ Hn(Y1,F)⊕Hn(Y2,F) −→ Hn(Y1 ∩ Y2,F)

δ−−→ Hn+1(X,F) −→ . . .

Demostración: Tenemos sucesiones exactas

0→ Γ(X,C•F)→ Γ(U1, C
•F)⊕ Γ(U2, C

•F)→ Γ(U1 ∩ U2, C
•F)→ 0.

0 −→ FU1∩U2 −→ FU1 ⊕FU2 −→ FU1∪U2 −→ 0, y Hn
c (X,FU ) = Hn

c (U,F).

0 −→ FY1∪Y2 −→ FY1 ⊕FY2 −→ FY1∩Y2 −→ 0, y Hn(X,FY ) = Hn(Y,F).

Sucesión Exacta del Subespacio Cerrado: Si Y es un cerrado de un espacio σ-compacto
X, y U = X − Y , tenemos sucesiones exactas

. . .
δ−−→ Hn

c (U,F) −→ Hn
c (X,F) −→ Hn

c (Y,F)
δ−−→ Hn+1

c (U,F) −→ . . .

Demostración: 0 −→ FU −→ F −→ FY −→ 0 y el lema anterior.

Sucesión Exacta de Cohomoloǵıa Local: Si Y es un cerrado de X, y U = X − Y , tenemos
sucesiones exactas

. . .
δ−−→ Hn

Y (X,F) −→ Hn(X,F) −→ Hn(U,F)
δ−−→ Hn+1

Y (X,F) −→ . . .

Demostración: 0→ ΓY (X,C•F)→ Γ(X,C•F)→ Γ(U,C•F)→ 0.

Escisión: Hn
Y (X,F) = Hn

Y (U,F), cuando U es un entorno abierto de Y en X.

Demostración: ΓY (X,F) = ΓY (U,F) para todo haz F sobre X.
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Teorema: Todo haz constante G sobre el cubo C = [0, 1]n es aćıclico.

Demostración: Por inducción sobre n, y es obvio cuando C es un punto.

Si n ≥ 1, descomponemos el cubo C = P1 ∪ P2 en unión de 2 paraleleṕıpedos que se cortan
en uno de dimensión n− 1. Como el morfismo

G⊕G = H0(P1, G)⊕H0(P2, G) −→ H0(P1 ∩ P2, G) = G, (g1, g2) 7→ g2 − g1,

es epiyectivo, por Mayer-Vietoris, Hp(C,G) = Hp(P1, G)⊕Hp(P2, G), p ≥ 1.

Reiterando las divisiones, C = P1 ∪ . . . ∪ Pr, obtenemos que

Hp(C,G) = Hp(P1, G)⊕ . . .⊕Hp(Pr, G), p ≥ 1,

y como cada clase cohomoloǵıa se anula, por definición, en un entorno de cada punto, y C es
compacto, concluimos que Hp(C,G) = 0, p ≥ 1.

1. Cohomoloǵıa de las Esferas: Hp(Sn, G) =

{
G p = 0, n

0 p 6= 0, n

Mayer-Vietoris para dos hemisferios que se cortan en el ecuador.

2. Hp
c (Rn, G) =

{
G p = n

0 p 6= n

Sucesión exacta del subespacio cerrado cuando Y es un punto de Sn, y U = Rn.

3. Si Rn es homeomorfo a Rm, entonces n = m.

4. Sea X un compacto Hausdorff, y ∅ = X−1 ⊆ X0 ⊆ X1 ⊆ . . . ⊆ Xd = X cerrados tales que
Xi−Xi−1 =

∐
ni
Ri. Los grupos de cohomoloǵıa Hp(X, k) con coeficientes en un cuerpo k

son de dimensión finita, nulos cuando p > d, y
∑

i(−1)ini coincide con la caracteŕıstica
de Euler-Poincaré χ(X) =

∑
p dim k(−1)pHp(X, k).

Sea U = Rd una componente conexa de Xd − Xd−1. La sucesión exacta del subespacio
cerrado Y = X −U muestra que Hp(X, k) = Hp(Y, k) cuando p 6= d, d− 1, y que tenemos
una sucesión exacta (que permite concluir por inducción sobre

∑
i ni)

0 −→ Hd−1(X, k) −→ Hd−1(Y, k) −→ k −→ Hd(X, k) −→ Hd(Y, k) −→ 0

5. Cohomoloǵıa de Pn,C: Hp(Pn,C, G) =

{
G p = 2m, 0 ≤ m ≤ n
0 en otro caso

Sucesión del subespacio cerrado Y = Pn−1, U = Pn − Y = R2n, e inducción sobre n.

6. Si π : X̄ → X es un revestimiento de una variedad, Hp(X̄,G) = Hp(X,π∗G).

Basta ver que la sucesión 0→ π∗G→ π∗(C
•G) es exacta (p. 232). Ahora bien, cada punto

de X admite una base de entornos Ci que son cubos y

Hp(π−1Ci, G) = Hp(
∐
Ci, G) =

∏
Hp(Ci, G) = 0, p ≥ 1.

7. Cohomoloǵıa de Pn,R: Hp(Pn,R,F2) =

{
F2 0 ≤ p ≤ n
0 p > n
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Por inducción sobre n, la sucesión exacta del subespacio cerrado Y = Pn−1, U = Rn,
muestra que basta ver que Hn(Pn,F2) 6= 0. Si π : Sn → Pn es el revestimiento universal,
en Pn tenemos una sucesión exacta de haces

0 −→ F2 −→ π∗F2
tr−−→ F2 −→ 0, trf = f + τf,

donde {Id, τ} es el grupo de Galois de π. Luego Hn(Pn,F2) 6= 0 por la sucesión exacta de
cohomoloǵıa Hn(Pn,F2)→ Hn(Pn, π∗F2) = F2 → Hn(Pn,F2).

11.1.2. Cohomoloǵıa y Dimensión

Lema: Sea A un anillo o semianillo y C un haz sobre X = SpecA. Si C(X)→ C(U) es epiyectivo
para todo abierto básico U , entonces C es aćıclico.

Demostración: Si 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 es una sucesión exacta de haces, y F ′ cumple tal
condición, en todo abierto básico U tenemos que

0 −→ F ′(U)
i−→ F(U)

p−−→ F ′′(U) −→ 0

también es exacta, porque si s′′ ∈ F ′′(U), al ser U compacto admite un recubrimiento U =
U1 ∪ . . . ∪ Un por abiertos básicos en que s′′|Ui proviene de una sección de F , y el argumento
del lema de la p. 228 (sin usar Zorn) prueba que en el abierto básico U1 ∪ U2 (en el espectro de
un semianillo Â¡los abiertos básicos forman un semianillo!) también s proviene de una sección
de F . Luego también proviene en U = U1 ∪ . . . ∪ Un de una sección de F .

Ahora los argumentos de la p. 229 se mantienen tal cual.

Teorema: Sea A un semianillo, y F un haz sobre X = SpecA. Si Fx = 0 en todo punto x de
dimensión > d, entonces Hp(X,F) = 0 para todo p > d. En particular,

Hp(X,F) = 0, p > dimX.

Demostración: Sea Xd el subespacio de X formado por los puntos de dimensión ≥ d.
Sea i : Xd → X la inclusión. En todos los puntos de Xd el morfismo natural

φ : F −→ i∗(F|Xd)

induce un isomorfismo en fibra y, si vemos que i∗(F|Xd) es aćıclico, el argumento de la p. 230
permite terminar.

Por el lema, basta ver que, en todo abierto básico U , es epiyectivo el morfismo de restricción

(F|Xd)(Xd) = (i∗F|Xd)(X) −→ (i∗F|Xd)(U) = (F|Xd)(Xd ∩ U).

Si el soporte |s| de s ∈ (F|Xd(Xd ∩ U) es cerrado en Xd, la sección se extiende por 0.
Ahora bien, |s| es cerrado en Xd ∩ U ; luego su cierre Y en U no tiene puntos de dimensión

> d, y |s| es cerrado en Xd por el siguiente resultado:

Lema: Si un punto x ∈ X −Uf es adherente a un cerrado Y de un abierto básico Uf , entonces
la dimensión de x es menor que la de algún punto de Y .

Demostración: Como todo cerrado de SpecA también es el espectro de un semianillo, podemos
suponer que Y = Uf .

Si p es el ideal primo de x, no existe h ∈ A− p tal que Uh ∩ Uf = ∅.
Es decir, p contiene al anulador de f , y f no es cero en Ap.
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Como la intersección de los primos de un semianillo es nula, f no está en cierto primo q de
Ap, que no es p porque x ∈ (f)0, y q define un punto de Uf de dimensión mayor que la de x.

Teorema: Hp(X,F) = 0, p > dimX, cuando X es un compacto Hausdorff.

Demostración: Si B es una base de la topoloǵıa de X de dimensión d, entonces X = SpecmB y
la inclusión j : X → SpecB admite un retracto continuo r : SpecB → X (p. 208).

Además, r−1(U) está contenido en todo abierto de SpecB que corte a X en U .
Luego (r∗C)x = Cx y la imagen directa r∗ conserva cohomoloǵıa. Como F = r∗j∗F ,

Hp(X,F) = Hp(SpecB, j∗F) = 0, p > d.

Corolario: dimRn = n.

Demostración: En la bola cerrada Bn tenemos que Hn(Bn,ZU ) = Hn
c (U,Z) = Z cuando U ' Rn;

luego dimRn ≥ dimBn ≥ n, y ya sabemos que dimRn ≤ n (p. 216).

Lema: ĺım
−→

Γ(X,Fi) = Γ(X, ĺım
−→
Fi), cuando X es un compacto Hausdorff.

Demostración: El morfismo natural ĺım
−→

Γ(X,Fi)→ Γ(X, ĺım
−→
Fi) es inyectivo porque si s ∈ Fi(X)

se anula como sección del ĺımite inductivo, en un entorno de cada punto x se anula como sección
de Fj para algún ı́ndice j ≥ i, que puede tomarse independiente de x al ser X compacto. Luego
s = 0 en Fj(X).

Ahora, dada una sección s ∈ (ĺım
−→
Fi)(X), en un recubrimiento abierto finito X =

⋃
r Ur

provendrá de secciones sr ∈ F0(Ur). Estas secciones sr no coinciden en las intersecciones; pero
cada punto x tiene un entorno abierto Wx en que todas las secciones sr (con x ∈ Ur) definen la
misma sección sx ∈ Fj(Wx), j � 0.

Además, tomando un recubrimiento abierto X =
⋃
r Vr con V r ⊆ Ur, podemos suponer que

Wx ⊆ Vr cuando x ∈ Vr, y que Wx ∩ V r = ∅ cuando x /∈ V r, de modo que, cuando Wx y Wy

se corten, tendremos x, y ∈ Ur para algún ı́ndice r, y las secciones sx, sy coinciden en Wx ∩Wy,
tomando j � 0.

Un número finito de estos abiertos Wx recubren X, y las secciones sx definen una sección
global de Fj que induce s.

Teorema: Hn
c (X, ĺım

−→
Fi) = ĺım

−→
Hn
c (X,Fi), cuando X es σ-compacto.

Demostración: El morfismo ĺım
−→

Γc(X,Fi) → Γc(X, ĺım−→ Fi) es inyectivo, y dada una sección s ∈
(ĺım
−→
Fi)(X) de soporte compacto K, contenido en el interior de un compacto K ′, contenido en

el interior de un compacto K ′′, por el lema anterior proviene de una sección s′′ de algún haz Fj
en K ′′, que se anulará fuera del interior de K ′ cuando j es muy grande. Prolongando s′′ por 0
fuera de K ′, tenemos una sección global de Fj , con soporte en K ′, que induce s.

Ahora, como C0Z admite particiones de la unidad (p. 268), todo C0Z-módulo es Γc-aćıclico,
y terminamos,

Hn
c (X, ĺım

−→
Fi) = Hn

[
Γc(X,C

•Z⊗Z (ĺım
−→
Fi))

]
= Hn

[
ĺım
−→

Γc(X,C
•Z⊗Z Fi)]

= ĺım
−→

Hn
[
Γc(X,C

•Z⊗Z Fi)
]

= ĺım
−→

Hn
c (X,Fi).

Teorema: Si X es una variedad topológica de dimensión n (todo punto tiene un entorno
homeomorfo a un abierto de Rn),

Hp
c (X,F) = 0, p > n.
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Demostración: Hp
c (X,F) = Hp

c (X, ĺım
−→
FU ) = ĺım

−→
Hp
c (X,FU ) = ĺım

−→
Hp
c (U,F),

donde U = V1 ∪ . . . ∪ Vm recorre las uniones finitas de abiertos contenidos en compactos de
dimensión n, de modo que Hp

c (V,F) = Hp(K,FV ) = 0, p > n, para todo abierto V ⊆ Vi.
Si Hp

c (V1 ∪ . . . ∪ Vr,F) = 0, p > n, la sucesión exacta de Mayer-Vietoris permite demostrar
que Hp

c (V1 ∪ . . . ∪ Vr+1,F) = 0, p > n. Luego Hp
c (U,F) = 0, p > n, y terminamos.

11.2. Álgebra Homológica

Un complejo de A-módulos (K•, d) es una familia de A-módulos {Kn}n∈Z con morfismos
de A-módulos dn : Kn → Kn+1 tales que dn+1◦dn = 0, y un morfismo de complejos f : K• → L•

es una sucesión de morfismos fn : Kn → Ln que conmutan con las diferenciales,

. . .
dn−2

// Kn−1 dn−1
//

fn−1

��

Kn dn //

fn

��

Kn+1 dn+1
//

fn+1

��

. . .

. . .
dn−2

// Ln−1 dn−1
// Ln

dn // Ln+1 dn+1
// . . .

Diremos que f es un casi-isomorfismo cuando f : Hn(K•) → Hn(L•) sea un isomorfismo
para todo n ∈ Z, en cuyo caso pondremos f : K• ∼−→ L•.

Cuando el complejo tiene componentes de grado negativo, es cómodo numerar con sub́ındices,
y poner Kn = K−n, dn = d−n : Kn → Kn−1, y Hn(K•) = H−n(K•).

Análogamente, un bicomplejo (K••,d1,d2) es una familia de A-módulos {Kp,q}p,q∈Z con
morfismos deA-módulos dpq1 : Kp,q → Kp+1,q, dpq2 : Kp,q → Kp,q+1 tales que el siguiente diagrama
es conmutativo, y sus filas y columnas son complejos:

↑ d2 ↑ d2

. . .
d1−−→ Kp,q+1 d1−−→ Kp+1,q+1 d1−−→ . . .

↑ d2 ↑ d2

. . .
d1−−→ Kp,q d1−−→ Kp+1,q d1−−→ . . .

↑ d2 ↑ d2

El complejo simple asociado (que denotamos K•, o K•• si no confunde) es

Kn =
⊕

p+q=n
Kp,q, d(mpq) = d1mpq + (−1)pd2(mpq)

donde el signo se introduce para que d ◦ d = 0. Diremos que el bicomplejo tiene diagona-
les acotadas cuando las sumas directas ⊕p+q=nKp,q sean finitas. Un morfismo de bicomplejos
f : K•• → L•• es una familia de morfismos de módulos fpq : Kpq → Lpq que conmutan con las
diferenciales, f ◦ d1 = d1 ◦ f , f ◦ d2 = d2 ◦ f .

Lema: Sea K•• un bicomplejo con diagonales acotadas. Si sus columnas Kp• son sucesiones
exactas, entonces Hn(K•) = 0, ∀n ∈ Z.

Demostración: Si [m] ∈ Hn(K•) y m = mp,q + mp+1,q−1 + mp+2,q−2 + . . ., con mp,q 6= 0, la
condición de ciclo dm = 0 implica que d2mp,q = 0. Luego mp,q = d2np,q−1, con np,q−1 ∈ Kp,q−1,
porque las columnas son exactas, y [m] = [m′], donde m′ = m− (−1)pdnp,q−1 tiene altura más
baja que m en el bicomplejo. Cualquier clase [m] tiene representantes de altura tan baja como
se desee y, al estar acotadas las diagonales, [m] = 0.
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Teorema del Bicomplejo: Sea f : K•• → L•• un morfismo inyectivo (o epiyectivo) entre
bicomplejos con diagonales acotadas. Si f : Kp• ∼−→ Lp• es un casi-isomorfismo para todo p ∈ Z,
entonces f : K• ∼−→ L• es un casi-isomorfismo.

Demostración: La sucesión exacta de complejos 0 → Kp• → Lp• → Cp• → 0, donde Cpq =
Kpq/Lpq, muestra que Hn(Cp•) = 0 y, por el lema, Hn(C•) = 0.

Ahora la sucesión exacta de complejos 0 → K• → L• → C• → 0 permite concluir que
Hn(K•)→ Hn(L•) es isomorfismo para todo n ∈ Z.

En el caso epiyectivo tomamos Cpq = Ker fpq.

11.2.1. Los Funtores TorAn y ExtnA

Sean M,N dos A-módulos. Tomamos una resolución de M por módulos proyectivos

. . . −→ Pn −→ Pn−1 −→ . . . −→ P0 −→M −→ 0

y ponemos TorAn (M,N) = Hn(P• ⊗A N). Como ⊗AN es exacto por la derecha,

TorA0 (M,N) = M ⊗A N.

Si P ′• → N → 0 es una resolución proyectiva, Pn ⊗A P ′•
∼−→ Pn ⊗A N porque los módulos

proyectivos son planos, y por el teorema del bicomplejo P• ⊗A P ′•
∼−→ P• ⊗A N .

Igualmente tenemos un casi-isomorfismo P• ⊗A P ′•
∼−→M ⊗A P ′•,

TorAn (M,N) = Hn(P• ⊗A N) = Hn(P• ⊗A P ′•) = Hn(M ⊗A P ′•).

Vemos que TorAn (M,N) = TorAn (N,M), y que no depende de la resolución elegida.
Además, si 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 es una sucesión exacta, la sucesión exacta de complejos

0→ P• ⊗A N ′ → P• ⊗A N → P• ⊗A N ′′ → 0 induce una sucesión exacta

. . .→ TorAn (M,N ′)→ TorAn (M,N)→ TorAn (M,N ′′)→ TorAn−1(M,N ′)→ . . .

Si 0 → N → I• es una resolución por módulos inyectivos, HomA(Pn, N) ∼−→ HomA(Pn, I
•)

y HomA(M, In) ∼−→ HomA(P•, I
n). Por el teorema del bicomplejo tenemos casi-isomorfismos

HomA(P•, N) ∼−→ HomA(P•, I
•), HomA(M, I•) ∼−→ HomA(P•, I

•), y ponemos

ExtnA(M,N) = Hn
[
HomA(P•, N)

]
= Hn

[
HomA(P•, I

•)
]

= Hn
[
HomA(M, I•)

]
.

Como HomA(M,−) es exacto por la izquierda,

Ext0
A(M,N) = HomA(M,N).

Si 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 es una sucesión exacta, la sucesión exacta de complejos
0→ HomA(P•, N

′)→ HomA(P•, N)→ HomA(P•, N
′′)→ 0 induce una sucesión exacta

. . .→ ExtnA(M,N ′)→ ExtnA(M,N)→ ExtnA(M,N ′′)→ Extn+1
A (M,N ′)→ . . .

Si 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 es una sucesión exacta, la sucesión exacta de complejos
0→ HomA(M ′′, I•)→ HomA(M, I•)→ HomA(M ′, I•)→ 0 induce una sucesión exacta

. . .→ ExtnA(M ′′, N)→ ExtnA(M,N)→ ExtnA(M ′, N)→ Extn+1
A (M ′′, N)→ . . .

Proposición: Si A es un DIP, todo A-módulo M admite una resolución proyectiva

0 −→ P1 −→ P0 −→M −→ 0
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Demostración: Los A-módulos inyectivos son los módulos divisibles (p. 62).
Luego todo cociente de un módulo inyectivo es inyectivo y todo A-módulo N tiene una

resolución inyectiva 0→ N → I → I/N → 0, de modo que Extn(M,N) = 0, n ≥ 2.
Ahora, si 0 → K → L → M → 0 es una sucesión exacta, donde L es libre, tenemos que

Ext1(K,N) = Ext2(M,N) = 0 para todo A-módulo N .
Luego el funtor HomA(K,−) es exacto y K es proyectivo.

11.2.2. Funtores Derivados

Si (K•, d) es un complejo, K•[r] denota el complejo K•[r]n = Kn+r con la diferencial (−1)rd,
de modo que Hn(K•[r]) = Hn+r(K•).

El cono de un morfismo de complejos f : K• → L• es el complejo

Cononf := Kn+1 ⊕ Ln, d(a, b) = (−da, fa+ db).

(si vemos f : K• → L• como bicomplejo, es el complejo simple asociado).
Tenemos una sucesión exacta de complejos

0 −→ L• −→ Cono•f −→ K•[1] −→ 0

y el connecting inducido en cohomoloǵıa por esta sucesión exacta es f , aśı que f es casi-
isomorfismo precisamente cuando su cono Cono•f es aćıclico, Hn(Cono•f) = 0.

Definición: Un funtor covariante F : A B de la categoŕıa de A-módulos en la de B-módulos
es aditivo cuando las aplicaciones F : HomA(M,N) −→ HomB(F (M), F (N)) son morfismos de
grupos, F (f + g) = F (f) + F (g).

En tal caso, si K• = {Kn, dn} un complejo de A-módulos, F (K•) = {F (Kn), F (dn)} es
un complejo de B-módulos, porque F (d)2 = F (d2) = F (0) = 0. Además, los funtores aditivos
transforman sucesiones exactas escindidas en sucesiones exactas escindidas, y por tanto con-
servan sumas directas finitas, F (M ⊕ N) = F (M) ⊕ F (N), y conmutan con la formación del
complejo simple asociado cuando las diagonales están acotadas.

Lema: Si F es aditivo, y f : I• ∼−→ J• es un casi-isomorfismo entre complejos inyectivos acotados
inferiormente, entonces F (f) : F (I•) ∼−→ F (J•) es un casi-isomorfismo.

Demostración: Si J• = 0, entonces I• = 0 → In → In+1 → . . . es una sucesión exacta de
módulos inyectivos; luego escinde y F (I•) también es una sucesión exacta.

En el caso general, Cono•f ∼−→ 0; luego Cono•F (f) = F (Cono•f) ∼−→ 0, y se concluye que
F (f) es un casi-isomorfismo. q.e.d.

Sea M un A-módulo y L0M el módulo libre generado por los elementos de M , cociente por
el submódulo que genera el 0 de M (para que el funtor L0 transforme complejos en complejos).
Tenemos un epimorfismo natural L0M → M , aśı que M admite una resolución proyectiva
funtorial (de hecho libre) L•M →M → 0. Ahora (p. 72) M es submódulo del módulo inyectivo
I0M = (L0M

∗)∗, y vemos que M admite una resolución inyectiva funtorial 0→M → I•M .

Definición: Los funtores derivados por la derecha RnF : A  B de un funtor covariante
aditivo exacto por la izquierda F : A B son

RnF (M) = Hn [F (I•M)]

y diremos que un módulo M es F -aćıclico cuando RnF (M) = 0 para todo n > 0; en particular,
todo módulo inyectivo es F -aćıclico.
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La condición de que F sea exacto por la izquierda significa que R0F = F .

Vamos a extender esta definición a los complejos acotados inferiormente, y diremos que un
complejo K• es inyectivo, F -aćıclico, etc., cuando lo sean todos los módulos Kn.

Nótese que I•M es un complejo inyectivo y que, si M se considera como un complejo cuya
única componente no nula es M en grado 0, entonces M → I•M es un casi-isomorfismo.

Por el teorema del bicomplejo K• → I•K• es un casi-isomorfismo cuando K• está acotado
inferiormente, y pondremos

RF (K•) = F (I•K•), RnF (K•) = Hn [F (I•K•)] .

Por el lema, si f : K• → L• es un casi-isomorfismo entre complejos inferiormente acotados,
también lo es f : RF (K•)→ RF (L•), y f : RnF (K•)→ RnF (L•) es isomorfismo.

Lema: F (A•) ∼−→ RF (A•) para todo complejo inferiormente acotado F -aćıclico A•.

Demostración: La sucesión 0→ F (Aq)→ F (I•Aq) es exacta porque Aq es F -aćıclico.
El teorema del bicomplejo afirma que F (A•) ∼−→ F (I•A•). q.e.d.

El morfismo L• → I•L• induce un morfismo canónico F (L•) → RF (L•), y por tanto
morfismos Hn [F (L•)] → RnF (L•). Aśı, un casi-isomorfismo K• ∼−→ L• induce morfismos1

DR: Hn [F (L•)] → RnF (K•), y son naturales en el sentido de que cada cuadrado conmuta-
tivo

K•
∼ //

f
��

L•

t
��

K̄•
∼ // L̄•

induce cuadrados conmutativos Hn[F (L•)]
DR //

F (t)
��

RnF (K•)

f
��

Hn[F (L̄•)]
DR // RnF (K̄•)

Teorema de De Rham: Si K• ∼−→ A•, y A• es F -aćıclico, entonces los morfismos naturales
DR: Hn[F (A•)]→ RnF (K•) son isomorfismos.

Demostración: F (A•) ∼−→ RF (A•) ∼←− RF (K•).

Sucesión Exacta de Funtores Derivados: Toda sucesión exacta de complejos inferiormente
acotados 0→ K• → L• →M• → 0 induce una sucesión exacta

. . . −→ RnF (K•) −→ RnF (L•) −→ RnF (M•)
δ−−→ Rn+1F (K•) −→ . . .

Demostración: Tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas

0 // K• //

��

L• //

��

M• //

��

0

0 // I•K• // I•L• // I•L•/I•K• // 0

1Coinciden salvo un signo con el de iteración de connectings, usado en el teorema de De Rham (p. 229).
En adelante sólo siempre usaremos éste porque, en el caso del casi-isomorfismo M → I•M , el morfismo
DR: Hn [F (I•M)]→ RnF (M) es la identidad.
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donde I•L•/I•K• es una resolución inyectiva de M•. Se concluye al considerar la sucesión exacta
larga de cohomoloǵıa inducida por la sucesión exacta de complejos

0 −→ F (I•K•) −→ F (I•L•) −→ F (I•L•/I•K•) −→ 0

Lema: Sea 0 → M → A0 → A1 → . . . → An−1 → Mn → 0 una sucesión exacta de A-módulos.
Si los módulos Ai son F -aćıclicos, tenemos isomorfismos canónicos

RpF (Mn) = Rp+nF (M), p ≥ 1.

Demostración: Toda resolución F -aćıclica 0 → Mn → B0 → B1 . . . define una resolución F -
aćıclica de M ,

0 −→M −→ A0 −→ . . . −→ An−1 −→ B0 −→ B1 −→ . . .

y obtenemos isomorfismos canónicos RpF (Mn) = Hp[F (B•)] = Rp+nF (M), p ≥ 1. q.e.d.

1. Los funtores derivados de HomA(M,−) son los funtores ExtnA(M,−).

2. Los funtores covariantes aditivos exactos por la derecha se derivan por la izquierda usando
resoluciones proyectivas en lugar de inyectivas, y se extienden a los complejos acotados
superiormente. Los funtores derivados por la izquierda de M ⊗A (−) son los funtores
TorAn (M,−).

3. Los funtores contravariantes aditivos exactos por la izquierda se derivan por la derecha
usando resoluciones proyectivas en lugar de inyectivas, y se extienden a los complejos
acotados superiormente. Los funtores derivados por la derecha de HomA(−,M) son los
funtores ExtnA(−,M).

4. La categoŕıa de módulos sobre un anillo se puede reemplazar por la de haces sobre un
espacio topológico X, porque todo haz admite una resolución funtorial por haces inyectivos,
como veremos a continuación.

Los funtores derivados de Γ, Γc y ΓY coinciden con la cohomoloǵıa de haces que hemos
definido con la resolución Godement, porque todo haz inyectivo I es flasco,

I(X) = Hom(ZX , I) −→ Hom(ZU , I) = I(U) −→ 0

Aśı, para todo complejo de haces K• acotado inferiormente tenemos grupos de hiper-
cohomoloǵıa Hn(X,K•), Hn

c (X,K•), Hn
Y (X,K•), y es inmediato generalizar a este caso la

imagen inversa y el producto cup que vamos a definir.

Definición: Sea O un haz de anillos sobre X. Si elegimos un Ox-módulo Mx en cada punto
x ∈ X, el correspondiente haz Godement C es el haz flasco

C(U) =
∏
x∈U

Mx,

y para todo O-módulo N tenemos un isomorfismo natural

HomO(N , C) =
∏
x∈X

HomOx(Nx,Mx).

Por tanto, si Mx es un Ox-módulo inyectivo para todo x ∈ X, entonces C es un O-módulo
inyectivo. En efecto, Mx define un O-módulo concentrado en el cierre de x,

Mx(U) =

{
Mx x ∈ U
0 x /∈ U
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y el haz Godement C es el haz producto directo, C =
∏
xMx.

Además, es sencillo ver que HomO(N ,Mx) = HomOx(Nx,Mx), lo que permite concluir,

HomO(N , C) = HomO(N ,
∏
x∈X

Mx) =
∏
x∈X

HomO(N ,Mx) =
∏
x∈X

HomOx(Nx,Mx).

Ahora, siM es un O-módulo, y para cada fibraMx elegimos el Ox-módulo inyectivo I0Mx,
el correspondiente haz Godement I0M es un O-módulo inyectivo, y tenemos un morfismo de
O-módulos inyectivo M→ I0M.

Vemos aśı que todo O-móduloM admite una resolución inyectiva funtorial 0→M→ I•M.

11.3. Imagen Inversa

Si f : Y → X es una aplicación continua y F es un haz sobre X, su imagen inversa f−1F
es el haz sobre Y ,

(f−1F)(V ) = HomX(V,Fet) = HomY (V,Fet ×X Y ).

Su espacio etalé es Fet ×X Y → Y , y sus fibras son (f−1F)y = Ff(x).
Luego f−1 es un funtor exacto, conserva ĺımites inductivos, f−1(ZU ) = Zf−1U , etc.
Si s ∈ F(U), entonces f∗s = s ◦ f ∈ (f−1F)(f−1U), y tenemos una imagen inversa de

secciones
F(U)

f∗−−−→ (f−1F)(f−1U).

Ahora, un morfismo de haces f−1F → G en Y induce morfismos F(U) → (f∗F)(f−1U) →
G(f−1U), y define un morfismo de haces F → f∗G.

Fórmula de Adjunción: HomY (f−1F ,G) = HomX(F , f∗G).

Demostración: Como F admite una presentación ⊕jZUj → ⊕iZUi → F → 0 y ambos funtores
son exactos por la izquierda, basta verlo cuando F = ZU ,

Hom(f−1ZU ,G) = Hom(Zf−1U ,G) = G(f−1U) = (f∗G)(U) = Hom(ZU , f∗G).

Nota: En el caso de un morfismo de espacios anillados (f, φ) : Y → X, el morfismo de haces de
anillos φ : OX → f∗OY se corresponde con un morfismo de haces de anillos f−1OX → OY , y la
imagen inversa de OX -módulos se define

f∗M = (f−1M)⊗f−1OXOY ,

de modo que la fórmula de adjunción HomOY (f∗M,N ) = HomOX (M, f∗N ) es válida.
En nuestro caso todos los espacios topológicos se suponen anillados con el haz constante Z,

y pondremos f∗F ó f−1F indistintamente.

La sucesión 0→ f∗F → f∗(C•F) es exacta, porque el funtor f∗ es exacto; luego la imagen
inversa de secciones induce una imagen inversa de clases de cohomoloǵıa (compatible con los
morfismos de haces en un sentido obvio)

f∗ : Hn(X,F) = Hn
[
Γ(X,C•F)

] f∗−−−→ Hn
[
Γ(Y, f∗C•F)

]
−→ Hn(Y, f∗F)

Lema: Si 0→ F → R• es una resolución, el siguiente cuadrado es conmutativo,

Hn[Γ(X,R•)] f∗ //

DR
��

Hn[Γ(Y, f∗R•)]

DR
��

Hn(X,F)
f∗ // Hn(Y, f∗F)
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Demostración: El siguiente diagrama es conmutativo (pp. 276)

Hn[Γ(X,C•F)]
∼ //

��

Hn[Γ(X,C•R•)]

��

Hn[Γ(X,R•)]oo

��
Hn[Γ(Y, f∗C•F)] // Hn[Γ(Y, φ∗C•R•)] Hn[Γ(Y, φ∗R•)]oo

Corolario: Si f : Y → X es una aplicación diferenciable entre variedades diferenciables, los
morfismos f∗ : Hp(X,R) → Hp(Y,R) están definidos por la imagen inversa de formas diferen-
ciales, f∗[ωp ] = [ f∗ωp ].

Teorema: Si Z
g−→ Y

f−→ X son aplicaciones continuas, (fg)∗ = g∗f∗.

Demostración: Como f∗(C•F) es una resolución de f∗F , conmuta el diagrama

Hn[Γ(X,C•F)]
f∗−−−→ Hn[Γ(Y, f∗C•F)]

g∗−−→ Hn[Γ(Z, (fg)∗C•F)]
‖ ↓DR ↓DR

Hn(X,F)
f∗−−−→ Hn(Y, f∗F)

g∗−−→ Hn(Z, g∗(f∗F))

Proposición: La imagen inversa conserva el connecting, f∗(δcn) = δ(f∗cn).

Demostración: Si 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 es una sucesión exacta de haces, basta tomar
cohomoloǵıa en el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas,

0 // Γ(X,C•F ′) //

f∗

��

Γ(X,C•F) //

f∗

��

Γ(X,C•F ′′) //

f∗

��

0

0 // Γ(Y,C•(f∗C•F ′)) // Γ(Y,C•(f∗C•F)) // Γ(Y,C•(f∗C•F ′′)) // 0

0 // Γ(Y,C•f∗F ′) //

OO

Γ(Y,C•f∗F) //

OO

Γ(Y,C•f∗F ′′) //

OO

0

Lema: Si un haz de anillos O sobre X admite particiones de la unidad, su restricción O|Y a
cualquier cerrado Y también admite particiones de la unidad.

Demostración: Si {Vi} es un recubrimiento abierto de Y , y {f0, fi} es una partición de la unidad
de O subordinada al recubrimiento {U0 = X − Y, Ui}, donde Vi = Ui ∩ Y , entonces {fi|Y } es
una partición de la unidad de O|Y subordinada al recubrimiento {Vi}.

Definición: Si f : Y → X es una aplicación continua y F es un haz sobre Y , las imágenes
directas superiores Rnf∗F = Hn

[
f∗(C

•F)
]

son los haces de cohomoloǵıa del complejo de
haces f∗(C

•F), de modo que Rnf∗F es el haz asociado al prehaz

U  Hn(f−1U,F).

Cuando Rnf∗F = 0, n ≥ 1, tenemos que f∗(C
•F) es una resolución de f∗F , y

Hn(Y,F) = Hn(X, f∗F).

Cohomoloǵıa de la Fibra: Sea f : Y → X un morfismo propio entre espacios σ-compactos
(continuo, y la imagen inversa de todo compacto es compacta). Si F es un haz sobre Y , y x ∈ X,
tenemos isomorfismos naturales

(Rnf∗F)x = Hn(f−1x,F).
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Demostración: Veamos primero que, si C es un haz de Godement en Y , la restricción de secciones
define un isomorfismo

(f∗C)x = ĺım
−→
x∈U

Γ(f−1U, C) ∼−−→ Γ(f−1x, C).

Es inyectivo: si el soporte de una sección s ∈ Γ(f−1U, C) no corta a la fibra de x, que es
compacta, entonces f(sop s) es cerrado en U , y s se anula en f−1(U − f(sop s)).

Es epiyectivo: si s̄ ∈ Γ(f−1x, C), cada punto y ∈ f−1x tiene un entorno Ui de cierre compacto
y si ∈ Γ(Ui, C) que extiende a s̄, y un número finito U1, . . . , Ur recubren f−1(x).

Si f0, f1, . . . , fr es una partición de la unidad de C0ZY subordinada al recubrimiento abierto
{U0 = Y − f−1(x), U1, . . . , Ur}, entonces f1s1 + . . .+ frsr ∈ Γ(Y, C) extiende a s̄.

Por el lema, (C•F)|f−1x es una resolución aćıclica de F|f−1x, y terminamos,

(Rnf∗F)x = Hn
[
(f∗C

•F)x
]

= Hn
[
Γ(f−1x,C•F)

]
= Hn(f−1x,F).

Cambio de Base: Dado un producto fibrado de aplicaciones continuas

X ×S T
φ̄ //

f̄
��

X

f
��

T
φ // S

entre espacios σ-compactos, si f es propio, la imagen inversa φ̄∗ define isomorfismos

φ∗(Rnf∗F) = Rnf̄∗(φ̄
∗F).

Demostración: La imagen inversa φ̄∗ induce morfismos

Hn(f−1U,F) −→ Hn(φ̄−1f−1U, φ̄∗F) = Hn(f̄−1φ−1U, φ̄∗F) −→ (Rnf̄∗φ̄
∗F)(φ−1U)

que definen un morfismo de haces Rnf∗F → φ∗(R
nf̄∗φ̄

∗F), y el correspondiente morfismo
φ∗(Rnf∗F)→ Rnf̄∗(φ̄

∗F) es isomorfismo porque si s = f(t),

(φ∗Rnf∗F)t = (Rnf∗F)s = Hn(f−1s,F)
φ̄∗−−−→ Hn(f̄−1t, φ̄∗F) = (Rnf̄∗φ̄

∗F)t

es un isomorfismo al ser φ̄ : f̄−1(t)→ f−1(s) un homeomorfismo.

Corolario: π∗ : Hn(X,G) ∼−−→ Hn(X × [0, 1], G), cuando X es σ-compacto.

Demostración: Sea C• la resolución Godement del haz constante G sobre X × [0, 1].
La cohomoloǵıa de la fibra muestra que π∗C• es una resolución (flasca) de π∗G = G, y permite

por tanto calcular la imagen inversa.
Terminamos porque tenemos un morfismo canónico π∗π∗C• → C• y la siguiente composición

es la identidad,

Γ(X,π∗C•)
π∗−−−→ Γ(X × [0, 1], π∗π∗C•) −→ Γ(X × [0, 1], C•).

Corolario: Si dos aplicaciones continuas φ, ψ : X → Y entre espacios σ-compactos son homó-
topas, entonces φ∗ = ψ∗ : Hn(Y,G) → Hn(X,G). Por tanto, si φ : X → Y es una equivalencia
homotópica, φ∗ : Hn(Y,G)→ Hn(X,G) es un isomorfismo.

Demostración: Sea H : X × [0, 1] → Y una aplicación continua tal que φ = Hi0 y ψ = Hi1,
donde it(x) = (x, t).

Tenemos que φ∗ = i∗0H
∗ = i∗1H

∗ = ψ∗, porque i∗0 = i∗1 al ser ambos el inverso de π∗.
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1. Cohomoloǵıa de los Espacios Afines: Hp(Rn, G) = 0, p ≥ 1.

2. Hp
x(Rn, G) =

{
G p = n

0 p 6= n

Rn − x es homótopo a Sn−1, y la sucesión de cohomoloǵıa local concluye.

3. El borde de una variedad con borde es un concepto topológico.

Si x es un punto del borde de P = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ≥ 0}, tanto P como P − x son
contráctiles, y Hp

x(P,G) = 0, p ≥ 0, por la sucesión de cohomoloǵıa local.

4. Si Sn y Sm son homotópicamente equivalentes, entonces n = m.

5. La inclusión i : Sn−1 ↪→ Bn de la esfera en el disco no admite retracto continuo.

Si i admite un retracto r continuo, i∗ : 0 = Hn−1(Bn,Z) → Hn−1(Sn−1,Z) = Z admite
una sección r∗, lo que es absurdo.

6. Toda aplicación continua φ : Bn → Bn tiene punto fijo. (Teorema de Brouwer).

En caso contrario tendŕıamos un retracto continuo r : Bn → Sn−1, donde r(x) es el punto
de corte con Sn−1 de la semirrecta con origen en φ(x) que pase por x.

7. Si n es par, todo campo continuo de vectores tangentes a Sn se anula en un punto.

Si un campo continuo de vectores en la bola Bn no se anula en ningún punto, entonces
apunta hacia fuera en algún punto del borde Sn−1.

Se repiten las demostraciones del caso diferenciable (p. 174).

Teorema de Finitud: Sea A un anillo noetheriano y F un haz de A-módulos sobre un espacio
separado localmente compacto X. Si cada punto tiene una base de entornos U en que los A-
módulos Hp(U,F) son finito generados, entonces para cada compacto K contenido en el interior
de un compacto L se verifica que las imágenes de los morfismos Hp(L,F) → Hp(K,F) de
restricción también son A-módulos finito generados.

Demostración: Procedemos por inducción sobre p.

Fijado L, consideramos la familia de los compactos K que tienen un entorno compacto K̄
contenido en el interior de L tal que Hp(L,F)→ Hp(K̄,F) tenga imagen finito generada.

Es claro que todo compacto contenido en uno de esta familia también está en la familia, y
por hipótesis que cada punto del interior de L tiene un entorno compacto en tal familia.

Luego basta probar que la unión de dos compactos K1,K2 de la familia también está en ella.

Por definición Ki tiene algún entorno compacto K̄i contenido en el interior de L tal que
Hp(L,F) → Hp(K̄i,F) tiene imagen finito generada. Podemos elegir un entorno compacto K ′i
de Ki contenido en el interior de K̄i, de modo que tenemos un diagrama conmutativo

Hp(L,F) //

��

Hp(L,F)⊕Hp(L,F)

ρ

��
Hp−1(K̄1 ∩ K̄2,F) //

γ

��

Hp(K̄1 ∪ K̄2,F) //

��

Hp(K̄1,F)⊕Hp(K̄2,F)

Hp−1(K ′1 ∩K ′2,F) // Hp(K ′1 ∪K ′2,F)
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donde la fila central es exacta por Mayer-Vietoris, ρ tiene imagen finito generada, y también γ
por inducción. Ahora es sencillo concluir que Hp(L,F) → Hp(K ′1 ∪K ′2,F) tiene imagen finito
generada, de modo que K1 ∪K2 está en la familia considerada.

Corolario: Si F es un haz localmente constante de fibra A sobre una variedad compacta X, los
A-módulos Hp(X,F) son finito generados. Luego lo son los módulos Hp(X,A).

Demostración: Hay una base de abiertos U tales que los módulos Hp(U,F) = Hp(Rd, A) son
finito generados. Se concluye tomando K = L = X en el teorema anterior.

Corolario: Si X es una variedad diferenciable compacta, los grupos de cohomoloǵıa de De Rham
Hp
DR(X) son espacios vectoriales de dimensión finita.

11.4. Producto Cup

En adelante A denotará un dominio de ideales principales, de modo que los A-módulos planos
son los módulos sin torsión, y diremos que un haz de A-módulosM es plano si lo son sus fibras
Mx, lo que equivale a que los sean los módulos M(U), porque M(U) es un submódulo de∏
x∈UMx, y Mx = ĺım

−→
M(U).

Lema: Si M es un haz de A-módulos sobre un espacio σ-compacto X, y P es un A-módulo
proyectivo,

Hn
c (X,M)⊗A P = Hn

c (X,M⊗A P ).

Demostración: Ya lo sabemos cuando P es libre (p. 272).
En general P es sumando directo de un libre, L = P ⊕ P ′, y terminamos.

Fórmula de los Coeficientes Universales: SiM es un haz plano sobre un espacio σ-compacto
X, para todo A-módulo N tenemos sucesiones exactas

0 −→ Hn
c (X,M)⊗A N −→ Hn

c (X,M⊗A N) −→ TorA1 (Hn+1
c (X,M), N) −→ 0

y si N es finito generado, tenemos sucesiones exactas

0 −→ Hn(X,M)⊗A N −→ Hn(X,M⊗A N) −→ TorA1 (Hn+1(X,M), N) −→ 0

Demostración: Fijada una resolución proyectiva 0→ P1 → P0 → N → 0 (p. 274), el núcleo y el
conúcleo del morfismo φn : Hn

c (X,M)⊗A P1 → Hn
c (X,M)⊗A P0 son precisamente los módulos

Tor1(Hn
c (X,M), N) y Hn

c (X,M)⊗A N respectivamente.
Como M es plano, la sucesión 0 →M⊗A P1 →M⊗A P0 →M⊗A N → 0 es exacta, y la

sucesión exacta larga de cohomoloǵıa

Hn
c (X,M)⊗P1

φn−→Hn
c (X,M)⊗P0→Hn

c (X,M⊗N)→Hn+1
c (X,M)⊗P1

φn+1−−−→Hn+1
c (X,M)⊗P0

muestra la existencia de una sucesión exacta

0 −→ Cokerφn −→ Hn
c (X,M⊗A N) −→ Kerφn+1 −→ 0

Cuando N es finito, admite una resolución 0→ Am → An → N → 0.
Como la igualdad Hn(X,M⊗A L) = Hn(X,M)⊗A L es obvia cuando L = Ar, se repite la

demostración dada para la cohomoloǵıa con soportes compactos.

Corolario: 0 −→ Hn
c (X,Z)⊗Z G −→ Hn

c (X,G) −→ TorZ1 (Hn+1
c (X,Z), G) −→ 0.
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Fórmula de Proyección: Sea f : X → Y un morfismo propio entre espacios σ-compactos. Si
M es un haz plano sobre X, para todo haz de A-módulos N sobre Y tenemos que

(Rnf∗M)⊗A N = Rnf∗(M⊗A f∗N ).

Demostración: El morfismo (Rnf∗M) ⊗A N → Rnf∗(M ⊗A φ∗N ) que da la fórmula de los
coeficientes universales es un isomorfismo de acuerdo con la cohomoloǵıa de la fibra,

((Rnf∗M)⊗A N )y = (Rnf∗M)y ⊗A Ny = Hn(f−1y,M)⊗A Ny
= Hn(f−1y,M⊗A Ny) = (Rnf∗(M⊗A f∗N ))y

Definición: Si (K•,d) y (L•, d) son dos complejos de A-módulos (o de haces de A-módulos),
entonces K•⊗A L• es un bicomplejo, con las diferenciales d1 = d⊗ 1 y d2 = 1⊗ d, de modo que
el complejo simple asociado tiene la diferencial d = d⊗ 1 + (−1)p1⊗ d.

El producto tensorial de ciclos es un ciclo de K• ⊗A L•, aśı que tenemos morfismos

Hp(K•)⊗A Hq(L•)
⊗−−→ Hp+q(K• ⊗A L•).

Los isomorfismos naturales Kp ⊗A Lq ∼−→ Lq ⊗AKp no definen un isomorfismo de complejos
K• ⊗A L• → L• ⊗A K•, sino que han de ser afectados de un factor (−1)pq,

(d⊗ 1 + (−1)q1⊗ d)((−1)pqbq ⊗ ap) = (−1)(p+1)qbq ⊗ dap + (−1)p(q+1)(−1)pdbq ⊗ ap.

Si M es un haz de A-módulos sobre un espacio topológico X, la sucesión exacta

0 −→M −→ C0M−→M1 −→ 0

escinde en fibra, pues un retracto (C0M)x →Mx se obtiene al asignar a cada germen de sección
discontinua su valor en x ∈ X. Luego, para todo haz de A-módulos N , la sucesión

0 −→M⊗A N −→ C0M⊗A N −→ C1M⊗A N −→ C2M⊗A N −→ . . .

es exacta. Es decir, M⊗A N ∼−→ C•M⊗A N .
Tenemos casi-isomorfismos M⊗A CqN ∼−→ C•M⊗A CqN , y M⊗A C•N ∼−→ C•M⊗A C•N

por el teorema del bicomplejo.
Es decir, C•M⊗A C•N es una resolución de M⊗A N , y tenemos morfismos naturales

Hp
[
Γ(X,C•M)

]
⊗Hq

[
Γ(X,C•N )

] ⊗−−→ Hp+q
[
Γ(X,C•M⊗ C•N )

] DR−−−→ Hp+q(X,M⊗N )

que definen el producto cup Hp(X,M)⊗A Hq(X,N )
∪−−→ Hp+q(X,M⊗A N ).

Proposición: Si 0 → M → R• y 0 → N → S• son resoluciones tales que R• ⊗A S• es una
resolución de M⊗A N , el siguiente cuadrado es conmutativo

Hp[Γ(X,R•)]⊗A Hq[Γ(X,S•)] ⊗ //

��

Hp+q[Γ(X,R• ⊗A S•)]

��
Hp(X,M)⊗A Hq(X,N )

∪ // Hp+q(X,M⊗A N )

Demostración: Por el teorema del bicomplejo tenemos casi-isomorfismos

M⊗A N ∼−−→ R• ⊗A S• ∼−−→ C•R• ⊗A S• ∼−−→ C•R• ⊗A C•S•
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de modo que C•R• ⊗A C•S• es una resolución de M ⊗A N , y se concluye al considerar el
siguiente diagrama conmutativo (p. 276)

Hp[Γ(X,C•M)]⊗Hq[Γ(X,C•N )] −→ Hp+q[Γ(X,C•M⊗ C•N )]
‖ ↓

Hp[Γ(X,C•R•)⊗Hq[Γ(X,C•S•)] −→ Hp+q[Γ(X,C•R• ⊗ C•S•)]
↑ ↑

Hp[Γ(X,R•)]⊗Hq[Γ(X,S•)] −→ Hp+q[Γ(X,R• ⊗ S•)]

Corolario: (cp ∪ cq) ∪ cr = cp ∪ (cq ∪ cr).
cp ∪ cq = (−1)pqcq ∪ cp.
f∗(cp ∪ cq) = (f∗cp) ∪ (f∗cq).

Corolario: En las variedades diferenciables el producto cup de H•(X,R) está definido por el
producto exterior, [ωp] ∪ [ωq] = [ωp ∧ ωq].

Lema: Sea A un dominio de ideales principales. Si K•, L• son complejos de A-módulos y L• es
plano, tenemos sucesiones exactas

0 −→
⊕

p+q=n
Hp(K•)⊗A Hq(L•) −→ Hn(K• ⊗A L•) −→

⊕
p+q=n+1

TorA1 (Hp(K•), Hq(L•)) −→ 0

Demostración: Al ser L• plano, sus ciclos Zq y bordes Bq carecen de torsión, y definen una
resolución plana de Hq(L•),

0 −→ Bq −→ Zq −→ Hq(L•) −→ 0

El conúcleo de φpq : Hp(K•)⊗A Bq → Hp(K•)⊗A Zq es Hp(K•)⊗A Hq(L•), y su núcleo es
TorA1 (Hp(K•), Hq(L•)). Además tenemos una sucesión exacta de complejos

0 −→ Z• −→ L•
d−−→ B•[1] −→ 0

donde las diferenciales de Z• y B•[1] son nulas, y el connecting

δ : Bq = Hq−1(B•[1]) −→ Hq(Z•) = Zq

es la inclusión. Al ser planos los módulos Bq, tenemos una sucesión exacta

0 −→ K• ⊗A Z• −→ K• ⊗A L•
1⊗d−−−→ K• ⊗A (B•[1]) −→ 0

que induce sucesiones exactas

. . .
δn−−→ Hn(K• ⊗A Z•)→ Hn(K• ⊗A L•) −→ Hn(K• ⊗A (B•[1]))

δn+1−−−−→ . . .

0 −→ Coker δn −→ Hn(K• ⊗A L•) −→ Ker δn+1 −→ 0

Además, al ser Zq y Bq módulos planos, tenemos que

Hn(K• ⊗A Z•) =
⊕

p+q=n
Hp(K• ⊗A Zq) =

⊕
p+q=n

Hp(K•)⊗A Zq

Hn−1(K• ⊗A B•[1]) =
⊕

p+q=n−1
Hp(K• ⊗A B•[1]q) =

⊕
p+q=n

Hp(K•)⊗A Bq
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de modo que δn =
⊕

p+q=n
φpq, y concluimos que

Coker δn =
⊕

p+q=n
Cokerφpq =

⊕
p+q=n

Hp(K•)⊗A Hq(L•)

Ker δn+1 =
⊕

p+q=n+1
Kerφpq =

⊕
p+q=n+1

TorA1 (Hp(K•), Hq(L•))

Nota: En espacios σ-compactos consideramos la imagen directa con soportes propios

(f!F)(U) = {s ∈ F(f−1U) : el soporte de s es propio sobre U }

de modo que Γc(X, f!F) = Γc(Y,F), y pondremos Rnf!F = Hn
[
f!(C

•F)
]
.

Cuando Rnf!F = 0, n ≥ 1, tenemos que f!(C
•F) es una resolución de f!F por haces Γc-

aćıclicos (los haces f!(C
pF) son C0Z-módulos), y Hn

c (Y,F) = Hn
c (X, f!F).

Las fórmulas de la Cohomoloǵıa de la Fibra, Cambio de Base y Proyección (y sus demostra-
ciones) son válidas para aplicaciones continuas si las imágenes directas Rnf∗ se sustituyen por
Rnf!, y la cohomoloǵıa por la cohomoloǵıa con soportes compactos.

Por otra parte, si un hazM es plano, C0M también, porque (C0M)(U) =
∏
x∈UMx carece

de torsión. Además, como la sucesión exacta 0 → M → C0M →M1 → 0 escinde en fibra, el
haz M1 es plano, y todos los haces CpM son planos.

Teorema de Künneth: Sean p1 : X × Y → X, p2 : X × Y → Y las proyecciones naturales,
donde X,Y son σ-compactos, y sea A un dominio de ideales principales. Si M y N son haces
de A-módulos planos sobre X e Y respectivamente, tenemos sucesiones exactas

0→
⊕

p+q=n
Hp

c (X,M)⊗Hq
c (Y,N )→ Hn

c (X× Y, p∗1M⊗ p∗2N )→
⊕

p+q=n+1
Tor1(Hp

c (X,M), Hq
c (Y,N ))→ 0

Demostración: De acuerdo con el lema, basta probar las siguientes afirmaciones,

1. p∗1 ⊗ p∗2 : Γc(X,C
•M)⊗A Γc(Y,C

•N ) = Γc(X × Y, p∗1C•M⊗A p∗2C•N ).

X × Y p1 //

p2
��

X

q1

��
Y

q2 // •
Γc(X × Y, p∗1CiM⊗ p∗2CjN ) = q1!p1!(p

∗
1Ci ⊗ p∗2Cj) = q1!(Ci ⊗ p1!(p

∗
2Cj))

= q1!(Ci ⊗ q∗1q2!(Cj)) = (q1!Ci)⊗ (q2!Cj)
= Γc(X,C

iM)⊗ Γc(Y,C
jN )

2. p∗1C
•M⊗A p∗2C•N es una resolución Γc-aćıclica de p∗1M⊗A p∗2N .

0 → p∗1M→ p∗1C
•M y 0 → p∗2N → p∗2C

•N escinden en fibra; luego p∗1C
•M⊗ p∗2C•N es

una resolución de p∗1M⊗ p∗2N , y los haces p∗1C
iM⊗ p∗2CjN son Γc-aćıclicos:

Rnp1!(p
∗
1Ci ⊗ p∗2Cj) = Ci ⊗Rnp1!(p

∗
2Cj) = Ci ⊗ q∗1(Rnq2!Cj) = 0, n ≥ 1,

y los haces p1!(p
∗
1Ci ⊗ p∗2Cj) = Ci ⊗ q∗1(q2!Cj) son Γc-aćıclicos,

Hn
c (X, Ci ⊗ q∗1(q2!Cj)) = Rnq1!(Ci ⊗ q∗1(q2!Cj)) = (Rnq1!Ci)⊗ (q2!Cj) = 0, n ≥ 1.
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Ejemplo: El anillo de cohomoloǵıa de la esfera Sn es H•(Sn,Z) = Z[tn]/(t2n), aśı que

H•(Sn × Sm,Z) = H•(Sn,Z)⊗Z H
•(Sm,Z) = Z[xn, ym]/(x2

n, y
2
m)

donde p∗1(tn) = tn ⊗ 1 = xn y p∗2(tm) = 1 ⊗ tm = ym. Si n es par, ninguna aplicación continua
µ : Sn × Sn → Sn define una estructura de grupo en Sn, pues en tal caso µ∗(tn) = axn + byn, y
si e es el neutro de Sn, la aplicación continua j : Sn → Sn × Sn, j(p) = (p, e), verifica que µj y
p1j son la identidad, y que p2j es constante,

tn = j∗µ∗(tn) = j∗(axn + byn) = j∗(ap∗1(tn) + bp∗2(tn)) = atn + 0 ,

luego a = 1. Igualmente b = 1, y obtenemos una contradicción si n es par

0 = µ∗(t2n) = (µ∗tn)2 = (xn + yn)2 = xnyn + ynxn = 2xnyn.

11.5. Clase de Cohomoloǵıa de una Subvariedad

11.5.1. Fibrados de Ĺınea

Lema: Si G es un grupo abeliano, el haz de automorfismos G del revestimiento principal trivial
X ×G→ X es el haz constante G.

Demostración: Cada elemento h ∈ G define un automorfismo τh(y) = hy porque G es abeliano,
τh(gy) = hgy = ghy = gτh(y), y este morfismo inyectivo de haces G→ G es epiyectivo.

En efecto, si τ : U ×G→ U ×G es un automorfismo y τ(x, 1) = (x, h(x)), entonces τ = τh,

τh(x, g) = (x, h(x)g) = g(x, h(x)) = gτ(x, 1) = τ(x, g).

Teorema: H1(X,G) =

[
Revestimientos principales
de X de grupo abeliano G

]
Demostración: Fijemos un recubrimiento abierto R = {Ui}i∈I de X.

Si un revestimiento principal P → X es trivial en el recubrimiento, φi : PUi
∼−→ Ui × G, en

Uij = Ui ∩ Uj tenemos un automorfismo gij = φiφ
−1
j : Uij × G ∼−→ Uij × G, y en cada abierto

Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk tenemos que
gijgjk = gik.

Las familias {gij ∈ G(Uij)}i,j∈I verificando tal condición se llaman datos de construcción,
pues permiten reconstruir el revestimiento principal como el cociente

P '
[∐

i∈I Ui ×G
]
/ ≡

por la relación de equivalencia (x, gi) ≡ (x, gj) cuando x ∈ Uij , gi = gij(x)gj .
El dato de construcción {gij} depende de las trivializaciones φi.
Si elegimos otras trivializaciones φ̄i : PUi

∼−→ G× Ui, obtendremos otro dato de construcción
{ḡij}; pero gi = φ̄iφ

−1
i : Ui ×G ∼−→ Ui ×G es un automorfismo, aśı que gi ∈ G(Ui) y

ḡij = gigijg
−1
j .

Si decimos que dos datos de construcción {gij} y {ḡij} son equivalentes cuando existen
secciones gi ∈ G(Ui) tales que ḡij = gigijg

−1
j , tenemos una biyección natural[

Revestimientos principales
de X que trivializan en R

]
=
{Datos de construcción}

Equivalencia de datos
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Consideremos ahora la resolución Godement de G,

0 −→ G −→ C0G −→ G1 −→ 0

0 −→ G1 −→ C1G −→ G2 −→ 0

H1(X,G) =
Γ(X,G1)

Γ(X,C0G)

Si H1(X,G)R denota el subgrupo de H1(X,G) formado por las clases de cohomoloǵıa que
se anulan en el recubrimiento R, y Γ(X,G1)R denota el subgrupo de las secciones globales de
G1 que provienen de secciones de C0G en el recubrimiento R, tenemos que

H1(X,G)R =
Γ(X,G1)R
Γ(X,C0G)

Si f ′ ∈ Γ(X,G1)R, existen fi ∈ Γ(Ui, C
0G) tales que f ′|Ui = fi; luego fi = gijfj en Uij para

algún dato de construcción gij ∈ G(Uij). Si consideramos otras secciones f̄i que representen a
f ′, definirán otro dato {ḡij}, y tendremos f̄i = gifi, donde gi ∈ G(Ui), y

ḡij = f̄i/f̄j = gifi/gjfj = gigijg
−1
j .

Γ(X,G1)R −→
{Datos de construcción}

Equivalencia de datos

Este morfismo de grupos no es inyectivo, y su núcleo es la imagen de Γ(X,C0G), pues la
condición gij = 1 significa que las secciones fi coinciden en las intersecciones Uij .

Veamos por último que este morfismo es epiyectivo. Dado un dato de construcción {gij},
para cada x ∈ X elegimos un ı́ndice kx ∈ I tal que x ∈ Ukx y definimos

fi(x) = gikx(x), fi ∈ Γ(Ui, C
0G)

de modo que en Uij tenemos fi = gikx = gijgjkx = gijfj .

Estas secciones de C0G coinciden como secciones de G1, aśı que definen una sección global
f ′ de G1 que induce el dato de construcción {gij}. En resumen,

H1(X,G)R =
{Datos de construcción}

Equivalencia de datos
=

[
Revestimientos principales
de X que trivializan en R

]
y concluimos porque toda clase de cohomoloǵıa se anula en algún recubrimiento y todo revesti-
miento principal es trivial en algún recubrimiento. q.e.d.

Este argumento prueba que cualquier tipo de estructura localmente trivial está clasificada
por el grupo de cohomoloǵıa H1(X,G), donde G es el haz de automorfismos de la correspondiente
estructura trivial (siempre que G sea abeliano).

Teorema de Hurewicz: Si X es conexo y localmente simplemente conexo, para todo grupo
abeliano G tenemos un isomorfismo de grupos

H1(X,G) = Homgr(π1(X,x), G).

Demostración: Los revestimientos principales de grupo abeliano G están clasificados (p. 223)
por Homgr(π1(X,x), G), y sólo queda ver que la biyección H1(X,G) = Homgr(π1(X,x), G) es
morfismo de grupos.
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El grupo de automorfismos del revestimiento universal X̃ → X es π1 = π1(X,x), y a cada
morfismo de grupos φ : π1 → G se le asocia el revestimiento principal

P = (G× X̃)/π1 −→ X̃/π1 = X, σ(g, x̃) = (g · φ(σ−1), σx̃)

Fijado un recubrimiento de X por abiertos simplemente conexos Ui, tendremos π1-isomor-
fismos X̃Ui ' π1 × Ui que inducen trivializaciones

φi : PUi
∼−−→ G× Ui, φi[(g, σ, x)] = (g · φ(σ), x)

y en Uij tendremos que el isomorfismo (π1 × Uj)Uij ' X̃Uij ' (π1 × Ui)Uij transforma (1, x) en
(σij(x), x). Luego

(φiφ
−1
j )(g, x) = φj [(g, σij , x)] = (gφ(σij), x)

y un dato de construcción de P es precisamente φ(σij).
Ahora está claro que al producto de morfismos le corresponde el producto de datos.

Definiciones: Un espacio vectorial real sobre X es una aplicación continua π : E → X junto
con operaciones continuas E ×X E → E y R × E → E que verifiquen los axiomas de espacio
vectorial, entre ellos la existencia de la sección continua 0: X → E (en particular cada fibra
Ex = π−1(x) hereda una estructura de espacio vectorial).

Un morfismo entre dos espacios vectoriales E → X y E′ → X sobre X es una aplicación
continua φ : E → E′ sobre X tal que las aplicaciones φx : Ex → E′x son lineales.

El espacio vectorial trivial de rango n sobre X es Rn×X → X, y un fibrado vectorial real
de rango n es un espacio vectorial E → X localmente trivial de rango n; es decir, localmente
E|U ' Rn × U . Es un fibrado de ĺınea cuando n = 1.

Análogamente se definen los fibrados vectoriales complejos sustituyendo R por C, y los fibra-
dos vectoriales diferenciables sustituyendo los espacios topológicos y las aplicaciones continuas
por variedades y aplicaciones de clase C∞.

Ejemplos: El haz de secciones continuas de un fibrado vectorial real de rango n es un haz
localmente libre de rango n sobre el haz de funciones reales continuas CX , lo que define una
equivalencia entre ambas categoŕıas, y el funtor inverso asigna a cada CX -módulo localmente
libre E el fibrado vectorial E =

∐
x∈X(Ex/mxEx)→ X (con la topoloǵıa evidente).

Los fibrados vectoriales complejos se corresponden con los módulos localmente libres sobre
el haz de funciones complejas continuas, y los fibrados vectoriales diferenciables se corresponden
con los módulos localmente libres sobre el haz de funciones diferenciables.

La gráfica ξ ⊂ Pn × E de la incidencia (i.e., (p, e) ∈ ξ cuando el vector e ∈ E está en el
subespacio vectorial representado por p ∈ Pn) define un fibrado de ĺınea π : ξ → Pn, llamado
fibrado tautológico de Pn, que no es trivial porque toda sección continua s : Pn → ξ se anula en
algún punto. En efecto, si no se anulase en ningún punto, considerando un producto escalar en E
y dividiendo cada vector s(p) por el módulo, tendŕıamos una sección continua del revestimiento
Sn → Pn, lo que es absurdo porque la esfera Sn es conexa.

Lema: El haz de automorfismos de O es el haz O∗ de secciones invertibles de O.

Demostración: O(U) = HomO|U (O|U ,O|U ).

Teorema: H1(X,O∗) =

[
O-módulos

de ĺınea

]

Corolario: H1(X,F2) =

[
Haces localmente

constantes de fibra Z

]



11.5. CLASE DE COHOMOLOGÍA DE UNA SUBVARIEDAD 289

Corolario: Si X es un espacio σ-compacto (e igualmente si X es una variedad diferenciable y
los fibrados son C∞),

H1(X,F2) =

[
Fibrados de ĺınea

reales sobre X

]
H2(X,Z) =

[
Fibrados de ĺınea

complejos sobre X

]
Demostración: El haz de funciones reales continuas (resp. diferenciables) O es aćıclico, y la
siguiente sucesión exacta muestra que el morfismo natural H1(X,O∗) → H1(X,F2) es un iso-
morfismo.

0 −→ O ef−−→ O∗ −→ Z/2Z −→ 0

El haz de funciones complejas continuas (resp. diferenciables) O también es aćıclico, y la
sucesión exacta

0 −→ Z 2πi−−−→ O ef−−→ O∗ −→ 0

muestra (p.277) que tenemos un isomorfismo canónico H1(X,O∗) = H2(X,Z).

Definición: Si X es σ-compacto, cada fibrado de ĺınea real L→ X está clasificado por su clase
de obstrucción δ(L) ∈ H1(X,F2), y cada fibrado de ĺınea complejo L → X está clasificado
por su clase de obstrucción δ(L) ∈ H2(X,Z).

Proposición: Si φ : Y → X es una aplicación continua, δ(φ∗L) = φ∗(δ(L)).

Demostración: Si {gij} es un dato de construcción de L en un recubrimiento {Ui}, entonces
{gij ◦φ} es un dato de φ∗L en el recubrimiento {φ−1Ui}; luego si c ∈ H1(X,O∗X) se corresponde
con L, entonces φ∗L se corresponde con la imagen de c por el morfismo

H1(X,O∗X)
φ∗−−−→ H1(Y, φ∗O∗X) −→ H1(Y,O∗Y ).

Se termina por la compatibilidad de φ∗ con el morfismo H1(X,O∗)→ H1(X,F2) en el caso
real, y con H1(X,O∗)→ H2(X,Z) en el caso complejo. q.e.d.

1. La cohomoloǵıa del toro de género g es Hn(τg,Z) =


Z n = 0, 2

Z2g n = 1

0 n > 2

H1(τg,Z) = Hom(π1(τg)ab,Z) = Hom(Z2g,Z) = Z2g.

El complementario de un disco abierto es homótopo a 2g circunferencias identificadas en
un punto, y la sucesión exacta del subespacio cerrado permite concluir,

0 −→ Z2g −→ Z2g −→ Z −→ H2(τg,Z) −→ 0

2. Si S es la suma conexa de g planos proyectivos, Hn(S,F2) =


F2 n = 0, 2

Fg2 n = 1

0 n > 2

H1(S,F2) = Hom(π1(S)ab,F2) = Hom(Zg−1 ⊕ F2,F2) = Fg2.
El complementario de un disco abierto es homótopo a g circunferencias identificadas en
un punto, y la sucesión exacta del subespacio cerrado permite concluir,

0 −→ Fg2 −→ Fg2 −→ F2 −→ H2(S,F2) −→ 0
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3. Una variedad diferenciable X de dimensión n es orientable si y sólo si el haz de ĺınea Ωn
X

es trivial. Por tanto, si H1(X,F2) = 0, entonces X es orientable.

4. Si Y es una hipersuperficie cerrada de una variedad diferenciable X, su haz de ideales
pY (U) = {f ∈ C∞X (U) : f |U∩Y = 0} es un haz de ĺınea, trivial si y sólo si Y admite una
ecuación global f = 0 con diferencial no nula en Y . Si H1(X,F2) = 0, toda hipersuperficie
cerrada Y de X admite una ecuación global y es orientable.

En efecto, si f = 0 es una ecuación global de Y , el campo N = grad f no se anula en
ningún punto de Y , y define una orientación [iNωX ] de Y .

11.5.2. Cohomoloǵıa Local

Sea Y un cerrado de un espacio topológico X.
Diremos que ΓY F = Hom(ZY ,F) es el haz de secciones de F con soporte en el cerrado Y ,

y que HnY F = RnΓY (F) = Extn(ZY ,F) es el n-ésimo haz de cohomoloǵıa local de F ,

(ΓY F)(U) = ΓY ∩U (U,F),

(HnY F)(U) = Hn [ΓY (C•F)] ,

y HnY F es el haz asociado al prehaz U  Hn
Y ∩U (U,F).

Lema: Si C es un haz Godement, entonces ΓY C es un haz flasco.

Demostración: Si C(U) =
∏
x∈U Mx, entonces ΓY ∩U (U, C) =

∏
x∈Y ∩U Mx.

Teorema: Sea Y una subvariedad cerrada de codimensión d de una variedad topológica X.
Los haces de cohomoloǵıa local HpY Z son todos nulos, salvo el haz de orientación normal
TY/X = HdY Z, que es un haz concentrado en Y , localmente constante de fibra Z.

Demostración: El enunciado es local, y podemos suponer que X = Rm ×Rd, Y = Rm × 0, y en
tal caso se termina por la sucesión exacta de cohomoloǵıa local, al ser X − Y = Rm × (Rd − 0)
homótopo a la esfera Sd−1.

Corolario: Hp
Y (X,Z) = Hp−d(Y,TY/X).

Demostración: Si Z ∼−−→ C• es la resolución Godement del haz constante Z sobre X, tenemos
casi-isomorfismos TY/X [−d] ∼←−− Z• ∼−−→ ΓY C•, donde Z• es el complejo

ΓY C0 → ΓY C1 → . . .→ ΓY Cd−1 → Zd → 0→ . . .

Como TY/X está concentrado en Y , y ΓY C• es un complejo de haces flascos,

Hp−d(Y,TY/X) = Hp(X,TY/X [−d ]) = Hp(X,Z•) = Hp(X,ΓY C•) = Hp
Y (X,Z).

Definición: Y es normalmente orientable en X cuando TY/X |Y es isomorfo al haz constante
Z en Y , y los isomorfismos ZY ∼−−→ TY/X |Y son las orientaciones normales de Y en X.

Fijada una orientación normal, el morfismo Hp−d(Y,Z) ∼−→ Hp
Y (X,Z)→ Hp(X,Z) se denota

i∗, la sucesión de Cohomoloǵıa Local da la sucesión exacta de Gysin

. . . −→ Hp−d(Y,Z)
i∗−−→ Hp(X,Z) −→ Hp(X − Y,Z)

δ−−→ Hp−d+1(Y,Z) −→ . . .

y la clase de cohomoloǵıa de Y en X es pX(Y ) = i∗(1) ∈ Hd(X,Z).



11.5. CLASE DE COHOMOLOGÍA DE UNA SUBVARIEDAD 291

Fórmula de Proyección: i∗(i
∗(a) ∪ b) = a ∪ i∗(b); a ∈ H•(X,Z), b ∈ H•(Y,Z).

Demostración: Esta fórmula afirma que i∗ : H•(Y,Z) → H•(X,Z) es morfismo de H•(X,Z)-
módulos, donde la estructura de módulo en H•(Y,Z) viene definida por el morfismo de anillos
i∗ : H•(X,Z) → H•(Y,Z). Ahora bien, salvo el cambio de graduación, la imagen directa i∗ se
obtiene de los siguientes morfismos:

H•(Y,Z[−d])
i∗←− H•(X,ZY [−d]) ∼←− H•(X,Z•) ∼−→ H•(X,ΓY C•)→ H•(X, C•)

donde todos son morfismos de módulos porque son compatibles con el producto cup.
Por último, el cambio de graduación H•(Y,Z) ∼−→ H•(Y,Z[−d]) es un isomorfismo de módu-

los, cuando la estructura de módulo se considera por la izquierda, porque la diferencial total de
un bicomplejo no se altera al cambiar el segundo grado. q.e.d.

1. Si H1(Y,F2) = 0, todo haz localmente constante en Y de fibra Z es trivial; luego Y es
normalmente orientable cualquiera que sea el ambiente X y la codimensión d.

2. Si Y es conexa y Hd
Y (X,Z) 6= 0, entonces TY/X |Y tiene una sección que no se anula en

ningún punto, y por tanto es trivial.

Por ejemplo, si una hipersuperficie conexa Y admite un entorno conexo U tal que U − Y
no es conexo, H1

Y (X,Z) = H1
Y (U,Z) 6= 0 por la sucesión exacta de cohomoloǵıa local, e Y

es normalmente orientable.

3. Todo haz de ĺınea sobre el haz constante F2 es trivial, porque F∗2 = 1.

Por tanto, si usamos cohomoloǵıa con coeficientes en F2, todas las subvariedades cerra-
das son normalmente orientables y admiten una única orientación normal, y la clase de
cohomoloǵıa siempre está bien definida.

4. Si Y es una subvariedad conexa y cerrada de Rn de codimensión 1, el abierto complemen-
tario U = Rn − Y tiene exactamente dos componentes conexas:

0 −→ F2 = H0(Rn,F2) −→ H0(U,F2) −→ H0(Y,F2) = F2
i∗−−→ H1(Rn,F2) = 0

11.5.3. Teoŕıa Topológica de la Intersección

En este apartado suponemos que todas las subvariedades están normalmente orientadas.
Sean Y1, Y2 subvariedades cerradas de una variedad topológica X de codimensiones d1 y d2

respectivamente. Si Y = Y1 ∩ Y2 es una subvariedad de codimensión d1 + d2, en cada abierto
U ⊆ X tenemos un morfismo de grupos

∪ : Hd1
Y1∩U (U,Z)⊗Z H

d2
Y2∩U (U,Z) −→ Hd1+d2

Y ∩U (U,Z),

de modo que el producto cup define un morfismo de haces

∪ : TY1/X ⊗Z TY2/X −→ TY/X .

Fijadas orientaciones normales ξ1, ξ2, ξ de las subvariedades Y1, Y2, Y , en cada punto y ∈ Y

ξ1 ∪ ξ2 = mξ ∈ TY/X,y

para cierto número entero m, llamado multiplicidad de intersección de Y1 con Y2 en y.
Es localmente constante, y cambia de signo si se cambia alguna orientación normal.
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Teorema: Sean Y1, Y2 subvariedades cerradas normalmente orientadas, de codimensiones d1, d2

respectivamente. Si Y1 ∩ Y2 es una subvariedad de codimensión d1 + d2 con un número finito de
componentes conexas C1, . . . , Cr y mi es la multiplicidad de intersección de Y1 con Y2 a lo largo
de Ci, entonces

pX(Y1) ∪ pX(Y2) = m1 pX(C1) + . . .+mr pX(Cr).

Demostración: Tenemos que Hd1+d2
Y1∩Y2 (X,Z) = ⊕jHd1+d2

Cj
(X,Z).

Fijadas orientaciones normales, tenemos que ξY1 ∪ ξY2 =
∑

jmjξCi , y el siguiente cuadrado
conmutativo permite concluir,

Hd1
Y1

(X,Z)⊗Z H
d2
Y2

(X,Z)
∪ //

��

Hd1+d2
Y1∩Y2 (X,Z)

��
Hd1(X,Z)⊗Z H

d2(X,Z)
∪ // Hd1+d2(X,Z)

= ⊕jHd1+d2
Cj

(X,Z)

Definición: Diremos que Y1 e Y2 se cortan transversalmente en un punto y ∈ Y1 ∩Y2 cuando
existe un entorno abierto U de y en X y un homeomorfismo φ : U ∼−→ Rd1 × Rd2 × Rm tal que
φ(Y1 ∩ U) = 0× Rd2 × Rm y φ(Y2 ∩ U) = Rd1 × 0× Rm.

Teorema: El morfismo TY1/X ⊗Z TY2/X → TY/X que define el producto cup es un isomorfismo
cuando Y1, Y2 se cortan transversalmente; es decir, la multiplicidad de intersección es ±1.

Demostración: Como la multiplicidad de intersección es un invariante topológico local, podemos
suponer que X = Sd1 × Sd2 × Sd3 , Y1 = p1 × Sd2 × Sd3 , Y2 = Sd1 × p2 × Sd3 .

Por el teorema de Künneth tenemos un isomorfismo de anillos graduados

H•(X,Z) = Z[x1]/(x2
1)⊗Z Z[x2]/(x2

2)⊗Z Z[x2
3]/(x2

3)

donde pX(Y1) = x1 ⊗ 1⊗ 1, pX(Y2) = 1⊗ x2 ⊗ 1.

Ahora bien, Y1 ∩ Y2 es una subvariedad conexa de codimensión d1 + d2 y

x1 ⊗ x2 ⊗ 1 = pX(Y1) ∪ pX(Y2) = m · pX(Y1 ∩ Y2)

no es divisible en Hd1+d2(X,Z) por ningún número natural, salvo el 1.

Concluimos que la multiplicidad de intersección es m = ±1.

Corolario: El grupo H2(Pn,C,Z) está generado por la clase de cohomoloǵıa x de cualquier
hiperplano y tenemos un isomorfismo de anillos graduados

H•(Pn,C,Z) = Z[x]/(xn+1), grx = 2.

Demostración: Pn−1 es normalmente orientable en Pn, porque H2
Pn−1

(Pn,Z) 6= 0.

Ahora, por la sucesión exacta de Gysin tenemos isomorfismos

i∗ : Hp−2(Pn−1,Z) ∼−−→ Hp(Pn,Z), p ≥ 1.

En particular x = i∗(1) es un generador de H2(Pn,Z). Además, por inducción sobre n,
i∗(y

p−1) es un generador de Hp(Pn,Z), donde y denota un generador de H2(Pn−1,Z).

La sucesión exacta del subespacio cerrado

H2(Pn,Z)
i∗−−→ H2(Pn−1,Z)

δ−−→ H3(Cn,Z) = 0
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muestra que y = i∗(x), y por la fórmula de proyección Hp(Pn,Z) está generado por

i∗(y
p−1) = i∗((i

∗x)p−1) = i∗(1)xp−1 = xp.

Corolario: El grupo H1(Pn,R,F2) está generado por la clase de cohomoloǵıa x de cualquier
hiperplano, y tenemos un isomorfismo de anillos graduados

H•(Pn,R,F2) = F2[x]/(xn+1), grx = 1.

1. La inclusión i : Pm ↪→ Pn, m < n, no admite retracto continuo.

El epimorfismo de anillos i∗ : A[x]/(xn)→ A[x]/(xm) no admite sección.

2. Todo difeomorfismo φ : P2n,C → P2n,C conserva la orientación.

Al ser φ∗(x) = ±x, tenemos que φ∗(x2n) = (±x)2n = x2n.

3. Pn,R no se puede recubrir con n abiertos homeomorfos a espacios afines.

Si un espacio topológico admite un recubrimiento X = U1∪ . . .∪Un por abiertos Ui ' Rmi ,
y ponemos Yi = X − Ui, los morfismos Hp

Yi
(X,A) → Hp(X,A) son epiyectivos para todo

p ≥ 1, y el siguiente cuadrado conmutativo muestra que en H•(X,A) es nulo el producto
de n elementos cualesquiera de grado positivo,

H•Y1(X,A)⊗ . . .⊗H•Yn(X,A)
∪ //

��

H•Y1∩...∩Yn(X,A)

��
H•(X,A)⊗ . . .⊗H•(X,A)

∪ // H•(X,A)

= 0

4. Teorema de Borsuk-Ulam: Toda aplicación continua φ : Sn → Rn identifica algún par
de puntos antipodales.

En caso contrario ϕ : Sn → Sn−1 es continua y ϕ(−x) = −ϕ(x), donde

ϕ(x) =
φ(x)− φ(−x)

‖φ(x)− φ(−x)‖

Por tanto ϕ induce una aplicación continua ϕ̄ : Pn → Pn−1 que no trivializa al revestimiento
Sn−1 → Pn−1. Luego el morfismo de anillos

ϕ̄∗ : F2[x]/(xn) = H•(Pn−1,F2) −→ H•(Pn,F2) = F2[x]/(xn+1)

verifica que ϕ̄∗(x) = x, lo que es absurdo.

11.6. Teorema de Dualidad

Sea X un espacio σ-compacto en que Hp
c (X,F) = 0 para todo p > n y todo haz F (por

ejemplo una variedad topológica de dimensión n, p. 272), y consideremos la resolución Godement
del haz constante definido por un dominio de ideales principales A, truncada en la etapa n-ésima:

0 −→ A −→ C0A −→ C1A −→ . . . −→ Cn−1A −→ Cn −→ 0

Como esta resolución 0→ A→ C• escinde en fibra, para todo haz de A-módulosM tenemos
una resolución 0 → M → M⊗A C•, que es Γc-aćıclica porque los haces M⊗A CiA son C0Z-
módulos, y Hp

c (X,M⊗A Cn) = Hp+n
c (X,M) = 0 (p. 277).
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Fijemos ahora una resolución inyectiva 0→ A→ I0 → I1 → 0 del anillo A.
El funtor contravariante F (M) = HomA(Γc(X,M⊗ACp, Iq) es exacto (el haz Cp es plano, los

hacesM⊗A Cp son Γc-aćıclicos y el A-módulo Iq es inyectivo) y F transforma ĺımites inductivos
en ĺımites proyectivos, porque Γc conserva ĺımites inductivos (p. 272).

Por el teorema de representabilidad2 existe un haz de A-módulos inyectivo D−p,q tal que

HomA(M,D−p,q) = HomA(Γc(X,M⊗A Cp), Iq) ,
Hom•A(M,D) = Hom•A(Γc(X,M⊗A C), I).

(donde Homp,q
A (K,L) = HomA(K−p, Lq), con las diferenciales inducidas por las de K• y L•), y

el complejo dualizante de X es el complejo D asociado al bicomplejo inyectivo D••.
Por el siguiente lema, tenemos sucesiones exactas

0 −→ Ext1
A(Hp+1

c (X,M), A) −→ Ext−pA (M,D) −→ HomA(Hp
c (X,M), A) −→ 0

Lema: Para todo complejo de A-módulos K• tenemos sucesiones exactas

0 −→ Ext1
A(Hp+1(K•), A) −→ H−p

[
Hom•A(K, I)

]
−→ HomA(Hp(K•), A) −→ 0

Demostración: HomA(Hp(K•), A) y Ext1
A(Hp(K•), A) son el núcleo y el conúcleo de

ϕp : HomA(Hp(K•), I0) −→ HomA(Hp(K•), I1)

Por otra parte, tenemos una sucesión exacta de complejos

0 −→ Hom•A(K, I1[−1]) −→ Hom•A(K, I) −→ Hom•A(K, I0) −→ 0

y los morfismos de conexión δ−p de la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa

. . .
δ−(p+1)−−−−−→ H−p

[
Hom•A(K, I1[−1])

]
→ H−p

[
Hom•A(K, I)

]
→ H−p

[
Hom•A(K, I0)

] δ−p−−→ . . .

coinciden con los morfismos ϕp; es decir el siguiente cuadrado es conmutativo,

H−p
[
Hom•A(K, I0)

] δ−p−−−→ H−p+1
[
Hom•A(K, I1[−1])

]
|| ||

HomA(Hp(K•), I0)
ϕp−−−→ HomA(Hp(K•), I1)

Teorema de Dualidad: Si X es una variedad topológica de dimensión n, los haces de coho-
moloǵıa H−pD son nulos, salvo TAX = H−nD, que es un haz localmente constante de fibra A, y
para todo haz de A-módulos M tenemos sucesiones exactas

0 −→ Ext1
A(Hp+1

c (X,M), A) −→ Extn−pA (M,TAX) −→ HomA(Hp
c (X,M), A) −→ 0

Demostración: Si U es un abierto de X, cuando M = AU tenemos sucesiones exactas

0 −→ Ext1
A(Hp+1

c (U,A), A) −→ H−p[D(U)] −→ HomA(Hp
c (U,A), A) −→ 0

Si U es homeomorfo a Rn, tenemos que Hn
c (U,A) ' A y Hp

c (X,A) = 0 cuando p 6= n.
Luego H−p[D(U)] = 0 cuando p 6= n, y por tanto H−p(D) = 0, y H−n[D(U)] ' A.

2En el caso de un funtor contravariante F sobre la categoŕıa de O-módulos, como HomO(OU ,M) = M(U),
dado un submódulo estricto N ⊂ M, tenemos algún morfismo OU → M que no factoriza a través de N , y
vemos que cada pareja mı́nima Qξ está determinada por el conjunto de los elementos η ∈ F (OU ) que admitan un
morfismo de parejas (OU )η → Qξ (p. 73).
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El haz H−nD es localmente constante porque cuando X = Rn y U es una bola abierta, el
morfismo natural Hn

c (U,A)→ Hn
c (X,A) es isomorfismo, al ser Hn

c (X − U,A) = 0.

Ahora, como el complejo dualizante D no tiene términos de grado menor que −n, tenemos
una sucesión es exacta:

0 −→ TAX −→ D−n −→ D−n+1 −→ . . . −→ D1 −→ 0

que es una resolución inyectiva de TAX ; luego Ext−pA (M,D) = Extn−pA (M,TAX).

Corolario: TAX(U) = HomA(Hn
c (U,A), A), y por tanto TAU = TAX |U .

Corolario: 0 −→ Ext1
A(Hp+1

c (X,A), A) −→ Hn−p(X,TAX) −→ HomA(Hp
c (X,A), A) −→ 0

Corolario: Hn−p(X,F2) = Hp
c (X,F2)∗.

Demostración: Cuando A = F2, todo haz localmente constante es trivial, TF2
X = F2.

Definición: El haz de orientación de una variedad X es TX = TZ
X , y diremos que X es

orientable si es trivial Z ' TX . Las orientaciones de X en un punto x son los dos generadores
de la fibra TX,x, y las orientaciones de X son las secciones globales de TX que generen la fibra
en todo punto (los isomorfismos Z ' TX).

Si X es conexa de dimensión n, la condición de ser orientable equivale a que

0 6= Γ(X,TX) = HomZ(Hn
c (X,Z),Z)

y en una variedad orientable X de dimensión n tenemos sucesiones exactas

0 −→ Ext1
Z(Hp+1

c (X,Z),Z) −→ Hn−p(X,Z) −→ HomZ(Hp
c (X,Z),Z) −→ 0

Proposición: TAX = TX ⊗Z A. Por tanto, TAX ' A cuando X es orientable.

Demostración: El morfismo natural Hn
c (U,Z) ⊗Z A → Hn

c (U,A) es isomorfismo en virtud del
teorema de los coeficientes universales. Tenemos aśı un morfismo

TX(U)⊗Z A = HomZ(Hn
c (U,Z),Z)⊗Z A −→ HomA(Hn

c (U,A), A) = TAX(U)

que es isomorfismo cuando U ' Rn, e induce un isomorfismo de haces TX ⊗Z A = TAX .

Corolario: Si X es una variedad orientable de dimensión n y k es un cuerpo,

Hn−p(X, k) = Hp
c (X, k)∗.

Corolario: Si car k 6= 2, una variedad X es orientable si y sólo si k ' TkX .

Demostración: El haz ∆X de orientaciones de X define un revestimiento ∆X → X de grado 2,
el revestimiento de orientación, que es trivial precisamente cuando X es orientable.

Por otra parte, cuando car k 6= 2, el morfismo natural ∆et
X ↪→ TetX → (TkX)et es inyectivo, y si

(TkX)et → X es un revestimiento trivial, también lo es ∆et
X , y X es orientable.

Corolario: Una variedad diferenciable X es topológicamente orientable si sólo si admite una
forma de volumen
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Demostración: Consideremos el haz de conjuntos de las orientaciones diferenciables,

∆dif
X (U) =

[
orientaciones

diferenciables de U

]
.

Cada orientación diferenciable de U permite integrar n-formas con soporte compacto y, por
el teorema de Stokes, para toda (n− 1)-forma con soporte compacto ωn−1∫

U
dωn−1 =

∫
∂U
ωn−1 =

∫
∅
ωn−1 = 0.

Aśı, cada orientación diferenciable de U define una forma lineal
∫
U : Hn

c (U,R)→ R no nula,

y obtenemos un morfismo inyectivo de haces ∆dif
X ↪→ TR

X .
Ahora, si X admite una orientación diferenciable, TR

X tiene una sección global que no se
anula en ningún punto; luego R ' TR

X , y X es topológicamente orientable.

Rećıprocamente, si (TR
X)et → X es un revestimiento trivial, también lo es (∆dif

X )et → X, y
X admite una orientación diferenciable. q.e.d.

1. Si X es una variedad compacta y orientable de dimensión n impar, χ(X) = 0.

χ(X) =
∑

p(−1)pdimHp(X,Q) = −
∑

p(−1)n−pdimHn−p(X,Q) = −χ(X).

2. Si X es una variedad conexa de dimensión n y Hn
c (X,Q) 6= 0, entonces TQ

X tiene una
sección no nula y X es orientable, y por tanto Hn

c (X,Q) ' Q.

3. Toda subvariedad cerrada Y de Rn de codimensión 1 es orientable. En particular, el plano
proyectivo real no es una subvariedad cerrada de R3.

Podemos suponer que Y es conexa, en cuyo caso (p. 291) U = Rn−Y tiene dos componen-
tes conexas (obviamente orientables) y la sucesión exacta del subespacio cerrado permite
concluir,

0 −→ Hn−1
c (Y,Q) −→ Hn

c (U,Q) = Q2 −→ Hn
c (Rn,Q) = Q −→ 0

11.6.1. Teoŕıa del Grado

Teorema: Hn
c (X,TX) = Z, cuando X es una variedad de dimensión n conexa.

Demostración: Si k es cuerpo, por dualidad y el teorema de los coeficientes universales,

k = Homk(TkX ,TkX) = Hn
c (X,TX ⊗Z k)∗ = (Hn

c (X,TX)⊗Z k)∗;

luego Hn
c (X,TX)⊗Z k = k y, si Hn

c (X,TX) es finito generado, Z = Hn
c (X,TX).

Por otra parte, si un abierto conexo es unión U = V1∪. . .∪Vr de un número finito de abiertos
Vi ' Rn, la sucesión exacta de Mayer-Vietoris

Hn
c (V1,TX)⊕Hn

c (V2 ∪ . . . ∪ Vr,TX) −→ Hn
c (U,TX) −→ Hn+1

c (V1 ∩ (V2 ∪ . . . ∪ Vr),TX) = 0

muestra, por inducción sobre r, que Hn
c (U,TX) es finito generado, y Z = Hn

c (U,TX).
Estos abiertos U recubren X, y tenemos que (p. 272)

Hn
c (X,TX) = Hn

c (X, ĺım
−→

(TX)U ) = ĺım
−→

Hn
c (U,TX) = Z

porque los morfismos de transición Z = Hn
c (U,TX) → Hn

c (U ′,TX) = Z son isomorfismos, al
serlo sus duales (U y U ′ son conexos):

Γ(U ′,Z) = Hom(Hn
c (U ′,TX),Z) −→ Hom(Hn

c (U,TX),Z) = Γ(U,Z)
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Lema: Si π : Y → X es un revestimiento, TY = π∗TX .

Demostración: Si U ⊂ Y es un abierto tal que π : U → π(U) es homeomorfismo, tenemos un
isomorfismo natural ϕU : (π∗TX)|U → (TY )|U , y ϕV = (ϕU )|V cuando V es un abierto de U ;
luego definen un isomorfismo π∗TX → TY .

Teorema: Si X es una variedad conexa de dimensión n,

Hn
c (X,Z) '

{
Z si X es orientable

Z/2Z si X no es orientable

Demostración: Si X es orientable, Hn
c (X,Z) ' Hn

c (X,TX) = Z.
Si X no es orientable, consideramos el revestimiento de orientación π : Y → X.
Como TY = π∗TX tiene una sección canónica que no se anula en ningún punto, Y es

orientable. Además tenemos un epimorfismo tr : π∗Z → Z, tr(f)(x) = f(x1) + f(x2), donde
π−1(x) = {x1, x2}, y la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa asociada

Hn
c (Y,Z) = Hn

c (X,π∗Z) −→ Hn
c (X,Z) −→ Hn+1

c (X,Ker tr) = 0

muestra que Hn
c (X,Z) ' Z/mZ, donde m > 0 porque X no es orientable.

Por otra parte, la composición Z π∗−−−→ π∗Z
tr−−→ Z es la multiplicación por 2; luego también

lo es la composición

Z/mZ = Hn
c (X,Z)

π∗−−−→ Hn
c (X,π∗Z) = Z tr−−→ Hn

c (X,Z) = Z/mZ

y vemos que m = 1 ó 2. El caso m = 1 es imposible porque la fórmula de los coeficientes
universales daŕıa Hn

c (X,F2) = 0, y por dualidad Hn
c (X,F2)∗ = H0(X,F2) = F2.

Corolario: Si X es una variedad diferenciable conexa y orientada de dimensión n, la integración
de n-formas induce un isomorfismo ∫

X
: Hn

c (X,R) ∼−−→ R.

Demostración: La aplicación lineal
∫
X : R = Hn

c (X,R) → R no es nula, como puede verse
integrando formas de soporte compacto contenido en un abierto coordenado.

Definición: Si X es una variedad conexa y orientable de dimensión n, cada orientación define
un isomorfismo Z = Hn

c (X,Z), y por tanto un generador εX de este grupo.
Si π : Y → X es un morfismo propio entre dos variedades conexas y orientadas de dimensión

n, induce un morfismo

π∗ : ZεX = Hn
c (X,Z) −→ Hn

c (Y,Z) = ZεY

y el grado de π es el único número entero grπ tal que π∗(εX) = (grπ)εY .

Teorema: Si X es una variedad conexa y orientable de dimensión n, el morfismo

Hn
p (X,Z) −→ Hn

c (X,Z)

es isomorfismo, y cada orientación εX ∈ Hn
c (X,Z) de X define una orientación normal εp ∈

Hn
p (X,Z) en cada punto p.
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Demostración: Si U es un entorno abierto conexo de p, el morfismo Hn
c (U,Z)→ Hn

c (X,Z) es un
isomorfismo, porque lo es su morfismo traspuesto, y Hn

p (X,Z) = Hn
p (U,Z); aśı que basta probar

el teorema en cualquier variedad orientable de dimensión n.
Cuando X = Sn, el teorema se sigue de la sucesión exacta de cohomoloǵıa local,

Hn
p (Sn,Z) −→ Hn(Sn,Z) −→ Hn(Rn,Z) = 0

Definición: Sea π : Y → X una aplicación continua entre dos variedades de dimensión n. Si
p = π(q), tenemos un morfismo

π∗ : Zεp = Hn
p (X,Z) −→ Hn

q (Y,Z) = Zεq

y el grado de π en q es el número entero grqπ tal que π∗(εp) = (grqπ)εq.

Teorema: Sea π : Y → X un morfismo propio entre variedades conexas y orientadas de dimen-
sión n. Si la fibra de p ∈ X es finita, π−1(p) = {q1, . . . , qr}, entonces

grπ = grq1π + . . .+ grqrπ

Demostración: Es consecuencia directa del siguiente cuadrado conmutativo,

Hn
p (X,Z)

π∗ //

��

Hn
π−1p(Y,Z)

��
Hn
c (X,Z)

π∗ // Hn
c (Y,Z)

= Zεq1 ⊕ . . .⊕ Zεqr

porque π∗εX = (grπ)εY , π∗εp = ((grq1π)εq1 , . . . , (grqrπ)εqr) y los morfismos verticales transfor-
man εp en εX , y εqi en εY , de acuerdo con el teorema anterior.

Corolario: Si el grado de π no es nulo, entonces π es epiyectivo.

Teorema: Sea π : Y → X una aplicación continua entre variedades de dimensión n. Si π es
homeomorfismo local en q ∈ Y , entonces grqπ = ±1.

Demostración: Por escisión la definición de grqπ es local en X y en Y , aśı que podemos suponer
que π es un homeomorfismo, caso en que el teorema es obvio. q.e.d.

1. Todo polinomio no constante define un morfismo propio P (z) : C → C, de grado no nulo
porque conserva la orientación en todo punto donde P ′(z) 6= 0; luego es epiyectivo, y P (z)
ha de tener alguna ráız compleja, lo que vuelve a demostrar el teorema de D’Alembert.

2. Sea D un campo tangente a Rn. Si Ω ⊂ Rn es una variedad con borde compacta y D no
se anula en el borde, podemos considerar el grado del morfismo propio φ : ∂Ω → Sn−1,
φ(p) = Dp/|Dp|. Este grado es nulo cuando D no se anula en Ω, porque φ puede extenderse
a un entorno de Ω y∫

∂Ω
φ∗ωn−1 =

∫
Ω

d(φ∗ωn−1) =

∫
Ω
φ∗(dωn−1) =

∫
Ω
φ∗0 = 0.

Por tanto, cuando Ω es una pequeña bola centrada en una singularidad aislada, Dp = 0,
el grado no depende de la bola y se llama ı́ndice del campo D en p.

En general, si todas las singularidades del campo son aisladas, tomando pequeñas bolas
abiertas Bi alrededor de las singularidad p1, . . . , pr contenidas en Ω, tendremos que D no
se anula en la variedad con borde Ω− (B1 ∪ . . .∪Br), de modo que el grado de φ coincide
con la suma de los ı́ndices del campo en las singularidades contenidas en Ω.
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3. Si π : Sn → Pn(R), n ≥ 2, es una aplicación continua, no existe ningún abierto no vaćıo
U ⊂ Pn(R) tal que π defina un homeomorfismo de π−1(U) con U .

En efecto, en caso contrario

π∗ : Hn
p (Pn,F2) = Hn

p (U,F2) −→ Hn
p (π−1(U),F2) = Hn

p (Sn,F2)

seŕıa un isomorfismo, y π∗ : Hn(Pn,F2)→ Hn(Sn,F2) también lo seŕıa (ambos grupos están
generados por la clase de cohomoloǵıa de un punto) lo que es absurdo: π∗(xn) = (π∗x)n = 0,
ya que π∗x ∈ H1(Sn,F2) = 0.

11.6.2. Teorema de Lefschetz

Los isomorfismos HomA(M,D−p,q) = HomA(Γc(X,M⊗A Cp), Iq) de dualidad vienen dados
por morfismos Γc(X,D−p,q ⊗A Cp)→ Iq que definen un morfismo de complejos

ξ : Γc(X,D ⊗A C) −→ I.

En el caso de una variedad de dimensión constante n, el morfismo

ξ : Hn
c (X,TAX) = H0

c(X,D) −→ A

es epiyectivo (y por tanto isomorfismo) porque en caso contrario no existiŕıa ningún morfismo
Hn
c (X,M)→ A epiyectivo, y existen cuando M = TAX .

El isomorfismo Hom•A(M,D) = Hom•A(Γc(X,M⊗A C), I
)

proviene del acoplamiento

Γ(Hom•(M,D))⊗ Γc(M⊗C•)
⊗−−→ Γc(Hom•(M,D)⊗ (M⊗C•)) λ−−→ Γc(D ⊗ C•)

ξ−−→ I

donde λ es el morfismo obvio.
Cuando M = A, tenemos que Hom•(M,D) = D es una resolución inyectiva de TAX , que

M⊗C• = C• es una resolución Γc-aćıclica de A, y que Hom•(M,D)⊗(M⊗C•) es una resolución
Γc-aćıclica de TAX⊗A. Luego los epimorfismos Hn−p(X,TAX)→ HomA(Hp

c (X,A), A) del Teorema
de Dualidad vienen dados por los acoplamientos

Hn−p(X,TAX)⊗A Hp
c (X,A)

∪−−→ Hn
c (X,TAX ⊗A A)

λ−−→ Hn
c (X,TAX)

ξ−−→ A

Cuando X es una variedad compacta orientada y A = k es un cuerpo, el producto cup define
una métrica que identifica H•(X) = H•(X, k) con su dual H•(X)∗,

〈c′, c〉 = ξ(c′ ∪ c).

Por el teorema de Künneth H•(X ×X) = H•(X)⊗H•(X), aśı que cada orientación εX de
X define una orientación εX ⊗ εX de X × X, y fijamos la orientación normal de la diagonal
∆: X → X × X para que ∆∗ conserve tales orientaciones, de modo que 〈∆∗a, b〉 = 〈a,∆∗b〉
según la fórmula de proyección.

Teorema: La clase de cohomoloǵıa de la diagonal define la métrica del producto cup

〈a⊗ b, pX×X(∆)〉 = 〈a, b〉.

Demostración: 〈a⊗ b, pX×X(∆)〉 = 〈a⊗ b,∆∗(1)〉 = 〈∆∗(a⊗ b), 1〉 = 〈a ∪ b, 1〉 = 〈a, b〉.

Corolario: Fijada una base (ai) de H•(X), si (bi) es la base dual, 〈ai, bj〉 = δij,

pX×X(∆) =
∑

i(−1)gr aiai ⊗ bi.
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Demostración: 〈bj ⊗ ai,
∑

i(−1)gr aiai ⊗ bi〉 = (−1)gr aiδij〈bi ⊗ ai, ai ⊗ bi〉 = δij〈bi, ai〉〈ai, bi〉 =

= (−1)(gr ai)(gr bi)δij = 〈bj , ai〉 = 〈bj ⊗ ai, pX×X(∆)〉.

Definición: Si X es una variedad compacta y orientada, el número de Lefschetz de una
aplicación continua f : X → X es el número global de intersección de la diagonal con la gráfica
Γf = f × 1: X → X ×X de f ,

Λf = 〈pX×X(∆), pX×X(Γf )〉.

Fórmula de Lefschetz: Λf =
n∑
p=0

(−1)p trf∗p , f∗p : Hp(X)→ Hp(X).

Demostración: Λf = 〈pX×X(∆), (f × 1)∗1〉 = 〈(1× f)∗pX×X(∆), 1〉 =

= 〈(1× f)∗
∑

i(−1)gr aiai ⊗ bi, 1〉 =
∑

i(−1)gr ai〈f∗ai, bi〉 =
∑

p(−1)p trf∗p .

Corolario: La auto-intersección de la diagonal es la caracteŕıstica de Euler-Poincaré,

∆∗
[
pX×X(∆)

]
= χ(X) · εX .

1. Si X es una variedad compacta y orientable de dimensión n par, y no múltiplo de 4,
entonces χ(X) es par.

Sea n = 4d + 2. Como (−1)pdimHp(X,Q) = (−1)n−pdimHn−p(X,Q), basta ver que la
dimensión de H2d+1(X,Q) es par, lo que se debe a que el producto cup define una métrica
hemisimétrica no singular ∪ : H2d+1(X,Q)×H2d+1(X,Q)→ Q.

2. Si una variedad diferenciable compacta y orientable X admite un campo continuo de vec-
tores tangentes que no se anula en ningún punto, entonces χ(X) = 0.

Si el fibrado tangente π : TX → X admite una sección continua s sin ceros, tendremos

0 = s∗(pTX(s0X)) = s∗0
[
pTX(s0X)

]
.

Ahora bien, como X admite una métrica riemanniana (p. 192) y TX es el fibrado normal
a la inmersión diagonal ∆: X → X ×X, por el lema del entorno tubular

s∗0
[
pTX(s0X)

]
= ∆∗

[
pX×X(∆)

]
= χ(X) · εX .

3. Si τ es una homograf́ıa de la recta proyectiva compleja, su grado es 1 porque conserva la
orientación; luego Λτ = 2. Cuando es parabólica, la multiplicidad topológica de intersección
(de la diagonal y la gráfica) en el único punto fijo es 2.

4. Toda aplicación continua f : S2n → S2n de grado 6= −1 tiene número de Lefschetz Λf 6= 0,
y f tiene puntos fijos. Igualmente, toda aplicación continua S2n+1 → S2n+1 de grado 6= 1
tiene algún punto fijo.

5. Si X = R2/Z2, cada matriz 2×2 con coeficientes enteros A induce una aplicación continua
f : X → X. Su acción sobre H1(X,R) = R2 es la que define A, y sobre H2(X,R) es la
homotecia de razón |A|. Luego Λf = 1− trA+ |A|.

6. Si f es un endomorfismo anaĺıtico de un toro complejo C/(Zα + Zβ), su levantamiento
al revestimiento universal es un endomorfismo C → C que deja fijo el origen; luego es
el producto por un número complejo a + bi, aśı que el grado de f es d = a2 + b2, y
Λf = 1− 2a+ a2 + b2. Vemos aśı que |Λf − d− 1| ≤ 2

√
d.
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11.7. Clases Caracteŕısticas

Si E → X es un fibrado vectorial real o complejo (K = R ó C) el conjunto de los subespacios
vectoriales de dimensión 1 de las fibras Ex, dotado de la topoloǵıa cociente, se denota P(E), y
está dotado de una proyección π : P(E)→ X.

El fibrado vectorial π∗E = E ×X P(E) tiene un subfibrado de ĺınea canónico o tautológico
ξE ↪→ π∗E, que consiste en poner sobre cada punto p ∈ P(E) los vectores del correspondiente
subespacio vectorial de dimensión 1 de Ex, donde x = π(p).

El fibrado de ĺınea tautológico del espacio proyectivo Pd se denota ξd.

Lema: Si L es un fibrado de ĺınea sobre un espacio compacto y separado X, existe alguna
aplicación continua f : X → Pd tal que L = f∗ξd.

Demostración: Si vemos que el fibrado dual L∗ está generado por un número finito de secciones
globales {s0, s1, . . . , sd}, tendremos un epimorfismo

X ×Kd+1 −→ L∗, (x, λ0, . . . , λd) 7→ λ0s0(x) + . . .+ λdsd(x),

y la inyección L→ X ×Kd+1 define una aplicación continua f : X → Pd, y L = f∗ξd.

Ahora bien, como X es completamente regular, para cada punto de X existe alguna sección
global que genera la fibra en un entorno, y por compacidad se concluye que un número finito de
secciones globales generan la fibra en todos los puntos.

Corolario: La clase de obstrucción δ(ξd) del fibrado tautológico es un generador del grupo
H2(Pd,Z) en el caso complejo, y de H1(Pd,F2) en el caso real.

Demostración: Sea i : Pd−1 → Pd un hiperplano. En el caso complejo, la sucesión exacta del
subespacio cerrado muestra que i∗ : H2(Pd,Z)→ H2(Pd−1,Z) es un isomorfismo.

Como i∗(δ(ξd)) = δ(i∗ξd) = δ(ξd−1), el ı́ndicem del subgrupo generado por δ(ξd) enH2(Pd,Z)
no depende de la dimensión d.

El lema anterior muestra que todo fibrado de ĺınea sobre P1 es potencia m-ésima de otro
fibrado de ĺınea, lo que es falso si m 6= 1 porque H2(P1,Z) ' Z.

El argumento también es válido en el caso real. q.e.d.

En el caso complejo consideraremos siempre cohomoloǵıa con coeficientes en Z, y en el caso
real con coeficientes en F2, y fijaremos las orientaciones para que la clase de obstrucción δ(ξd)
sea la clase de cohomoloǵıa de un hiperplano.

Teorema de Hirsch-Leray: Sea E un fibrado vectorial de rango r sobre un espacio σ-compacto
X. Si xE = δ(ξE) es la clase de obstrucción del fibrado tautológico de P(E), entonces H•(P(E))
es un H•(X)-módulo libre de base {1, xE , x2

E , . . . , x
r−1
E }.

Demostración: Sea Z→ C• la resolución Godement del haz constante Z en P(E).

Cada clase de cohomoloǵıa xjE , 0 ≤ j ≤ r − 1, está representada por una sección global de
C2j , y estas secciones definen un morfismo de complejos

⊕jZ[−2j] −→ π∗C•

que es un casi-isomorfismo por el cálculo de la Cohomoloǵıa de la Fibra y de los espacios
proyectivos complejos (p. 292).
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Ahora bien, como π∗C• es un complejo de haces flascos, tenemos un isomorfismo de grupos

⊕jH•(X,Z)[−2j] = H•
[
Γ(X,π∗C•)

]
= H•

[
Γ(P(E), C•)

]
= H•(P(E),Z)

que transforma (a0, . . . , ar−1) en π∗(a0) + π∗(a1)xE + . . .+ π∗(ar−1)xr−1
E .

Esto último se debe a que Γ(X,π∗C•)
π∗−−−→ Γ(P(E), π∗π∗C•) → Γ(P(E), C•) es la identidad,

Γ(X,π∗C•) = Γ(P(E), C•).
En el caso de fibrados vectoriales reales se sustituye Z por F2 y 2j por j.

Definición: Las clases de Chern de un fibrado vectorial complejo E → X de rango r son los
coeficientes ci(E) ∈ H2i(X,Z) del polinomio caracteŕıstico del endomorfismo del H•(X)-módulo
libre H•(P(E∗)) que define el producto con xE = δ(ξE),

xrE + c1(E)xr−1
E + . . .+ cr(E) = 0.

Convenimos que c0(E) = 1 y ci(E) = 0, i > r. La clase total de Chern es c(E) :=
∑

i ci(E).

Análogamente, cuando E → X es un fibrado vectorial real, tenemos clases de Stieffel-
Whitney wi(E) ∈ H i(X,F2), y convenimos que w0(E) = 1 y wi(E) = 0, i > r. La clase total
de Stieffel-Whitney es w(E) :=

∑
iwi(E), y las clases de Stieffel-Whitney de una variedad

diferenciable X son las de su fibrado tangente, wi(X) := wi(TX).

En adelante daremos los enunciados y las demostraciones sólo para las clases de Chern,
porque son igualmente válidos para las de Stieffel-Whitney.

Teorema: ci(f
∗E) = f∗(ci(E)), para toda aplicación continua f : T → X.

Demostración: Consideremos la aplicación continua 1× f : P(f∗E) = P(E)×X T −→ P(E)×X
X = P(E).

Tenemos que ξf∗E = (1× f)∗ξE ; luego xf∗E = (1× f)∗xE , y en H•(P(f∗E)),

0 = (1× f)∗(xrE + a1x
r−1
E + . . .+ ar) = xrf∗E + (f∗a1)xr−1

f∗E + . . .+ f∗ar.

Teorema: c1(L) = −δ(L), para todo fibrado de ĺınea L.

Demostración: xL + c1(L) = 0. Ahora bien, P(L) = X, ξL = L y xL = δ(L).

Teorema: La clase cr(E) coincide con los ceros de cualquier sección continua s : X → E,

cr(E) = s∗
[
pE(s0(X))

]
.

Demostración: Sea x̂ la clase de obstrucción del fibrado tautológico de Ê = P(E ⊕ 1).

Por el teorema de Hirsch-Leray, la clase de cohomoloǵıa de la sección nula será

p
Ê

(s0(X)) = a0x̂
r + a1x̂

r−1 + . . .+ ar, ai ∈ H2i(X).

La restricción de esta clase a cualquier fibra coincide con la clase de cohomoloǵıa de un punto
(porque localmente el fibrado es trivial), que es la restricción de x̂r.

Como la restricción de ai es nula cuando i > 0, vemos que a0 = 1.

Ahora, la restricción de esta clase a la zona del infinito j : P(E)→ P(E ⊕ 1) es nula, porque
la sección nula s0 no corta al infinito,

0 = j∗(x̂r + a1x̂
r−1 + . . .+ ar) = xrE + a1x

r−1
E + . . .+ ar
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y vemos que ai = ci(E). Como el fibrado tautológico es trivial en la parte af́ın E,

s∗
[
pE(s0(X))

]
= s∗

[
p
Ê

(s0(X))
]

= s∗(x̂r + a1x̂
r−1 + . . .+ ar) = ar = cr(E).

Teorema: Si 0→ E1 → E → E2 → 0 es una sucesión exacta,

c(E) = c(E1) · c(E2).

Demostración: En P(E) tenemos que ξE ↪→ π∗E es un fibrado de ĺınea y π∗E/ξE es un fibrado
vectorial de rango r − 1. Como π∗ : H•(X)→ H•(P(E)) es inyectivo por el teorema de Hirsch-
Leray, existe un cambio de base p : Y → X tal que p∗ : H•(X) → H•(Y ) es inyectivo y p∗E1,
p∗E2 admiten filtraciones con cocientes sucesivos de ĺınea.

La inyectividad de p∗ y la funtorialidad de las clases de Chern reducen la fórmula al siguiente

Lema: Sea 0 = Er ⊂ . . . ⊂ E1 ⊂ E0 = E una filtración con cocientes Ei−1/Ei de ĺınea. Si
αi = c1(Ei−1/Ei), se cumple que c(E) = (1 + α1) . . . (1 + αr).

Demostración: Por inducción sobre r, y es una identidad cuando r = 1.
Consideremos la proyección π : P(E)→ X y la inclusión j : P(E1)→ P(E).
El morfismo natural ξE → π∗(E/E1) define una sección global de π∗(E/E1) ⊗ ξ∗E que se

anula en P(E1), y corta transversalmente a la sección nula, como puede verse localmente. Luego

j∗(1) = c1(π∗(E/E1)⊗ ξ∗E) = xE + α1.

Por inducción j∗
[
(xE+α2) . . . (xE+αr)

]
= 0, y aplicando j∗ la fórmula de proyección prueba

que ci(E) es la i-ésima función simétrica elemental de α1, . . . , αr,

0 = (xE + α2) . . . (xE + αr)j∗(1) = (xE + α1) . . . (xE + αr).

Ráıces de un Fibrado Vectorial: Si 0→ E1 → E → E2 → 0 es una sucesión exacta, y fijamos
una métrica hermı́tica (producto escalar en el caso real) en E, tenemos que E = E1 ⊕ E⊥1 , y
E⊥1 → E2 es un isomorfismo, E ' E1 ⊕ E2.

Luego en P(E) tenemos que π∗E = ξE⊕(π∗E)/ξE , y reiterando la construcción con (π∗E)/ξE
obtenemos un cambio de base π : Y → X tal que π∗ : H•(X) → H•(Y ) es inyectivo y π∗E
descompone en suma directa de fibrados de ĺınea, π∗E = Lα1 ⊕ . . .⊕Lαr , donde α := c1(Lα), y
ci(E) es la i-ésima función simétrica elemental de α1, . . . , αr.

1. ci(E
∗) = (−1)ici(E).

Si E = Lα1 ⊕ . . .⊕ Lαr , entonces E∗ = L−α1 ⊕ . . .⊕ L−αr .

2. c1(E) = c1(ΛrE).

Si E = Lα1 ⊕ . . .⊕ Lαr , entonces ΛrE = Lα1 ⊗ . . .⊗ Lαr = Lα1+...+αr .

3. Si pY es el haz de ideales de una hipersuperficie Y de una variedad diferenciable X,
w1(pY ) = pX(Y ); luego Y admite una ecuación global f = 0 con diferencial no nula
en todo punto de Y si y sólo si su clase pX(Y ) ∈ H1(X,F2) es nula.

La inclusión pY → C∞X induce una sección s : C∞X → p∗Y que corta transversalmente a la
sección 0 a lo largo de Y ; luego pX(Y ) = w1(p∗Y ) = w1(pY ).

4. Si N es el fibrado normal a una subvariedad diferenciable compacta i : Y → X de codi-
mensión d, wd(N) = i∗(pX(Y )).

Como X admite una métrica riemanniana (p. 192) hay un entorno U de Y en X y un
difeomorfismo U ' N que transforma i en la sección cero (p. 263).
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5. Sea X una variedad diferenciable compacta de dimensión n. Si X es una subvariedad
diferenciable de Rn+d, entonces w(X)−1 es de grado < d.

La sucesión 0 → TX → (TRn+d)|X → N → 0 es exacta, y el fibrado tangente TRn+d es
trivial; luego

w(X)−1 = w(N) = 1 + w1(N) + . . .+ wd(N)

y wd(N) = 0 porque la clase de cohomoloǵıa de X en Rn+d es nula.

6. w(Pn,R) = (1 + x)n+1.

Si E = Rn+1, la proyección E − {0} → Pn induce, en cada vector e, una identificación
de E/Re con el espacio tangente a Pn en 〈e〉, lo que define un isomorfismo canónico
TPn = Hom(ξn, E/ξn), y tenemos una sucesión exacta

0 −→ Hom(ξn, ξn) −→ Hom(ξn, E) −→ TPn −→ 0

w(Pn) = w(ξ∗n)n+1 =
(
1 + δ(ξn)

)n+1
= (1 + x)n+1.

7. P4 no es una subvariedad diferenciable de R7.

w(P4)−1 = (1 + x+ x4)−1 = 1 + x+ x2 + x3

8. Si Pn es paralelizable, n+ 1 es potencia de 2.

Si n+ 1 = 2rm, entonces (1 + x)n+1 = (1 + x2r)m = 1 +mx2r + . . ., w2r(Pn) 6= 0.

9. Si existe un producto bilineal Rn × Rn → Rn sin divisores de cero, n es potencia de 2.

Si a1, . . . , an es una base de Rn y vi(x) = xa−1
1 ai, entonces x, v2(x), . . . , vn(x) son lineal-

mente independientes para todo x 6= 0. Luego v2, . . . , vn definen secciones linealmente
independientes de TPn−1 = Hom(ξ,Rn/ξ), y Pn−1 es paralelizable.

11.8. Sucesiones Espectrales

Trabajaremos en categoŕıas de módulos (o de haces de módulos sobre un espacio X).

Cada triángulo exacto

C1
i1 // C1

j1��
E1

δ1

[[

define una diferencial d1 = j1δ1 : E1 −→ E1, d2
1 = j1δ1j1δ1 = 0, y pondremos

C2 = Im i1, E2 = H(E1) = Ker d1/Im d1.

i2 : C2 → C2, la restricción de i1 a C2.

δ2 : E2 → C2, el morfismo que induce δ1 : Ker d1 → C2 en el cociente.

j2 : C2 → E2, el morfismo definido por el diagrama conmutativo

0 // δ1(E1) //

j1
��

C1
i1 //

j1
��

C2
//

j2
��

0

0 // j1δ1(E1) // Ker d1
// E2

// 0
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Teorema: El triángulo C2
i2 // C2

j2��
E2

δ2

[[ es exacto.

Demostración: La igualdad i2(C2) = i1(Ker j1) = Ker j2 se sigue del lema de la serpiente aplicado
al diagrama anterior. Las otras dos son inmediatas. q.e.d.

Iterando el proceso obtenemos triángulos exactos derivados y diferenciales

Cr
ir // Cr

jr��
Er

δr

[[ , dr = jrδr : Er −→ Er

Sea (M, d) un módulo diferencial, con una filtración . . . ⊆ F p+1 ⊆ F p ⊂ . . ., M =
⋃
p F

p,
compatible con la diferencial, dF p ⊆ F p. La sucesión exacta obvia

0 −→ ⊕pF p+1 i−→ ⊕pF p −→ ⊕pF p/F p+1 −→ 0

induce (p. 227) un triángulo exacto C1
i1 // C1 = ⊕pH(F p)

j1
��

E1 = ⊕pH(F p/F p+1)

δ1

gg

Si ipk : H(F p)→ H(F p−k) es el morfismo natural, en los triángulos derivados tendremos que

Cr = Im ir−1 = ⊕pIm ip+r−1
r−1 ⊆ ⊕pH(F p). Además Er = ⊕pEpr , el triángulo

Cr
ir // Cr

jr��
Er

δr

[[ = Im ir−1

descompone en sucesiones exactas

. . . −→ Epr
δr−−→ Im ip+rr−1

ir−−→ Im ip+r−1
r−1

jr−−→ Ep+r−1
r

δr−−→ . . .

y la diferencial dr viene dada por morfismos dr = jrδr : Epr −→ Ep+rr .

Supongamos ahora que M es un complejo, M = ⊕nMn, dMn ⊆ Mn+1, y que la filtración
F p es compatible con la graduación, F p = ⊕n(F p ∩Mn) = ⊕nMp,n−p.

Ahora, si ip,n−pk : Hn(F p)→ Hn(F p−k) es el morfismo natural, tendremos que

Cr = Im ir−1 = ⊕p,nIm ip+r−1,n+1−p−r
r−1 ⊆ ⊕p,nHn(F p).

Además Er = ⊕p,nEp,n−pr , los triángulos descomponen en sucesiones exactas

. . . −→ Ep,qr
δr−−→ Im ip+r,q+1−r

r−1
ir−−→ Im ip+r−1,q+2−r

r−1
jr−−→ Ep+r−1,q+2−r

r −→ . . .

y la diferencial dr viene dada por morfismos

dr = jrδr : Ep,qr −→ Ep+r,q−r+1
r .
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Por otra parte, las imágenes de los morfismos naturales ip,n−p∞ : Hn(F p) → Hn(M) definen
una filtración de Hn(M), y vamos a ver cuándo la sucesión espectral aproxima al graduado
GHn(M) = ⊕pEp,n−p∞ , donde Ep,n−p∞ = Im ip,n−p∞ /Im ip+1,n−p−1

∞ .

Definición: Diremos que la filtración es regular si para cada número entero n se cumple que
Hn(F p) = 0 para todo p� 0.

Teorema: Si la filtración es regular, la sucesión espectral converge al graduado de Hn(M), y
pondremos Ep,q2 ⇒ Hp+q(M), en el sentido de que

Ep,q∞ = ĺım
−→

Ep,qr .

Demostración: Fijados p y n, el morfismo δr : Ep,n−pr → Im ip+r,n+1−p−r
r−1 es nulo cuando r � 0,

porque ip+r,n+1−p−r
r−1 : 0 = Hn+1(F p+r)→ Hn+1(F p+1),

Im ip+1,n−p−1
r−1 −→ Im ip,n−pr−1 −→ Ep,n−pr −→ 0

Además dr = jrδr se anula en Ep,n−pr , y tenemos epimorfismos Ep,n−pr → Ep,n−pr+1 .
Tomando ĺımite inductivo sobre r, concluimos

Im ip,n−p∞ −→ Im ip+1,n−p−1
∞ −→ ĺım

−→
Ep,n−pr −→ 0

Teorema: Sea φ : M → M̄ un morfismo de complejos filtrados, φ(F p) ⊆ F̄ p. Si las filtraciones
son regulares y φ induce isomorfismos Ep,qr

∼−→ Ēp,qr para algún ı́ndice r, entonces φ es un casi-
isomorfismo, φ : Hn(M) ∼−→ Hn(M̄).

Demostración: Como las sucesiones espectrales convergen, φ induce un isomorfismo entre los
graduados GHn(M) ∼−→ GHn(M̄); luego entre los completados (p. 135).

Pero, cuando la filtración es regular, los morfismos ip,n−p∞ : Hn(F p) → Hn(M) son nulos,
p� 0, y Hn(M) es completo.

Sucesión Espectral del Bicomplejo:
Un bicomplejo (K••; d1, d2) admite la filtración F p =

⊕
i≥p
⊕

jK
i,j , y

Ep,q1 = Hq
d2

(Kp•)

Ep,q2 = Hp
d1

(Hq
d2

(K••))

Si la filtración es regular (por ejemplo, cuando K•• tiene diagonales acotadas inferiormente)
tenemos una sucesión espectral que converge a la cohomoloǵıa del bicomplejo

Ep,q2 = Hp
d1

(Hq
d2

(K••)) ⇒ Hp+q(K••).

Si el bicomplejo K•• tiene diagonales superiormente acotadas, obtenemos una segunda su-
cesión espectral convergente al considerar la filtración F p =

⊕
i

⊕
j≥pK

i,j ,

Ep,q2 = Hp
d2

(Hq
d1

(K••)) ⇒ Hp+q(K••).

Sucesión Espectral de Hipercohomoloǵıa:
Sea K• un complejo inferiormente acotado. Elegidas resoluciones inyectivas Ip,•B y Ip,•H de los

bordes Bp y la cohomoloǵıa Hp de K•, tenemos sucesiones exactas

0 −→ Ip,•B −→ Ip,•Z −→ Ip,•H −→ 0
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donde Ip,•Z es una resolución inyectiva de los ciclos Zp, y sucesiones exactas

0 −→ Ip,•Z −→ Ip,• −→ Ip+1,•
B −→ 0

donde Ip,• es una resolución inyectiva de Kp. Por el teorema del bicomplejo, K• → I•• es un
casi-isomorfismo, y además los ciclos, bordes y cohomoloǵıa de I•• respecto de su diferencial d1

son resoluciones inyectivas de los ciclos, bordes y cohomoloǵıa de K•.
Ahora, si F es un funtor aditivo exacto por la izquierda, Hn

[
F (I••)

]
= RnF (K•), y

Hp
d1

[
F (I••)

]
= F

[
Hp

d1
(I••)

]
= F (Ip•H )

porque los ciclos, bordes y cohomoloǵıa del complejo (I•q, d1) son inyectivos, de modo que cual-
quier funtor aditivo los conserva. Luego Hp

d2
(Hq

d1
(I••)) = RpF (Hq(K•)), y la segunda sucesión

espectral del bicomplejo F (I••) es

Ep,q2 = RpF (Hq(K•)) ⇒ Rp+qF (K•).

Teorema del Functor Compuesto de Grothendieck: Sean F : A  B y G : B  C
funtores covariantes aditivos exactos por la izquierda. Si F transforma inyectivos en G-aćıclicos,
para todo complejo K• inferiormente acotado de A tenemos que

R(GF )(K•) ∼−→ RG(RF (K•)),

Ep,q2 =RpG(RqF (M)) ⇒ Rp+q(GF )(M).

Demostración: Sea K• ∼−→ I• la resolución inyectiva. Como F (I•) es G-aćıclico,

R(GF )(K•) = GF (I•) ∼−→ RG(F (I•)) = RG(RF (K•)),

y tenemos la sucesión espectral de hipercohomoloǵıa

Ep,q2 = RpG(RqF (K•)) ⇒ Rp+qG(F (I•)) = Rp+q(GF )(K•).

Sucesión Espectral de Leray: Si f : X → Y y g : Y → Z son aplicaciones continuas, tenemos
una sucesión espectral

Ep,q2 = Rpg∗(R
qf∗F) ⇒ Rp+q(gf)∗F .

Demostración: La imagen directa f∗ transforma haces flascos en haces flascos, luego g∗-aćıclicos.

Ejemplos:

1. Ep,q2 = Hp(Y,Rqf∗F) ⇒ Hp+q(X,F), (cuando f : X → Y es una aplicación continua).

2. Ep,q2 = Hp
c (Y,Rqf!F) ⇒ Hp+q

c (X,F), (si además X,Y son σ-compactos).

Γc(X,−) = Γc(Y,−) ◦ f!, y si C es un haz Godement, f!C es un C0Z-módulo, y por tanto
es Γc-aćıclico.

3. Ep,q2 = Hp(X,HqY F) ⇒ Hp+q
Y (X,F), (cuando Y es un cerrado de X).

ΓY = Γ ◦ ΓY , y si C es un haz Godement, ΓY C es flasco (p. 290).

4. Ep,q2 = Hp(X,ExtqO(M,N )) ⇒ Extp+qO (M,N ).

HomO(M,−) = Γ◦HomO(M,−), y si I es un O-módulo inyectivo, HomO(M, I) es flasco
porque los morfismo de restricción son epiyectivos

HomO(M, I) −→ HomO(MU , I) = HomO(M|U , I|U ).
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Parte V

Quinto Curso

309





Caṕıtulo 12

Geometŕıa Algebraica II

12.1. Módulos Inyectivos

Supondremos que todos los anillos son noetherianos.
Un morfismo de A-módulos inyectivo M ↪→ Me es una extensión esencial si ningún

submódulo no nulo de Me corta a M en 0, y se llama envolvente inyectiva de M si además
Me es un A-módulo inyectivo.

Lema: Si M ↪→ Me es una extensión esencial y j : M ↪→ I, toda extensión Me → I de j es un
morfismo inyectivo (porque su núcleo corta a M en 0; luego es nulo).

Teorema: Todo A-módulo M admite una única envolvente inyectiva E(M).

Demostración: M es un submódulo de un módulo inyectivo I (p. 72), y por el lema de Zorn
existe una extensión esencial M ↪→Me ↪→ I maximal.

De nuevo por Zorn, existe un submódulo N ⊂ I máximo entre los que cumplen Me ∩N = 0.
Como Me ↪→ I/N es esencial, por el lema Me ↪→ I/N ↪→ I, y Me ↪→ I/N es isomorfismo.
Luego Me es sumando directo de I, y por tanto es una envolvente inyectiva de M .
Si M ↪→Me′ es otra envolvente inyectiva, por el lema Me ↪→Me′ , y si no fuera epiyectivo, al

ser Me inyectivo tendrá un suplementario no nulo en Me′ , lo que contradice que Me′ es extensión
esencial de M ; luego Me 'Me′ .

Teorema: Todo módulo inyectivo es I ' ⊕jE(A/pj), donde los ideales pj son primos.

Demostración: Consideremos una familia maximal {Ij} de submódulos Ij ' E(A/pj) tal que su
suma J =

∑
j Ij sea directa (existe por el lema de Zorn).

Por el criterio del ideal las sumas directas de módulos inyectivos son inyectivas (A es noet-
heriano); luego I = J ⊕ I ′, y si I ′ 6= 0, tendrá algún elemento de anulador p primo (p. 132) y
E(A/p) ↪→ I ′, lo que contradice el carácter maximal de la familia.

Lema: El anulador de cualquier elemento no nulo de E(A/p) es un ideal p-primario.

Demostración: Si A/I ↪→ E(A/p) y p̄ es un primo asociado al ideal I, entonces A/p̄ ↪→ A/I (p.
132), y el anulador de 0 6= m ∈ (A/p) ∩ (A/p̄) es p̄ = p. Luego I es p-primario.

Teorema: El haz Ĩ asociado a un módulo inyectivo I es flasco.

Demostración: Como X = SpecA es noetheriano, las sumas directas de haces flascos son flascas
(p. 244), y basta verlo cuando I = E(A/p).
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Si un ideal primo p′ no contiene a p, por el lema Ip′ = 0, y si lo contiene I = Ip′ , porque el
núcleo del epimorfismo (los módulos inyectivos son divisibles) I → Ip′ corta a A/p en 0.

Luego Ĩ es el haz constante I soportado en el cerrado (p)0, que tiene un punto denso, y por
tanto Ĩ es un haz flasco. q.e.d.

1. Este teorema da una nueva demostración de que los haces M̃ son aćıclicos (p. 231) porque
si 0→M → I• es una resolución inyectiva, la cohomoloǵıa de M̃ se puede calcular con la
resolución flasca 0→ M̃ → Ĩ•, y Γ(SpecA, Ĩ•) = I•.

2. Si A es un dominio de ideales principales y Σ su cuerpo de fracciones, E(A) = Σ, y
E(A/m) ' Σ/Am, donde A/m ' m−1/A ↪→ Σ/Am.

Aśı, la envolvente inyectiva del k[x]-módulo k[x]/(x) es kx−1 ⊕ . . . kx−n ⊕ . . .

12.2. Álgebra Local

En esta sección O será un anillo local noetheriano, m su ideal maximal, X = SpecO, x ∈ X
el punto cerrado, k = O/m su cuerpo residual y M un O-módulo finito generado.

12.2.1. Sucesiones Regulares

Si a ∈ m, el complejo K1 = Oe d−−→ O = K0, d(e) = a, se denota K(a).

Si M• es un complejo, ponemos M•(a) = M• ⊗O K(a), y la sucesión exacta

0 −→M• −→M•(a)
π−−→ M•[1] −→ 0, π(m+m′ ⊗ e) = m′,

induce una sucesión exacta

(∗) . . . −→ Hp+1(M•(a)) −→ Hp(M•)
·a−−→ Hp(M•) −→ Hp(M•(a)) −→ . . .

El complejo de Koszul de M y una sucesión a1, . . . ar ∈ m es

KM (a1, . . . , ar) = M ⊗O K(a1)⊗O . . .⊗O K(ar),

y H0(KM (a1, . . . , ar)) = M/(a1, . . . , ar)M .

Si L es un O-módulo libre de base ω1, . . . , ωr, puede verse como el complejo
⊕

p ΛpL⊗OM ,
con la diferencial

d(ωi1 ∧ . . . ∧ ωip ⊗m) =
∑

j(−1)j−1aij ωi1 ∧ . . . ∧ ω̂ij ∧ . . . ∧ ωip ⊗m.

La sucesión es M -regular (regular si M = O) si ai no divide a 0 en M/(a1, . . . , ai−1)M , en

el sentido de que 0→M/(a1, . . . , ai−1)M
·ai−→M/(a1, . . . , ai−1)M es exacta para todo i.

Por ejemplo, si O es regular y df1, . . . ,dfr ∈ m/m2 son linealmente independientes, entonces
O/(f1, . . . , fi) es regular; luego ı́ntegro, y la sucesión f1, . . . , fr es regular.
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Teorema: Las siguientes condiciones son equivalentes,

1. a1, . . . , ar es una sucesión M -regular.

2. KM (a1, . . . , ar) es una resolución libre de M/(a1, . . . , ar)M .

3. H1(KM (a1, . . . , ar)) = 0.

Demostración: (1⇒ 2). Por inducción sobre r.
Cuando p > 1, la sucesión exacta (∗)

0 = Hp(KM (a1, . . . , ar−1)) −→ Hp(KM (a1, . . . , ar)) −→ Hp−1(KM (a1, . . . , ar−1)) = 0

muestra que Hp(KM (a1, . . . , ar)) = 0.
Si p = 1, porque ar no divide a 0 en M/(a1, . . . , ar−1)M y tenemos una sucesión exacta

(∗∗) 0 −→ H1(KM (a1, . . . , ar)) −→M/(a1, . . . , ar−1)M
·ar−−−→M/(a1, . . . , ar−1)M

(3⇒ 1). Por el lema de Nakayama y la sucesión exacta (∗)

H1(KM (a1, . . . , ar−1))
·ar−−−→ H1(KM (a1, . . . , ar−1)) −→ H1(KM (a1, . . . , ar)) = 0

tenemos que H1(KM (a1, . . . , ar−1)) = 0, y a1, . . . , ar−1 es M -regular por inducción sobre r.
Ahora la sucesión exacta (∗∗) permite concluir que la sucesión a1, . . . , ar es M -regular.

Corolario: Si un ideal está generado por una sucesión regular, I = (a1, . . . , ar), entonces I/I2

es un O/I-módulo libre de rango r.

Demostración: Aplicando ⊗OO/I a la sucesión exacta Λ2L→ L→ I → 0 vemos que L⊗OO/I '
I/I2, porque la diferencial (Λ2L)⊗O O/I → L⊗O O/I es nula.

Teorema: Si un ideal está generado por una sucesión regular, I = (a1, . . . , ar), entonces el
anillo O[I] = ⊕nIn es el álgebra simétrica de I, y el graduado GIO = ⊕nIn/In+1 es el álgebra
simétrica del O/I-módulo libre I/I2,

(O/I)[x1, . . . , xr] ' S•O/I(I/I
2) = GIO.

Demostración: El complejo de Koszul prueba que I es el cociente de Ox1 ⊕ . . . ⊕ Oxr por el
submódulo que generan los elementos yij = aixj − ajxi; luego S•I es el cociente del anillo de
polinomios A[x1, . . . , xr] por el ideal J = (yij) que generan, y hemos de probar que J coincide
con el núcleo del morfismo homogéneo A[x1, . . . , xr]→ ⊕nIn, xi 7→ ai.

Sea Pn(x1, . . . , xr) un polinomio homogéneo de grado n tal que Pn(a1, . . . , ar) = 0.
Para ver que Pn ∈ J , procedemos por inducción sobre r y n. Sea Ō = O/a1O.
La reducción P̄n(0, x2, . . . , xr) ∈ Ō[x2, . . . , xr] cumple que P̄n(ā2, . . . , ār) = 0; luego está en

el ideal que generan los polinomios āixj − ājxi. Como Ō[x2, . . . , xr] = O[x1, . . . , xr]/(a1, x1),

Pn(x1, . . . , xr) ≡ a1Sn(x1, . . . , xr) + x1Tn−1(x1, . . . , xr) (mód. J).

Como a1xi ≡ aix1 (mód. J), vemos que Pn ≡ x1Qn−1 (mód. J).
Ahora bien, a1 no es divisor de cero y 0 = Pn(a1, . . . , ar) = a1Qn−1(a1, . . . , ar).
Luego Qn−1(a1, . . . , ar) = 0, y Qn−1 ∈ J por inducción sobre el grado.
Concluimos que Pn ∈ J .
Por último, el álgebra simétrica cambia de base, aśı que

GIO = O[I]⊗O (O/I) = (S•OI)O(O/I) = S•O/I(I/I
2).
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12.2.2. Anillos Regulares

Lema: M es libre si y sólo si TorO1 (M,k) = 0.

Demostración: Consideremos un epimorfismo L → M , donde L es libre y L ⊗O k ∼−→ M ⊗O k.
La sucesión exacta 0→ N → L→M → 0 induce una sucesión exacta

0 = Tor1(M,k) −→ N ⊗O k −→ L⊗O k ∼−−→ M ⊗O k −→ 0

y N ⊗O k = 0. Por Nakayama N = 0, y M es libre. q.e.d.

En general, si 0 → N → Ln−1 → . . . → L0 → M → 0 es una resolución, donde los módulos
Li son libres de rango finito, y Torn+1(M,k) = 0, entonces (p. 277) 0 = Tor1(N, k) y N es libre.

La dimensión proyectiva de M es la menor longitud de las resoluciones proyectivas de M ,
y coincide con el menor número n tal que Torp(M,N) = 0, p > n, para todo módulo N , ó bien
Torn+1(M,k) = 0. La dimensión global de O es el supremo de las dimensiones proyectivas de
los O-módulos finito generados, y coincide con el primer número n tal que Torn+1(k, k) = 0, ó
bien Torp(M,N) = 0, p > n, para cualesquiera módulos finito generados.

Lema: Si f ∈ O no divide a 0 ni en O ni en M , para todo O/fO-módulo N ,

TorOp (M,N) = TorO/fOp (M/fM,N), p ≥ 0.

Demostración: Las sucesiones 0 → O ·f−→ O → O/fO → 0 y 0 → M
·f−→ M → M/fM → 0 son

exactas por hipótesis; luego TorOp (O/fO,M) = 0, p ≥ 1.
Ahora, si L• → M → 0 es una resolución libre, L•/fL• → M/fM → 0 es una resolución

por O/fO-módulos libres, y

TorOp (M,N) = Hp(L• ⊗O N) = Hp

[
(L•/fL•)⊗O/fO N)

]
= TorO/fOp (M/fM,N).

Teorema de Serre: O es regular si y sólo si tiene dimensión global finita.

Demostración: Sea O un anillo regular de dimensión n, y m = (f1, . . . , fn).
El complejo K(f1, . . . , fn) es una resolución libre de k, y la diferencial de K(f1, . . . , fn)⊗O k

es nula. Luego Torn(k, k) ' k y Torn+1(k, k) = 0, y la dimensión global de O es n.
Veamos el rećıproco por inducción sobre n = dimO.
No existe 0 6= f ∈ m tal que fm = 0, porque si 0 → Ld → . . . → L0 → k → 0 es una

resolución libre, siempre podemos suponer que Ld ⊆ mLd−1, y 0 6= fLd ⊆ fmLd−1 = 0.
Luego m no es uno de los primos p1, . . . , pr asociados al 0, y existe f ∈ m−(p1∪ . . .∪pr∪m2),

pues si f1 ∈ m−(p2∪ . . .∪pr∪m2) y f1 ∈ p1, tomamos f2 ∈ (p2∩ . . .∩pr∩m2)−p1, y f = f1 +f2

sirve.
Ahora f ∈ m − m2 y dim (O/fO) = n − 1, y basta ver que O/fO es regular, que tiene

dimensión global finita.
Por la sucesión exacta 0→ m/fO → O/fO → k → 0, basta ver que la dimensión proyectiva

de m/fO es finita.
Como la sucesión exacta

0 −→ 〈f̄〉 −→ m/fm −→ m/fO −→ 0

escinde (un retracto es la composición m/fm→ m/m2 → 〈f̄〉 que define cualquier suplementario
de 〈f̄〉 en m/m2), basta ver que m/fm tiene dimensión proyectiva finita, lo que se sigue del lema
al no ser f divisor de cero,

TorO/fOp (m/fm, k) = TorOp (m, k).
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Corolario: Si O es regular, Op es regular para todo ideal primo p.

Demostración: Los tores localizan, TorOn (O/p,O/p)p = Tor
Op
n (Op/pOp,Op/pOp).

Definición: Un anillo noetheriano A es regular si lo son todos sus anillos locales Ap.
Si su dimensión es finita, por el teorema de Serre esto equivale a la existencia de un número

n tal que TorAp (M,N) = 0, p > n, para todo par de A-módulos finito generados M,N .

Corolario: Sea A una k-álgebra de tipo finito. Si AL es regular para alguna extensión k → L,
entonces A es regular.

Demostración: TorAp (M,N)L = TorALp (ML, NL).

Definición: La altura de un ideal primo p de un anillo A es la dimensión del anillo Ap.

Lema: Un anillo ı́ntegro y noetheriano A es un dominio de factorización única si y sólo si todo
ideal primo p de altura 1 es principal.

Demostración: Si A es DFU y p ∈ p es irreducible, el ideal pA ⊆ p es primo, y pA = p.
Rećıprocamente, por noetherianidad todo elemento es producto de irreducibles, y para la

unicidad basta ver que todo irreducible p genera un ideal primo.
Si p es un primo minimal entre los que contienen a pA, es de altura 1 porque dimAp/pAp = 0.
Luego p = aA, y p = ab. Al ser p irreducible, b es invertible, y pA = p es primo.

Teorema: Todo anillo local regular O es un dominio de factorización única.

Demostración: Por inducción sobre la dimensión n de O.
Tomamos f ∈ m−m2, de modo que O/fO es regular, y fO es primo.

1. Of es DFU. Si p ⊂ O es un primo de altura 1 y f /∈ p, como Of es un anillo regular de
dimensión < n, por inducción pf es un Of -módulo de ĺınea.

Como p admite una resolución finita por O-módulos libres, pf admite una resolución finita
por Of -módulos libres, y pf = Of en el grupo K de los Of -módulos localmente libres.

Como L 7→ ΛrgLL es una función aditiva con valores en Pic(Of ), pf ' Of es principal.

2. O es DFU. Sea p ⊂ O un primo de altura 1. Si f ∈ p, entonces fO = p.

Si f /∈ p, entonces pf es principal, pf = pOf , y por noetherianidad podemos suponer que
p ∈ p no es múltiplo de f .

Si a ∈ p no es múltiplo de p, tenemos af r = pb, con r > 0, b /∈ fO, lo que contradice que
fO es primo. Luego p = pO es principal.

12.2.3. Profundidad

Lema: M admite un parámetro regular si y sólo si HomO(k,M) = 0.

Demostración: La descomposición primaria de ideales se extiende sin problemas a los módu-
los finitos sobre un anillo noetheriano. Un submódulo N ⊂ M es primario si toda homotecia
M/N

·a−→M/N es inyectiva o nilpotente, en cuyo caso Ann (M/N) es un ideal p-primario. Todo
submódulo es intersección de primarios, N =

⋂
iNi, los primos asociados pi = Ann (M/Ni) son

los primos que coinciden con el anulador de algún elemento de M/N , y su unión está formada
por las funciones que dividen a 0 en M/N .
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La existencia de un elemento M -regular significa que m no es un primo asociado al 0, que
no hay elementos de M de anulador m; es decir, HomO(O/m,M) = 0.

Teorema: Existe una sucesión M -regular f1, . . . , fr si y sólo si ExtpO(k,M) = 0, p < r.

Demostración: Por inducción sobre r.
Si la sucesión f1, . . . , fr es regular, tenemos sucesiones exactas

0 −→M
·f1−−−→ M −→M/f1M −→ 0

0 = Extp−1(k,M/f1M) −→ Extp(k,M)
·f1−−−→ Extp(k,M), p < r.

Como Extp(k,M) está anulado por m (basta resolver M por inyectivos), es nulo.
En cuanto al rećıproco, si HomO(k,M) = 0, por el lema existe un elemento M -regular f1, y

las sucesiones exactas

0 = Extp(k,M) −→ Extp(k,M/f1M) −→ Extp+1(k,M) = 0

muestran que Extp(k,M/f1M) = 0, p < r − 1.
Luego existe una sucesión (M/f1M)-regular f2, . . . , fr; y f1, f2, . . . , fr es M -regular.

Definición: La profundidad de M es el primer entero p tal que Extp(k,M) 6= 0, y por
lo anterior, toda sucesión M -regular se ampĺıa hasta una de longitud p. Diremos que M es
Cohen-Macaulay si su profundidad coincide con la dimensión de su soporte.

Aśı, O es un anillo Cohen-Macaulay cuando Extp(k,O) = 0, p < dimO.

Por ejemplo, los anillos regulares son Cohen-Macaulay.
Si f1, . . . , fr es una sucesión regular, O es Cohen-Macaulay ⇔ O/(f1, . . . , fr) lo es.
O es Cohen-Macaulay si y sólo si Ô lo es, porque ExtpO(k,O)⊗O Ô = Extp

Ô
(k, Ô).

Teorema de Ischebeck: Si M es un módulo finito generado de profundidad p y N es un
módulo finito generado con soporte de dimensión d, entonces

ExtnO(N,M) = 0, n < p− d.

Demostración: Por inducción sobre d. Tomando una filtración de N con cocientes ' O/pi (p.
132) nos reducimos al caso N = O/p, y cuando d = 0 es parte del teorema anterior.

Si d = dimO/p > 0, y tomamos f ∈ m− p, entonces dimO/(p, f) < d, y por inducción

Extn(O/(p, f),M) = 0, n < p− d+ 1.

La sucesión exacta 0→ O/p ·f−→ O/p→ O/(p, f)→ 0 induce una sucesión exacta

0 = Extn(O/(p, f),M) −→ Extn(O/p,M)
f ·−−→ Extn(O/p,M) −→ Extn+1(O/(p, f),M) = 0

cuando n < p− d. Ahora Extn(O/p,M) = 0 por Nakayama. q.e.d.

1. Si O es Cohen-Macaulay, y p es un primo asociado al cero, dimO = dimO/p.

HomO(O/p,O) 6= 0; luego 0 ≥ prof O − dimO/p = dimO − dimO/p.

2. Si O es Cohen-Macaulay, Op es Cohen-Macaulay para todo ideal primo p.

Si p es minimal, dimOp = 0, y es Cohen-Macaulay. Si p no es minimal, por (1) existe
f1 ∈ p que no divide a 0. Por inducción (O/f1O)p = Op/f1Op es Cohen-Macaulay; luego
Op es Cohen-Macaulay.
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3. Si O es Cohen-Macaulay de dimensión n, y dimO/(f1, . . . , fn) = 0, entonces la sucesión
f1, . . . , fn es regular.

Como dimO/(f1, . . . , fi) = n− i, f1 no divide a 0 y O/f1O es Cohen-Macaulay. Se acaba
por inducción sobre n.

4. Sea A → B un morfismo finito e inyectivo entre anillos ı́ntegros. Si A es regular y B es
Cohen-Macaulay, entonces el morfismo es plano.

Podemos suponer que A es local de dimensión n, y m = (f1, . . . , fn). Como el morfismo es
finito, dimB/(f1, . . . , fn) = 0, y f1, . . . , fn es una sucesión regular en todo punto cerrado
y de SpecB, al ser By Cohen-Macaulay de dimensión n (p.141), y B es un A-módulo libre,
TorA1 (A/m, B) = H1

[
KB(f1, . . . , fn)

]
= 0.

12.2.4. Cohomoloǵıa Local

Lema: Hp
x(X,N) = ĺım

−→
ExtpO(O/mn, N), para todo O-módulo N .

Demostración: La cohomoloǵıa local se calcula con una resolución inyectiva 0→ N → I•, porque
los haces Ĩp son flascos (p. 311), y Γx(X, Ñ) = ĺım

−→
HomO(O/mn, N),

Hp
x(X, Ñ) = Hp

[
Γx(X, Ĩ•)

]
= ĺım
−→

Hp
[
HomO(O/mn, I•)

]
= ĺım
−→

ExtpO(O/mn, N).

Teorema: La profundidad de M es el primer entero p tal que Hp
x(X,M) 6= 0, en cuyo caso se

cumple que ExtpO(k,M) ↪→ Hp
x(X,M).

Demostración: Si Exti(k,M) = 0, entonces Exti(mn/mn+1,M) = 0.

0 −→ mn/mn+1 −→ O/mn+1 −→ O/mn → 0

y de la sucesión exacta de extens se sigue que Exti(O/mn,M) = 0, y H i
x(X,M) = 0.

Además, Exti+1(O/mn,M) ↪→ Exti+1(O/mn+1,M), y Exti+1(O/m,M) ↪→ H i+1
x (X,M).

Corolario: O es Cohen-Macaulay si y sólo si Hp
x(X,O) = 0, p < dimO.

Demostración: Como Hp(X,M) = 0, p ≥ 1, y Hp(X−x,M) = 0, p ≥ dim (X−x) = dimO−1,
siempre se tiene que Hp

x(X,M) = 0, p > dimO.

Lema: Sea Cfl la categoŕıa de O-módulos de longitud finita. Un funtor contravariante A-lineal1

Cfl  Cfl, M  M∗, es exacto y k∗ ' k si y sólo si M∗ = HomO(−, Q) para alguna envolvente
inyectiva Q del cuerpo residual k; a saber

Q = ĺım
−→

(O/mr)∗.

Además, en tal caso el morfismo natural M →M∗∗ es un isomorfismo para todo O-módulo
M de longitud finita, y

O∗∗ = Ô.

Demostración: Si M∗ es exacto, por el teorema de representabilidad de Grothendieck, es repre-
sentable por un ĺımite inductivo Q de módulos de longitud finita, Q = ĺım

−→
HomO(O/mr, Q).

Veamos, usando el criterio del ideal que Q es inyectivo.

1En el sentido de que conserva las combinaciones A-lineles de morfismos, (a1f1 + a2f2)∗ = a1f
∗
1 + a2f

∗
2 ; ver la

nota 3 en p. 73.
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Si I es un ideal, todo morfismo I → Q factoriza por I/mrI; luego a través de I/ms ∩ I por
Artin-Rees. Como el funtor es exacto sobre los módulos de longitud finita, este morfismo puede
extenderse a O/ms, luego a O.

Ahora, como sopQ = x, es suma directa de envolventes inyectivas de k, y tal suma tiene un
único término cuando k∗ ' k.

Rećıprocamente, si Q es una envolvente inyectiva de k, es claro que M∗ = HomO(M,Q) es
un funtor exacto y k∗ ' k. Luego k = k∗∗ y, por inducción sobre la longitud, M = M∗∗ para
todo módulo de longitud finita. Finalmente,

O∗∗ = Q∗ = (ĺım
−→

HomO(O/mr, Q))∗ = ĺım
←−

(O/mr)∗∗ = ĺım
←−
O/mr = Ô.

Ejemplo: Si O es un anillo local, no hay ninguna envolvente inyectiva canónica del cuerpo
residual O/m. Pero cuando O es una k-álgebra local y la extensión k → O/m es finita, M∗ =
Homk(M,k) es un funtor exacto sobre los módulos de longitud finita, y tenemos un isomorfismo
O/m ' (O/m)∗ porque el O-módulo (O/m)∗ está anulado por m; luego se corresponde con una
envolvente inyectiva de O/m,

D = ĺım
−→

(O/mn)∗.

Aśı, si A es una k-álgebra finita local, la envolvente inyectiva de A/m es A∗ = Homk(A, k).

Teorema: Si O es un anillo local regular de dimensión n, entonces Hn
x (X,O) es una envolvente

inyectiva del cuerpo residual k.

Demostración: El complejo de Koszul muestra que

ExtpO(k,O) =

{
k p = n

0 p 6= n

y, por inducción sobre la longitud, tenemos que ExtpO(M,O) = 0, p 6= n, para todo módulo
de longitud finita M . Luego el funtor F (−) = ExtnO(−,O) es exacto sobre los O-módulos de
longitud finita y F (k) ' k; luego se corresponde con una envolvente inyectiva de k,

Q = ĺım
−→

ExtnO(O/mr,O) = Hn
x (O).

12.3. Haces Casicoherentes

Si j : U → X es un abierto y F es un haz sobre X, pondremos FU = j∗j
∗F .

Sea U = {U1, . . . , Un} una familia de abiertos de X, y U = U1 ∪ . . . ∪ Un.

Vamos a construir una resolución 0→ FU → Č•(U,F) de longitud n.

Si n = 1, ponemos Č•(U1,F) = FU1 .

En general, poniendo U′ = {U2, . . . , Un}, el diagrama

0 // FU // FU1 ⊕FU ′ π //

��

FU1∩U ′ //

��

0

Č•(U1,F)⊕ Č•(U′,F)
π̌ // Č•(U1 ∩ U′,F)

donde los morfismos verticales son casi-isomorfismos, muestra que tenemos casi-isomorfismos

FU ∼−−→ Cono(π) ∼−−→ Cono(π̌)
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y definimos Č•(U,F) = Cono(π̌). Cuando U es un recubrimiento de X, decimos que es el
complejo de Cech de F asociado a U.

Tenemos que Č0F =
∏
iFUi , y en general

ČpF =
∏

i1<...<ip

FUi1∩...∩Uip ,

d: ČpF −→ Čp+1F , (ds)i1...ip+1 =
p+1∑
k=1

(−1)ksi1...îk...ip+1
|Ui1∩...∩Uip+1

.

Definición: Un morfismo de esquemas X → S es separado cuando el morfismo diagonal
X → X ×S X es una inmersión cerrada, y un esquema X es separado cuando lo es el morfismo
X → SpecZ. En tal caso, la intersección U ∩ V de dos abiertos afines es af́ın, porque es un
subesquema cerrado del esquema af́ın U ×Z V .

Por ejemplo, los esquemas SpecA y ProjA siempre son separados.

Teorema: Si M es un haz casicoherente sobre un esquema noetheriano y separado X, y X =
U1 ∪ . . . ∪ Un es un recubrimiento por abiertos afines, el complejo de Cech

0 −→M −→ Č0M−→ . . . −→ ČnM−→ 0

es una resolución finita de M por haces casicoherentes aćıclicos.
Además, si 0 → M′ → M → M′′ → 0 es una sucesión exacta de haces casicoherentes, la

sucesión 0→ Č•M′ → Č•M→ Č•M′′ → 0 también es exacta.

Demostración: Cuando i : U → X es un abierto af́ın, i∗ conserva la cohomoloǵıa de los haces
casicoherentes (pp. 231, 232), aśı que MU es aćıclico, y el funtor M MU es exacto.

Además MU es casicoherente, porque su restricción a cualquier abierto af́ın V coincide con
j∗(M|U∩V ), donde j : U ∩ V → V es la inclusión, y U ∩ V es af́ın.

Corolario: Si f : X → S es un morfismo entre esquemas noetherianos separados, y M es un
haz casicoherente en X, los haces Rif∗M son casicoherentes.

Demostración: Podemos suponer que S = SpecA.
Si i : U → X es un abierto af́ın, el haz f∗MU = (fi)∗(M|U ) es casicoherente (porque fi es

un morfismo entre esquemas afines), y MU es f∗-aćıclico.
Luego f∗(Č

•M) es un complejo de haces casicoherentes, y los haces Rif∗M = Hi
[
f∗(Č

•M)
]

son casicoherentes.

Definición: Un morfismo de esquemas φ : T → S es plano si lo son los morfismos OS,s → OT,t,
donde s = φ(t).

En tal caso, el funtor φ∗ : OS-módulos OT -módulos conserva sucesiones exactas.

Teorema: Dado un producto fibrado de morfismos entre esquemas noetherianos separados

XT
φ̄ //

f̄
��

X

f
��

T
φ // S

y un haz casicoherente M en X, si el cambio de base φ es plano,

φ∗(Rif∗M) = Rif̄∗(φ̄
∗M).
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Demostración: Para ver que el morfismo natural φ∗(Rif∗M)→ Rif̄∗(φ̄
∗M) que define la imagen

inversa es un isomorfismo, podemos suponer que S = SpecA y T = SpecB son afines, y hemos
de probar que H i(X,M)⊗A B = H i(XB, φ̄

∗M).

Si {Ui} es un recubrimiento finito de X por abiertos afines, los abiertos φ̄−1(Ui) son afines y
recubren XB, y

Γ(X, Č•M)⊗A B = Γ(XB, Č
•φ̄∗M).

Tomando cohomoloǵıa se concluye, porque B es un A-módulo plano.

Fórmula de Deligne: Sea p un haz coherente de ideales en un esquema noetheriano X. Si N
es coherente y M es casicoherente se cumple

ĺım
−→

HomX(pnN ,M) = HomU (N|U ,M|U ), U = X − (p)0.

Demostración: Supongamos que X = SpecA, M = M̃ , N = Ñ , y p = fA.

Si N = A, los anuladores de fn estabilizan a partir de un exponente r, y cada elemento
m
f i

= frm
f i+r
∈Mf proviene del morfismo m

f i
: f i+rA→M , que está bien definido.

Luego ĺım
−→

HomA(fnA,M) = Mf , y la fórmula es cierta cuando N es libre.

Si N no es libre, N = L/K donde L es un libre finito. Por Artin-Rees, existe un exponente
r tal que K ∩ fn+rL = fn(K ∩ f rL), y sustituyendo N por f rN podemos suponer que existe
una presentación L′ → L→ N → 0 tal que fnL′ → fnL→ fnN → 0 sigue siendo exacta.

Tomando HomA(−,M) y ĺım
−→

, concluimos.

Si p = (f1, . . . , fr), ponemos p1 = (f1), p2 = (f2, . . . , fr).

La filtración pn1N + pn2N es equivalente a pnN , y tenemos la sucesión exacta

0 −→ pn1N ∩ pn2N −→ pn1N ⊕ pn2N −→ pn1N + pn2N −→ 0

Además, por Artin-Rees pn1p
n
2N ⊇ pn+r

1 N ∩ pn2N ⊇ pn+r
1 N ∩ pn+r

2 N , y la filtración pn1N ∩ pn2N
es equivalente a (p1p2)nN .

Tomando HomA(−,M) y ĺım
−→

, por inducción sobre r obtenemos una sucesión exacta que

permite concluir, donde Ui = X − (pi)0,

0 −→ ĺım
−→

HomA(pnN,M) −→
2⊕
i=1

HomUi(N|Ui ,M|Ui) −→ HomU1∩U2(N|U1∩U2 ,M|U1∩U2)

En general, cuando X no es af́ın, el morfismo de haces

ĺım
−→

HomX(pnN ,M) −→ HomX(N ,M)U

induce un isomorfismo al tomar secciones en cualquier abierto af́ın; luego es un isomorfismo de
haces, y se concluye al tomar secciones globales. q.e.d.

Si X es un esquema, todo OX -módulo M admite un morfismo inyectivo 0→M→ I en un
OX -módulo inyectivo (p. 277). Ahora, el funtor HomX(−, I) es representable en la categoŕıa de
haces casicoherentes, aśı que existe un haz casicoherente Iqc tal que

HomX(N , Iqc) = HomX(N , I)

para todo haz casicoherenteN . Por tanto, Iqc es inyectivo en la categoŕıa de haces casicoherentes.

CuandoM es casicoherente, el morfismoM→ Iqc es inyectivo, y vemos queM admite una
resolución por haces casicoherentes inyectivos.
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Lema: Si X es noetheriano, todo haz casicoherente e inyectivo I es flasco. Más aún, para todo
haz casicoherente M, el haz HomX(M, I) es flasco.

Demostración: Sea U un abierto de X. Si M es coherente, es epiyectivo el morfismo

HomX(M, I) −→ ĺım
−→

HomX(pnM, I) = HomU (M|U , I|U ).

En general, dado s : M|U → I|U , sea N ⊆M máximo, de modo que existe t : N → I tal que
t|U = s|N|U (existe por el lema de Zorn).

Si N 6=M, tomamos N ⊂ N ′ tal que N ′/N es coherente, y una extensión t′ : N ′ → I de t.
Como s − t′ : N ′|U → I|U se anula en N|U , y N ′/N es coherente, existe t̄ : N ′ → I tal que

t̄|U = s− t′. Ahora t′ + t̄ : N ′ → I coincide con s en U , contra el carácter maximal de N .

12.4. Teoŕıa K

En este apartado supondremos que los esquemas son noetherianos y separados.
El grupo K (p.117) de los haces coherentes sobre un esquema noetheriano X se denota

K•(X), y el de los haces coherentes localmente libres K•(X).
Cada cerrado Y de X define un elemento OY = OX/pY de K•(X), que denotaremos Y .
Si L es localmente libre, la función L′ 7→ L ⊗ L′ ∈ K•(X) es aditiva, aśı que L define un

endomorfismo hL : K•(X) → K•(X), hL(L′) = L ⊗ L′. La función L 7→ hL ∈ End(K•(X)) es
aditiva; luego K•(X) es un anillo con el producto (la unidad es OX)

L · L′ = L ⊗OXL
′.

Igualmente, K•(X) es un K•(X)-módulo: L ·M = L ⊗OXM.
Si f : X → S es un morfismo de esquemas, la función L 7→ f∗L ∈ K•(X) es aditiva, y define

un morfismo de anillos f ! : K•(S)→ K•(X), f !(L) = f∗L.
Igualmente, cuando f es plano, define un morfismo de grupos f ! : K•(S)→ K•(X).

Si f : X → S es un morfismo proyectivo (factoriza X
i−→ Pn × S −→ S, donde i es

una inmersión cerrada) y M es un OX -módulo coherente, los haces Rpf∗M son coherentes, y
nulos cuando p� 0 (p. 245). La función M 7→

∑
p(−1)pRpf∗M∈ K•(S) es aditiva, y define la

imagen directa admirable de Grothendieck

f! : K•(X) −→ K•(S), f!(M) =
∑

p(−1)pRpf∗M.

Teorema: (f ◦ g)! = f! ◦ g!.

Demostración: En teoŕıa K, todo objeto filtrado M =
⋃
nMn coincide con su graduado, M =∑

nMn/Mn+1, y la suma alternada de los términos de un complejo acotado M• coincide con
la de su homoloǵıa,

∑
p(−1)pMp =

∑
p(−1)pHp(M•).

Ahora el teorema se sigue de la sucesión espectral de Leray,

Ep,q2 = Rpf∗(R
qg∗M) ⇒ Rp+q(fg)∗M,

f!(g!M) =
∑
p,q

(−1)p+qRpf∗(R
qg∗M) =

∑
n

(−1)nRn(fg)∗M = (fg)!M.

Fórmula de Proyección: f!(f
!(s) · x) = s · f!(x).

Demostración: El morfismo natural L ⊗OS Rpf∗M → Rpf∗(f
∗L ⊗OX M) es un isomorfismo

cuando L es localmente libre; pues el problema es local, y el caso L = OS es obvio.
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Teorema: φ!f! = φ̄!f̄
! : K•(X)→ K•(T ), para todo cambio de base plano φ : T → S.

Demostración: φ∗(Rpf∗M) = Rpf̄∗(φ̄
∗M), (p. 319).

Teorema: Si X es regular y de dimensión finita, el morfismo natural K•(X) → K•(X) es un
isomorfismo, y pondremos K(X) = K•(X) = K•(X).

Demostración: Veamos que todo haz coherente M es cociente de uno localmente libre.
Si O es el anillo local de X en un punto genérico y del complementario Y de un abierto U

af́ın, SpecO − y = U ∩ SpecO = SpecA es af́ın porque X es separado.
De la sucesión exacta de cohomoloǵıa local

0 −→ O = H0(SpecO, Õ) −→ A = H0(SpecO − y, Õ) −→ H1
y (SpecO, Õ)

se sigue que H1
y (SpecO, Õ) 6= 0, y O es un anillo local regular de profundidad ≤ 1.

Luego dimO ≤ 1, y el ideal p de Y es de ĺınea (donde no sea nulo). Como

M(U) = ĺım
−→

HomX(pn,M)

y M(U) genera la fibra de M en todo punto de U , existe un morfismo ⊕ipni → M que es
epiyectivo en U . Recubriendo X por abiertos afines terminamos.

Ahora, por el teorema de Serre, M admite una resolución finita L• → M → 0 por haces
localmente libres, y el elemento

∑
p(−1)pLp de K•(X) no depende de la resolución.

En efecto, si L′• →M→ 0 es otra resolución, y existe un epimorfismo L′• → L• (que induce
la identidad en M), su núcleo N• es una sucesión exacta; luego

∑
p(−1)pNp = 0 y∑

p(−1)pL′p =
∑

p(−1)pLp +
∑

p(−1)pNp =
∑

p(−1)pLp.

En el caso general se toma una resolución finita L′′• que se epiyecte en L• y L′•.
Construida la etapa p− 1, la siguiente es (tomando Z ′′p → Zp y Z ′′p → Z ′p epiyectivos)

Lp // Zp // Lp−1
d // Lp−2 Zp = Ker d

L′′p
epi // Lp ×ZpZ ′′p ×Z′p L

′
p

//

OO

��

Z ′′p //

OO

��

L′′p−1
d′′ //

OO

��

L′′p−2

OO

��

Z ′′p = Ker d′′

L′p // Z ′p // L′p−1
d′ // L′p−2 Z ′p = Ker d′

Ahora, dada una sucesión exacta 0 → M′ → M → M′′ → 0, tomamos epimorfismos
L′0 →M′, L′′0 →M, y tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas,

0 // L′0 //

��

L′0 ⊕ L′′0 //

��

L′′0 //

��

0

0 //M′ //M //M′′ // 0

Procediendo igualmente con los núcleos de los morfismos verticales obtenemos resoluciones
L′•,L•,L′′• tales que Lp = L′p ⊕ L′′p. Luego la función M 7→

∑
p(−1)pLp ∈ K•(X) es aditiva, y

define el morfismo K•(X)→ K•(X) inverso del natural K•(X)→ K•(X). q.e.d.

Si M =
∑

p(−1)pLp y N =
∑

q(−1)qL′q, entonces M ·N =
∑

p,q(−1)p+qLp ⊗ L′q.
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Como en teoŕıa K el complejo L• ⊗ L′• es igual a su homoloǵıa, cuando X es regular y de
dimensión finita, el producto de haces coherentes viene dado por la fórmula

M ·N =
∑

p(−1)p TorOXp (M,N ),

donde TorOXp (M,N ) es el haz asociado al prehaz U  Tor
OX(U)
p (M(U),N (U)), y en cada

abierto af́ın U = SpecA es el haz asociado al módulo TorAp (M(U),N (U)).

Igualmente f !M =
∑

p(−1)pLp ⊗OS OX , y la imagen inversa de haces coherentes es

f !M =
∑

p(−1)p TorOSp (OX ,M),

y esta misma fórmula permite definir la imagen inversa j! : K•(S)→ K•(X) para toda inmersión
cerrada regular j : X → S.

1. Si S = Spec k, donde k es cuerpo, la dimensión define un isomorfismo K(S) = Z.

Si π : X → S es una variedad proyectiva, π! : K(X) → K(S) = Z coincide con la carac-
teŕıstica de Euler-Poincaré, π!(M) =

∑
p(−1)pdimHp(X,M) = χ(X,M).

Dados subesquemas cerrados Y, Z, su número global de intersección es

(Y ∩ Z) = π!(OY · OZ) =
∑

p(−1)pχ(X,TorOXp (OY ,OZ)),

y cuando se cortan en dimensión 0, coincide con el número de puntos de corte, contando
cada punto x con su grado y la multiplicidad de intersección de Serre

(Y ∩ Z)x =
∑

p(−1)p l(Tor
OX,x
p (OY,x,OZ,x)).

2. El ideal de una curva proyectiva plana Cn de grado n es ' OP2(−n); luego en K(P2) se
cumple que Cn = 1−OP2(−n), y obtenemos el teorema de Bézout (p. 245):

(Cn ∩ Cm) = π!(Cn · Cm) = π!(1−O(−n)−O(−m) +O(−n−m))

= 1−
(
n−1

2

)
−
(
m−1

2

)
+
(
n+m−1

2

)
= nm.

3. Si C es una curva proyectiva y lisa de género g, en K(C ×C) tenemos que OC = 1−L−∆

y ΩC = L−∆ − L−2∆, donde ∆ es la diagonal; luego

O∆ · O∆ = (1− L−∆)2 = 1− 2L−∆ + L−2∆ = OC − ΩC ,

(∆ ∩∆) = χ(OC)− χ(ΩC) = 2− 2g.

En dimensión mayor, usando el complejo de Koszul se puede ver que

Tor
OX×X
p (O∆,O∆) = ΛpTor

OX×X
1 (O∆,O∆) = Λp(p∆/p

2
∆) = Ωp

X ,

O∆ · O∆ =
∑

p(−1)pΩp
X ,

(∆ ∩∆) =
∑

p(−1)pχ(Ωp
X) =

∑
p,q(−1)p+qdim kH

p(X,Ωq
X).

4. Cuando dimX = 1, el morfismo K(X) → Z ⊕ Pic(X), L 7→ (r,ΛrL), donde r = rgL, es
un isomorfismo, y en particular K(Z) = K(k[t]) = Z, K(P1,k) = Z⊕ Z.

En efecto, el morfismo Z ⊕ Pic(X) → K(X), (n,D) 7→ n + D está bien definido porque
D = LD − 1, y es inverso del anterior porque (p. 322) los haces de ĺınea siempre generan
el grupo K(X). Esta igualdad D = LD − 1 es obvia cuando D = 0, y si es cierta para D
también lo es para D ± x, en virtud de la sucesión exacta

0 −→ LD −→ LD+x −→ OX/mx −→ 0
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Lema: Los haces OY , con Y un cerrado irreducible, generan el grupo K•(X).

Demostración: Si M es un haz coherente, procedemos por inducción sobre su soporte y sobre
las longitudes de sus fibras en los puntos genéricos de Z = sopM.

Sea p el ideal de un punto genérico x de Z. Si éste tiene más puntos genéricos, por inducción
el teorema es cierto para M/pM y para pM (porque pxMx 6=Mx); luego también para M.

Si Z = x, entonces M está anulado por una potencia de p, y basta probar el teorema para
los cocientes piM/pi+1M.

Ahora, cuando pM = 0, podemos suponer que X = x es ı́ntegro.
SiMx es el haz constante de fibraMx, el núcleo del morfismoM→Mx está en la hipótesis

de inducción, aśı que podemos suponer que M carece de torsión.
En tal caso una sección racional s ∈Mx no nula define una sucesión exacta

0 −→ I −→M −→M/IM−→ 0, I(U) = {f ∈ OX(U) : fs ∈M(U)},

donde M/IM y OX/I están en la hipótesis de inducción.
Como el teorema es cierto para OX , también lo es para I y para M.

Teorema (Gysin): Si j : Y → X es un subesquema cerrado, e i : U → X es el abierto comple-
mentario, tenemos una sucesión exacta

K•(Y )
j!−−→ K•(X)

i!−−→ K•(U) −→ 0

Demostración: Es obvio que i!j! = 0, y i! es epiyectivo porque todo haz coherente M en U es
restricción de un haz coherente M̃ en X (si i∗M =

⋃
kMk, conMk coherente,M = (i∗M)|U =⋃

kMk|U , y M =Mk|U para algún ı́ndice k). Veamos que Ker i! ⊆ Im j!.

Dos extensiones coherentes M̃ y M̃′ de M difieren en K•(X) en haces concentrados en Y .

En efecto, los núcleos de M̃ → i∗M y M̃′ → i∗M están concentrados en Y , y sus imágenes
difieren de la suma en haces concentrados en Y .

Ahora, si KY (X) es el subgrupo de K•(X) generado por los haces concentrados en Y , el

morfismo s : K•(U) → K•(X)/KY (X), M 7→ M̃, está bien definido, y por tanto Ker i! ⊆
KY (X).

Por último, Im j! = KY (X), porque si un haz coherente N está concentrado en Y , en teoŕıa
K coincide con su graduado por la filtración finita {pnYN}, que es un OY -módulo.

Definición: Si E es un OX -módulo localmente libre, el fibrado vectorial π : E → X y el
fibrado proyectivo π : P(E)→ X asociados a E son

E = SpecS•E∗,

P(E) = ProjS•E∗,

y la propiedad universal (ver p. 243) del fibrado proyectivo P(E) es

HomX(T,P(E)) =

[
Cocientes de ĺınea

de E∗ ⊗OX OT

]
=

[
Subfibrados de ĺınea

de E ⊗OX OT

]
Teorema: Si E → X es un fibrado vectorial, π! : K•(X)→ K•(E) es un isomorfismo.

Demostración: El morfismo π! es inyectivo porque la sección nula s : X → E induce un morfismo
s! : K•(E)→ K•(X), y s!π! = Id al ser (basta tomar una resolución de M por A-módulos libres)

TorA[t1,...,tn]
p (M ⊗A A[t1, . . . , tn], A) = 0, p ≥ 1.
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La epiyectividad, por inducción noetheriana y Gysin, se reduce al caso af́ın X = SpecA y
trivial E = AnX , y podemos suponer que n = 1.

Sea Z un cerrado irreducible de A1
X , q el ideal primo de A[t] que lo define y p = q ∩A.

Si q = pA[t], terminamos, A[t]/q = π!(A/p).
Si no, q define un ideal primo no nulo de (A/p)[t], que será principal al localizar por alguna

función no nula f̄ ∈ A/p, de modo que q = (p, Q(t)) en Af [t].
Se sigue que Af [t]/q = 0 en teoŕıa K, como muestra la sucesión exacta (donde B = Af/pAf )

0 −→ B[t]
·Q(t)−−−−→ B[t] −→ Af [t]/q −→ 0

Es decir, Z = 0 en K•(A1 × Uf ).
Por Gysin, Z proviene de K•(A1

Y ), donde Y = (f)0.
Por inducción noetheriana K•(Y )→ K•(A1

Y ) es epiyectivo, y terminamos.

Teorema de Periodicidad: Si E es un OX-módulo localmente libre de rango r+1, y ponemos
x = 1−OP(E)(−1) ∈ K•(P(E)), tenemos un isomorfismo

K•(X)r+1 ∼−→ K•(P(E)), (a0, . . . , ar) 7→
∑

i π
!(ai)x

i.

Demostración: Si M es un OX -módulo coherente, el cálculo (p. 245) de la cohomoloǵıa de los
O(n) prueba también que Rpπ∗(π

∗M⊗OP(E)(n)) =M⊗Rpπ∗(OP(E)(n)).

Por tanto tenemos que π!(π
!(a)) = a, y π!(π

!(a)tn) = 0, 1 ≤ n ≤ r, donde t = O(−1).
1, x, . . . , xr son independientes: Como x = 1− t, basta ver que 1, t, . . . , tr lo son.
Si π!(a0) + π!(a1)t+ . . .+ π!(ar)t

r = 0, aplicando π! vemos que a0 = 0.
Ahora, multiplicando por t−1 y aplicando π!, vemos que a1 = 0, y aśı sucesivamente.
Veamos ahora que 1, x, . . . , xr son generadores:
Por inducción noetheriana y Gysin basta probarlo en un abierto en que E sea trivial.
Cuando P(E) = Pr × X, la clase de un hiperplano j : Pr−1 × X → Pr × X es xr = x, y

procedemos por inducción sobre r. Por Gysin tenemos una sucesión exacta

K•(Pr−1 ×X)
j!−−→ K•(Pr ×X) −→ K•(Ar ×X) −→ 0,

y xr−1 = j!xr. Por la fórmula de proyección j!(x
d
r−1) = xd+1

r , y la imagen de j! está generada
por xr, . . . , x

r
r. Como K•(Ar ×X) = K•(X), concluimos.

Corolario: Si π : P → X es un fibrado af́ın, π! : K(X)→ K(P ) es un isomorfismo.

Demostración: Si V es el fibrado vectorial asociado, la construcción del cierre proyectivo de
un espacio af́ın (p. 98, y nótese que la función constante 1 define una 1-forma sobre E que
se anula en V ) muestra que tenemos una sucesión exacta de OX -módulos localmente libres
0→ V → E → OX → 0 tal que P es el complementario de la inmersión cerrada i : P(V )→ P(E).

El morfismo natural OP(E)(−1) → E ⊗OX OP(E) → OP(E) identifica OP(E)(−1) con el ideal
de P(V ). Luego i!(1) = xE , y la fórmula de proyección prueba que

i!(1) = xE , i!(xV ) = x2
E , . . . , i!(x

r−1
V ) = xrE .

Ahora la sucesión exacta de Gysin K(P(V ))
j!−−→ K(P(E))

i!−−→ K(P ) → 0 y el teorema de
Periodicidad permiten concluir.

Corolario: K(Pr) = Z[x]/(xr+1), donde xd = Pn−d.

Demostración: Por inducción sobre r, porque j!((j
!x)d) = j!(j

!xd) = xd+1. q.e.d.
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1. Si C es una curva plana de grado d, se cumple C = 1− (1− x)d = dx−
(
d
2

)
x2.

2. En Pn tenemos que χ(xr) = 1, 0 ≤ r ≤ n. Ahora, si C es una curva de grado d en
P3, tenemos que χ(C · x) = d, χ(C · x2) = χ(C · x3) = 0; luego C = dx2 + ax3. Como
d+ a = χ(C) = 1− π, vemos que C = dx2 + (1− d− π)x3.

Si S es una superficie de grado d en P3, tenemos que χ(S · x2) = d, χ(S · x3) = 0; luego
S = dx+ ax2 + bx3. Como 1− π = χ(S · x) = d+ a, donde π es el género aritmético de las
secciones hiperplanas, y 1− pa = χ(S) = d+ a+ b, donde pa es el género aritmético de la
superficie, vemos que S = dx+ (1− d− π)x2 + (π − pa)x3.

3. Sea ω una 1-forma racional en P2. El haz (ω)(U) = {fω ∈ ΩP2(U) : f ∈ k(x, y)} es de
ĺınea, y si (ω) ' O(−n), tenemos una sucesión exacta

(∗) 0 −→ (ω) −→ Ω1
P2

∧ω−−−→ Ω2
P2
⊗O(n) −→ C −→ 0

Si la ecuación local en un punto p es (ω) = (fdx+gdy), donde f, g ∈ Op no tienen factores
comunes, entonces Cp = Op/(f, g). En K(P2) se cumple

C = δx2, donde δ =
∑

p dim kCp,

Ω1
P2

= 3t− 1 = 3(1− x)− 1 = 2− 3x ,

Ω2
P2
⊗O(n) = O(n− 3) = (1− x)3−n ,

porque hay una sucesión exacta 0→ Ω1
P2
→ O(−1)3 → O → 0. Ahora (∗) da

2− 3x+ δx2 = (1− x)n + (1− x)3−n2− 3x+ (n2 − 3n+ 3)x2 ,

3 = δ − n2 + 3n.

12.4.1. Graduado de la Teoŕıa K

En este apartado supondremos que los esquemas son variedades algebraicas sobre un cuerpo
(k-esquemas de tipo finito y separados).

Sea F p(X) el subgrupo de K•(X) generado por los haces coherentes con soporte en puntos
x de codimensión dimOX,x ≥ p. Tenemos aśı una filtración de K•(X) cuyo graduado se denota

GK(X) =
⊕

p F
p(X)/F p+1(X),

y cada cerrado irreducible Y de codimensión p define una clase Y = [OY ] ∈ GKp(X).
La clase en GKp(X) de un haz coherente M∈ F p(X) es (Y es el cierre del punto y)

[M] =
∑

cod y=p

lOX,y(My)Y.

Si f : X → S es un morfismo proyectivo y X,S son irreducibles, entonces f!F
p(X) ⊆

F p+d(S), d = dimS − dimX, e induce un morfismo f∗ : GK(X)→ GK(S) de grado d.
Vamos a estudiar la compatibilidad de la filtración con la imagen inversa (siendo evidente

en el caso de las inmersiones abiertas y los fibrados vectoriales y proyectivos).

Lema: Si i : U → X es una inmersión abierta, entonces i!F p(X) = F p(U); luego i! induce un
epimorfismo i∗ : GK•(X)→ GK•(U).

Demostración: En el argumento de la p. 324, si un haz coherenteM en U tiene soporte de codi-
mensión ≥ p, entonces su extensión coherente M̃ ⊂ i∗M tiene soporte sop (M̃) ⊆ sop (i∗M) ⊆
sopM de codimensión ≥ p, y se concluye.
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Lema: Si L es un haz de ĺınea, δ(L) = 1−L ∈ F 1(X) y δ(L) ·F p(X) ⊆ F p+1(X), de modo que
induce un morfismo homogéneo δ(L)· : GK(X)→ GK(X) de grado 1.

Demostración: Si M ∈ F p(X), entonces M y L ⊗OXM coinciden en GKp(X) al tener igual
longitud en los puntos genéricos de su soporte.

Definición: Diremos que δ(L) = [1 − L] ∈ GK1(X) es la clase de obstrucción de L, y es
aditiva, δ(L′ ⊗ L) = δ(L′) + δ(L), porque

(1− L′) + (1− L)− (1− L′ ⊗ L) = (1− L′) · (1− L) ∈ F 2(X).

Lema: Si H
i−→ X es una hipersuperficie de ideal p localmente principal, i!F p(X) ⊆ F p(H), e

induce un morfismo i∗ : GK(X)→ GK(H). Además, i∗i
∗(x) = δ(p) · x.

Demostración: Sea Y un cerrado irreducible de X de codimensión ≥ p.
Por definición i!(OY ) = OY ⊗OX OH − TorOX1 (OY ,OH), y la resolución localmente libre

0 −→ p −→ OX −→ OH −→ 0

muestra que i!(OY ) = OY ∩H ∈ F p(H) cuando H no contiene a Y .
Además, i!(i

!OY ) = OY ∩H = OY − p⊗OY = δ(p) · OY .
Si H contiene a Y ,

OY ⊗OX OH = OY ,
TorOX1 (OY ,OH) = p⊗OX OY ,

y i!(OY ) = (1− p|H) · OY ∈ F p(H). También i!(i
!OY ) = OY − p⊗OY = δ(p) · OY .

Teorema de Periodicidad: Si E es un OX-módulo localmente libre de rango r + 1, y xE =
δ(OP(E)(−1)) ∈ GK1(P(E)), tenemos un isomorfismo

GK(X)r+1 ∼−→ GK(P(E)), (a0, . . . , ar) 7→
∑

i π
∗(ai)x

i
E .

Demostración: Pongamos x = 1−O(−1) ∈ K•(P(E)).
Si a ∈ F p(X), como π!(x

i) = 1 cuando 0 ≤ i ≤ r, tenemos que π∗(π
∗(a) · xiE) es la clase de

π!(π
!(a)xi) = aπ!(x

i) = a módulo F p+i−r+1(X), que es nula si r > i,

π∗(π
∗(a) · xiE) =

{
a i = r

0 i < r

Razonando como en la p. 325 vemos que 1, xE , . . . , x
r
E son independientes.

Tomemos ahora [M] ∈ GKp(P(E)) no nulo. Sabemos que M = π!(a0) + . . .+ π!(ar)x
r.

Si 0 6= ai ∈ GKni(X), y m = mı́n{ni − i} < p, entonces la clase de M en GKm(P(E)) no es
nula, absurdo. Luego m ≥ p, y M =

∑
i π
∗(ai) · xiE , con ai ∈ GKp−i(X).

Corolario: Si P → X es un fibrado af́ın, π∗ : GK•(X) −→ GK•(P ) es un isomorfismo.

Demostración: Como π! : K(X)→ K(P ) es un isomorfismo compatible con las filtraciones, basta
ver que π∗ : GK•(X)→ GK•(P ) es epiyectivo.

El cierre proyectivo i : P → P(E) es una inmersión abierta, aśı que

i∗ : GK•(P(E)) = GK•(X)⊕GK•(X)xE ⊕ . . .⊕GK•(X)xrE −→ GK•(P )
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es epiyectivo. Como i∗(xE) = . . . = i∗(xrE) = 0, porque i∗OP(E)(−1) es trivial, concluimos.

Lema: Si s : X → E es la sección nula de un fibrado vectorial, s!(F p(E)) = F p(X).

Demostración: Por el corolario anterior, π!F p(X) = F p(E), y s! es el inverso de π!.

Deformación al Cono Normal: Sea Y → X una inmersión cerrada de ideal p, y OX [p] =
⊕npn, GpOX = ⊕npn/pn+1. El cono normal de Y en X es C = SpecGpOX , y el morfismo
natural GpOX → OX/p define la sección nula Y → C. Cuando la inmersión es regular, GpOX =
S•(p/p2), y C es el fibrado normal NY/X → Y asociado a (p/p2)∗ (p. 313).

La explosión X̃ = ProjOX [p] → X de X en Y es un isomorfismo sobre X − Y , y su fibra
sobre Y es ProjOX [p]/pOX [p] = ProjGpOX = P(C). El cierre proyectivo del cono normal C
es P(1⊕C) = Proj (GpOX)[x0], y el morfismo natural (GpOX)[x0]→ GpOX define una inmersión
cerrada P(C)→ P(1⊕ C), cuyo complementario es el abierto Ux0 = C.

Sea Z̃ la explosión de X×kA1 en Y ×0, y π : Z̃ → A1 el morfismo natural. Como Z̃ → X×kA1

es un isomorfismo fuera de Y × 0,

π−1(A1 − 0) = X ×k (A1 − 0).

Por otra parte, la fibra de π sobre el punto t = 0 de A1 es

π−1(0) = ProjOX×A1 [p + (t)]/tOX×A1 [p + (t)] = Proj (OX [p]⊗OX [t])/(pt)

= Proj (OX [p]⊗OX [t])/(p)∪Proj (OX [p]⊗OX [t])/(t)

= Proj (GpOX)⊗OY OY [t] ∪ ProjOX [p] = P(1⊕ C) ∪ X̃.

Además, P(1⊕C)∩X̃ = P(C), de modo que si quitamos X̃, la fibra sobre 0 es el cono normal
C. Por tanto, si ponemos Z = Z̃ − X̃, tenemos un triángulo conmutativo (donde π es plano y j
es una inmersión cerrada), variante algebraica del Lema del Entorno Tubular,

Y × A1
j //

  

Z

π��
A1

1. π−1(A1 − 0) = X × (A1 − 0), y j : Y × (A1 − 0)→ X × (A1 − 0) es el morfismo obvio.

2. π−1(0) = C, y la inmersión j : Y × 0→ C es la sección nula.

Lema: Si i : Y → X es una inmersión cerrada regular, i!F p(X) ⊆ F p(Y ).

Demostración: El morfismo j1 : Y → Z es la composición de Y → X, la sección X × 1 →
X × (A1 − 0) y la inmersión abierta X × (A1 − 0)→ Z.

Como F p(Z) → F p(X × (A1 − 0)) → F p(X) son epiyectivos, basta ver el lema para
j!
1 : K•(Z)→ K•(Y ).

Pero los morfismos j!
1, j

!
0 : K•(Z) → K•(P1

Y ) ⇒ K•(Y ) coinciden, porque ambos morfismos
K•(Y × A1)⇒ K•(Y ) son el inverso del isomorfismo π! : K•(Y ) ∼−→ K•(Y × A1)

Luego basta probar el lema para j!
0 : K•(Z)→ K•(Y ); pero j0 : Y → Z es la composición de

la sección nula Y → NY/X con la inmersión cerrada NY/X → Z, definida por un ideal localmente
principal, y para ambos morfismos se cumple el lema.

Teorema: Si X es una k-variedad lisa, el producto de K(X) es compatible con la filtración,
F p(X) · F q(X) ⊆ F p+q(X), e induce una estructura de anillo en GK(X).
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Si f : Y → X es un morfismo entre variedades lisas, entonces f !(F p(X)) ⊆ F p(Y ), e induce
un morfismo de anillos f∗ : GK(X)→ GK(Y ).

Demostración: Si Y, Z son subvariedades ı́ntegras de codimensiones p y q, hemos de ver que
Y · Z ∈ F p+q(X). Si ∆: X → X ×k X es el morfismo diagonal, Y · Z = ∆!(Y ×k Z), pues la
igualdad L′ ⊗OX L = ∆∗(L′ ⊗k L) es inmediata para haces localmente libres, y estos generan
K(X). Ahora bien, Y ×k Z es de codimensión p + q, y ∆ es una inmersión regular, y el lema
anterior permite concluir.

Por último, f : Y → X es la composición de su gráfica 1× f : Y → Y ×kX con la proyección
π : Y ×k X → X, y tanto (1× f)! como π! son compatibles con las filtraciones.

El primero porque 1×f es una inmersión cerrada regular, y el segundo porque la codimensión
de Y ×k Z en Y ×k X coincide con la de Z en X.

12.4.2. Clases de Chern

En adelante las variedades algebraicas se suponen lisas, luego regulares, de modo que toda
inmersión cerrada Y → X es regular: Si p es el ideal de Y , en cada punto y la sucesión exacta

py/mX,ypy −→ mX,y/m
2
X,y −→ mY,y/m

2
Y,y −→ 0

prueba que py contiene una sucesión de parámetros de longitud igual a la codimensión de Y ,
que necesariamente genera py.

Definición: Si E es un OX -módulo localmente libre de rango r, sus clases de Chern ci(E) ∈
GKi(X) son los coeficientes de la relación que se da en GK(P(E)),

xrE + c1(E)xr−1
E + . . .+ cr(E) = 0,

y las clases de Chern de una variedad X son las de su fibrado tangente TX = (Ω1
X)∗.

Las demostraciones dadas en el caso topológico (p. 302), donde ahora ξE = OP(E)(−1),
prueban que la primera clase de Chern de un haz de ĺınea es el opuesto de la clase de obstrucción,
c1(L) = −δ(L), que son funtoriales, ci(f

∗E) = f∗ci(E), que la última clase de Chern coincide
con los ceros de cualquier sección global s : X → E,

cr(E) = s∗[s0∗(1)],

y que la clase total c(E) = 1 + c1(E) + . . .+ cr(E) verifica la fórmula de Cartan.
Como las clases de Chern son nilpotentes, la clase total es una función aditiva con valores

en el grupo multiplicativo de los invertibles de GK(X), e induce un morfismo de grupos

c : K(X) −→ GK(X)∗

que permite definir las clases de Chern de los haces coherentes, c(M) =
∑

i ci(M).

1. Si d = dimX, la proyección π : X → Spec k define un morfismo grado

gr = π∗ : GKd(X) = F d(X) −→ Z, gr [M] = χ(X,M),

y al componer con el producto, un acoplamiento 〈, 〉 : GKp(X)⊗ZGK
d−p(X)→ Z que ha

de entenderse como números globales de intersección de ciclos de codimensión p con ciclos
de codimensión d− p. Por definición

〈M,N〉 =
∑

i(−1)i χ(X,TorOXi (M,N )).
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2. Sea π : X ′ → X la explosión de X en un punto racional x, de ideal maximal m, y sea
E = π−1(x) la fibra excepcional. Como mOX′ = OX′(1), para n� 0 tenemos que

π∗(m
nOX′) = mn,

Riπ∗(m
nOX′) = 0, i ≥ 1.

y χ(X,mn) = χ(X ′,mnOX′) por la sucesión espectral de Leray.

En K(X ′) tenemos que Ei = 0 cuando i > d = dimX ′, y por tanto

mnOX′ = (mOX′)n = (1− E)n = 1 +
d∑
i=1

(−1)i
(
n
i

)
Ei,(

n+d−1
d

)
= χ(X,OX/mn) = χ(X,OX)− χ(X,mn) = χ(X,OX)− χ(X ′,mnOX′)

= χ(X,OX)− χ(X ′,OX′)−
d∑
i=1

(−1)i
(
n
i

)
χ(X ′, Ei).

Vemos que la variación χ(X,OX)− χ(X ′,OX′) coincide con el término independiente del
polinomio

(
n+d−1

d

)
, que es nulo.

Igualando los coeficientes de nd vemos que χ(X ′, Ed) = (−1)d+1. Por ejemplo, en el caso
d = 2, la auto-intersección de la fibra excepcional es 〈E,E〉 = −1.

3. c(Pn) = (1 + x)n+1, x = c1(O(1)),

porque tenemos una sucesión exacta 0 −→ Ω1
Pn −→ OPn(−1)n+1 −→ OPn −→ 0.

4. ci(E
∗) = (−1)ici(E).

Si E = Lα1 + . . .+ Lαr , E
∗ = L−α1 + . . .+ L−αr , y c(E∗) = (1− α1) . . . (1− αr).

5. Si 0 → L′ → L → L′′ → 0 es una sucesión exacta de OX -módulos localmente libres,
ΛnL =

∑
i(Λ

iL′)(Λn−iL′′) en K(X), porque los morfismos ΛiL′ ⊗ Λn−iL → ΛnL definen
una filtración de ΛnL cuyo graduado es ⊕i(ΛiL′ ⊗ Λn−iL′′).
Pongamos λi(L) = ΛiL ∈ K(X). La función λt(L) =

∑
i λ

i(L)ti, valorada en el grupo
multiplicativo de las series formales con coeficientes en K(X) y término constante 1, es
aditiva, y permite definir λt(x) =

∑
i λ

i(x)ti para todo x ∈ K(X).

6. Si L es un haz de ĺınea, λt(−L) = (1 + Lt)−1 =
∑

i(−1)iLiti, y λi(−L) = (−1)iLi. En
particular, λi(−1) = (−1)i.

7. Si un haz localmente libre E de rango r tiene una sección que no se anula en ningún punto,
E −O es un fibrado de rango r − 1 en K(X); luego 0 = λr(E − 1) =

∑
i λ

i(E)λr−i(−1),
y vemos que 0 =

∑
i(−1)iΛiE en teoŕıa K.

8. Sea t = OP(E)(−1), y expresemos tr como combinación lineal de 1, t, . . . , tr−1 en K(P(E)).
Por la sucesión exacta 0 −→ O(−1) −→ π∗E −→ Ē −→ 0, donde rg Ē < r,

0 = λr(E − t) =
r∑
i=0

λi(E)λr−i(−t) =
r∑
i=0

(−1)r−iλi(E) tr−i.

9. c1(E) = c1(ΛrE), r = rgE.

Si E = Lα1 + . . .+ Lαr , ΛrE = Lα1 ⊗ . . .⊗ Lαr = Lα1+...+αr .

10. cr(E) =
[∑

i(−1)iΛiE∗
]
, r = rgE.

[λ−1(E)] = [λ−1(L1) . . . λ−1(Lr)] = [1− L1] . . . [1− Lr] = c1(L∗1) . . . c1(L∗r) = cr(E
∗).
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11. Si X es proyectiva de dimensión n, gr cn(X) =
∑

p,q(−1)p+qdimHp(X,Ωq
X).

12. cd(NY/X) = i∗(i∗(1)), donde i : Y → X es una subvariedad lisa de codimensión d.

Si OY = OX/p, el complejo de Koszul permite ver que TorOXi (OY ,OY ) = Λi(p/p2),

i∗(i∗(1)) =
∑

i(−1)iTorOXi (OY ,OY ) =
∑

i(−1)iΛi(p/p2) = cd((p/p
2)∗).

12.4.3. Teoŕıas Cohomológicas

Lema de Jouanolou: Sea X una k-variedad casi-proyectiva (un subesquema abierto de un
k-esquema proyectivo). Existe un fibrado af́ın π : P → X tal que P es un esquema af́ın. Luego,
para cada haz de ĺınea L en X tenemos que π∗L ' f∗OPn(1) para algún k-morfismo f : P → Pn.

Demostración: Los endomorfismos de rango 1 idempotentes, T 2 = T y cT (x) = xn(x−1), definen
un subesquema cerrado P de EndkE (luego P es un esquema af́ın) tal que el morfismo π : P →
P(E), π(T ) = ImT , es un fibrado af́ın asociado al fibrado vectorial Hom(E/O(−1),O(−1)).

Si X → P(E) es un subesquema cerrado, entonces PX = π−1(X) → X es el fibrado af́ın en
cuestión.

Si U → X es un subesquema abierto, explotando el complementario podemos suponer que
el ideal de Y = X−U es localmente principal; luego también lo es el ideal de PY en PX , aśı que
PU → PX es un morfismo af́ın, y vemos que PU es un esquema af́ın.

Finalmente, π∗L está generado (como todo haz coherente sobre un esquema af́ın) por un
número finito de secciones globales, de modo que π∗L ' f∗OPn(1) por la propiedad universal
de Pn.

Definición: Una teoŕıa cohomológica es un funtor contravariante A de la categoŕıa de k-
variedades lisas en la de anillos conmutativos tal que

i∗1 + i∗2 : A(X1 ⊕X2) ∼−→ A(X1)⊕A(X2) es un isomorfismo; luego A(∅) = 0,

π∗ : A(X) ∼−→ A(E) cuando π : E → X es un fibrado vectorial,

con un morfismo de A(X)-módulos f∗ : A(Y ) → A(X) funtorial (es decir, f∗(f
∗(x)y) = xf∗(y),

Id∗ = Id, (fg)∗ = f∗g∗), para cada morfismo proyectivo f : Y → X; y por tanto una clase de
cohomoloǵıa pX(Y ) = i∗(1) para cada subvariedad cerrada lisa i : Y → X, y una clase de Chern
c1(L) = s∗(s0∗(1)) para cada haz de ĺınea L (donde s es cualquier sección y s0 es la sección
nula), tal que

1. A(Y )
i∗−−→ A(X)

j∗−−→ A(U) es una sucesión exacta para toda subvariedad cerrada lisa
i : Y → X, donde j : U = X − Y → X.

2. Si E → X es un fibrado vectorial de rango r + 1 y xE = c1(OP(E)(1)),

A(P(E)) = A(X)⊕A(X)xE ⊕ . . .⊕A(X)xrE .

3. Para todo fibrado proyectivo π : P(E) → X y todo morfismo f : Y → X, el siguiente
cuadrado es conmutativo

A(P(E))
f∗ //

π∗
��

A(P(f∗E))

π∗
��

A(X)
f∗ // A(Y )
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4. Si f : X̄ → X es transversal a una subvariedad cerrada lisa i : Y → X, en el sentido de que
Ȳ = Y ×X X̄ es lisa y el morfismo natural f∗NY/X → NȲ /X̄ es isomorfismo, el siguiente
cuadrado es conmutativo

A(Y )
f∗ //

i∗
��

A(Ȳ )

i∗
��

A(X)
f∗ // A(X̄)

El isomorfismo inverso de i∗1+i∗2 : A(X1⊕X2) ∼−→ A(X1)⊕A(X2) es i1∗+i2∗ porque i∗1i1∗ = Id,
i∗2i1∗ = 0 (al ser i1 e i2 transversales a i1). Luego, si f = f1 ⊕ f2 : X1 ⊕X2 → S es proyectivo,
entonces f∗ = f1∗ + f2∗ : A(X1)⊕A(X2)→ A(S).

Además, dada una hipersuperficie lisa cerrada i : H → X, el haz de ĺınea LH admite una
sección que se anula en H y es transversal a la sección nula, y concluimos que

c1(LH) = i∗(1) = pX(H).

Definición: Un morfismo de teoŕıas cohomológicas ch: A→ Ā es una transformación natural
que conserva imágenes directas. Es decir, ch: A(X) → Ā(X) es un morfismo de anillos que
conserva imágenes directas, ch(f∗(a)) = f∗(ch(a)), e imágenes directas, ch(f∗(a)) = f∗(ch(a)).

Ejemplos: (1) A(X) = K(X) es una teoŕıa cohomológica. La condición 4 se debe a que, al
estar Y localmente definido por una sucesión regular que es sucesión regular en X̄, para todo
OY -módulo localmente libre L se cumple TorOXn (OX̄ ,L) = 0, n ≥ 1.

La clase de cohomoloǵıa de una subvariedad cerrada lisa i : Y → X es pX(Y ) = i∗(1) = OY ,
y la clase de Chern de un haz de ĺınea L es c1(L) = s∗0(s0∗(1)) = 1− L∗.

Sin embargo, nótese que c1(L′ ⊗ L) 6= c1(L′) + c1(L), y c1(L∗) 6= −c1(L). De hecho, como
1− (L̄⊗ L)∗ = (1− L̄∗) + (1− L∗)− (1− L̄∗)(1− L∗), la teoŕıa K sigue la ley multiplicativa

c1(L̄⊗ L) = c1(L̄) + c1(L)− c1(L̄)c1(L).

(2) También GK(X)Q = GK(X) ⊗Z Q es una teoŕıa cohomológica, aunque no lo demos-
traremos en estos apuntes. La clase de cohomoloǵıa de una subvariedad cerrada i : Y → X
de codimensión p es Y = [OY ] ∈ GKp(X), y la clase de Chern de un haz de ĺınea L es
c1(L) = [1 − L∗] = [L − 1] ∈ GK1(X). Luego el graduado de la teoŕıa K sigue la ley aditi-
va c1(L̄⊗ L) = c1(L̄) + c1(L).

(3) En el caso complejo, A(X) = H2•(Xan,Q) = ⊕pH2p(Xan,Q) define una teoŕıa coho-
mológica (donde Xan denota los puntos cerrados de X, con la topoloǵıa menos fina que hace
continuas las funciones f : Uan → C, donde f ∈ OX(U) y U recorre los abiertos de X), aunque
en el curso de Topoloǵıa Algebraica sólo hemos definido i∗ cuando i es una inmersión cerrada.

En general, para un morfismo proyectivo arbitrario, f : Y → X, la fórmula de proyec-
ción establece que la imagen directa f∗ puede definirse como adjunta de la imagen inversa
f∗ : H2•

c (Xan,Q) → H2•
c (Yan,Q) por la dualidad de Poincaré. La condición 4 se debe a que en

tal caso el morfismo f∗ : f∗TY/X → TȲ /X̄ que define la imagen inversa es un isomorfismo, como
puede verse con un argumento análogo al usado (p. 292) para ver que el producto cup define un
isomorfismo TY/X ⊗Z TZ/X → TY ∩Z/X cuando Y, Z se cortan transversalmente.

(4) Si A es una teoŕıa cohomológica definida sobre las k-variedades, también lo es X  
A(X) ⊗Z Q, y se denota A ⊗ Q. Además para toda extensión de cuerpos k0 → k tenemos que
X  A(Xk) es una teoŕıa cohomológica sobre las k0-variedades.
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Definición: Las clases de Chern de un OX -modulo localmente libre E rango r son los coe-
ficientes cAi (E), o simplemente ci(E), del polinomio caracteŕıstico cE(y) del endomorfismo del
A(X)-modulo libre A(P(E)) definido por el producto con yE = c1(OP(E)(−1)),

cE(t) = yr − cA1 (E)yr−1 + . . .+ (−1)rcAr (E) ∈ A(X)[t],

salvo un signo que se introduce para que la primera clase de Chern de un haz de ĺınea L coincida
con la anterior. De hecho, P(L) = X y OP(L)(−1) = L.

Functorialidad: ci(f
∗E) = f∗(ci(E)) para todo morfismo f : X̄ → X.

Demostración: Tenemos que f∗c1(OP(E)(−1)) = c1(f∗OP(E)(−1)) = c1(OP(f∗E)(−1)).

Aditividad: Para toda sucesión exacta 0 → E1 → E → E2 → 0 de OX-módulos localmente
libres,

cn(E) =
∑
i+j=n

ci(E1) · cj(E2).

Demostración: Si rgE1 = 1, entonces i : X = P(E1) → P(E) es una sección de P(E) → X e i∗
es inyectiva.

Consideremos el complementario j : U → P(E) de P(E1). El morfismo U → P(E2) es un
fibrado af́ın asociado al fibrado vectorial Hom(OP(E2)(−1), E1), aśı que j∗ : A(P(E))→ A(U) =
A(P(E2)) es epiyectivo (de hecho j∗(ynE) = ynE2

). Luego tenemos un diagrama conmutativo de
filas exactas (como yE1 = i∗yE , el primer cuadrado conmuta por la fórmula de proyección)

0 // A(P(E1))

yE1

��

i∗ // A(P(E))
j∗ //

yE
��

A(P(E2)) //

yE2

��

0

0 // A(P(E1))
i∗ // A(P(E))

j∗ // A(P(E2)) // 0

y la aditividad del polinomio caracteŕıstico prueba que cE(y) = cE1(y)cE2(y).
Ahora procedemos por inducción sobre rgE1, y podemos suponer la existencia de un haz de

ĺınea L ⊂ E1 tal que Ē1 = E1/L y Ē = E/L son localmente libres.
Tenemos una sucesión exacta 0→ Ē1 → Ē → E2 → 0 que permite concluir,

cE(y) = cL(y)cĒ(y) = cL(y)cĒ1
(y)cE2(y) = cE1(y)cE2(y).

Definición: Como 1 + c1(E)t + . . . + cr(E)tr es una función aditiva con valores en el grupo
multiplicativo de las series formales invertibles con coeficientes en A(X), induce un morfismo de
grupos sobre K(X), y obtenemos clases de Chern ci(x) ∈ A(X) para todo x ∈ K(X).

Corolario: El anillo de cohomoloǵıa del espacio proyectivo es A(Pd) = A(Spec k)[x]/(xd+1),
donde x se corresponde con la clase de cohomoloǵıa xd = [Pd−1] de cualquier hiperplano.

Demostración: Pongamos yd = c1(OPd(−1)). Por aditividad, los fibrados triviales tienen clases
de Chern nulas.

Luego en A(Pd) = A(Spec k)⊕A(Spec k)yd ⊕ . . .⊕A(Spec k)ydd tenemos que yd+1
d = 0.

En A(P1), la sucesión exacta 0→ OP1(−1)→ O2
P1
→ OP1(1)→ 0 prueba que x1 = −y1.

Considerando una recta en Pd, vemos que xd = −yd + a2y
2
d + . . .+ ady

d
d en A(Pd).

Concluimos que xd+1
d = 0 en A(Pd).

Corolario: Las clases de Chern siempre son nilpotentes.
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Demostración: Sea L → X un haz de ĺınea. Por el lema de Jouanolou existe un fibrado af́ın
π : P → X tal que π∗L = f∗(O(1)) para algún morfismo f : P → Pd. Luego π∗c1(L) = f∗(xd)
es nilpotente, porque xd lo es, y c1(L) es nilpotente porque π∗ es un isomorfismo.

Concluimos porque toda clase de Chern después de un cambio de base inyectivo en cohomo-
loǵıa, es una suma de productos de clases de Chern de haces de ĺınea. q.e.d.

Ejemplo: Para calcular las clases de Chern en teoŕıa K de un OX -módulo libre E de rango r,
podemos suponer que es suma de haces de ĺınea, E = L1 + . . .+ Lr ∈ K(X); luego,

cK1 (E) =
∑

i c
K
1 (Li) =

∑
i(1− L∗i ) = rgE − E∗, (12.1)

cKr (E) =
∏
i c
K
1 (Li) =

∏
i(1− L∗i ) = 1− E∗ + Λ2E∗ + . . .+ (−1)rΛrE∗.

Definición: Dado un OX -módulo localmente libre E, hay un cambio de base π : X̄ → X tal que
π∗ : A(X) → A(X̄) es inyectivo y π∗E = Lα1 + . . . + Lαr es suma de haces de ĺınea en K(X̄),
aśı que ci(E) es la i-ésima función simétrica elemental de las “ráıces”α1, . . . , αr. Para cada serie
formal F (t) =

∑
n ant

n con coeficientes en A(Spec k) ponemos

F+(E) = F (α1) + . . .+ F (αr) ∈ A(X),

(donde vemos la suma como serie de potencias en las funciones simétricas elementales ci(E),
y la suma es finita porque las clases de Chern son nilpotentes) y F+ es una función aditiva,
de modo que define un morfismo de grupos funtorial F+ : K(X) → A(X) llamado extensión
aditiva de F . Igualmente, cuando a0 es invertible, tenemos una extensión multiplicativa
F× : K(X)→ A(X)∗ tal que

F×(E) = F (α1) · . . . · F (αr) ∈ A(X)∗.

12.4.4. Teorema de Riemann-Roch-Grothendieck

Propiedad Universal: Si una teoŕıa cohomológica A sigue la ley multiplicativa c1(L̄ ⊗ L) =
c1(L̄) + c1(L) − c1(L̄)c1(L) de la teoŕıa K, entonces existe un único morfismo de teoŕıas coho-
mológicas ch: K → A.

Demostración: Si E es un OX -módulo localmente libre, por 12.1 tenemos que E = rgE−cK1 (E∗)
en K(X).

Luego el único morfismo de teoŕıas cohomológicas ch: K(X)→ A(X) posible es

ch(E) = rgE − cA1 (E∗). (12.2)

Esta función ch es aditiva sobre los OX -módulos localmente libres, porque lo son el rango
y cA1 ; luego define un morfismo de grupos ch: K(X) → A(X), y es compatible con imágenes
inversas porque lo son el rango y cA1 .

Conserva productos de haces de ĺınea porque A sigue la ley multiplicativa:

ch(L1 · L2) = 1− cA1 (L∗1 ⊗ L∗2) = 1− cA1 (L∗1)− cA1 (L∗2) + cA1 (L∗1)cA1 (L∗2)

=
(
1− cA1 (L∗1)

)(
1− cA1 (L∗2)

)
= ch(L1) · ch(L2).

Luego ch es morfismo de anillos porque todo elemento de K(X), después de un cambio de
base inyectivo en cohomoloǵıa, es suma y diferencia de haces de ĺınea.

Sólo queda probar que ch conserva imágenes directas, y terminamos por el siguiente lema,
ya que ch conserva clases de Chern de haces de ĺınea,

ch
(
cK1 (L)

)
= ch(1− L∗) = 1− ch(L∗) = 1− (1− cA1 (L)) = cA1 (L).
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Lema de Panin: Si un morfismo de anillos funtorial ch: A → Ā entre teoŕıas cohomológicas
conserva la clase de cohomoloǵıa de los hiperplanos, ch[cA1 (OPd(1))] = cĀ1 (OPd(1)), entonces
conserva imágenes directas; es decir, para todo morfismo proyectivo f : Y → X,

ch(f∗(a)) = f∗(ch(a)) , a ∈ A(Y ).

Demostración: Por el lema de Jouanolou ch conserva clases de Chern de haces de ĺınea; luego
conserva la clase de cohomoloǵıa de las hipersuperficies lisas.

Por definición todo morfismo proyectivo f : Y → X es composición de una inmersión cerrada
Y → Pn×X con la proyección natural π : Pn×X → X. Si el teorema es cierto para dos morfismos,
también lo es para su composición; luego basta probarlo para las inmersiones cerradas i : Y → X
y las proyecciones naturales π : Pn ×X → X.

1. El teorema es cierto para una inmersión cerrada i : Y → X si es cierto para la sección
nula s : Y → N̄ = P(1⊕NY/X) del cierre proyectivo del fibrado normal.

La deformación al cono normal Z̃, sin remover la explosión X̃ de X (p. 313) da un diagrama
(conmutativo por la condición 4), donde U = Z̃ − (Y × A1),

Ā(U)

Ā(N̄) Ā(Z̃ )
i∗0oo

j∗

OO

Ā(Y )

s∗

OO

Ā(Y × A1)

i∗

OO

i∗0
∼
oo

Luego (Ker i∗0) ∩ (Ker j∗) = 0, porque la columna es exacta y s∗ es inyectivo (ya que
p∗s∗ = Id, donde p : N̄ → Y es la proyección natural).

Ahora tenemos un diagrama conmutativo

Ā(U)
↑j∗

Ā(N̄)
i∗0←−− Ā(Z̃)

i∗1−−→ Ā(X)
↑↑ ↑↑ ↑↑

A(Y ) == A(Y × A1) == A(Y )

donde los pares verticales son los morfismos que el teorema afirma coincidir.

La diferencia del primer par es nula por hipótesis; luego la diferencia del par central también
es nula por lo anterior, y concluimos que la diferencia del último par es nula.

2. Si L es un haz de ĺınea en Y , el teorema es cierto para la sección nula s : Y → L̄ = P(1⊕L);
luego es cierto para toda inmersión cerrada de codimensión 1.

s∗ : A(L̄) → A(Y ) es epiyectivo, y ch(s∗(1)) = s∗(1) al ser Y una hipersuperficie en L̄.
Ahora, poniendo a = s∗b ∈ A(Y ),

ch(s∗s
∗b) = ch(bs∗(1)) = ch(b)s∗(1) = s∗(s

∗ch(b)) = s∗(ch(s∗b)).

3. El teorema es cierto para la sección nula s : Y → Ē = P(1 ⊕ E) del cierre proyectivo de
cualquier fibrado vectorial E; luego es cierto para toda inmersión cerrada.
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Si E admite una filtración {Ei} con cocientes Ei/Ei−1 de ĺınea, el teorema es cierto para la
sección nula X → Ē1 y los morfismos Ē1 → Ē2 → . . .→ Ēr = Ē; luego para la composición
s : X → Ē. En general, tenemos un morfismo π : Y ′ → Y tal que π∗ es inyectivo y E′ = π∗E
admite tal filtración. El teorema es cierto para la sección nula s′ : Y ′ → Ē′, y concluimos
aplicando la condición 4 a los morfismos π : Ē′ → Ē y s : Y → Ē,

π∗s∗(ch(a)) = s′∗π
∗ch(a) = s′∗ch(π∗a) = ch(s′∗π

∗a) = ch(π∗s∗a) = π∗ch(s∗a).

4. Si el teorema es cierto para la proyección p : Pn → p sobre un punto, también es cierto
para π : Pn ×X → X, por la condición 3 impuesta a las teoŕıas cohomológicas.

5. El teorema es cierto para la proyección p : Pn → p sobre un punto.

Consideremos la inmersión i : Pn−1 → Pn, y pongamos

A = A(p), xn = c1(OPn(1)) = i∗(1) ∈ A(Pn)

Ā = Ā(p), x̄n = c̄1(OPn(1)) = ī∗(1) ∈ Ā(Pn)

Por hipótesis ch(xn) = x̄n, y por tanto ch(xrn) = x̄rn, de modo que el morfismo de anillos
ch: A(Pn)→ Ā(Pn) induce un isomorfismo de Ā-álgebras A(Pn)⊗A Ā = Ā(Pn), y hemos de ver
que la 1-forma p̄∗ : Ā(Pn)→ Ā se obtiene por cambio de base de la 1-forma p∗ : A(Pn)→ A.

Ahora bien, si consideramos la clase de cohomoloǵıa ∆n = ∆∗(1) ∈ A(Pn × Pn) = A(Pn)⊗A
A(Pn) de la inmersión diagonal ∆: Pn → Pn × Pn, tendremos

(p∗ ⊗ 1)(∆n) = π∗∆∗(1) = Id∗(1) = 1,

donde π : Pn×Pn → Pn es la segunda proyección. Es decir, mediante la polaridad ω 7→ (ω⊗1)(∆n)
que define la diagonal, p∗ se corresponde con la unidad.

De acuerdo con el siguiente lema, esta igualdad determina totalmente la 1-forma p∗, y como
la clase de cohomoloǵıa de la diagonal cambia de base (porque el teorema es cierto para la
inmersión diagonal), concluimos que también p∗ cambia de base.

Lema: La polaridad A(Pn)∗ → A(Pn), ω 7→ (ω ⊗ 1)(∆n), de la diagonal es un isomorfismo.

Demostración: De hecho, por inducción sobre n vamos a ver que

∆n =

n∑
r,s=0

arsx
r
n ⊗ xsn =


0 0 1

•
0

1 • •


donde ars = 0 cuando r + s < n, y ars = 1 cuando r + s = n. En efecto,

i∗(x
r
n−1) = i∗i

∗(xrn) = xrn · i∗(1) = xr+1
n ,

y por la condición 4 tenemos que (i∗⊗ 1)(∆n) es la clase de cohomoloǵıa de la diagonal de Pn−1

en Pn−1 × Pn. Como

(i∗ ⊗ 1)(∆n) =
∑

r,sarsx
r
n−1 ⊗ xsn

(1⊗ i∗)(∆n−1) =
∑

r,sa
′
rsx

r
n−1 ⊗ xs+1

n
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donde ∆n−1 =
∑

rs a
′
rsx

r
n−1 ⊗ xsn−1, por inducción sobre n obtenemos el resultado para los

coeficientes ars, r < n.
Por simetŕıa también se tiene para ars, s < n, y terminamos. q.e.d.

Ahora bien, dado el funtor A, la imagen directa puede modificarse: Sea F× la extensión
multiplicativa de una serie formal invertible F = a0 + a1t+ . . .. Para todo morfismo proyectivo
f : Y → X consideramos el fibrado tangente relativo virtual Tf = TY − f !TX ∈ K(Y ) y
ponemos

fnew
∗ (a) = f∗

(
F×(−Tf ) a

)
= F×(TX)f∗

(
F×(TY )−1a

)
∈ A(X) (12.3)

de modo que la nueva clase de cohomoloǵıa de una hipersuperficie cerrada lisa i : Y → X es

[Y ]new = inew
∗ (1) = i∗

(
F×(NY/X)

)
= i∗

(
F×(i∗LY )

)
= F×(LY )i∗(1) = F ([Y ]) · [Y ].

Lema: (A, fnew
∗ ) también es una teoŕıa cohomológica y cnew

1 (Lx) = xF (x).

Demostración: Todas las condiciones son de comprobación sencilla, salvo la condición 2.
Pongamos y = yE ∈ A(P(E)) y z = ynew

E = yF (y) = a0y + a1y
2 + . . . ∈ A(P(E)).

Tenemos que zn = an0y
n + . . . y que zd = ad0y

d cuando yd+1 = 0.
Como las potencias de y generan el A(X)-módulo A(P (E)), también lo generan las potencias

de z.
Como A(P (E)) es un A(X)-módulo libre de rango r+1, tenemos que 1, z, . . . , zr forman una

base (basta considerar el polinomio caracteŕıstico del endomorfismo de A(P(E)) definido por z).
Finalmente, cnew

1 (Lx) = s∗0(snew
0∗ (1)) = s∗0[F (s0∗(1)) · s0∗(1)] = F (x) · x. q.e.d.

Ahora, si una teoŕıa cohomológica A sigue la ley aditiva c1(L⊗L′) = c1(L)+c1(L′), podemos
modificar la imagen directa de A⊗Q con una exponencial de modo que siga la ley multiplicativa
de la teoŕıa K.

Como eax = 1− (1− eax) y 1− eax = −ax+ . . ., fijamos a = −1.
Por tanto modificamos la imagen directa de A⊗Q con la serie invertible

F (t) =
1− e−t

t
=

(
1− t

2!
+
t2

3!
− t3

4!
+
t4

5!
− . . .

)
cnew

1 (Lx) = xF (x) = 1− e−x.

Por la propiedad universal de la teoŕıa K tenemos un morfismo de teoŕıas cohomológicas
ch: K → A⊗Q y, según 12.2 (p. 334) es precisamente la extensión aditiva de la serie et, llamada
carácter de Chern,

ch(Lx) = 1− cnew
1 (L∗x) = 1− cnew

1 (L−x) = 1− (1− ex) = ex.

Teorema de Riemann-Roch-Grothendieck: Si una teoŕıa cohomológica A sobre las varie-
dades lisas y casi-proyectivas sobre un cuerpo sigue la ley aditiva c1(L ⊗ L′) = c1(L) + c1(L′),
entonces para todo morfismo proyectivo f : Y → X tenemos el siguiente cuadrado conmutativo,
donde la clase de Todd Td es la extensión multiplicativa de la serie formal F (t)−1 = t

1−e−t =

1 + t
2 + t2

12 −
t4

720 + . . .,

K(Y )
f! //

Td(TY )·ch

��

K(X)

Td(TX)·ch

��
GK(Y )Q

f∗ // GK(X)Q

f∗
[
Td(TY ) · ch(y)

]
= Td(TX) · ch(f!(y))
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Demostración: ch(f!(y)) = fnew
∗ (ch(y))

12,3
= F×(TX)f∗

[
F×(TY )−1ch(y)

]
.

Definición: Una teoŕıa cohomológica graduada A• es una teoŕıa cohomológica que valora en
la categoŕıa de anillos graduados conmutativos, A•(X) =

⊕
n≥0A

n(X), y tal que para todo mor-

fismo proyectivo f : Y → X entre variedades conexas, la imagen directa f∗ : An(Y )→ An+d(X)
aumenta el grado en la codimensión d = dimX − dimY .

Nótese que los elementos de grado negativo se suponen nulos, y que la clase de cohomoloǵıa
de cualquier hipersuperficie es de grado 1, aśı que ci(x) ∈ Ai(X) para todo x ∈ K(X).

Por ejemplo, GK•(X)⊗Z Q y H2•(Xan,Z) son teoŕıas cohomológicas graduadas.

Lema: Toda teoŕıa cohomológica graduada A• sigue la ley aditiva c1(Lx ⊗ Ly) = x+ y.

Demostración: Como A•(Pm×Pn) = A•(Spec k)[xm, xn]/(xm+1
m , xn+1

n ), existen a, b ∈ A0(Spec k)
tales que c1

(
π∗1OPm(1)⊗OPm×Pn π

∗
2OPn(1)

)
= a(π∗1xm) + b(π∗2xn).

Restringiendo a Pm × pt y pt× Pn vemos que a = b = 1.
Por el lema de Jouanolou hay un fibrado af́ın π : P → X y un morfismo f : P → Pm×Pn tal

que π∗Lx = f∗π∗1OPm(1) y π∗Ly = f∗π∗2OPn(1).
Luego c1(π∗Lx ⊗ π∗Ly) = c1(π∗Lx) + c1(π∗Ly), de modo que π∗(c1(Lx ⊗ Ly)) = π∗x+ π∗y.
Terminamos porque π∗ : A•(X)→ A•(P ) es un isomorfismo.

Teorema: Sea A• una teoŕıa cohomológica graduada sobre las variedades lisas y casi-proyectivas
sobre un cuerpo perfecto. Existe un morfismo de anillos natural y homogéneo GK•(X) →
A•(X)⊗Q que conserva imágenes inversas y directas (luego clases de Chern).

Demostración: Sea i : Y → X una subvariedad cerrada de codimensión d.
Si Y es lisa, ch(OY ) = [Y ] + . . . ∈

⊕
p≥dA

p(X)⊗Q por el teorema de Riemann-Roch.
En general Y es lisa fuera de un cerrado Ysing de codimensión > d cuando el cuerpo base es

perfecto, y si ponemos j : U = X − Ysing → X, aplicando reiteradamente la condición 1 vemos
que tenemos un morfismo inyectivo (recuérdese que Ai(Z) = 0 cuando i < 0)

j∗ : Ap(X)⊗Q −→ Ap(U)⊗Q , p ≤ d.

Como j∗(ch(OY )) = ch(j!OY ) = [Y ∩U ]+..., vemos que ch: K(X)→ A•(X)⊗Q conserva las
filtraciones; luego induce un morfismo de anillos ϕ : GK•(X) → A•(X) ⊗ Q, ϕ([x]d) = [ch(x)]d
cuando [x]d ∈ GKd(X), y es compatible con imágenes inversas porque lo es ch.

Por el teorema de Riemann-Roch conserva imágenes directas, pues para todo morfismo pro-
yectivo f : Y → X de codimensión d y todo elemento y ∈ Fn(Y ) tenemos que

ϕf∗([y]n) = ϕ[f!(y)]n+d = [ch(f!(y))]n+d = [f∗(Td(Tf )ch(y))]n+d

= f∗[(1 + . . .)ch(y)]n = f∗[ch(y)]n = f∗ϕ([y]n).

1. Las clases de Chern y Todd de un haz localmente libre E = Lα1 + . . .+ Lαr son

ch(E) =
∑

i e
αi = r + c1 + 1

2(c2
1 − 2c2) + 1

6(c3
1 − 3c1c2 + 3c3) . . .

Td(E) =
∏
i(1 + 1

2αi + 1
12α

2
i + . . .) = 1 + 1

2c1 + 1
12(c2

1 + c2) + 1
24c1c2 + . . .

2. Si C es una curva proyectiva lisa, K = c1(ΩC) es la clase de los divisores canónicos, y el
teorema de Riemann-Roch para la proyección C → p sobre un punto da, para todo haz
localmente libre E de rango r,

Td(TC) = Td(L−K) = 1− 1
2K,

ch(E) = r + c1(E),

χ(C,E) = gr c1 − r
2grK.



12.4. TEORÍA K 339

3. Si S es una superficie proyectiva lisa, si K = c1(Ω1
S) = c1(Ω2

S), tenemos

Td(TS) = 1− 1
2K + 1

12(K2 + c2(S)),

ch(E) = r + c1(E) + 1
2(c1(E)2 − 2c2(E)),

χ(S,E) = 1
12r(K

2 + χtop)− 1
2K · c1 + 1

2c
2
1 − gr c2.

donde χtop = gr c2(S). Cuando E = OS , se obtiene la igualdad de Noether

χ(S,OS) = 1
12(K2 + χtop).

4. Para una hipersuperficie i : Y → X el teorema de Riemann-Roch da

i∗(Td(TY )) = ch(OY ) · Td(TX) = ch(1− L−Y ) · Td(TX)

Y − 1
2 i∗KY + . . . = (Y − 1

2Y
2 + . . .)(1− 1

2KX + . . .)

e igualando los términos de grado 2, vemos que i∗KY = Y (KX + Y ).

5. Si ω una 1-forma racional en una superficie proyectiva lisa S, vamos a determinar c2(S),
módulo torsión, en función de las singularidades de ω.

El haz (ω)(U) = {fω ∈ ΩS(U) : f ∈ ΣS} es de ĺınea, y (ω) ' LD, donde D es el divisor de
ceros y polos de ω. Tenemos una sucesión exacta

(∗) 0 −→ (ω) −→ Ω1
S

∧ω−−−→ Ω2
S ⊗ L−D −→ C −→ 0

Si x, y son parámetros en un punto p, y ω = h(fdx + gdy), donde f, g ∈ Op no tienen
factores comunes, una ecuación local de D es h = 0, y Cp = Op/(f, g).

ch(OS/mp) = p por el teorema de Riemann-Roch para la inmersión p ↪→ S; luego

ch(C) =
∑

p l(Cp) · p.

Si K = c1(Ω2
S) denota el divisor canónico de S, la sucesión exacta (∗) permite obtener el

llamado invariante de Zeuthen-Segre:

ch(LD) + ch(LK−D) = ch(Ω1
S) + ch(C),

eD + eK−D = 2 +K + 1
2K

2 − c2(S) + ch(C),

c2(S) = D(K −D) +
∑

p l(Cp) p.

6. El último teorema da la coincidencia de los invariantes numéricos asociados a las variedades
complejas en Geometŕıa Algebraica y Topoloǵıa Algebraica.

Aśı, en toda variedad proyectiva compleja lisa X se cumple 〈∆,∆〉top = 〈∆,∆〉alg,∑
i

(−1)idim QH
i(Xan,Q) =

∑
p,q

(−1)p+qdim CH
p(X,Ωq

X).

En particular, en toda curva proyectiva lisa C se tiene la coincidencia del género topológico
con el algebraico, 1

2dim QH
1(Can,Q) = dim CH

0(C,ΩC).
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12.5. Teoŕıa de la Dualidad

En esta sección supondremos que los esquemas son noetherianos y separados.
Sea f : X → S un morfismo proyectivo, de modo que si M es un OX -módulo coherente,

los haces Rpf∗M son coherentes (p. 245), y fijemos un recubrimiento finito de X por abiertos
afines, afines sobre S (es decir, con imágenes contenidas en abiertos afines de S).

En la categoŕıa de OX -módulos casicoherentes, el funtorM f∗Č
pM es exacto y conmuta

con ĺımites inductivos porque las secciones globales conmutan con ĺımites inductivos (p. 244).
El teorema de representabilidad2 de Grothendieck prueba sin más (p. 294) el

Teorema de Dualidad: Para cada complejo inferiormente acotado I de OS-módulos casicohe-
rentes inyectivos existe un complejo inferiormente acotado f !I de OX-módulos casicoherentes
inyectivos tal que, para todo OX-módulo casicoherente M tenemos que

Hom•X(M, f !I) = Hom•S(f∗(Č
•M), I).

Cuando I es una resolución inyectiva de OS , diremos que DX/S = f !I es el complejo
dualizante de f y, salvo casi-isomorfismos, no depende ni del recubrimiento af́ın de X (dos
recubrimientos afines admiten un refinamiento af́ın común) ni de la resolución inyectiva de OS
(el cono de un casi-isomorfismo I ' J es una sucesión exacta escindida).

Teorema: DX/S |f−1U
∼−→ Df−1U/U , donde U es un abierto de S, y para todo OX-módulo cohe-

rente M tenemos un casi-isomorfismo

f∗HomX(M, DX/S) ' Hom•S(f∗Č
•M, I).

Demostración: Sea U un abierto af́ın de S, y p el haz de ideales de S − U .
Como el recubrimiento de X es af́ın sobre S, tenemos que f∗Č

•(f∗pn ⊗M) = pn ⊗ f∗Č•M,
y por la fórmula de Deligne (el casi-isomorfismo se debe al siguiente lema)

Γ(U, f∗HomX(M, DX/S)) = ĺım
−→

HomX(pn, f∗HomX(M, DX/S))

= ĺım
−→

HomX(f∗pn ⊗M, DX/S) = ĺım
−→

Hom•S(f∗Č
•(f∗pn ⊗M), I)

= ĺım
−→

Hom•S(pn ⊗ f∗Č•M, I) ∼−−→ Γ(U,Hom•S(f∗Č
•M, I)).

Luego f∗HomX(M, DX/S) ' Hom•S(f∗Č
•M, I). Además, poniendo V = f−1U ,

HomV (M|V , DX/S |V ) ∼−−→ Hom•S((f |V )∗Č
•(M|V ), I|U ) = HomV (M|V , DV/U ).

porque I|U es una resolución inyectiva de OU . Ahora, si q es el haz de ideales de un cerrado de
V , poniendo M|V = qn, y tomando ĺımite inductivo, vemos que DX/S |V ∼−→ DV/U .

Lema: Si K es un complejo acotado casicoherente de homoloǵıa coherente, entonces el morfismo
ĺım
−→

Hom•(pn,Hom•(K, I))→ Hom•(K|U , I|U ) es un casi-isomorfismo.

Demostración: Veamos que existe un subcomplejo coherente K ′ ↪→ K casi-isomorfo.
Si Ki ya es coherente cuando i > p, tomamos M⊂ Kp coherente tal que dp(M) = dp(K

p),
y N ⊂ Ker dp coherente tal que N → Hp(K) → 0. Reemplazando Kp y Kp−1 por M + N y
d−1
p−1(M+N ), conseguimos que también sea coherente en grado p.

2En el caso de un funtor contravariante F sobre la categoŕıa de haces casicoherentes, las parejas mı́nimas Qξ
forman un conjunto porque, por la fórmula de Deligne, cada una está determinada por los elementos η ∈ F (pn)
que admitan un morfismo de parejas (pn)η → Qξ.



12.5. TEORÍA DE LA DUALIDAD 341

Poniendo R = Hom•(K, I), R′ = Hom•(K ′, I), tenemos un cuadrado conmutativo

ĺım
−→

Hom(pn, R) //

��

Γ(U,R)

qis

��
ĺım
−→

Hom(pn, R′)
iso // Γ(U,R′)

donde el casi-isomorfismo se debe a que R→ R′ es un casi-isomorfismo entre complejos de haces
flascos (luego su cono es un complejo aćıclico y flasco).

Para concluir, basta ver que ĺım
−→

Hom(pn, R)→ ĺım
−→

Hom(pn, R′) es un casi-isomorfismo.

Si S es af́ın, R(S) ' R′(S) induce un casi-isomorfismo (U es af́ın)

ĺım
−→

Hom(pn, R) = ĺım
−→

Hom(pn, R̃(S)) = Γ(U, R̃(S)) ∼−→ Γ(U, R̃′(S)) = ĺım
−→

Hom(pn, R′).

En general, el morfismo ĺım
−→

Hom(pn, R) → ĺım
−→

Hom(pn, R′) es un casi-isomorfismo, porque

acabamos de ver que lo es al tomar secciones en todo abierto af́ın de S.
Como ambos complejos son de haces flascos, se concluye al tomar secciones globales.

Teorema: Si φ : T → S es plano, tenemos un casi-isomorfismo φ̄∗DX/S ' DXT /T .

Demostración: Si φ∗I → J es una resolución por haces casicoherentes inyectivos, J es una
resolución de OT porque φ es plano, y para todo OX -módulo coherente M

f̄∗HomXT
(φ̄∗M, φ̄DX/S) = f̄∗φ̄

∗HomX(M, DX/S) porque φ es plano

= φ∗f∗HomX(M, DX/S) (p. 319)

' φ∗Hom•S(f∗Č
•M, I) por el teorema anterior

' Hom•S(φ∗f∗Č
•M, J) por el siguiente lema

= Hom•S(f̄∗φ̄
∗Č•M, J) = Hom•S(f̄∗Č

•(φ̄∗M), J) (p. 319)
' f̄∗HomXT

(φ̄∗M, DXT /T ) por el teorema anterior

Lema: Si K es un complejo acotado casicoherente de homoloǵıa coherente, y φ es plano,
φ∗Hom•(K, I) ∼−→ Hom•(φ∗K,J); es decir,

φ∗RHom(K, I) = RHom(φ∗K,φ∗I).

Demostración: Sea K ′ ⊂ K un subcomplejo coherente casi-isomorfo.
Como I es inyectivo, Hom•(K, I) ' Hom•(K ′, I), y como la cuestión es local, podemos

suponer que tenemos una resolución L→ K ′ por libres finitos.
Ahora, usando que φ es plano y la sucesión espectral del bicomplejo, tenemos que

φ∗Hom•(K, I) ' φ∗Hom•(K ′, I) ' φ∗Hom•(L, I) = Hom•(φ∗L, φ∗I)

' Hom•(φ∗L, J) ' Hom•(φ∗K ′, J) ' Hom•(φ∗K,J).

12.5.1. Cálculo del Dualizante

Teorema: El dualizante de una inmersión cerrada i : Y → X es, DY/S = HomX(OY , DX/S).

Demostración: Si usamos en Y la restricción del recubrimiento af́ın usado en X, tendremos que
i∗Č

•(i∗M) = Č•(i∗i
∗M), y concluimos,

HomX(M, i∗DY/S) = HomY (i∗M, DY/S) = Hom•S(f∗Č
•(i∗i

∗M), I)

= HomX(i∗i
∗M, DX/S) = HomX(M,HomX(i∗OY , DX/S)).
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Lema: Si B = A/I, donde el ideal está generado por una sucesión regular, I = (f1, . . . , fd),
entonces ExtpA(B,A) = 0, p 6= d, y se tiene un isomorfismo canónico

ExtdA(B,A) = HomB(Λd(I/I2), B),

y si además TorAp (B,M) = 0, p > 0, entonces

ExtpA(B,M) = ExtpA(B,A)⊗AM.

Demostración: El complejo de Koszul K de f1, . . . , fd es una resolución libre de B, y el complejo
dual sólo tiene un grupo de cohomoloǵıa, Hd

[
HomA(K,A)

]
' B.

Si el ideal I está generado por otra sucesión regular gi =
∑

j aijfj , hay un isomorfismo

K(f1, . . . , fd) ' K(g1, . . . , gd),

dado en grado p por Λp(aij), y tenemos un diagrama conmutativo

ExtdA(B,A)

f1,...,fd

~~

g1,...,gd

  
B

det(aij) // B

Lo mismo ocurre con las bases duales de f1 ∧ . . .∧ fd y g1 ∧ . . .∧ gd en Λd(I/I2)∗, aśı que el
isomorfismo ExtdA(A/I,A) = Λd(I/I2)∗ es canónico.

Además, HomA(K,A)⊗AM = HomA(K,M).

Como HomA(K,A) es una resolución libre de B, tenemos que

Hp
[
HomA(K,A)

]
⊗AM = Hp

[
HomA(K,M)

]
.

Definición: Una inmersión cerrada Y → X es una inmersión regular de codimensión d si su
haz de ideales pY/X está localmente generado por sucesiones regulares de longitud d.

Teorema: Si p es el ideal de una inmersión regular i : Y → X de codimensión d, los haces de
homoloǵıa de DY/X son nulos, salvo

ωY/X = Hd(DY/X) = Λd(p/p2)∗,

y si además los haces Hp(DX/S) son i∗-aćıclicos, tenemos que

Hp+d(DY/S) = ωY/X ⊗OY i
∗Hp(DX/S).

Demostración: La primera afirmación se sigue directamente del lema porque

Hp(DY/X) = Hp
[
RHomX(OY ,OX)

]
= ExtpX(OY ,OX).

Además, DY/S = HomX(OY , DX/S), y tenemos una sucesión espectral (p. 307)

Ep,q2 = ExtpX(OY ,Hq(DX/S)) ⇒ Hp+q(DY/S).

Si los haces Hq(DX/S) son i∗-aćıclicos, por el lema Ep,q2 = 0, p 6= d, y

Hd+q(DY/S) = ExtdX(OY ,Hq(DX/S)) = ExtpX(OY ,OX)⊗OXH
q(DX/S).
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Definición: Un morfismo plano de tipo finito X → S es liso de dimensión d si la diagonal
∆: X → X ×S X es una inmersión regular de codimensión d.

Teorema: Si X → S es un morfismo proyectivo y liso de dimensión d, entonces DX/S tiene un

único haz de homoloǵıa no nulo H−d(DX/S) = ΛdΩX/S.

Demostración: Como el morfismo X → S es plano,

Hp(DX×SX/X) = Hp(π∗1DX/S) = π∗1Hp(DX/S) = Hp(DX/S)⊗OXOX×X ,

y estos haces son ∆∗-aćıclicos porque si A es el anillo local de X×SX en un punto de la diagonal,
con las notaciones del lema

TorAp (B,M ⊗B A) = Hp[(M ⊗B A)⊗A K] = Hp(M ⊗B K) = TorBp (M,B)

al ser K un complejo de B-módulos planos. Por el teorema anterior,

Hp+d(DX/X) = ω∆ ⊗∆∗Hp(DX×SX/X) = (ΛdΩX/S)∗ ⊗Hp(DX/S),

y terminamos porque obviamente todos los haces Hp(DX/X) son nulos, salvo H0(DX/X) = OX .

Teorema: Si un abierto U → X admite una inmersión cerrada en AnS,

Hp(DX/S)|U ' Extp+nAnS
(OU ,OAnS ).

Demostración: El ideal de la inmersión cerrada i : U → AnS×SX = AnX está definido en el abierto
AnU por una sucesión regular de longitud n, aśı que ωU/AnX ' OU es trivial.

Igual que antes (ahora A es el anillo local de AnX en un punto de U) los haces

Hp(DAnX/A
n
S
) = Hp(π∗2DX/S) = π∗2Hp(DX/S) = Hp(DX/S)⊗OXOAnX

son i∗-aćıclicos, y el lema permite concluir,

i∗π∗2Hp(DX/S) ' ωU/AnX ⊗ i
∗Hp(DAnX/A

n
S
) = Hp+n(DU/AnS ) = Extp+nAnS

(OU ,OAnS ).

1. Si X es un esquema proyectivo sobre un cuerpo, HomX(M, DX) = Γ(X, Č•M)∗; luego
Ext−pX (M, DX) = Hp(X,M)∗, y si DX tiene un único haz de homoloǵıa no nulo ωX =

H−d(DX), entonces Extd−pX (M, ωX) = Hp(X,M)∗.

2. En el caso de una k-álgebra finita A, tenemos que HomA(M,ωA) = M∗ para todo A-
módulo finito generado M . Poniendo M = A, vemos que el módulo dualizante es ωA = A∗.

3. El dualizante del espacio proyectivo Pd es un haz de ĺınea, ωPd ' OPd(r), y tenemos que
Hd(Pd,O(n))∗ = Hom(O(n), ωPd) = Γ(Pd,O(r − n)); luego ωPd ' OPd(−d− 1).

4. Si Y es una hipersuperficie de una variedad proyectiva regular X, definida por un ideal
localmente principal p = L−Y , entonces ωY = (p/p2)∗ ⊗ ωX , y los divisores canónicos de
Y vienen dados por la fórmula de adjunción, KY = Y · (KX + Y ).

5. Si L es un haz localmente libre sobre una variedad proyectiva lisa X de dimensión n,
Hp(X,L)∗ = Extn−p(L,Ωn

X) = Hn−p(X,L∗⊗ Ωn
X), y como (Ωq

X)∗⊗ Ωn
X = Ωn−q

X ,

Hp(X,Ωq
X)∗ = Hn−p(X,Ωn−q

X ).
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6. Si K es el divisor canónico de una superficie proyectiva irreducible y lisa S, por dualidad
h2(D) = h0(K −D) para todo divisor D, y por el teorema de Riemann-Roch (p. 339)

h0(nD) + h0(K − nD) ≥ χ(LnD) = 1
2(D ·D)n2 − 1

2(K ·D)n+ χ(OS).

Cuando D2 > 0, si n � 0 vemos que h0(nD) � 0 ó h0(K − nD) � 0, en cuyo caso será
h0(K + nD) = 0 (y por tanto h0(−nD)� 0) porque una sección no nula de LK+nD daŕıa
que h0(K−nD) ≤ h0(K−nD+K+nD) = h0(L2K). Luego h0(nD) > 1 para algún n ∈ Z
y, al ser S irreducible, nD es linealmente equivalente a un divisor efectivo, de modo que
D ·H > 0 para toda sección hiperplana H.

Es decir, la forma bilineal simétrica Pic(S)×Pic(S)→ Z, (D′, D) 7→ D′ ·D, es de ı́ndice 1
(teorema del ı́ndice de Hodge): H ·H > 0, y si D ·H = 0, entonces D2 ≤ 0 (y D2 = 0
sólo si D es numéricamente equivalente a 0, en el sentido de que D ·E = 0 para todo
divisor E; es decir, D está en el radical de la métrica).

7. Cuando la superficie es producto directo, S = C ′ × C, de dos curvas proyectivas lisas con
algún punto racional, los divisores p′ × C y C ′ × p forman claramente un par hiperbólico,
al que es ortogonal Γ = D − d(p′ × C)− d′(C ′ × p), donde d′, d son los grados del divisor
D sobre ambos factores. Luego Γ2 ≤ 0, y obtenemos la desigualdad de Castelnuovo,

D ·D ≤ 2d′d,

y sólo es igualdad cuando D es numéricamente equivalente3 a un divisor con componentes
horizontales y verticales.

8. En el caso particular de la gráfica Γ de un morfismo C → C de grado d, la fórmula de
adjunción Γ · (KS + Γ) = 2g − 2, donde g es el género de C, afirma que Γ2 = (2 − 2g)d.
Ahora la desigualdad de Castelnuovo (nΓ +m∆)2 ≤ 2(n+m)(dn+m) da

q(n,m) = gdn2 + (1 + d− Γ ·∆)nm+ gm2 ≥ 0

porque ∆2 = 2− 2g. El discriminante de q(n,m) es ≤ 0, y obtenemos una estimación del
número Γ ·∆ de puntos fijos, contados con su multiplicidad,

|1 + d− Γ ·∆| ≤ 2g
√
d.

9. Si además k = Fq es un cuerpo finito, tenemos un k-morfismo C → C, que es la identidad
en el espacio topológico subyacente y OC(U) → OC(U), f 7→ f q, en cada abierto U . Por
cambio de base a un cierre algebraico k → k̄, obtenemos una curva C̄ = C ×k k̄ sobre k̄
y un morfismo de Frobënius F : C̄ → C̄, cuyos puntos fijos son los puntos racionales
de C. Este morfismo de Frobënius es de grado q y es puramente inseparable, aśı que corta
transversalmente a la diagonal, y obtenemos una estimación4 del número N de puntos
racionales de C,

|1 + qn −N | ≤ 2g
√
q.

3y de hecho linealmente equivalente; pero no lo probaremos.
4equivalente a la hipótesis de Riemann para la función zeta de la curva C.
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12.5.2. Dualidad Local

Sea Ô un anillo local noetheriano completo y sea x el punto cerrado de X = Spec Ô. Pon-
gamos U = X − x, y para todo Ô-módulo M pongamos M∗ = Hom

Ô
(M, I), donde I es una

envolvente inyectiva fijada de O/m. Determinemos ahora el dual Hp
x(X,M)∗ de los grupos de

cohomoloǵıa local en términos de los morfismos a un complejo dualizante local D̂.
Tenemos una sucesión exacta 0 → H0

x(X,M) → M → M̃(U) → H1
x(X,M) → 0, y

Hp
x(X,M) = H‘p− 1(U,M), p ≥ 2. Luego si consideramos un recubrimiento finito de U por

abiertos básicos, el correspondiente complejo de Cech Č•(M̃ |U ) es una resolución aćıclica de

M̃ |U , y los grupos de cohomoloǵıa del siguiente complejo K•(M):

K0(M) = M → K1(M) = Γ(U, Č0M̃ |U )→ . . .→ Kp(M) = Γ(U, Čp−1M̃ |U )→ . . .

son los grupos de cohomoloǵıa local Hp
x(X,M). Además, Kp(M) es un funtor exacto y conmuta

con ĺımites inductivos (p. 244); luego por el teorema de representabilidad de Grothendieck,
Kp(M)∗ es representable por un Ô-módulo inyectivo D̂−p.

Teorema de Dualidad Local: Existe un complejo acotado de Ô-módulos inyectivos D̂, lla-
mado complejo dualizante local de Ô, tal que para todo Ô-módulo M ,

(K•M)∗ = Hom•
Ô

(M, D̂).

Corolario: Hp
x(M)∗ = Ext−p

Ô
(M, D̂).

Teorema: El complejo dualizante local de un anillo regular completo de dimensión n tiene un
único módulo de cohomoloǵıa no nulo, H−nD̂ ' Ô.

Demostración: H−pD̂ = Ext−p
Ô

(Ô, D̂) = Hp
x(Ô)∗ = 0 cuando p 6= n, y Hn

x (Ô) es una envolvente

inyectiva de O/m, aśı que Hn
x (Ô)∗ ' Ô∗∗ = Ô (p. 317).

Lema: Si Ô′ es un cociente de Ô, entonces Hom
Ô

(Ô′, I) es una envolvente inyectiva del cuerpo

residual de Ô′.

Demostración: Sobre la categoŕıa de Ô′-módulos de longitud finita, F (M) = Hom
Ô

(M, I) es
exacto y F (k) ' k; luego se corresponde con una envolvente inyectiva del cuerpo residual,

ĺım
−→

Hom
Ô

(Ô′/m
′r, I) = Hom

Ô
(Ô′, I).

Teorema: Si Ô′ es un cociente de Ô, entonces el complejo dualizante local D̂′ de Ô′ es

D̂′ ' Hom
Ô

(Ô′, D̂).

Demostración: Consideremos el recubrimiento de Spec Ô′ − x por abiertos básicos inducido por
el recubrimiento fijado de U = Spec Ô − x, y la envolvente inyectiva Hom

Ô
(Ô′, I) del cuerpo

residual de Ô′. Para todo Ô-módulo M , ponemos M ′ = M ⊗
Ô
Ô′. Entonces,

Hom
Ô

(M, D̂′) = Hom
Ô′(M

′, D̂′) = Hom
Ô′

(
K•(M ′),Hom

Ô
(Ô′, I)

)
= Hom

Ô
(K•(M ′), I) = Hom

Ô
(M ′, D̂) = Hom

Ô

(
M,Hom

Ô
(Ô′, D̂)

)
.

Corolario: Sea DX el complejo dualizante de una variedad proyectiva X sobre un cuerpo. En
cada punto x ∈ X, la completación de la fibra DX,x es casi-isomorfa al complejo dualizante local

D̂x del anillo local completo ÔX,x.
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Demostración: Si X es un subesquema cerrado de un espacio proyectivo Pd, entonces tenemos
que DX = RHomOPd

(OX ,Ωd
Pd) y

DX,x = RHomOPd,x
(OX,x,Ωd

Pd,x) ' RHomOPd,x
(OX,x,OPd,x),

porque Dx es una resolución inyectiva de Ωd
Pd,x ' OPd,x cuando D es una resolución inyectiva de

Ωd
Pd .

Luego la completación de DX,x es RHom
ÔPd,x

(ÔX,x, ÔPd,x) = D̂x.

Corolario: Si Ô′ es un cociente de un anillo regular completo Ô, entonces el complejo duali-
zante local D̂′ es un complejo acotado de módulos inyectivos, con módulos de cohomoloǵıa finito
generados.

Demostración: Los Ô′-módulos Extp
Ô

(Ô′, D̂) = Extp
Ô

(Ô′, Ô) son finito generados.

12.5.3. Bidualidad

Definición: Sea O un anillo local noetheriano y sea D un complejo acotado de O-módulos inyec-
tivos (o cualquier complejo acotado de O-módulos casi-isomorfo) con módulos de cohomoloǵıa
Hp(D) finito generados. Pondremos D(−) = RHomO(−, D), y decimos que D es un complejo
bidualizante de O-módulos si el morfismo natural M• → DD(M•) es un casi-isomorfismo para
todo complejo acotado de O-módulos M• con módulos de cohomoloǵıa Hp(M•) finito generados.

Teorema: Un complejo acotado D de O-módulos inyectivos, con módulos de cohomoloǵıa finito
generados, es un complejo bidualizante si y sólo si el morfismo natural O → DD(O) es un
casi-isomorfismo, O ' Hom•O(D,D).

Demostración: Si D es un complejo bidualizante, basta poner M = O en la definición.

Rećıprocamente, si M es un O-módulo finito generado y L• → M → 0 es una resolución
por módulos libres de rango finito, por hipótesis el morfismo Lp → Hom•(Hom(Lp, D), D) es un
casi-isomorfismo.

Por el teorema del bicomplejo, también lo es L• → Hom•(Hom•(L•, D), D), y M ' DD(M).

Finalmente, procedemos por inducción sobre el número de componentes no nulas de M• y,
si Mp es la componente no nula de mayor grado, tenemos un diagrama conmutativo de filas
exactas

0 //Mp //

��

M• //

��

M̄• //

��

0

0 // DD(Mp) // DD(M•) // DD(M̄•) // 0

Como Mp → DD(Mp) y M̄• → DD(M̄•) son casi-isomorfismos, también lo es M• → DD(M•).

Corolario: Si O es un anillo local regular, un complejo bidualizante es O.

Demostración: O admite una resolución inyectiva finita porque ExtnO(M,O) = 0, n > dimO, y
el casi-isomorfismo O ' RHom(RHom(O,O),O) es evidente.

Corolario: Todo complejo bidualizante de un cuerpo k es casi-isomorfo a k, salvo cambio de
grado y casi-isomorfismos no canónicos.
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Demostración: Todo complejo D de espacios vectoriales es casi-isomorfo a su cohomoloǵıa
H(D) = ⊕pHp(D), y

k ' Hom•k(D,D) ' Hom•k(H(D), H(D)).

Teorema: Si D es un complejo bidualizante de O, entonces un complejo bidualizante de cual-
quier cociente Ō es

RHomO(Ō, D).

Demostración: Si Q es un O-módulo inyectivo, entonces HomO(Ō, Q) es un Ō-módulo inyectivo.
Terminamos porque para todo Ō-módulo M̄ tenemos que

Hom•Ō(M̄,HomO(Ō, D)) = Hom•O(M̄,D).

Corolario: Todo cociente de un anillo local regular posee un complejo bidualizante.

Corolario: Sea DX el complejo dualizante de una variedad proyectiva X sobre un cuerpo. En
todo punto x ∈ X, su fibra DX,x es un complejo bidualizante de OX,x-módulos, y tenemos un
casi-isomorfismo natural

OX ' RHomOX (DX , DX).

Demostración: Hemos visto (p. 345) que DX,x ' RHomOPd,x
(OX,x,OPd,x); luego es un complejo

bidualizante de OX,x-módulos.
Finalmente, DX es casi-isomorfo a un subcomplejo coherente (p. 340), aśı que(

RHom•OX (DX , DX)
)
x

= RHom•OX,x(DX,x, DX,x) = OX,x.

Corolario: El complejo dualizante local D̂ de un anillo local completo Ô, cociente de un anillo
local regular completo, es un complejo bidualizante de Ô-módulos.

Nota: Sabemos (p. 345) que la completación de D = DX,x es casi-isomorfa al complejo dua-

lizante local D̂ de la completación Ô del anillo local O = OX,x; pero ahora, usando que
OX = HomOX (DX , DX), podemos dar un casi-isomorfismo canónico,

D̂ = Hom
Ô

(Ô, D̂) = (RΓxÔ)∗ = ĺım
←−

(RHomO(O/mn,O))∗

= ĺım
←−

(RHomO(O/mn,RHomO(D,D)))∗ = ĺım
←−

(RHomO(O/mn ⊗D,D))∗

= ĺım
←−

(D/mnD)∗∗ = ĺım
←−

D/mnD.

Teorema: Un complejo acotado D de O-módulos inyectivos, con módulos de cohomoloǵıa finito
generados, es un complejo bidualizante si y sólo si el morfismo natural k → DD(k) es un casi-
isomorfismo, donde k = O/m es el cuerpo residual.

Demostración: Si D es un complejo bidualizante, basta poner M = k en la definición.
Rećıprocamente, por inducción sobre la longitud, vemos que M → DD(M) es un casi-

isomorfismo para todo O-módulo M de longitud finita, sin más que considerar una sucesión
exacta 0→M ′ →M →M ′′ → 0 donde l(M ′), l(M ′′) < l(M).

Ahora, por inducción sobre la dimensión de sopM , vemos que M → DD(M) es un casi-
isomorfismo para todoO-módulo M finito generado. Si M ′ ⊂M es el submódulo de los elementos
con soporte en (m)0, reemplazando M por M/M ′ podemos suponer que m no es un ideal primo
asociado a M , aśı que existe un elemento M -regular t ∈ m, y tenemos una sucesión exacta

0 −→M
t−→M −→M/tM −→ 0
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Cuando p 6= 0, tenemos sucesiones exactasHp(DD(M))
t−→ Hp(DD(M))→ Hp(DD(M/tM)) =

0, y el lema de Nakayama muestra que Hp(DD(M)) = 0. Ahora tenemos un diagrama conmu-
tativo de filas exactas

0 //M
t //

α
��

M //

α
��

M/tM //

ᾱ
��

0

0 // H0(DD(M))
t // H0(DD(M)) // H0(DD(M/tM)) // 0

donde ᾱ es un isomorphism, aśı que tenemos epimorfismos Kerα
t−→ Kerα y Cokerα

t−→ Cokerα,
y de nuevo el lema de Nakayama muestra que α es un isomorfismo.

Corolario: El complejo dualizante local D̂ de un anillo local completo Ô es un complejo bidua-
lizante de Ô-módulos.

Demostración: Tenemos que D(k) = RHom
Ô

(k, D̂) ' (RΓx(k))∗ ' k∗ = k; luego DD(k) '
D(k) ' k.

Teorema: Sea k = O/m el cuerpo residual. Un complejo acotado D de O-módulos, con módulos
de cohomoloǵıa finito generados, es un complejo bidualizante si y sólo si existe un número entero5

n tal que

ExtpO(k,D) =

{
k p = n

0 p 6= n

Demostración: Si D es un complejo bidualizante, entonces RHomO(k,D) es un complejo bidua-
lizante de k; luego hay un número entero n tal que ExtnO(k,D) = k, y ExtpO(k,D) = 0 cuando
p 6= n.

Para el rećıproco, es claro que k → DD(k) es un casi-isomorfismo, aśı que sólo hemos de ver
que D es casi-isomorfo a un complejo acotado de O-módulos inyectivos.

Primero probamos, por inducción sobre la dimensión d de sopM , que ExtpO(M,D) = 0,
p /∈ [n− d, n]. De nuevo podemos suponer que m no es un primo asociado a M , aśı que tenemos
una sucesión exacta

0 −→M
t−→M −→M/tM −→ 0

y una sucesión exacta ExtpO(M,D)
t−→ ExtpO(M,D) → Extp−1

O (M/tM,D) = 0 cuando p /∈
[n− d, n]. Luego ExtpO(M,D) = 0 por el lema de Nakayama.

Ahora, si D ' I• es una resolución inyectiva, terminamos si vemos que los ciclos Zr = Br son
un módulo inyectivo cuando r � 0. Consideremos los complejos K• : . . . Ir−1 → Ir → 0 → . . .
y K̄• : . . . Ir−1 → Br → 0→ . . ., de modo que tenemos sucesiones exactas

0 −→ K̄• −→ K• −→ Br+1[−r] −→ 0

Extr+1
O (M,K•) −→ Extr+1

O (M,Br+1[−r]) −→ Extr+2
O (M, K̄•)

dondeM es cualquierO-módulo. Cuando r � 0, tenemos que Extr+2
O (M, K̄•) = Extr+2

O (M,D) =
0 y Extr+1

O (M,K•) = 0 porque K• es un complejo inyectivo sin términos de grado > r.
Luego 0 = Extr+1

O (M,Br+1[−r]) = Ext1
O(M,Br+1) y Br+1 es un módulo inyectivo.

Corolario: Un complejo acotado D de O-módulos es un complejo bidualizante si y sólo si D⊗OÔ
es un complejo bidualizante de Ô-módulos.

5y cambiando el grado de D siempre podemos suponer que n = 0.
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Demostración: Extp
Ô

(k,D ⊗O Ô) = ExtpO(k,D)⊗O Ô = ExtpO(k,D).

Teorema: Si existe, el complejo bidualizante D de un anillo local noetheriano O es único salvo
isomorfismos (no canónicos) y cambio de graduación.

Demostración: Sea D′ otro complejo bidualizante de O-módulos, y pongamos

D′(M•) = Hom•O(M•, D′).

Consideremos el morfismo natural (donde el producto tensorial está derivado)

M• ⊗
=
D′(D) = M• ⊗

=
Hom•(D,D′) −→ Hom•(Hom•(M•, D)D′) = D′D(M•).

Como es un casi-isomorfismo cuando M• es un complejo superiormente acotado de módulos
libres de rango finito, también lo es cuando M• es un complejo acotado de cohomoloǵıa finito
generada, porque M• es casi-isomorfo a un subcomplejo finito generado (p. 340). Ahora,

D(D′)⊗
=
D′(D) ' D′DD(D′) = D′(D′) ' O,

y el siguiente lema afirma que Hom•(D,D′) = D′(D) ' O[n].
Concluimos que D′ ' D′D(D) ' D ⊗

=
D′(D) ' D ⊗

=
O[n] ' D[n].

Lema: Sean K,L dos complejos superiormente acotados y de cohomoloǵıa finito generada. Si
K ⊗

=
L ' O, entonces K ' O[n] para algún entero n.

Demostración: Podemos suponer que p = 0 es el mayor entero tal que Hp(K) 6= 0, y que q = 0
es el mayor entero tal que Hq(L) 6= 0. Entonces

H0(K ⊗
=
L) = H0(K)⊗H0(L) 6= 0;

luego H0(K)⊗H0(L) = O y vemos que H0(K) = H0(L) = O.
Se sigue que K ' K1 ⊕O y L ' L1 ⊕O.
Como O ' K ⊗

=
L ' O ⊕K1 ⊕ L1 ⊕K1 ⊗

=
L1, concluimos que K1 ' 0; luego K ' O.

12.5.4. Teorema de las Funciones Formales

En esta última sección omitiremos muchos detalles y no distinguiremos entre funtores deri-
vados RnF e hiperfuntores derivados RnF .

Sea f : X → S = SpecO un morfismo proyectivo, donde O es un anillo local noetheriano que
admite un complejo bidualizante DS (existe cuando O es un cociente de un anillo local regular).

En tal caso DX = f !DS es un complejo bidualizante en todo punto cerrado x ∈ X, porque

RHomOX,x(κ(x), DX,x) = RHomO(κ(x), DS) = (RΓsκ(x))∗ ' κ(x),

donde s es el punto cerrado de S. Luego, para todo complejo acotado de OX -módulos M•, con
haces de cohomoloǵıa Hp(M•) coherentes, tenemos un casi-isomorfismo natural

M• −→ Hom•X(Hom•X(M•, DX), DX).

Teorema: Si Y es la fibra del punto cerrado s de S, tenemos isomorfismos (el dual * se considera
respecto de una envolvente inyectiva del cuerpo residual de s)

Hp
Y (X,M•)∗ = Ext−pX (M•, DX)̂ .
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Demostración: Hp
Y (X,M•)∗ = Hp

s (S,Rf∗M•)∗

= Ext−pO (Rf∗M•, DS)̂ por dualidad local,

= Ext−pX (M•, DX)̂ por dualidad.

Corolario: (Rpf∗M•)̂ = H−pY (X,Hom•X(M•, DX))∗.

Demostración: (Rpf∗M•)̂=
[
Rpf∗Hom•X(Hom•X(M•, DX), DX)

]̂
= H−pY (X,Hom•X(M•, DX))∗.

Corolario: Si π : Z → X es un morfismo proyectivo y E es la fibra de un punto cerrado x ∈ X,

(R−pπ∗DZ)x̂ = Hp
E(Z,OZ)∗,

(Rpπ∗OZ)x̂ = H−pE (Z,DZ)∗.

Demostración: Sea Zx = Z ×X SpecOX,x → SpecOX,x el morfismo inducido por π.
Como DX,x es un complejo bidualizante del anillo local OX,x,

(Rpπ∗OZ)x̂ = H−pE (Zx, DZ)∗ = H−pE (Z,DZ)∗,

(R−pπ∗DZ)x̂ = Hp
E

(
Zx,Hom•Y (DZ , DZ)

)∗
= Hp

E(Z,OZ)∗.

Teorema de las Funciones Formales: Si p = mOX es el haz de ideales de la fibra Y de f
sobre el punto cerrado, entonces6

(Rpf∗M•)̂ = ĺım
←−

Hp(X,M• ⊗
=

(OX/pn)).

Demostración: Tomemos un casi-isomorfismo P →M•, donde P es un complejo superiormente
acotado de OX -módulos planos (por ejemplo sumas directas de haces OU ),

(Rpf∗M•)̂ = H−pY (X,Hom•(M•, DX))∗ = ĺım
←−

Ext−p(OX/pn,Hom•(P,DX))∗

= ĺım
←−

Ext−p(P ⊗ (OX/pn), DX)∗ = ĺım
←−

Hp(X,P ⊗ (OX/pn)).

Nota: Fijemos i, n ≥ 1. Si M es un OX -módulo coherente, entonces los morfismos

Tori(M,OX/pn+r) −→ Tori(M,OX/pn)

son nulos cuando r � 0 (Artin-Rees). Luego

ĺım
←−

Hp
(
X,M⊗

=
(OX/pn)

)
= ĺım
←−

Hp(X,M/pnM) = ĺım
←−

Hp(Y,M/pnM),

porque los haces M/pnM están soportados en Y , y tenemos isomorfismos canónicos

(Rpf∗M)̂ = ĺım
←−

Hp(Y,M/pnM).

1. Rpf∗M = 0 cuando p es mayor que la dimensión de la fibra Y . De hecho Rpf∗M es un
O-módulo finito generado, y (Rpf∗M)̂= 0, porque Hp(Y,M/pnM) = 0.

2. Si f∗OX = O, entonces la fibra Y es conexa, porque en caso contrario el anillo local
descompondŕıa en suma directa de dos anillos,

Ô = (f∗OX)̂ = ĺım
←−

H0(Y1 ⊕ Y2,O/pn) =
(
ĺım
←−

H0(Y1,O/pn)
)
⊕
(
ĺım
←−

H0(Y2,O/pn)
)
.

6donde el producto tensorial está derivado: los factores han de sustituirse por resoluciones planas superiormente
acotadas.
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3. Supongamos ahora que X y S son ı́ntegros y que el cuerpo ΣS es algebraicamente cerrado
en el cuerpo ΣX (por ejemplo ΣS = ΣX). Si O es normal, entonces la fibra Y es conexa
porque, al ser f∗OX una O-álgebra finita contenida en ΣX , tenemos que f∗OX = O.

4. Poniendo X ′ = Spec f∗OX , vemos que f factoriza en un morfismo proyectivo Z → X ′ de
fibras conexas y un morfismo finito X ′ → S, porque f∗OX es un O-módulo finito generado.

5. SeaX = SpecO, dondeO es un anillo local Cohen-Macaulay de dimensión d con un módulo
bidualizante ωX , de modo que DX ' ωX [−d]. Si π : X̄ = Proj ⊕n In/In+1 → X = SpecO
es la explosión a lo largo de un ideal I ⊂ O, tenemos un cono C = SpecGIO de vértice (el
subesquema cerrado definido por el ideal irrelevante) V = SpecO/I, el centro de explosión,
y de directriz E = ProjGIO, la fibra excepcional E = π−1(V ). Sea Y = π−1(x) la fibra
del punto cerrado x ∈ V .

Tenemos proyecciones naturales C → V y V − C → E, y la fibra Y0 de C sobre x es un
cono de directriz Y . Como V y C son afines, y C − V es el complementario de la sección
nula de un fibrado de ĺınea sobre E, tenemos una sucesión exacta de cohomoloǵıa local
(donde λ es de hecho un morfismo homogéneo)

H i
x(C,OC) −→ H i

Y0
(C,OC)

λ−−→ H i
Y0

(C − x,OC) −→ H i+1
x (C,OC)

|| ||⊕
n≥0

H i
x(V, In/In+1) H i

Y0
(C − V,OC)

||⊕
n∈Z

H i
Y (E,OE(n))

Si C = SpecGIO es Cohen-Macaulay, entonces H i
x(C,OC) = 0, i < dimxC = d, y

H i
Y (E,OE(−n)) = 0, n > 0, i < d− 1.

Además, si C es Cohen-Macaulay, también lo es E porque C − V → E es un fibrado de
ĺınea (sin la sección nula) y, al ser E una hipersuperficie de X̄, vemos que X̄ también es
Cohen-Macaulay, con un haz bidualizante ωX̄ tal que DX̄ ' ωX̄ [−d]. La sucesión exacta

0 −→ OX̄(1) −→ OX̄ −→ OE −→ 0

induce sucesiones exactas de cohomoloǵıa local, donde n > 0, i < d,

0 = H i−1
Y (E,OE(−n)) −→ H i

Y (X̄,OX̄(−n+ 1)) −→ H i
Y (X̄,OX̄(−n))

y H i
Y (X̄,OX̄(−n))∗ =

(
Rd−iπ∗ωX̄(n)

)̂ = 0, n� 0, i < d (p. 245). Por inducción descen-
dente sobre n, concluimos que H i

Y (X̄,OX̄(−n)) = 0, n ≥ 0, i < d. En particular

H i
Y (X̄,OX̄) = 0, i < d,

Riπ∗ωX̄ = 0, i > 0.

6. Cuando el ideal I está generado por una sucesión regular (por ejemplo, si explotamos
una variedad regular a lo largo de una subvariedad regular) GIO = (O/I)[x1, . . . , xr] es
Cohen-Macaulay; luego Riπ∗ωX̄ = 0, i > 0.

7. Sea X una hipersuperficie (definida por un ideal localmente principal) de una variedad
ambiente regular Z. Si explotamos X a lo largo de un centro regular C, y denotamos p y
p0 los ideales de C enX y en Z respectivamente, entonces SpecGpOX es una hipersuperficie
de la variedad regular SpecGp0OZ ; luego es Cohen-Macaulay y Riπ∗ωX̄ = 0, i > 0.
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aśıntota, 105
automorfismo, 34
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diámetro, 105
difeomorfismo, 181
diferencial, 77, 183

covariante, 188
exterior, 185

dimensión, 37, 182, 214
combinatoria, 215
de Krull, 129
global, 314
proyectiva, 314

dirección, 36
directriz, 105
discriminante, 29, 103
distribución, 166

integrable, 166
involutiva, 167

divergencia, 172
divisor, 118, 234

canónico, 238
de cero, 7
efectivo, 145
elemental, 113

dominio, 7
dominio de

Dedekind, 144
factorización única, 27
ideales principales, 9

dual
, orden, 96
base, 41
espacio, 41, 96

ecuación de
Cauchy-Riemann, 175
Codazzi-Mainardi, 196
estructura, primera, 252
estructura, segunda, 253
Gauss, 194, 196

ecuaciones de
Euler-Lagrange, 256
Hamilton, 258

ejes, 98
elemento

algebraico, 17
entero, 139
maximal, 40
minimal, 40
propio, 7

separable, 82

endomorfismo, 45

de Weingarten, 196

diagonalizable, 46

simétrico, 102
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la gráfica, 70
Lagrange, 8
Lefschetz, 300
los coeficientes universales, 282
los puntos, 79, 152, 217
proyección, 283, 291, 321
Weingarten, 194, 196
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Uryshon, 211
Yoneda, 69
Zorn, 40
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de Frobënius, 344
de funtores, 69
de grupos, 34
de localización, 26, 63
de prehaces, 265
de semianillos, 201
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de la unidad, 8, 88
de la unidad primitiva, 8
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de parámetros, 137

de Pfaff, 166

de Pfaff integrable, 166

de referencia af́ın, 98

de referencia eucĺıdeo, 107
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3.7.3. Irracionales Cuadráticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.7.4. Resolución de Ecuaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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5. Álgebra Conmutativa 129

5.1. El Haz Estructural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.2. Descomposición Primaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5.3. Completación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
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