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SANCHO GUIMERA

In Memoriam

El pasado 15 de octubre, festividad de Santa Teresa, fallecié en Salamanca Juan Bautista
Sancho Guimerd, catedratico que fue de las universidades de Barcelona y Salamanca, y mi
profesor, maestro y amigo.

Le conoci en 1974, sin yo saberlo, en las asignaturas de Algebra y Geometria Proyectiva
que explicaban sus alumnos Loygorri y Pedro Luis en el segundo ano de la Licenciatura de
Matematicas de la Universidad de Salamanca. Sobre todo en la Teoria de Galois que Loygorri
desarrollaba usando sisteméaticamente el producto tensorial para cambiar el cuerpo base, deter-
minar los puntos de un algebra, explicar qué propiedades son geométricas y cudles son locales,...;
en fin, para dar una visién geométrica de toda la teoria.

Al ano siguiente fui alumno de Sancho en el curso de tercero. Sus clases comenzaban hacia las
12 y normalmente se prolongaban hasta las 4 6 las 5 de la tarde, paseando al final por los pasillos
de la Facultad, o sus alrededores si el tiempo acompanaba. Cualquier tema de matematicas
pronto se entrelazaba con alguin otro de fisica, historia, teologia, poesia, politica, filosofia, religion,
literatura,... y nos hablaba de lo divino y de lo humano en el sentido literal de estos términos, de
su vida y sus recuerdos familiares, de Espana y su historia, del Adyos, de la ciencia y la bondad,
de Dios y de Cristo, de etimologias, del canto gregoriano, de la universidad, de San Juan de la
Cruz,... y, por supuesto, nos ensenaba matematicas.

En su curso explicaba los haces de mdédulos sobre el espectro de un anillo, la descomposicién
primaria, la completacion, la teoria de la dimension, la dependencia entera y la desingularizacion
de curvas algebraicas; sefialando siempre la relacién de estos temas con las otras asignaturas, la
unidad y cohesién interna de las matematicas. Estudiar a fondo su curso era también estudiar
y entender mejor las otras asignaturas de tercero. Al explicar los anillos de fracciones nos decia
que también en los espacios metrizables toda funcién continua en un abierto es cociente de dos
funciones continuas globales, y que lo mismo es cierto para las funciones diferenciables en las
variedades, y como esto ilumina la Topologia, el Anélisis y la Geometria Diferencial. Al explicar
la teoria de la dimensién de los anillos nos decia que, llamando suma a la interseccién y producto
a la unién, los cerrados de un espacio topoldgico forman un anillo (salvo por la existencia de
opuesto) y nos ensenaba cémo las cadenas de ideales primos permiten obtener también la teoria
de la dimensién de espacios topolégicos. Nos indicaba una demostracién geométrica y evidente
del Teorema de la Proyeccién de sistemas de Pfaff, y nos insistia en que de él se sigue directamente
la integrabilidad de las distribuciones involutivas, un teorema fundamental del curso de Anélisis
de tercero. Al explicar la dependencia entera, nos decia que ese estudio de los morfismos finitos
permite copiar al pie de la letra las definiciones, enunciados y demostraciones de la Teoria de
Galois de segundo, cuando el cuerpo base se sustituye por un anillo noetheriano A, obteniéndose
asi la teoria del grupo fundamental del espectro de A. jQué conmocién comprender que el
teorema de Hermite de inexistencia de extensiones de discriminante =£1 afirma que el espectro
de Z es simplemente conexo! jver cémo se funden asi la Geometria, el Algebra, la Aritmética y
la Topologia! Seguir sus cursos era ir descubriendo la unidad esencial de las matematicas y de
toda la ciencia, la uni-versidad en su etimologia. Y siempre transmitiendo su conviccién de que
cualquier tema, por dificil y enrevesado que parezca, se vuelve transparente y sencillo cuando
se mira desde el punto de vista adecuado, cuando una mano de nieve introduce las buenas
definiciones, intrinsecas y generales. Siempre directo a lo esencial, a los enunciados que iluminan
toda la teoria. Como decia en el Prélogo de su tesis doctoral: Permitaseme opinar aqui que la
verdadera originalidad en todo saber es siempre paraddjicamente la “luz nueva” que engendra la
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asimilacion cada vez mds profunda de los fundamentos, y no un amontonamiento (que empieza
a sobrarnos) de datos a la luz de lo ya conocido.

Hablaba mucho; pero escribia muy poco. Un alumno solia poner en la pizarra lo que iba
entendiendo, y Sancho le corregia si algo estaba mal. Yo no lo vi personalmente; pero me ha
llegado la anécdota de que a veces, si por algiin motivo no podia dar su clase, en vez de avisar
a los alumnos, se presentaba en el aula y afirmaba: Lo que estamos estudiando lo entienden si
comprenden ...y, diciendo algo que iluminara todo el tema en cuestién, se marchaba sin més.
Por supuesto que, al explicarnos los temas en clase, no los exponia con una sola frase; pero
tendia a ello con fuerza y tesén admirables. Y si no con una sola frase, desde luego si con pocas,
y sin dejar fuera nada esencial. Mis apuntes “en limpio” de ese curso inolvidable son 28 folios,
de lineas bien espaciadas y con algin que otro dibujo.

Después fui su alumno en el curso de cuarto, dedicado al Teorema de Riemann-Roch en
curvas. Nos enseniaba que los haces son ubicuos en matematicas y que la cohomologia de haces
ha de ser también el fundamento de la Topologia Algebraica. Nos explicaba que los espacios
topoldgicos finitos tienen una realizacion geométrica natural, que esencialmente son poliedros y
tienen un papel importante en Topologia y en Geometria Algebraica, y calculaba la cohomologia
de los haces de linea en la recta proyectiva proyectando ésta sobre un espacio topolégico finito con
2 puntos cerrados y un punto denso. Nos decia que, aplicando el teorema de representabilidad al
dual del primer grupo de cohomologia se obtiene directamente la existencia del haz dualizante,
v que es sencillo ver que en las curvas lisas es un haz de linea. El problema radica en probar que
es el haz de diferenciales, lo que nuestro afio hacia con un penoso cédlculo local del conductor
de una proyeccién de la curva sobre la recta proyectiva. Pero al final de ese ano cayé en la
cuenta de que si el teorema de representabilidad se aplica antes de tomar cohomologia, a una
resolucién adecuada y no al dltimo grupo de cohomologia, el teorema de representabilidad da
directamente la existencia del complejo dualizante tanto para variedades algebraicas como para
sus morfismos propios y las aplicaciones propias entre espacios topolégicos localmente compactos
(y por supuesto las aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos finitos!). Ademéds, aplicando
a la inmersion diagonal X — X x X el cdlculo del dualizante de los productos directos y de
las inmersiones regulares, se obtiene directamente que el dualizante de una variedad lisa de
dimension n es el haz de las n-formas diferenciales. Una vez mas, puesta la teoria en su debida
generalidad (dimensién arbitraria y morfismos, no sélo curvas) las propiedades obvias disolvian
las dificultades.

Al terminar la carrera fui profesor no numerario en la Universidad de Salamanca, junto a
un nutrido grupo de companeros, y €l dirigié mi tesis doctoral. Pasdbamos de vez en cuando
por su casa, siempre que queriamos comentarle algo, preguntarle sobre una dificultad, ensenarle
un breve manuscrito que alguno habia redactado, o algin texto mas voluminoso y preparado...
La costumbre era ir al caer la tarde, sin avisar nunca, y quedarse varias horas. Siempre estaba
en su casa, siempre disponible, siempre abierto a todo el que pasara por alli. Hablando de
lo divino y de lo humano, interesdndose en todas las asignaturas de la carrera, indicando la
importancia crucial de las buenas definiciones y el misterioso lazo que une el trabajo intelectual
y la bondad moral. Ensenando cémo los temas se entrelazan y simplifican cuando se introducen
puntos de vista adecuadamente generales y conceptos naturales y candnicos, cémo las ideas

! A mediados de los afios 80 Loygorri me pasé una copia de la obra A la Poursuite des Champs de Grothendieck,
que en alguna parte usa érdenes finitos (que son espacios topoldgicos finitos) y plantea sobre ellos alguna cuestién
que tiene respuesta evidente a partir de lo que Sancho nos ensenaba ya en cuarto sobre los espacios finitos, y que
yo me habia dado el gusto de poner en limpio en unas breves notas, incluyendo la teoria de la dualidad. Cuando
se las envié a Grothendieck a Montpellier, en su respuesta se mostré sorprendido de la definicién de realizacién
geométrica de los érdenes finitos que daba Sancho, qui a de quoi intriguer! decia, y anadia: Je suis enchanté que
vous ayez (semble-t-il) entiérement tiré au claire la théorie de dualité dans le contexte des ordres finis. {Vaya con
el curso de cuarto de Sancho!



111

fundamentales son fecundas en todas partes. Exponiendo siempre su visién tan sugestiva y
coherente de las matematicas. En cierta ocasiéon me dijo: En matemdticas, la unica cuestion
seria, la que realmente merece la pena ser pensada, es la pregunta ;Qué decimos cuando deci-
mos que...? jQué fascinante su comprensién de los dos ultimos siglos de las matemédticas como
una sucesiva aclaraciéon de los fundamentos implicitos en la geometria griega, en ese mundo
diafano que descubrieron los griegos hace ya 25 siglos!

Y en su casa no es que escribiera muy poco, como en las clases de la Facultad, es que no
escribia absolutamente nada, explicando siempre las matematicas sin poner una sola letra en un
papel. Me parece que pensaba que si un tema no se podia explicar en una conversacién amigable,
eso era senal inequivoca de que la comprension ain era deficiente. jCudntas veces no me habra
hablado de su visién de la Fisica! (que, definido lo que se entiende por observar, se llega de modo
natural a la mecdnica cudntica) y nunca logré entenderle bien.

Su conviccion profunda e inquebrantable era que las matematicas son una parte de la realidad
especialmente cercana a Dios, en la que casi Le tocamos y palpamos, que forman parte del
misterio de la Encarnacién. De Sancho aprendi que dentro de nosotros llevamos inscrita un
ansia insaciable de teorias claras y generales, de definiciones candnicas y naturales, de enunciados
breves y precisos, de demostraciones sencillas y evidentes, y que las matematicas nos muestran
una y otra vez que ese anhelo siempre se ve colmado mas alla de toda imaginacién, que nuestras
esperanzas siempre se quedan cortas.

He hablado de lo que hacia y decia Sancho; pero un hombre, mejor que a través de su obra,
se comprende a la luz de lo que pretende, de lo que verdaderamente quiere. Su empeno era la
realizacién de una Licenciatura de Matematicas, con sus textos, que permitiera a los alumnos
captar y aprender las ideas y conceptos esenciales de las matematicas, y creia firmemente que,
si no en una sola frase, a finales del siglo XX bien podian ensenarse en cinco anos, y que la obra
de Grothendieck era clave para lograrlo. Esos textos no llegaron a escribirse, mas que de forma
fragmentaria y embrionaria. Pero él nos ensend, con Quevedo, que el hombre que realmente ha
amado, podra morir, y serd ceniza, mas tendrd sentido; polvo serd, mas polvo enamorado. Y
Sancho amé mucho, y con pasion; también a las matematicas. Ha reclinado el rostro sobre el
Padre

dejando su cuidado

entre las azucenas olvidado.
Y el Padre, con esa costumbre Suya de colmar nuestros verdaderos anhelos mucho mas alla de
toda esperanza, entre otros regalos que ni siquiera podemos sospechar, le habra recibido en Su
regazo con esa ultima clase, esa luz, ese Adyos que vuelve transparente toda la ciencia.

Descanse en paz en el seno de nuestro Padre que estd en los cielos, y que a todos nosotros
también nos espera.

Badajoz, noviembre de 2011






Prélogo

Al escribir esas lineas en memoria del Prof. Sancho Guimera era consciente de que algunos
recuerdos dispersos y unas breves pinceladas no podian dar ni una somera idea de aquella
Licenciatura que descubri al iniciar con 17 anos, como tantos jévenes de mi generacién, los
estudios universitarios. Por eso me he decidido a redactar unos apuntes de los cursos que he
juzgado més significativos para comprender su forma de entender una Licenciatura.

Con la intencién de dar una idea cabal de aquellos estudios, he respetado esencialmente el
nivel de cada curso y los temas que estudié en ellos, aunque me he dejado en el tintero algunos
temas importantes que nos explicaron. Entre ellos, el estudio de las funciones elipticas (hasta
dar el revestimiento universal de la esfera privada de 3 puntos con la funcién modular \) en el
curso de Analisis I1I; el estudio de las correspondencias de las curvas algebraicas (hasta obtener
la desigualdad de Castelnuovo y la coincidencia con los endomorfismos de la variedad jacobiana)
en el curso de Geometria Algebraica I; y el estudio de las conexiones en fibrados principales y
sus fibrados asociados hasta llegar al teorema de holonomia (y que he sustituido por el estudio
de los fibrados naturales) en el curso de Geometria Diferencial II.

Mi deuda y gratitud a mis profesores de la Universidad de Salamanca en los anos 70, princi-
palmente a D. Juan Bautista Sancho Guimera y sus alumnos D. Antonio Pérez-Rendén Collan-
tes, D. Pedro Luis Garcia Pérez, D. Cristébal Garcia-Loygorri y Urzaiz, D. Jestis Munoz Diaz,
D. Agustin Marcelo Vega, D. Jaime Munoz Masqué, D. Vicente Sierra Pouparelli y D. Ramén
Galian Jiménez.

A lo largo de los afios, algunos alumnos han elaborado apuntes y textos sobre las mas diversas
partes de esos cursos, con multiples variaciones y sus propias aportaciones. Asi, en la redaccién
de cada tema particular, a la hora de fijar con detalle el desarrollo de las demostraciones, he
seguido las notas disponibles que me han parecido més claras y acabadas, debidas a muchos
companeros: Daniel Ruipérez, Gerardo Rodriguez, Munoz Porras, Juan Sancho y sus hermanos
Teresa, Carlos, Pedro y Fernando, y a Ricardo Faro y mis hijos José y Alberto.

Por eso estos apuntes no son un libro al uso por varias razones:

1. No tienen autor definido, sino que se basan en cursos de muchos profesores y usan notas
de muchos alumnos.

2. No pueden ser leidos secuencialmente, sino que cada asignatura supone el estudio si-
multdneo de las otras del mismo curso (incluyendo sendos cursos de Anélisis en los dos
primeros anos, sobre las funciones de una y varias variables reales, y la Topologia General).

3. Pretenden reflejar el estilo conciso e informal de los apuntes de un alumno, dando por
sentadas muchas convenciones e hipétesis que estan implicitas en el ambiente de cada
curso, y sin duda seran claras para quien lo lea con atencion desde el principio. Y aunque
he procurado ser breve, he puesto siempre en cada asignatura los conceptos fundamentales
y teoremas centrales, con demostraciones precisas y completas de todos ellos.

Pero bien sé que en estos apuntes no hay cabida para lo mejor de aquella Licenciatura
fascinante y anorada.

Juan Antonio Navarro Gonzélez
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Capitulo 1

Algebra I

1.1. Numeros Enteros, Racionales y Complejos

Una relacién = en un conjunto X es de equivalencia si es
1. Reflexiva: v =z, Vo € X.

2. Simétrica: v,y e X, x =y = y==x.

3. Transitiva: z,y,z € X,z =y, y=2 = T =2.

La clase de equivalenciade z € X esz = [z] = {y € X: x = y}.

Un subconjunto C' C X es una clase de equivalencia si C' = [z] para algin z € X.
El conjunto cociente X /= estd formado por las clases de equivalencia.

La aplicacién epiyectiva 7: X — X /=, w(z) = [z] es la proyeccién candnica.

Teorema: En X/= solo se identifican elementos equivalentes; [z] = [y] & = = y.

Demostracion: Si [x] = [y], entonces y € [y] = [z], y z = y.
Reciprocamente, si x = y, como es reflexiva, basta ver que [y] C [z].
Si z € [y], entonces y = z; luego = 2, y z € [x].

Corolario: Cada elemento de X estd en una unica clase de equivalencia de =.
Demostracidn: Si x € [y], entonces y = x; luego [y] = [z].

Construccién de los Nimeros Enteros: Sea N = {0,1,2,...}.
El conjunto Z de los nimeros enteros es el cociente de N x N por la relacién de equivalencia

(m,n) = (m',n') cuando m+n' =m' +n,

y la clase de (m,n) se denota m — n. Cada ntimero natural n define un nimero entero, n — 0, lo
que identifica N con un subconjunto de Z = {...,—-2,—-1,0,1,2,...}.
La suma y el producto de dos ntmeros enteros a =m —n, b =r — s son

a+b=(m+r)—(n+s)
a-b=(mr+ns)— (nr+ms)

y estdn bien definidos. Si a = m/ — n’, entonces m +n’ = m/ + n, y por tanto

m+n'+r+s=m'+n+r+s
(m~+n")r+(m +n)s=(m +n)r+ (m+n)s
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de modo que también a +b=m'+r — (n' +s) y ab=m/r + n's — (n'r + m/'s).
Reducimos asi cada enunciado sobre Z a un enunciado sobre N.
Si los numeros naturales estdn libres de contradiccion, también los numeros enteros lo estdn.

Ejemplo: Fijado un niimero natural n, la relacién a = b (mdéd. n) cuando b — a € nZ, es una
relacién de equivalencia en Z, y [a] = a4+ nZ = {a+ cn: c € Z}.
El conjunto cociente Z/nZ tiene exactamente n elementos:

z/nZ = {[1], [2], ..., [n] = 0]},

Construccion de los Numeros Racionales: El conjunto (Q de los ntimeros racionales es el
cociente de Z x (Z — {0}) por la relacién de equivalencia

(a,s) = (b,t) cuando at = bs,

y la clase de (a,s) se denota ¢. Cada niimero entero a define un nimero racional {, lo que

identifica Z con un subconjunto de Q.
La suma y el producto de ¢ = ¢ y r = % son

at + bs
+r=
st
ab
= —
1 st

’ . . . /
Estén bien definidos: si ¢ = &, entonces as’ = a’s y por tanto

(at +bs)s't = d'tst + bss't = (a't + bs')st
abs't = a'bst
de modo que también ¢ + r = % yqr = %.
Reducimos asi cada enunciado sobre QQ a un enunciado sobre Z.
Si los numeros naturales estan libres de contradiccion, los niumeros racionales también.

Numeros Complejos: En el curso de Anélisis se construye el conjunto de los niimeros reales
R como cociente de las sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales, identificando las de igual
limite, reduciendo asi la teoria de ntmeros reales a la de niimeros naturales.

Los numeros complejos son las parejas de numeros reales z = x + yi que se suman y
multiplican con las siguientes operaciones (i2 = —1)

(z1 + y1i)+ (22 + y2i) = (21 + 22) + (Y1 + y2)1,
(1‘1 + y1i)~(x2 + ygi) = (xlxg — ylyz) + (.7313/2 + xgyl)i.

y el conjunto de los nimeros complejos se denota C.
El conjugado de un nimero complejo z = ¢ + yi es Z = x — yi, y el médulo de z es el

nimero real |z| = vz -z = /22 +y2 > 0.

a zZu = zZl =z |z| = |Z]
0 leul=lel-Jul z+2<2e  |z+ul < |2+ Jul

t = cost+isent, donde el seno y coseno se consideran siempre

Definicién: Sit € R, ponemos e’
en radianes para que %(e’t) = je't.

Luego €*™ =1 cuando n € Z, y si z € C es de médulo p # 0, entonces

z = pe? = p(cos O + isen )



1.2. EL GRUPO COCIENTE )

para algin numero real § (bien definido salvo la adicién de un multiplo entero de 27) llamado
argumento de z.

Las férmulas del seno y coseno de una suma expresan que el argumento de un producto es
la suma de los argumentos: eel? — ¢i(0+0")

Asi, un nimero complejo no nulo z = pe® tiene n raices n-ésimas complejas

-0+2km

Vz= /pe = ;i k=0,...,n—1

!

Si z = x + yi, pondremos e* = e*(cosy + i seny), de modo que e % = ¢*'¢*.

1.2. EIl Grupo Cociente

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo si es grupo con la operacién de G,
1. a,be H=a-be H.

2. 1€ H.

3.acH=a'lcH.

Ejemplos: Todo grupo admite los subgrupos triviales 1 y G.

La interseccién de cualquier familia de subgrupos también es un subgrupo.

El subgrupo (a1, ..., a,) generado por ay, .. .,a, € G es el menor subgrupo que los contiene
(la interseccién de todos los subgrupos que los contienen).

El subgrupo de Z generado por a y b es aZ + bZ := {ax + by: x,y € Z}.

El subgrupo generado por un elemento es (a) = {...,a %,a7!,1,a,a?,...}.

Teorema: Cada subgrupo H de 7. estd generado por un unico nimero natural, H = nZ.

Demostracion: Si H = 0, tomamos n = 0.
Si H # 0, tomamos el menor nimero positivo n de H (existe porque —H = H), y nZ C H
porque H es subgrupo. Ahora, si m € H, dividimos m por n:

m=cn+r, 0<r<n-1,

r=m-—cné€H,

Luego r = 0, por la eleccién de n, y m € nZ. Por tanto H = nZ.
La unicidad es evidente.

Ejemplo: Dados ny,ng € N, tendremos n1Z+noZ = dZ, n1ZNnoZ = mZ para ciertos d,m € N,
que son el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de n; y no.
Por tanto ny y ng son primos entre si y sélo si n1Z + neZ = Z.

Proposicién: Sea f: G — G un morfismo de grupos. Si H es un subgrupo de G, entonces f(H)
es un subgrupo de G. Si H es un subgrupo de G, entonces f~'(H) es un subgrupo de G.

En particular la imagen Im f = f(G) es un subgrupo de G, y el niicleo Ker f = f~1(1) es
un subgrupo de G.

Demostracion: 1 € f(H) porque f(1)=1y 1€ H.
Si f(I), f(h) € f(H), entonces f(h')f(h) = f(K'h) € f(H) y f(h)~' = f(h™") € f(H).
1e f~Y(H), porque f(1)=1¢€ H. ) B
Si g',g € f71(H), entonces f(g'g) = f(9)f(9) € Hy f(g7") = f(9)~" € H.
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Proposicién: Un morfismo de grupos f es inyectivo si y sélo si Ker(f) = 1.

Demostracion: Si f es inyectivo, y f(g) =1 = f(1), entonces g = 1.
Si Ker f =1,y f(a) = f(b), entonces f(a='b) = 1;luego a 'b=1,y a = b,

Definicién: a,b € G son congruentes médulo un subgrupo H, a = b (méd. H), cuando
a~'b € H; es decir, b € aH. Esta relacién es de equivalencia,

1. a = a, porque a 'a =1 € H para todo a € G.
2. Sia=b, entonces a~'b € H; luego b~ la = (a‘lb)_1 €ceH,yb=a.
3. Sia=byb=c, entonces a 'b,b"lc € H; luego a te= (a"'b)(b~te) e H,ya=c.

La clase de equivalencia de a € G es aH = {ah: h € H}, y el cociente se denota G/H.
El orden de G es su cardinal, y el indice de H en G es el cardinal de G/H.

Teorema de Lagrange: Sea H un subgrupo de un grupo finito G. El orden de H divide al
orden de G, y el cociente es el indice de H en G,

G/H| = |G|/ |H].
Demostracion: Cada clase aH tiene el mismo cardinal que H, porque la aplicaciéon epiyectiva
H -~ aH, h v ah,

es biyectiva: si ax = ay, entonces x = a~!(ax) = a 1 (ay) = y.
Luego |G| es el producto de |H| por el nimero de clases, que es |G/H|.

Definicién: Un subgrupo H de G es normal cuando gHg~' C H, Vg € G.

El nicleo de un morfismo de grupos f: G — G’ es un subgrupo normal:
Si h € Ker f, entonces f(ghg™") = f(9)f(h)f(9)" = f(9)f(9)~" =1,y ghg™" € Ker f.

Teorema: Si H es un subgrupo normal de G, eziste una unica estructura de grupo en G/H tal
que m: G — G/H es morfismo de grupos. Ademds, Kerm = H.

Demostracion: La inica estructura posible es [a]-[b] = [ab], y esta operacién esta bien definida,
y define en G/H una estructura de grupo,

1. Sild'] = [a], a’ = ah, a’b = ahb = ab(b-'hb) € abH, [a'b] = [ab].

2. ([a]-[b])-[e]=[ab]-[c]=[(ab)c] =[a(be)]=[a]-[bc]=[a]-([b]-[c]).
3. [a]-[1]=[a-1]=[a], [1]-[a]
4. [a]-[a"=la-a7]=[1], [a7'] [a] = [a7"-a] = [1].

5. Kerem={aeG: [a]=[1]} =[1]=H.

!
=
=

I
B

Propiedad Universal: Sea H un subgrupo normal de G. Si f: G — G’ es un morfismo de
grupos y H C Ker f, existe un unico morfismo ¢: G/H — G’ tal que ¢([a]) = f(a),

U f=én

N /s

G/H

G
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Demostracion: La aplicacién ¢: G/H — G, ¢([g]) = f(g), esta bien definida,
91 =1lg], o = gh € gH C g(Ker f), f(g) = f(9)f(h) = f(9),
y es morfismo: ¢([a] - [}) = #((ab]) = F(ab) = F(a) - F(B) = o((a]) - S([1)-

Teorema de Isomorfia: Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces la aplicacion
¢: G/Ker f — Im f, ¢(lg]) = f(9), es un isomorfismo de grupos.

Demostracion: Tenemos un epimorfismo ¢: G/Ker f — Im f, ¢([g])

= f(g), por la propiedad
universal, y es inyectivo: Si 1 = ¢([g]) = f(g), entonces g € Ker f, y [g] = 1.

Definiciéon: Un grupo G es ciclico si esta generado por un elemento:
G:(g):{"'797,”7"‘79717.90:1797927"'7gn7"'}'
Por ejemplo, el grupo Z/nZ es ciclico, generado por la clase [1].

Teorema: Todo grupo ciclico G es isomorfo a Z/nZ para algin nimero natural n.

Demostracion: Si G = (g), el morfismo f: Z — G, f(m) = g™, es epiyectivo.
Como Ker f = nZ para algin n € N, tenemos un isomorfismo ¢: Z/nZ ~ G, ¢([m]) = g™.

Definicién: El orden de un elemento g es el orden del subgrupo (g) que genera.

1. El orden de g es el primer nimero natural no nulo r tal que g" = 1 (si existe), en cuyo
caso g =1 si y solo st m es maltiplo de r.

En efecto, ¢: Z/rZ — (g), ¢([m]) = g, es un isomorfismo.
2. 8 G es un grupo de orden n, entonces g" =1 para todo g € G.
3. El orden de una permutacion de forma di,...,d, es el m.cm.(dy,...,d,).

4. Los generadores del grupo Z/nZ son las clases [m| de los nimeros primos con n.

Si m: Z — Z/nZ es la proyeccién canénica, tenemos que [m] genera Z/nZ si 'y sélo si
7= Y([mZ]) = mZ + nZ coincide con Z.

5. El subgrupo alternado A, es el nicleo del morfismo sgn: S,, — {+1}. Es un subgrupo
normal de indice 2, porque S, /A, ~ {£1}; luego |A,| = n!/2.

1.3. Polinomios con Coeficientes en un Cuerpo

Sea A un anillo (como siempre conmutativo y con unidad).

Un elemento a € A es un divisor de cero si ab = 0 para algin b # 0, es decir, si el morfismo
de grupos A %= A no es inyectivo. Un anillo A # 0 es integro (o un dominio) si carece de
divisores de cero no nulos: ab=0=a =046 b= 0.

Un elemento propio (no nulo ni invertible) de un anillo integro es irreducible si no es
producto de dos elementos propios.

Todo cuerpo k es integro: Si ab =0y b # 0, entonces 0 = abb~! = a. Los polinomios en una
indeterminada x con coeficientes en un cuerpo k forman un anillo k[x]

(@nx™ + ...+ ag)(bpx™ + ...+ by) = anbpz™ ™ + ... —1—( > aibj)xd—i— ...+ agby
i+j=d
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y tenemos que gr(PQ) = gr P + gr @ porque los cuerpos son integros.
Luego el anillo k[z] es integro, sus invertibles son los polinomios constantes no nulos, y un
polinomio es irreducible si no descompone en producto de polinomios de menor grado.

Teorema de Divisién: Sea Q) un polinomio no nulo con coeficientes en un cuerpo k. Para cada
polinomio P € kx| existe una unica pareja de polinomios C, R € k[x| (llamados cociente y
resto de la division de P por Q) tal que

P=C-Q+R, grR<gr@Q 6 R=0

Demostracion: La existencia viene dada por el algoritmo usual de divisiéon de polinomios.
Para la unicidad, si P = C1Q + Ry, donde gr Ry < gr @ 6 R; = 0, entonces

Q(C1—C)=R— R
Como gr(R — R;) < gr@, ha de ser C; —C =0, y por tanto R — R; = 0.
Regla de Ruffini: P(x) es maltiplo de x — a si y sdlo si P(a) = 0.
Demostracion: Si P(x) = C(x)(xz — a) + r, tenemos que P(a) = C(a)-0+7r =r. q.e.d.
1. Todo polinomio irreducible en k[x] de grado > 1 carece de raices en k.

2. Sea P un polinomio de grado 2 ¢ 3. La condicion necesaria y suficiente para que P sea
irreducible en k[z] es que no tenga raices en k.

Si P no es irreducible en k[z], tendremos P = Q1Q2 donde algin factor tiene grado 1, y
por tanto tiene una raiz en k.

3. Siay,...,ar €k son raices distintas de un polinomio P € k[z], entonces P es muiltiplo de
(x—ay) - (x—ap).
Por Ruffini, P = (z — a1)@, donde ag,...,a, son raices de Q. Por induccién sobre r,

(x—az)--(x—a,) dividea Q,y (x —ay)--- (x — a,) divide a P.

4. El nimero de raices de P # 0 en k estd acotado por el grado de P.

Férmula de Interpolacion de Lagrange: Dados aq,...,a, € k distintos, y bi,...,b, € k,
existe un unico polinomio P € k[x] de grado < n, tal que P(a1) = b1,...,P(ay) = by,
n Q.:U r—ay1) - (x—a
Pa) = 350, 0L gy = ) P2 ),
=17 Q4(ay) T —a;
Demostracion: P(a;) = Z.ij(ai) = ;) — p v g coincidiera en a a, con otro
: i 3 %1 Q (a) i Qila;) is Y 1y0--50n

polinomio @ de grado < n, entonces ) — P tendria n raices, y Q — P = 0.

Raices de la Unidad: Las raices complejas de ™ — 1 son las raices n-ésimas de la unidad
27k .
complejas. Como (e n *)" = €2™ = 1 cuando k € Z, y un polinomio de grado n no puede tener

més de n raices, forman un grupo ciclico de orden n,

_ 2 n _ _ 2 2r | . 21
pn = {en €y r6n =1}, ep=en' =cos " +isen <
Las raices n-ésimas de la unidad primitivas son los generadores de uy; i.e., €', donde m es
primo con n (p. 7), y son las raices del polinomio ciclotémico n-ésimo

O, (z) =][(z — e%m); m.c.d.(m,n) =1, 1 <m < n.

m
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Como el orden de cualquier elemento de p, es un divisor de n, tenemos que los elementos
de orden d son las raices d-ésimas de la unidad primitivas, y por tanto

2" —=1= ] (z —a)=]] Pa(z) = P1(z) ... Pp(x)

Q€ fin dln

lo que permite calcular inductivamente los polinomios ®,,(z) y, al ser ménicos, muestra que tienen
coeficientes enteros. Asf, ®1(z) = x — 1, ®(x) = 2 + 1, P3(x) = 22 + v + 1, Py(x) = 22 + 1,
dg(z) = 22 — 2 + 1 y, cuando p es un primo impar, ®,(z) = 2P~ + 2P72 + ... + 2 + 1,
Pop(z) = Pp(—x) = 2P — 2P 2+ .. —x+ 1.

1.4. EIl Anillo Cociente

Un subgrupo aditivo a de un anillo A es un ideal si es estable por el producto por elementos
de A arbitrarios (a € A, b€ a = ab € a).

Un ideal m # A es maximal si A es el tnico ideal que contiene estrictamente a m.

Un ideal p # A es primo cuandoab€p = a € p 6 b€ p.

Un subgrupo aditivo B C A es un subanillo si es estable por el producto y 1 € B.

Ejemplos: Si un ideal a contiene un elemento invertible, entonces 1 € a, y por tanto a = A. En
particular, los tinicos ideales de un cuerpo k son 0 y k.

La interseccion de ideales de A también es un ideal de A.

Lasuma a+b={a+b: a € a, be b} de dos ideales es el menor ideal que los contiene.

El ideal generado por ay,...,a, € A es el ideal (ay,...,a,) = a1A+ ...+ anA.

Un ideal a es principal si estda generado por un elemento, a = aA.

Un dominio de ideales principales es un anillo integro en que todo ideal es principal.

El producto de dos ideales a y b es el ideal

ab:{a1b1+...+anbn: ai,...,ay € 4, bl,...,bn€b}

Los ideales maximales de Z son los ideales pZ, donde p es un nimero primo.
El nicleo de un morfismo de anillos A — B es un ideal, y su imagen es un subanillo.

Teorema: Sea a un ideal de un anillo A. Eziste una unica estructura de anillo en el grupo A/a
tal que la proyeccion candnica w: A — A/a es morfismo de anillos.

Demostracion: El inico producto posible, [a] - [b] = [ab], estd bien definido (y es facil comprobar
que define una estructura de anillo en A/a, cuya unidad es [1]):

la]=[d], d =a+ce€a+a, db=ab+cb€ab+a, [a'b] = [ab).

Propiedad Universal: Si un morfismo de anillos f: A — B se anula en un ideal a, factoriza
de modo unico por un morfismo ¢: Aja — B tal que ¢([a]) = f(a),

A—L . B f=o¢n

N

Ala

Demostracion: Por la propiedad universal del grupo cociente, existe un inico morfismo de grupos
¢: A/a — B tal que f = ¢m, y ¢ es morfismo de anillos:

¢(la] - [b]) = o([ab]) = f(ab) = f(a)f(b) = &([a))¢([0]),
¢(1) = o(n(1)) = f(1) = 1.
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Teorema de Isomorfia: Si f: A — B es un morfismo de anillos, entonces la aplicacion
¢: A/Ker f — Im f, ¢([a]) = f(a), es un isomorfismo de anillos.

Demostracion: Es isomorfismo de grupos, y morfismo de anillos por la propiedad universal.

Teorema Chino del Resto: Sean a y b ideales de un anillo A. Sia+b = A, entonces anb = ab,
y tenemos un isomorfismo de anillos

¢: Alanb — (A/a)x(A/b), ¢([z]an) = ([x]a, [x]s)

Demostracion: Sea 1 =a+b € a+b. Siceanb, entonces ¢ = c(a+b) = ca+ cb € ab; asi que
anb = ab, pues la inclusiéon ab C a N b siempre es cierta.
Ademas, el nicleo del morfismo f: A — (A/a)x (A/b), f(x) = ([z]a, [z]e), es aNb, y f es

epiyectivo porque f(bz + ay) = (2] [y]o):

x=(a+b)x=br=br+ay (méd. a)
y=(a+by=ay=bxr+ay (mdd. b)

Corolario: Z/mnZ = (Z/nZ) x (Z/nZ), cuando m y n son primos entre si.

Teorema: Un ideal a de un anillo A es primo si y sélo si el anillo A/a es integro.
Un ideal a de un anillo A es mazimal si y solo si el anillo A/a es un cuerpo.

Demostracion: Si a es primo y [a] - [b] = 0, entonces ab € a, y a € a 6 b € a; es decir, [a] =0 6
[b] = 0.

Reciprocamente, si A/a es integro y ab € a, entonces [a] - [b] = [ab] =0, y [a] = 0 6 [b] = 0;
es decir,a € ad b€ a.

Si a es maximal y [a] # 0, la inclusién a C a+ aA es estricta; luego A = a+aA, y 1 = x+ ab,
donde = € a, b € A. Se sigue que [a] - [b] =1y [a] es invertible en A/a.

Reciprocamente, si A/a es cuerpo y a C b, tomamos b € b que no esté en a. Como [b] # 0,
existe [a] € A/a tal que [a][b] = 1. Luego 1 € ab+a C b,y b = A.

Corolario: F, = Z/pZ es un cuerpo cuando el nimero p es primo.

Corolario: Todo ideal mazimal es primo.

Demostracion: Todo cuerpo es integro.

Lema de Euclides: Si un numero primo p divide a un producto, divide a un factor.
Demostracion: pZ es un ideal maximal de Z; luego es un ideal primo.

Definicién: El indicador de Euler ¢(n) es el nimero de ntimeros primos con n que hay entre
1 y n. Coincide con el nimero de generadores de los grupos ciclicos de orden n, y por tanto
con el grado del polinomio ciclotémico ®,(z), y también con el orden del grupo de invertibles
(Z/nZ)* del anillo Z/nZ.

En efecto, una clase [m] es invertible, [1] = [a] - [m] = a[m], precisamente cuando genera el
grupo Z/nZ.

Propiedades: ¢(p") = (p — 1)p" ! si p es un niimero primo.

d(n-m) = ¢(n)-¢(m) si n y m son primos entre si.
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Demostracion: Los nimeros entre 1 y p” que no son primos con p” son p,2p,...,p" " p.
En cuanto a la segunda igualdad, por el teorema chino del resto

(Z/nmZ)* = (Z/nZ x Z/mZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)*.
Congruencia de Euler: Si a es primo con n, entonces a®™ =1 (méd. n).
Demostracion: Si [a] € (Z/nZ)*, entonces [1] = [a]?™ = [a®™)] (p. 7).
Congruencia de Fermat: n?~! =1 (méd. p), cuando el primo p no divide a n.
Corolario: Si p es primo, entonces n? = n (méd. p).
Congruencia de Wilson: (p — 1)! = —1 (méd. p) , cuando p es primo.

Demostracion: 2P~ — 1= (x —1)(z —2)...(z — (p — 1)) en Fpy[z], porque xP~! — 1 tiene en F,
las raices 1,...,p — 1. Se termina al igualar los términos independientes.

Definicién: Si a € Z no es multiplo de un primo impar p, el simbolo de Legendre (%) es 1

si a € F), es un cuadrado y —1 si no lo es.

Corolario: Sea p un primo impar. Los restos cuadrdticos no nulos modulo p forman un subgrupo

.

Demostracién: El ntcleo del morfismo f: Fy — F, f(z) = 22, es {£1} porque z* — 1 =
(x+1)(z—1);y —1#1alser p#2.
Por el teorema de isomorfia, la imagen JF;Q de f tiene orden %.
Ahora, F* /IIE“;2 ~ {£1} porque es un grupo de orden 2, y el simbolo de Legendre es la

P
proyeccién canénica 7: Fy — T/ IE‘;Z ~ {£1}; luego es morfismo de grupos.

Corolario: <%) =a"7 (méd. p).

aP~l =1.

.. . p—1 p—1
Demostracion: Si a € Fy, entonces a" 2> = +1 porque (a 2 2
P 7 ’
— 1 no puede tener més raices

S

. p—1 _
Si a es un cuadrado, a = b%, ya 2 =bP~! = 1. Como x
p=1 . , .
que el grado, a” 2 = 1 si y sélo si a es un cuadrado en F,,.

Corolario: —1 es resto cuadrdtico mdédulo p # 2 si y sélo sip =1 (méd. 4).

1.4.1. Lema de Gauss

Lema: Si p es un nimero primo, pZ[x] es un ideal primo de Z[z].
Demostracion: El ideal pZ|x] es el nicleo del morfismo epiyectivo de anillos
¢: Zlz] — Fylz], (3, aia’) = 32, aza’.

Luego Z[x]/pZ|x] ~ Fplx], que es un anillo integro, y el ideal pZ[x] es primo.
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Lema de Gauss: Si P € Z[x] descompone en producto P = Q1Q2 de polinomios con coeficientes
racionales, multiplicando los factores por constantes tenemos una descomposicion P = Q| Q% en
Z[z]. Por tanto, si P es irreducible en Z[x|, también lo es en Qz].

Demostracion: Reduciendo a comtin denominador los coeficientes de @)1 y (2 tenemos
1
b
abP = (apz"™ + ...+ ap)(box™ + ... + byy)

1
P:a(aox”—i—...—i—an)‘ (box™ + ...+ b))

donde a, ag,...,an,b,bg,...,b, € Z.
Si p es un factor primo de ab, por el lema divide a un factor del segundo miembro.
Después de suprimir todos los factores primos de ab, obtenemos una descomposicién en Z[z],

P=(apz" +...+a,)(bpx™ + ...+ b).

Criterio de Reduccién: Sea Q = cpx" + ...+ ¢, € Z[x], y p un primo que no divide a cy. Si
Q tiene un factor de grado d en Z[x], entonces la reduccion Q = coax™ + ...+ ¢, € Fplz] también
tiene un factor de grado d en Fp[x].

Por tanto, si Q es irreducible en Fp[x], entonces Q es irreducible en Q[z].

Demostracion: Tenemos que gr Q = gr ), porque ¢y # 0.
Si tenemos una descomposicién Q = AB en Z[x], entonces Q(z) = AB y

grA+grB=grQ=grQ=grA+grB.

Como gr A < grAy grB < gr B, concluimos que gr A = gr A, y gr B = gr B.
Por tltimo, si Q es irreducible, entonces Q no admite en Z[z] factores de grado 1,...,n — 1;
luego tampoco en Q[z] por el Lema de Gauss.

Criterio de Eisenstein: Un polinomio Q = cox" +. ..+ ¢, € Z[x] es irreducible en Q[z] cuando
hay un numero primo p que no divide a cg Y

1. p divide a cq,...,cp.

2. p? no divide a c,.
Demostracion: Por el lema de Gauss, si ) no es irreducible, es producto de polinomios no
constantes con coeficientes enteros, y reduciendo médulo p obtenemos

Q= (ag+arx+...+az")(bo+brx+ ...+ bz "),
cox" = (Gp + arx + ...+ apx")(bo + bz + ... + by "),

cor" = (@rz")(by_rz"").

Luego ag = by = 0, y ¢, = apbg es miltiplo de p?, contra la hipétesis de que no lo es.
Corolario: Sip es primo, el polinomio ciclotomico ®p,(x) es irreducible en Q[z].

Demostracion: ®,(x) = % =a2P~t + ...+ 2+ 1 es irreducible si y sélo si lo es

P -1 .
D, (z+1) = u:xi’*%u <p>xp2+...+ <p> Pl < P )
x 1 7 p—1
El ntmero combinatorio (¥) = w es multiplo de p cuando 1 <7 < p—1,y
(pfl) = p no es multiplo de p?. Luego ®,(x + 1) es irreducible.
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1.5. Anillos Euclideos
Un anillo integro A es euclideo si hay una aplicacién § : A — {0} — N tal que
1. é6(a) < §(ab) para todo a,b € A no nulos.
2. Sia,be A, a#0, existen ¢,r € A tales que b=ac+r, 6(r) < d(a) 6 r=0.

Ejemplos: Z es euclideo, con §(n) = |n|; y k[x] es euclideo, con §(P) = gr P.

El anillo de los enteros de Gauss A = Z[i] = Z + Zi, con §(z) = z - Z = |2|2, es euclideo.
En efecto, para cada nimero complejo u + vi existe x + yi € A tal que |(u + vi) — (x +yi)| < 1
(basta tomar |u—x|, [v—y| < 1/2). Por tanto, si a,b € A, a # 0, existe ¢ € A tal que |2 —c < 1;
luegor=b—ace A,y |r| = |a(§ — )| < |al.

Teorema: Todo ideal a de un anillo euclideo es principal, a = aA.

Demostracion: Si a = 0, tomamos a = 0.
Sia#0,seaa € acon d(a) minimo, y aA C a porque a € a. Si b € a, dividimos b por a:

b=ac+r, cond(r)<d(a)ér=0,

r=>b—acé€a,
asi que r = 0, por la definicién de a. Luego b = ac € aA, y a = aA.
Definicién: Sea A un anillo euclideo. Si a,b € A, tendremos que
aA+bA =dA, aANbA=mA

donde d es el maximo comin divisor de a y b (divisor comin que es multiplo de cualquier otro
divisor comin), y m es el minimo comin miiltiplo, (multiplo comin que divide a cualquier
otro multiplo comin). La igualdad dA = aA + bA prueba sin mas la

Identidad de Bézout: d = aa + b, donde a, 8 € A.
Lema: Si a divide a un producto bc y es primo con b, entonces divide a c.
Demostracion: 1 = aa + Bb, ¢ = aac + Bbc. Como a divide a los sumandos, divide a c.

Corolario: Toda raiz racional de cox™ +c12™ 1 +...+¢, € Zlx] esx = %, donde a es un divisor
de ¢, y b es un divisor de cy.

Demostracidn: Si 3 es una raiz racional, donde a y b son primos entre si,
coa™ + c1a” o+ . 4 cp_1ab” T+ b = 0;

y cnb™ = —a(cpa™ 4 ...+ ¢, 10" 1), Al ser a primo con b, divide a c;,.
Igualmente b divide a cpa™ y, al ser primo con a, divide a c¢g.

Lema de Euclides: Sip € A no es nulo, las siguientes condiciones son equivalentes,
1. p es irreducible.
2. pA es un ideal mazximal.

3. pA es un ideal primo.
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Demostracion: (1 = 2) Si p es irreducible y pA C bA, entonces p = bc, y al ser p irreducible, b
6 c es invertible en A. Siloes b, bA = A, y si lo es ¢, bA = bcA = pA.

(2 = 3) Todo ideal maximal es primo (p. 10).
(3=1) Si pA es primo, y ab=p € pA, entonces a € pA 6 b € pA. Si a € pA,

a =pc, p=ab=pcb, bc =1,
v b es invertible. Igualmente, a es invertible si b € pA. Luego p es irreducible.

Teorema de Descomposicién: Todo elemento propio de un anillo euclideo A descompone, de
modo unico salvo el orden y factores invertibles, en producto de irreducibles.

Demostracion: Probemos la existencia. Si a no es irreducible, a = bc, donde los factores son
propios. Veamos que 0(b), d(c) < §(a).
Si 6(b) = d(a), dividimos b por a,

b=ad+r,
r=>b—ad=>5b(1—cd),

y 1 # ed porque c es propio; absurdo, d(r) > §(b) = §(a).

Ahora, por induccién sobre d(a), ambos factores b, ¢ descomponen en producto de irreduci-
bles; luego a también.

Veamos la unicidad. Si a = p1 - - - p,, el nimero de veces que se repite, salvo invertibles, un
factor irreducible p en la descomposicién es el mayor exponente n tal que p™ divide a a.

En efecto, si p™ divide a a, por el lema de Fuclides p divide a algtin factor p;; luego p coincide
con p; salvo un factor invertible y p»~! divide a p1...D;...pr.

Reiterando el argumento, vemos que n factores coinciden con p.

Algoritmo de Euclides: Si a = ¢b + r, entonces m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r).

Demostracion: aA+bA CbA+rA porquea=cb+7r,y bA+rA C aA—+bA porque r = a — cb;
luego aA + bA = bA + rA. q.e.d.

Mediante reiteradas divisiones podemos calcular d =m.c.d.(a,b), como el tltimo resto no
nulo, y los coeficientes de la Identidad de Bézout, pues si d = ar + Sb, entonces

d=ar+ b= ala—cb) + fb=aa+ (8 — ca)b.

Asi, la ecuacién diofantica ax + by = ¢ tiene solucién si y sélo si ¢ € aZ + bZ = dZ, y en tal
caso, si d = aa + (b, una solucién particular es z, = ac/d, y, = fc/d.

1.5.1. Extensiones y Raices

Una k-algebra es un anillo A con un morfismo de anillos j: &k — A, de modo que A es un
k-espacio vectorial, A\a = j(\)a, e identificaremos A\ con j(A).

La dimensién de A como k-espacio vectorial es el grado [A : k| de A sobre k.

Dadas dos k-dlgebras A, B, una aplicacion f: A — B es morfismo de k-algebras si es
morfismo de anillos y f(A) = A, y es un isomorfismo si es biyectivo.

Una extension es una k-algebra L que es cuerpo, es finita si lo es su grado, y trivial si su
grado es 1, k — L. La extensién generada por ay,...,qa, € L es

k(ai,...,an) ={a/b: a,b € klay,...,ay], b#0}.
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Una raiz de P = cpz" + ... + ¢, € k[z] es un elemento a de una extensiéon L de k tal que
P(a) = cpa™ 4+ ... + ¢, = 0, y su multiplicidad es el mayor exponente m tal que (z — a)™
divide a P.

Consideremos la descomposiciéon de P en factores irreducibles en L{z]:

P=cy(z—o)™ - (x—ap)™ Q7" - QF*

donde gr@; > 1 (r 6 s puede ser nulo).
Las raices de P en L son «aq, ..., a, y sus multiplicidades son myq, ... m,. El numero de raices
en una extension, contadas con su multiplicidad, nunca supera al grado del polinomio,

mi+...+m, <grP(z),
y diremos que P tiene todas sus raices en L si se da la igualdad. En tal caso
o+ V. et ep = co(x —ay) - (z— ap),

donde aq,...,a, son las raices de P en L, repetidas tantas veces como indique su multiplicidad.
Igualando coeficientes obtenemos las Férmulas de Cardano:

(—1)”&: Z g, 1<r<n.
0 <<

Definicién: Un polinomio P(z1,...,z,) con coeficientes en un anillo A es simétrico si cumple
que P(Ty(1)s - s To(n)) = P(T1,. .., 2n), Yo € Sp.
Las funciones simétricas elementales son

ST(xlv"‘axTL): Z Ly * " Ly 1§r§n
1 <<
Por ejemplo, s1(z1,...,2p) =1+ ...+ Tn, ¥ Sp(T1, ..., Tp) =1 Tp.
Teorema de las Funciones Simétricas: Si P(z1,...,x,) € Alx1,...,2,] es simétrico, existe
un dnico polinomio Q(x1,...,x,) con coeficientes en A tal que
P(xi,...,xn) = Q(S1,.-.,8n), Sr=8p(T1,...,Tp).

Demostracion: Probaremos la existencia por induccién sobre n y el grado de P, y podemos
suponer que P es homogéneo.

Como P(z1,...,2,_1,0) es simétrico, existe un polinomio Q(x1,...,2, 1) tal que
P(.Tl, B 71.71—170) = Q(gb SR g’n—l)v Sp = ST(xlv B 7mn—1)~
Ahora P(z1,...,2,)—Q(s1,...,5,_1) se anula al pasar al cociente por (z,,); luego es miltiplo

de x,, y, al ser simétrico, es multiplo de s, = z1 ... %y,

P(x1,...,20) — Q(81,. ., 8n-1) = 8, P’ (21, .. ., 7).
Como P'(x1,...,xy,) es simétrico, y homogéneo de grado gr P — n, por induccién
P'(z1,...,20) = Q' (51,...,5n)

para algin polinomio Q' (x1,...,2,), y tomando Q = Q + x,Q’,

P(x1,...,2p) = Q(sl, ey Sn—1) + an’(sl, ooy Sn) = Q(S1,- -+, Sn).
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La unicidad es consecuencia del siguiente teorema:
Teorema: Sea Q € Alz1,...,x,]. Si Q(s1,...,8,) =0, entonces Q(z1,...,x,) =0.

Demostracion: Es evidente cuando n = 1.
Sin > 2,y el teorema fuera falso, tomamos Q(z1,...,z,) # 0 de grado minimo en z,, tal

que Q(s1,...,8,) =0,
Q=0Qo(x1,...,2n—1) +Qi(x1,...,Tp-1)Tn + ...+ Qu(z1,... ,xn_l)mﬁ.

Poniendo x,, = 0 en la identidad Q(s1,...,s,) = 0, obtenemos Q(51,...,5,-1) = 0.
Por induccién Q¢ =0, y

Q(x1,...,xp) an'(Ql—l—...—i—Qdmﬁ_l) =x, - R(x1,...,20).

Luego R(z1,...,%,) es un polinomio no nulo, de grado menor que Q(z1,...,x,), tal que
R(s1,...,8,) =0, en contra de la eleccién de Q.

Lema: k[z]/(P) es una k-dlgebra de grado d = gr P, y una base es 1, Z,..., %1,

Demostracion: SiV =k @ ... ® kxz®!, basta ver que la aplicacién lineal

m: V = k[z]/(P(x)), m(Q) = [Q]

es isomorfismo. Es inyectiva porque V no contiene multiplos no nulos de P, y epiyectiva porque
en k[z]/(P) cada polinomio coincide con el resto de su divisién por P.

Teorema de Kronecker: Si P € k[x] es irreducible, entonces una raiz de P es T € k[z]/(P);
y si a € L es otra raiz de P, existe un isomorfismo de k-dlgebras k[z]/(P) ~ k(a), T — a.

Demostracion: El ideal (P) es maximal por el lema de Euclides; luego k[z]/(P) es una extensién
de k. Veamos que Z es una raiz de P =Y. a;a°

P(z) =3 ailx] = [, an’ | = [P(2)] = 0.

Si a € L es otra raiz, la imagen del morfismo de k-algebras k[x] — k[a], z — «, es k[a], y
su nucleo contiene al ideal maximal (P).
Luego el nicleo es (P) y por el teorema de isomorfia tenemos un isomorfismo

klz]/(P) = klal, [Q(z)] = Q(a).
Por tanto k[a] es cuerpo, porque k[z]/(P) lo es, y kla] = k(«).

Corolario: Sea P € k[x] irreducible de grado d. Si o es una raiz de P, entonces P divide a
todos los polinomios con coeficientes en k que admitan la raiz o, y

kla)=k®ka®ka®®...®kad L.

Ejemplos: Los polinomios ™ — 2 son irreducibles en Q[z] por el criterio de Eisenstein; luego
Q(¥/2) es una extensién finita de Q de grado n.

La igualdad k(«) = k[a] expresa la posibilidad de racionalizar las expresiones algebraicas: si
Q € k[z] no admite la raiz «, la Identidad de Bézout, 1 = AP + B(Q, permite racionalizar ﬁ,

pues la sustituciéon x = a muestra que ﬁ = B(a).
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Teorema: Si P € k[x] no es constante, tiene todas sus raices en una extension finita de k.

Demostracion: P tiene una rafz o en una extension finita K,y P = (z — @)@, Q € K|z].
Por induccién sobre el grado, () tiene todas sus raices en una extensién finita L de K.
Luego P = (x — )@ tiene todas sus raices en L, que es una extension finita de k:

Teorema del Grado: Si k — K — L son extensiones finitas,
[L:k] = [L: K] [K:k]
Demostracion: Si K = ku1 ® ... D kuy,y L =Kvi @ ...® Kv,,, entonces
L=(ku1®...®kup)v1®...P0 (ku1 @ ...® kup)vy, = @” kuiv;.
Teorema de D’Alembert: Si P € C[z]| no es constante, tiene alguna raiz compleja.

Demostracion: Si P € R|x] es de grado n = 29m, con m impar, procedemos por induccién sobre
d, y es cierto cuando d = 0 por el Teorema de Bolzano.

Sea L una extensién de C donde P tenga todas sus raices, P = (z — aq) ... (z — ay).

Dado a € R, el polinomio de raices o + o + a;a; tiene grado (g) =21Imn - 1) y
coeficientes reales (son funciones simétricas de las raices ;).

Por induccién este polinomio tiene alguna raiz compleja o; + o + ac; o

Luego existen indices 4, j, y nlimeros reales a # b tales que

a; + aj + aciag, a; + aj + baay € C.

Luego «; + aj, 505 € C, y oy, son raices de un polinomio de grado 2 con coeficientes
complejos, que tiene todas sus raices complejas: a;, o € C.

Si P € C[z] y P es el polinomio de coeficientes conjugados, PP € R[z], y PP tiene una raiz
compleja a, que es raiz de P 6 de P, en cuyo caso & es raiz de P.

1.6. Aplicaciones

1.6.1. Irracionales Cuadraticos

Un elemento « de una extensiéon L de k es algebraico sobre k si es raiz de un polinomio no
nulo con coeficientes en k, y por tanto de un factor irreducible P, (el polinomio minimo de
a). Una extensién k — L es algebraica si todos sus elementos son algebraicos sobre k.

P, divide a todo polinomio con coeficientes en k que admita la raiz o (p. 16) y

[k(c) : k] = gr P,.
Lema: o € L es algebraico sobre k si y sdlo si k(a) es una extension finita de k.

Demostracion: Si k(a) es una extensién finita de grado d, las potencias 1, a, a?,..., a? son

linealmente dependientes, ag 4+ aja + ...+ aga® = 0, y « es algebraico.
Corolario: Si ay,...,a, son algebraicos, la extension k — k(aq, ..., a,) es finita.
Demostracion: Por induccién sobre n, las siguientes extensiones son finitas

k — k(al, ce ,Ozn_l) — k(al,. . .,an_l,an).



18 CAPITULO 1. ALGEBRA I

Teorema: Los elementos de L algebraicos sobre k forman una extension de k.

Demostracion: Si «, 8 son algebraicos, entonces k(«, 5) es una extension finita de k, y todos sus
elementos son algebraicos sobre k. En particular a + 3, a8 y «/p.

Teorema: Sea k — K una extension algebraica, y L una extension de K. Si «a € L es algebraico
sobre K, entonces a es algebraico sobre k.

Demostracion: Si « es raiz de cox™ +. ..+ ¢, € K|x], entonces k(co, .. ., ¢y, @) es extensién finita
de k(co,...,cn), que es extension finita de k, y « es algebraico sobre k.

Definicion: Un cuerpo K C C es una extensién de Q por radicales cuadraticos cuando K =
Q(a, .., ap), donde o? € Q(aq,...,a;-1), 1 <i < n. Un nimero complejo es un irracional
cuadratico si estd en alguna extensién de Q por radicales cuadraticos.

Lema: Sia € k, el grado de k(y/a) sobre k es 1 6 2.
Demostracion: Sea a = y/a. [k() : k] = gr P, = 1 6 2 porque P, divide a 2 — a.
Teorema: FEl grado de cualquier extension por radicales cuadrdticos es potencia de 2.
Demostracion: Sea K = Q(az, ..., ay) donde o? € Q(aq, ..., q;-1), 1 <i < n.
Q — Q1) — Qlan, ) — ... — Qa1 ..., an—1) — Qo ..., ap) = K.
Estas extensiones son de grado 1 6 2; luego [K : Q] es potencia de 2.
Corolario: Si a es irracional cuadrdtico, el grado de P, es potencia de 2.

Demostracion: Sea K una extension de Q por radicales cuadraticos.
Si a € K, entonces Q(«) C K asi que gr P, = [Q(«) : Q] divide a [K : Q] = 2". q.e.d.

Fijado un segmento, cuyos extremos identificamos con los nimeros 0 y 1, los puntos de un
plano se corresponden con los nimeros complejos. Como los irracionales cuadraticos se obtienen
de 0 y 1 con sumas, restas, productos, cocientes y raices cuadradas, pueden construirse con regla
y compas a partir de los dos puntos dados. Reciprocamente, todo punto que se construya con
regla y compas es un irracional cuadratico, porque los puntos de corte de rectas y circulos se
expresan con sumas, productos, cocientes y raices cuadradas’, al igual que la recta que pasa por
dos puntos dados, y el circulo con centro y radio dados.

1. Las rajces —bEvb-—dac W de un polinomio az? 4 bz + ¢ con coeficientes racionales son irra-
cionales cuadréticos, al igual que las raices de las bicuadradas ax* + bz + ¢ y cudrticas
reciprocas ax® + b3 + cx? 4 bx + a, porque los cambios de variable y = 22 y y = 271 + «
las transforman en ecuaciones cuadraticas.

27

2. Las raices de la unidad e™3, e 3 son irracionales cuadraticos, porque son raices de los
polinomios ®3 = 2% + x + 1, &5 = * + 23 + 22 + z + 1. Luego también lo es
2w 27 27 2w 27
eTs = (15 )0(eT5 )™ = (e75 )%(e3 )7L
Sien esirracional cuadratico, también lo es e2n = Ve n . Los poligonos requlares de 2",
2™3, 2™5 y 215 lados son constructibles con regla y compds.

!Los puntos de corte de dos circulos P =2? + 3> +ax+by+¢c=0, P =22+ > +a’'z +b'y+ ¢ =0 son los
puntos de corte de uno de ellos con la recta P’ — P = 0.
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3. V/2 no es irracional cuadrético, porque es raiz del polinomio irreducible 3 —2. Es imposible

duplicar un cubo con regla y compds.

27mi 27
4. Si p es primo, el polinomio irreducible de e » es &, = 2Pl 21 (p. 12); luegoe
no es irracional cuadratico cuando p — 1 admite algiin factor impar. Es imposible construir

con regla y compds los poligonos requlares de 7, 11, 13,...lados.

27

5. €9 esraiz de &g = 2% + 23 + 1. La reduccién de &9 médulo 2 es irreducible porque no

tiene raices en Fy y no es miltiplo de los polinomios irreducibles de grado 2 6 3: 22+ 2 +1,
27

w3+ 2+ 1, 23+ 22+ 1. Luego ®g es irreducible en Q[z], y €™ no es irracional cuadratico.

E's imposible trisecar dngulos con regla y compds.

1.6.2. Fracciones Simples

Lema: Si Qq,...,Q, € klz]| son primos entre si dos a dos,
P By B,
= _F e %_ R

Q1 Qr @1 Q

Demostracion: Pongamos Q = Q2 -+ - Q.
Por la Identidad de Bézout 1 = AQy + BQ, donde A, B € k[x].
Luego P = PAQ + PBQ), y concluimos por induccién sobre r,

P PBQ  PAQ: B PA Bi B

Q1R Q1Q  AQ Q1 Q2...Qr Q1 Qo

=+ =

B
coop T

Lema: Sea Q € k[x]| un polinomio de grado d > 1. Si B € k[z], entonces existen polinomios

Ao, ..., Ay € k[z], de grado menor que d ¢ nulos, tales que

B=Ag+A1Q+ AQ° + ...+ A,Q".

Demostracion: Dividiendo B por @), obtenemos polinomios C, Ay € k[x] tales que

B=A0+QC, grdy<d,

y, por induccién sobre el grado, existen polinomios A1, As, ... de grado < d, tales que

B = Ap+ QA1 + A2Q + A3Q% +..)).

Definicion: Una fraccion racional es simple si es un monomio az™, o es &, donde (@ es

irreducible y gr P < gr@.

P(z)

Teorema: Toda fraccion racional ) con coeficientes en k descompone, de modo unico salvo

el orden, en suma de fracciones simples.

Demostracion: Si Q = Q7" -+ QI es la descomposicién en factores irreducibles,

- mng )
Q i=1 Q;
y existen polinomios Ao, A1, ... € k[z], gr A;; < gr Q;, tales que

-1
B; A+ AnQi+ ApQi+... n Aij

Q;' Q;' =0 Q"

- + Polinomio
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es suma de fracciones simples.
Veamos ahora la unicidad. Dadas dos descomposiciones

A B
1 1

donde Q7" es la mayor potencia de 1 que aparece (eventualmente B = 0), multiplicando por
el méximo comun divisor de los denominadores obtenemos una igualdad

(A-B)Qy*...Qy = Q:C.
Luego @Q; divide a A — By, como gr(A — B) < gr @1, tenemos que A = B.
Concluimos por induccién sobre el nimero de sumandos de una descomposicion.
1.6.3. Teoria de Operadores

Teorema: Sea T: E — E un endomorfismo de un k-espacio vectorial E. Si P,Q € k[x] son

primos entre st,
Ker P(T)Q(T) = Ker P(T) @ Ker Q(T).

Demostracion: Por la identidad de Bézout, existen A, B € k[z] tales que 1 = AP 4+ BQ, y todo
vector e € E descompone
e=A(T)P(T)e+ B(T)Q(T)e.

Ahora, si P(T)Q(T)e = 0, entonces A(T)P(T)e € KerQ(T), y B(T)Q(T)e € Ker P(T);
luego Ker P(T)Q(T) = Ker P(T') + Ker Q(T).
Si e e Ker P(T)NKerQ(T), entonces e = A(T)P(T)e + B(T)Q(T)e = 0+ 0.

Corolario: Si T es un endomorfismo de un espacio vectorial complejo,
KerP(T)=Ker (T —a1)™ @& ... ® Ker (T — o)™,
donde a1, ..., son las raices compleja de P(x) y mq,...,m, sus multiplicidades.
Ecuaciones en Diferencias Finitas

Sea F el espacio vectorial de las sucesiones (sg, s1,...) de nimeros complejos, V el operador
siguiente, Vs, = sp+1, y A =V — 1 el operador diferencia, As,, = Sp1+1 — Sn-

Férmula de Conmutacién: P(V)(a"s,) = o"P(aV)s,; P € Clz], a € C.

Demostracion: Basta verlo cuando P(x) = z*, en cuyo caso

VE(a"s,) = o™ s, 1 = a™(aV)Fs,.

k

" forman una base de Ker (V — a)”.

Corolario: Las sucesiones a”, na”, ..., n* 1o
Demostracion: Como (V — a)fams, = a™(aV — a)Fs, = a"*AFs,, basta ver que Ker A est4
formado por las sucesiones polinémicas ag + ain + ...+ ap_1nF1.

Procedemos por induccién sobre k, usando que para toda sucesién s = (sy,) tenemos que

o= (Pl = (148750 =3 () @i

=0
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Ahora, si AFs = 0, tenemos que s, es una sucesién polinémica de grado < k, ya que
ny _ n(n—1)...(n—i+1) . . .
( ) = ——=——"= es un polinomio en n de grado i:

B P (L RS

Ademids A%Tn? = 0, porque AT nd = Ad(And) = AY((n+1)?—n?) = 0, al ser (n+1)¢—n?
un polinomio en n de grado d — 1. q.e.d.

Las ecuaciones P(V)z, = 0 se resuelven hallando las raices complejas de P. En cuanto a las
soluciones de P(V)x, = yn, se obtienen sumando una solucién particular a las de la ecuacién
homogénea P(V)x, = 0, y por reiteracién, la bisqueda de una solucién particular se reduce a
la ecuacién (V — a)x, = y,. Por la Férmula de Conmutacion,

Un = (V — )z, = (V — a)aa "z, = " A(a"z,,),

y como una solucién de la ecuacién Au, = v, es u, = vg +v1 + ...+ vp_1, una solucién de la
ecuaciéon (V — )z, =y, es
T, = o} > oty
i=0
En general no diremos més, salvo que la bisqueda de una solucién particular z, = Py Yn
puede simplificarse descomponiendo ﬁ en fracciones simples.

No obstante, si Q(V)y, = 0 para algin polinomio @ primo con P, por la Identidad de
Bézout tendremos Id = P(V)A(V) + B(V)Q(V), y aplicando esta identidad a v, vemos que
xn = A(V)yn es solucién de la ecuacién P(V)x, = yn.

1. En la sucesion de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... cada término es la suma de los dos
anteriores, Z,42 = Tpi1 + Tp. Las raices de 22 — 2 — 1 son ¢, —¢~ !, donde ¢ = % es la
proporcién durea; luego la sucesion es

n —-n
Tn = cl¢ + 62(_¢) )
v las constantes ci1, co se determinan a partir de los términos iniciales:

Cl+02:x0:0} 1 1

= —————— = ——, Cg = —C1.
ap—cp =z =1 YTt 5 !
2. Una solucién de x,19 — 42,41 + 4z, = 8"n?, por la Férmula de Conmutacién, es
1 1 1 1
— ]M 2 _ ]n 2 _qn 2 _gn 2
T w2t " ’v 22" BA 162" 36 + 96A + 64A2 "

1 9 . 6912 1 96 6912
—gn (- PAFEA L V2= (2 Do 1)+ 22 ).
<36 362° T 3 © )” (36” T A T

3. Sumemos la serie ) %f (sin definir e con rigor). Poniendo s = (n3),
13 23 n’ _ v oV v v

A B A B A A2 JANK
f(e + 3)0—6(6 3)0€<5+1!3+2!3+"'+n!3+'“ )

A A2 A3
—e 5+i5+§5+§5 Oze(0+1+3+1):5e.
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El Operador Derivada

Sea FE el espacio vectorial de las funciones f: R — C infinitamente derivables, y D el operador

derivada, Df = D(z(t) + y(t)i) = 2/(t) + ¥/ (t)i.
Férmula de Conmutacién: P(D)(e® f) = e P(D +a)f; P € Clz], a € C.

Demostracion: Basta verlo cuando P(x) = zF, y procedemos por induccién sobre k, porque
D(e® f) = ae™ f +e*Df = e*(D + a)f. En general,

DM f) = D(DFe ) = D(e™(D + o)1)
— aeat(DJra)k_lereatD(D+a)k_1f — eat(D+Oé)kf.
Corolario: Las funciones e, te®t, ... t*"1e® forman base de Ker (D — a)k.
Demostracion: (D — a)*(e®*f) = e DFf, y Ker D¥ = (1,¢,...,tF~1). q.e.d.

Las ecuaciones P(D)f = 0 se resuelven hallando las raices complejas de P. En cuanto a
las soluciones de P(D)f = g, se obtienen sumando una solucién particular a las de la ecuacién
homogénea P(D)f = 0, y por reiteracién, la busqueda de una solucién particular se reduce a la
ecuacién (D — «)f = g. Por la Férmula de Conmutacién,

(D —a)f = (D —a)ee ™ f =e*D(e ")),

y una solucién particular de la ecuacién (D —a)f = g es f = e® [ e *g(t)dt.
Otra posibilidad es usar la descomposicién en fracciones simples,

1 Qg4
f(t):(D—Oél)m .(D—a) QZZ 7]

_E a;jet = € CHtg— o eo‘l // /_at
1,J 17

o usar la Identidad de Bézout Id = P(D)A(D) + B(D)Q(D), cuando Q(D)g = 0 para algin
polinomio @ primo con P, que muestra que f = A(D)g es solucién de P(D)f = g.

2t43 Q23 _ 20 1 43 _ e 1 43
Ejemplo: [e*t3dt = =M gmt’ = 71+%Dt

2t D D2 DS
=%< S DL DDy o2y

2|

2
~

e
|
oolw
~—

1.6.4. Separacion de Raices

Si P,Q € R[x] son primos entre si, diremos que f(x tiene un polo de orden m en
x = a si () tiene un cero de orden m en tal punto. El exceso ée fenx=aes

+1 si

=4q—1 si

g pasa de —oo a +oo al pasar por a.
g pasa de +00 a —oo al pasar por a.

0 en otro caso.

y el exceso Eff entre b y c es la suma de los excesos de f en los puntos del intervalo [b, c|,
supuesto que b y ¢ no son polos de f.

Las variaciones de signo V(cy,...,c,) en una sucesién es el nimero de cambios de signo,
después de suprimir los posibles ceros. La variacién entre a y b de unos polinomios es la
diferencia V?(Py,...,P,) = V(Pi(a),..., Py(a)) — V(Pi(b),..., P.(b)).
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1. E%(Polinomio) = 0.
2. EY(f1+ fo) = EVf1 + Ebfo, cuando f1 y fo no tienen polo comain.

3. EPM\f = (sgn \)ELf, donde A € R no es nulo.

4. BbL = L(sgnQ(b) — sgn Q(a)).

Qv Ql

5. EP

a

+ES = v2(P.Q).

Demostracion: Sélo la 5 no es obvia. Como g y % no tienen polos comunes,

2 2
BYE + BYG = ERPHQ — Bb b —L(sgn P(b)Q(b) — sgn P(a)Q(a)) = VE(P, Q).
Célculo del Exceso: Aplicando el algoritmo de Euclides (cambiando de signo los restos)

P=Q1Q - R

Q Q Q
R R
Q= Q2R — Ry R%:QQ—R% ESRQIZ_EQR%
Foi=Quaf QR
L R R Ry Ro_1 _
EYQ = EYQ 4 ERE 4 BRI L EDQ 4 BMIR g B g phRact

=VBPQ)+VYQ,R)+...+ V) (Ry_1,R,) =V (P,Q,Ry,...,Ry)

Teorema de Sturm: r(;‘em;freoniz fl;ebs — V)P, P Ry,...,Ry); P(a)P(b)#0.

Demostracion: Sea P = (x —ay)™ ...(z — a,)""Q, donde Q carece de raices reales.

P/
r_m o™ @
P T —ay r—a @

Como Eg% = 0, al carecer % de polos, Eg% coincide con el nimero de raices distintas de
P entre a y b, cada una contada una sola vez. q.e.d.

Esta demostracion, y el calculo del exceso, requieren que los polinomios @, Ry, ..., R, no se
anulen en a ni en b. Si alguno se anulase, habria que desplazar ligeramente a y b.

Primero se observa que no puede haber dos términos consecutivos anuldndose en a (6 en b),
porque a serfa raiz de su méximo comun divisor, y por tanto de P. Ademés, si R;(a) = 0, como
Ri—1 = Q;R; — Ri41, los signos de R;_1(a) y R;+1(a) son opuestos.

Modificando los extremos, a’ = a+¢, b’ = b+¢, de modo que ningun resto se anule, el exceso
no varie, ni los signos de los restos no nulos, nos reducimos al caso anterior,

EYS = EYY =VY(P,Q,Ri,...,R,) = V2(P,Q,Ry,...,Ry).

1.6.5. Raices Miiltiples

La derivada de P = ag + a1z + ...+ a,z" € k[x] es P' = a1 + 2a27 + ... + na,z™ !, donde
ia; = a;+ .. +a; € k. (Puede ocurrir que gr P’ < n — 1, porque i = 1+ .%. +1 puede ser nulo
en k. Si k =T, la derivada de 2P + 1 es nula).
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La derivada tiene las siguientes propiedades, que basta probar cuando P = 2*, Q = 2/,

(aP +bQ) =aP' +bQ'; a,bek
(P-Q=P-Q+P-Q.

Si P(z) = coa™+. . .4cp = co(x—aq) - - - (x—a,), vamos a calcular las sumas o, = of+. . .+,
y por convenio og = n.

= - 1 "1 a?
P x—ai_z<m+x?+x3+”'>

F:;‘F?‘FE—F....

neox™ .+ enor = (cox™ + .. 4 cn)(oor T oz F oo 4.

Igualando los coeficientes de ™" 1,

T
(n—r)er = Y coj =) cor—y, 1<r<n-—1,
i+j=r i=0

n
0= Z Ci0j = ZCZ’UT_Z‘, r>mn,
i+j=r 1=0

3 0=cyor +ci0p_1+...+cr_101 +1C r<n
Férmulas de Newton: 0%r " " " -
0=cyor +C10p_1+C20r 2+ ... +Cr0p_nn T2>N

Teorema: Una raiz de P es maltiple si y sdlo si es raiz de P’.

Demostracion: P = (z —a)™Q, Q(a) # 0.
Sim =1, entonces P’ = Q + (x — a)Q’; luego P'(a) = Q(a) # 0.
Si m > 2, entonces P’ = m(x — o)™ ! + (z — a)™Q'; luego P'(a) = 0.

Corolario: Las raices miltiples de P son las raices de D = m.c.d.(P, P’).

Demostracidon: Las raices de D son raices de P y P’; luego raices miltiples de P.
Reciprocamente, por la Identidad de Bézout D = AP + BP’, si a es raiz miiltiple de P,
también es raiz de P’; luego « es raiz de D.

Corolario: Todas las raices de un polinomio irreducible P son simples, o P' = 0.

Demostracion: D = m.c.d.(P, P') es 1 6 P, porque P es irreducible.
Si D =1, por el corolario anterior P no tiene raices multiples.
Si D = P, como divide a P’, y gr P’ < gr P, tenemos que P’ = 0.

Definicidon: Si A es un anillo, existe un unico morfismo de anillos Z — A, y su nicleo es un ideal
dZ. La caracteristica de A es d. Es nula cuando 14 .. +1 # 0 para todo n > 1, y positiva
cuando 14 .7. +1 = 0 para algin n > 1.

Z, Q, Ry C tienen caracteristica nula, y la caracteristica de Z/nZ es n.
La férmula z = =bEvb—dac vzl:j% para las raices de az? + bx + ¢ s6lo es valida cuando la carac-
teristica del cuerpo no es 2 (pues supone que 2a # 0).
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Caracteristica Nula
Teorema: Todas las raices de un polinomio irreducible son simples.
Demostracién: P’ # 0, porque gr P = gr P — 1.
Teorema: Toda raiz de multiplicidad m de P es raiz de multiplicidad m — 1 de P’.
Demostracion: Si a es una raiz de multiplicidad m, P = (x — )™ Q, Q(«) # 0.
P = (z—a)" ! (mQ + (z — )Q"),
donde mQ(«a) + (o — a)Q'(a)) = mQ(«) # 0, porque m # 0 al ser cark = 0.

Regla de Descartes: El numero de raices positivas r+(P) de un polinomio con coeficientes
reales P = ag + ...+ anx™, contadas con su multiplicidad, no supera al nimero de variaciones
de signo V(P) en los coeficientes, y es igual cuando P tiene todas sus raices reales.

r4+(P) < V(ag,ai,...,an).

Demostracion: Quitando la raiz nula si es preciso, podemos suponer que ag > 0.
Si suponemos probada la regla para polinomios de grado < n, tendremos r,(P") < V(P').

V(P) si ap tiene igual signo que el siguiente coeficiente no nulo a; (1)

V(P) = {

V(P) — 1 si ag tiene distinto signo que a; (I1)
Vamos a comparar r1(P") y ry(P). Si las raices positivas de P son a1 < ... < a,, con
multiplicidades myq,...,m,, entonces «; es una raiz de P’ de multiplicidad m; — 1 y, por el

teorema de Rolle, P’ se anula entre dos raices consecutivas, asi que r4(P’') > r(P) — 1.

En el caso (II) la regla queda probada.

En el caso (I), P’ tiene una rafz mds entre 0 y oy, porque P es mayor que ag en puntos de
ese intervalo, al ser positiva la primera derivada no nula de P en z = 0.

Luego 74 (P’) > r+(P) y terminamos.

Por tltimo, pongamos P(x) = P(—x), y sea r_(P) = r,(P) el nimero de raices negativas
de P. Tenemos que r4(P) < V(P), r_(P) < V(P),y V(P) +V(P) < n.

Cuando P tiene todas sus raices reales, vy (P) + r_(P) = n, porque P no tiene la raiz nula
al ser ag > 0. Luego r4 (P) = V(P), y r_(P) = V(P).

Caracteristica Positiva
Teorema: La caracteristica de un anillo integro es nula o es un nimero primo.

Demostracion: Sea A un anillo integro de caracteristica positiva d = nm.
En A tenemos que nm = 0; luegon =006 m =0, y vemos que n =d 6 m = d en Z.

Lema: (a + b)P = aP + bP, cuando la caracteristica es un nimero primo p.

— p(p—l)--;'(p—i+1)
7.
numerador lo es y el denominador no. Luego

Demostracion: El nimero (1’;) es un multiplo de p cuando 0 < ¢ < p, porque el

(a+b)P = i (P)a'bP~" = aP + bP.
=0
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Teorema: Si ) € Fp[z] es irreducible, todas sus raices son simples.

Demostracion: Si Q = Y, a;x’ tiene una raiz multiple, 0 = Q' = Y, ia;z" ! (p. 24).
Luego a; = 0 cuando ¢ no es multiplo de p, y @ no es irreducible,

Q(z) = ao + apz” + a2p:ﬂ2p +...= (ap + apr + a2p$2 +...)P

Ejemplo: Sea k = Fy(t). El polinomio P = 2% — t es irreducible en k[z], porque no tiene raices
en k, pero todas sus raices son multiples. Si a es una raiz, 22 — t = (z — a)2.

1.7. Anillos de Fracciones

S C A es un sistema multiplicativosi 1 € S,y s,t € S= st € S.
Consideremos en A x S la relacién, claramente simétrica y reflexiva,

(a,s) = (b,t) < existen u,v € S tales que au = bv, su = tv.

y transitiva: si (a,s) = (b,t), (b,t) = (c,r), existen u,v,u/,v" € S tales que au = bv, su = tv,
bu' = v’ tu’ = rv’. Luego auu' = bvu’ = cvv’, suu’ = tou’ = rvv', y (a,s) = (¢, r).
La localizacién Ag de A por S es el cociente (A x S)/=, con la estructura de anillo

a b at+bs
-+
st

t
a b ab
s t st
donde ¢ es la clase de (a, s). Para ver que estas operaciones no dependen de los representantes

au

elegidos, basta comprobarlo cuando ¢ se sustituye por ¢ :

auv b  (at+bs)u at+bs

; stu st
a b abu _ ab

SU t stu_g

En Ag, 0 = %, 1= %, y —% = —*. Ademas, 7 = 0 si y sé6lo si ua = 0 para algin u € S.

Luego ¢ = % si y sélo si u(at — bs) = 0 para algin u E S.

El morfismo de anillos canénico v: A — Ag, v(a) = {, es el morfismo de localizacién, y
7(s) = { es invertible en Ag para todo s € S, pues su inverso es %

Teorema: Si A es un anillo integro, entonces S = A — {0} es un sistema multiplicativo, Ag es
cuerpo (el cuerpo de fracciones de A) y~v: A — Ag es inyectivo.

Demostracion: S es un sistema multiplicativo porque 1 # 0, y el producto de elementos no nulos
nunca es nulo.

Si § = 0, existe s # 0 tal que sa = 0; luego a = 0, y v es inyectivo, y Ag # 0.

Ahora, si ¢ # 0, entonces a # 0,y > € Ag es el inverso de ¢.

Propiedad Universal: Si f: A — B es un morfismo de anillos y f(s) es invertible en B para
todo s € S, existe un unico morfismo de anillos 1: As — B tal que () = f(a),

B =1y
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Demostracién: El nico morfismo posible, ¢: Ag — B, ¢(%) = f(a)f(s)~', no depende del
representante ¢ elegido,

V(%) = flau)f(su)™ = fla)f(u)f(s)7 f(w) ™ = fla)f(s) 7"

Definicion: Un dominio de factorizacion dnica es un anillo integro en que todo elemento
propio descompone, de modo tnico salvo el orden y factores invertibles, en producto de elementos
irreducibles. En ellos vale el lema de Euclides: Si un elemento irreducible p divide a un producto
de elementos, entonces divide a algin factor (pA es un ideal primo de A).

En efecto, si bc = pa, al descomponer b y ¢ en producto de irreducibles, algtin factor debe
coincidir, salvo un invertible, con p; luego b 6 ¢ es miltiplo de p.

Si d divide a bc y no tiene factores irreducibles comunes con b, entonces divide a c.

Ademas, el Lema de Gauss y su demostracién (p. 11) son vélidos en A[z].

Lema: Si A es integro, entonces Alx] es integro y Alz]* = A*.

Demostracion: (apx™ +...)(bpx™ + ...) = apbma™™™ + ..., asi que gr (PQ) = gr P + gr Q.
Luego A[x] es integro, y los polinomios invertibles son de grado 0.

Teorema: Si A es un dominio de factorizacion unica, Alz] también lo es.

Demostracion: La descomposicion en factores irreducibles se prueba por induccién sobre el grado,
y ponemos P = d(@), donde los coeficientes de () no tienen factores irreducibles comunes.

Si @Q es irreducible, P = dQ es producto de irreducibles.

Si @ no es irreducible, QQ = Q1Q2, donde Q1 y Q2 son producto de irreducibles por induccién;
luego P = dQ1Q2 también.

En cuanto a la unicidad, consideremos dos descomposiciones en factores irreducibles:

b1 -HprPl(x) .- Ps(x) =q -HQle(x) Qn(x)a

donde p;,q; € A; gr P, gr@Q; > 1. Sea X el cuerpo de fracciones de A.

El anillo X[z] es euclideo, y los factores P;, (); son irreducibles en X[z] (lema de Gauss).

Luego s = n, y reordenando tendremos Q; = %ZPZ (donde a;, b; no tienen factores irreducibles
comunes); b;Q; = a;P;, y los factores irreducibles de b; (resp. a;) dividirfan a P; (resp. @Q;), que
es irreducible: a; y b; son invertibles, y p1 -+ -pr = uq1 - - - ¢m, con u € A invertible.

Luego » = m, y reordenando p; = ¢; salvo invertibles.

Corolario: Z[z1,...,x,] y k[z1,...,2,] son dominios de factorizacion unica.

Ejemplo: Veamos la férmula del determinante de Vandermonde,

1 1 1
x1 x2 Tn | _
= (zj — ;)
i
n—1 n—1 n—1 SIS
x| xh al
Este determinante es un polinomio V (z1,...,x,) € Z[z1,...,x,], vy se anula en el cociente

por el ideal (z; — x;); luego es multiplo de [], <j (z; — x;) porque este anillo es dominio de
factorizacién unica, y ambos difieren en un factor constante ¢ porque son polinomios de grado
O+ 1+2+4... 4 (n—1)="00 (1)

Veamos que ¢ = 1, para lo cual basta calcular el coeficiente de un monomio.
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El monomio de la diagonal de V(z1,...,z,) es 2 1. ..:z:%xg mientras que, por induccién

sobre n, en el otro miembro también lo es

[[(zj —xi) = (n —21) ... (@ —2n—1) [] (25 —2i) =

1<J 1<j<n

1.7.1. La Resultante
Expresemos dos polinomios P, Q) € k[z] en términos de sus raices:

P=apz" +a1z" ' +.. . +a, =ao(r —a1)...(x — )
Q=box™ +bix" . by =bo(x—B1)... (= Bm)

P(x) y Q(x) tienen alguna raiz comin precisamente cuando se anula su resultante
R(P,Q) = ag'bg]1; ;(ci — B;) € k.

1. Sim =0, entonces R(P,Q) = bf.

2. R(Q, P) = (=1)""R(P, Q).

R(Q, P) = ag’ SHi,j(ﬂj — ;) = (=1)""ay gl_li,j(az' = Bj) = (=1)""R(P,Q).

3. R(P,Q) = ay" []; Q(cv).

R(P,Q) = ag'by [ ]; [1;(ci = B;) = ag' [L;(bo [ [;(cs — B;)) = ag" [ ; Q(ew).

Consideremos ahora P y ) como polinomios con coeficientes en el anillo de polinomios
A= Z[&Q,C(l .. -aanabOaﬂlv"' 75m]

4. R(P, Q) S Z[ao, ceyQp,bo, .,bm].

Por la propiedad 3, la resultante es un polinomio simétrico en las «;, con coeficientes en
Zlag, by, - . ., by]; luego es un polinomio en las funciones simétricas elementales de las raices o,
que por las féormulas de Cardano son ig—é:

n T ey n7b7"-7bm
(%) R(P,Q):F<a0,bo,,,.7bm7ﬂ’“' i) (ao Qn, b )

ag " ag ap
T ey Oy boy s by
(%)  R(P.Q)=+R@Q.P)= " T )
0
Ahora bien, Zlag,...,an,bo,...,byn] es un anillo de polinomios (p. 16); luego dominio de

factorizacién tdnica, y comparando (%) y (#*) vemos que r = s = 0.

5. R(P,Q) es un polinomio homogéneo de grado m en las variables ag, ..., an, y homogéneo
de grado n en las variables by, ..., bpy,.
Multiplicar por una indeterminada t las variables ag,...,a, significa sustituir P por tP =

tagz™ + tayz™t + ...+ tap, = tag(r —ay) ... (x —an), ¥

R(tP,Q) = (tao)"[;Q(c:) = t"R(P,Q),

lo que muestra que R(P, Q) es homogéneo de grado m en las variables ay, . .., ay.
Como R(P,Q) = £R(Q, P), también es homogéneo de grado n en las variables by, ..., by,.
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Teorema: Sea P =CQ + R. Sir es el grado del resto R, entonces
R(P,Q) = (=1)""bg""R(Q, R).
Demostracion: Como P(f;) = Q(B;)C(B;) + R(B;) = R(p;), tenemos que
R(Q, P) = b 11;P(B;) = by 1 1;2(85) = by R(Q, R).
Ejemplo: El discriminante de un polinomio P = 2" + a;z" ' 4+ ...+ a, es

n

A = T1(ey - 0)* = (D& - a5) = (-)E[P () = () R(P, P).

1<J 2, %
1 1 1 1 n-l
a1 ... al n g1 ... On—1
A_| @ a9 oy, 1 ay ... agfl o o2 ... o,
n—1 n—1 n—1 1 n—1
Qq Qo (07 Qp ... Oy Opn—-1 Onp ... 0292

Por ejemplo, el discriminante de la ctibica z® — pa? 4+ gz — r es:

o1 =p, 02 = p* —2q, a3 =p® —3pq + 3r, o4 = p* — Ap*q + dpr + 2¢*

3 o1 09
A=l|oy o9 o3|= —4]937“ — 2772 + 18pgr — 4q3 +p2q2‘
02 03 04

Proposicién: P y Q carecen de raices comunes si y soélo si m.c.d.(P,Q) = 1.

Demostracion: Si son primos entre si, 1 = AP + B(Q, y carecen de raices comunes.
En caso contrario, las raices de su maximo comun divisor son raices comunes.

Definicién: La resultante de Bézout es R*(P,Q) = a*(det hg), donde hq es la aplicacién
lineal

hq: klz]/(P) — k[z]/(P), hq(B) = BQ.
Teorema: R’(P,Q) = R(P,Q).

Demostracidon: Si consideramos L[z|/(P) en vez de k[z]/(P), el determinante de hg no cambia,
porque la matriz de hqg en la base 1,z,... , "1 es la misma.

Liz]/(P) ~ L[z]/(x —a1)® ... ® L[z]/(x —an) L& ... L,

donde el isomorfismo L[z]/(x — «;) ~ L es sustituir z por «;, asi que @ se corresponde con
(Q(a1),...,Q(ay)) v, en la base usual de L™, la matriz de hg es diagonal,

RY(P,Q) = ai'(det hg) = al'Q(1) ... Q) = R(P, Q). q.e.d.

Vamos ahora a expresar la resultante de Bézout como un determinante cuando m = n.
Los siguientes polinomios son de grado menor que n,

(apx" + ...+ a)Q — (box" + ...+ b)) P
=(apx" + ...+ ap)(box" + ...+ by) — (boz" + ... 4+ by)(apz™ + ... + ap)
=(apz" + ...+ a,) [(boxT +.. b))+ (bTH:L"”_T_l + ...+ bn)]
— (box" + ...+ b) [(a0z” + ...+ a;)z" " + (arp1 2™ 4L+ ay)]
=(aoz" 4 .. )(bpp1z™ " 4 ) = (boz" + .. ) (app ™ 4.
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Escribamos las expresiones anteriores en la forma

apQ — boP = Appx" '+ A" L+ Ay,
(aol’ + al)Q — (b()x + bl)P = Aglxnil + AQQ‘T”?Q + ...+ Agn

de modo que en k[z]/(P) tendremos:

holag) = Appa™ !+ Apa™ 2 + ...+ Ay,
hQ((IoCE + a1) = AQl.CEnil + AQQI’niZ + ...+ Agn

L 1) = Ana™ A+ Ay

hg(agz™™

Fijada una base, el producto exterior de n vectores es su determinante, mientras que det hg
es la razon de la homotecia que hg induce en los n-vectores; luego

Ay A ... Ay, . .
Ayt Az ... A ao b

"|=| @ a0 0ol Ikl = ol = R(PQ)
At Ao ... Aun Ap—1 Ap—2 ... Qg

Definicién: La condicién de que P y ) sean primos entre si significa que (P, Q) = k[z], lo que
equivale a que sea epiyectiva la aplicacién lineal

[ K2/ (Q) © klz]/(P) — kl2]/(PQ), [(A,B) = AP + BQ.

Ambos espacios son de dimensién m +n, y la resultante de Euler es el determinante de la
matriz de f cuando se fija la base (1,0), ..., (z™71,0), (0,1),...,(0,2" ') en k[z]/(Q)®k[z]/(P),
y la base 1,z,...,2"" ! en k[z]/(PQ):

anp ap—1 ... ... ay O ... ... O

0 an  Qp—1 ar ay O 0

0 0 B 0 | a

€ _
RA(P.Q) = b bm-1 ... ... byg 0 ... ... O

0 b bm_1 b1 by O 0

0 0 b1 b
donde hay m filas con los coeficientes de P y n filas con los de (), y su anulacién equivale
a la existencia de alguna raiz comun. Cuando consideramos ag,a; ..., an, by, b1, ..., b, como
indeterminadas, R°(P, @) es un polinomio homogéneo de grado m en las variables ag, ..., an, y
homogéneo de grado n en las variables by, ..., by,.
Lema: R(P,Q) no es miltiplo de by en Zlag, ..., an,bo,...,bn] , (m no nulo).

Demostracion: Sea Q(x) = biz™ 1 + ... + by, de modo que Q = boz™ + Q.
Si R(P, Q) fuera multiplo de by, pasando al cociente por el ideal (by) en el anillo de polinomios
Zlag,aq, ..., ap,bo, . .., by] tendriamos

0= R(P,Q) = ag'T[;Q(a:) = ag'T[;Q(ci) = a0 R(P, Q),



1.7. ANILLOS DE FRACCIONES 31

en el anillo de polinomios Z[ag, a1, ..., Qn, b1, ..., by]; luego R(P,Q) = 0, lo que es falso (todos
los polinomios de grados n y m — 1 tendrian resultante nula).

Teorema: R°(P,Q) = +R(P, Q).

Demostracion: Miremos R¢(P, Q) en el anillo Z[ag, a1, ..., an,bo, b1, .., Bm]-
Se anula en el cociente por (a; — f;); luego R es multiplo de H” (0 — B5), porque el anillo
es dominio de factorizacién tnica, y por tanto af'byR°(P, Q) es multiplo de la resultante,

aglbgRe(Pa Q) =F- R(Pa Q)

F es funcién simétrica de las «; y de las 3;, porque R y R lo son; luego es un polinomio en
las funciones simétricas elementales que, por las férmulas de Cardano, son +a;/ag y £b;/bo.
Reduciendo a comtn denominador, tenemos una igualdad

angRe(Pa Q) =F- R(P> Q)

y el lema anterior muestra que R¢ es multiplo de R.

Como ambos polinomios son homogéneos de grado m en las variables ag, ..., a, y de grado
n en by, ..., by, concluimos que R° = cR para alguna constante c. Veamos que ¢ = +1.

Uno de los monomios de R® es la diagonal a;'bj, que en R tiene coeficiente £1,

+R(P,Q) = SHJ-P(BJ) = Sl_lj(an +an1Bj+...) =bga, + ...

1.7.2. Eliminacién

Trabajaremos sobre el cuerpo C de los niimeros complejos.

{0 — P(2,y) = ao(y)2" + ar(y)a" " + ... + an(y)
0= Q(x,y) = bo(y)z™ + bi(y)x™ ' + ... + b(y)

Sea R(y) la resultante de P y @, considerados como polinomios en x con coeficientes en
C(y). Como la resultante es funcién polindmica de los coeficientes, R(y) € Cly].

Teorema: Las raices de R(y) son las raices comunes de ag(y) y bo(y), junto con las ordenadas
de las soluciones del sistema
P(z,y) =0 }

Q(xa y) =0

Demostracion: Si ag(B) = bo(B) = 0, claramente S es raiz de la resultante de Euler.
Si ag(B) # 0 (igualmente si by(5) # 0), la resultante de Bézout muestra que R(f) es el
determinante de

hQ(,p): Clz]/(P(z, 8)) — Clz]/(P(z, 8));

luego R(3) = 0 siy sélo si Q(z, B) no es invertible en C[z]/(P(z, 3)), lo que significa que Q(z, 5)
y P(z, ) tienen alguna raiz comin « € C, que el sistema admite una solucién = = «, y = .

Teorema: Si P(z,y) y Q(x,y) no tienen factores irreducibles comunes, el nimero de soluciones
complejas del sistema P(z,y) =0, Q(x,y) =0, es finito.

Demostracion: Por hipétesis ambos polinomios no tienen factores irreducibles comunes en C[z, y],
y por el lema de Gauss, tampoco en C(y)[z]; luego su resultante R(y) no es nula, y tiene un
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nimero finito de raices. Las ordenadas de las soluciones complejas del sistema sélo tienen un
numero finito de posibilidades.

Un razonamiento andlogo, eliminando y en vez de x, prueba que sélo hay un nimero finito
de abscisas posibles. El sistema tiene un ntmero finito de soluciones complejas.

Teorema de Bézout: Sean P(x,y), Q(z,y) polinomios de grados m y m respectivamente.
Si carecen de factores irreducibles comunes, entonces nm es mayor o igual que el nimero de
soluciones complejas del sistema P(x,y) =0, Q(z,y) = 0.

Demostracion: Eligiendo bien los ejes de coordenadas podemos suponer que no hay soluciones
con igual ordenada, de modo que el grado de la resultante R(y) acote al nimero de soluciones,
y que en P(x,y) y Q(x,y) aparecen los monomios z" y x™

P(z,y) = apz" + a1(y)x”_1 + ...t an(y)
Q(x,y) = box™ + by (y)x™ 4 ...+ bu(y).

Los coeficientes p;;(y) de la resultante de Euler son polinomios de grado
grpi; <n+i—j, 1<i<n,
g Pmyij <m—+i—7, 1<i<n.
Para los sumandos py (1) - - - Pmn,o(m+n) e la resultante de Euler tenemos
grpieq) <n+1-o(l)

EY Pm,o(m) sn+m-— U(m)
EY Pm41,0(m+1) <m+1- U(m + 1)

8T Pm+n,o(m+n) <m+n— U(m + n)
y, sumando, resulta que su grado es menor o igual que

(n+D+...4+ (n+m)] + [(m+ 1D +...4+(m+n)] —>,00) =
=[n+1)+...4m+m)]+[(m+1)+...+(m+n)] - [1+...4+ (m+n)]
=((n+1)+ (n+m))%+((m+1) (m+n))% (1+(m+n))mT+”=nm-



Capitulo 2

Algebra Lineal

2.1. Grupos y Anillos

Una aplicacién f: X — Y asigna a cada elemento x € X un tdnico elemento f(x) € Y.

Su composicién con g: Y — Zesgo f: X — Z, (go f)(x) = g(f(z)).

Si A C X, ponemos f(A) ={f(a):a€ A} CY.

Si BCY, ponemos f1(B)=BNX ={zre€ X: f(x) € B} C X.

f: X =Y esinyectivasi f(z) = f(2') = z =2/, epiyectiva cuando f(X) =Y.

Es biyectiva si es inyectiva y epiyectiva: y € Y es imagen de un tinico elemento f~1(y) € X,
y f71:Y — X es una aplicacién tal que f~to f =Idy, fo f~' =Idy.

Las aplicaciones biyectivas o: {1,...,n} — {1,...,n} son las permutaciones de n elemen-
tos, y el producto de permutaciones es la composicién de aplicaciones. S, es el conjunto de todas
las permutaciones de n elementos.

Dados nidmeros distintos ay,...,a,, el ciclo (a; ...a,) es la permutacién que transforma a;
en a;+1 (y a, en a1) y deja fijos los restantes nimeros. Dos ciclos 0 = (ay ...a,), 7= (b1 ...bs)
son disjuntos cuando a; # b; para todo par de indices ¢, j, en cuyo caso o7 = T0.

Toda permutacion es producto ¢ = a1 ---«a, de ciclos disjuntos, y de modo tnico salvo el
orden de los factores. Si d; es la longitud de «a;, la forma de o es dy, ..., d,.

Las trasposiciones son los ciclos (ajaz) de longitud 2.

Lema: Toda permutacion es producto de trasposiciones.

Demostracion: (ay ...a,) = (a1a2)(azag) - -+ (ar_1a;).

Proposicién: Dos permutaciones o,7 € S, son conjugadas (i.e., T = yoy !

v € Sy) siy solo si tienen igual forma.

para algun

Demostracion: Sea o = (a1 ...aq,)(b1...bgy) - (c1...¢cq,). Siy € Sy, y ponemos i’ = (i),

yoyt = (al .. al )by .. b)) (ch ).

Definicién: Sea A = [[,_;(z; — x;). Si 0 € Sy, los factores de oA = [],_;(z,(j) — To())
coinciden, salvo el signo, con los de A, y el signo +1 de o se define por la igualdad

(%) oA = (sgno)A.
Proposicién: sgn(7o) = sgn(7) - sgn(o) , sgn (a ...a,) = (—1)""1

Demostracion: Permutando con 7 las indeterminadas del polinomio (%),

ToA = (sgno)(7A) = (sgno)(sgnt)A.

33
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Por célculo directo, sgn (12) = —1, y si 7 es otra trasposicién, 7 = v - (12) -y~ 1, y

sgn(7) = sgn(7)sgn(12)sgn(y) ™ = sgn(12) = —1.

Ahora, como (aj . ..a,) es producto de r — 1 trasposiciones, su signo es (—1)" 1.

Axiomas de Grupo: Una operacion G x G — G define una estructura de grupo en G si
Azioma 1:a-(b-c)=(a-b)-c, Ya,b,ceG.
Azioma 2: Existe! 1€ Gtalquel-a=a-1=a, Va € G.
Azioma 3: Para cada a € G existe? a™! € Gtalque a-a ' =a'-a=1.
Si ademéas a-b = b-a, Va,b € G, el grupo es abeliano, la operacion se suele denotar +, el
neutro 0, y el inverso —a (y se llama opuesto).

Ejemplos: Con la suma, Z es un grupo abeliano.
Con el producto de permutaciones, S,, es un grupo (no conmutativo si n > 3).
En los grupos se puede simplificar: ab = ac = a"lab=a"tac = b=rc.

Definicién: f: G — G’ es morfismo de grupos si f(a-b) = f(a)- f(b), Va,b € G.
Si ademds es biyectivo, es un isomorfismo (automorfismo si G' = G), y pondremos
~ Y
¢ _Dfs. grupos isomorfos tienen las mismas propiedades en Teoria de Grupos.
1. Si f es morfismo de grupos, f(1) =11y f(a™') = f(a)~".
FO)=fA-1)=f1)- f(1),y fla)- fla™) = flaa™") = f(1) = 1.
2. La composicion de morfismos de grupos es morfismo de grupos.
(9f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)-f(b)) = g(f(a))-g(f (b)) = (9./)(a)-(9.f)(b)-
3. Si f: G — G’ es isomorfismo de grupos, f~1: G' — G también.

FUN) - FA)) = (1) - £ (F10)) = - = £ (F71(a'V)) v f es inyectivo.
Axiomas de Anillo: Dos operaciones A x A =+, A, A x A = A definen una estructura de
anillo (conmutativo y con unidad) en A si

Azxioma 1: (A,+) es grupo conmutativo.

Azioma 2:a-(b-c) = (a-b)-c, Va,b,ce A.

Axioma 3:a-b=">b-a, Va,b € A.

Azioma 4:a-(b+c)=a-b+a-c, Ya,b,c€ A.

Azioma 5: Existe 1 € A (llamado unidad) tal que a -1 = a, Ya € A.

Las aplicaciones a-: A — A son morfismos de grupos para la suma; luego
a-0=0, a-(-b)=—(a-b), (—a)-(=b)=a-b.

Un elemento a € A es invertible si ab = 1 para algin b € A.

1Tal elemento neutro es dnico, pues si e fuera otro tendriamos e = e -1 = 1.
2El inverso es tnico pues si a-b =1, tenemos que a ' =a™ ' 1=a""-(a-b)=(a"'-a)-b=1-b=0b. Por
tanto, en todo grupo se verifica que (ab)™* = b ta"t.
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Los elementos invertibles, con el producto, forman un grupo conmutativo A*.

Un anillo £ # 0 es un cuerpo si todo elemento no nulo es invertible. En estas notas, k
denotard un cuerpo, y llamaremos escalares a los elementos de k.

Un morfismo de grupos f: A — B es morfismo de anillos si

fla-b) = f(a)- f(b),
f) =1,

y si ademas es biyectivo, es un isomorfismo, en cuyo caso f~! también lo es, y ponemos A ~ B.
Dos anillos isomorfos tienen las mismas propiedades en Teorfa de Anillos.
La composicién de morfismos de anillos también lo es.
Si a es invertible en A, entonces f(a) es invertible en By f(a™!) = f(a)

En efecto, f(a™1) - f(a) = f(a™ta) = f(1) = 1.

-1

2.2. Espacios Vectoriales

Axiomas de Espacio Vectorial: Sea k un cuerpo. Dar una estructura de k-espacio vectorial
en un grupo abeliano E (los vectores es dar una aplicacién k x E — E tal que

Azioma 1: Me1 +e2) = Aep + Aeg , VA €k, e1,e5 € E.
Azioma 2: (M + A2)e = Ae+ dge , VA, N2 €k, e € E.
Azioma 3: (Ap)e = Ape) , VA, p ek, ec E.
Axioma 4: 1-e = e para todo vector e € E.
y un subgrupo V C FE es un subespacio vectorialsi A\ e k,veV = leV.
hx: E— E, hy(e) =Xe, vy fe: k— E, fe(\) = Ae, son morfismos de grupos; luego
A-0=0, A-(—e)=—(Xe), 0-e=0, (—A)e=—(Xe).
Ademis, si e =0, y A # 0, entonces 0 = A"1(\e) =1-e=ce.
Ejemplos: k" es espacio vectorial con el producto A(u1, ..., tn) = (A1, ...y AMin).
Todo espacio vectorial F admite los subespacios vectoriales triviales 0 y E.

Si V' y W son subespacios vectoriales de F, su interseccién VN W y su suma V + W =
{v+w:veVywe W} también lo son.

Definiciéon: Un morfismo de grupos f: F — F es una aplicacién k-lineal si
fA-e)=X-f(e), VA€ k,e€ E,;

y si ademas es biyectiva, es un isomorfismo, en cuyo caso f~! también lo es, y ponemos E ~ F.
Dos espacios isomorfos tienen las mismas propiedades en Algebra Lineal.
La composicion de aplicaciones lineales también es lineal.

Proposicién: Sea f: E — F lineal. Si V es un subespacio vectorial de E, entonces f(V) es
un subespacio vectorial de F. Si W es un subespacio vectorial de F, entonces f~1(W) es un
subespacio vectorial de E. En particular, la imagen Im f = f(E) es un subespacio vectorial de
F, y el nicleo Ker f = f~1(0) es un subespacio vectorial de E.

Demostracién: Sabemos (p. 5) que f~Y(W) y f(V) son subgrupos de E y F.

Si f(v) € f(V), entonces Af(v) = f(A\v) € f(V).
Sieec f~YW), entonces f(\e) = Af(e) € W; luego \e € f~HW).
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Ejemplos: A € My, «n(k). La aplicacién f: k™ — k™, f(X) = AX, es lineal, su nucleo estd
formado por las soluciones del sistema homogéneo AX =0, y B € Im f precisamente cuando el
sistema AX = B es compatible.

La aplicacién f: k™ — E, f(A1,...,An,) = A\e1 + ...+ \pep, es lineal y su imagen es el
menor subespacio vectorial que contiene a los vectores ey, ..., ey,:

<€1,...,€n> =kei +...+ ke, :{)\1€1+...+)\n€n2 Aly -y Ap € k‘}
Teorema: Si f,g: E — F son aplicaciones lineales, entonces las aplicaciones

A E—F, (Af)(e) = X" f(e),
f+g9g:E—F, (f+g)(e) = fle)+g(e),

también son lineales, y estas operaciones definen una estructura de k-espacio vectorial en el
congunto Homy (E, F') de todas las aplicaciones k-lineales E — F.

Demostracion: Comprobacion directa a partir de las definiciones.

Teorema: Si V' es un subespacio vectorial de E, en el grupo E/V existe una tunica estructura
de espacio vectorial tal que m: E — E/V es lineal. Ademds, Kerm = V.

Demostracion: El unico producto posible es A - [e] = [Ae], y estd bien definido:
le] =[], € —e€V, X = Xe=A(e —e) €V, [Ae] =[]
Es sencillo ver que define una estructura de espacio vectorial en E/V.

Definicién: X = p+V es la subvariedad lineal de E de direccién V que pasa por p,y E/V
estd formado por todas las subvariedades lineales de E de direccion V.
Dos subvariedades lineales p+ V', ¢ + W son paralelas si V C W 6 W C V.

Propiedad Universal: Toda aplicacion lineal f: E — F que se anule en un subespacio vectorial
V' factoriza de modo inico por una aplicacion lineal ¢p: E/V — F tal que ¢([e]) = f(e),

f

N/

E/F

E

F f=om

Demostracion: Por la propiedad universal del grupo cociente, existe un inico morfismo de grupos
¢: E/V — F tal que f = ¢pom, y ¢ es lineal:

¢(Ae]) = o([Ae]) = f(re) = Af(e) = Ag([e])-

Teorema de Isomorfia: Si f: E — F es lineal, entonces la aplicacion ¢: E/Ker f — Im f,
o([e]) = f(e), es un isomorfismo lineal.

Demostracion: Es isomorfismo de grupos por el teorema de isomorfia para morfismos de grupos,
y es lineal por la propiedad universal del espacio vectorial cociente.

Definiciones: Una relacién < en un conjunto X es de orden si es reflexiva (x < x; Vo € X)
antisimétrica (x <y, y <x =z =vy)y transitiva (z <y, y < z=2x < z).
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Una biyeccion f: X — Y entre conjuntos ordenados es un isomorfismo si z; < 22 &
f(z1) < f(x2), y es un anti-isomorfismo cuando z1 < x2 & f(z1) > f(x2).

Un conjunto ordenado X es un reticulo si tiene primer (y < z, Vo € X) y dltimo (z < z,
Vx € X) elemento, y todo par xj,z2 € X tiene supremo (primer elemento de los que son
> 11, 22) e infimo (ltimo elemento de los que son < x1,x3).

Todo conjunto ordenado (X, <) define un orden dual X* = (X, <*), donde ponemos =z <*
y < y < x. Es claro que X** = X, y que una aplicaciéon f: X — Y es un anti-isomorfismo si
y s6lo si f: X* = Y es un isomorfismo. Ademas, X es un reticulo si y sélo si lo es X*.

Las partes de un conjunto, los subgrupos de un grupo, los ideales de un anillo, los subespacios
de un espacio vectorial, ordenados por inclusién, forman un reticulo.

Teorema: Sea p: E — E lineal y epiyectiva. Si V = Ker p, tenemos un isomorfismo de reticulos
(el inverso transforma W en p(W)),

W p L (W).

Subespacios N Subespacios vectoriales
vectoriales de E de E que contienen a V|’

Demostracion: p(p~'W) = W porque p es epiyectiva y, cuaando V C W, también
pL(W) =W + Kerp=W +V = W.
Definicion: Una sucesion ... E,_1 le> E, f—"> FEy,11... de aplicaciones lineales es exacta si
la imagen de cada una es el nicleo de la siguiente, Im f,,_; = Ker f,,.
Una sucesién 0 — E' 5 E £ E” — 0 es exacta cuando i es inyectiva y p es epiyectiva, de
nicleo V =Imi (luego E” ~ E/V). Estas son las sucesiones exactas cortas.

2.2.1. Teoria de la Dimension

Decimos que E # 0 es simple si no tiene més subespacios vectoriales que 0 y E.

Una bandera de F de longitud n es una sucesiéon Ey C E1 C ... C FE, de subespacios
vectoriales que no puede ampliarse de modo que siga siendo estrictamente creciente (Ey = 0,
E, = E y los cocientes E;/FE;_; son simples). E es de dimensién finita si admite alguna
bandera, y la dimensién de E es la menor longitud de sus banderas.

El 1nico espacio vectorial de dimensién 0 es F = 0.

Los espacios vectoriales de dimensién 1 son los simples, y k£ es un espacio simple.

Teorema: Sea E un espacio vectorial de dimension finita, y V un subespacio vectorial.
1. dimV < dim E, y sdlo se da la igualdad cuando V = E.

2. Todas las banderas de E tienen igual longitud, que es la dimension de E.

3. 80— E 5 E-2sE" 50 es exacta, dim E = dim E' + dim E".
Demostracion: Sea 0 = Eg C E1 C ... C E, = F una bandera con n = dim F, y pongamos
Vi=FE;NV.Elnicleode V; —» E;/E;_1 es E;_1 NV; =V,_1, asi que

0—Vi/Viei — Ej/Ei

y Vi/Vi—1 es simple o nulo. Eliminando en 0 C V4 C ... C V,, = V las repeticiones, obtenemos
una bandera de V; luego dim V' < dim FE.

Si dim V' = n, las inclusiones V;_1 C V; son estrictas. Ahora, si E; 1 =V;_1 CV; C E;, ¥
también V; = E;. Como V = Ey, vemos que V =V, = E, = E.
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(2) Dada otra bandera 0 C E; C ... C E; = E, tenemos que d < dim E, porque dim E; 1 <
dim E;. Por definicién dim FE < d; luego d = dim FE.

(3) Si tenemos banderas 0 C E{ ... C E/ = F' y0C E{... C E/l = E”, entonces
0c...ci(El,)=p 0)c...cp Y E))=E
es una bandera de E (p. 37); luego dim E = m + d = dim E’ + dim E”.

Férmulas de la Dimensidon:
dimE/V =dim FE — dim V.
dim E = dim (Ker f) 4+ dim (Im f), para toda aplicacion lineal f: E — F.
dim (E x F) = dim E + dim F.
dim(V+W)=dimV +dimW —dim (V N W).

Demostracién: La sucesién 0 — V - E - E/V — 0 es exacta.
La sucesién 0 — Ker f Ny 1, Im f — 0 es exacta.
La sucesién 0 — E 5 Ex F 25 F — 0 es exacta; i1(e) = (e,0), ma(e,v) = v.

0—>VQWL>V><W—S—>V+W—>Oesexacta; i(e) = (e,—e), s(v,w) = v+ w.

Corolario: Toda aplicacion lineal inyectiva o epiyectiva f: E — F entre espacios vectoriales de
igual dimension (finita, por supuesto) es un isomorfismo.

Demostracion: dim (Ker f) = dim F' — dim (Im f); luego Ker f =0 < Im f = F.

Bases

f:k?n—>E, f()\l,...,)\n):)\161—|—...—|—)\n6n.

Los vectores eq, ..., e, forman una base de E si f es isomorfismo: cada vector descompone
de modo tnico como combinacién lineal e = x1e1+ ...+ z,e,. En tal caso n = dim F, y diremos
que (z1,...,%,) € k™ son las coordenadas de e en la base ey, ..., e,.

Los vectores eq,...,e, generan E si f es epiyectiva: ke; + ...+ ke, = F.

En tal caso n > dim E, y si se da la igualdad, ya forman una base de E.

Los vectores ey, ..., e, son linealmente independientes si f es inyectiva: la tinica combi-
nacién lineal nula, Adjeq + ...+ A\pe, = 0, es la que tiene todos sus coeficientes nulos.

En tal caso n < dim FE, y si se da la igualdad, ya forman una base de FE.

La base usual de k" es e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),..., e, = (0,...,0,1).

Proposicion: Todo sistema de generadores e1,. .., e, contiene una base.

Demostracion: Pongamos E; = key + ... + ke;.
Eliminando e; cuando E;_1 = F;, podemos suponer que 0 C £y C ... C E, = E.
Luego n < dim F; asi que n = dim F, y ey, ..., e, ya forman una base de E.

Proposicién: En un espacio vectorial de dimension finita, toda familia de vectores linealmente
independiente ey, ..., e, puede ampliarse hasta obtener una base.

Demostracion: Pongamos F; = key + ... + ke;. Como dim E; = 4, las inclusiones F;_1 C E; son
estrictas, y podemos elegir e, 11, ..., entr € £ de modo que tengamos una sucesion estrictamente
creciente 0 C By C ... C B,y = E, donde Ej,1; = key + ... + keyyj.
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Luego n + r < dim F, y los generadores €1,...,€n,...,€Ent, forman una base de F.
Teorema: Todo espacio vectorial E # 0 de dimensidn finita n admite bases, y E ~ k™.
Demostracion: Cualquier vector no nulo se puede ampliar hasta obtener una base.

Teorema de Rouché-Frobénius: La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de
ecuaciones lineales AX = B sea compatible es que rgA = rg(A|B).

Demostracion: Sean A1, ..., A, las columnas de la matriz A.
El sistema z1A4; + ... + 2, A, = B es compatible si y sélo si B € (Aj,..., A,); es decir,
(A1,...,An) = (A1,..., An, B); lo que equivale a la coincidencia de sus dimensiones (p. 37).

Ahora bien, el rango de una matriz (el maximo nimero de columnas linealmente indepen-
dientes) es la dimensién del subespacio vectorial que generan sus columnas.

Proposiciéon: Sieq,...,e, es una base de E, tenemos isomorfismos
Homy(E,F) == Fx .". xXF, f— (f(e1),..., f(en)).

y por tanto dim (Homy(E, F)) = (dim E) - (dim F').

Demostracion: Si f(e1) = ... = f(en) =0, entonces f(E) = f(ke1 + ...+ ke,) =0,y f=0.
Ademads f(x1e1+ ...+ xpen) =101 + ... + 20, es lineal, y f(e;) = v;.
Ahora dim (Homy(E, F')) = n(dim F') por la propiedad 3 (p. 38). q.e.d.
Si f: E — F es lineal, (e1,...,e,) es una base de E, y (v1,...,v,,) es una base de F,
f(ej) = ayv1 + ...+ aQm;Um. (2.1)

Diremos que A = (a;j) es la matriz de f en tales bases.
Sus columnas son las coordenadas de los vectores f(e;); luego su rango es la dimensién de

(f(e1),..., f(en)), que es la imagen de f, porque f(D>_, Aie;) = >, Aif(ei) (por eso se llama
rango de f a la dimensién de su imagen),

dim (Tm f) = 1g A,
dim (Ker f) =n —rg A.
Ademads, si X denota las coordenadas de un vector e € F, en columna, entonces
fle) =223 f(e5) = >0, 22 wjasie = 32,(32; aijxs e,
asi que las coordenadas Y del vector f(e) en la base de F' son

Y = AX. (2.2)

Si h: F — W es lineal, (wy,...,w,) es una base de W,y B = (by;) es su matriz,

h(vi) = 3 briwr,
(hf)(ej) = h(3;aijvi) = 3 ;aih(vi) = 32, jaiibriwr = D2k (32;bkiaij ) w.

La matriz de hof enlas bases e1, ..., e, y w1, ..., wy es BA = (3, briai;); luego el producto de
matrices es asociativo (la composicién de aplicaciones lo es) y la matriz de cualquier isomorfismo
f es invertible, y su inversa es la matriz de f~1.
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Cambio de Base: Sean (ej,...,e,) y (€],...,€),) dos bases de E. La matriz de cambio de
base es la matriz B = (b;;) € My,,xn(k) de la identidad en esas bases,

6;- = bljel —+ ...+ bnjen. (2.3)
Segtin 2.2, si X y X’ son las coordenadas de e € E en estas bases, tenemos que
X=BX , X' =B'X. (2.4)

Si fijamos nuevas bases (e,...,e),) y (v],...,v),) en E'y F, tenemos las matrices de cambio
de base B € Myxn(k), C € My, xm(k), y el cuadrado conmutativo

€1y...,€n F L> F Vly--eUn
Id | 11d
ey . el E L, E R T
muestra que la matriz A" € M,,,«,(k) de f en las nuevas bases es
A =C7'AB. (2.5)
Definicion: Diremos que la suma de unos subespacios vectoriales Vi,...,V, es directa, y se

denota V1 @ ... ® V,, si es isomorfismo la siguiente aplicacién lineal epiyectiva
s:Vix. . xVe—Vi+...+V,, s(v,...,0,) =v1 + ...+ v,
en cuyo caso dim (V1 @ ... @ V,) =dimV; + ... +dim V.

Ejemplos: Si eq,...,e, es una base de F, entonces E = ke; @ ... D ke,.
Kers ~ Vi NV, cuando 7 = 2, y la suma es directa siy sélosi ViNVo=0.SiE=V e W
(es decir, V4+ W = Ey VNW =0) decimos que V' y W son suplementarios en F.

Definiciones: Una relacién de orden < en un conjunto X es total cuando no hay pares in-
comparables: z < 2/ 0 ' < z;Vx,2’ € X. Un subconjunto Y de X es una cadena si, con la
ordenacion inducida, es un conjunto totalmente ordenado.

Un elemento z es maximal si x < 2/ = z = 2/, y minimal si 2/ <z = 2/ = z.

Diremos que x € X es una cota superior (resp. inferior) de un subconjunto Y cuando
y < x (resp. x < y) para todoy € Y.

Entre los principios que fundamentan las Matematicas se encuentra el

Lema de Zorn: Sea X un conjunto ordenado no wvacio. Si toda cadena de X admite cota
superior, entonces X tiene algun elemento maximal.

Teorema: Todo subespacio vectorial V' admite un suplementario.

Demostracion: Sea X el conjunto de los subespacios vectoriales W de F tales VNW = 0,
ordenado por inclusién. No es vacio porque V N0 = 0.

Toda cadena {W;} admite cota superior: el punto crucial es ver que W = | J; W; es subgrupo,
porque VAW =J,(VNW;) =0, W; CW,y AW =, \W; C U, W; =W. Siu,weW, al ser
cadena, u,w € W; para algin indice; luego u +w € W; C W.

Por el lema de Zorn, X tiene algtin elemento maximal W,y VN W = 0 porque W € X.
Veamos que E =V +W.Sie€ E,ye¢ W, lainclusion W C W + ke es estricta, de modo que
VN (W + ke) # 0. Existe un vector 0 # v = w + Ae, donde v € V,w € W.
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Luego A # 0, porque VNW =0, y despejando e € V + .
Teorema: Toda sucesién exacta corta 0 — E' — E 25 E" — 0 de aplicaciones lineales
admite una seccion lineal s: E" — E (ps = Idgn). Luego j+s: E'@E" — E es un isomorfismo
y el siguiente diagrama es conmutativo:
0 — B % EeE 5 B — 0
I ls+s H
0 — E % E A
Demostracion: Sea W un suplementario de Im j = Kerp en E, de modo que p: W — E” es un
isomorfismo. Una seccién es s = p~1: E” — WE, y el diagrama claramente conmuta.
Veamos que j + s: B/ & E” — E es isomorfismo.
Si 0 =i(e) + s(e”), entonces 0 = pi(e’) + ps(e”) = €”; luego i(e’) = 0y € = 0 porque i es
inyectiva.
Si e € E, ponemos ¢’ = p(e), de modo que e — s(e”) € Kerp = Im; luego e — s(e”) = i(e’)
y concluimos que e = i(e’) 4+ s(e”).

2.3. El Espacio Dual

Las formas lineales en E son las aplicaciones k-lineales w: E — k.
E* = Homy(FE, k) es el espacio dual de E.

Teorema: Sieq,...,e, es una base de E, existe una unica base wi,...,w, de E*, llamada base
dual, tal que w;i(e;j) = 0;5, (1 cuando i =j, y 0 en otro caso).

Demostracion: Las formas lineales wi(z1e1+. .. +zpey,) = x; verifican que wj(e;) = 05, y generan
E* porque, para toda forma lineal w, tenemos que

w=w(e))wi + ...+ w(en)wy (2.6)
al coincidir ambas en la base eq, ..., e,. Luego forman una base de E*. q.e.d.
2.6 dice que las coordenadas de w en la base dual son Z = (w(eq), . ..,w(en)), que es la matriz

de w: E — k cuando en k se fija la base que define la unidad.
Si (€),...,¢€)) es otra base de E, y (w],...,w]) es su base dual, por 2.5 las coordenadas Z’

de w en la nueva base son Z' = ZB, donde B es la matriz del cambio de base en E. En esta
igualdad Z y Z' son filas, y si las ponemos en columna vemos que (B~1)! es la matriz del cambio
de base en E*.

Lema: Si e € E no es nulo, eriste w € E* tal que w(e) = 1.

Demostracion: Pongamos E = ke ® V. La forma lineal w: ke ®V — k, w(Ae+v) = A, estd bien
definida (porque e # 0) y w(e) = 1. q.e.d.

Tenemos una aplicacién lineal natural ¢: E — E**, porque cada vector e € E define una
forma lineal ¥(e) : E* — k, ¥(e)(w) = w(e).

Teorema de Reflexividad: Si E es un espacio vectorial de dimension finita, el morfismo
natural B — E** es un isomorfismo, £ = E**.
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Demostracion: Como dim E** = dim £* = dim F, basta ver que 1 es inyectiva.
Si ¢(e) = 0, entonces w(e) = ¢Y(e)(w) =0, Yw € E*, y e = 0 por el lema.

Definicidon: El incidente de un subespacio V de F es el subespacio vectorial de E*
Ve ={we E*: w(v) =0, para todo v € V}.
Lema: Si la dimension de E es finita, V = (V°)° via la identificacion E = E**.

Demostracion: Claramente V C (V°)° = {e € E': w(e) =0, para todo w € V°}.
Reciprocamente, si e € (V°)°, y m: E — E/V es la proyeccién candnica, tenemos que
0 = w(me) para todo w € (E/V)*, porque wom € V°. Luego w(e) =0,y e € V.

Teorema: Si la dimension de E es finita, tenemos un anti-isomorfismo de reticulos

, Vi Ve,

Subespacios - Subespacios
vectoriales de B vectoriales de E*

Demostracion: El lema afirma que la aplicacién es biyectiva, y que su inversa es el paso al
incidente en E*. Ademds, si V> C Vi, entonces (V°)° 2 (V5)°, y Vi D Va por el lema.

Corolario: (V+W)°=VenWwe,
(VW) =VvVe4we,
dimV° =dim F —dimV.
Demostracion: Estas propiedades se dicen con la relacién de orden.

Ejemplo: El incidente V° esta formado por las ecuaciones a1y + ...+ anzy, = 0 de los hiper-
planos que pasan por V. Si L = kwy + ... + kwy, es un subespacio de E*, su incidente L° estd
formado por las soluciones del sistema homogéneo

w1:a11x1+.....+a1nxn:0

Wm = @m1x1 + ...+ QGmpxy =0
Definicion: La traspuesta de una aplicacién lineal f: F' — E es la aplicacién lineal
ffr B — F* ff(w)=wo f.
Es claro que (go f)* = f* o g, y que (A f1 + pfo)" = AT + ufs3.
Sii: V — E es la inclusidn, i(v) = v, entonces i*(w) es la restricciéon de w a V.

Si (as;) es la matriz de f en ciertas bases vi,..., v, de F' y e1,..., e, de E, la matriz de f*
en las bases duales 04,...,0,, de F* y w1,...,w, de E*, es la matriz traspuesta

(frwi)(vi) = w;(f(vi)) = aji-

v . . 7 P . . .
Teorema de Frobénius: Si:0 — F; — E — FEy — 0 es una sucesion exacta de aplicaciones
lineales, también es exacta la sucesion de aplicaciones traspuestas:

0— B L p Lm0
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Demostracion: Basta considerar la sucesién exacta corta (p. 41)
0—>E1i—1>E1@E27r—2>E2—>0
Tenemos que ] es epiyectiva, w5 es inyectiva, e Im 75 C Ker4] porque
Z’fﬂ'f = (7T1i1)* = Id, Z;TF; = (7T2i2)* = Id, ZTTF; = (7T2i1)* =0.
Ahora, si w € Ker+], entonces
w = (i1 +d9m2)*w = (7]4] + Mi5) w = 75 (lsw) € Im 7.
Corolario: Im f* = (Im f)*, (los rangos por filas y columnas de una matriz coinciden).

Demostracion: Los siguientes diagramas conmutativos con diagonales exactas, donde p(e) =
f(e), muestran que p* define un isomorfismo de (Im f)* con Im f*:

I _F Bt p

N A N

Im f (Im f)*

)
N, N,

Nota: La sucesién exacta 0 — (E/V)* LA 5 NGNS /N 0, al ser V° = Keri*, da otra
demostracién de que dim V° = dim £ — dim V', y que por tanto V = (V°)°.

E

0

2.4. Espacios Vectoriales Euclideos

Un producto escalar en un espacio vectorial real E es una aplicaciéon E x E — R
1. Bilineal: (e+¢€)-v=e-v+e - v, (Xe) -v=2»A(e-v),
e-(v+v)=e-vte- v, e (Av)=Ae-v).
2. Simétrica: e-v =0 -e.
3. Definido-positiva: e - e > 0, y sélo se da la igualdad cuando e = 0.
El médulo de un vector es |le]| = ++v/e- e, y || Ae|] = VA2e-e = |A| - |le]|.

Lema: |e-v| < |le]| - ||[v|| (desigualdad de Cauchy-Schwarz).
lle +v| < |lell + ||v|| (desigualdad triangular).

Demostracion: El polinomio (te+v)-(te+v) = (e-€)t>+2(e-v)t+v-v no toma valores negativos;
luego su discriminante 4(e - v)2 —4(e-e)(v-v) es <0,y (e-v)? < (e-e)(v-v).
Tomando raiz cuadrada, |e - v| < ||e|| - [|[v||. En cuanto a la desigualdad triangular,

le+v|>=(e+v)-(e+v)=e-etv-v+2e-v)<e-etv-v+2e v <

< llell® + [lvl* + 2lle]l - floll = (llell + llv]))?

Definicion: El coseno del dangulo o que forman dos vectores e, v no nulos es cosa = ”e”:|
los vectores son ortogonales cuando e - v = 0; es decir, cosa = 0.
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Definicion: Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial real E de dimensién finita
dotado de un producto escalar, que induce una aplicacién lineal (la polaridad)

¢: E— E*, (¢e)(v) =e-v.
Teorema: La polaridad ¢: E — E* es un isomorfismo.

Demostracion: Si ¢(e) = 0, entonces e - e = (¢pe)(e) = 0; luego e = 0, y ¢ es inyectiva.
Como dim F = dim E*, concluimos que ¢ es un isomorfismo.

Definiciéon: El ortogonal de un subespacio vectorial V' de E es el subespacio vectorial
Vi={ee€ E:e-v=0paratodov e V}.

Corolario: dim V+ = dim E — dim V
VW & wtcvt
V+wW)t=vinwt
VW)t =vt+wt
(VhHt=Vv
E=ViaV

Demostracion: ¢(VL) = V°, vy las 4 primeras propiedades se siguen de las de la incidencia.
En cuanto a la quinta, V = (V+)+ porque V C (V4)*, y

dim (VH)t =dim E —dimV+ = dim E — (dim F — dim V) = dim V.
Por tltimo, VNVt =0 porquev-v=0=v=0,y V + V! = FE porque
dim(V+ V1) =dimV +dimV+ = dim E.

Ejemplo: Dos subvariedades lineales X = p+V, Y = ¢+ W son perpendiculares si V' y W+
son incidentes (V C W+ 6 W C V), lo que equivale a que lo sean V* y W.

Si V C W, tenemos que VNW C Winw =0; luego VNW = 0.

Si W+ CV, tenemos que E =W+ +W CV 4+ W;luego V+W = E.
Definicién: Una base ey, ..., e, es ortonormal cuando e; - ¢; = d;;,

e-v=(x1e1+ ...+ xnen) - (Y11 + ... +Ynen) =191 + - .. + TnYn.

Teorema: Todo espacio vectorial euclideo E # 0 admite bases ortonormales.

Demostracion: Si E = Rv, una base ortonormal es e = H%H’ porque e -e = 1.

Si n = dim E > 1, tomamos e, € E de médulo 1. Ahora dim (Re,)* =n —1,y
E = (Re,)t @ Re,,.

Por induccién (Re,, )"’ tiene una base ortonormal ey, ..., e, 1.
Los vectores e, ..., e, cumplen que ¢; - e; = J;;, y forman una base de E porque lo generan.
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2.5. Diagonalizacién de Endomorfismos

Sea E un k-espacio vectorial de dimensién n.

Los endomorfismos de E son las aplicaciones lineales T: F — FE, y forman un espacio
vectorial Endg(E) = Homy(E, E) de dimensién (dim E)2.

El producto de endomorfismos es la composicién, ST = SoT.

En general, para todo polinomio p(x) = ag + a1z + asx? + ... + agz? € k[x], pondremos

p(T) = aoldg + a1 T + aT?+ ...+ a T

Fijada una base ey, ..., e, de E, cada endomorfismo T tiene una matriz A = (a;;),
n .
T(ej) = E aijei, ] = 1, RN N
i=1

y si se considera una nueva base en E, y B es la matriz de cambio de base, la matriz A" de T
en la nueva base es (p. 40)

A= B'AB. (2.7)

Si I denota la matriz unidad de n filas y columnas, tendremos, usando las propiedades de
los determinantes (que probaremos en la préxima seccién):

|zl — A'| = |2B™'IB — B'AB| = |B ! (21 — A)B|
= [B7Y |zl — Al |B| = |B|7'B| - o] — A| = |2I — A,

y el polinomio |z — A| no depende de la base elegida.
Es el polinomio caracteristico c¢r(z) del endomorfismo 7,

r —ail —ai2 e —Q1n
—a T—a ... —a n _
op(z) = | "o 22 n | _gn (Zla>:z" Ly 4 (=D A
1=
—Aanpl —an2 oo X — Qpn

Definicion: Un escalar o € k es un valor propio de 7' si existe un vector no nulo e € F tal
que T'(e) = ae. Diremos que e es un vector propio de T, y pondremos

Voa=Ker(ald—T) = {e€ E: T(e) = ae}.
Teorema: Los valores propios de T' son las raices en k de su polinomio caracteristico.
Demostracion: Sea n = dim E. Un escalar « es un valor propio cuando
0 # dim (Ker (ald = T")) = n —rg (al — A),
lo que significa que rg (ol — A) < n; es decir, ep(a) = |al — A = 0.
Corolario: El niumero de valores propios de T es < dim E.
Demostracion: El nimero de raices en k de er(x) es < grep(z) = dim E.

Teorema de Hamilton-Cayley: El polinomio caracteristico c¢(x) = 2™ + ...+ c1x + ¢o anula
al endomorfismo: c¢(T) =T" + ...+ 1T + cold = 0.

Demostracion: Es evidente cuando n = 1, pues en tal caso T' = ald, y ¢(z) = = — a.
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Sin > 1y A eslamatriz de T, la matriz de ¢(T") es ¢(A) = A" + ...+ ¢ol y, para ver que
¢(A) = 0, basta probarlo en una extensién de k.

Por el teorema de Kronecker, podemos suponer que ¢(z) tiene una raiz «a € k.

Sea eq,...,e, una base de E con T'(e1) = aeyq,

a ... S e
A‘(o A)’A_<o AT)'

Ahora ¢(z) = (x — a)é(), donde &(x) = |xI — A| y, por induccién, &(A) = 0.

-amonn- (0 5) (5 a) - 5) (5 )

Definicién: La aplicacién lineal k[z] — Endg(E), p(x) — p(T'), no puede ser inyectiva porque
la dimensién de k[z] es infinita, y el polinomio anulador de T es el generador ¢r(x) = x4
del ideal a = {p(z) € k[z]: p(T") = 0}. En k[z] es el polinomio de menor grado que anula a T', y
divide a cualquier otro que anule a T

Teorema: Los valores propios de T son las raices en k de su polinomio anulador ¢r(x).

Demostracion: Sie # 0y T(e) = ae, entonces 0 = ¢(T')e = ¢(a)e; luego ¢(a) = 0.
Reciprocamente, si ¢(z) = (z — a)p(z), tendremos que p(T") # 0, y p(T)v # 0 para algin
vector v. Luego (T — &) [p(T)v] = ¢(T)v = 0, y vemos que a es un valor propio.

Ejemplos: La simetria S de R? respecto de un plano tiene los valores propios z = 1, —1. Como
S? = 1d, su anulador divide a 22 — 1; luego ¢g(x) = 22 — 1.

Un giro T en R3 de angulo recto sélo tiene el valor propio x = 1. Como T* = Id, su anulador
divide a 2% — 1 = (x — 1)(z + 1) (22 + 1); luego ¢ (x) = (v — 1)(2? + 1).

Definicion: T es diagonalizable si existe alguna base eq,...,e,. de F formada por vectores
propios, T'(e;) = ajej, de modo que la matriz de T" en tal base es diagonal:

(65) 0 0
0 0 «a

Por 2.7, un endomorfismo 7' de matriz A es diagonalizable si existe una matriz invertible B
tal que D = B~'AB sea diagonal. En tal caso

a? 0 0
A" =(BDB YBDB™)...=BD"B™'=B| ¢ . o | B},
0 0 a

T

y obtenemos asi la solucién X,, = A" X del sistema de ecuaciones en diferencias finitas

Tptl = 011Tp + ... + A1r2p
Xn+1 — AXn, ........................

Zp4+1 = Qr1%p + ...+ Grr2p

Cuando k£ =R 6 C, la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales

Ty =anx + ...+ apx,
X' =AX, { o

x, = amnxy + ...+ apx,
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es X = BX, donde X es la solucién general del sistema X’ = DX,
X'=BX' = BDX = BDB'X = AX.

Ahora bien, el sistema X’ = DX estd formado por las ecuaciones diferenciales T, = a;Ti,
que ya hemos resuelto (p. 22), Z;(t) = c;e%', ¢; € k (=R 6 C),
T cp et
=B
Ty, ¢, et
Lema: dim (Vo,, +...+ V,,,) =dimV,, +... +dimV,,,, (a1,..., qy distintos).
Demostracion: Ker (T —aq) ... (T — o) = Ker (T — 1) @ ... @ Ker (T — o), p- 20.

Lema: Un endomorfismo de valores propios aq, . .., q, es diagonalizable si y sélo si
Vo, +...+ Vo, =E.

Demostracion: Si T diagonaliza, V,,, + ...+ V,, es E porque contiene una base de E.
SiVy, + ...+ Vo, = E, tomando una base en cada sumando V,, vemos que E admite un
sistema de generadores formado por vectores propios; luego una base.

Corolario: Si un endomorfismo de un espacio vectorial de dimension n tiene n valores propios
distintos, es diagonalizable.

Demostracion: dim (Vo, + ...+ Vg,) =dimV,, + ... +dimV,, >n=dimFE.

Criterio de Diagonalizacién con el Anulador: T' es diagonalizable si y sélo si su anulador
or(x) tiene todas sus raices en k y son simples.

Demostracion: Si ¢r(x) tiene todas sus raices en k y son simples, ¢r(z) = (z —aq) ... (z — ay),
entonces 0 = (T'— aq) ... (T — ) y T diagonaliza (p. 20):

E=Ker(T—a1)®..dKer(T —a,) =V, ®&...8V,,.

Reciprocamente, sean aq, ..., «a, los valores propios.
El endomorfismo (7' — «) ... (T — a;) se anula en una base cuando 7' diagonaliza; luego es
nulo, y ¢ (z) divide a (x — 1) ... (x — ay.), que tiene todas sus raices en k y son simples.

Criterio de Diagonalizacién con el Caracteristico: T es diagonalizable si y sdlo si crp(x)
tiene todas sus raices en k y la multiplicidad m; de cada raiz o; es

m; = dim V.

Demostracion: Si T es diagonalizable, su matriz en alguna base es

a1 0 0
0 0 a«a,

y er(x) =|al — D| = (z — a1) ... (z — ay) tiene todas sus raices en k.
La multiplicidad de cada raiz es el nimero de veces que se repite en aq, ..., ay,; luego

m; =n —1rg (D — a;1) = dim (Ker (T' — a;1d)) = dim V,,.

Reciprocamente, ) . m; = grcp(x) = dim E cuando cr(x) tiene todas sus raices en k.
Si ademas m; = dim V,,,, entonces dim (), Vy,,) = >, dimV,, =dimE, y >, V,, = E.
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2.6. Tensores

Una aplicacion T': E1 X ... x E,. — F, donde F1,...,E,., F son k-espacios vectoriales, es
multilineal si es lineal en cada una de sus r variables:

T(...,ei+vi,...)=T(..;e;...)+T(...,05...),
T(...,)\ei,...):/\T(...,ei,...).

Las aplicaciones multilineales F; X ... x E, — F forman un k-espacio vectorial con la suma
y producto por escalares usuales:

(T+T)(e1,-..,er) =Tl(er,...,ex) +T(er,...,er),
(AT (e1,...,er) =A-T(eq,...,e).

Los tensores de tipo (p, ¢) en un k-espacio vectorial E de dimensién finita son las aplicaciones
multilineales T)/: Ex .P. XxE x F*x .9. x E* — k, y forman un espacio vectorial Ty E.

Por convenio, T(?E = k.

Los tensores covariantes de orden p son los de tipo (p,0), y los contravariantes de orden
q son los de tipo (0,q). En particular, 'E = E*, y T'E = E** = E.

Cada aplicacién lineal f: FF — FE induce aplicaciones lineales

f*: TpE — TpF ’ (f*Tp)(Ulv e ?vp) = Tp(f(vl)7 c '7f(Up))7
foi TIF — TIE | (TN (w1, wg) = TUf @), oo £ (@),

y sig: E— V es lineal, entonces (go f)* = f*og*, (go f)x = g« 0 f.
Definicién: El producto tensorial de dos tensores T)f, T? es el tensor
(T @T7)(e1, s epir, Wiy Wars) = Th(er, ..o ep, w1,y wy) - TP (€ptts - Watds - - )
L (AT} + uTH) @ TP = NT @ TF) + (T @ T?).
T) @ (NT2 + pTs) = NTf @ TS) + p(T) @ T¥).
2. (T RTL =T @ (T @TY).
3. [T, & T,) = f7(Ty) @ f*(Ty).

Demostracion: Para abreviar la notacién, pongamos e = (e1,...,¢p), € = (€pt1,---,€Eptr),
_ r_
w=(Wi,...,wq) ¥y W = (Wg1,---,Wgts)-

(AT + T @ T7) (e, € w, ') = (VT + uT) (e, w) T (¢, ')
= AT (e, ) TP (¢, ') + T (e, w) T3 (€, o) = (NI} @ TY) + (T @ T7)) (e, ¢, w, )
e igual se prueba que T ®@ (AT? + uT?) = \M(T} @ T?) + u(T4 @ T?).
La segunda propiedad es inmediata, y en cuanto a la tercera:
(f (T, @ T))(e ) = (T, @ T)(f(e), f(€) = Tp(f(e)) - Tr(f(€))
= (f"Tp)(e) - (f'To)(€) = (f*(Tp) ® f*(Tr))(e. ).
En resumen, el producto tensorial define una estructura de k-algebra (no conmutativa) en el

espacio vectorial TgE = @ T#E formado por las sumas finitas formales de tensores Z Tg ,
y f* es un morfismo de k- algebras definido en T, F = @ T,E.
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Teorema: Sea eq,...,e, una base de E, y w1, ...,w, su base dual. Los tensores
Wiy ®...®wz-p®ejl ®"'®€jq7
forman una base de TJE. Por tanto dim (T E) = (dim E)P*9.
Demostracion: Fijemos una sucesion i1, .. .,%p, j1, - - -, jq- Como wj(e;) = dij,
(wil X ... ®wip RKejy ... ®ejq)(ei1,...,eip,wjl,... ,qu) =1,
mientras que los restantes tensores de la familia considerada se anulan todos en esta sucesion
(€iyseves€ipy Wiy .o, Wy, ); lUuego Wi ®. .. Qw; ®ej, ®...®ej, no es combinacién lineal de ellos: tal

familia es linealmente independiente. Para probar que generan T,/ E/, basta ver que todo tensor
Ty es

1<y15-0dq <0
q _ e, y Y ws , , .
T} = E TH(€iyy s €ipsWipy s Wi ) Wiy ® ... Qwi, ®ej B ... 0 ey, (2.8)
1<it,.ip<n
La diferencia de ambos miembros se anula en las sucesiones (e;,, ..., e;,,wj, ... ,w;,); luego

es nula. En particular, las coordenadas de T} son

J-Ja _ gy, . ) )
)‘il...z’p =T (€iys -y Cipy Wiy -+ -5 W), )-

Ejemplo: Cada endomorfismo T define un tensor T} (e,w) = w(Te), y esta aplicacién lineal
Endy(E) — T} E es inyectiva: si w(Te) = 0, Yw € E*, entonces T'(e) = 0 (p. 41).

Como dim Endg(FE) = dim T} E, es un isomorfismo, T} E = Endy(E). Si T(e;) = Y, aje;,
las coordenadas de T} = > i )\zwi ® e; son /\g =Tl (ei,w;) = wi(Te;) = aji.

Propiedad Universal: Toda aplicacion multilineal T: E*x .P. xXE* x Ex .1. xE — F facto-
riza de modo tnico por una aplicacion lineal f: T{E — F:

() fwi®..Qw,Re1®...0e) =T (wi,...,wp,€1,...,€q).

Demostracién: Fijada una base de E, definimos f: T)) E — F en la correspondiente base de T F
por la igualdad (x). Ahora ambos miembros de (*) son aplicaciones multilineales que coinciden
en los vectores de una base; luego coinciden. La unicidad es obvia.

Corolario: TVE = (TJE)*.

Contraccién de Indices: Eriste una tnica aplicacion lineal C}: TJE — T, ;]:11 E tal que
C’ll(w1®...®wp®el®...®eq) =wi(e)w2®...Quw, Vea® ... R eq.

Demostracion: Basta aplicar la propiedad universal a la aplicaciéon multilineal

T:E*x 2. xE"x Ex 9. xE — T/ |E

T(wiy...,wp,€1,...,69) =wi(e1)w2®@...wp Ve ® ... QR eq.

Ejemplos: Igualmente se define C’ij TIE - T ;:11 E para cualquier otro par de indices, y la
traza de un endomorfismo T' = Zij ajiw; ® ej es CiT = Eij ajiwi(ej) = Y, i
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2.6.1. Tensores Hemisimétricos

Un tensor covariante €2, € T),(E) es hemisimétrico o alternado (una p-forma) si se anula
en las sucesiones con términos repetidos:

Qp(...,e,...,e,...)=0.

Los tensores alternados de orden p forman un subespacio vectorial A, E de T, E.

Por convenio AgE =ToE =k, y M\E =T\E = E*.

Si f: F' — E es una aplicacién lineal, f*(), también es hemisimétrico, de modo que f induce
una aplicacion lineal f*: AgEl — A F.

Definicién: (o7})(e1, ..., ¢ep) = Tp(€s(1)s -+ €o(p)); 0 € Sp, Tp € THE.
1. 0: T,E — T,E es lineal.
2. f*(oTp) = o(f*Ty), para toda aplicacion lineal f: F — E.
3. 7(0Ty) = (10)T}, ; 0,7 € S).
4o oW1 ®...QWp) = We-1(1) ® ... ® Wy—1(p)-

Demostracion: Las dos primeras son inmediatas. En cuanto a la tercera,

(T(UTP))(elv ) ep) = (JTP)(eT(l)v SER) 67'(]7)) — Tp(er(al)’ e 767—(0;7))
= Tp(e(.,.g)l, ces ,e(m)p) = ((TU)Tp)(el, ‘e ,ep),

donde la igualdad (x) se debe a que, por definicién, o se aplica a los lugares de las variables, no
a los subindices. Por tltimo,

(oW ®...@w))(e1,...,ep) =wilex)) - Wpleo(p)) = Wo-r(1)(€1) -+ - - Wo—1)(€p)

= (w071(1) R...xQ waq(p))(el, .. ,ep).
Lema: o)), = (sgno)Q,, para toda p-forma Q.
Demostracion: Basta probar la igualdad para las trasposiciones (ij), y

0:Qp(...,ei—l—ej,...,el-—i—ej,...)
:Qp(...,ei,...,ei,...)—|—Qp(...,ei,...,ej,...)—|—Qp(...,ej,...,ei,...)—i—Qp(...,ej,...,ej,...
:Qp(...,ei,...,ej,...)—I—Qp(...,ej,...,ei,...).

Definicién: La hemisimetrizacién de un tensor covariante 7T}, es el tensor
W) = Xes, (se00)(0T)),
y convenimos que h(7T,) = T}, cuando p = 0 6 1. Por la propiedad 4,
Mwr ® ... Qwp) = cg (5800)(We(1) ® - .. @ Wo(p))- (2.9)
Lema: h: ToE — AJE es lineal y epiyectiva, y su nicleo es un ideal:

W) =0 = WT,®T,)=hT,®T,) =0, (2.10)
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Demostracion: Si T intercambia dos lugares con repeticién en (..., e,...,e,...),

Soen, (5810)(0T) ¥ T(Soen, (5810)(0Th)) = Y pes, 560 (70)(70T}),

coinciden en (...,e,...,e,...), y su diferencia h(T},) se anula: h(T},) € A E.
Veamos que h es epiyectiva.
Sea eq,...,e, una base de F, y wi,...,wy, su base dual.
Pongamos A;,..i, = Qp(eiy, ..., €;,), de modo que Ao(in).olip) = (sgno)Xiy..ip, ¥

Qp = Z )‘i1...ipwi1 Q... Quw;, = ‘ Z ( Z (sgn U))‘iL..ipwa(h) R...Q wa(ip)>

01,enslp 11<...<ip ~ 0ES)
= Z )\i1...iph(wi1 ®...Q wip) = h( Z )‘i1...ipwi1 ®...Q wip) . (2.11)
<<y <<y

Por dltimo, si cada permutacién o € S, se identifica con la permutacién o € S,14 que deja
fijos los nameros p 4+ 1,...,p + ¢, tendremos

desp (sgno)o(T, ® Ty) = h(Tp) ® T, = 0,
> es, (sgn70)(70(T, ® Ty)) = 0, para todo T € Sp4qg,

y en h(T, ® T,) es nula la suma correspondiente a cada clase de equivalencia 7.5),.
Luego la suma total es nula. Igualmente se prueba que h(1; ® T},) = 0.

Definicion: Al ser A FE el cociente de T, F por un ideal, tenemos un producto en A FE. El
producto exterior de dos tensores alternados €2, ), es

Qp AN Qg = h(T, @ Ty); Q= h(Tp), Qg =h(Ty).
Como h(£2,) = (p!)€2,, cuando car k = 0 tenemos que ), = h(%!Qp), y

O, A Q= L h(Q,®0Q,).

plg!

Lo (A + uS2p) A Qg = A2 A Q) + p(2p A Q).
Qp A (AQq + 1) = AN Qp A Qq) + (2 A Q).

2. (A Qg) A = A (29 AS2).

3. Qp ANQy = (—1)PIQy A Q.

4. wAhw=0, weEFkE"

5. 17(Q A Q) = 1) A T7(9).

6. wiA...Awp= Y (s800)(Wy(1) ® ... O Wy(p))-
oc€Sp

7. Siwy,...,wn es una base de E*, las p-formas wi; N ... Nwi,, 11 < ... < ip, forman una
base de ApE, y

Qp = Zilg...gipﬁp(ein e veip)wn ARTIAN T/

En particular dim A, E = (Z), y por tanto Ay = 0 cuando p > n.
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Demostracion: Las propiedades 1, 2 y 5 se siguen de las correspondientes propiedades del pro-
ducto tensorial, y en cuanto a la cuarta, si 7 = (12), tenemos que:

WAW=h(wRw)=ww-TWwROWw)=ww-—ww=0.
(3) Veamos primero el caso p = g = 1. Dadas dos 1-formas w, /',
0=w+W)A(w+W)=wAw+twAd + Aw+uw AW =wAW +w Aw;

luego w Aw' = —w' Aw.
En el caso general, podemos reducirnos al caso €0, = w1 A ... Awp, g =01 A... A0, que se
sigue directamente del anterior.

(6) Se sigue de 2.9.

(7) Las p-formas w;, A ... Aw;, generan A,E porque, segin 2.11,

Qp: Z Qp(eil,...,eip)wil/\.../\wip,
i1 <. <ip

y son linealmente independientes porque (w;i, A...Aw;, )(ej, ..., ¢e;,) = 0, salvo cuando j, ..., jp
es una reordenacion de i1 < ... < .

Propiedad Universal: Toda aplicacion multilineal alternada H: Ex .P. xE — F factoriza de
modo unico por una aplicacion lineal f: APE — F':

(%) fle1A...Nep) = Hler,...,ep).

Demostracion: Dada una base vy,...,v, de E, definimos f: APE — F de modo que en la
correspondiente base {v;; A ... Av;,} de ALE se verifique (*). Ahora ambos miembros de la
igualdad (x) son aplicaciones multilineales Ex .P. xE' — F' que coinciden en las sucesiones de
vectores de una base; luego coinciden.

La unicidad se debe a que los productos e; A ... A e, generan APE.

Corolario: Tenemos isomorfismos canonicos (APE)* = AP(E*),

(Wi AccAwp)er Ao Aep) = (Wi Ao Awp)(er, ..., ep).
Demostracion: Basta poner F' = k en la propiedad universal.
Corolario: wi,...,w, son linealmente independientes < wi A ... Awp # 0.

Demostracion: Si son linealmente independientes, forman parte de una base de E*.

Luego wi A ... A w, forma parte de una base de A,F, y no es nula.

Si wi,...,wp, son linealmente dependientes, alguna es combinacién lineal de las restantes, y
la propiedad 4 muestra que wi A ... Aw, = 0.

Corolario: Sean =dim E y Qg un elemento no nulo de A, E. Unos vectores eq, ..., e, forman
una base de E si y sdlo si Qg(e1,...,e,) #0.

Demostracion: Si forman una base de E, la coordenada de Qg en la correspondiente base de
Ao E es Qp(e1,...,e,), y no es nula porque Qg # 0.

Sieq,...,en, son linealmente dependientes, alguno es combinacién lineal de los restantes, y
Qgp(e1,...,e,) =0 al ser Qg alternado.
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Nota: El ntcleo de h: ToE — AGF es el ideal bilatero I generado por los tensores w & w.

En efecto, tenemos un morfismo epiyectivo Te E/I — Ao E, porque h(w ® w) = 0.

Ademés, en T, E/I tenemos que [w] - [w'] = —[w'] - [w], porque [w] - [w] = 0, y fijada una base,
los productos [wy,] ... [w;,], i1 < ... < ip, generan TeE /I como espacio vectorial.

Concluimos que ToE /I — A E es un isomorfismo: I = Ker h.

Definicién: El determinante de una matriz A = (a;;) con n filas y columnas es

Al =2 ,cs, (8810) a1 5(1) - - - A o(n)-

Proposicién: (w1 A ... Awp)(e1,...,ep) = |wilej)] = |wj(es)]-
Demostracion: )y (sgno)(o(w1 @ ... @wp)) = >, (580 0)(We(1) @ - . @ Wo(p))- q.e.d.
Las coordenadas de wi A ... Aw, en una base e1,...,e, de F son
wiley) ... wl(eip)
(w1 VAN /\wp)(el-l,. . .,eip) =
wp(€i) ... wp(eip)
Este determinante es el menor de orden p formado con las columnas i1, ...,%, de la matriz
cuyas filas son las coordenadas de w,...,w, en la base dual.

Luego la condicién necesaria y suficiente para que p filas de una matriz sean linealmente
independientes es que con ellas pueda formarse algin menor de orden p no nulo:
El rango de una matriz es el mayor orden de sus menores no nulos (Teorema del Rango).

Definicién: La contraccién interior de 2, € A,E con e € E es la (p — 1)-forma
(1) (e2, ..., ep) = (e, e,...,€p).
Teorema: i.(Q) A Q) = (1) A Qg + (—1)PQ, A (382).

Demostracion: Sea e = eq,...,e, una base y w = wi,...,w, su base dual. Basta probar la
igualdad cuando €, = w;; A ... Aw;y, = wiy Awr, Qg =wj A Awj, = wj Awy.
Cuando i1 > 1y j1 > 1, ambos miembros son nulos. Cuando iy =1y j; > 1,

ie(Qp A Qq) = te(w Awr AQy) = wr ALy,
(2e€2p) A Qg + (=1)PQ, A (182g) = wi AQq + (—1)PQ, A0 = wr A Qy,

y analogamente cuando i1 > 1y j; = 1. Cuando i1 =1y j1 =1,

1e(Qp A Qg) =te(wAwr AwAwy) =1i.(0) =0,
(iEQp) /\Qq+(—1)prA(iqu) :wj/\Qq—i—(—l)pw/\w[/\wJ :w[/\Qq—w]/\Qq =0.

Definiciéon: n = dim E. Como dim A, F = 1, todo endomorfismo A,E — A,FE es una homo-
tecia. Cada endomorfismo T: E — E induce un endomorfismo 7*: A, FE — A,E, que es la
multiplicacién por un escalar det(7"), llamado determinante de 7.

Teorema: det(7'S) = (det T')(det S).
Demostracion: (T'S)* = S*T*.

Teorema: Un endomorfismo T es invertible si y solo si det(T) # 0.
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Demostracion: Sea eq,...,e, una base de E, y Qg una n-forma no nula.
Qr(T(e1),...,T(ey)) = (T*Qg)(e1,...,e,) = (det T) Qp(e1, ..., en). (2.12)
Luego T'(e1),...,T(ey,) es una base si y sélo si det(7") # 0.

Proposicién: El determinante de un endomorfismo T coincide con el determinante de su matriz
A en cualquier base: det(T) = |A|.

Demostracion: T* (w1 A ... Awp) = (T"wi) Ao oA (THwp), y T (wi) = 325 aijw;.

Definiciones: Sea E un espacio vectorial real de dimensiéon n. Una forma de volumen es
una n-forma no nula Qg, y Qg(e1,...,e,) es el volumen (con signo) del paralelepipedo que
determinan los vectores ey, ..., e,.

Dos formas de volumen Qp, 0, definen la misma orientacién cuando Q' = A\Qp para algin
A > 0. Las dos clases de equivalencia son las dos orientaciones de E. Fijada una orientacién [Q2g],
una base ey, ...,e, de E es directa si Qg(eq,...,e,) > 0. Por 2.12,

Volumen de Volumen de
[Tel,...,Ten] = (detT) [ €l,...,6n }

Si ademas fijamos un producto escalar en F, la polaridad ¢: F — E* induce isomorfismos
¢: ApE — Ap(E*) = (ApE)*, que definen un producto escalar en A,E:

Qp - O, = (692,) ().

Si wi,...,w, es la base dual de una base ortonormal ey, ..., ey, las p-formas w;; A ... Aw;,
definen una base ortonormal de A, E:

¢(wi1 VAR /\wip)(wjl VAN /\wjp) = (62'1 VANPIAN eip)(wjl VAN /\wjp) = 5i1j1 . "5ipjp'

Teorema: En un espacio vectorial euclideo orientado E, existe una unica forma de volumen
Qg tal que el volumen de cualquier base ortonormal directa es 1.

Demostracion: Como dim A, E = 1, en la orientacién existe una tunica forma de volumen Qg
de médulo 1 y, si eq,...,e, es una base ortonormal orientada, acabamos de ver que es Qg =
w1 A... Awp; asi que Qp(er,...,e,) = 1.

Producto Vectorial: Qg la forma de volumen de un espacio vectorial euclideo orientado de
dimensién 3; e,v € E. La forma lineal i,i.Qgr = Qg(e, v, —) se corresponde con un vector e x v,
el producto vectorial de e y v,

(e xv)-u=Qg(e,v,u).

Claramente es bilineal, e x v = —v X e, y e Xx v # 0 si y s6lo si e y v son linealmente
independientes, en cuyo caso e X v es ortogonal a los factores, el médulo de e x v es el area del
paralelogramo que determinan e y v, y la base e, v,e X v es directa.

En efecto, pongamos e X v = Au, donde A = ||e X v|| y el médulo de u es 1. Ahora, i,Qg es
la forma de area del plano < e,v >, y el drea del paralelogramo que determinan e y v es

|(1,22E)(e,v)| = [QE(u,e,v)| = |(e X v) - u| = [Au-u| =\

Ademis Qp(e,v,e x v) = (e x v) - (e x v) > 0, y la base e, v,e X v es directa.
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Capitulo 3

Algebra II

3.1. G-Conjuntos

Dar una accién por la izquierda! de un grupo G en un conjunto X, o un G-conjunto, es
dar una aplicacién G x X — X tal que

1. (g192) - ® = g1 - (92 - ) para todo ¢g1,92 € G, x € X.
2. 1-x = x para todo = € X.

y define una relacién de equivalencia en X: x = y cuando y = gz para algin g € G.
La 6rbita de x € X es su clase Gx = {gz: g € G}, y el subgrupo de isotropia es

I, ={g € G: gz =z}
Iy = glg . (3.1)

Una accién es transitiva si tiene una unica orbita, y x € X es un punto fijo o invariante
cuando I, = G. El conjunto de puntos fijos se denota X&.

Una aplicacién f: X — Y es un morfismo de G-conjuntos si f(g-z) = g - f(x) para todo
g€ G,z e X;yHomg(X,Y) denota el conjunto de los G-morfismos X — Y.

Los isomorfismos de G-conjuntos son los morfismos biyectivos.

Teorema: Homg(G/H, X) = X, para todo subgrupo H de G.

Demostracion: La aplicacién f: G/H — X, f(gH) = gz, est4 bien definida si y sélo si z € XH.
Teorema: G/I, = Gz, [g] — gx.

Demostracion: Si g1z = gox, entonces gy 'gax = x, g7 ‘g2 € I, [91] = [g2]-

Foérmula de Clases: St un grupo finito G actia en un conjunto finito X, entonces existen
puntos no fijos x; € X y divisores d; > 1 del orden de G, tales que

X = X+ 3, (G L] = X9 + 3y di

Demostracion: X es la unién disjunta de las érbitas, | X | es el niimero de 6rbitas con un tinico
punto, y los cardinales de las restantes 6rbitas son indices d; = [G : I ,], que dividen a |G| por
el teorema de Lagrange.

Las acciones a derecha e izquierda se corresponden via la férmula z - g = g~ - z.

o7
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Definiciéon: Un p-grupo es un grupo de orden una potencia de un primo p.

Lema: Si G es un p-grupo, para todo G-conjunto finito X tenemos que
1X|=|X%  (méd. p).
Demostracion: En la férmula de clases, los divisores d; son potencias p™t, n; > 1.

Teorema: FEl centro de un p-grupo G # 1 nunca es trivial:
Z(G)={a€G:ag=ga, Vge G} # 1.

Demostracion: G actia en si mismo por conjugacion.
El conjunto de puntos fijos es Z(G), asi que |Z(G)| es multiplo de p, y |Z(G)| # 1.

Teorema de Cauchy: Si p divide a |G|, entonces G tiene un subgrupo de orden p.

Demostracion: El grupo Z/pZ actia en X = {(g1,...,9p) € GP: g1...g, = 1} permutando
ciclicamente los factores:

gl Gp=1, 01 Gp-1=0,", Gpg1--.Gp—1 = L.

Como |X| = |G[P~! es multiplo de p, también lo es el niimero de puntos fijos, y existe un
punto fijo (g,...,9) # (1,...,1). Es decir, g =1, g # 1, y el orden de (g) es p.

Definicion: Sea p un nimero primo. Los p-subgrupos de Sylow de un grupo finito G son los
subgrupos de orden la mayor potencia p"™ que divide a |G| = p"m.

Lema: Todo subgrupo H de orden p', i < n, estd contenido en un subgrupo H' de orden p't!
tal que H < H' (i.e., H es subgrupo normal de H').

Demostracion: Por induccién sobre 4, y es el teorema de Cauchy cuando i = 0.

Sii > 0, el p-grupo H actia en G/H, y el conjunto de puntos fijos es N(H)/H, donde
N(H)={g€ G: gHg ! = H} es el normalizador de H en G.

Como |G/H| es miltiplo de p, también lo es el orden de N(H)/H, y tiene algin subgrupo
H de orden p. Ahora H' = 7~ 1(H) es un subgrupo de N(H) de orden p'™! vy H <t H'.

Corolario: Todo p-grupo G admite una sucesion 1 = Hy<<H1 ... << H,_1 < H,, = G, donde
H; es un subgrupo de orden p'.

Primer teorema de Sylow: Existen p-subgrupos de Sylow de G.
Segundo teorema de Sylow: Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados.

Demostracidn: Si P', P son p-subgrupos de Sylow, P’ actia en G/P y |G/P| no es miiltiplo de
p; luego hay un punto fijo g € G/P, P' C gPg~', y P' = gPg~" al tener igual orden.

Tercer teorema de Sylow: El nimero de p-subgrupos de Sylow divide al indice comin m y es
congruente con 1 mddulo p.

Demostracion: G actia transitivamente sobre el conjunto X de los p-subgrupos de Sylow, por
conjugacién, y N(P) es la isotropia de P. Luego |X| =[G : N(P)] divide a [G : P] = m.
Veamos que P es el inico punto fijo de la accién de P.
Si gP'g~! = P', Vg € P, entonces P C N(P'), y P, P' son p-subgrupos de Sylow de N(P),
y P’ = P por el segundo teorema. Ahora |X| = |X| =1 (mdd. p).
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3.2. Mobdulos

Sea A un anillo (conmutativo y con unidad). Dar una estructura de A-médulo en un grupo
abeliano M es dar un producto A x M — M tal que

Azioma 1: a(my + mg) = am + amg para todo a € A, my, ma € M.
Azioma 2: (a + b)m = am + bm para todo a,b € A, m € M.
Azioma 3: (ab)m = a(bm) para todo a,b € A, m € M.

Azioma 4:1-m = m para todom € M.

y un subgrupo N de M es un submédulosia € A, m e N = am € N.
Un morfismo de A-mdédulos es un morfismo de grupos f: M — M’ tal que

flam)=a- f(m), Ya € A,m e M;
y es un isomorfismo de A-médulos si ademas es biyectivo.

Ejemplos: Los médulos sobre un cuerpo k son los k-espacios vectoriales, los submédulos son
los subespacios vectoriales y los morfismos de k-mddulos son las aplicaciones k-lineales.

Todo grupo abeliano admite una unica estructura de Z-mddulo, los submédulos son los
subgrupos y los morfismos de Z-médulos son los morfismos de grupos.

La suma Nj + Ny y la interseccion N1 N Ny de dos submddulos son submédulos.

Si I es un ideal, IM = {aymy + ...+ apymy: a; € I, m; € M} es un submédulo.

Los submédulos de A son los ideales de A.

Los morfismos de A-mé6dulos M — N forman un A-médulo Hom 4 (M, N).

Productos directos [[; M; y sumas directas @@; M; (formada por las sucesiones {m; }ics
con un nimero finito de términos no nulos) de A-médulos son A-mddulos.

Cada familia {m;};c; de elementos de M define un morfismo de A-mdédulos

[+ @rA— M, f((a)) =22 aimi,

y su imagen ), Am; es el submédulo generado por {m;}ics. Si f es un isomorfismo, decimos
que {m;};cs es una base de M, y que M es libre.
Un A-médulo es finito-generado o finito si M = Amq + ...+ Am,,.

Si N es un submédulo de un A-médulo M, las demostraciones dadas en el caso de los espacios
vectoriales prueban que en el grupo cociente M /N existe una tnica estructura de A-mdédulo tal
que m: M — M/N es morfismo de A-mddulos, que M/N tiene la correspondiente propiedad
universal, que el teorema de Isomorfia M /Ker f ~ Im f es valido para morfismos de A-mdédulos,
y que tenemos un isomorfismo de reticulos (donde P C M = M/N se corresponde con el niicleo
P=r"YP)de M - M — M/P, de modo que M/P = M/P)

Submoddulos L~ Submoddulos de M
de M/N que contienen a N

La teoria de la dimensién sigue siendo vélida; pero ahora se llama longitud: los médulos de
longitud finita son los que admiten alguna bandera, y la longitud comin de todas ellas es la
longitud I(M) del médulo (pero los A-médulos simples son los cuerpos residuales A/m de
los maximales, por lo que generalmente A no es de longitud finita).

Corolario: Sea I un ideal de A, y A = A/l: Zjos ideales J de A se corresponden con los ideales
J de A que contienen a I. Ademds A/J = A/J, y los ideales primos se corresponden con ideales
primos e ideales mazximales con ideales maximales.
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Teorema: Todo anillo A # 0 tiene algin ideal maximal.

Demostracion: Sea X el conjunto de los ideales distintos de A, ordenado por inclusién.
Si {I;}jes es una cadena en X, entonces I = |J; I; es un ideal # A (p. 40) que contiene a
todos los ideales I;. Por el lema de Zorn, X tiene algin elemento maximal.

Corolario: Todo ideal I # A estd contenido en algin ideal maximal.
Demostracion: Un maximal de A/I define un maximal de A que contiene a I.
Corolario: f € A es invertible si y solo si no estd en ningin ideal mazimal.
Demostracion: Si f no es invertible, fA #£ A, y fA estd contenido en un maximal.

Corolario: Sea A # 0. 51 A" — A™ — 0, entonces n > m. En particular todas las bases de A™
tienen n elementos.

Demostracion: Sea m un ideal maximal, y k = A/m su cuerpo residual.

Si un morfismo de A-moédulos A™ — A" es epiyectivo, también lo es la aplicacién k-lineal
A" /mA™ — AT /mA™.

Como A" /mA™ = A" /m™ = (A/m)™ = k™, vemos que n > m. q.e.d.

Cada morfismo de A-médulos f: M’ — M induce morfismos de A-mddulos

f*: HOIHA(N,M/) — HOI’HA(N,M), f*(g) = fog,
f*: Homa (M, N) — Homa(M',N), f*(g9) =go f.

Teorema: Una sucesion de morfismos de A-médulos M’ —— M 25 M" — 0 es ezacta si y
sélo si para todo A-mddulo N es exacta la sucesion

0 — Homu(M",N) 2 Homu(M,N) = Hom(M',N)

Demostracion: Supongamos que Imi = Ker p y que p es epiyectivo.

Si f: M"” — N se anula en Imp = M”, entonces f = 0; luego p* es inyectivo.

Como pi = 0, tenemos que 0 = (pi)* = i*p*; luego Im p* C Keri*.

Por 1ultimo, si f: M — N se anula en Im¢ = Ker p, por la propiedad universal del cociente
f factoriza a través p: M — M /Kerp ~ M". Es decir, f € Im p*.

Reciprocamente, como p* es inyectivo cuando N = M” /Imp, se sigue que la proyeccién
canoénica M"” — N es nula; luego Imp = M”, y p es epiyectivo.

Imi C Kerp, porque pi = (pi)*(Idp) = i*p*(Idp) = 0.

Consideremos 7: M — N = M /Imi. Como i*(7) = 0, existe un morfismo f: M"” — N tal
que m = p*(f) = fp; luego Kerp C Ker 7 = Im ,

M — M

M/Imi
Teorema: Una sucesion de morfismos de A-médulos 0 — M’ —s M -2 M" es exacta si y
s6lo si para todo A-mddulo N es exacta la sucesion

0 — Homu(N, M’) —= Hom(N, M) -2 Homu (N, M")
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Demostracion: La implicacion directa es sencilla. Para el reciproco, basta tomar N = A, y usar
los isomorfismos naturales Hom4 (A, M) = M, f+— f(1).

Teorema: Sea 0 — M’ — M 2+ M” — 0 una sucesion ezacta de A-médulos. Las siguien-

tes condiciones son equivalentes (y decimos que la sucesion escinde o rompe),
1. Existe una seccién A-lineal s: M" — M tal que ps = Id .

2. Existe un retracto A-lineal v: M — M’ tal que ri = Id .

3. Homyu (N, M) 2 Homy (N, M") es epiyectivo para todo A-médulo N.

4. Homy (M, N) N Hom(M',N) es epiyectivo para todo A-mddulo N.

5. Hay un isomorfismo M' & M" ~ M tal que el siguiente diagrama conmuta,
0 — M o MeM' T M — 0
| Y |

0 — M X M Ly M — 0

Demostracion: (1 = 3) Porque p.s. = (ps). = Id.
(3 = 1) Basta tomar N = M" y considerar la identidad de M".
(2=14
(4=2

) Porque ¢*r* = (ri)* = Id.
) Basta tomar N = M’ y considerar la identidad de M’.

(1 = 5) La demostracién de la p. 41 muestra que i + s: M’ & M"” — M es el isomorfismo
requerido.

(2 = 5) El morfismo (r,p): M — M’ & M" claramente da un diagrama conmutativo.
Veamos que es un isomorfismo:

Sir(m) =0y p(m) =0, entonces m = i(m’) y m’ = ri(m’) = r(m) = 0; luego m = 0.

Dados m’ € M" y m" = p(m) € M", existe x € m' tal que r(m +i(x)) =m/'.

Finalmente, (5 = 1) y (5 = 2) son evidentes. porque 7y admite la seccién is(m”) = (0,m”)

y 41 admite el retracto 7y (m/,m"”) =m/.

3.2.1. Mobébdulos Inyectivos y Proyectivos

Un A-médulo P es proyectivo si Homy4 (P, —) conserva sucesiones exactas cortas; i.e., para
todo epimorfismo p: M — M" es epiyectivo el morfismo

py: Homa (P, M) — Homa (P, M").

Dualmente un A-médulo @ es inyectivo si Hom4(—, Q) conserva sucesiones exactas cortas; i.e.,
para todo morfismo inyectivo ¢: M’ — M es epiyectivo el morfismo

i*: Homa(M', Q) — Homu (M, Q).

Teorema: Si P es proyectivo, toda sucesion exacta 0 — M’ — M 25 P — 0 escinde.

Dualmente, si Q es inyectivo, toda sucesion exacta 0 — Q — M L5 M" =0 escinde.

Demostracion: Si P es proyectivo, p.: Homy (P, M) — Hom 4 (P, P) es epiyectivo, y existe un
morfismo s: P — M tal que Idp = p.(s) = ps. La sucesién rompe.
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Si @ es inyectivo, i*: Homa (M, Q) — Homu(Q, Q) es epiyectivo, y existe un morfismo
r: M — Q tal que Idg = ¢*(r) = ri. La sucesién rompe.

Teorema: @;F; es proyectivo si y solo si lo son todos los sumandos P;.
Dualmente, [[; Q: es inyectivo si y solo si lo son todos los factores Q;.

Demostracion: Homa(@;P;, M) = [[, Homa(P;, M),
Homa (M, ]]; Q;) = [[; Homa (M, Q;).

Teorema: Todo mddulo libre es proyectivo. Todo mddulo es cociente de un proyectivo.

Demostracion: A es proyectivo porque Hom 4 (A, M) = M; luego @1 A es proyectivo.
Cualquier sistema de generadores de M define un epimorfismo ©&;A — M, asi que M es
cociente de un mddulo proyectivo.

Criterio del Ideal: Si el morfismo de restriccion Homa(A, Q) — Homa(I,Q) es epiyectivo
para todo ideal I, entonces QQ es un A-mddulo inyectivo.

Demostracion: Si N es un submédulo de M, hemos de ver que todo morfismo f: N — Q es
restriccién de un morfismo M — Q. Tomemos m € M que no esté en N, y consideremos el ideal
I={a€A:am e N}y el morfismo ¢: I — Q, ¢(a) = f(am).

Por hipétesis se extiende a un morfismo ¢': A — @ que, al anularse en el niicleo de A — Am,
induce un morfismo ¢': Am — @ que coincide con f en N N Am = I'm. La sucesién exacta

O—>NﬂAm—i—>N€BAm—i—>N—|—Am—>O
donde j(n) = (n, —n), muestra que f+¢': N & Am — @ define un morfismo N + Am — Q que
coincide con f en N.

Aplicando ahora el lema de Zorn a los pares (M, f'), donde M’ es un submédulo de M que
contiene a N y f': M’ — @ extiende a f, con el orden

(M1, f1) < (M, f5) & M C M,, y f extiende a ff,

vemos que existe (M’, f’) maximal, y M’ = M porque f’ no se puede extender.

Definiciéon: Un médulo Q) es divisible si los morfismos a-: Q — @, a # 0, son epiyectivos.
Corolario: Si A es dominio de ideales principales, los mdédulos divisibles son inyectivos.
Demostracion: a-: Q@ — @ es el morfismo Hom4 (A4, Q) — Homa(aA, Q) ~ Homa (A4, Q).

Corolario: Si p es un elemento irreducible de un dominio de ideales principales A, entonces
B = A/p"A es un B-mddulo inyectivo.

Demostracion: Dado un ideal p"A/p™A de B y un morfismo de B-médulos ¢: p"A/p"A — B,
tendremos que 0 = ¢(p™) = p" "p(p").
Luego ¢(p") = bp” para algin b € B, y la extensién ¢': B — B buscada es ¢'(x) = bx.
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3.2.2. Localizaciéon de Mdédulos

La localizacién Mg de un A-mdédulo M por un sistema multiplicativo S de A es el cociente
de M x S por la relacién de equivalencia

(m,s) = (n,t) & existen u,v € S tales que mu = nv, su = tv,

y es un Ag-modulo con las operaciones

m+n_tm+sn
S t st
a m __am
s t st

donde 7 es la clase de (m, s). Por tanto ™* = 0 si y sélo si um = 0 para algin u € S.
Cada morfismo de A-médulos f: M — N define un morfismo de Ag-mdédulos

fs: Ms — Ng, fs(2) = fm)

S

y tenemos un morfismo canénico de localizacién M — Mg, m — .

Propiedad Universal: Si N es un Ag-mddulo, todo morfismo de A-mdédulos f: M — N
factoriza, de modo tnico, por un morfismo de As-mddulos ¢: Mg — N, ¢(F) = f(m).
Hom (Mg, N) = Homy (M, N).
Demostracién: El inico morfismo posible ¢(™) = s~ f(m) estd bien definido:
P(42) = (us)™ f(um) = s uf(m) = 571 f(m).
Notacién: My denota la localizaciéon por S = {1, f,..., f*,...}.

Si p es un ideal primo, M, denota la localizacién por S = A — p.

Teorema: La localizacion conserva sucesiones exactas; es decir, si tenemos una sucesion exacta
f g ., .

M' —— M —— M", también es exacta la sucesion

fs

M Mg —2 M.

Demostracion: Si " € Ker gg, entonces @ =0,y 0=tg(m)= g(tm) para algin t € S.
Luego tm = f(m/), y 2 =42 = f(g:’) = fs(%/) € Im fs. q.e.d.
Si N es un submédulo de M, entonces Ng se identifica con un submddulo de Mg, y
1. (N+ N')s = Ng+ Ng.

(NN N')g = Ngn Nk

(M@ M')s = Ms® Mg,

(M/N)s = Ms/Ns.

(Ker f)s = Ker fs.

6. (Imf)s=1Imfs.

Demostracion: Las igualdades que no son obvias se obtienen localizando las sucesiones exactas
0— M —MoeM-—M-—0
0—NNN —-N&N — N+N —0
0—N-—M— M/N—0
0—Kerf—M-—N

A
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3.3. Producto Tensorial

Un conjunto ordenado I es filtrante si para cada par ¢,j € [ existe k € I tal que i, j <
k. Un sistema inductivo de conjuntos es una familia de conjuntos {X;};c; con aplicaciones
(b;-: Xi; — X, 1 < 7, tales que ¢ = Idx; y, cuando i < j <&,

Xi\*) Xj O = 010
Xk
El limite inductivo h’_r)n X es el cociente de la unién disjunta [ [ X; por la relacién
x; = xj cuando x; = xj en Xy, para algin k > 1, j,

que es de equivalencia (sélo la transitiva requiere comprobacion): si x; = x; en Xy, y x; = 27 en
X, entonces x; = x; = x; en X, para cualquier indice r > k, k'.
Tenemos aplicaciones canénicas ¢;: X; — lim X;, ¢;j(x;) = [z;], tales que

X; ¢; = ¢j¢§'

~ Un sistema proyectivo de conjuntos es una familia de conjuntos {X;};c; con aplicaciones
¢l X; — X, i < j, tales que ¢! = Idx, y, cuando i < j < k,

X, oF = ¢loh
/ N\

X;——=X;
El subconjunto del producto directo [], X; formado por las sucesiones (x;) congruentes,
¢l (z;) = x; cuando i < j, es el limite proyectivo lim X;.

Tenemos aplicaciones candnicas ¢;: lim X; — X, ¢j(z;) = x;, tales que

lfm X; bi = &l

/N

X;

X;

Cuando las aplicaciones qb; son morfismos de grupos (anillos,...) tanto el limite inductivo como
el proyectivo heredan una estructura evidente de grupo (anillo,...) y las aplicaciones canénicas
¢; son morfismos de grupos (anillos,...).

Asi, los morfismos de anillos K[z|/(2") — K[z]/(z™), m < n, forman un sistema proyectivo
de anillos, y su limite proyectivo es el anillo de las series formales K{[z]].

Todo médulo es el limite inductivo de sus submédulos y el limite proyectivo de sus cocientes,
porque h'_rp Xi=Xpy l}in X; = X, cuando [ tiene un ultimo elemento k.

Propiedad Universal: Sea (XZ-,qS}) un sistema inductivo. St f;: X; — Y son aplicaciones y
fi= quS;- cuando i < j, existe una unica aplicacion f: Um X; =Y tal que f; = f¢i,

Hom(lim X;,Y) = lim Hom(X;,Y), f + f¢s.
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Dualmente, sea (Xl,qﬁi) un sistema proyectivo. Si fi:' Y — X; son aplicaciones y f; = gi)gf]
cuando i < j, existe una tunica aplicacion f:Y — lim X; tal que f; = ¢if,

Hom(Y, lim X;) = lfim Hom(Y, X;), f + ¢if.

Demostracion: En el primer caso la dnica aplicacién posible es f([z;]) = fi(zi), y en el segundo
caso la unica aplicacién posible es f(y) = (fi(y)). '
Ambas estan bien definidas debido a las igualdades f; = fjgbé, y fi =&l f;. q.e.d.

Sean M, N dos A-mdédulos. Las aplicaciones A-bilineales M x N — P en otro A-médulo P
forman un A-médulo que denotamos F(P) = Bily(M, N; P).

Vamos a construir una aplicacién bilineal £€: M x N — M ®4 N, tal que toda aplicacion
bilineal g: M x N — P factorice de modo tinico por un morfismo f: M ® 4 N — P:

Homa(M ®4 N, P) = Bils(M, N; P), f+ fE.

Decir que f es epiyectivo es decir que la imagen de g genera P, que g no factoriza a través
de un submoddulo estricto de P. Como todo médulo es el limite proyectivo de sus cocientes,
M @4 N sera el limite proyectivo de tales médulos. Por eso consideramos las parejas Py, donde
g: M x N — P es A-bilineal, y los morfismos de parejas

[Py — Py g =g,
y una pareja Q¢ es minima si todo morfismo inyectivo Py — Q¢ es isomorfismo.
Lema: Si 0 — P/ 5 P 2y P/ s exacta, también lo es la sucesion
0 — Bila(M, N; P') = Bila(M, N; P) 2= Bila(M, N; P").
Ademds F' conserva productos directos y limites proyectivos:
Bila(M,N; P x P') = Bila(M, N; P) x Bila(M, N; P'),
Bil4(M, N;lim P;) = lfim Bil(M, N; I%).

Si Q¢ es minima, dos morfismos de parejas fi, fo: Q¢ — P, siempre coinciden:

0— Ker(fo— fi) - QL2 p
0 — F(Ker (fo — f1)) = F(Q) 21
(fs =)&) =fl—fiE=9—9g=0

y existe ¢’ € F(Ker (f2 — f1)) tal que i: Ker (f2 — f1)¢ — Q¢ es morfismo de parejas.
Al ser Q¢ minima, Ker (fo — f1) = Q, vy f1 = fo. q.e.d.

F(P)

Ordenamos las parejas minimas (identificando isomorfas) poniendo Q’g, > (¢ si existe un
morfismo de parejas f’: Q’g, — Q.

Es una relaciéon de orden, pues si también Q¢ > Q’g,, hay un morfismo f: Q¢ — ngw y
tenemos morfismos f'f: Q¢ — Q¢, ff': Qp — Qi luego f'f =1dg, ff' =1dg, y Q¢ = Q-

Lema: Toda pareja P, estd dominada por una minima: Q¢ — Py, donde Q¢ es minima.

Demostracion: Basta tomar el submédulo @) que genera la imagen de g: M x N — P, con la
aplicacién bilineal £: M x N — @, £(m,n) = g(m,n). q.e.d.
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La conservacion de productos directos asegura que el orden de las parejas minimas es filtrante:
siQey Qé/ son parejas minimas, tenemos morfismos

/ Q§

(@ x Qexer
\ Q,
&/

y cualquier pareja minima que domine a (Q X Q')¢xer domina a Q¢ y a Qé/.
El limite proyectivo M ®4 N de las parejas minimas (Q;)¢, es a su vez una pareja con el
elemento § € F'(M ®4 N) = lim F(Q;) que define la sucesién congruente (&;).

La pareja minima que domine a (M ®4 N)¢ domina a todas, y coincide con (M ®4 N)e.
Luego para cada pareja P, existe un unico morfismo de parejas (M ®4 N )¢ — Py. Es decir,
&M x N — M®a N es la aplicacién bilineal universal, y poniendo m ® n = &(m,n),

(am +ad'm')®@n=a(m®n)+d(m @n),
m® (an+a'n') =a(m®@n) +d(men).

Propiedad Universal: Toda aplicacion bilineal g: M x N — P factoriza de modo inico por
un morfismo de A-mddulos f: M @4 N — P, f(m®mn) = g(m,n),

Homu (M @4 N, P) = Bily(M, N; P).

Sif: M — M, h: N— N son A-lineales, M x N = M' @4 N', (m,n) — f(m)® h(n), es
bilineal e induce un morfismo de A-médulos

fOh: M®@AN — M @4 N, (f@h)(men)= f(m)® h(n).
Lema: Bily (M, N; P) = Hom4 (M, Homyu (N, P)).
Demostracion: f: M — Homa (N, P) se corresponde con g(m,n) = f(m)(n).
Teorema: Si una sucesion M’ —— M L5 M" — 0 es exacta, también es evacta
M @sN 25 Mo, N 225 M @4 N — 0

Demostracién: Si E es la sucesiéon M’ — M — M"” — 0, para todo A-médulo P es exacta la
sucesién Hom 4 (E, Homy4 (N, P)) = Homy(E ®4 N, P); luego E ®4 N es exacta. q.e.d.

1. M@ AN)@aP=M®4(N®yP),donde (men)@p=m®e® (n®p).
2. MU N=N®sgM,donde m®@n=n® m.

3. M @4 (DiN;) = ®i(M ®4 N;), donde m @ (>, ni) = >, m Qn,.

4. M ®a (Hm N;) = lim(M @4 N;).

5. A®a M = M, donde a ® m = am.

6. (A/I)®4 M = M/IM, donde a ® m = [am).
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(1) Hom((M ® N) @ P, X) = Hom(M ® N, Hom(P, X)) = Hom(M, Hom(N, Hom(P, X)))
= Hom(M,Hom(N ® P, X)) = Hom(M ® (N ® P), X).

(2) Hom(M ® N, X) = Bila(M, N; X) = Bila(N, M; X) = Hom(N @ M, X).
(3) Hom(M ® (®;N;), X) = Hom(M, Hom(®;N;, X)) = Hom(M, [ [, Hom(N;, X))

= [[, Hom(M,Hom(N;, X)) = [[, Hom(M ® N;, X) = Hom(®;(M ® N;), X).
(4) Hom(M @ (lim N;), X) = Hom(M, Hom(lim N;, X)) = Hom(M, lfim Hom(N;, X))

= lfim Hom(M, Hom(N;, X)) = lfim Hom(M ® N;, X) = Hom(lim(M ® N;), X).
(5) Hom(A ® M, X) = Hom(A, Hom(M, X)) = Hom(M, X).
(6) La sucesién I @y M — A@a M =M — (A/I) ®4 M — 0 es exacta.

Definicién: Un A-médulo P es plano si (—) ®4 P conserva sucesiones exactas; es decir, si
M' @4 P — M ®4 P es inyectivo para todo morfismo inyectivo M’ — M.

Todo médulo libre (o proyectivo, que es sumando directo de un libre) es plano.
Sii: B/ — E es una aplicacién lineal inyectiva, i®1: E' @, F — E ®;, F es inyectiva, porque
i admite un retracto (p. 41). Todo espacio vectorial es un médulo plano.

Definicion: Sea A — B un morfismo de anillos. Los morfismos 1 ® b: M ® 4 B — M ®4 B
definen en Mg = M ® 4 B una estructura de B-médulo

b(>_mi @b;) = ;mi @ (bby),

y diremos que se obtiene de M por cambio de base.
El morfismo de A-mddulos M — Mpg, m — m ® 1, es el morfismo de cambio de base.
Cada morfismo de A-médulos f: M — M’ induce un morfismo de B-médulos

fB=f®1: Mp — My, fe(>mi@b;)=>,f(m;) @b;.

Propiedad Universal: Si N es un B-mddulo, todo morfismo de A-mddulos f: M — N facto-
riza de modo unico por un morfismo de B-mddulos ¢: Mp — N, p(m @ 1) = f(m),

Homy (M, N) = Homp(Mp, N).

Demostracion: Por la propiedad universal del producto tensorial existe un tinico morfismo de
A-médulos ¢: M @4 B — N, ¢(m ®@b) =bf(m), y es morfismo de B-médulos.

Corolario: M ®4 As = Mg, donde m ® ¢ = “*.

S
Demostracion: Homy, (Mg, N) = Homa (M, N) = Homug (M ®4 Ag, N).
Teorema: (M ®4 B) @ N =M ®4 N, donde (m®b) @ n =m ® (bn); (N un B-médulo).

Demostracion: En la igualdad Homy (M ®4 N, X) = Homyu (M, Hom4(N, X)) es facil ver que
Homp(M ®4 N, X) se corresponde con Hom (M, Homp(N, X)); luego

Homp(Mp ® N, X) = Homp(Mp,Homp(N, X)) = Hom4 (M, Homp (N, X))
=Homp(M ®4 N, X).
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Corolario: (Mp)c = M¢, donde (m ® b) ® ¢ = m ® (bc).
Corolario: (Mp) ®p (Mp) = (M ®4 M')p, donde (m ® b1) ® (m' ® bg) = (m @ m') & bybs.
Demostracion: (M ®a B) @p (Mp) =M @4 (Mp) = (M @4 M') @4 B.

Definiciones: Fijado un anillo &k (en este curso serd un cuerpo) las k-algebras son los morfismos
de anillos k — A, y los morfismos de k-dlgebras son los morfismos de anillos A — B que hagan
conmutativo el tridngulo

k
A—B
Dadas dos k-dlgebras A, B, el morfismo k-lineal
AR, BRr AR B — AR B, a1 ® b1 ® as ® by > ajas ® biba,

induce una aplicacién k-bilineal

(A®k B) x (A®r B) - A®y B
(2250 ®bi) - (X2 05 @ bj) =32, aia; @ bib;

que define una estructura de anillo en A ®;. B.
Ademas es una k-dlgebra con el morfismo k - AR B, A~ A1 =1® A.

Propiedad Universal: Si f: A — C, h: B — C son morfismos de k-dlgebras, existe un unico
morfismo de k-dlgebras ¢: A ®y B — C tal que ¢(a ® 1) = f(a), (1 ®b) = h(b),

Homk_alg(A R B, C) = Homk_alg(A, C) X Homk_alg(B, C)

Demostracion: Por la propiedad universal del producto tensorial existe un tnico morfismo de

k-médulos ¢: A®, B — C, ¢(a ®b) = f(a)h(b), y es morfismo de k-dlgebras.

Corolario: k[z1,...,2,| ®, L = Liz1, ...,z
(k[z]/(P)) ®x L = Llx]/(P).

3.3.1. Categorias y Teorema de Representabilidad

Dar una categoria C es dar una familia arbitraria (sus elementos son los objetos de C), unos
conjuntos disjuntos Homg (M, N), donde M, N son objetos (sus elementos son los morfismos
de M en N y se denotan M — N), y para cada terna M, N, P de objetos, una aplicacién (la
composicién de morfismos):

Homcg (N, P) x Homg(M, N) — Homc (M, P), (f,g9) — fog.

Azioma 1: La composicién de morfismos es asociativa: (f o g) oh = fo(goh).

Axioma 2: Para cada objeto M hay un morfismo identidad Ids: M — M tal que foldy, =
fyyldyyog=g,paratodo f: M - N,g: N — M.

Un morfismo M i> N es isomorfismo si existe N 2 M tal que fg =idy, gf =idy.

Sean C y C’ dos categorias.
Un funtor covariante F': C ~ C’ asigna a cada objeto M de C un objeto F(M) de C', y
a cada morfismo f: M — N de C un morfismo F(f): F(M) — F(N) de C’, de modo que



3.3. PRODUCTO TENSORIAL 69

1. F(Idy) = Idp(ar) para todo objeto M de C.

2. F(fog)=F(f)oF(g) para cualquier par de morfismos M < N ypPdec.

Andlogamente se definen los funtores contravariantes, que asignan a cada morfismo
f: M — N un morfismo F(f): F(N) — F(M), de modo que F(fog) = F(g)o F(f).
La categoria opuesta de C es la que tiene los mismos objetos, y

Homger (M, N) = Homc(N, M),

siendo la composicién f o g de dos morfismos en C°P igual a la composicién go f en C.

Los funtores contravariantes C ~» C’ son los funtores covariantes C°P ~+ C’, asi que siempre
puede suponerse que un funtor es covariante.

Sean F,G: C ~» C’ dos funtores (digamos covariantes).

Dar una transformacion natural o morfismo de funtores 6: F' — G es dar un morfismo
Orr: F(M) — G(M) en C’ para cada objeto M de C, de modo que para todo morfismo f: M —
N en C se cumpla que el siguiente cuadrado conmuta

ron) 2L

G(gi;; 08 G(ijf;;

(V)

y es un isomorfismo de funtores si 0;; es un isomorfismo en C’ para todo objeto M de C.
Dos funtores F': C ~ C' y G: C' ~ C definen una equivalencia de categorias cuando
G o F es isomorfo a la identidad de C y F o GG es isomorfo a la identidad de C’.
En tal caso, ambos funtores definen biyecciones

F: Homc(M,N) — Homg/ (F (M), F(N))
G: Homg (M',N') — Homc(G(M'), G(N'))

Definiciones: Sea X un objeto de una categoria C. Decimos que X*(7") = Homc (7, X) es el
conjunto de puntos de X parametrizados por T, o T-puntos de X. Cada morfismo t: S — T
en C induce una aplicacién natural

X*(T) =Homc(T, X) — Homc (S, X) = X*(9), v — x|y =z ot,

y X°®: C ~» Sets es un funtor contravariante, llamado funtor de puntos de X, y decimos
que z|; es la especializacién del T-punto = en el punto ¢ del espacio de parametros 7. Un
punto de X es un punto genérico si todo punto de X es especializacion suya. Asi, la identidad
zg: X — X es un punto genérico de X, pues todo punto x: T" — X es una especializacion,
r=Idox =xyl,.

Lema de Yoneda: Para todo funtor contravariante F: C ~» Sets tenemos una biyeccion
canonica

Homp.(X®, F) = F(X) 6 — 0(1d).
Luego Homg(X,Y) = Homy,q (X*®,Y®) para todo objeto Y de C.

Demostracion: Todo morfismo de funtores X® — F' conserva especializaciones, luego esta total-
mente determinado por la imagen de un punto genérico, y la aplicacién considerada es inyectiva.
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Por otra parte cada elemento £ € F'(X) define un morfismo 6: X® — F, 6(z) = F(z)(§) €
F(T) para todo punto x: T — X, y tenemos que 0(Id) = F(Id)(§) = &, asi que la aplicacién
considerada es epiyectiva.

Definiciones: El producto directo de dos objetos X, Y es un par de morfismos

X xY
Pi/ \T
X Y
con la propiedad universal (pi«, p2«): Home (T, X X Y) = Homg (7T, X) x Homg(7,Y).
Dualmente se define la suma directa o coproducto X ¢ Y
XY

]1/4 J2
X \ Y

con la propiedad universal (ji,73): Homc(X @ Y,T) = Homc(X,T) x Homc(Y, T).

Fijado un objeto S, los S-objetos, que son los morfismos X — S, forman una categoria.
El conjunto Homg(X,Y) de morfismos de X — S en Y — S estd formado por los morfismos
f: X =Y que hacen conmutativo el diagrama

X *f> Y
S
El producto directo en la categoria de objetos sobre S es el producto fibrado sobre S.

Es decir, el producto fibrado X xg Y es un cuadrado conmutativo

X xgY 2o X

SN

Y S

con la propiedad universal: (p1, p2«): Homg(T, X xgY) = Homg(7T, X) x Homg(7,Y).
Poniendo T'= X, y fijando el morfismo 7" — X identidad, obtenemos la

Férmula de la Gréafica: Homg(X,Y) = Homx (X, X xgY), f+— Idx x f.

Ejemplos: F(E) = APE, F(X) = X/G, F(X) = X%, F(N) = Homu(M,N), F(M) = Mg,
F(P) = Bilsy(M,N;P), F(N) =M ®4 N, F(M) = Mp son funtores covariantes.

Funtores contravariantes: FI(E) = E*, F(E) =T,E, F(N) = Homx (N, M).

En los espacios topoldgicos, la suma directa es la unién disjunta, y X xg Y es el subespacio
de X x Y formado por las parejas (x,y) con igual proyeccién sobre S.

En la categoria opuesta a la de anillos, la suma directa es A x B (que también denotaremos
A @ B), las k-algebras son los objetos sobre k, y el producto fibrado es A ®; B. La férmula de
la gréfica afirma que Homy_n14(A, B) = Homp_a.(A ®j, B, B).

Definiciones: Dado un funtor covariante F': C ~~ Sets, por el lema de Yoneda cada pareja Q¢,
donde @ es un objeto de C y £ € F(Q), define aplicaciones naturales

Homc(Q, M) — F(M), f— F(f)(E),
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y Q¢ representa al funtor F' si son biyectivas; es decir, si para cada n € F(M), existe un
unico morfismo f: Q — M tal que F(f)(&) = n. Si Qé, es otro representante de F', existe un
tnico morfismo f: Q@ — Q' tal que F(f)(§) = &, y un tnico morfismo f: Q' — @ tal que
F(f')(€)) = & Luego F(f'f)(€) = & y F(ff)(€) = €, asf que f'f =g, y [ = 1dg.

Si existe, el representante de un funtor es unico, salvo isomorfismos candnicos.

Dualmente, un funtor contravariante F': C ~ Sets es representable si es el funtor de puntos
de un objeto X, en el sentido de que para alguna pareja X¢, donde £ € F'(X), son biyectivas las
aplicaciones naturales

Home(T, X) — F(T), [+ F(/)E).
En la categoria de conjuntos, una sucesion de aplicaciones
i fig
X —=Y=Z7
es exacta cuando ¢ es inyectiva, y su imagen estd formada por los elementos en que f y g¢
coinciden. En una categoria C, una sucesion de morfismos
i £
M—N=P
es exacta (i es el nicleo de f y g) cuando lo es la sucesién
; f* g%
Homg (X, M) = Homg (X, N) = Homg(X, P)
para todo objeto X; y una sucesién de morfismos
f.9 p
M= N—P

es exacta (p es el conicleo de f y g) si lo son las sucesiones

* ok

* g
Homg (P, X) *— Homg(N, X) = Homg(M, X).

Ejemplos: En la categoria de A-mdédulos, la primera condicién afirma que es exacta la sucesion

O—>Mi>Nf;g>P,ylasegundaqueloesMQNAP%O.

En la categoria de conjuntos, el conticleo es el cociente de N por la relacién de equivalencia
que genera la relacién f(m) = g(m), y en la categoria de espacios topoldgicos es tal cociente
con la topologia cociente (la més fina para la que p es continua). Igualmente, en la categoria de
G-conjuntos es dicho cociente, con su estructura obvia de G-conjunto.

Las propiedades universales afirman que cierto funtor es representable. En el cociente, & es
la proyeccién candnica, en la localizacion es el morfismo de localizacién A — Ag, en el cambio
de base es el morfismo de cambio de base M — Mp, etc.

Definicién: Un funtor covariante F': A-méd ~» Sets es exacto por la izquierda si las
aplicaciones naturales F'(M x N) — F (M) x F(N) son biyectivas, y para toda sucesién exacta
de A-médulos

i f.9
M-—N=P
también es exacta la sucesién de conjuntos

(i)

F(f).F(g)
FM) —L F(N) "= F(P),

y decimos que F' conserva limites proyectivos si son biyectivas las aplicaciones naturales

F(lim M;) — lim F(M;).
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Un funtor contravariante F': A-mdéd ~~ Sets es exacto por la izquierda si las aplicaciones
F(M @& N) — F(M) x F(N) son biyectivas y transforma conticleos en nticleos; y F' transforma
limites inductivos en proyectivos si son biyectivas las aplicaciones naturales

Teorema de Representabilidad: Si un funtor covariante F de la categoria de A-mddulos
en la de conjuntos es exacto por la izquierda y toda pareja estd dominada por una minima?,

entonces es limite inductivo de funtores representables,
lim Hom 4 (Qi, M) = F(M);
y st ademds transforma limites proyectivos en limites proyectivos, es representable,
Homa(Q, M) = F(M).

Dualmente, si un funtor contravariante F' es exacto por la izquierda y toda pareja estd do-
minada por una minima, entonces

F(M) = HgH}lHOHlA(M, QZ)?
y si ademds transforma limites inductivos en limites proyectivos, es representable,
F(M) =Homu(M, Q).

Demostracion: En el caso covariante, la demostracion de la p. 65 sigue siendo valida, con la
sustitucién de la sucesion exacta 0 — Ker(fo — f1) — Q — P por la sucesién exacta

i f17f2
Ker(fZ_fl) — Q = P7

y también es vélida en el caso contravariante con los cambios obvios en las definiciones:

Una pareja (¢ es minima si todo morfismo de parejas Q)¢ — Py epiyectivo es isomorfismo.
Una pareja Q¢ domina a otra P, cuando exista un morfismo de parejas Py — Q.

Las parejas minimas son los submoédulos del hipotético representante que, si existe, es el
limite inductivo de las parejas minimas. Con estos cambios, la demostracion sigue siendo valida,
y la coincidencia de los morfismos f1, fo: Py — Q¢, cuando (¢ es minima, se prueba con la
sucesién exacta P = Q — Q/Im(fy — f1) — 0.

Teorema: Todo A-mddulo M es submaodulo de un A-mddulo inyectivo.

Demostracion: Todo grupo ciclico es un subgrupo del Z-mdédulo inyectivo Q@ = Q & Q/Z, asi que
para cada m € M no nulo tenemos un morfismo de grupos w: M — @Q que no se anula en m.
Si ponemos M* = Homgz(M, @), el morfismo de A-médulos natural M — M™* es inyectivo,
y basta sumergir M** en un A-mdédulo inyectivo.
Ahora, el funtor F (M) = M™* es representable, M* = Homyu (M, R), y el representante R es
inyectivo porque F' transforma inyecciones en epiyecciones.

?Esta condicién (obvia en muchos casos) se sigue de la conservacién de limites proyectivos: dada una pareja
M, consideramos los submédulos M’ C M tales que la inclusion M7'7, — M, es morfismo de parejas para algin
n' € F(M'), claramente tinico, ordenados por inclusién inversa. Un elemento maximal de esta ordenacién es una
pareja minima que domina a M,, y existe porque toda cadena {(M;)y,} admite la cota superior M,,, donde
M' =, M; =1im M;, y ' € F(M') = lim F(M;) es el elemento que define la sucesién (1;).

En el caso contravariante se consideran submédulos M’ tales que M, — (M/M'),, es morfismo de parejas,
ordenados por inclusién, y la cota superior es lim(M/M;) = M/(U, M:).
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Poniendo M = A vemos que A* es un A-mdédulo inyectivo, y tomando un epimorfismo
®rA — M*, obtenemos un morfismo inyectivo M** — [[; A* en un A-médulo inyectivo.

Notas: (1) Realmente, en el teorema de representabilidad falta probar que las parejas minimas
(identificando isomorfas) forman un conjunto. En el caso contravariante, en que son los sub-
moédulos del hipotético representante, como para cada submddulo estricto j: Q' < @ existe un
morfismo A — @ que no factoriza a través de j, cada pareja minima (¢ estd determinada por
un subconjunto de F'(A), a saber, el de los elementos 1 € F(A) que admitan un morfismo de
parejas A, — Q.

En el caso covariante, si para cada médulo mondgeno A/a; tomamos un médulo inyectivo
{I;} que lo contenga, entonces para cada epimorfismo p: QQ — @ de nticleo no nulo tenemos
algin morfismo ) — I; que no se anula en el nicleo de p, y por tanto no factoriza a través de
p; luego cada pareja minima Q¢ estd determinada por los elementos n € F(I;) que admitan un
morfismo (I;), — Q¢.

(2) El teorema de representabilidad, y su demostracién, son vélidos en una categoria con
nucleos, productos directos y limites proyectivos (contcleos, sumas directas y limites inductivos
en el caso contravariante) si los sistemas ordenados considerados son conjuntos.

(3) En el caso de un funtor representable F': A-méd ~~» A-méd, para que las biyecciones
naturales F'(M) = Homyu (M, @) sean isomorfismos de A-médulos es necesario que F' conserve
las combinaciones lineales de morfismos, F'(a1 f1 + asfe) = a1 F(f1) + a2 F(f2).

3.4. El Espectro de un Anillo

El espectro de un anillo A es el conjunto Spec A de sus ideales primos.

El ideal primo de un punto x € Spec A se denota p,, y decimos que los elementos f € A
son funciones sobre Spec A, donde el valor f(x) de f en x es la imagen de f en el cuerpo
residual

f@) =[fl € k(@) = (A/p)y = Ap/pAp, P =Pa.
Aunque el cuerpo de valores varie con el punto, el cero estd definido de modo absoluto, y el

ideal p, esta formado por las funciones que se anulan en z.
Los ceros de los ideales (puntos donde se anulan todas las funciones del ideal)

(Do =((Fo=

fel

[Ideales primos de A = Spec (A/1),

que contienen a [

son los cerrados de una topologia sobre Spec A, la topologia de Zariski,

y so6lo la tltima igualdad requiere demostracion. Si f; € I, fo € J no se anulan en un punto z,
entonces f1f2 nose anulaen x,y fifo € INJ.

Los cerrados son interseccién de ceros de funciones, asi que una base de la topologia esta
formada por los abiertos basicos U; = Spec A — (f)o.

Proposicién: T = (p;)o, y diremos que = es el punto genérico de su cierre T. Por tanto
Spec A es Ty y sus puntos cerrados se corresponden con los maximales de A.
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Demostracion: Un cerrado (I)p pasa por un punto x € Spec A cuando I C p,, en cuyo caso
(pz)o € (I)g. Luego (pz)o es el menor cerrado que contiene a z.

Teorema: Spec A es un espacio topoldgico compacto.

Demostracion: Dados cerrados con interseccién vacfa, § = (1;(Z;)0 = (22, Ij)o, tenemos que
> ;1= A, porque todo ideal # A estd contenido en un maximal.

Luego 1 = f1 + ... + f, para ciertos f1 € Ij,,..., f, € Ij,, y una subfamilia finita tiene
interseccion vacia,

(Ij )Oﬂ...ﬂ(]j )OZ(Ij +...—|—Ij )OZ(A)():@.

Definicién: Un morfismo de anillos A % B induce una aplicacién Spec B 2 Spec A, donde
x = ¢(y) cuando p, =p, N A= {a € A: j(a) € py}, de modo que K(z) — K(y).

Por definicién (jf)(y) = f(x) = F(#(y)); luego 6~ (f)o = (fB)o, ¥ é es continua:
67 (Do =67 (N o) = 0,67 o= (7Bl = (BN (3.2)

fel fer

Teorema: Sea S un sistema multiplicativo de A. Los primos de Ag se corresponden con los
primos de A que no cortan a S, y Spec Ag es un subespacio de Spec A.

Demostracion: Si q es un primo de Ag, es facil ver que p = AN qno corta a Sy q=pAg, de
modo que la aplicaciéon Spec Ag — Spec A es inyectiva.
Ademas, si un primo p de A no corta a S, entonces pAg es un primo de Ag, y ANpAg =p,

2= bep = au=bvep, u,veS = acp.

Como (a)p N (Spec Ag) = (a/1)g = (a/s)o, esta aplicacién define un homeomorfismo de
Spec Ag con su imagen.

Corolario: El anillo Ay tiene un tnico ideal mazimal, que es pAy.
Corolario: Spec Ay = Uy = Spec A — (f)o.

Definicién: El radical de A es el conjunto rad A = {a € A: a" = 0, para algin n > 1} de sus
elementos nilpotentes. Un anillo es reducido si su radical es nulo.

Corolario: Las funciones nilpotentes son las que se anulan en todos los puntos del espectro. (El
radical de un anillo es la interseccion de los ideales primos).

Demostracion: Si f™ = 0, entonces (f)o = (f™)o = Spec A.
Si (f)o = Spec A, entonces Spec Ay = (J; luego Ay =0, y f es nilpotente. q.e.d.

Ha de entenderse que el funtor Spec valora en la categoria opuesta de anillos, Hom(Y, X) =
Hom(A, B) cuando X = Spec A, Y = Spec B, de modo que X Xgpeck Y = Spec (A ®y, B), y los
puntos A — B de A con valores en B son los puntos Y — X de X parametrizados por Y.

Asi, cada morfismo ¢: Y — X define una aplicacion continua; pero no estd determinado por
ella, y vamos a calcular la fibra ¢—!(z) de un punto =: Spec x(z) — Spec A.

Férmula de la Fibra: ¢~ !(z) = Spec (B®4 k(x)) = Y xx .

Demostracion: p = p,. Como ¢~ (x) C Spec By, coincide con la fibra de Spec B, — Spec A,
sobre el tinico punto cerrado de Spec Ay, definido por el ideal maximal pA,.
Tal fibra es (pBy)o, que es el espectro de By /pBy = B ®4 k(). q.e.d.



3.4. EL ESPECTRO DE UN ANILLO 75

1. El espectro Speck de un cuerpo tiene un tnico punto.

2. Spec Z tiene un punto cerrado por cada ntimero primo p, de cuerpo residual I, y un punto
genérico (el niimero primo genérico) de cuerpo residual Q.

3. Speck[z] tiene un punto cerrado por cada polinomio irreducible ménico P(x), de cuerpo
residual k[x]/(P), y un punto genérico de cuerpo residual k(z).
4. Laigualdad (I)o = Spec (A/I) es un homeomorfismo, porque (f)o N (1)o = (f )o-

Por tanto (la suma directa de espacios topolégicos es la unién disjunta),
Spec (A1 ® A2) = (Spec A1) @ (Spec As).

En efecto, A= A1 ®As =11+ 1o,y [1NIs=0,donde [1 =0 Az, y o = A1 0.
Luego Spec A = (I1)o U (I2)o, (I1)o N (I2)o = 0, y (I;)o = Spec A/I; = Spec A;.

5. Spec Clz, y] — Spec C[z]. El espectro de Clz,y]/(z — a) ~ C[y] es la fibra del punto z = a,
y sus puntos estén definidos por el ideal (x — a) y los maximales (z — a,y —b). La fibra del
punto genérico es Spec C(z)[y], y sus puntos estéan definidos por el ideal 0 y los ideales (P),
donde P(z,y) es irreducible y de grado no nulo en y. El plano afin complejo Spec Clz, y]

estd formado por los puntos cerrados x = a, y = b, los puntos genéricos de las curvas
irreducibles P(x,y) = 0, y el punto genérico del plano.

6. SpecZ[z] — SpecZ. La fibra de un niimero primo p es Spec Fp[x]_, y sus puntos estan defi-
nidos por el ideal (p) y los maximales (p, @), donde la reduccién Q médulo p es irreducible.
La fibra del punto genérico es Spec Q[z], y sus puntos estan definidos por el ideal 0 y los
ideales (P), donde P es irreducible en Qlz].

7. Z[i] = Z[z]/(x® 4+ 1). La fibra de Spec Z[i] — Spec Z sobre un primo p es

un punto, si —1 no es resto cuadratico mod. p
SpecF,[z]/(z? + 1) = { el punto z = 1, si p = 2
2 puntos ¢ = +a, si —1 es resto cuadratico méd. p # 2

Luego (p. 11) los ideales maximales de Z[i] son los ideales (p), donde p = 3 (mdd. 4), el
ideal (2,14 14) = (1 +1i), y los ideales (p,i & a), donde a? = —1 (méd. p).
3.4.1. Propiedades Locales

M, es la localizacion de M en el ideal primo de = € Spec A, y pondremos m, = 7.
El soporte de m € M es sop (m) = {x € Spec A: my # 0}, y el de M es

sop (M) = {x € Spec A: M, # 0} =, ,cas 0P (m).

Lema: sop (m) = (Ann (m))o. Por tanto, m =0 < mg, =0, Va € Spec A.

Demostracion: La condiciéon m, = 0 afirma que fm = 0 para alguna funcién f que no se anula
en z; i.e., que x no esta en los ceros del ideal Ann(m) = {f € A: fm = 0}.
Ahora, si m,; = 0 en todo punto, (Ann(m))o = 0; luego Ann(m) = A, y m = 0.

Corolario: M =0 si y sélo si M, =0 en todo punto x € Spec A.
f fz

Teorema: Una sucesion M’ —— M L5 M" es exacta siy sdlo si lo es su localizacion M/, <=
M, 2 M” en todo punto = € Spec A.



76 CAPITULO 3. ALGEBRA II

Demostracion: Si es exacta en todo punto, (Imgf), = Im (¢f); = Im (9 fz) = 0.
Luego Imgf =0, y Im f C Kerg. Localizando ahora Ker g/Im f vemos que es nulo,

(Kerg/Im ), = (Ker g)/(Im f), = (Ker g;)/(Im fz) = 0.
Definiciéon: Un anillo es local si tiene un tnico ideal maximal. Por ejemplo A,.

Lema de Nakayama: Sea O un anillo local y m su unico ideal mazximal. Si M es un O-mdodulo
finito y mM = M, entonces M = 0.

Demostracion: Si M +# 0, consideramos un sistema minimo de generadores myq, ..., My,.
M=mM =m(Om; +...+ Omy) =mm; + ... +mm,

y m1 = fimi + foma + ...+ fum, para ciertas funciones f1,..., f, € m.
Luego 1 — f; es invertible (no estd en m) y

(1 — fl)ml = f2m2 +...+ fnmn.
Vemos que mi; € Omo + ...+ Omy, y ma, ..., m, generan M. Absurdo.
Corolario: M = Omy + ...+ Om, & M/mM = kmy + ...+ kmy, , (k= 0O/m).

Demostracion: Pongamos M’ = M/(Omy + ...+ Omy,).
La sucesién exacta O™ — M — M’ — 0 induce una sucesién exacta

' — M®pk — M @0k —0

luego myq,...,m, generan M Qo k = M/m siy sélo si 0 = M'/mM’; i.e., M' = 0.

3.5. Calculo Diferencial

Fijemos un anillo k&, que en este curso serd un cuerpo.
Una k-derivacion de una k-algebra A en un A-moédulo M es un morfismo de grupos D: A —
M que se anula en las constantes (DA =0 cuando A € k) y

D(ab) = (Da)b+ a(Db), a,b € A.

Las k-derivaciones A — M son k-lineales y forman un A-mdédulo Der (A, M) con las opera-
ciones usuales

(D + D"Ya = Da+ D'a,
(bD)a = b(Da).

Cada morfismo de A-médulos f: M — M’ induce un morfismo de A-mdédulos
fe: Derg(A, M) — Dery(A, M), f«D = fo D,
y cada morfismo de k-algebras j: A — B induce morfismos B-lineales (N un B-médulo)
j*: Derg(B,N) — Derg(A,N), 7D =D oj.

Ejemplo: Cada derivacién D: k[z1,...,x,] — M estd determinada por las derivadas Dx;, asi
que D =3, (Da;) 7%, y Derg(klat,...,xn), M) = M 2@ ... M 52
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Primera Sucesién Exacta de Derivaciones: Si A — B es morfismo de k-dlgebras, tenemos
una suceston exacta de B-mddulos

0 — Dera(B, N) — Dery(B, N) — Dery(A, N)
Segunda Sucesién Exacta de Derivaciones: Cuando B = A/I, es exacta la sucesion
0 — Dery(B, N) — Dery(A, N) — Homy (I, N) = Homyu(I/1?, N)

Demostracion: La restriccién a I de una derivacion D: A — N es A-lineal, porque f € I anula
a todo B-médulo: D(af) = a(Df)+ f(Da) = a(Df).
Por tdltimo, una derivaciéon D: A — N factoriza a través de B si y sélo si se anula en 1.

Ejemplo: Si kK = A/m, entonces Derg(A, k) = Homy(m/m? k). En efecto, es inyectiva por la
segunda sucesion exacta, y para ver que es epiyectiva introducimos la diferencial en el punto
p que m define, d,: A — m/m? dpf = [Af] = [f — f(p)],

fg=(f(p) +Af)(g(p) + Ag),
A(fg) = f(p)(Ag) + g(p)(Af) + (Af)(Ag),
dp(fg) = f(p)dpf + g(p)dpf,

~— —

y si w: m/m? — k es lineal, la derivacién Df = w(d,f) coincide con w en m.

Definicion: La existencia de una derivacién universal se sigue del teorema de representabilidad;
pero vamos a dar una construccién directa. El ideal de la diagonal es el niicleo A del morfismo
p: A®p A— A, p(a®b) = ab, y el médulo de diferenciales es Q,,, = A/A? (la estructura
de A-mddulo es igual por ambos lados, pues estd anulado pora® 1 —1®a € A).

La diferencial es la k-derivacion d: A — Qy/p, da=[a®1-1®a,

d(ab) = (b )a®l-1®al+ (1®a)b®1—-1&®b] = b(da) + a(db).
Lema: Q) estd generado por la imagen de la diferencial d: A — 5y
Demostracion: Si ), a; @ by € A, entonces . a;b; = 0; luego >, 1 ® a;b; =0,y
2210 ®bi =300, ®b =3 1®@aib;=3bi(a;®1 —1®a;).

Propiedad Universal: Toda k-derivacion D: A — M factoriza de modo unico por un morfismo
de A-mddulos f: Qy, — M, f(da) = Da,

Dery (A, M) = Homa (245, M).
Demostracion: El morfismo A-lineal ¢: A ®y A — M, ¢(a @ b) = b(Da), se anula en A?,
d((a®1-1®a)(b®1—1®b)) = D(ab) — a(Db) — b(Da) + ab(D1) = 0,

e induce un morfismo A-lineal f: A/A%? — M, f(da) = ¢(a® 1 —1®a) = Da.
La unicidad se sigue del lema anterior.

Corolario: Q/, = Adr1 © ... ® Adwy, , donde A = klzy,. .., 2]

Demostracion: Derg(k[z1,...,x,), M) =M 2 D...oM %-

1
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Teorema: Q4 /= (Qa/k)s-

Demostracion: Si M es un Ag-moédulo, Derg(Ag, M) = Derg(A, M), porque cada derivacién
D: A — M s6lo puede provenir de la derivacion

D: As — M, D (%) =P 0De

s s
que estd bien definida: si ¢ = %, entonces rat = rbs, r € S. Derivando y dividiendo por rst
Da n aDt Db  bDs

S st t + st
sDa — aDs B tDb — bDt

s2 N 12
HOmAS(QAS/k,M) = Derk(Ag,M) = Derk(A, M) = HOInA(QA/k,M) = HOmAS((QA/k)S,M).

Corolario: Q(Al@Az)/k = QAl/k S QAz/k'

Demostracion: Pongamos A = A; @ Ay = Ay, ® Ay,, donde f1 = (1,0) y fo = (0,1).
Todo A-médulo es M = My, & My,. Ahora, (/1) = Qa; 6= Qa, k-

Teorema: 4, /x = Qu/i @ K, para todo cambio de base k — K.

Demostracion: Si M es un Ax-mébdulo, toda k-derivacién D: A — M factoriza, de modo tnico,
por una K-derivacion D@ 1: Ax — M,y

Homa, (4, /x, M) = Derg (Ax, M) = Derg(A, M) = Homa (24, M)
:HomAK(QA/k XA AK,M) :HomAK(QA/k Sk K,M).

Primera Sucesién Exacta de Diferenciales: Si A — B es un morfismo de k-dlgebras tene-
mos una sucesion exacta de B-mddulos

QA/k ®a B — QB/k: — QB/A —0
Demostracion: Para todo B-mddulo NV, es exacta la sucesion

0 — HOmB(QB/A,N) — HOmB(QB/k,N) — HOmB(QA/k(X)AB,N)

I ] |
Dery (B, N) Dery (B, N) Der,(A, N)

Segunda Sucesién Exacta de Diferenciales: Cuando B = A/I, es exacta la sucesion

/17 22 0, @4 B — Qpj — 0

Demostracion: Para todo B-médulo N es exacta la sucesién

0 — Homp(Qp, N) — Homp(Qa, ®4 B,N) — Homp(I/I? N)

| I I
Deri (B, N) Der (A, N) Homu(I, N)

Corolario: Q,/, = (k[z]/(P, P"))dz, donde A = k[z]/(P).

Ejemplo: Si kK = A/m es cuerpo, d® 1: m/m? — Q4/k ®a k es un isomorfismo, porque lo es su
traspuesta Dery (A, k) = Homa (Q4x, k) = Homy,(Qa/x ®4 k, k) — Homy,(m/m?, k).
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3.6. Algebras Finitas
Fijemos un cuerpo base k.
Lema: Todo ideal primo de una k-dlgebra finita A es mazimal.

Demostracion: Si A es integra, la aplicacién lineal hy: A — A, hy(x) = az, es inyectiva cuando
a # 0; luego epiyectiva, y 1 = hy(b) = ab para algin b € A. A es cuerpo.

Lema: El nimero de ideales maximales de una k-dlgebra finita A es < [A : k].
Demostracion: Si mq, ..., m, son maximales de A, y x; € Spec A es el punto que define m;,
(mpN...Nnmy)o=(m)oU...U(my)o={z1,...,2:};
luego son estrictas las inclusiones
ADmDOmNmg D...OmN...Nm,.

Teorema: El espectro de una k-dlgebra finita es finito y discreto, Spec A = {z1,...,xn}, y A
descompone en suma directa de dlgebras locales (extensiones finitas si A es reducida)

A=Ay ®... 8 Ay,

Demostracion: Spec A es un espacio finito y sus puntos son cerrados, luego discreto, y el morfismo
A— Ay @...® A, esisomorfismo al localizar en cada punto y € Spec A,

(Am @”-@Ao&n)y = (A:cl)y ©...0 (Axn)y = Ay

porque (Az)y = 0 cuando x # y, ya que los primos de (A;), se corresponden con los primos de
A contenidos en m, y m,, que no existen.
Si A es reducida, A, es un algebra local reducida; luego es cuerpo.

Teorema: Si A, B son k-dlgebras finitas, todo morfismo inyectivo A — B induce una aplicacion
Spec B — Spec A epiyectiva.

Demostracion: Si x € Spec A, la aplicaciéon A, — B, es inyectiva.
Luego B, # 0, y todos los puntos de Spec B, estdn en la fibra de x = Spec A,.

Definicion: Los puntos de una k-dlgebra A con valores en una extensiéon K de k, 6 K-puntos,
son los morfismos de k-algebras A — K.

Cuando A = k[z]/(P), los puntos son las raices de P en K.

Cuando A = K es una extensién finita, los puntos son los automorfismos de K.

Puntos de Spec Ax

Férmula de los Puntos: Homy,_,,(A, K) = de cuerpo residual K

Demostracion: Cuando K = k, la formula se debe a que cada morfismo A — k es epiyectivo y

estd determinado por su nicleo, que define un punto racional de Spec A. En efecto, dos morfismos

con igual nucleo han de diferir en un automorfismo de k, que necesariamente es la identidad.
El caso general se sigue de la férmula de la gréafica

Homya14 (A, K) = Hompa15(A @ K, K).



80 CAPITULO 3. ALGEBRA II

Definicién: Si A es una k-dlgebra, un punto = € Spec A es racional cuando k = k(z). Una
k-algebra finita es racional si lo son todos los puntos de su espectro.

Ejemplos: Todo k-morfismo ¢: Spec B — Spec A conserva puntos racionales, porque k(y) es
una extension de k() cuando x = ¢(y); luego las subdlgebras de un algebra racional también son
racionales (por el teorema anterior). Ademsds, es claro que cocientes, sumas directas y productos
tensoriales de algebras racionales son racionales.

Por el teorema chino del resto, A = k[z|/(P) = @®;k[z]/(P]") donde P = P["' ... P es la
descomposicién en factores irreducibles. Spec A tiene un punto por cada factor irreducible F;, y
su cuerpo residual es k[z]/(P;). Los puntos racionales son las raices de P en k, y A es racional

cuando P tiene todas sus raices en k.

Teorema: El concepto de dlgebra local y racional es geométrico (estable por cambios de base,
st A el local y racional, Ax también lo es).

Demostracion: Sea m el tinico maximal de una k-algebra finita local racional O, de modo que
todo elemento de m es nilpotente, y K = O/m. La sucesién exacta

0—mQpK—>0, K —kxp K=K —0

muestra que mg es un ideal maximal de O,y Og/mg = K.
Como m ®;, K estd generado por nilpotentes, O es una K-algebra local racional.

Teorema de Kronecker: Si A es una k-dlgebra finita, existe una extension finita k — L tal
que Ay, es una L-dlgebra racional.

Demostracién: Por induccién sobre [A : k] y, cuando el grado es 1, A = k ya es racional.
Cuando [A : k] > 1, si A tiene un punto racional, A = A; @ B, y por induccién, B es racional
sobre una extensién finita L, y Ar, = (A1), @ Br es racional.
Si A carece de puntos racionales, consideramos un cuerpo residual A — K y, por la férmula
de los puntos, Ax ya tiene un punto racional.

Definicion: Dadas extensiones
k—— K4

Lo

Ky——1L

el compuesto KiKs es el cuerpo de fracciones de la imagen del correspondiente morfismo
K1 ®, Ko — L, y estd formado por los elementos de L que se obtienen a partir de K1 y K con
sumas, productos y cocientes.

Los compuestos de K y K3 son los cuerpos residuales de Spec (K7 ®j K3), en particular
existen, y cuando la extensién & — K7 es finita, son cocientes de K7 ®j Ko.

La demostracion del teorema de Kronecker prueba que toda k-algebra finita A es racional
sobre un cociente L de un producto tensorial iterado A®™. Con esta condicién adicional L ya es
unica salvo isomorfismos (no canénicos) y es el cuerpo de descomposicién de A.

En efecto, si A es racional sobre otro cociente L' de A®™, también lo son A®" y su cociente
L, y por la férmula de los puntos existe un morfismo L — L. Luego [L : k] < [L’ : k], y por
simetria también [L' : k] < [L : k], y el morfismo L — L’ es isomorfismo.

La condicién de que A = k[z]/(P) sea racional sobre L afirma que P tiene todas sus raices
ai,...,on en L,y la de que sea cociente de A®™ afirma que L estd generada por raices de P,
asi que L = k(aq,...,ay) es el cuerpo de descomposicién de P.
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Definiciéon: Una extension algebraica kK — k es un cierre algebraico si k es algebraicamente
cerrado. (Los nimeros complejos algebraicos forman un cierre algebraico de Q).

Teorema: Todo cuerpo tiene un cierre algebraico, unico salvo isomorfismos no candnicos.
Demostracion: Sea Lp un cuerpo de descomposicién de P € k[z]. Consideremos

A:h;I}an1 ®k-~'®kzLPn

y el cuerpo residual k = A/m de un maximal m de A, que es una extensién algebraica porque
esta generada por las imédgenes de los morfismos Lp — A — k.

Estos morfismos muestran ademds que todo polinomio P € k[x] tiene todas sus raices en k,
y concluimos que k es algebraicamente cerrado (p. 18).

Si k — k' es otro cierre algebraico, y tomamos un compuesto &'k, tenemos que k = k'k,
porque k' es algebraica sobre k. Igualmente k' = k'k, y k ~ k'

Definicién: Una k-algebra finita A es trivial cuando A=k @ ... ® k = ®xk = Hom(X, k); es
decir, cuando el niimero de puntos del espectro coincide con el grado.

Las algebras triviales son las dlgebras racionales reducidas; luego las subdlgebras de un
algebra trivial son triviales. Ademas, por la féormula de los puntos:

1. El niimero de puntos de una k-algebra finita A con valores en una extension L estd acotado
por [A : k], y s6lo se da la igualdad cuando Ap es trivial, A®y L = @L.

2. El nimero de automorfismos de una extensién finita k — L estd acotado por [L : k], y sélo
se da la igualdad cuando L ®; L = ®L.

Teorema: Los funtores Spec y R(X) = ®xk definen una equivalencia de categorias

k-&lgebras| ., |cOnjuntos SpecR(X) =X
triviales finitos |’ R(SpecA)=A

Demostracion: El morfismo natural A — Hom(Spec A, k) es inyectivo porque A = @k es redu-
cida; luego isomorfismo porque el grado de ambas es el cardinal de Spec A.

La aplicacién natural X — Spec (@ xk) es inyectiva; luego biyectiva porque el nimero de
puntos del espectro esta acotado por el grado.

3.6.1. Algebras Separables

Teorema: Una k-dlgebra finita A es separable si verifica las condiciones equivalentes
L. Q. =0.
2. A es localmente? trivial: A;, = ®L para alguna extension finita L.
3. A es geométricamente reducida: A es reducida para toda extension K.

4. ARy A es reducida.

3Si k — K es una extensién finita, ha de entenderse que Spec K — Speck es un recubrimiento abierto de
Spec k para una “topologia” més fina que la de Zariski, que no es topologia en el sentido usual.
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Demostracion: (1 = 2) Si A, = B® ... es racional, como 0 = (Q4/,)r = Qa, ) = B/ O -,
tenemos que m/m? = Qp,r ®p L = 0; luego B = L por Nakayama, y Ap es trivial.

(2=3)0— Ax = Axr = (AL)krL = (®L)kr = ®KL; luego A es reducida.
(3 =4) A es reducida, A = ®;K;; luego A ®; A = @;(A ®y, K;) es reducida.

(4=1)Si A® A = ®;K;, todo ideal I de A®j, A es suma directa de algunas componentes;
luego I = I?, y Qam = A/A% = 0.

Corolario: La separabilidad es un concepto geométrico y local. Subdlgebras, cocientes, sumas
directas, y productos tensoriales de dlgebras separables son separables, y

(A separable)

Homy-a1g (4, K) = [ Componentes de ]

A ®y K iguales a K

(L separable)

L ® L iguales a L

Autyeag (L) = [ Componentes de ]

Teorema del Elemento Primitivo: Si k es infinito, toda k-dlgebra finita separable estd ge-
nerada por un elemento, A = k[a].

Demostracion: Tomemos una extensién trivializante 0 - A — Ap, = L& .. @L, n = [A: k.
Los elementos (Ai,...,\,) € A tales que \; = \; forman un subespacio vectorial V;; C A,
porque A contiene una base de Ay = L™,
Si k es infinito?, [JV;; # A; luego existe a € A tal que los n morfismos k[a] — A, — L son
distintos. El grado de k[a] es > n, y A = k[a].

Definicién: Un polinomio P € k[z] es separable cuando lo es la k-dlgebra k[z]/(P), lo que
significa que todas las raices de P son simples, m.c.d.(P, P') = 1.

Un elemento de una k-dlgebra finita a € A es separable cuando lo es la subdlgebra kfa] ~
k[x]/(P,); es decir, cuando lo es su polinomio anulador P,(z).

Proposicién: A = kfay,...,ay,] es separable si y sélo si lo son ay, ..., ay,.

Demostracion: Si k[a1], ..., k[a,] son dlgebras separables, también lo es k[a1] ® . .. ®f klan].
Luego A es separable, porque tenemos un epimorfismo kfa1] ® . .. @ kla,] — A.
Reciprocamente, si A es separable, también lo son las subélgebras k[a;].

Definicion: Un cuerpo k es perfecto si todas sus extensiones finitas son separables; es decir,
si todos los polinomios irreducibles en k[z] tienen todas sus raices simples.
Los cuerpos de caracteristica nula y los cuerpos F,, son perfectos (pp. 25, 26) y el ejemplo

de la p. 26 muestra que Fo(t) no es perfecto.

Proposicion: Un cuerpo k de caracteristica positiva p es perfecto si y sélo si el morfismo
F:k—k, F(a) = aP, es epiyectivo. Por tanto, los cuerpos finitos son perfectos.

Demostracion: Si k es perfecto, la extensién k — k({/a) es separable; luego ¢/a € k.

4Metiendo los Vi; en hiperplanos, en el espacio proyectivo dual P(A*) tenemos un numero finito de puntos, y
hay un hiperplano que no pasa por ellos: basta proyectar desde un punto exterior y proceder por induccién sobre
la dimensién.
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Si F es epiyectivo, y un polinomio @) € k[z] tiene una raiz miltiple, entonces Q' = 0 (p. 24)
y @ no es irreducible,

Q:ao+apxp+a2px2p+...:bg—i—ng—l—bgp:cz—i—...:(bo+bpx+b2px2+...)p.

Definicién: La traza de a € A es la traza del endomorfismo h,: A — A, he(z) = ax.
Tenemos asi una forma lineal tr: A — k, tr(a) = tr hy, y la métrica de la traza

T>(a,b) = tr(ab).

La traza de un endomorfismo nilpotente 7" es nula, porque (p. 115) su polinomio caracteristico
es cr(x) = z™; luego rad A C rad To.

Teorema: La métrica de la traza es estable por cambios de base.

Demostracion: La matriz de h, en una base ej,...,e, de A es la matriz de hy,g1 en la base
e1®1,...,e, ®1 de Agk. Luego tr(a) = tr(a® 1), y vemos que la métrica de la traza en A es

Corolario: Radical de la metrlca] o K = [Radlcal de la métrica

de la traza en A de la traza en Ag
Demostracion: Consideremos la polaridad ¢: A — A*, ¢(a) = i,T2, y las sucesiones exactas
0 — rad Ty — A -2 Homy (A, k)
0 — (radTp)x — Ak LTI Homy (A, k) @, K = Homy, (A, K)

Como ¢®1 es la polaridad de la métrica de la traza en Ag, vemos que (rad T3) k es el radical
de la métrica de la traza en Ag.

Teorema: Una k-dlgebra finita es separable si y solo si su métrica de la traza es no singular.

Demostracion: En un algebra trivial la métrica de la traza es no singular, porque su matriz en
la base obvia es la matriz unidad I.

Ahora, si A es localmente trivial, A;, = @ L, entonces (radT2);, = 0, y rad T, = 0.

Si rad Th = 0, entonces rad Ag C (radT2)x = 0, y A es geométricamente reducida.

Corolario: Una extension finita k — K es separable si y solo si la traza tr: K — k no es nula
(porque rad T, siempre es un ideal).

3.7. Teoria de Galois

Definicion: Una extensién finita & — L es de Galois si el orden de su grupo de Galois
G = Autp-aig(L) = Aut(L/k) coincide con el grado,

Loy L=Lo...0L=0aocL.

El cuerpo de descomposicién L de una k-algebra separable A es un cociente de A®™. Al ser
Ay trivial, L ®; L también, y L es la envolvente de Galois de A.

El cuerpo de descomposicién k(aq, ..., aq) de un polinomio separable P es una extensién de
Galois, y su grupo de Galois G puede verse como grupo de permutaciones de las raices de P.
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Si L es una extensién de Galois de k, también es una extensién de Galois de cualquier cuerpo
intermedio k — K — L, porque tenemos un epimorfismo &L =L ®;p L — L Qg L.

Si k — L es de Galois, todo compuesto de L con L es ~ L. Dos morfismos fi, fo: L — E
en otra extensién siempre tienen la misma imagen. En particular, si un cuerpo intermedio K
también es una extensién de Galois de k, todo automorfismo 7: L — L lo deja invariante,
7(K) = K, y tenemos un morfismo de restricciéon Aut(L/k) — Aut(K/k).

Teorema: Si A # 0 es una k-dlgebra, la sucesion k — A = A®y, A es exacta’.

Demostracion: Tomemos un retracto lineal w: A — k (p. 41). Sia® 1 =1®a,
a=(1ow)(a®l)=(1®w)(l®a)=w(a) € k. q.e.d.
Si A es una k-algebra finita trivial sobre L, sus puntos con valores en L,
F(A) = Homy_n14(A, L) = Spec A,

forman un G-conjunto finito con la accién 7p = 7 o p, donde p: A — L (o bien mediante su
accién en A ®j, L por el segundo factor). Vamos a construir un funtor inverso:
Las proyecciones Ay, = @L — L definen los puntos p;: A — L del dlgebra, asi que®

A L=L&...® L, a® A= (Api(a),...,Apn(a)),

de modo que Ap = ®p(4)L = Homgets (F(A), L), donde G actia permutando las componentes
segun su accién en F(A), y transformando cada componente por su accién en L; es decir,
7f =710 for ! yel dlgebra de invariantes es Homg(F(A), L).

Por eso definimos el recubrimiento asociado a un G-conjunto finito X como”
R(X) = (&xL) = Homg/(X, L),

y tenemos un morfismo natural A < R(F(A)). También tenemos un morfismo natural X —
F(R(X)), porque = € X define un morfismo de k-dlgebras R(X) — @&xL = L.

Teorema de Galois: Los funtores F' y R definen una equivalencia de categorias

Algebras finitas ] o G-conjuntos| R(F(A))=A
triviales sobre L finitos "F(RX))=X

Demostracion: L = RF(L), y G = FR(G), porque

F(L) = Homk_alg(L, L) = G,
R(G) = Homg(G, L) = L.

Ademsds, F'y R conservan sumas directas y contcleos. El funtor R = Homg(—, L) porque es
representable, y el funtor fibra F', porque si tenemos una sucesién exacta

A—B = C

5Si X = Spec A — S = Spec k se ve como un recubrimiento abierto de S, la sucesién exacta X xg X = X — S
afirma que las funciones globales f € k son las funciones en el recubrimiento que coinciden en las intersecciones.

5Por ejemplo, la sucesién exacta k — L = L ®, L = ®¢L afirma que k = LY. En esta situacién, tomar
invariantes por G es tomar funciones globales.

"En la categoria opuesta a la de k-dlgebras, P = Spec L — S = Spec k es de Galois cuando PxsP = P&...®P
y, como las componentes son las graficas de los automorfismos 7,: P — P, el morfismo natural G x P — P xg P
es isomorfismo. Ademds, R(X) = (P xs X)/G.
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también es exacta la sucesion de L-algebras triviales
A, — B, = Cf,

y, como el funtor Spec establece una equivalencia de la categoria de L-algebras triviales con la
de conjuntos finitos (p. 81), es exacta la sucesién de conjuntos (y de G-conjuntos)

SpecC, = Spec B, — Spec Ay.

Ahora, todo G-conjunto finito X admite una presentacién ®;G = @©;G — X, porque hay
presentaciones G x H = &yG = G — G/H, donde (g,h) — g,y (9,h) — gh, y el siguiente
diagrama conmutativo de filas exactas muestra que X = FR(X),

&;G = ;G — X
d

[ |
FR(®:G) = FR(®,G) — FR(X)

Por otra parte, como la sucesién k — L = L ®;, L es exacta, toda k-algebra A trivial sobre
L es un nicleo A - A®r L = A® L ®p L de morfismos entre L-dlgebras triviales, y el mismo
razonamiento prueba que A = RF(A).

Corolario: Homy_,15(A, B) = Homg(F (B), F(A)).
Homg(X,Y) = Homyag(R(Y), R(X)).

Corolario: R(G/H) = L", F(L")=G/H.
1. Tenemos un anti-isomorfismo de reticulos

Cuerpos intermedios Subgrupos K — Aut(L/K)
entre k y L de G "ILH i H

Homy,_ag (L, L) = {7 € G/H: H' C THT '}
L~ o | y H son subgrupos conjugados.

Aut(LH k) = N(H)/H.

AR

L es una extension de Galois de k si y sdlo si H es un subgrupo normal de G, en cuyo
caso su grupo de Galois es G/H.
Demostracion: R(G/H) = Homg(G/H,L) = L.
F(L")=FR(G/H)=G/H.
(1) Seai: L — L la inclusién. La fibra H de G = F(L) — G/H = F(L") sobre [Id] =i es
Homy_y, (L, L) = Aut(L/L7); luego H = Aut(L/L").

Ademés, k = R(pt) = LY; luego K = LA"E/K) 3] ser L una extensién de Galois de K.
Las restantes afirmaciones se siguen de la igualdad

Homk_alg(LH,LHl) — Homg(G/H',G/H) = (G/H)"' ={ge G/H: H' C gHg™'}.

Teorema de los Irracionales Naturales: Sea k — L una extension de Galois de grupo G.
Todo compuesto LE es una extension de Galois de E, y su grupo de Galois es el subgrupo

Auwt(L/LNE) CG.
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Demostracion: Tenemos un epimorfismo L ®p F — LFE; luego LE ® g LE es un cociente de
Loy F®pLE=L®x LE=L®Kg L®, LE=(®L)® LE =®LE.

Ademés Aut(LE/E) — Aut(L/k), y LAWEE/E) — [, (LE)AYEE/E) — [0 E.

Corolario: Si G es el grupo de Galois de un polinomio separable P, las orbitas de la accion de
G en las raices de P son las raices de sus factores irreducibles.

Demostracion: Sea P = Pj...P, la descomposicién en factores irreducibles en k[z], y L su
cuerpo de descomposicién sobre k. Ahora A = k[z]/(P) = K1 ®...® K,, con K; = k[z]|/(P;), y
F(A)=F(K,)®...® F(K,), donde F(K;) es una érbita, formada por las raices de P; en L.

Teorema: Si G es un grupo finito de automorfismos de una k-dlgebra A, el dlgebra de invariantes
es estable por cambios de base k — K,

(A Rk K)G = AG Rk K.
for
Demostracion: Sea G = {r1,...,7,}. La sucesién exacta A® — A = A® .". A, donde f(a) =
(a,...,a)y 7(a) = (11(a),...,m(a)),, induce una sucesién exacta

G f®R1,T®1
A R K — AK = AKEB . @AK.

Teorema de Artin: Sea H un grupo de automorfismos de una extension finita k — L. Si
k=L entonces L es una extension de Galois de grupo H.

Demostracion: Por la férmula de los puntos, L ®j L tiene una componente racional A; por cada
elemento de H = {7,...,7,}; luego

Loy L=(A1®..0A4,)®(B1®...)
L=IL%e,L=Ley L) =4 a.. 0A) eBa.. )"

Como L es integro, vemos que B1 & ... = 0.
Ahora A; = L porque un nilpotente no nulo a € A; daria un nilpotente no nulo en L,

(a,...,7i(a),...) € (A1 @...® A" = L. q.e.d.

No es necesario suponer que la extension es finita, sélo que H lo es, pues si ag,...,q, € L,
entonces k(...,T;a;,...) es una extension de Galois de grado fijo n = [H|.

Ejercicio: ;Dénde falla el siguiente razonamiento? Si K — K — L son extensiones de Galois,
entonces también lo es k — L,

K®pL=(K®, K)ok L= (®K)®x L=&K®gL)=&L,
LerL=Lok (K®,L)=L®k (®L)=o(L®k L) =®L.
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3.7.1. El Automorfismo de Frobénius

Sea L un cuerpo finito de caracteristica p. Como L es una extensién de F,, tenemos un
isomorfismo Fy-lineal L ~ F}, con n = [L :Fp], y vemos que L tiene ¢ = p™ elementos.

Teorema: Sea ¢ = p"™ una potencia de un primo. Eziste un unico cuerpo con q elementos; a
saber, el cuerpo de descomposicion Fy de x9 — x sobre Fy,.

Demostracion: El automorfismo F': F; — F,, F'(a) = a?, deja fijas las raices de 29 — x; luego es
la identidad y todos los elementos de F, son raices de Q) = 29 — . Como @ es separable, porque
Q' = —1, tiene g raices distintas, y F, tiene ¢ elementos.

Sea L es otro cuerpo con q elementos. Los elementos no nulos de L forman un grupo multi-
plicativo de orden ¢ — 1, y son raices de 297! — 1. Luego 29 — z tiene todas sus raices en L,y L
es el cuerpo de descomposicién de 29 — x sobre [,

Teorema: La extension IF, — F, es de Galois y de grupo ciclico, generado por el automorfismo
de Frobénius F(a) = aP.

Demostracion: Sea G = (F'). Como FqG = [F), el teorema de Artin permite concluir.

Corolario: Sea ) € Fp[z] separable, producto de polinomios irreducibles de grados ni, ..., n,.
El grupo de Galois de Q estd generado por una permutacion de forma (ny,...,n;).

Lema: Todo subgrupo finito H del grupo multiplicativo k* de un cuerpo k es ciclico.

Demostracion: Si d es el anulador de H, los elementos de H son raices de ¢ — 1,y d > |H|.
La clasificacién de grupos abelianos muestra que H es ciclico de orden d.

Corolario: En Fy[z] hay polinomios irreducibles de grado arbitrario.

Demostracion: Sea q = p". Como el grupo [} es ciclico, se tiene que Fy = F,(0).
El polinomio irreducible de ¢ sobre [F,, es de grado n.

Teorema de Reduccién: Sea G el grupo de Galois de Q = 2™ + c12™ * + ... + ¢, € Z[x]. Si
G es el grupo de Galois de la reduccion Q € Fplx], existe un subgrupo H C G y un epimorfismo
0: H— G. SiQ es separable, ¢ es isomorfismo y, como permutacion de las raices, T € H tiene
igual forma que @(T).

Demostracion: Sean aq, ..., a, son las raices complejas de Q.
A =7Zaq,...,a,] es un Z-médulo finito porque o] = —cloz;"hl —

1. A =17Z. Si ¢ e A% = AN Q, entonces Z[¢] C A es un Z-médulo finito (p. 111); luego sus
elementos tienen denominador acotado, lo que es absurdo si ¢ ¢ Z.

.= Cp.

2. A/pA es una F)-dlgebra finita; luego de espectro finito, Spec (4/pA) = {z1,...,z4}. Sea
m; el maximal de A definido por x;, y pongamos K; = A/m;. Como

(m1 +(mgﬂ...ﬂmd))0 = {Il}ﬂ{xg,...,ﬂjd} =0,
por el teorema chino de los restos tenemos epimorfismos
A— A/mun...Nmy) =K1 &...6 Ky — Ky =Fplai,...,a,).

Q(z) = [L(z — i) y Q(z) = [[;(z — &;); luego K; es el cuerpo de descomposicién de @
y G = Aut(K, /F,). Ahora H = {7 € G: 7(m;) = m; } actda sobre K; = A/m; y tenemos
un morfismo p: H — G, (7)(a) = [r(a)].
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3. @ es epiyectivo. Pongamos K; = Iﬁ‘p(é), y tomemos 6 € A que en x; vale f y se anula en
Ta,...,xq. Ahora R(z) =[], .o(z — 70) tiene coeficientes en AY = Z, y para cada 7 € G

tenemos que 7(0) es una raiz de R(x). Luego 7(0) = [76] para algin 7 € G. Como 7(f) no
se anula en z1, concluimos que 7 € H, y (1) = T.

4. Si Q es separable, 7 € H define una permutacién de las raices a;, y ¢(7) define la misma
permutacion de las raices @;. Luego ¢ es inyectivo.

Definicién: Si Q) es separable, el automorfismo de Frobénius del polinomio Q(x) en el primo
p es el unico elemento F), € H tal que ¢(F)) es el automorfismo de Frobénius de K,

Fy(a) =d’ (méd. my), a € A.

F, depende del maximal m; elegido; pero estd bien definido salvo conjugacion porque G
acttia transitivamente en Spec(A/pA), y si se elige m; = o(my), el automorfismo es o F,o 1.

En efecto, si Spec(A/pA) tuviera mas de una érbita, elegimos f € A que s6lo se anule en la
6rbita de 71 (A — K1 @ ... ® Kq es epiyectivo). Luego N(f) = [[.c7(f) € A® = Z se anula
en x1 y en otros puntos no. Absurdo, N(f) € mi NZ = pZ C m;.

1. Existen polinomios de grado arbitrario n cuyo grupo de Galois sobre Q es Sy,.

Sea ()2 € Fa[z] irreducible de grado n; Q3 € Fs[z]| con un factor irreducible de grado n — 1
y una raiz en F3; y @), € Fp[x] con un factor irreducible de grado 2 y n — 2 raices distintas
enFy, p # 2,3. Como Z/6pZ = Fo &F3 ®F), existe un polinomio con coeficientes enteros @
cuyas reducciones médulo 2, 3, p son (Q2, 3, Q. El grupo de Galois G de ) es un subgrupo
transitivo de S,, que contiene un (n — 1)-ciclo y una trasposicién: (2,...,n), (ij) € G. Al
ser G transitivo, contiene una trasposicién (1k). Conjugando (1k) con (2,...,n)™ vemos
que (12),(13),...,(1n) € G. Estas trasposiciones generan S, y G = S,.

2. Si el grupo de Galois de @ no contiene ciclos de orden n, su reduccién Q nunca es irreduci-
ble. Una cuértica de grupo {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, como x* 4 1, es irreducible;
pero su reduccién nunca lo es.

3. Si todo automorfismo 7 € G deja fija alguna raiz de Q, entonces @ tiene una raiz en Fp
(cuando @ es separable). Asi cada automorfismo de Q(v/2,4) deja fijo v/2, iv/2 6 1 + 4;
luego deja fija una rafz de z® — 24, que tiene raiz en Fp, si p # 2. Como en p = 2 también,
24 es potencia octava en todo primo.

3.7.2. Extensiones Ciclotémicas

Si p = cark no divide a n, entonces el polinomio ™ — 1 es separable, y sus raices en un
cuerpo de descomposicién L forman un grupo ciclico p, = {e,,€2,...,e" = 1}, (p. 87).

Teorema: k — k(e,) es una extension abeliana de grupo G C (Z/nZ)*.
Demostracion: k(e,) es de Galois porque es el cuerpo de descomposicién de un polinomio sepa-
rable, y 7 € G induce un automorfismo de p,; luego 7(e,) =€l i € (Z/nZ)*.

El morfismo G — (Z/nZ)*, T +— i, es inyectivo porque 7 estd determinado por 7(&,).

Teorema: El automorfismo de Frobénius de x" — 1 en un primo p que no divida a n es

F, =[p] € (Z/nZ)".
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Demostracion: Si la reduccion de x™ — 1 es separable, tenemos que &/, # &5, i # j; es decir,
el, # &), (méd. my). Como Fj(g,) = b (méd. my), vemos que Fy(ey,) = h.

Corolario: Q — Q(e%) es una extension abeliana de grupo (Z/nZ)*, y por tanto de grado
¢(n), de modo que el polinomio ciclotomico @, (x) es irreducible.

Demostracion: G contiene los primos que no dividen a n, y éstos generan (Z/nZ)*.

Lema: Si g es impar, el discriminante de Q(z) = x9—1 es A = (—l)q;;qq.

Demostracion: A = (71)%1_[2-@’(%) = (—1)%qq iagﬂ = (71)%(1(1,

Ley de Reciprocidad Cuadratica: (%) = (—1)117_”;21 (%) ; p,q primos impares,

27e
Demostracion: K = Q(v/A) es la tnica extensién de grado 2 que contiene Q(e ¢ ), y el auto-
morfismo de Frobénius F}, = [p| de 29 —1 es la identidad en K cuando estd en el tnico subgrupo
de indice 2 de (Z/qZ)*, formado por los restos cuadraticos.

271
Como Z[VA] C Z[e « ], la restriccién de F, a K es el automorfismo de Frobénius de 22 — A
en p, que es la identidad cuando A es resto cuadratico médulo p. Luego (p. 11)

£)-()-()7 @)-= ()

3.7.3. Irracionales Cuadraticos

Lema: Si cark # 2, toda extension k — L de grado 2 es L = k(y/a), con a € k.

Demostracion: Si B € L no estd en k, es raiz de un polinomio 22 + bz + ¢ € k[z].

Luego 8= 3(—b+ Vb2 —4c), y L = k(B) = k(Vb? — 4c).

Proposicién: Las raices complejas de un polinomio P € Q[x] son irracionales cuadrdticos si y
solo st su grupo de Galois G es un 2-grupo.

Demostracion: Si las raices de P son irracionales cuadraticos, su cuerpo de descomposiciéon L
estd contenido en una extensién por radicales cuadréticos, y |G| = [L : Q] = 2¢ (p. 18).
Reciprocamente, si G es un 2-grupo, admite (p. 58) una cadena de subgrupos

1CH1C...CHd:G, ]Hi\:T.
Poniendo K; = L vemos que L es una extensién por radicales cuadréticos
2 2 2 2
Q=Ky—K41— ... — Ky — L.

Corolario: Un nimero algebraico o € C es irracional cuadrdtico si y solo si el grupo de Galois
G de su polinomio irreducible P, es un 2-grupo.

Demostracion: Si |G| = 2%, las raices de P, (luego «) son irracionales cuadraticos.
Reciprocamente, si « es irracional cuadréatico, basta ver que toda raiz compleja 5 de P,

también lo es, y por definicién o € Q(a, ..., a,), a? € Q(aq,. .., ai—1).
Sea L C C la envolvente de Galois de Q(ay,...,a;). Como P, es irreducible, 7(a)) = 8 para
algiin automorfismo 7: L — L; luego B € Q(tay,...,7a;), y (ta;)? € Q(Taq,...,Ta;1); es

decir, 8 es un irracional cuadratico. q.e.d.
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2w

1. en es irracional cuadrdtico si y sdlo si ¢(n) es potencia de 2.

En efecto, Q — Q(e%) es una extensién de Galois de grado ¢(n).
21
2. Si p = 2% 41 es primo, entonces e » es irracional cuadrético. Los poligonos requlares de
17, 257, y 65537 lados son constructibles con regla y compds.

3. Veamos que toda extension finita C — L es trivial (lo que vuelve a probar el Teorema de
D’Alembert). Podemos suponer que L es una extensién de Galois de R. Sea G su grupo,
y H un 2-subgrupo de Sylow de G, de modo que [L* : R] es impar.

Si o € L entonces gr P, = [R(c) : R] es impar, y tiene alguna raiz real por el Teorema
de Bolzano. Luego o € R, L =R, H = G, y L se obtiene adjuntando a R sucesivas raices
cuadradas. Luego L = C.

3.7.4. Resolucién de Ecuaciones

k — L es una extensién por radicales si L = k(ai,..., ), donde o € k(ai,...,oi1).
Un polinomio P € k[z] es resoluble por radicales cuando sus raices puedan expresarse con
radicales; es decir, cuando su cuerpo de descomposicién L sobre k& admita una extension finita
L — FE tal que E es una extensién de k por radicales.

Un grupo finito G es resoluble si admite subgrupos 1 = Hy< H1 ... << H,_1 < H, = G,
con cocientes sucesivos H;/H;_1 abelianos.

Lema: Si G es resoluble, todo subgrupo H es resoluble.
Si H <1 G, entonces G es resoluble si y sdlo si H y G/H son resolubles.

Demostracion: Si 1 = Hy < Hy... < H, = G es una resolucién, y H] = H; N H, entonces
H! < H, y H//H! | — H;/H;_y; luego H//H/_, es abeliano, y H es resoluble.
Si H< G,y n: G — G/H es la proyeccién canénica, y ponemos H; = 7(H;), entonces
H; 1 < H; y H;/H; 1 es un cociente de H;/H; 1; luego abeliano, y G/H es resoluble.
Reciprocamente, si tenemos resoluciones de H y G/H,

l=Hy<H\<...<Hy, 1 < H,=H,
1:ﬂ0<]ﬁ1<]...<]f_fd_1<Hd:G/H,

entonces 1 < Hy ... < H, = n Y (Hy) < ' (Hy)... <7 Y (Hy) = G es una resolucién de G.

Teorema de Independencia: Si A es una k-dlgebra finita y L es una extension de k, los
puntos p;: A — L son linealmente independientes sobre L.

Demostracion: Cuando L = k, se sigue de la descomposicién A = A; & ... & A, en algebras
locales, porque los puntos son ciertas proyecciones A; — k.
El caso general se reduce al anterior considerando los puntos racionales p; ® 1: Ay — L.

Teorema: Si k contiene las raices n-ésimas de la unidad, y car k no divide a n,
1. Toda extension k(a), a™ € k, es ciclica, de grado un divisor d de n, y a € k.

2. Toda extension ciclica k — L de grado n es L = k({/a), donde a € k.
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Demostracion: (1) k(a) es de Galois porque es el cuerpo de descomposicién del polinomio sepa-
rable " — a, a = ™. Si 7 € G, entonces (7a)" = 7(a™) = a, y T() = ua, U € fuy,.

Obtenemos asi un morfismo inyectivo G < u,. Al ser pu, ciclico de orden n, vemos que G
es ciclico de orden un divisor d de n. Si ¢ es un generador de G, entonces o(a) = v, donde
v? = 1. Luego o € k porque o(a?) = (ca)? = (va)? = .

(2) Sea G = (o) el grupo de Galois. Como ¢™ = Id, el polinomio anulador de ¢ es ™ — 1 por
el teorema anterior; luego €, es un valor propio de o y existe 0 # a € L tal que o(«a) = epa.

Ahora o™ € k, porque o(a”) = (g,0)" = ", y L = k(a) porque ¢'(a) = el a # «, i < n.

Lema: Sea k — L una extension de Galois de grupo G. Si k — E es una extension de Galois
abeliana, entonces Aut(EL/E) = H <G, y G/H es abeliano.

Demostracion: E'N L es una extension abeliana de k, y define un subgrupo H <1 G tal que G/H
es abeliano. El teorema de los irracionales naturales afirma que H = Aut(EL/E).

Teorema: Un polinomio P € k[z] es resoluble por radicales si y sdlo si su grupo de Galois G
sobre k es resoluble. (cark = 0).

Demostracion: Sea L el cuerpo de descomposicién de P, y G = Aut(L/k).

Si L — k(oa,...,ar), donde o) € k(a,...,0;-1), ponemos E; = k(ep,a1,...,q;), donde
n = m.c.m.(nq,...,n,). Ahora Ey = k(e,) es una extensién abeliana de k (p. 88), y E; es una
extension ciclica de E;_1. Si H; es el grupo de Galois de E;L sobre FE;,

L EyL EL ... —FE.L
TG THO THI THT
k E[) E1 HET

el lema anterior afirma que H, < ... <1 Hy <t G y los cocientes sucesivos son abelianos.

Como H, =1, porque L C E,, vemos que G es resoluble.

Reciprocamente, si G es resoluble de orden n, por el teorema de los irracionales naturales
el grupo de Galois de L(e,) sobre k(ey) es un subgrupo H de G; luego resoluble, y admite
subgrupos 1 = Hy<Hy; <...<H, = H, donde H;/H;_ es ciclico, de orden un divisor de n.

Luego L(ey,) es una extension de k(e,) por radicales, y P es resoluble por radicales. q.e.d.

1. Los grupos Sy y S3 son resolubles, y una resoluciéon de Ss es 1 <V <1 A4 <S4, donde
V = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Por el contrario, .S,, no es resoluble cuando n > 5,
porque todo 3-ciclo es el conmutador de dos 3-ciclos,

(ijk) = oro vt o = (ijl), T = (ikm),
y si existiera una resolucion de Sy, al contener H; 1 el conmutador de los elementos de H;,

se llegaria al absurdo de que Hy = 1 contiene todos los 3-ciclos. Las ecuaciones de grado
< 4 siempre son resolubles; pero las de grado 5 con grupo S5 no (existen, p. 88).

2. Cuando el grupo de Galois es resoluble y de orden pips . ..p, (p; primos), la demostracién
anterior prueba que la ecuacion se resuelve con r radicales 2/ ..., &/ y con raices de la
unidad de érdenes py, ..., p.. Como |S3] =23 y |S4| = 233, las ctibicas se resuelven con
una raiz cuadrada y otra cibica; y las cudrticas con tres raices cuadradas y una cubica.
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3.7.5. Algebras Inseparables

Los elementos separables de una k-algebra finita A forman una subdlgebra 75 (A).
El grado de separabilidad de A sobre k es [A : k|, = [7F(A) : k].

Teorema: La subdlgebra separable mazximal es estable por cambio del cuerpo base:
k _ K
7m0 (A) @ K =mg (A @ K).

Demostracién: El micleo A; de la diferencial d: A — €4, contiene a 7§ (A), asf que m§(A) C
N, An, donde A, 11 = (Ay)1. Cuando se dé una igualdad A1 = A, el dlgebra A,, es separable
(p. 81) y An C 7f(A); luego wf(A) = (), An. Ahora bien, la subslgebra (), A, es estable por
cambios de base al serlo el médulo de diferenciales (p. 78).

Corolario: |[Homy_a5(A, K)| < [A: ks, y s6lo es igual cuando Ak es racional.
|Aut(L/k)| < [L: k]s, y solo es igual cuando L ®y L es racional (L es normal).

Demostracion: Por el teorema anterior podemos suponer que k = K.

Consideremos las componentes racionales B = A1 ®...® A, de A. Como un algebra separable
es reducida, 7§ (B) — B/rad B = k", y como k" C 75(B), vemos que 7§(B) = k".

El ntimero de puntos racionales de A es < [A : ks, y sblo es igual cuando A es racional.

Ejemplo: El cuerpo de descomposicién L de una k-algebra finita A es un cociente de A™ vy,
al ser Ay, racional, también L ®; L es racional: L es una extension normal de k.

Corolario: [L : k|s = [L : K]5[K : ks.
Demostracion: L y K son racionales sobre una extensién E, de modo que
[L:k]s = [Homyaie(L, E)| , [K :Ek|s=|Homy a1, (K, E)|.

Por la férmula de los puntos la aplicacion Homy_as(L, £) — Homy_1s (K, E) es epiyectiva
(p. 79), y la fibra de cualquier punto es Homg_a1,(L, E), cuyo cardinal es [L : K|, porque L& g E
es una E-algebra racional (es un cociente de L ®j E).

Corolario: El funtor 7k conserva epimorfismos.

Demostracion: Cambiando de base podemos suponer que A es local y racional.

Corolario: A es puramente inseparable si verifica las condiciones equivalentes
1. A es geométricamente local (Ax es local para toda extension K ).
2. Eziste una extension L tal que Ay, es local y racional.
3. ¥ (A) =k (es decir, [A: k]s = 1).

Demostracion: (1 = 2) Ay, es racional para alguna extensién L; luego local y racional.
(2 = 3) Si Ay, es local y racional, n§(A) @ L = 7§ (AL) = L; luego 7§ (A) = k.
(3= 1) Como 7 (Ag) = nf(A) ®) K = K, se concluye por el siguiente lema.

Lema: A es local si y solo si w§(A) es un cuerpo.
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Demostracion: Si A es local, 75(A) también (p. 79); luego es cuerpo al ser reducida.
Si A=A; ® A2 @ ... no es local, 7§ (A) = 75 (A1) ® 75 (A3) @ ... no es integra.

Corolario: Si G es el grupo de automorfismos de una extension normal k — L, entonces k — L¢
es puramente inseparable (y LE — L es de Galois por Artin).

Demostracion: Como [L : k]s = |G| = [L : L], se sigue que [L : k]s = 1.

Ejemplo: Un polinomio @) es puramente inseparable si lo es la k-algebra k[x]/(Q); es decir, si
’ . e 7 . .
todas sus raices son iguales. Asi, 2P — a es puramente inseparable cuando car k = p, pues si «
, n n n n n
es una raiz, o =a,y 2P —a=af —aPf =(z—a)P .

Corolario: p = cark. Si una extension k — L es puramente inseparable, todo elemento o € L
es raiz de un polinomio xP" — a € k[x].

Demostracion: Sea @, el polinomio irreducible de « sobre k, y sea ¢ = p™ la mayor potencia
de p tal que Qu(z) = Q(x%) para algin polinomio Q(x), que es separable al ser irreducible y
Q' #0. Ahora a = o € nf(L) = k, y « es raiz de 29 — a. g.e.d.

De hecho Q, = 7 — a, porque gr Q. (z) = grQ(x?) > q.
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Capitulo 4

Geometria 11

4.1. El Espacio Proyectivo

El espacio proyectivo P(F) de un espacio vectorial E esta formado por los subespacios
vectoriales de dimensién 1. Tenemos una proyeccién (definida cuando e # 0)

m: E— P(E), 7(e) = (e).

La dimensién de P(E) es n = dim E — 1, y ponemos P,, = P(E).

Las subvariedades lineales de P(E) son los subconjuntos X = 7(V) = P(V), donde V es
un subespacio vectorial.

La dimension de X es dim X = dim V' — 1, y su codimensién es

codim X = dimP(F) — dim X = dim £ — dim V.

Los hiperplanos, son las subvariedades lineales de codimensién 1, y la tunica subvariedad
de dimensién —1 es el vacio () = 7(0).
Como V = ¢y (€), tenemos un isomorfismo de reticulos

Subespacios n Subvariedades
vectoriales de E lineales de P(FE)

asi que el supremo de X =7(V), Y =7(W) es X +Y = n(V + W); luego (p. 38)
dim(X +Y)=dmX +dimY —dim (X NY).

Por ejemplo, en Py dos rectas distintas siempre se cortan en un unico punto. En general,
como dim (X +Y) < dimP(F), tenemos que codim (X NY) < codim X + codim Y.

Teorema: Los puntos de P(E/V') se corresponden con las subvariedades lineales de dimension
1 +dim X que pasan por X = n(V'), y tenemos un isomorfismo de reticulos

Subvariedades lineales ~ Subvariedades
de P(E) que pasan por X lineales de P(E/V)| "

Demostracion: dim W/V = dim W — dim V, y el isomorfismo de la p. 37.

Teorema: Tenemos un anti-isomorfismo de reticulos

[ Subvariedades } - [ Subvariedades

o
lineales de P(E) lineales de }P’(E*)] , (V) = w(VO),

95
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que transforma subvariedades lineales de codimension d en subvariedades lineales de dimension
d — 1. En particular, los puntos del espacio proyectivo dual P(E*) se corresponden con los
hiperplanos de P(E).

Demostracion: dimV° = dim F — dim V| y el isomorfismo de la p. 42.

Principio de Dualidad: Todo conjunto ordenado (X, <) define un orden dual X* = (X, <*),
donde ponemos z <* y cuando y < z. Como dimP(E*) = dimP(E), el dual de un reticulo
proyectivo de dimensién n (i.e., isomorfo al reticulo de subvariedades lineales de un espacio
proyectivo de dimensién n) es a su vez un reticulo proyectivo de igual dimensién. Asi, todo
enunciado sobre reticulos proyectivos tiene un enunciado dual equivalente. El enunciado dual
de “por dos puntos distintos de un plano proyectivo pasa una unica recta”, es “en un plano
proyectivo, dos rectas distintas se cortan en un unico punto”, y la figura dual de un tridngulo
en un plano (tres puntos no alineados) vuelve a ser un tridngulo (tres rectas no concurrentes).

Teorema de Desargues: Si dos tridngulos ABC y A’B'C’ de un plano se corresponden de
modo que la rectas que unen vértices homologos concurren en un punto P, entonces los lados
homdlogos se cortan en tres puntos alineados L, M, N .

Demostracidon: Si p es un representante de P, existen representantes a, b, c,a’,b’, ¢’ de los puntos
A B,C,A,B,C"talesque p=a+a =b+¥b = c+ . Por tanto

l=a—b=1b —d esun representante de L,
/
m=a—c=c —a esun representante de M,

/ /
n=b—c=c —b esun representante de N,

de modo que I —m +n =0, y los puntos L, M, N estan alineados.

Lema: Dados n+ 2 puntos (P, ..., Pn;U) en Py, si no hay n+ 1 contenidos en un hiperplano,
existe una base eq, ..., e, de E, unica salvo un factor comin, tal que

Py=mn(ey), ..., Pho=m(en), U=m(eg+ ...+ en).
Demostracion: En cuanto a la existencia, si ponemos P; = w(v;), los vectores vy, . . ., v, generan

E porque Py + ...+ P, = Py. Ahora, si U = m(Agvo + ... + Ayvp), tenemos que A; # 0, porque
Po+...+ P +...4U =P,, y basta poner e; = \;jv;.

En cuanto a la unicidad, si tenemos otra base e, ..., €}, y
/ / / /
€y = N0€0, ---, €y = Anén, €g+...+e, =puleg+...+ep),
entonces \g = U, ..., A\, = i, y el factor de proporcionalidad es comun.

Definiciones: Un sistema de referencia proyectivo en P,, es una sucesién de n + 2 puntos
(Po,...,Py;U) en los que no hay n + 1 contenidos en un hiperplano. Si P = w(e), y en la
base normalizada del lema e = xpeg + ... + xpen, las coordenadas homogéneas de P son
(2o, ..., xy). Estan bien definidas salvo un factor comin, y no son todas nulas.

La razén doble de cuatro puntos (distintos) de una recta proyectiva es

(P1, Po; Py, Py) = ? €k,
1

donde Py = (xg,x1) en el sistema de referencia (P, Po; Ps).



4.1. EL ESPACIO PROYECTIVO 97

La razén doble define una biyeccién Py — {P1, P, P3s} <+ k — {0,1}, y el parametro pro-
yectivo de P = (z¢,21) es 6 = 22, lo que define una biyeccién 6: Py <> k U {oc}.

Una aplicacién 7: P(E) — P(E’) es una proyectividad si 7 = 7(T") para algin isomorfismo
T: E — E', en el sentido de que es conmutativo el cuadrado

E—L g

ok

P(E) — "~ P(E')

de modo que 7 induce un isomorfismo del reticulo de subvariedades lineales de P(E) con el
de P(E’), y los teoremas de la Geometria Proyectiva son invariantes por proyectividades (un
enunciado y su transformado por una proyectividad son equivalentes).

Las proyectividades P(E) — P(F) forman un grupo PGL(FE), y las homografias son las
proyectividades Py — IP;. Las ecuaciones de una proyectividad P,, — P, son X’ = AX, donde
A es una matriz invertible de n + 1 filas y columnas, y las de una homografia son

a b
c d'#o'

z(, = axo + b 9,_a6+b .
o) =cxo+dr; ch+d

Lema: El representante T: E — E’ de una proyectividad 7: P(E) — P(E’) estd bien definido,
salvo un factor no nulo.

Demostracion: Si w(T) = m(T), y ponemos S = T~ 'T, entonces 7(5): P(E) — P(E) es la
identidad, y el lema anterior afirma que S = Md, y T = \T.

Teorema: Dados sistemas de referencia (Po,...,Ppy;U) y (P, ..., PL;U") en Py, existe una
tnica proyectividad P, = Py, tal que P = 7P;, U' = 7U.

Demostracion: Dadas dos bases de FE, existe un unico automorfismo 7T: F — E que transforma
la primera en la segunda.

Corolario: La razon doble clasifica proyectivamente las cuaternas de puntos alineados.

Demostracidn: Si (Py, Py; Py, Py) = (P{, P; P}, Py), y tomamos una homografia 7 que transforme
Py, Py, P3 en Pj, P, P;, tenemos que P; = 7P, porque

(Pllapéapélbpéi) = (P17P2;P37P4) - (TP17TP2;TP377_P4) = (P{7Pé7p3,n7-P4)
Corolario: Si 0; denota el parametro proyectivo de P;, la razon doble es

(PP ) = G =

Demostracion: La homografia 7 que transforma P, P», P3 en 00,0, 1 es

(01— 65)(0:—6)
O =6, 0)(8, —0y)

Corolario: La razon doble es invariante por el grupo de Klein,

(P1, Po; P3, Py) = (P2, Pr; Py, P3) = (P3, Py; P, P2) = (Py, P3; P, Pr).
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Una cuaterna alineada admite 24 ordenaciones; pero como la razén doble es invariante por
V ={1Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, a lo mé&s hay 6 razones dobles diferentes

(P17P2;P37P4):A ) (P17P3;P27P4):1_)\ ) (P27P1;P37P4):%

(Py, P3; P, Py)=1—5 , (P, Pi; Py, Py) =115, (P3, Py PPy =525

y, cuando (Py, Py; P3, Py) = —1, decimos que Py es el conjugado arménico de Ps respecto del
par Pj, Py, en cuyo caso también (Ps, Pi; P, Py) = (Py, Py; Py, P3) = —1.

4.2. El Espacio Afin

Un espacio afin de dimensién n es un conjunto A,, (los puntos) donde actiia de modo fiel
y transitivo un espacio vectorial V' de dimension n (los vectores libres): si p,q son puntos,
entonces ¢ = p + e para un Unico vector e.

Una aplicacién ¢: A, — A/ es afin cuando ¢(p + €) = ¢(p) + ¢(e) para alguna aplicacién
lineal qg : V — V', Las afinidades son las aplicaciones afines biyectivas (qg es isomorfismo).

Lema: Dados puntos p € A, p' € AL, y una aplicacion lineal h: V — V', existe una tinica
aplicacion afin ¢: A, — Al tal que p' = ¢(p), h = ¢.

Demostracidn: La unica aplicacién posible, ¢(p 4+ e) = p’ + h(e), es afin,
dp+e+v)=p +hle+v)=p +h(e)+ h(v) =¢(p+e)+ h(v).

Definicion: Las funciones afines f: A,, — k forman un espacio vectorial F' de dimensién n + 1.

Tenemos una aplicacién lineal V < E = F*, v(f) = f(v), que permite identificar V con
{w € E:w(l) = 0}, y una aplicacién afin A,, — E, z(f) = f(x), que identifica A,, con la
subvariedad lineal {w € E: w(1) = 1}, de direccién V.

Proyectivizando, tenemos una aplicacién A,, — P, = P(F) que identifica A,, con el comple-
mentario en P, del hiperplano del infinito, o de puntos impropios, H = w (V).

Cada afinidad ¢: A,, — A,, induce un isomorfismo lineal ¢*: F' — F, y por tanto un isomor-
fismo ¢: E — E,y ¢(V) = V. Luego induce una proyectividad 7: P,, — P,,, que deja invariante
el hiperplano del infinito, y coincide con ¢ en la parte afin.

Este representante normalizado ¢ de la proyectividad 7 induce la identidad en E/V.

Teorema: El grupo de las afinidades de A,, es canonicamente isomorfo al grupo de las proyec-
tividades de P, que dejan invariante el hiperplano del infinito.

Demostracion: Si una proyectividad 7: P,, — P, deja invariante H = 7(V'), admite un unico
representante lineal T: F — E tal que T'(A,) = A,, y su restricciéon ¢ = Ty, : A, — A, es
una afinidad, que induce la proyectividad 7 porque ambas coinciden fuera de H, que contiene
sistemas de referencia proyectivos. q.e.d.

Klein, en el Programa de Erlangen, entiende la Geometria como la accién de un grupo G
en un conjunto. Los conceptos son los invariantes por la accién del grupo, los enunciados sus
relaciones, y los teoremas los enunciados ciertos. La Geometria Proyectiva viene definida por la
accion del grupo de las proyectividades, y la Geometria Afin por el grupo de las afinidades, y el
teorema anterior muestra que la Geometria Afin es la geometria de un espacio proyectivo con
un hiperplano prefijado H, llamado del infinito.

Un sistema de referencia proyectivo (P, ..., P,;U) es afin cuando P; + ...+ P, es el hiper-
plano del infinito. El origen es Py, las rectas Py + F; son los ejes, y U es el punto unidad.
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En coordenadas homogéneas la ecuacion del infinito es g = 0, y todo punto propio tiene
unas coordenadas afines y; = %, ey Yn = 2—2 bien definidas.

Las subvariedades afines son las partes afines de las subvariedades lineales y, salvo el vacio,
se corresponden con las subvariedades lineales de IP,, no contenidas en H.

Dos subvariedades afines son paralelas si sus zonas del infinito son incidentes.

La razén simple (A, B,C) de tres puntos propios alineados es la razén doble (A4, B;C, P)
con el punto impropio de larecta ABC, y C es el punto medio de Ay B cuando (A, B,C) = —1.

Las afinidades que dejan fijos todos los puntos del infinito son las homotecias y traslacio-

nes, segun que dejen fijo un punto propio o no.

Definicién: Una transformacién semilineal de un k-espacio vectorial E en un k’-espacio
vectorial E’ es un isomorfismos de grupos T: E — E’, junto con un isomorfismo! de anillos
o: k — K, tal que T(X\e) = o(N\)T(e). Una aplicacién biyectiva 7: P(E) — P(E’) es una coli-
neacion si induce un isomorfismo entre los reticulos de subvariedades lineales.

La proyectivizacién de una transformacion semilineal siempre es una colineacién, y el Teo-
rema Fundamental de la Geometria Proyectiva afirma que la estructura de los espacios
proyectivos de dimensién > 2 estd definida por el reticulo de subvariedades lineales® y que el
grupo de sus automorfismos es el grupo de las colineaciones P(E) — P(E):

Teorema: Toda colineacion 7: P(E) — P(E’) entre espacios proyectivos de dimension n > 2
viene inducida por una transformacion semilineal (o,T): (k, E) — (K', E').

Demostracién: Pongamos P, = P(E), P, = P(E’).
Fijemos una referencia (F,...,P,;U) en P,, la referencia (P},...,P.;U’) en P/, que se
obtiene con 7, y sus respectivas bases normalizadas e, ..., ey, ¥ €,...,e},. Consideremos las

estructuras afines definidas por los hiperplanos H = Py + ...+ P,, H = P{+ ...+ P} (y sus
sistemas de coordenadas afines), de modo que 7 conserva el paralelismo.

1. Existe una biyeccién o: k — k' tal que 7(y1,...,yn) = (0(y1),--.,0(yn))-

Como 7 define una biyeccién del eje L; = Py + P; con el eje L, = Pj+ P/, y conserva
el paralelismo, tenemos que 7(y1,...,yn) = (01(y1),...,0n(yn)) para ciertas biyecciones
oi: k — k. Ademds, como 7 transforma la diagonal del plano II;; = L; + L; en la del

plano II}; = L; + L, vemos que 0; = 0.

2. 0(0) =0, porque 7(Py) = Pj; y 0(1) = 1, porque 7(U) = U’.

3. o conserva el producto: o(ab) = o(a)o(b).

Como la recta (x, ax) del plano I1y5 pasa por el origen, la recta (o(z), o(ax)) también pasa
por el origen; luego o(ax) = co(x) para una constante ¢ que, para = = 1, vale o(a). Es
decir, o(az) = o(a)o(x).

4. o conserva la suma: o(a +b) = o(a) + o(b).

Como la recta (z, z+a) es paralela a la diagonal de 11y, la recta (o(x),0(z+a)) es paralela

a la diagonal de II},; luego o(z + a) = o(z) + ¢ para una constante ¢ que, para z = 0, vale

o(a). Es decir, o(z + a) = o(z) + o(a).

Cuando k = k' = R, las transformaciones semilineales son lineales, porque el tinico automorfismo o del cuerpo
R es la identidad. En efecto, o(R+) = o(R*?) = R*? = Ry, luego o conserva el orden y es continuo. Como ¢ es la
identidad en Q, tenemos que o = Id.

2mientras que la aclaracién de la estructura de la recta proyectiva real ha de posponerse hasta el curso de
Geometria Algebraica I.
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5. T(D> wie;) = Y o(x;)e}, es semilineal y define una colineacién 71 : P, — P}, que coincide
con 7 fuerade H,y 7 =1, L7 es la identidad fuera de H. Si P € H, tomamos dos rectas
Ry, Ry que corten a H en P. Como cada una tiene dos puntos fuera de H, queda invariante
por 7, y vemos que 7(P) = P. Es decir, 7 = 7.

4.3. Meétricas

Sea F un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo k, car k # 2.
Una métrica (simétrica) es un tensor covariante de orden 2 simétrico Ta, y pondremos

e-v="Ts(e,v) = ¢(e)(v),

donde ¢: E — E* es la polaridad de T, y diremos que (E, T5) es un espacio vectorial métrico.
Una aplicacién lineal f: (E,Ty) — (E,Ty) es un morfismo métrico cuando e-v = f(e) - f(v),
y una isometria es un isomorfismo lineal métrico.

Dos vectores son ortogonales si e - v = 0, y un vector no nulo es isétropo si e - e = 0.

Los vectores ortogonales a un subespacio vectorial V' forman un subespacio vectorial V-,
llamado ortogonal de V, y esta claro que V C V1. El radical es el nticleo de la polaridad,
rad E = E* (por ejemplo, radV = V- NV), y el rango es dim (E/rad E).

El espacio E es no singular cuando la polaridad es un isomorfismo, rad £ = 0, y totalmente
isétropo cuando la polaridad es nula, rad £ = FE.

Un espacio es eliptico si carece de vectores isétropos (en particular es no singular).

La suma ortogonal E | E’ es la suma directa F @ E’, con la métrica

(e1+¢€)) (ea+eh)=ej-es+e)-é,

y es claro que rad (F L E') = (rad E) L (rad E').
Una métrica T es proyectable por un epimorfismo p : E — E si existe una métrica T en
E, necesariamente unica, tal que p es morfismo métrico.

Teorema: Una métrica es proyectable si y sélo st Kerp C rad F.

Demostracion: Si es proyectable y p(e) = 0, entonces e - v = p(e) - p(v) =0,y e € rad E.
Reciprocamente, si Kerp C rad F, la métrica p(e) - p(v) = e - v estd bien definida, porque si
¢ =e+uce+radE, entonces ¢ -v=c-v+u-v=ce-v.

Corolario: Toda métrica proyecta en E/rad E, y la proyeccion es no singular.

Teorema: FE descompone, de modo unico salvo isometrias, en suma ortogonal de un espacio
totalmente isdtropo y un espacio no singular,

E=(radE) L (E/rad E).

Demostracion: Si E = (rad E) @ V, entonces E = (rad E) L V, y V es no singular.

Ademss, si F = T | F, donde T es totalmente isétropo y F' es no singular, entonces
rad F = (radT) L (rad F) =T,y n: F — E/rad E = E/T es una isometria.
Lema: Si E es no singular, entonces dimV+ =dimE —dimV, y V = V1t
Si ademds V es no singular, E =V 1L V=+.

Demostracion: Componiendo la polaridad £ = E* con el epimorfismo E* — V*, tenemos una
sucesién exacta 0 — V+ — E — V* — 0 que lo aclara todo.
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Corolario: Sea E no singular. SiV es un subespacio no singular, entonces existe una isometria
sy: E — E, la simetria respecto de V', que en 'V es la identidad y en V' es —Id.

Definiciéon: Un plano es hiperbdlico si es no singular y tiene un vector isétropo.

Un espacio hiperbdlico es una suma ortogonal de planos hiperbdlicos.

Dos vectores is6tropos e, € con e - e = 1 forman un par hiperbdlico, de modo que el
subespacio (e, e’) que generan es un plano hiperbdlico.

Lema: Sea E no singular. Toda base ey, ..., e; de un subespacio totalmente isétropo T se puede
ampliar hasta obtener i pares hiperbdlicos mutuamente ortogonales, asi que T estd contenido en
un espacio hiperbdlico (e1,€y) L ... L (e;,€}) de dimension doble.

Demostracion: Por induccién sobre i. Por el lema anterior, existe un vector v ortogonal a
€,...,¢e, y tal que e; - v = 1, y poniendo €] = v — %(UQ)el, forma ademds un par hiperbdli-
co con ey. Por induccién, en (eq,e})® tenemos vectores €, ..., € tales que los pares ej, €/ son

J
hiperbdlicos y mutuamente ortogonales.

Corolario: Todo plano hiperbdlico tiene un par hiperbdlico, y todos los espacios hiperbdlicos de
igual dimension son isométricos.

Teorema de Witt: Sea E no singular. Toda isometria o: V — V' entre subespacios vectoriales
puede extenderse a una isometria de E.

Demostracion: Pongamos V =radV L F, y ampliemos una base de rad V en F- hasta obtener
pares hiperbélicos mutuamente ortogonales, que generan un espacio hiperbdlico H C F*.

Ahora V' =rad V' L F', con F' = oF, y ampliando igualmente una base de rad V’ en F'*
hasta obtener un espacio hiperbélico H C F'*, vemos que podemos extender ¢ a una isometria
H 1 F— H' 1 F'; y podemos suponer que V es no singular.

El caso V = V' se resuelve extendiendo por la identidad en V.

Si V = (e), entonces V' = (¢’), donde ¢/ = o(e). Como el plano V 4+ V' no es totalmente
isétropo, y los vectores €’ + e, € — e son no nulos y ortogonales, alguno es no isétropo.

Si lo es € — e, la simetria respecto de (¢/ — e)* transforma e en €/, y extiende a o.

Si lo es €’ + e, la simetria respecto de (¢’ + e) es la extensién requerida.

Cuando dimV > 1, lo descomponemos en suma ortogonal de subespacios no singulares de
dimensién menor, V = F 1 G, de modo que V' = F' 1. G.

Por induccién, podemos extender la isometria o: F' — F’ a una isometria o1 de E.

Pongamos G7 = 01(G). Como G y G’ estan contenidos en F'L la isometria 001_1: Gy —= G
se puede extender a una isometria de F'* que, prolongada por la identidad en F’, da una
isometria oo de F tal que la isometria o901: E — E extiende a o.

Corolario: Si E es no singular, todos los subespacios totalmente isétropos mazimales tienen
igual dimension, llamada indice de la métrica.

Corolario: Sea E no singular. St E | F ~FE 1 F', entonces F ~ F’.
Demostracién: Como rad F =rad (F L F) ~rad (F L F') =rad F’, tenemos que
E 1 (F/radF)~E 1 (F'/rad F)

y, por el teorema de Witt, F'/rad F ~ F'/rad F'; luego F ~ F’.
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Teorema: FE descompone, de modo tunico salvo isometrias, en suma ortogonal de un espacio
totalmente isdtropo, un espacio hiperbolico y otro eliptico.

Demostracion: Si E es no singular, y T es un subespacio totalmente isétropo maximal, esta
contenido en un espacio hiperbélico H, y tendremos E = H 1 H+, donde H* es eliptico por el
caracter maximal de 7. La unicidad se sigue del corolario anterior.

4.3.1. Clasificacién de Métricas

Un cuerpo k es algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante con coeficientes
en k admite una raiz en k (toda extension finita k — K es trivial).

Teorema: Si k es algebraicamente cerrado, la dimension y el rango clasifican las métricas.

Demostracion: La parte eliptica tiene dimensién 0 6 1 (segin que el rango sea par o impar)
porque si tuviera dos vectores linealmente independientes e, v podemos fijar A € k de modo que

Ae +v)2 = (N2 +2(e-v)A +v* =0.

Ademas, todos los espacios elipticos de dimensién 1 son isométricos porque tienen un vector

de cuadrado e = 1, pues basta dividirlo por /e - e. q.e.d.
La matriz de la polaridad ¢: E — E* en una base eq,...,e, de E es A = (a;j), donde

a;j = ¢(ej)(e;) = e; - e;. El rango de T es el rango de A.

Lema: Cuando k =R, un espacio eliptico es definido-positivo o definido-negativo.

Demostracion: Si e? > 0 y v? < 0, entonces (\e + v)?

(e2)A2 + 2(e - v)A + v? = 0 para algiin
A € R, porque el discriminante del polinomio es 4(e - v)* —

4(e?)(v?) > 0.

V)

Teorema: Cuando k = R, las métricas estdn clasificadas por la dimension, el rango, el indice
y el signo de la parte eliptica.

Demostracion: La existencia de bases ortonormales prueba que la dimensién clasifica los espacios
elipticos de signo positivo; luego también los de signo negativo. q.e.d.

En el caso real, para hallar el rango, indice y signo de una métrica 15, se fija un producto
escalar auxiliar en E, que denotamos e - v, y ponemos e x v = Th(e, v).

El producto escalar define un isomorfismo E ~ E* y la polaridad T: EF — E* = FE de 15
puede verse como un endomorfismo, e x v = (Te) - v, que es simétrico:

(Te)-v=ce-(Tv).
Teorema: Todo endomorfismo simétrico diagonaliza en una base ortonormal.

Demostracion: Para ver que T' es diagonalizable, basta probar que su anulador tiene todas sus
raices reales y simples (p. 47).
Todo factor irreducible tiene exponente uno porque, si P(T)?%e = 0, también P(T)e = 0,

(Pe) - (Pe) = e - (P%) = 0.
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Los polinomios irreducibles de grado 2 son de la forma 22 4+ 2ax + b, con a®> — b < 0, y no
anulan a ningiin vector, pues si (T2 + 2aT + b)e = 0,

(T+a)e- (T+a)e=e-(T?+2aT + a®)e = e - (a®> — b)e < 0.

Por 1dltimo, T diagonaliza en una base ortonormal porque dos vectores propios e, v de valores
propios « # (3 siempre son ortogonales,

ae-v=(Te) - v=e-(Tv) = pe-v.

Corolario: El polinomio caracteristico de T’ tiene todas sus raices reales. Si n es su grado, ry
el numero de raices positivas contadas con su multiplicidad, r— el de raices negativas, y r, es la
multiplicidad de la raiz nula, entonces el rango r, el indice i, y el signo s de la métrica To son

r=mn-—re i =min(ry,r_), s=sgn(ry —r_).

Demostracion: Si aq, .. ., a, son las raices del polinomio caracteristico, hay una base ortonormal
e1,...,en en que T'(e;) = aze;. Luego e;xej = (T'e;) - ej = ;045 y, dividiendo los vectores e; por
\/m cuando no es nulo, la matriz de 7> en esta base es diagonal, con r, veces el 0, 4 veces el
1, y r— veces el —1. q.e.d.

Si A = (a4j) es la matriz de T en una base eq,...,e, de E, y consideramos el producto
escalar que admite eq,...,e, como base ortonormal, la matriz de T también es A, porque

(Tej) - e; = ej * e; = a;;. Su polinomio caracteristico |z — A| no es un invariante de T5; pero los
nameros 74, 7—, T, i lo son.

Definicién: Si A es la matriz de una métrica no singular T», la matriz en otra base es B'AB,
donde B es invertible. Como |B'AB| = |A| - |B|?, el discriminante disc Ty = |A| estd bien
definido en el grupo k*/k*2.

En general, el discriminante de una métrica es el de su parte no singular.

En los espacios de dimension 1, el discriminante clasifica las métricas no singulares.

Ademss, disc (E L E') = (disc E)(disc E").

Lema: Sea F,; un cuerpo finito de caracteristica # 2. Si a,b € Fy; no son nulos, la ecuacion
ax?® + by? =1 tiene alguna solucion en F,.
Demostracion: Como F 2 tiene %1 elementos (p. 11), también q;r—l es el cardinal de la imagen
de la aplicacién f: F, — F,, f(z) = b~1(1 — ax?). Luego se cortan, y terminamos.

Teorema: En los cuerpos finitos, las métricas estan clasificadas por la dimension, el rango y el
discriminante.

Demostracion: Por induccién sobre el rango r, y cuando r = 1, se debe a que el discriminante
clasifica las métricas no singulares de dimensién 1.

Si r > 2, por el lema anterior e-e = 1 para algiin e € E. Luego E = (e) L (e)*, y se concluye
aplicando la hipétesis de induccién a (e)*, porque disc E = disc ().

Métricas Hemisimétricas: Una métrica hemisimétrica es una 2-forma €y € A E.
Los razonamientos del caso simétrico siguen siendo validos; pero, al ser isétropos todos los
vectores, no hay espacios elipticos, y todo espacio no singular es hiperbdlico.
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Teorema: El rango clasifica las métricas hemisimétricas, y siempre es par. Toda métrica hemi-
simétrica de rango 2r, en alguna base wi,...,w, de E*, es

Qo =wi Awg + ... +wWopr_1 A Wwap.

Métricas Hermiticas: Sea o: K — K una involucién (02 = Id, o # Id) de un cuerpo K.

La igualdad
a:a+20a+a—20a€K+@K_

muestra que K es una extensién de grado 2de k = K, ={a € K: ca=a},y que K = k® kj,
donde j € K_. Pondremos @ = oo, y a = —j2 € k.

Una métrica hermitica en un K-espacio vectorial E de dimension finita es una aplicacion
Hy: E x E — K, lineal por la izquierda, semilineal (de automorfismo o) por la derecha, y tal

que Hs(v,e) = Ha(e,v).
El ortogonal de V es V1t = {e € E : Ha(e,v) = 0,Yv € V}, y el radical es rad Hy = E+. Si
ponemos

HQ(ea U) = T2(6,U) + QQ(G,’U)j,

tenemos que 75 es una métrica simétrica en el k-espacio vectorial E, que (2o es una métrica
hemisimétrica, y que T(e,v) = Qa(je,v); 6 bien, Qa(e,v) = a~ Ty (e, jv). Por tanto,

1. El ortogonal V+ de un K-subespacio vectorial V' C FE es el mismo para Hy y Ts. En
particular, rad Hy = rad T», y rgTh = 2rg Ho.

2. Hy(e,e) =Ty(e,e), y los vectores isétropos de Hy son los de T5.

3. Todo subespacio totalmente isétropo maximal T' de Hy también lo es de T5.

Si T @ ke fuera totalmente isétropo para Tb, entonces e € T+, v Ha(e,e) = Ta(e,e) = 0; y
T @ Ke seria totalmente isétropo para Hs.

Teorema: Dos métricas hermiticas Ha, Hy son equivalentes si, y sélo si sus métricas simétricas
asociadas Ta, T4 son equivalentes.

Demostracion: Si 7: (E,Hy) — (F’', H)) es una isometria K-lineal, 7: (E,Ty) — (E',T3) es
también una isometria k-lineal,

Ty(e,e) = Ho(e,e) = Hy(re,7e) = Ty(Te, Te).

Reciprocamente, si 7: (E,T) — (E’',T3) es una isometria k-lineal, tomamos e € E tal que
Ty(e,e) # 0y ponemos ¢’ = 7(e), de modo que

Hy(e ) =Ty(e,e') = To(e,e) = Ha(e,e).
Ahora (Ke, Hy) ~ (K¢, H)); luego (Ke,Ty) ~ (Ke',T}) y, al ser no singulares, por el

teorema de Witt ((Ke)t,Tz) ~ ((Ke')*,T4). Por induccién sobre la dimensién concluimos que
(Ke)™, Hy) ~ ((Ke')& Hy), y (B, Ha) ~ (E', Hy).

Corolario: Cuando K = C y o es la conjugacion compleja, las métricas hermiticas definido-
positivas (Ha(e,e) > 0 cuando e # 0) estdn clasificadas por la dimension.
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4.3.2. Cudadricas

La forma cuadrética de una métrica T} es la aplicacién q: E — k, q(e) = €2, que se anula
en los vectores isétropos, y determina completamente la métrica:

e-v=3(qle+v) —qle) — q(v)).

Si (ai;) = (e; - ;) es la matriz de T3 en una base, la forma cuadrética es

q(T0s -+ Tn) =D 5 aiTivg = Y, aiz? + > i< 205575

Una cuddrica en P(F) es una métrica no nula salvo un factor Q = (13). Las cuddricas de
P(F) son los puntos de P(S2 E'). Dos puntos son conjugados respecto de Q si estdn representados
por vectores ortogonales, y los puntos de Q son los representados por vectores isétropos.

Los puntos singulares de Q son los de su vértice 7(rad T3).

Si una subvariedad lineal X = 7(V') no estd contenida en el vértice, QN X denota la cuadrica
que define la restriccién de T5 a V. La directriz es la cuadrica no singular @ N X, donde X es
la subvariedad lineal definida por un suplementario de rad E en E.

Si un punto P no es incidente con el vértice, los puntos conjugados de P forman el hiperplano
polar de P. En general, la variedad polar de X = 7(V) es X+ = 7(V1).

El hiperplano polar de un punto no singular de Q es su hiperplano tangente.

Si @ es no singular, la polaridad ¢: £ — E* es un isomorfismo, y permite definir la cuddrica
dual o envolvente (T2) en el dual P(E*), donde T?(¢e, pv) = Th(e,v).

Los puntos de la cuddrica dual son los hiperplanos tangentes a Q.

Una recta R es tangente a Q en un punto no singular P cuando P € R C P,

Dos cuédricas (Ts), (T5) en P(E) y P(E’) son proyectivamente equivalentes si alguna
proyectividad 7(T'): P(E) — P(E’) transforma una en la otra: T5(Te, Tv) = A\Ta(e, v).

Cuando una métrica T se multiplica por un factor no nulo A, el rango y el indice no varian;
pero, en el caso real, el signo cambia cuando A es negativo. Por tanto,

Teorema: Cuando k es algebraicamente cerrado, la dimension n y el rango r clasifican proyec-
tivamente las cuddricas, y 1 <r <n+ 1.

Teorema: En el caso real, la dimension n, el rango r y el indice © clasifican proyectivamente
las cuddricas, y 0 <2i <r <n-+1.

Definiciones: Dos cuddricas en un espacio afin (P(F), H) son afinmente equivalentes si hay
una afinidad (proyectividad que deja invariante H) que transforma una en la otra.

Un centro de una cuddrica es un punto conjugado de todos los puntos del infinito.

Las cuédricas no singulares sin centro (tangentes al infinito) son los paraboloides.

Una recta que pase por un centro es un didmetro si no es tangente, y una asintota si es
tangente. Dos didmetros son conjugados cuando lo son sus direcciones.

Lema: Si (r,i) son el rango e indice de una cuddrica Q, y (r',i") son los de su corte con el
infinito H = (V'), sélo se pueden dar tres casos,

1. V no contiene a rad E. En este casoradV =V Nrad E, yr' =r, i =1.

2. V contiene arad E, yradV =rad E. En este casor' =r—1, yi' =1, i —1 (segin que V
contenga o no un subespacio totalmente isdtropo mazximal de E).

3. rad E' es un hiperplano de rad V. En este casor' =r — 2,4 =i — 1.
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Demostracion: Si el hiperplano V' no contiene a rad F, entonces E =V L (e), e € rad E.
Luego radV = V Nrad E, porque todos los vectores de V' son ortogonales a e, y tenemos
una isometria V/rad V = E/rad E; asi que ' =r, i = i. Es el caso 1.

Si rad V = rad E, entonces V/rad V' es un hiperplano no singular de F/rad E.
Luego ' =r —1,y 4 =i 64— 1, segin que V/radV contenga un subespacio totalmente
is6tropo maximal de F/rad E o no. Es el caso 2.

Si la inclusién rad E C rad V' es estricta, pasando a E/rad E podemos suponer que rad F = 0.
Entonces dim V+ = 1. Comorad V = VNV # 0, tenemos que dimrad V = 1 (luego 7’ = r —2),
y V = V1 es el ortogonal de un vector isétropo: i/ =i — 1.

Lema: Si los cortes QN Hy, QN Hy de una cuddrica con dos hiperplanos son proyectivamente
equivalentes, hay una proyectividad T tal que 7(Q) = Q, y 7(Hy) = Hs.

Demostracion: Pongamos H; = w(V;), y distingamos los tres casos posibles.
1. Poniendo rad E =radV; L T;, y V; = (rad V;) L F;, tenemos
E=radVy LTy L Fi=radVe L Ty 1 F>.

Por hipdtesis tenemos una isometria (Vi, AXTz) — (Va,Ts) v, al ser T; totalmente isétropo,
se extiende a una isometria T': (E,\Ty) — (E,T3), y T (V1) = Va.

2. Fijamos un suplementario £ de rad E, y poniendo F; = V; N E,y E = F; L {e;), tenemos
que V;=radE L F}, y

E=radE L F; L (e;) =rad E L Fy 1 (e2)

donde a; = ey - €1, ag = ez - e2 no son nulos. Por hipétesis los espacios (F1, AT2) y (Fa,T5)
son isométricos; asi que, si m = dim Fy, en el grupo k*/k*? tenemos

adisc Fy = disc E = asdisc Fy = as\"disc F}

y a1 = \"ag en k*/k*2. Si m es par, tenemos una isometria (e1) ~ (ez) que, por el teorema
de Witt, puede extenderse a una isometria T: £ — E, que transforma (e;)* = Fy en
(e2)t = Fy. Ahora la isometria Id ® T: rad E L E — rad E L E transforma Vj en Va.

Si m es impar, as = Aa; en k*/k*2, y ({e1), \Ts) ~ ({e2), T»). Como también (Fy, \Tp) ~
(Fy,Ty), tenemos una isometria T': (E,\Ty) — (E,T3), y T'(V1) = Va.

3. Pongamos radV; = rad E L (e;), y sea E; un suplementario de rad E que contenga a
(e;). El ortogonal de (e;) en E; es precisamente V; N E;. Ahora, E; y Eo son isométricos
y no singulares, y por el teorema de Witt la isometria (e;) ~ (e2) se extiende a una
isometria i — Fs, que transformarda Vi N E; en Vo N Ey. Obtenemos una isometria
T:radE L By wr1adE L By, y T(V1) = Va.

Teorema: La condicion necesaria y suficiente para que dos cuddricas sean afinmente equivalen-
tes es que sean proyectivamente equivalentes ellas, y sus cortes con el infinito.

Demostracidn: Si Q y Q' son proyectivamente equivalentes, Q' = 7(Q) para alguna proyectividad
7, de modo que QN H y Q' N7(H) son proyectivamente equivalentes. Si ademds QNH y Q' NH
son proyectivamente equivalentes, tendremos que @' N7(H) y Q' N H también lo son.

Por el lema, 0(Q') = @', y o(tH) = H para alguna proyectividad o.

Luego Q' =07Q,y or(H) = H.
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4.3.3. Geometria Euclidea y Geometrias No Euclideas

Dar una estructura euclidea en un espacio afin A,, es dar un producto escalar {25 en su espacio
de vectores libres V', bien definido salvo un factor positivo. Es decir, es fijar una cuéddrica (€23) no
singular y de indice 0 en el infinito H = «(V), llamada cuddrica del absoluto, lo que reduce la
Geometria Euclidea a la Geometria Proyectiva. Un sistema de referencia afin (Pp, ..., P,;U) es
euclideo cuando alguna base normalizada ey, ..., e, cumple que eq,...,e, es base ortonormal,
de modo que la ecuacién del absoluto es 3 + ...+ x2 = 0.

Una afinidad 7: P,, — P, es una semejanza si deja invariante al absoluto, 72y = p292
(donde 7 denota la afinidad y su representante lineal normalizado, que induce la identidad en
E/V) para cierto nimero real positivo p, la razén de semejanza de 7. Los movimientos
son las semejanzas de razén 1 y, en la geometria euclidea, dos cuddricas se consideran iguales si
algiin movimiento transforma una en la otra.

Lema: Sean Q1,Q2 los punto de corte de una recta Py + Py con una cuddrica Q = (T3). Si ¢

es un nimero complejo’® tal que cos ¢ = L2 donde P; = 7(e;), entonces
A/ 61'62

(P1, Po; Q1,Q2) = 7.

Demostracion: Q; = m(a;e; + e2), donde aq, ag son las raices de e2t? + 2(eg - e3)t + e3. Luego

e1-e (61'62)2 _ 1
ay  e1-ea++/(e1-e2)? — eFe3 2.2 e3-e3
(P1, P2;Q1,Q2) = — = — = >
a1 €1-€2 — \/(61 . 62)2 —eje; er-ex (e1-e2)? 1

_cosg+Jeos’p—1 cosp+ising e’ L
B cosp —/cos? ¢ — 1 " cos¢—ising e ¥ e
Definicion: Como el punto del infinito de una recta esta representado por la direccién de la
recta, el lema muestra que podemos definir el angulo que forman dos rectas concurrentes rq, ro
como ¢ = |2% In (r1,79;14,7)|, donde 7, j son las rectas autoconjugadas para el absoluto en el haz
de rectas que determinan 1 y 7o.
Las rectas son perpendiculares cuando (ri,72;1,7) = —1; es decir, ¢ = m/2.

Sea Q una cudadrica de rango r. Como todo endomorfismo simétrico diagonaliza en una base
ortonormal (p. 102) hay referencias euclideas en que el corte con el infinito Q N H es

axt + ...+ aprd =0

y vamos a ver dénde situar el origen Py del sistema para que la ecuaciéon de la cuddrica sea
sencilla. Distingamos los tres casos posibles (p. 105), suponiendo que rad E = 0 (si rad E # 0,
la ecuacion es la misma, basta poner £ = E 1 rad E):

1. El vértice tiene un punto propio Py, y la cuddrica es: a1y? + ...+ a,y2 = 0.
2. El polo del infinito es un centro Py, y la cuddrica es: aly% +...+ ar,lyz_l =1.

3. La cuddrica es un paraboloide tangente al infinito en un punto, digamos P; (y por tanto
a; = 0). La variedad polar de P + ... + P, es una recta que pasa por P y corta a la
cuddrica en un punto propio Fp, y la cuddrica es: agy% + ...+ ar_lyf_l = 1.

3Bien definido salvo el signo y miiltiplos enteros de 7, y ¢ es real cuando Q1, Q2 son puntos complejos con-
jugados, (e1 - 62)2 < €2 - e2. Como cosdi = coshd = %(ed + efd), puede elegirse imaginario puro ¢ = d¢ cuando
Q1, Q2 son puntos reales, (e1 - e2)? > e? - €3, que no separan a Py y P2 (i.e., e? y €3 tienen igual signo).
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En la Geometria Euclidea (o parabdlica) el absoluto puede verse como una cuddrica singular
imaginaria (22) en el espacio dual P, con vértice en el punto correspondiente al hiperplano del
infinito. La perpendicularidad es la relaciéon de conjugacién que define esta cuadrica, los puntos
propios son los que definen en [P}, hiperplanos que no la cortan en puntos reales, y las rectas son
las que pasan por algin punto propio. Las Geometrias no Euclideas se obtienen tomando como
absoluto una cuddrica no singular en P,, (no reglada, para que haya puntos propios).

Asi, la Geometria Euclidea y las no Euclideas se reducen a la Geometria Proyectiva.

Geometria Hiperbélica: El absoluto (Q2?) es una cuédrica real de indice 1, que es la envolvente
de una cuddrica real Q = (Q9) del espacio P,,.

Los puntos propios de la geometria son los puntos interiores (sin tangentes reales) de Q, y
los puntos del infinito son los de Q. Las rectas son las que cortan a Q en dos puntos distintos,
y el dngulo que forman dos rectas concurrentes 1,79 es ¢ = % In (r1,79;14,7)|, donde 7, j son las
rectas autoconjugadas para el absoluto en el haz de rectas que determinan 71 y r2 (las tangentes
a Q, que son rectas imaginarias conjugadas). En esta geometria el concepto de distancia es
absoluto (jhay unidad de longitud candnical),

e1-e
d(Pr, Py) = |5 In (Py, P2; Q1,Q2)| = arccosh (‘122‘2>
€16

donde P; = 7(e;) v la recta Py + P, corta a Q en los puntos @1, Q2 (la razén doble es positiva
porque @1, Q2 no separan a Pj, P»). Las rectas tienen longitud infinita, y no se cumple el quinto
postulado: por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas. El quinto postulado de
Fuclides es independiente de los otros cuatro.

Geometria Eliptica: El absoluto (Q22) es una cuddrica imaginaria, que es la envolvente de
una cuddrica imaginaria Q@ = () del espacio P,. Los puntos propios de la geometria son
todos los puntos, asi que tampoco cumple el quinto postulado, pues no hay paralelas. El &ngulo
formado por dos rectas se define como ¢ = |% In (r1,79;4,7)|, y también tenemos una distancia

absoluta d(Py, Py) = |3 In (Py, Po; Q1,Q2)| = arccos ( le1-co| ), donde ahora @1, Q2 son puntos

le1]-Jez]
imaginarios conjugados. Las rectas tienen longitud finita m, y no hay rectas paralelas.



4.3. METRICAS

CLASIFICACION EUCLIDEA, AFIN Y PROYECTIVA DE LAS CONICAS
(7,1) (1,0 (2,0 2,1) (3,0 (3,1)
(')
recta
0,0 0 y=0
par de rectas par de rectas i
. S parabola
recta doble imaginarias reales
paralelas paralelas 2
. . . ) . y=—
(1,0 =0 y? = —d? y? = a? L
a >0 a>0 a >0
Par d.e reFtas cénica lipse
imaginarias imaginaria
que se cortan
2 2 2 2
2 2 9 =y z Yy
2 2,2 _ AR —+==1
(2,0) "+ ay =0 = + 7 1 = + =
1>2a>0 a>b>0 a>b>0
par de rectas hipérbola
reales
que se cortan 2 9
@D 2 2 92 L—!L: 1
= —a'y =0 a2 b2
1>a>0 a>0,b>0

Las conicas en la misma columna son proyectivamente equivalentes.

Las cdnicas en la misma celda son afinmente equivalentes.

Cada valor de los parametros en una celda determina una clase de equivalencia euclidea.
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4.4. Mobdulos sobre Dominios de Ideales Principales

Sea A un dominio de ideales principales. Las demostraciones dadas en 1.5 prueban que
dA = aA+ bA, donde d = m.c.d.(a,b), y se obtiene la identidad de Bézout

d=awaa+ pb; a,B € A,

y el lema de Euclides: los ideales primos no nulos de A son los ideales pA, donde p es irreducible.
También es véalida la demostracion de la unicidad de la descomposicion en factores irreducibles;
pero, en cuanto a la existencia, se ha de modificar el razonamiento:

Si un elemento propio a € A no es producto de irreducibles, tendremos a = bc, donde
aA C bA, aA C cA, y algin factor es propio y no es producto de irreducibles.

Obtenemos asi una sucesién creciente infinita de ideales de A, lo que es contradictorio, pues

Lema: Toda cadena de ideales I1 C I C ... estabiliza, I, = [n4+1 = .. ..

Demostracion: Si ¢ genera el ideal U;I;, entonces ¢ € I, para algin n.
Las inclusiones I,, C I,,4+; C U;I; = cA C I, prueban que I, = I, ;, V5 > 0.

Definicién: Sea A un anillo integro arbitrario, 3 su cuerpo de fracciones, M un A-médulo, y
Ms, = M ®4 ¥ su localizacién por A — {0}. El rango de M es rg M = dim M.
Si0— M — M — M" — 0 es exacta, rg M =rg M' +rg M”. Ademds rg A" = r.

Lema: Todo submddulo M de un mddulo libre L de rango r es libre y de rango < r.

Demostracion: Por induccién sobre r. Si r = 1, entonces M ~ aA ~ A 6 0.
Sir > 1, descomponemos L = L' & L” en suma directa de dos mdédulos libres de rangos
r',r"” < r,y tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas

0 — L — L L — 0
U U @)
0 — M=MnL — M 5 M'=agM) — 0

Por induccién, M’ y M” son libres, de rangos acotados por 1’ y r”. Al ser M" libre, la
segunda sucesién exacta rompe, y M ~ M’ @ M" es libre, de rango < 7’ + 71" =r.

Corolario: Todo submddulo de un mddulo finito generado también es finito.
Demostracion: Todo mddulo finito generado es cociente de algin A”.
Definicion: El nucleo del morfismo de localizacién M — My, es el submoédulo de torsion
T (M), y esté formado por los elementos de anulador no nulo.
Un médulo M es de torsién si M = T'(M), y carece de torsién si T'(M) = 0.
Lema: Todo maodulo finito generado y sin torsion M es libre.
Demostracion: Sea myq, ..., m, es un sistema de generadores de M, donde mj,..., m, son li-
nealmente independientes y a;m; € Ami + ...+ Am,, con a; #0. Sea b =a,41...a, # 0.

Como bM es un submédulo del médulo libre Amq + ... + Am,, es libre.
Si M carece de torsién, M — bM, m — bm, es un isomorfismo, y terminamos.
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Teorema: Todo mddulo finito generado descompone, de modo unico salvo isomorfismos, en
suma directa de un modulo libre y otro de torsion

M ~ A"eT(M), r=rgM.
Demostracion: M /T (M) carece de torsién; luego es libre y la sucesién exacta
0—TM)— M — M/T(M)—0

rompe, de modo que M ~ (M/T(M)) @ T(M).
En cuanto a la unicidad, si M ~ L& T, donde L es libre y T' de torsién, localizando tenemos
que My ~ Ly, y L es libre de rango r = rg M. Ademas,

T(M)~T(L)&T(T)=0&T =T.

Definicién: Si M es un moddulo sobre un anillo arbitrario A, el ideal anulador de M es
Ann M ={be A: bM = 0}. Cuando A es un dominio de ideales principales, su generador a es
el anulador de M, y estd bien definido salvo un factor invertible.

En general pondremos Kerb = {m € M: bm = 0}, de modo que Kera = M.

Los médulos finito generados de torsién tienen anulador a # 0, y son de longitud finita,
porque lo es A/aA. Por otra parte, Ann(M; © M) = Ann(M;) N Ann(Ms).

Lema: Sip y q son primos entre si, Ker pg = Kerp ® Kerq.
Demostracion: (Ver p. 20). Por la Identidad de Bézout, 1 = Ap+ ugq, para todo m € M se cumple
m = Apm + pugm.

Si m € Ker pg, entonces Apm € Kerq, y ugm € Ker p; luego Ker pg = Ker p + Ker g.
Ademas, si m € Kerp N Ker ¢, entonces m = Apm + ugm =040 = 0.

Primer Teorema de Descomposicién: Si a = pi*...pJs es la descomposicion en factores
irreducibles del anulador de un mddulo finito generado de torsion M, entonces M descompone
de modo inico en suma directa de submddulos anulados por p;*,

M =Kerp]* & ... ® Kerpy=.

Demostracion: Como M = Ker a, la existencia se sigue del lema anterior.
En cuanto a la unicidad, si M = My @ ... @ M;. donde p;" M, = 0, entonces M; C Kerp;", y
si alguna inclusién fuera estricta, también lo serfa M = @;M; C &;Kerp." = M. Absurdo.

Definiciéon: Un mdédulo finito generado es primario si estd anulado por una potencia de un
irreducible p € A. Los médulos A/p™A son los monégenos primarios.

Segundo Teorema de Descomposicién: Todo mddulo primario M descompone, de modo
unico salvo isomorfismos, en suma directa de mondgenos primarios

M ~ (A/pmA)e...& (A/p"™A), ng > > ns.

Demostracion: Consideremos un sistema minimo de generadores my, ..., ms de M,y procedamos
por induccién sobre s, pues el teorema es obvio cuando M es mondgeno.
Si el anulador de M es p”, algin generador, digamos m1, no estd anulado por p"~ .
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Tenemos una sucesién exacta de médulos sobre el anillo B = A/p™A,
0—B=Am — M — M —0

que rompe, porque B es un B-médulo inyectivo (pag. 62). Luego M ~ A/p"A @ M, donde M
estd generado por ma, ..., Mg, y por induccién se obtiene la existencia.

Para la unicidad ponemos k = A/pA.

Si vj es el nimero de sumandos A/p’A que hay en una descomposicion de M, al ser
(p'A/p’A) @4 k ~ k cuando 0 < i < j, vemos que v; no depende de la descomposicion:

dimp(M k) =v1+ ...+ vy,
dimg((pM) @4 k) =va+ ...+ vy

4.4.1. Clasificacion de Mddulos

Todo médulo finito generado M descompone de modo tnico en la forma

M~ (A® .. ®A) @ (@A/p?”/l)
2¥)

donde 7 es el rango de M y los elementos p; son irreducibles. Las potencias p?” , bien definidas
salvo factores invertibles, son los divisores elementales de M.

Teorema de Clasificacion : Dos mddulos finito generados son isomorfos si y solo si tienen el
mismo rango y los mismos divisores elementales.

Definicién: El dlgebra tensorial de un médulo M sobre un anillo arbitrario A es
T°M=@p,M"=AdM&d(MexsM)®...

y es un algebra (no conmutativa) con un morfismo canénico M — T*M tal que todo morfismo
de A-médulos M — B en una A-dlgebra (no conmutativa) B factoriza de modo tnico a través
de un morfismo de A-dlgebras T°M — B.

El algebra exterior de M es el cociente de T*M por el ideal bilatero I generado por los
elementos de la forma m ® m:

(T*M)/T = A*M = @, A"M

y AM = Ay A'M = M porque I no tiene elementos de grado 0 ni 1.

Como el producto tensorial conmuta con cambios de base A — B, el dlgebra exterior también,
(A*M)®4 B =A*(Mp), y por tanto conmuta con localizaciones.

El algebra exterior es un algebra anticonmutativa:

anbm = (_1)nmbman; an € AnM, by, € A M.

Proposicién: A*(MON) = (A*M)®R4(A°N), donde (A*M)®4(A°N) es dlgebra con el producto
(an, ® b)) (ar @ bs) = (—1)" apa, @ by, bs.

Demostracion: El morfismo natural M @ N — (A*M) ® (A*N) induce un morfismo de algebras
T*(M & N) — (A*M) ® (A*N) que factoriza a través de A*(M @& N).
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Los morfismos naturales A°M — A*(M & N), A°N — A*(M @& N) inducen un morfismo
(A*M) ® (A°N) — A*(M @ N) que es el inverso del anterior.

Corolario: Si L es un médulo libre de rango n, APL es un mddulo libre de rango (g) Por tanto,
st M es mondgeno, APM = 0 para todo p > 1.

Definicion: El factor invariante ¢; de M es el anulador de A M, donde j > 1.

Teorema: Los factores invariantes clasifican los médulos finitos. Sir es el rango de M, y p;"
sus divisores elementales (nj1 > njo > ...), entonces

b= =0 =0, 6y =01"p” ...
M~ AJp1AG ... & A/p4A.

Demostracion: Tenemos que

A®*(N1 @& N3) = (A°Np) ®4 (A°N),
A*N = A® N, cuando N es mondgeno,
AT @s AT =A/T+J);

luego el anulador ¢;A de AV M es la interseccién de todas las sumas de j ideales de la familia
0,.7.,0, (p;).

Ahora esté claro que ¢ = ... = ¢, =0, y que ¢, ;A =[], pz‘ijA.
Del teorema chino del resto se sigue que

M~ AJ$p1AG ... & AlpgA.

Definicién: Consideremos una presentacién L’ —£—> L, — M — 0, donde L/ L,, son
p n ) n y

modulos libres de rangos n y m. El i-ésimo ideal de Fitting de M es la imagen F;(M) = ¢; A
del morfismo _ ' . ' '
AL @ (Amipys AEL, Am=ip gAMLY A
y estd generado por los menores de orden m — i de la matriz de f.
Por convenio, F; =0 cuando m —i >n,y F; = A cuando m — i < 1.

« e s - Ci—
Proposicion: ¢; = ¢;11---¢q; es decir, ¢p; = =+.
T

Demostracion: Localizando en un punto de Spec A podemos suponer que A es un anillo local,
de cuerpo residual k = A/pA.
Una descomposicién

M=A/p1AD.. ®A/pgjA=AD.T. BAD A/dr41 D ... D A/P4A,

define d generadores my, ..., mg de M, y consideramos la sucesion exacta

L oak L Lyyoak s Maak=k—0

Por Nakayama, hay una base ey,..., e, de L tal que 7(e;) = m;.

Si m(e;) = >, a;jm;, sustituyendo e; por e; — Y . a;je; tenemos que m(e;) = 0, j > d, de
modo que @r41€r41,- -, Pded, €d+1, - - - Em €S base de Ker 7.

Procediendo igualmente con L', obtenemos bases en que la matriz de f tiene todos los
coeficientes nulos, salvo algunos de la diagonal, que son ¢,41,...,¢q,1,m79, 1.

Ahora el teorema es evidente.
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Clasificacion de Grupos Abelianos

1. Los factores invariantes clasifican los grupos abelianos finito generados.

2. Todo grupo abeliano finito generado descompone en suma directa de grupos ciclicos infi-
nitos y de grupos ciclicos de érdenes potencias p" de niimeros primos.
3. Todo grupo abeliano de orden n tiene subgrupos de orden cualquier divisor de n.

En efecto, p"~*Z/p"7Z es un subgrupo de Z/p"Z de orden p'.

Corolario: Un sistema de ecuaciones diofdnticas lineales AX = B admite solucidn entera si y
sdlo si las matrices A y (A|B) tienen igual rango r, y c¢(A) = ¢ (A|B).

Demostracion: Consideremos el morfismo f: Z" — Z™, f(X) = AX. El rango de M = Z™ /Im f
es rg(M) =m —rg(A), y el orden del subgrupo de torsién de M es ¢, (A).

Si el sistema tiene solucién, M = M/ZB, y ¢;(A) = ¢;(A|B) para todo indice 1.

Si carece de solucién entera, entonces B % 0 en M.

Si B no es de torsion, rg(M/ZB) =rg(M) — 1, y rg(A|B) =rg(A) + 1.

Si B es de torsién, entonces la torsién de M/ZB es menor que la de M,y ¢,.(A) # ¢-(A|B).

Clasificacion de Endomorfismos
Sea T' un endomorfismo de un k-espacio vectorial £ de dimensién finita n. Pondremos
p(x) - e =p(T)(e); p(x) € k[z], e € E.

Este k[z]-mddulo se denota E7, es finito generado y de torsién, porque dim ;E < 0o, y sus
submdédulos son los subespacios vectoriales invariantes, T'(V) C V.

Dos endomorfismos T',7" de E son equivalentes si los correspondientes médulos son iso-
morfos, Fp ~ Eps; es decir, si existe un automorfismo lineal 7 de E tal que

T =70Tor 1.

Los factores invariantes, etc. de T" son los del k[z]-mddulo Ep, y vamos a calcularlos a partir

de la matriz A de T en una base eq,...,e, de E. Consideremos la sucesién exacta
0 — klz,y] ~“ ke, y] —> K] — 0,

T®l1-1Rx
_—

0 —k[x] @k k[z] klzx] @k k[x] — k[z] — 0,

que rompe porque el ultimo término es libre. Aplicando (—) Qk[e) BT obtenemos

0— klz| @ B 29T kla] @ E — Ep — 0,

donde 1 ®eq,...,1® e, es base de k[z] ®; E, y lamatrizde x ® 1 — 1 ® T es ol — A.

Teorema: Si ¢; es el mdzimo comin divisor de los menores de orden n—1i de la matriz xI — A,
los factores invariantes de T son ¢; = “=L.

T

Nota: ¢y = |z — A| es el polinomio caracteristico de T', y es el producto de todos los factores
invariantes, cg = ¢1...¢q. El polinomio caracteristico es multiplo del polinomio anulador, y
ambos tienen los mismos factores irreducibles.
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Lema: 1,z —qa,...,(x — )" ! forman una base de k[x]/((x — a)").

1

Demostracion: 1,y,...,y" " es una base de k[y]/(y"), donde y = = — «. q.e.d.

Cuando Er ~ k[z]/((z — a)"), la matriz de T en la base e; = (z — a)’~! del lema es

Tej)=z-(z—a)f ' =(@—a)(z—ayf ' +alz—a)y ' =ej +ae;,
a
1 «

(4.1)
1 «

y si los divisores elementales de T son (x — «;)™, en una base la matriz de T' es una matriz de
Jordan (donde B;j es una matriz n;; x n;; de la forma 4.1, con «; en la diagonal):

Bi; (4.2)

lo que da las ecuaciones reducidas de los endomorfismos cuando k es algebraicamente cerrado.
En el caso del cuerpo k = R, si consideremos un numero imaginario o = a + bi, b # 0,
tenemos que (z — )(z — @) = 2 — 2az + (a® + b?) es irreducible en R[], y

Lema: Riz|/((z — a)™(z — a)") = Clz]/((x — a)™), isomorfismo de R[x]-mddulos.

Demostracion: El anulador de Clz]/((x — a)™) es miltiplo de (x — a)"(z — &)", porque tiene
coeficientes reales. Se concluye porque dimgClz]/((z — a)™) = 2n. q.e.d.

La matriz de T en la base {e¢; = (z — a)’ ™1, e; =i(r — )1} es
Tej)=z-(z—ay '=(@-a) +alz—a)?
=(@—a) +alz—a)y " +bi(zr—a) ! =eji1 +ae; + be;
T(e}) =x-i(z - ) =i(x — a) +ia(z —a) !

=i(z — ) +ai(z — ) — bz — )7l = €1 + ae; — be;

A
I A a —b 1 0
I A

En general, en una base de E la matriz de T' es una matriz de Jordan 4.2, donde las matrices
B;; son de la forma 4.1 6 4.3.

Clasificacion de Proyectividades

Dos proyectividades 7,7': P(E) — P(E) son equivalentes si 7/ = o070 ~! para alguna pro-
yectividad o (si Ty T” son representantes lineales de 7 y 7/, esto significa que los endomorfismos
T" y AT son equivalentes para cierta constante no nula \ € k).

P(E) > P(E)
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Lema: Si ¢;(x) son los factores invariantes de un endomorfismo T, los factores invariantes de
AT (con X\ # 0) son los polinomios ¢;(x/N).

Demostracion. E = k[z]/(¢1(x)) @ ... ® k[z]/(¢n(z)). Poniendo y = Az,

E =~ k[yl/(61(5)) @ ... @ k[y]/ (#n(X))

donde la estructura de k[y]-médulo de E es la que define el endomorfismo AT
Este isomorfismo nos dice que los factores invariantes de AT son los polinomios ¢;(§).

Teorema: Dos proyectividades son equivalentes si y solo si los factores invariantes de sus re-
presentantes tienen raices proporcionales (y no nulas), ¢(x) = ¢i(Ax).

HOMOGRAFIAS DE Py ¢

={t—-1)(t—a) 0’ = ab 2 puntos fijos
=(t— 1)2 ¢’ =6+ 1 un unico punto fijo
¢1 po=1t—1 0 =0 la identidad

PROYECTIVIDADES DE PP ¢

pr=0t—1)(t—a)(t—0) ' =ax, y =by 3 puntos fijos

1= (t—1)%(t — a) ¥=z+1, ¢y =ay 2 puntos fijos

1 = (t —1)3 =x+1, y=x+y un dnico punto fijo
pr=0t—-1)(t—a),p2=1t—1 =z, y =ay 1 recta y 1 aislado
pr=(t—1)% po=1t—1 =x+1, 9y =y 1 recta de puntos fijos
P =¢s=¢3=1t—1 =z 9y =y la identidad

PROYECTIVIDADES DE P3¢

o1 =({t—1)(t—a)(t—>)(t—c) ' =ax, y =by, 2 =cz 4 puntos fijos

¢ = (t—1)%(t —a)(t —b) ¥=xz+1, ¢y =ay, 7 =0z 3 puntos fijos

&1 = (x—1)%(t — a)? ¥=x+4+1, ¢y =ay, 2 =y+az 2 puntos fijos

¢ = (t—1)3(t —a) =x+1, ¢y =x+y, 2 =az 2 puntos fijos

¢ = (t—1)* ¥=xz+1,¢y=x+y, 2 =y+2z 1punto fijo

=0t —1D{t—a)(t—0b),po=t—1 2=z ¢y =ay, 2/ =bz 1 recta y 2 aislados
r=0t—1)>%t—a),pa=t—1 ¥=x+1, ¢y =y, Z=az 1 recta y 1 aislado
pr=0t—1)2%t—a), po=t—a ¥=xz+1, ¢y =ay, 2 =az 1 recta y 1 aislado
pr=(0t—13 ¢o=t—-1 ¥=xz+1,y=a+y, 2 =2 1 recta

o1 =¢2=(t—1)(t—a) =z y =ay, 7 =az 2 rectas
=>0C—1D({t—a),pa=0¢3=1t—1 =z vy =y, 2 =az 1 plano y 1 aislado
p1=0t—1)2% po=cp3=1t—1 d=x+1,y =y =z 1 plano

b1 == (t—1)2 =x+1, Y=y, Z=y+z 1 recta

1 =Po=¢3=¢s=1—1 =z 9y =y, =z la identidad

4.4.2. El Grupo K de Grothendieck

Dar una funcién aditiva sobre la categoria C de A-mddulos finito generados es asignar a
cada A-médulo finito generado M un elemento x (M) de un grupo abeliano dado, de modo que
X(M) = x(M') + x(M") para toda sucesién exacta

(%) 0—M —M-—M'—0
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Una funcién aditiva £ : C — K es universal si cualquier otra funcién aditiva x: C — G
factoriza de modo 1nico a través de &: existe un tinico morfismo de grupos f : K — G tal que
x = fo0& Si&:C — Kq, &:C — Ko son dos funciones aditivas universales, existe un tinico
isomorfismo de grupos f: K; — K5 tal que & = fo&;.

La existencia de una funcién aditiva universal se sigue del teorema de representabilidad;
pero es sencillo construirla directamente. Consideremos el grupo abeliano libre generado por las
clases de isomorfismo de médulos finitos, y su cociente K(A) por el subgrupo generado por los
elementos M — M’ — M", uno para cada sucesién exacta (), de modo que, si [M] denota la
clase de M, en K(A) tenemos que [M] = [M'] + [M"] y, para cada funcién aditiva y tenemos
un tnico morfismo de grupos f : K(A) — G tal que x(M) = f([M]).

Nétese que [M @ N] = [M] + [N], de modo que todo elemento de K(A) es de la forma
[M;] — [Ma2], aunque no de modo tnico.

Igualmente tendremos un grupo K de los A-médulos de longitud finita, K;r(A), de los A-
modulos proyectivos finito generados, etc.

Ejemplo: Si A es un dominio de ideales principales, los teoremas de descomposicion muestran
que en K (A) tenemos que [M] = r[A] + >, [A/ p;]. Ademés, la sucesién exacta

()

0—>A—f—>A—>A/fA—>0

muestra que [A/fA] = [A] — [A] = 0 cuando f # 0. Luego [M]| =r[A], yrg : K(A) - Z es un

isomorfismo. En este caso el rango es la funcién aditiva universal.

Definicién: Si A es un dominio de ideales principales, los divisores de X = Spec A son las
combinaciones formales finitas con coeficientes enteros nixi + ...+ nsxs de puntos cerrados, y
forman un grupo abeliano Div(X). El divisor de una funcién f = p*...pls € A es

D(f) =nmix1+ ...+ nsxs, my, = p;A.

Ejemplos: D: Q% — Div(SpecZ) es un isomorfismo de grupos.
Div(Spec k[z]) es isomorfo al grupo multiplicativo de las funciones racionales ;”Zi, donde
cada funcién racional f/g se corresponde con D(f) — D(g).

Teorema: El producto de los divisores elementales, co = H” p?ij = [[; ¢s, define la funcion
aditiva universal sobre los A-mddulos de longitud finita:

Kip(A) = Div(X), [M]— D(co(M)) = 3_; ; niji.
Demostracion: Sabemos que M = My & ... & Ms, M; ~ @; A/p;"" A. Como I(A/p}A) = n,
D(co(M)) = Zz(Z] TLZ])ZZ =1(My)x1 + ...+ 1(My)xs,

y ésta es una funcién aditiva porque lo es la longitud.

Luego define un morfismo de grupos K;r(A) — Div(X), [A/m,] — z, y es isomorfismo
porque los elementos [A/m;| generan K;f(A), pues [A/p"A] = n[A/pA], como muestran las
sucesiones exactas .

0— A/pA L— A/p"TtA — A/p"A — 0

Corolario: En los grupos abelianos finitos, el orden es la funcion aditiva universal.
En los endomorfismos, el polinomio caracteristico es la funcion aditiva universal.
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4.5. Pares de Métricas

Ty, Ty, métricas simétricas en un espacio vectorial E de dimensién finita sobre un cuerpo k
de caracteristica # 2, y T» no singular.

e-v="Tev), exv="Ts(e,v)
(Te) -v=exv=e-(Tv)

Este endomorfismo 7" induce una estructura de k[z]-médulo en E.

1. La polaridad ¢ : E — E* asociada a T, es un isomorfismo de k[z]-mddulos.
2. El ortogonal (para T») de un submédulo también es un submdédulo.

3. Si dos submdédulos son ortogonales para Th, también lo son para T4.

4. El radical (para T») de un submédulo estd contenido en su radical para T5.

5. SiT: E — E es el endomorfismo asociado a otro par de métricas (T, 1), un isomorfismo
k-lineal Ep = Egf transforma el par (T, T3) en (T2, T3) si y sélo si es un isomorfismo de
k[x]-médulos que transforma Th en Th.

Primer Teorema de Descomposicién: Sea p = pi*...pl la descomposicion en factores
irreducibles del polinomio anulador de T. La descomposicion en suma directa de submodulos
anulados por p;* es ortogonal para ambas métricas:

E=E L...LE, , E;=Kerp".

Demostracion: ¢ : E — E* = Ef @ ... @ E} es un isomorfismo de médulos, y p;" anula a
Ef ={we E*:w(kj) =0, j#i}. Luego ¢(E;) = Ef, y E; - E; =0 cuando j # 1.

)

Definicién: Un k[z]-médulo es homogéneo si es suma directa de médulos mondgenos de igual
anulador p", con p irreducible: M ~ A/p" & ... A/p".

Segundo Teorema de Descomposicion: F es suma ortogonal de modulos homogéneos.

Demostracion: Podemos suponer que £ = H, & ... ® Hj, donde H; es homogéneo, de anulador
p’. El punto radica en que H, es no singular, pues su radical es un submédulo y, si no fuera
nulo, tendria un elemento p™~'e # 0, que estarfa en el radical de E:

P le-Hi=e-p" 'H;=0 , i<n-—1.
Ahora F = H, L H,f, y se termina por induccién. q.e.d.
Nos queda el caso en que E es homogéneo, de anulador p™. Tenemos la filtracién
E=E,>E,1D>...0E DEy=0 , E;=P"'E.
1. dim F; = idim Ey , porque p : E; — FE;_1 es un epimorfismo de nticleo Fj.
2. E;-E; =0, cuando ¢ + j < n, porque p"E . p"IE =F .- p?" " IE = 0.

3. By =FE- , =radE, 1, porque E; C Eﬁ_l, y ambos tienen igual dimensién.
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Tercer Teorema de Descomposicion: Ezisten subespacios F; C E; tales que

1. E=F,®F_1&...0F .

2. p define un isomorfismo p: F; — F;_1, i > 2.

3. F;-F;=0,cuandoi+j#n+1.
Demostracion: Cuando n = 1, tomamos F; = Eq. Sin =2, I} = E es totalmente isétropo, asi
que existe otro subespacio totalmente isétropo F, tal que E = Fy @ Fi, y terminamos.

Sea n > 3, y sean Ty, Ty, T las proyecciones de Ty, Ty y T por 7 : E — E = E,_1/Ey. Tp
es no singular, T' es el endomorfismo asociado a la pareja (Ty,T4), y su anulador es p"~2. Por
induccién existen subespacios F; C F; tales que

1. E=F, o®...®F,.

2. p define un isomorfismo p : F; — Fj_y, i > 2.

3. Fi'szo,cuandoi+j7én_2+1:n_1'

Elegimos un subespacio F,,_; C E,_; tal que 7 define un isomorfismo F,,_; — Fj,_» (lo que
nos da mucha libertad para fijarlo), y ponemos Fy = Ey, F; = p" " 1F, ;.
Todos los morfismos del siguiente diagrama conmutativo son isomorfismos

Fbw 5 B B .. 5B B 5 R
7 I s
Fao s Foy 25 .. 2 R
y los subespacios F,_1, ..., F} verifican las condiciones de ortogonalidad exigidas: F} es ortogonal

a todos, incluido él mismo, y 7 : Fj,_o @ ...® Fy, — E es una isometria; luego Fj - F; = 0 cuando
i—14+j—1%#n—1;esdecir,i+j#n+1.

Hay que hallar un subespacio totalmente isétropo F;, tal que F}, LN pE,, v pFy, = F,_5 sean
isomorfismos (pondriamos F,,_1 = pF,), y F,, - F; = 0 cuando i # 1. Elegimos un subespacio U,
tal que p: U, = F,_1,y en U, ® F5 consideramos la siguiente métrica

eov=-e-pu,
que es no singular. Si R es su radical, tendremos

OZROFQZR-pFQZR-Fl s
0=RoU,=R-pU,=R-F,_1.
La primera igualdad prueba que R C E,_1, y por tanto R C Fb. Ahora la segunda afirma

que m(R) C rad E = 0. Luego R = 0 porque 7 : F, — F} es isomorfismo.
Para esta métrica F5 es totalmente isétropo

FrooFy,=Fy-pFy =F,-F; =0 , porquen >3,
y existe un subespacio V,, C U,, @ F, totalmente isétropo para o (es decir, V,, - pV,, = 0) tal que

Uy @ Fy =V, @ F». Ademéas 7w(pV;,) = m(pU,) = F,,_a, asi que podemos tomar F,, 1 = pVj,, de
modo que p: V, = F,,_1,y Vi - F_1 = 0; pero no es isétropo.



4.5. PARES DE METRICAS 121

Ahora V,, ® I} es no singular para Ts y F} es totalmente isétropo; luego existe F;, totalmente
isétropo con F,, & F1 = V, & F1, y es el subespacio buscado: es claro que £ = F, ® E,,_1 ¥y
p: F, = F,_1, esisétropo, F, - F,_ 1= (V, ® Fy)-F,_1 =0,y

Fy-Fi=F, pFiy1=pF, - Fiy1=F, 1 - Fip1=0 , n+ti#Fn+1.
Corolario: Si k es algebraicamente cerrado, E es suma ortogonal de mondgenos.

1

Demostracién: El radical de la métrica p”~te-v es Kerp®! = E,_1, asi que existe e € F), tal
n—1

que p" e - e # 0. El subespacio V =< e,pe,...,p" e > es no singular, y es un submédulo
porque el grado de p es 1. Ahora E =V L V=, y se termina por induccién.

Teorema: Si k es algebraicamente cerrado, las parejas de métricas simétricas (la primera no
singular) estdn clasificadas por los divisores elementales de T

Demostracion: Cuando el espacio es un monégeno de anulador p” = (z — )", por el tercer

teorema existe una base e,,...,e1, donde ¢; = p" 'e,, ¥

1 cuandoi+j=n+1
€ e; =
710 cuandoi+j#n+41

a cuandoi+j=n+1
eixe;j=(Te;) -ej=(oe;+e€i—1)-ej=11 cuandoi+j=mn+2
0 en otro caso
1 1 «
T2 _ . o : Té _ . .

1 leY

Definiciones: Los haces de cuddricas ATy + uT4 en P(E) son las rectas del espacio de cuddricas
P(S2E). Por cada punto de P(E) pasa una unica cuddrica del haz, o todas, en cuyo caso diremos
que es un punto base del haz. Los puntos fundamentales son los puntos de los vértices de las
cuddricas singulares del haz. Sélo consideraremos haces con alguna cuadrica no singular. Los
endomorfismos asociados a dos parejas de cuadricas de un haz difieren en una homografia, asi
que, aunque los factores invariantes del endomorfismo asociado no son invariantes del haz, si lo
son sus grados y las multiplicidades de sus raices (y razones dobles si hubiera 4 ¢ mas raices).

Haces de Cénicas en P, ¢

1. Anulador con 3 raices simples. Es el haz definido por 2 cénicas que se cortan en 4 puntos.
El haz tiene 3 pares de rectas.

Aaf + 25 +23) + (2§ —23) = 0.

2. Anulador con una raiz doble y otra simple. Es el haz definido por 2 cénicas que se cortan
en 3 puntos, con tangente comun en uno de ellos. Tiene 2 puntos fundamentales, uno de
los cuales es base, y todas las cénicas del haz son tangentes en él a la recta que pasa por
los puntos fundamentales.

A2zozy 4+ 23) + (23 +23) =0 .
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. Anulador con una raiz triple. Es el haz definido por 2 cénicas que se cortan en 2 puntos,

con tangente comun en uno de ellos. El haz tiene un inico punto fundamental.

A(2xoz1 + x%) + 2021 =0 .

¢1 con 2 raices simples, una raiz de ¢o. Es el haz definido por 2 cénicas que se cortan en
2 puntos, con tangente comun en ambos. El haz tiene una recta de puntos fundamentales,
y otro punto fundamental exterior.

Mad + i+ 23)+23=0.

. ¢1 con una raiz doble, que es raiz de ¢o. Es el haz definido por 2 cénicas que se cortan en

un unico punto, con tangente comun. El haz tiene una recta de puntos fundamentales.

A2zox1 +23) +22=0.

Haces de Cuadricas en P3¢

. Anulador con 4 raices simples. En el haz hay 4 conos, y sus vértices no son coplanarios. La

cudrtica base es irreducible (no contiene rectas ni cénicas) y alabeada (no estd contenida
en un plano). Este caso es el unico que recoge infinitas clases de equivalencia, segin la
razén doble de las 4 raices.

Mg+ a2 + 23 + a2+ (axd+23 —23)=0 , a#0,1,-1.

. Anulador con 2 raices simples y una doble. En el haz hay 3 conos, con vértices no alineados.

El vértice de un cono yace en los otros dos conos.
N2woz1 + 23 + 23) + (23 — 23 +23) =0.

Cuaértica base irreducible y alabeada. Se parametriza con el haz de planos xg = x9 — tx3
de base la recta que pasa por el punto fundamental de la cuartica y otro punto de ella.

. Anulador con 2 raices dobles. En el haz hay 2 conos, y la recta que une sus vértices es una

generatriz comun.
Mzox1 + wow3) + (23 + 2xox1 +23) =0 .

La cuértica base estd formada por la generatriz comun, y una cubica alabeada que se
parametriza cortando con el haz de planos xg = txo de base dicha recta.

. Anulador con una raiz simple y otra triple. En el haz hay 2 conos, y el vértice de uno

incide en el otro.
A2 + 2xoz0 4 22) + (2woz1 +22) =0 .

Cuartica base irreducible y alabeada. Se parametriza con el haz de planos z; = txs.

. Anulador con una raiz de multiplicidad 4. El haz tiene un tnico cono.

Mzozs + z122) + (2z0z2 +22) =0 .

La cuértica base esté formada por una cibica y su “tangente” en un punto, que es el Uinico
punto fundamental del haz. La cibica se parametriza con el haz de planos 1 = tzg de
base la tangente.
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10.

11.

12.

13.

. ¢1 con 3 raices simples, una de ellas raiz de ¢». Hay 2 conos, y un par de planos que no

pasan por sus vértices. La cuartica base son 2 cénicas no coplanarias que se cortan en 2

puntos.

Mg+ a7 + 23 +a3) + (23 —a3) = 0.

. ¢1 con una raiz doble y otra simple, que es raiz de ¢o. En el haz hay un par de planos,

y un cono con vértice incidente con uno de los dos planos. La cuértica base esta formada
por una cénica y un par de rectas concurrentes que no son coplanarias con la cénica, y la
cortan en puntos distintos.

AN2xoxy + x5+ 23) + (2zo21 +23) =0 .

. ¢1 con una raiz simple y otra doble, que es raiz de ¢9. En el haz hay un par de planos, y

un cono, con vértice no incidente con el par de planos, que es tangente al vértice del par
de planos. La cuartica base esta formada por 2 cénicas no coplanarias, que se cortan en
un unico punto con tangente comun.

A2zozy + 23 4+ 22) + (23 +23) =0 .

. ¢1 con una raiz triple, que es raiz de ¢3. En el haz hay un par de planos, uno de ellos es

tangente a todas las cuadricas del haz. La cuartica base estd formada por una cénica y
dos rectas, situadas en otro plano, que la cortan en un tinico punto.

)\(21‘01‘2 + 1’% + x%) +xpx1 =0.

@1 = ¢2, con 2 raices simples. En el haz hay 2 pares de planos, cuyos vértices son rectas
que se cruzan. La cudrtica base es un cuadrilatero alabeado.

Mg+ a7 + 23+ a3) + (x5 + 1) = 0.

¢1 con 2 raices simples, una de ellas raiz de ¢ v ¢3. En el haz hay un cono, y un plano
doble no incidente con su vértice. La cuartica base es una conica doble.

M+ a2+ a3 +ad)+23=0.

¢1 = ¢2, con una raiz doble. En el haz hay un tnico par de planos.
Mzoxy + xow3) + (x2 +23) =0 .

El espacio E es suma ortogonal de dos monégenos de anulador 2, y 2F es el representante
de la recta R de puntos fundamentales. Por el tercer teorema xFE es totalmente isétropo
para todas las métricas del haz, y la cudrtica base estd formada por la recta R (contada
dos veces) y otras dos rectas que la cortan y se cruzan entre si.

¢1 con una raiz doble, que es raiz simple de ¢2 y ¢3. En el haz hay un plano doble.
M2zow1 + 23 +23) + 25 =0 .

En este caso E = Ey | EY, donde E3 es monégeno de anulador 22, y E} es suma ortogonal
de dos mondgenos de anulador z. El representante del plano doble es 2Es L EY vy, por
el tercer teorema, xEy es istropo para todas las métricas del haz; luego zE) estd en el
radical de la restriccién de cualquier métrica del haz al plano doble. Todas las cuddricas
no singulares del haz cortan al plano doble en un par de rectas.
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4.5.1. Métricas Simétrica y Hemisimétrica

Ahora supondremos que T3 es simétrica no singular, y T4 es hemisimétrica.

(Te)-v=exv=ce-(—Tv)
ge-v=-e-qu, donde g(z) = q(—x)

Luego Ty —T tienen igual anulador p(z), de modo que p(—z) = £p(x). Sip = pi* ...pl esla
descomposicién en factores irreducibles, para cada factor p; tendremos (p;) = (pi), 6 (pi) = (p;)
con algin j # i, en cuyo caso también (p;) = (p;).

Primer Teorema de Descomposicién: En la descomposicion E = E1 ® ... ® Es; en suma
directa de submaodulos primarios, cada sumando F; es

1. no singular (para Ts) y ortogonal a los restantes sumandos, cuando (p;) = (p;),

2. o totalmente isétropo, en cuyo caso ewiste otro sumando Ej; totalmente isotropo tal que
E; ® Ej es no singular y ortogonal a los restantes sumandos, cuando (p;) = (pj).

Demostracion: La polaridad ¢ : E — E* de T, es un isomorfismo semilineal, ¢(ge) = g¢(e), asi
que transforma F; en la componente p;-primaria de E* = Ef @ ... ® E}.

1. Si (p;) = (ps), entonces ¢(E;) = Ef, y E; es no singular y ortogonal a los demés.

)

2. Si (pi) = (pj), y por tanto (p;) = (p;), entonces ¢(E;) = EY, y ¢(E;) = Ef, asi que E; y Ej
son totalmente isétropos, y E; @ E; es no singular y ortogonal a los restantes sumandos,
porque ¢(E; ® E;) = Ef ® £ = (E; ® Ej)". q.e.d.

En el primer caso, los teoremas segundo y tercero de descomposicién son validos, con sus
demostraciones, porque p"e-v = e - p"v = £e - p"v. El segundo caso es mucho mas sencillo, y la
estructura de médulo clasifica el par de métricas, sea cual sea el cuerpo k:

Teorema: En el caso 2, en E; @ Ej el par de métricas es tunico, salvo un automorfismo.

Demostracidn: Si Sa, S es otro par de métricas que definen la misma estructura de mddulo,
So(Te,v) = Sh(e,v), y ¢ : E = E*, p(e) = i.52 es la polaridad asociada, tenemos que 7 =
¢ l¢: E; — E; es un isomorfismo de médulos tal que

Sz(ei, ej) =T€; * €j N
luego 7 @ 1: E; & Ej — E; @ E; transforma T en Sy, y por tanto también T en S,

Teorema: Si k es algebraicamente cerrado, las parejas de métricas simétrica y hemisimétrica (la
primera no singular) estdn clasificadas por los divisores elementales de T, que no son arbitrarios.
Si o # 0, hay tantos divisores elementales (x — )™ como (x + )", y el numero de divisores

elementales iguales a °" es par.

Demostracion: Si p = x — «, entonces p = —(x + «), y estamos en caso 2, en que los divisores
elementales clasifican, y hay tantos divisores elementales (z — )™ como (z + a)™.

En este caso, para dar ecuaciones reducidas del par de métricas, basta considerar la suma
directa V@V de dos monégenos de anuladores (z—a)” y (r+a)™. Fijada una base e, pe, ..., p" e
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de V, su imagen por la polaridad es una base de V* que, considerada en orden inverso, es dual
de cierta base €,pe,...,p" ‘ede V,y

1 cuandoi+j=n-—1
0 cuandoi+j#n—1

a cuandoi+j=n—1
pie*ﬁjéZTpie'ﬁjé:(Oépi€+pi+1€)-ﬁjé: 1 cuandoi+j=n—2

0 en otro caso

1 1 «
0 A
J— . / — =
Ty = ) . ’ T2 (—A 0) ) A 1 .- (44)
Q
Cuando p =z, y p = —=z, por el segundo teorema de descomposicién podemos reducirnos al
n—1

caso de un médulo homogéneo de anulador z™. Si n es par, la métrica p~"e-v es hemisimétrica,
y p"le-e = 0 para todo e € F,; pero p" le-& = 1 para algin é € F,, y los submédulos
mondégenos V =< e,pe,...,p" le >, y V =< &,pe,...,p" 'e > son totalmente isétropos, su
interseccion es nula, y V @ V es no singular. El cdlculo anterior prueba que las matrices de las
métricas son 4.4, con a = 0. Como E = (V@V) L (V@ V)t por induccién E es suma ortogonal
de parejas isomorfas a V @ V.

Si n es impar, la métrica p" ‘e - v es simétrica, y el argumento dado en la pédgina 121
prueba que el espacio es suma ortogonal de mondgenos, en los que el par de métricas esta ya
determinado, pues por el tercer teorema existe una base e, Te, ..., T" e tal que 7" le-e # 0,
y al ser k algebraicamente cerrado, podemos suponer que 7" le-e =1,

1

Tie Tie = (—1)’T"He . ¢ = (-1)  cuandoi+j=mn—1
0 cuando i +j #n — 1

TlexTle = T le . Tie = {(_1)J cuando i +j=mn—2

0 cuando i+ j #n —2
1 -1 0
Ty = ) -1 , =1 1 0 (4.5)
1 . .0 .

Ejemplo: En el espacio-tiempo de Minkowski, si F'(v) es la fuerza que actia sobre una particula
de carga unidad, medida por un observador inercial de velocidad v, como ha de ser un vector
espacial, tenemos que F'(v)-v = 0. Es decir, Qs(e,€’) = g(F(e),€') es un tensor hemisimétrico, y
F es el endomorfismo asociado al par de métricas (g,22). En un sistema de referencia inercial,
la 2-forma Q9 serd

Qg = (Elwl + eowo + ng;g) A wo + Biws A ws + Bows A w1 + B3wi A wa

y, aunque las intensidades de fuerza eléctrica E' y magnética B dependen del observador inercial,
no asi los coeficientes del polinomio caracteristico del endomorfismo asociado F,

a* + (B2 - E*)a? — (E-B)? = (2® — o) (2> + 8?) ,
B> E?=B?+B2+B2—E?—E}-FE?=p3"-a?,
(E . B’)Z = (ElBl + E9By + E333)2 = a2ﬁ2 .
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Si B # 0, hay un monégeno Eg de anulador z? + B2, que es un plano no singular, y ha de
tener un vector de cuadrado e -e = —1, lo que ya determina el par de métricas:

re-e=exe=0, ze-ve=—c-x’e=f>, exze=zxe-ze=[>.

Si Q9 # 0, el polinomio caracteristico de F' clasifica el par (g, s):

1. Si B # 0, hay otros dos divisores elementales x — «, = 4+ «; pues un tnico divisor z2 es

imposible. Es el caso en que para un observador inercial los vectores E y B son paralelos
y de médulos « y ( respectivamente (eventualmente o = 0).

2. Si =0, a # 0, hay dos divisores elementales iguales a x, y en la componente primaria
Ej3 tenemos Q2 = 0. Para un observador inercial B =0, y |E| = a.

3. Si 8 =a =0, los divisores elementales no son z2, 22, porque en tal caso 4.4 muestra que
el indice de g serfa 2. Los divisores elementales son 22, z. En el mondgeno de anulador
2% tendremos una base e, Te,T%e con T?e - e = +1, y T?e - e = 1, porque en otro caso
la matriz de ¢ seria la opuesta de 4.5, y seria definido-positiva en un plano. Para un
observador inercial los vectores E y B son ortogonales y de mddulo 1.

Nota: Si T, es simétrico y no singular, cualquiera que sea el tensor T, tenemos que
, _
Te-v="Tye,v)=e-Tv

para ciertos endomorfismos 7,7 : E — E. Hemos estudiado los casos T = T y T = —T; pero
el andlisis se extiende a cualquier involucién que relacione T con 7. Asi, en el caso de una
isometria T, tenemos que Te-v = e-T~'v, de modo que E es un k[z, z~!]-médulo y la polaridad
¢ : E — E* es semilineal, de automorfismo p(z) — p(x) = p(z~1).

Los teoremas de descomposicién y sus demostraciones son validos cuando 75 es hemisimétrico
y no singular; pero T'= T cuando T4 es hemisimétrico, y T'= —T cuando T} es simétrico.

Todo tensor 75 descompone, y de modo tnico, en suma de un tensor simétrico y otro he-
misimétrico, To = So + Ho, de modo que, cuando k es algebraicamente cerrado, los teoremas
anteriores permiten clasificar los tensores covariantes de orden 2 (al menos cuando Sy 6 Hs es
no singular), y por tanto las correlaciones (proyectividades P,, — P¥).
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Capitulo 5

Algebra Conmutativa

Un espacio topolégico no vacio X es irreducible si no es unién de dos cerrados mas pequenos,
y una componente irreducible de X es un subespacio irreducible maximal.

Por el lema de Zorn, todo punto esta en alguna componente irreducible, y éstas son cerradas
porque el cierre de un subespacio irreducible también es irreducible..

El cierre de un punto siempre es irreducible, y cuando X es el espectro de un anillo A, todo
cerrado irreducible C' es el cierre de un punto, el que define el ideal primo formado por las
funciones f € A que se anulan en C. Asi, las componentes irreducibles de X se corresponden
con los ideales primos minimales de A, y todo ideal primo contiene un primo minimal.

Pondremos z < y cuando x € ¥, es decir p, C p;, y decimos que x es una especializacién
de y. La dimensién de Krull de A es la mayor longitud de las cadenas de ideales primos
po C p1... C py (0 de cerrados irreducibles de X, o de especializaciones xg > x1... > ).

El radical de un ideal rad I = {a € A: a™ € I, para algiin n > 1} es la interseccién de los
primos que lo contienen (p. 74), y es el mayor ideal con los mismos ceros.

Teorema: Si A — B es inyectivo, Spec B — Spec A tiene imagen densa.

Demostracion: Si x € Spec A es el punto que define un primo minimal, A, — B, es inyectivo.
Luego B, # 0, y x = Spec A, esta en la imagen, que por tanto es densa.

5.1. El Haz Estructural del Espectro de un Anillo

Sea M un A-médulo y U un abierto de X = Spec A. La localizacién de M por el sistema
multiplicativo de las funciones que no tienen ceros en U se denota My = M ®4 Ay. Si U =
Uy = Spec Ay es basico, las funciones sin ceros en U son invertibles en Ay; luego Ay = Ay (de
modo que My = My), y U = Spec Ay. Consideremos la aplicacién

M= I M, — X, m(m;) = x.
rzeX

Cuando = € U, tenemos un morfismo My — M, asi que cada elemento m € My define una
secciéon m: U — M de 7.

Si dos secciones coinciden en un punto, m, = n,, entonces fn = fm, donde f(z) # 0, y
ambas secciones coinciden en el entorno Uy N U.

Las imagenes de estas secciones son base de una topologia en M con la que 7 es homeomor-
fismo local, y las secciones anteriores son continuas.

Ademi4s, cada seccién continua de 7 coincide localmente con una de tales secciones, y M, es
el conjunto de gérmenes en x de secciones continuas.

129
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Las secciones continuas en U forman un Ay-médulo Homx (U, M ), ¥y tenemos un morfismo
My — Homx (U, M).
Teorema: My = Homy (U, ]\7), cuando el abierto U = Uy es bdsico.

Demostracion: Como U = Spec Ay, basta verlo cuando U = X.

Sabemos que el morfismo es inyectivo (p. 75). Veamos que es epiyectivo.

Sis: X — M es una seccién continua, existen abiertos basicos U; que recubren X y secciones
m; € My, tales que s|y, = m,;. Como X es compacto, el recubrimiento puede tomarse finito.

Las secciones m; y m; coinciden en el abierto basico U; NU; y, como el morfismo es inyectivo,
m; = mj en My,ny;; luego basta ver la exactitud de la siguiente sucesion (donde B = &;Ay,, vy
los morfismos son m @b+ mRbR® 1L, mMRb—m®1®b)

0O — M — @,LMUL = @i,jMUiﬁUj

(*) | I
M®s B M ®pB®a B

Cuando M = A (el caso general se prueba igual; pero es mas engorroso de notacién) hemos
de ver que A - B = B ®4 B es exacta. Si el morfismo de anillos A — B admite un retracto
r: B — A, la exactitud es inmediata: si b® 1 = 1 ® b, aplicando 1 ® r vemos que b = r(b) € A.

En general A -+ B = @®; Ay, no admite retracto; pero los abiertos U; recubren X, y basta
probar la exactitud después de aplicar el funtor ® 4B (p. 75),

B— B®sB = (B®yB)®p(B®y B),

y obtenemos la correspondiente sucesién para el morfismo B — B ® 4 B, que admite el retracto
obvio u: B®4 B — B, pu(b @ b) = b'b.

Demostracion directa: Pongamos U; = X — (f;)o. Dados elementos s; € My, tales que s; = s; en

My, ¢, hemos de ver la existencia de m € M tal que s; = T en My,.

; 7 ; m; .
Pongamos s; = %+, con n comin a todos. Como “## = F# en My, s, existe 7 tal que
i A J

JE 15 fima = fi fj fivm;.

Al ser % = ]};—?ﬁ, si n > 0, podemos suponer que fj’-lmi = fi'm;.
Tenemos que X = J,; Uj; luego A= (f}'), y 1 =3_,¢;f} donde ¢; € A.
Tomemos m = 3, ¢pjm;, y veamos que m = % en My;:

fim =325 05 fimg = 325 65 ffmi = (32; 65 f7 ymi = m. q.e.d.

1. Si el espectro desconecta, X = U @V, el anillo descompone, A = Ay @ Ay .

Los abiertos U y V son basicos: la secciéon que vale 0 en uno y 1 en el otro es continua.

2. Si M estd soportado en un numero finito de puntos cerrados x1i,...,Ty, en el sentido de
que M, = 0 cuando = # x;, tenemos que

M=M, ®...&M,,.

3. 81 M esta anulado por una potencia de un mazximal m, entonces M = My,.
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5.2. Descomposicion Primaria

Definicién: Un médulo es noetheriano si todos sus submddulos son finito generados (lo que
equivale a que toda sucesién estrictamente creciente de submddulos es finita).
Un anillo es noetheriano si todos sus ideales son finito generados.

Lema: Sea 0 — M' — M — M" — 0 exacta. M es noetheriano < M’ y M" lo son.

Demostracién: Basta ver que M es finito generado cuando M’ y M” lo son, porque todo
submodulo de M tiene una sucesién exacta andloga.

Tomamos epimorfismos L' = A" — M’ — 0, L = A™ — M" — 0, y levantamos el segundo
L" — M. Terminamos porque p es epiyectivo,

OHL/HL,@L”HLHHO

N

0 M’ M M 0

Teorema: Todo mddulo finito generado sobre un anillo noetheriano es noetheriano.
Demostracion: Si A es noetheriano, por el lema A" y sus cocientes también.
Teorema: Si A es noetheriano, Alzx] también lo es.

Demostracion: Sea I un ideal de A[x].
Los coeficientes de mayor grado de los polinomios de I forman un ideal a1 A + ... + a.A.
Tomemos FP; = a;2™ + ... € I, todos de igual grado n.
SiQ=azx™+...€I, m>n,tendremos a =), bja;, y gr(Q — >, bjz™ " P;) < m,

I=(P,...,P)+(INL),

donde L=A@ Az P ... Az" ! es un A-médulo noetheriano.
Luego I N L es un A-mddulo finito, y el ideal I es finito generado.

Corolario: Si A es noetheriano, toda A-dlgebra finito generada es noetheriana.
Demostracion: Los anillos A[xy, ..., z,] son noetherianos, y sus cocientes también.

Definiciones: Un ideal q # A es irreducible si no es interseccién de dos ideales mayores.
Un ideal q # A es primario si en A/q toda homotecia es inyectiva o nilpotente,

abeq, adq = b" €q.
En tal caso p = rad q es un ideal primo, y decimos que g es p-primario.

Lema: Si A es noetheriano, todo ideal irreducible es primario.

Demostracion: Sea b: A/q — A/q una homotecia. Kerb C Kerb®... C Kerb™..., y como A es
noetheriano, Ker b = Ker b"t! para algtin exponente n,

KerbNImb" = 0.

Como q es irreducible, tendremos que Kerb =0 6 Imb™ = 0.
Si Kerb = 0, b es inyectiva. Si Im b"™ = 0, b es nilpotente.
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Teorema: Si A es noetheriano, todo ideal es interseccion finita de ideales primarios.

Demostracion: Si un ideal I no es irreducible, es interseccién de ideales mayores, I = I1 N I,
que a su vez pueden ser irreducibles o no,... El proceso termina porque A es noetheriano, e I es
interseccién finita de ideales irreducibles (luego primarios). q.e.d.

Como la interseccién de ideales p-primarios es p-primaria, agrupando ideales y eliminando
redundancias, todo ideal tiene una descomposicién primaria reducida, I = q;N...Nqy,, donde

pi#pj,el#qiN...q...N4q, (ponemos p; = radg;).
Corolario: El nidmero de primos minimales de un anillo noetheriano es finito.

Demostracion: Sea 0 = q1 N...N g, una descomposiciéon primaria. Los primos minimales estan
entre pi,...,Pn, porque Spec A = (q1)oU... U (qn)o = (P1)o U ... U (Pn)o-

Ejemplos: Si m = rad/ es maximal, A/ tiene un tunico ideal primo, y todo elemento es
invertible o nilpotente; luego I es m-primario. Las potencias m” son m-primarias.
Sean A = k[z,y], p = (z), m = (z,y). El ideal I = m? N p no es primario (vy € I, = ¢ I,
y ¢ rad I = p), y admite otra descomposicién primaria reducida, I = (22, y) N p.
Lema: Todo ideal p-primario q estd definido por condiciones infinitesimales en el punto p,
q=ANgqg4,.
Demostracion: Si f € AN qAp, entonces sf € q, donde s ¢ p =radq; luego f € q.

Teorema: Sea I = q1 N ... N q, una descomposicion primaria reducida de un ideal de un
anillo noetheriano A. La componente q; no depende de la descomposicion cuando (p;)o es una
componente irreducible de (I)o.

Demostracién: Cuando j # 7, tenemos que q;A,, = Ay, porque p; = rad q; corta a A — p;.
y vemos que q; = AN q;Ap, = AN I, sélo depende de I y de p;. q.e.d.

(I:a)={be€ A: ba € I} denota el anulador de @ € A/I. Previa la observacion de que (q : a)
es un ideal p-primario que contiene a q cuando a ¢ q, y es A si a € g, se tiene

Teorema: Sea [ = q1 N...Nq, una descomposicion primaria reducida de un ideal de un anillo
noetheriano A. Los primos asociados p; = radq; son los ideales primos que coinciden con el
anulador de un elemento de A/I (y no dependen de la descomposicion).

Demostracion: Sia € q2N...Nqy, a & q1, entonces (I : a) = (q1 : a) es pi-primario.

Sipl C(qu:a),ybep; ™, b¢ (qu:a), entonces (I : ab) = (q1 : ab) = p;.

Reciprocamente, si p = (I : a) = ();(q; : a) es primo, tomando radicales vemos que p es
interseccién de algunos ideales p;; luego coincide con algun p;.

Corolario: La union de los primos asociados al 0 estd formada por los divisores de cero.
Demostracion: Si a es divisor de cero, ab =0y b ¢ q;, entonces a € p;.

Corolario: Si A es noetheriano, todo A-mdédulo finito M admite una cadena de submddulos
0=MyCM...C M, =M tal que M;/M;_1 ~ A/p;, con p; primo.

Demostracion: Por el teorema, cualquier submédulo mondgeno tiene un elemento m de anulador
primo p. Ponemos M; = Am ~ A/p, y se termina por noetherianidad.



5.3. COMPLETACION 133

5.3. Completacién

Sea I un ideal propio de un anillo A (m y O si es local), y M un A-médulo.

il e simelI"M, m¢ I M
mil =
0 simeNI"M

La seudo-métrica d(m,m’) = ||m’ — m|| define la topologia I-addica de M, y los submddulos
I" M forman una base de entornos abiertos (y cerrados) de 0.

Lema de Artin-Rees: Sea A un anillo noetheriano. Si M' es un submddulo de un A-mddulo
finito generado M, existe un exponente h tal que

"M nI"M)y =M nNI"M, n > h.

Demostracion: Ap=AdI1H...oI"D ...
Mp=M&&IM&..I"M & ...

Mp es un Ap-médulo, con el producto I™ x I™M — I"T™ M.
Ap es noetheriano, pues Ap = A[&it, ..., E&t] C AJt] cuando I = (&1, ...,&s).
Mp es un Ap-mddulo finito generado, y formamos el siguiente submédulo de Mp:

N=MaoMo. oM . .. M =MMNI"M,

que serd finito, generado por ey, ..., e, que podemos suponer homogéneos de grado < h.
Ahora todo elemento homogéneo de N de grado > h es

T T
Yoaie; =Y > bijaije;, gr(aijei) = h,
= =5

y vemos que ApMj = (P, 5, M,; es decir, m=hp! =M.

Corolario: La topologia I-ddica de M induce en M’ su topologia I-ddica.
Demostracion: I"M' C M),y M7/1+h =I"M; CI"M'.

Corolario: M es separado, (), I"M = 0.

Demostracion: Localizando en cada punto de Spec A podemos suponer que A es local.
Como la topologia inducida en N =", I"M es trivial, N = IN, y N =0 por Nakayama.

Definicién: M denota el completado de M, formado por las clases de sucesiones de Cauchy.
Tenemos un morfismo canénico M — M, y un morfismo de A-médulos f: M — N induce un
morfismo de A-médulos f: M — N, f(my) = (f(my)).

P

M = 1fm M/T"M.
Si (my,) es una sucesién de Cauchy, admite una subsucesion tal que ||m; —m;|| < e™" cuando
i,j >n,y (my) € lim M/I"M porque m; —my, € I"M cuando i > n.
Si (mn) € m M/I"M, |[m; — my|| < e™" cuando i, j > n, y (my) es de Cauchy.

Estas aplicaciones estdn bien definidas y son inversas. Ademés, s, = mp+1 —my, € "M, y
toda sucesién de Cauchy es equivalente a una serie ) sp, s, € I"M.
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Ejemplos: Sea O el anillo local en el origen de Spec k[x1,...,z,], m :A(:cl, ceeyTp).
O/ma+l = {Polinomios de grado < d}, el completado m-ddico es O = k[[z1,...,z,]], y el
morfismo O — O asigna a cada germen su desarrollo de Taylor en el origen.

Sea O el anillo local en el origen de una curva plana 0 = y+términos de grado> 2.
Por Nakayama m = (z); luego m"™ = (z"), k[z]/(z™) = O/m", y O = k[[z]].

Zp =1mZ/p"Z es el anillo de los niimeros p-adicos.

Si O es el anillo de gérmenes en el origen de funciones C> sobre la recta, e~ /7" € (m"
porque su desarrollo de Taylor es nulo. Luego el anillo O no es noetheriano.

. . . ] P .
Teorema: Sea A un anillo noetheriano. Si 0 — M’ = M 5 M” — 0 es ezacta, y los médulos
son finito generados, también es exacta la sucesion

7

0— M MM —0
Demostracion: Pongamos M, = M’ N I"M. Tenemos sucesiones exactas

0— M'/M], — MI"M — M"/I"M" — 0
0 — lim M'/M), ~ M L5 31"
donde lfm M'/M;, = M’ porque {M!} define la topologfa I-sdica de M’ (Artin-Rees).
p es epiyectivo: I"M — I"M" es epiyectivo, y toda serie ) s, con s, € I"M", es
nSm = .0(sp) =D(>, sn) , con s, € I"M.

Teorema: M ®4 A= ]/\/_f\, cuando A es noetheriano y M es finito generado.

Demostracion: Si L es libre, entonces L = A", y L=A"=L®4 A. En general, tomamos una
presentaciéon L' — L — M — 0, y el siguiente diagrama permite concluir,

LI'OaA — LRsA — M®s4A — 0
I l

~ —~

L — L — M — 0
Corolario: Si A es un anillo noetheriano, A es una A-dlgebra plana.

Demostracién: 0 — M’ — M. Pongamos M como limite inductivo de submédulos finitos M;.
Los submédulos Mj = M’ N M; son finitos y M’ = lim M;. Ahora

O—>MZ~’®AE—>MZ~®AA\,
y como el limite inductivo es exacto, 0 — M’ @4 A — M @4 A .
Corolario: ["A = 1", AT = g/f”, m/rm+t = f"/f”“.

Demostracion: 0 — [ — A y como A es A-plano,
0—T@sA— A, luego IA=T® A=1yI"A= )"
0—I"—A—A/I"—0

0— 1" A— A—s A/I" — 0
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porque A/I™ es completo (como todo médulo anulado por I™).
Esta sucesién exacta muestra que A/I" = A/I"A = A/I", y por tanto I"/I"1 = [/ "+,

Corolario: Si A es noetheriano, A es completo y separado para la topologia T-ddica.
Si O es un anillo local noetheriano, O es un anillo local completo, de ideal mazimal m.

Demostracion: 1im AJTn = lim A/I" = A

Para probar que O es local, de ideal maximal m, veamos que 1 + f es invertible para todo
f € m. Como O es completo, converge la serie (1 + f)"! =1~ f+ f2— f3+

Definicion: Una [-filtracion de M es una cadena de submédulos M = My 2 My D ... tal que
IM, C My4;. El graduado asociado

GMZM/Ml@Ml/MQ@...EBMn/MTH_l...

es un médulo sobre el anillo graduado G1A = A/I & I/1 2@...@I"/I" .y el completado
M= lim M /M, es un A-médulo. Un morfismo fiM— N es compatlble con las filtraciones
cuando f(M, ) C N,, de modo que induce un morfismo de GyA-médulos f': GM — GN, y un
morfismo de A-médulos f M — N.

Ejemplo: Sea m = (z1,...,z,) C klx1,...,2,], y A= Ek[x1,...,2,]/I el anillo de funciones de
una subvariedad algebraica X = Spec A que pasa por el origen, m = (z1,...,2,) C A.
Las sucesiones exactas m" NI — m” — m" — 0 inducen sucesiones exactas

r+1

m' NI —m'/m — " /m T — 0,

y GmA = k[x1,...,2,]/Lin, donde Iy, es el ideal del cono tangente a X en el origen; es decir,
Lin = (fr)fer, f = fr + términos de mayor grado.
En Algebra, se tiene una versién débil del Teorema de la Funcién Inversa:

Lema: Si f': GM — GN es epiyectivo (inyectivo), también lo es f M — N.
Demostracion: Si los morfismos M;/M; 1 — N;/N;+1 son epiyectivos, y n € J\Af7

n = f(mg) en N/Np, donde my € M,
n = f(mo) + f(m1) en N/Ny, donde m; € Mj,etc.

de modo que m =), m; € J/\/[\, y f(m) =), f(m;) =n.
Si f’ es inyectivo, y (m;) € lim M /M; no es nulo, tomamos el primer indice i tal que m; €

M /M; no es nulo, de modo que m; € M;_1/M; — N;_1/N;, y (f(m;)) # 0.

Lema: Sea A un anillo completo y separado con la topologia I-ddica. Si GrA es noetheriano,
entonces A es noetheriano.

Demostracion: Sea q un ideal de A, que filtramos con q N [". El ideal Gq de G1 A estd generado
por un ntmero finito de elementos homogéneos, y cada generador de grado d define un morfismo
A — q, compatible con las filtraciones si ponemos Ag =...=Ag= A, Agr, = I".

Obtenemos asi un morfismo L = A" — q tal que GL — (Gq es epiyectivo, y por el lema
L — q es epiyectivo; luego L — q es epiyectivo,

porque ¢ es separado (al serlo A)
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Teorema: Si A es un anillo noetheriano, A también es noetheriano.

Demostracién: A es completo y separado, y GIAA\ = (G1 A es noetheriano.

5.4. Teoria de la Dimension

Sea A=Ay DAL D...0 A, @ ... un anillo graduado, A, - A, C Apin.

Sea M = ®&, M, un A-mddulo graduado, A, - M, C My4n-

Si A= Apl&, ..., &), donde Ap es un anillo de longitud finita (luego noetheriano) y gré&; =1,
y M es un A-modulo finito, entonces los Ag-mddulos M,, son de longitud finita. La funcién de
Hilbert de M es H(n) = I[(M,), y la funcién de Samuel de M es S(n) = I[(My)+...+1(M,_1),
de modo que AS(n) =S(n+1) — S(n) = H(n).

Teorema: Para n suficientemente grande, H(n) es un polinomio de grado < d.

Demostracion: Por induccién sobre d. Si A = Ag, M = Agmq + ...+ Agms, y M,, = 0 cuando
n es mayor que el grado de los generadores. El polinomio de Hilbert es H = 0.
Si d > 1, consideramos las sucesiones exactas

0 — Ker,, — M, £—d> My 11 — Cokerp1qp — 0
AH(n)=H(n+1)— H(n) =1(Cokerp4+1) — l[(Ker,,)

&4 anula a Ker = @, Ker,, y Coker = @,,Coker,,.

Luego son Ag[¢1, ..., &4—1]-mbdulos finitos, porque A es noetheriano.

Por induccién, I(Coker,,41) v [(Kery,), y por tanto su diferencia AH(n), son funciones poli-
némicas de grado < d — 1 paran > 0, y H(n) es una funcién polinémica de grado < d.

Ejemplo: La funcién de Samuel de k[z1,...,z4] es S(n) = ("+j_1) = Z—? +...
En efecto, Ker = 0, Coker = k[z1,...,x4-1], y AS(n) = [(Cokerp4+1) = (”:ﬁ;l) por induc-

ci6én sobre d. Luego S(n) = (”+g_1) + cte. Como S(1) = 1, la constante es nula.

Teorema: Un anillo local noetheriano O es de longitud finita < dim O = 0.

Demostracion: Si [(O) < oo, para algtin exponente m™ = m"*! y m” = 0 por Nakayama.

El tnico ideal primo de O es m, y dim O = 0.

Si dim O = 0, el tnico ideal primo de O es m, y una potencia de m = rad O es nula,
O = O/m™. Los O/m-espacios vectoriales m’/m**! son de dimensién finita, y

1(O) = 1(O/m™) =1(O/m) + I(m/m?) 4 ... +1(m" ! /m") < oco.

Definicion: Sea O un anillo local noetheriano, y m su ideal maximal.

Siq=(fi1,...,f4) es un ideal de radical m, entonces I(O/q) < oo, y G40 = (O/q)[&1, - .-, &al,
donde & = f; € q/q? es de grado 1. Una g-filtraciéon M = My O M; O My D ... es estable si
existe un indice h tal que q"M}, = M, 1, (Artin-Rees). En tal caso, si M es finito, GM es un
G4O0-mddulo finito, que tiene un polinomio de Samuel S(n) de grado < d,

S(n) = U(M/My) + ...+ U(Mp_1/My) = I(M/M,), n > 0.
Lema: El grado y primer coeficiente de S(n) no dependen de la q-filtracion estable.

Demostracidn: Consideremos la filtracién g-adica, S’(n) = I(M/q"M), n > 0.
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En una g-filtracién tenemos q"M C M,,, v M+, C q"M si es estable.
Luego el grado y el primer coeficiente de S(n) coinciden con los de S’(n),

S'(n) > S(n), S(n+h)>S"(n), n>0.
Lema: FEl grado del polinomio de Samuel no depende del ideal m-primario q.

Demostracidn: S(n) =1(M/q"M), S'(n) = (M /m™M) para n > 0.
Como m* C q C m, el grado de S(n) coincide con el de S’(n),

S'(kn) > S(n) > S'(n), n> 0.
Definicién: El polinomio de Samuel de O es el de su filtracién m-adica,
So(n) =1(0O/m"0), n> 0.

Ejemplo: Si O es el anillo local en el origen de 0 = P, (x1,...,2z4)+términos de grado > m,
entonces GO = k[z1,...,24]/(Pn), y €l polinomio de Samuel es

0 —> klz1,...,2d —=> k[z1,...,24] — klz1,...,24]/(Pn) — 0

So(n) = <”+3_1) - (”*d;m_1> = gt

Teorema: grSp/ro < grSo, cuando f € m no es divisor de cero.
Demostracion: 0 — fO/(fONm") — O/m"® — O/m" — 0, donde O = O/ fO.
Sa(n) = So(n) =U(fO/(fONmM")), n> 0.

y m" N fO es una m-filtracién estable de fO (Artin-Res), y fO ~ O porque f no divide a cero.
Luego, cuando n > 0, [(fO/(fONm™)) es un polinomio de igual grado y primer coeficiente
que Sp(n), y su diferencia es de grado menor.

Definicion: fi,..., f; € O forman un sistema de parametros si generan un ideal de radical
m; es decir, si dim O/(f1,..., fq) = 0.

Teorema: La dimension de un anillo local noetheriano O coincide con el minimo niumero de
pardmetros, y con el grado del polinomio de Samuel So.

1. dim O > minimo nimero de parametros.

Siz1,...,xzs son los puntos genéricos de las componentes irreducibles de Spec O, como las
funciones separan puntos de cerrados, existe f; € O que se anula en todos, salvo en ;.
Ahora f = fi + ...+ fs no se anula en ninguno, y dimOQ/fO < dim O. Se concluye por
induccién sobre la dimension de O.

2. Minimo ntumero de pardmetros > gr Sp.

Si el radical de q = (f1,...,fq) es m, el grado del polinomio de Samuel de cualquier
filtracion g-estable es < d y, por el lema anterior, el grado de Sy también.
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3. grSo > dimO.

Por induccién sobre el grado de Sp. Si es 0, entonces [(O/m™) es constante cuando n > 0,
y m"” = m" !, Luego m" = 0 por Nakayama, y dim O = 0.

SigrSp > 1,y po C ... C pg es una cadena de ideales primos de O, tomamos f € p; que
no esté en po. Si O = O/(po + fO), por el teorema anterior

grSo > grSo/pO > grSa,

y por hipétesis de induccién gr Sp > d — 1, porque p; C ... C pg es una cadena de ideales
primos de O. Luego gr So > d, y grSp > dim O.

Corolario: 1. La dimension de O es finita.
2. dim (f)o > dim O — 1, cuando f € m. (Teorema de Krull)
3. dim O = dim O.
4. dim O < dim g (m/m?), donde K = O/m.
Demostracion: (1) El minimo nimero de pardametros (y el grado de Sp) es finito.

(2) Si f1,..., fr es un sistema de pardmetros de O/fQ, entonces fi,..., f-, f es un sistema
de pardmetros de O; luego dim O < 14 dim O/ fO.

(3) © y O tienen igual funcién de Samuel porque O/m" = O /@™,

(4) Por Nakayama, una base de m/m? define un sistema de generadores de m.

Definicién: Sea O un anillo local noetheriano, de cuerpo residual K = O/m.
El cono tangente es Spec GO, y el espacio cotangente es m/m?. El anillo O es regular
si m estd generado por un sistema de pardmetros minimal: dim O = dim g (m/m?).

Proposicion: O es regular si y solo si su cono tangente es un espacio afin,
GnO = K|[z1,...,24) (isomorfismo de anillos graduados)

Demostracion: Si GnO = K|x1,...,14], entonces dim g (m/m?) = d = gr Spo = dim O.
Reciprocamente, si O es regular de dimension d, tenemos un epimorfismo

Klzy,...,24) — GnO — 0

y en el origen los polinomios de Samuel de ambos anillos son de grado d.
Como el anillo local de K[z, ..., ;] es integro, y al hacer cociente por un no divisor de cero
el grado del polinomio de Samuel baja, es un isomorfismo.

Corolario: O es reqular < O es reqular.
Demostracion: GnO = Gaa.
Corolario: Los anillos locales regulares son integros.

Demostracién: Sean a,b € O no nulos. 0 = (), m"; luego a € mé/m1 b € mI/m/T! no son
nulos y, al ser GO integro, 0 # @ - b = [ab] € m*J /m™ I+, Luego ab # 0.

Teorema: Sea O una k-dlgebra local regular. Si k = O/m, entonces O = k[[z1, ..., x4]].
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Demostracion: Seam = (f1,..., fq), d = dim O. El morfismo k[z1,...,z4] — O, x; — f;, induce
un isomorfismo al completar, porque (p. 135) lo induce entre los conos tangentes

k[z1,...,24) == GnO = (O/m)[f1,. .., fa].

Proposicién: Sea O una k-dlgebra local noetheriana. Si O/m es una extension finita y separable
de k, entonces el morfismo O — O/m admite seccion, y O = (O/m)[[x1,...,xz4]] si O es regular.

Demostracion: Los epimorfismos 7§ (O/m™) — 7&(O/m) son isomorfismos, porque 75 (O/m") es
cuerpo (p. 92), y definen una seccién 7§ (O/m) = lim & (O/m") — IIm O/m" = O.

Ejemplo: Si ps € R[z] es de grado 2 e irreducible, R[z]/(p5") ~ C[t]/(t") por lo anterior.

En la base 1,i,t,it,...,t™ 1 it™ 1 vemos que en esta R-algebra la métrica de la traza (p.
83) es de rango 2 e indice 1. Como en R[z]/(z — a)™ es de rango 1 y signo +, del teorema chino
del resto se sigue que en R[z]/(p(z)) el rango de la métrica de la traza T es el nimero de raices
distintas y el indice es la mitad del de raices imaginarias.

En particular, todas las raices de p(x) son reales si y sélo si Ty es no-negativa, To(a,a) > 0.

En la base 1,z,...,2" ! de R[z]/(p(z)), n = grp(x), la matriz de T es (las sumas o, de
potencias de raices vienen dadas por las férmulas de Newton y Girard)

n g1 ... On—1
g g e g
Op—1 Op ... 092,—9

5.5. Morfismos Finitos

Un morfismo de anillos A — B es finito si B es un A-mddulo finito, B = Ab; + ... 4+ Ab,.
Los morfismos finitos son estables por cambios de base A — C,

C—B,C=Cbi®l)+...+C(b,®1),
y por composicién, pues si B = Aby + ...+ Ab,, y C = Bcy + ... + Bey,, entonces
C=(Abi+...+ Aby)cr + ...+ (Aby + ... + Aby) ey, = Abicy + ... + Abycp,.

Teorema: Sea A — B un morfismo de anillos, y b € B. El morfismo A — A[b] es finito < b
verifica una relacién de dependencia entera b" + a b ' + ... +a, =0, a; € A.
De hecho, para que b sea entero, basta que b esté en una subdlgebra finita de B.

Demostracion: Si b® 4+ a;b" ! + ... + a,, entonces A[b] = A+ Ab+ ...+ A" L.
Reciprocamente, si C' = Acy + ...+ Ac, es una subdlgebra finita, y b € C, entonces

b—ay1 ... —Q1n 1 0
bci:Zaijcj, =1:1,
J

—ap1 ... b—anpy n 0

y multiplicando por la matriz adjunta vemos que el determinante b” + a1b"~* + ... + a, anula
a C'; luego es nulo, porque 1 € C.

Corolario: Los elementos enteros de B forman un anillo (el cierre entero de A en B).
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Demostracion: Si by, be € B son enteros, los morfismos A — A[b1] — A[b1, b2] son finitos; luego
todo elemento de A[by, ba] (en particular by + by y b1b2) es entero.

Ejemplo: El morfismo A = k[z] — k[z,y]/(P) es finito si y solo si la curva P(z,y) = 0 carece
de asintotas verticales (si la curva proyectiva P(xg,x1,z2) = 0 pasa por el punto (0,0,1), su cono
tangente en él es la recta del infinito con cierta multiplicidad).

En efecto, y es entero sobre A cuando algun multiplo de P es de la forma

Y+ @)y 4+ pa(2),

lo que equivale a que P lo sea. Homogeneizando, y deshomogeneizando con xo para que el punto
(0,0, 1) sea el nuevo origen, esta condicién significa que si la curva pasa por el origen, su cono
tangente en el origen es xf)l_" =0,

0 = 37" + (términos de grado > d — n), (donde d = gr P);

Teorema: Las fibras de todo morfismo finito w: Spec B — Spec A son finitas y discretas, y m
es epiyectivo cuando el morfismo A — B es inyectivo.

Demostracion: m—!(x) = Spec (B ®4 k(z)), y B ®4 r(x) es una k(x)-dlgebra finita (p. 79).
Ademss, si 0 - A — B, entonces 0 — A, — B,, y B, # 0.
Luego B, /p.B: # 0 por Nakayama, y la fibra 7! (x) = Spec (B, /p.B;) no es vacia.

Corolario: Si 7: Spec B — Spec A es finito, dim B < dim A.

Demostracion: En ninguna cadena de especializaciones ¢y > ... > y, en Spec B se dan coinci-
dencias m(y;—1) = 7(y;), porque la fibra de 7(y;) es discreta.

Teorema del Ascenso: Los morfismos finitos son cerrados.

Demostracion: Si J es un ideal de B, el morfismo A/I — B/J es finito e inyectivo, donde
I =AnJ,y el siguiente cuadrado conmutativo muestra que 7(J)o = (I)o,

SpecB =5 SpecA
@] @)
SpecB/J — SpecA/I

Corolario: Si 2/ < x = w(y), existe y' <y tal que 7(y') = 2.
Demostracion: El cierre de z = 7(y) estd contenido en m(y) porque 7 es cerrada.

Corolario: Si A — B es finito e inyectivo, dim A = dim B.

Demostracion: Sea xg > ... > x, una cadena de especializaciones en Spec A, y z¢o = 7(yp)-
Existen especializaciones yo > ... > y, tales que 7(y;) = x;; luego dim B > dim A.

Definicion: Un anillo integro es normal si es su cierre entero en su cuerpo de fracciones.
Los dominios de factorizacién tinica son normales (el argumento de la p. 13 es vélido).

Lema: Sea A un anillo normal, L una extension normal de su cuerpo de fracciones ¥, y B C L
una subdlgebra finita sobre A. Si B es estable por el grupo G = Aut(L/Y), entonces G actia
transitivamente en las fibras de la proyeccion w: Spec B — Spec A.
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Demostracion: Sea G = {o1,...,0,}, y consideremos dos puntos v,y de una fibra 7—!(z).
Como la fibra es finita y discreta, si y' ¢ Gy, existe f € B que se anula en 3’ y no se anula
en Gy (p. 137).
Las raices del polinomio irreducible t¢ + ¢;t~1 4 ... + ¢4 de f sobre ¥ son o;(f) € B, con
ciertas multiplicidades. Como A es normal, BNYX = A,y

Cq = Hl Uz(f)ml e BN =A.
Ahora c4(z) = ca(y’) = 0, porque f(y') =0,y ca(x) = ca(y) # 0, porque (05 f)(y) # 0. Absurdo.

Teorema del Descenso: Sea A — B un morfismo finito e inyectivo entre anillos integros. Si
A es normal, la proyeccion w: Spec B — Spec A es abierta.

Demostracion: Sea L la envolvente normal sobre 3 del cuerpo de fracciones de B, y sea G =
Aut(L/X). Si B = Abi, ..., by, ponemos B’ = Alo;(b;)], 0; € G.

Como la aplicacién p: Spec B’ — Spec B es epiyectiva, U = p(p~(U)), y podemos suponer
que B es estable por la accién de G. Por el lema anterior

Spec A — m(U) = n(Spec B — J,cqo(U)),
y al ser 7 es cerrada, vemos que w(U) es un abierto cuando U lo es.

Corolario: Si ' >z = w(y), existe y' >y tal que n(y') = 2'.

Demostracion: La fibra de 2’ es finita; luego basta ver que y estd en su cierre F.
Como 2’ no estd en el abierto m(Spec B — F'), tampoco estd su especializacién x = 7(y).

Corolario: dim By = dim A;, cuando x = 7 (y).

5.5.1. Teorema de los Ceros

Si A = k[ ...,&)] es una k-dlgebra finito generada, diremos que X = Spec A es una va-
riedad algebraica afin sobre el cuerpo k, y que los morfismos de k-dlgebras A — B son los
k-morfismos Y = Spec B — X; es decir, Homy(Y, X') = Homy_,14 (A, B).

Lema de Normalizacién: Existe un morfismo finito e inyectivo k[xy,...,xq4] — A.

Demostracion: Si no son algebraicamente independientes, verifican alguna relacién
1, ySn y )
que escribimos en orden lexicografico decreciente:

a€ER € =0

Pongamos & = & — %, donde dy > do > ... > d,,—1. Ahora A = k[¢],...€/,_1,&,], donde

&y .., &,_1, & satisfacen una relacién en que el término de mayor grado en &, es

aé‘glrl+---+dn—lrn—l+rn’
de modo que el morfismo k[&], . .., &],_1] < A es finito. Por induccién sobre n, existe un morfismo
finito k[z1,...,zq4] < k[&},...,&,_1], v terminamos. q.e.d.
Cuando k es infinito, la demostracién se simplifica tomando & = & — A&, donde \; € k. Es

decir, una proyeccién lineal genérica X — Ay es finita.

Corolario: dim k[z1,...,z,] = n.
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Demostracion: Por induccién sobre n.

Si0Cpy C...C py es una cadena de ideales primos en k[zq,...,z,], tomamos P € p; no
nulo, de modo que A = k[z1,...,x,]/(P) tiene dimensién > m — 1.

La demostracién del lema anterior prueba la existencia de un morfismo finito e inyectivo
Elyi, ..., yd — Ek[¢1, ..., &), d < n.

Por induccién dim A = d; luego m < n y dimk[zy,...,z,] < n.

Terminamos porque claramente dim k[z1,...,x,] > n.

Corolario: St dim X = d, existe una proyeccion finita X — Ag.
Demostracion: Si k[z1,...,xq] < A es finito, d = dim k[z1, ..., 24] = dim A.

Teorema de los Ceros: Si dim A = 0, entonces A es una k-dlgebra finita. Por tanto, los
cuerpos A/m son extensiones finitas de k.

Demostracion: Si dim A = 0, existe un morfismo finito £ — A.

Corolario: Todo morfismo ¢: Y — X entre variedades algebraicas afines transforma puntos
cerrados en puntos cerrados.

Demostracion: Si ¢(y) = x, tenemos que k(x) — k(y). Ahora, si y es cerrado, k(y) es una
extension finita de k; luego k(x) también, y A/p, C k(x) es cuerpo.

Teorema: Fl radical de A es la interseccion de los ideales maximales.

Demostracion: Si f € A se anula en los puntos cerrados de X, entonces la variedad algebraica
Ur = X — (f)o carece de puntos cerrados; luego es vacia, y f se anula en X.

5.6. Anillos de Valoracién y Dominios de Dedekind

Definiciones: Un morfismo inyectivo A — B entre anillos integros es birracional si induce un
isomorfismo entre los cuerpos de fracciones, ¥ 4 — Xp.

Si O es un anillo local, de ideal maximal m, un morfismo inyectivo O — B es dominante si
m =m’' N O para algin maximal m’ de B; es decir, si mB # B.

Un anillo integro V, de cuerpo de fracciones 3, es un anillo de valoracién de ¥ cuando
feveé flev VfeX. ElanilloV =¥ es la valoracién trivial.

Los ideales de un anillo de valoracién V estdn totalmente ordenados (en particular V es
local), pues si hubiera un par incomparable I, J,

fel féJ f h
h¢1,heJ} > R EV FEV

Proposicién: Los anillos locales requlares de dimension 1 son dominios de ideales principales,
y anillos de valoracion (son los anillos de valoracién discreta).

Demostracion: Si O es de dimensién 1 y regular, m = tO, y los espacios vectoriales m”/m"+!
tienen dimensién 1. Por tanto, si m"*! es la primera potencia que no contiene a un ideal I # 0,
tenemos que I genera m”/m"*! y, por Nakayama, I = m" = t"O.

Ahora toda funciéon 0 # f € Y es f = ut™, donde u € O*, n € Z; luego f € O 6 fL €O,y
diremos que n = v, (f) es la valoracién de f en el punto = € Spec O definido por m. q.e.d.
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1. Sea A un dominio de ideales principales y p un elemento irreducible. El anillo local A,
es un anillo de valoracién discreta, y v,(a) = n cuando p" es la mayor potencia de p que
divide a a. Es la llamada valoracién p-adica.

2. Un punto de una variedad algebraica es simple o no singular cuando su anillo local es
regular. El anillo local de una curva en un punto no singular x es un anillo de valoracién
discreta, y v, (f) es el nimero de ceros o polos de f en x.

3. La valoracién discreta de k(t) en el punto ¢t = 0o es v (p/q) = grq — grp.

Teorema: Un anillo local noetheriano O de dimension 1 es regular < es normal.

Demostracion: Si O es regular, es un dominio de ideales principales; luego normal.
Si O es normal, tomamos f € m no nulo, y la primera potencia m” C fO (existe porque
m =rad fO, al ser dimO = 1). Sea h € m"~ !, h ¢ fO, y pongamos = = h/f,

m C O, x¢0.

Para concluir que m es un ideal principal basta ver que xm = O.
En caso contrario xm C m, y x define un endomorfismo de m, que satisface el correspondiente
polinomio caracteristico. Luego x es entero sobre O, en contra de que O es normal.

Lema: Un anillo local integro V es de valoracion si y solo si todo morfismo birracional dominante
YV — B es isomorfismo.

Demostracion: Sea V de valoracién, V — B un morfismo birracional dominante, y b € B.

Si b ¢ V, entonces b—! € V no es invertible; luego b~! € my, y myB = B, en contra de que
el morfismo es dominante. Luego b € V, y V = B.

Reciprocamente, sea f € X, f ¢ V. Como V — V[f] no es dominante, myV[f] = V|[f],

ag+arf+...+anf"=1, (ap—Df " +arf" 1 +...+a,=0,

donde a; € my. Como ag — 1 es invertible en V, el morfismo V — V[f~!] es finito.
Luego es dominante, y f~! € V.

Teorema: Sea A integro, de cuerpo de fracciones . El cierre entero B de A en una extension
finita L de 3 es la interseccion de los anillos de valoracion de L que lo contienen,

B:ﬂw

Demostracion: Los anillos de valoracién son normales, porque todo morfismo finito birracional
es dominante (p. 140); luego B C (V.
Por otra parte, la condicién de que f~! € L sea invertible en A[f~1],

1 :f_l(ao—l—alf_l—l—...—l—anf_"), f”:aof”_1+a1f”_2+...+an,

significa que f es entero sobre A. Si f ¢ B, entonces f~! no es invertible en A[f~1].
Localizando A[f~!] en un primo que contenga a f~!, y tomando un anillo maximal para la
dominacién (Zorn), obtenemos un anillo de valoracién V; que no contiene a f.

Lema: Sea A — B un morfismo, y C el cierre entero de A en B. Si S es un sistema multiplicativo
de A, entonces Cg es el cierre entero de Ag en Bg. Por tanto, un anillo integro A es normal
< A, es normal en todo punto x € Spec A.
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Demostracion: Cg = C ®4 Ag es entero sobre Ag. Ademads, si g € Bg es entero sobre Ag,

(9)" + ‘1—1(9)"*1 +...4+ % =0, y ponemos t = $1 - - - S, multiplicando por s"¢"

s S1\S Sn,

obtenemos una

relacién de dependencia entera de bt sobre A; luego bt € C, y % = % € Cg.
Por tltimo, A es normal si y sélo si A/A =0, y terminamos (p. 75).

Teorema de Finitud: Sea A un anillo normal noetheriano y ¥ su cuerpo de fracciones. El
cierre entero B de A en una extension finita separable L de 3 es un A-mddulo finito.

Demostracion: La métrica de la traza Ta(a, ) = tr(af) es no singular (p. 83), y tr(8) =
o1(B)+...+04(B), donde o1,...,04: L — L' son los puntos de L con valores en una extensiéon
L’ que la trivialice. Luego tr(B) es entero sobre A, y tr(B) C BNX = A.

Por el lema, podemos tomar una base by, ...,b, de L formada por elementos de B.

Sea b}, ..., b} su base dual, tr(b; - b;‘) = ;. Sib e B,

b=tr(bib)b] + ... + tr(by,b)b,, € Ab] + ...+ Abj.
Luego B C Ab] + ...+ Ab}, y, al ser A noetheriano, B es un A-médulo finito.

Teorema: Sea A una k-dlgebra de tipo finito integra y ¥ su cuerpo de fracciones. El cierre
entero de A en cualquier extension finita L de ¥ es un A-mddulo finito .

Demostracion: Fijemos un morfismo inyectivo y finito k[z1,...,z,] — A.

El cierre entero de A en L es el cierre entero de k[x1,...,z,] en L, asi que podemos suponer
que A = k[x1,...,x,]. Si cark = 0, se sigue del teorema de finitud.

Si cark = p, metiendo L en una extensién normal de ¥ (p. 92), podemos suponer que la
extensién ¥ — L es normal. Si G = Aut(L/Y), entonces L es una extensién separable de L%
por el teorema de Artin, y LS es una extensién puramente inseparable de ¥ (p. 93).

Si demostramos que el cierre entero B de A en LY es A-médulo finito, entonces B es un
anillo normal noetheriano, y el teorema anterior permite concluir que el cierre entero de B en L
es un B-mddulo finito, y por tanto un A-mddulo finito.

En resumen, basta probar el teorema cuando A = k[z1,...,x,] y L es una extensién pura-
mente inseparable de ¥ = k(x1,...,xy,).

En este caso (p. 93) existe una potencia ¢ = p" tal que L = X(ay,...,qy), y af € .

Si af = P;/Q;, entonces (Q;;)? = PiQ?_l, asi que podemos suponer que o € A:

Oég = Z )‘i,j1---jnx]11 .. x%"
o = Z </ )‘i,jl-..jn y{l .. .yqj,b"7 Yy = Y
J1-Jn
Ahora L = k(x1,...,%p,a1,...,0p) = K(y1,...,yn), donde K = k(¢/Xij. j, )-
Como Klyi,...,yn| es normal, y es finito sobre k[z1,...,z,] = k[y{,...,yd], es el cierre
entero de A = k[z1,...,2,] en K(y1,...,Yn), y es un A-moédulo finito generado.

Definicion: Un anillo noetheriano integro A de dimensién 1 es un dominio de Dedekind si
los anillos locales A, son regulares, lo que equivale a que sea normal.

En tal caso, los anillos de valoracién V de su cuerpo de fracciones ¥ que lo contienen son los
anillos de valoracién discreta A;: si my N A = p,, entonces V domina a A, y por tanto V = A,.

Es decir,
A={feX:v,(f) >0, Vo € Spec A}.
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Una curva integra Spec A carece de puntos singulares cuando A es de Dedekind.
Por el Teorema de Finitud, el cierre entero A de Z en una extensién finita L de Q es un
anillo noetheriano, y por tanto es un dominio de Dedekind.

Teorema: Todo ideal no nulo de un dominio de Dedekind descompone, de modo unico, en
producto de potencias de ideales primos, I = p* ... .plr.

Demostracion: En cada punto de (I)g = {z1,...,x,} tenemos que I, coincide con una potencia
p;*, porque Az, no tiene otros ideales no nulos. Ahora I = pi*...p}" porque ambos coinciden
al localizar en los puntos de Spec A. La unicidad es evidente.

5.6.1. Mobdulos sobre Dominios de Dedekind

Sea A de Dedekind. Si un A-mddulo finito T" es de torsién, su soporte estd formado por un
nimero finito de puntos cerrados; luego T" descompone en suma directa de sus localizaciones
en tales puntos y, al ser dominios de ideales principales los anillos locales A,, tenemos que T
descompone, de modo tnico, en suma directa de monégenos primarios (p. 113):

T = @ijA/pzmj‘

Si T es la torsién de un A-médulo finito generado M, entonces L = M /T es localmente libre
porque carece de torsién (p. 111); luego proyectivo (lo veremos en la p. 151), y M = T & L
porque escinde la sucesién exacta

0O0—T—>M-—L—0

Si rg L = 1, localizando en el punto genérico vemos que L es un submoédulo del cuerpo de
fracciones X; luego fL C A, y L es isomorfo a un ideal no nulo.

Un isomorfismo I ~ I’ entre dos ideales no nulos induce en el punto genérico un isomorfismo
Y ~ ¥, que es una homotecia; luego I ~ I' < I’ = fI para algtin f € X.

Los ideales I = pg” ...p7 se corresponden con los divisores D = njx1 +...+n,z, efectivos
(n; > 0), y si introducimos el divisor de una funcién racional 0 # f € X,

D(f)= > w(f)=,

rESpec A

I’ ~ I si y sélo si sus divisores son linealmente equivalentes:
D' = D(f) + D para algtin f € %.

El grupo de Picard Pic(A) = Div(A)/{D(f)} estd formado por las clases de isomorfismo
de ideales no nulos, porque todo divisor es equivalente a uno efectivo.
En efecto, el teorema chino del resto

Afpt . = (Afpi) & ... @ (A/p]")
muestra que, dados puntos cerrados x1, ..., 2, y niumeros naturales myq, ..., m,, existe una fun-
cién f € A tal que vy, (f) = m;.
En general, cuando rg L = r > 1, tomamos m € L no nulo, y ponemos

L'={m' € L: am’ € Am para algin a € A}.

Ahora L/L’ carece de torsién y es de rango r — 1.
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Por induccién sobre el rango, vemos que L es suma directa de ideales (no de modo tnico),
L=5L¢&...&I.

Lema: Dados puntos cerrados x1,...,x, € SpecA, y numeros naturales mq,...,m,, existe
f €% tal que vy, (f) = —mi, y ve(f) > 0 en los otros puntos x € Spec A.

Demostracion: Sea a € A tal que vy, (a) = m;. Si a™! tuviera otros polos, tomamos b € A que
se anule en ellos con igual orden, y vy, (b) = 0. Ahora f = b/a sirve. q.e.d.

Dados ideales I, J sin ceros comunes, I + J = A, la sucesién exacta
0—INJ —IdJ—A—0

muestra que I & J ~ A® I'. Cuando J tiene ceros comunes con I, por el lema anterior existe
f € X tal que fJ es un ideal sin ceros comunes con I; luego también I & J ~ A @ I, y vemos
que [ ®...® I, ~I® A™! para cierto ideal I.

Teorema: Todo A-mddulo finito generado M descompone, de modo unico salvo isomorfismos,
M=IadA '@ (@;A4/p7).

Demostracion: Ya hemos visto la existencia.
La unicidad se sigue de que si L =1 @& A™"!, entonces I = A"L.

Corolario: FEl grupo K de los A-mddulos finitos localmente libres es
K(A) =7 @ Pic(A).
Demostracion: El morfismo inverso de K(A) — Z @ Pic(A), [L] — (rg L, A"L) es el morfismo
Z @ Pic(A) — K(A), (r,[I]) — T @ A™L.
5.7. Morfismos Finitos Birracionales

Sea C' = Spec A una curva integra sobre k, y sea 2. su cuerpo de funciones racionales.

El cierre entero A de A en ¥ es un A-médulo finito (p. 144); luego una k-algebra finito
generada, y C' = Spec A es una curva no singular (llamada desingularizacién de C) con un
morfismo finito birracional C' — C. El A-médulo finito ¢ = A/A es el conductor, y se anula
en un punto z justamente cuando A, = A,; es decir, cuando z es simple.

Teorema: El nimero de puntos singulares de una curva integra es finito.

Demostracion: Localizando en el punto genérico p, la sucesién exacta
0—A—A—¢—0,

¢p, = L/X = 0; luego € es un médulo finito de torsion, y su soporte es finito. q.e.d.

El morfismo C' — C es isomorfismo en el abierto de puntos simples, y vamos a estudiarlo en
un punto singular z. Sea O = A, el anillo local de C' en z, y m su ideal maximal.

Teorema: O es reducido, y sus primos minimales se corresponden con los maximales de O.
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Demostracion: € = O/O es completo, porque estd anulado por una potencia de m.

0—0—50—¢—0

O—>5—>5—>¢—>O

O es un dominio de Dedekind; luego mO = m/'* ... m"", donde my, ..., m, son los maximales
de O. Por el teorema chino,

Q»

=lmO/m"0 = lm(O/m" &...®» Of/m!") = Oy & ... & O,

donde O,,, la localizacién de O en m;, es regular; luego O,, es regular, e integro.

Vemos asi que O es reducido (y el subanillo O también) y que sus primos minimales se
corresponden con sus maximales (que se corresponden con los maximales de O).
Ahora, en todo primo minimal p de O tenemos que €, = 0, porque € estd anulado por una

potencia de mé; luego 6p = (’_)p, y Spec O tiene un tinico punto sobre p. Los primos minimales

de O se corresponden con los de O.

Definiciones: Los primos minimales de O son las ramas analiticas de la curva C en z, y se
corresponden con los puntos z; de la fibra de C' sobre z.
La multiplicidad de interseccién en x de la curva C con la hipersuperficie H de ecuacién

f=0es (CNH), =10/fO).

Lema: [o(O/fO) = 10(0O/ fO).

Demostracion: 1(O/O) = I(fO/fO) porque O/O EiR fO/fO es un isomorfismo.
El caricter aditivo de la longitud, y el siguiente cuadrado conmutativo, permiten concluir,

fO—fO

|

0O——=0
Teorema: (CNH), = x;{p Vg, (f) - [R(xs): k()]

Demostracion: Si f es invertible en O, es obvio. Si f se anula en z, el anillo O/ fO tiene dimensién
0, y descompone en suma directa de sus localizaciones,

O/fO =04, /fOr, ® ... Oy, /Oy,
(CNH) =10(04,/fO,)+ ... +10(Os,/fOu,)

La longitud del O-médulo O,/ fO,, es el producto de su longitud como O,,-médulo, que es
vg, (f), por la longitud del inico O,,-mdédulo simple k(z;), que es [k(x;): k(z)].

5.7.1. Transformaciones Cuadraticas

Ahora supondremos que el cuerpo k es infinito, de modo que un espacio vectorial no es unién
finita de subespacios vectoriales propios (p. 82). Si m; es el valor minimo en m de la valoracién
Vg, T; € Spec O, tenemos que {a € m: v,,(a) > m;} es un subespacio vectorial propio de m;
luego existe f € m donde todas las valoraciones v,, toman valor minimo.
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Ahora, si m = (f1,..., fq), tenemos que vy, <f7]> > 0; luego ng €0,

(’)—)(91:(9[%,...,%} 0.

El morfismo finito birracional O — O; es la transformacién cuadratica o explosion de
O en el punto z. El anillo O; es semilocal (tiene un nimero finito de ideales maximales), y el
ideal mO; = fO es principal, porque f; = f% € fO;.

Esta construccién es véalida aunque sélo se suponga que O es un subanillo semilocal de O,
de modo que podemos volver a explotar O en un punto, y asi sucesivamente.

Lema: O; no depende de la funcion f € m de valoracion minima elegida.
Demostracion: Si f' € m, y vy, (f') = vi(f), entonces fT/ € O1 no se anula en ningtn punto de
Spec O, y no se anula en ningiin punto de Spec Oy, porque el morfismo O < O es finito.

Luego fTI es invertible en Oy, y % = f—;% € Oy,

0[%%} golzo[%,...,fﬂ.

Por simetria, también se tiene la inclusién contraria.

Teorema: C' se desingulariza con un numero finito de transformaciones cuadrdticas.

Demostracion: Si O — O es isomorfismo, el punto z es simple: m = mO; = fO; = fO.
Como la longitud de O/O es finita, después de un ntimero finito de explosiones

O—0 — ... — 0O,
obtendremos un anillo O, C O sin puntos singulares; luego es normal, y O, = O.

Lema de Estabilidad: m"™ = m" O, cuando n > 0.

f{ll B ;Ld
f"1+“'+”d .

Como O; es un O-médulo finito, cuando n > 0, podemos tomar un sistema de generadores

de la forma f%, con a¢ € m". Ahora m"O; = f"O; C m", y terminamos.

Demostracion: E1 O-médulo Oy esta generado por los elementos

Definicion: La multiplicidad de un anillo local noetheriano O de dimensién d es el coeficiente
del término de mayor grado de su polinomio de Samuel, afectado del factor d!

En el caso de una hipersuperficie, 0 = P, (1, ..., x4)+términos de grado > m, su multipli-
cidad en el origen es m (p. 137).

Teorema: Sp(n) = mn —c , donde m =1(0O/f0O), ¢ =1(01/0).
Demostracion: Cuando n > 0, tenemos que m"” =m0 = f"O1. Luego

0— O/m" — O1/f"O1 — 01/O0 — 0
So(n) =1(0/m") =l(01/ " O1) = 1(01/0) = (O] f*O) = 1(01/0) = nl(O/ fO) = 1(01/0).

Corolario: La multiplicidad m es el nimero de interseccion de la curva explotada con la fibra
excepcional f =0, contando cada punto y con el grado [k(y) : k(z)],

m = (Cl ﬂE).
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Demostracion: m = 1lo(O/fO) =1o(01/fO1).
Corolario: La multiplicidad es 1 si y solo si el punto es simple.
Demostracion: Si 1 =m =1(0O/f0O), entonces m = fO es principal. q.e.d.

Al desingularizar una curva con transformaciones cuadréticas, sobre cada punto singular x
van apareciendo unos puntos y, que dibujamos en forma de &rbol (al final hay tantos como ramas
analiticas en x) poniendo a su lado la multiplicidad m,,.

Corolario: Si k es algebraicamente cerrado, y la curva es plana,
dimy,(0/0) = Zy (”;y)

Demostracion: lop(M) = dimgM cuando k = k(x), y en un punto de multiplicidad m de una
n+1 n+l—-m

curva plana (p. 137) el polinomio de Samuel es ( 5 ) — ( 9 ) =mn — (ZL)
Nota: Si se desea desingularizar la curva C' = Spec A, se ha elegir f € m = (f1,..., fa) que
tome valor minimo en todas las valoraciones discretas centradas en x, y que no se anule en los
demés puntos singulares de C'. No podemos asegurar que las funciones f—JZ sean enteras sobre A,
porque f puede tener otros ceros z1,...,z, en C.

Se toma g € A que no se anule en los punto singulares de C, y que se anule en z1, ..., z. con

igual multiplicidad que f. Ahora las funciones % son enteras sobre A,

A—>A1:A[f19 M} cA

y el morfismo C; = Spec A1 — C es finito y birracional. Ademads, si A = Ay, entonces f;g € fA,
luego mA, = fA, porque g es invertible en A,, y el punto x no es singular.

Ejemplo: Sea k algebraicamente cerrado, de modo que, con un cambio de ejes, puede suponerse
que cualquier punto cerrado es el origen de coordenadas.
Si C' es una curva plana, y = 0 no es tangente a C' en el origen,

0=P(z,y) = aoy™ + arxy™ '+ ...t ama™ + Y. ayxly’, ag #0,
i+j>m

dividiendo por z™ obtenemos una relacién de dependencia entera de % sobre el anillo local O
de C' en el origen. Luego v;(z) < v;(y) para toda valoracién discreta v; centrada en el origen, y
O1 =0 [2]. Poniendo z = £, tenemos que

0=P(z,zz) =2"P(x,z) = 2™ (aozm +a2" Mt am+ Y aij:c”j*mzj),
i+j>m

y vemos que O; es el anillo semilocal de la curva Pi(x,z) = 0 en los puntos de corte con la
fibra excepcional z = 0, que son los puntos x = 0, z = A, donde y = Az es una recta del cono
tangente agy™ + a1zy™ ' 4+ ... 4+ anpa™ = 0.

Por ejemplo, sea C' la curva plana compleja (integra por el criterio de Eisenstein)
P(z,y) =y" — 2% — 2% 4+ 2 + 212 = 0.
El cono tangente es y” = 0, y al explotar poniendo z = 4 aparece el punto z = z = 0,
0= P(z,z2) =2 (2" — 232 — 2?2 + 2t + ),

0=Pi(z,2) =z — 232+ 25 — 2tz + 27
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El cono tangente en él es o3(x — 2z) = 0, y al explotar poniendo s = =

0= Py(z,s) = 2% — %+ 51 — 257 + 257,

aparece el punto simple z = 0, s = 1 (% no se anula en él), y el punto z = s = 0, de

multiplicidad 3. Explotando éste aparecen 3 puntos, simples porque la curva explotada corta a
la fibra excepcional con multiplicidad 1. El arbol de explosiones es

lelgl
1 3
4
7
Teorema: La multiplicidad de interseccion de C' con una hipersuperficie H de multiplicidad r

es el producto de las multiplicidades mds las multiplicidades de interseccion de sus dilataciones
en los puntos comunes de la fibra excepcional,

1(O/0) = (3) + (3) + (3) = 30

(CQH)I :mT+(ClﬂH1).

Demostracion: Si la ecuacion de H es P(x1,...,2,) = 0,y f = x1 es de valoracién minima, la
. . . Xq
transformacién birracional es z; = o, ¥ tenemos

P(xy,...,xp) =21 Pi(21,22,. -+, 2n),
donde P; = 0 es la ecuacién de la hipersuperficie Hj.
(CNH), =1(0/P) =1(01/P) =101/ P1) =rl(O1/f) + 1(O1/P1) = mr + (C1 N Hy),

donde (C1 N Hp) =1(O01/P) es la suma de las multiplicidades de interseccién de C y Hj en sus
puntos comunes sobre x. q.e.d.

Esta férmula permite calcular (C' N H), explotando hasta que C'y H se separen.

5.8. Morfismos Fielmente Planos

Teorema: En los mddulos finitos sobre un anillo local O, las condiciones de ser libre, proyectivo
y plano son equivalentes.

Demostracion: Como libre = proyectivo = plano, sélo hay que ver plano = libre.

Sea {mz,...,m,} un sistema minimo de generadores de un O-médulo finito y plano M.

Si fimy+...4+ fumy =0, ponemos I = (fi,..., fn). Por platitud I ® o M — M es inyectivo,
y fi®mi+...+ fr ®m, = 0. Cambiando de base al cuerpo residual k£ = O/m, obtenemos que
fl QM1+ ...+ fr ® m, = 0 en el k-espacio vectorial

(I/mI) @ (M/mM) = (I/ml) @ (ki & ... kmy,).
Luego fi =...= f, =0,y I/mI = 0. Por Nakayama I = 0, y my,...,m, es base de M.

Lema: Si M es un A-mddulo de presentacion finita, A™ — A" — M — 0, en todo punto
x € Spec A tenemos que Homa (M, N)y = Homy, (My, Ny).

Demostracion: Basta considerar el diagrama conmutativo de filas exactas

Homy(A™,N), <— Homy(A",N), <— Homa(M,N), <+— 0

| I 1
Homy, (A", N;) <— Homga, (A?,N;) <— Homga,(Mz, N;) «— 0
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Teorema: En los mddulos de presentacion finita, las condiciones de ser localmente libre, pro-
yectivo y plano son equivalentes.

Demostracion: Como los médulos planos son localmente libres por el teorema anterior, sélo hay
que ver que si P es localmente libre, entonces es proyectivo. Ahora, si E es una sucesién exacta de
A-moédulos, las sucesiones Hom 4 (P, E), = Homy, (P,, E;) son exactas, porque los A,-médulos
P, son libres; luego Homy4 (P, E) es exacta (p. 75).

Teorema: Si P es un A-mddulo proyectivo finito, cada punto x € Spec A tiene un entorno
basico U tal que Py es un Ay-mddulo libre.

Demostracion: Como Py es libre, tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas

0 Ker L P Coker ——0
0 — (Ker), L,——P, (Coker), —0

donde L es libre. Como Coker es finito y Coker, = 0, en un entorno Cokery = 0 (el soporte de
un elemento es cerrado, p. 75).

Al ser Py proyectivo, Ly = Kery @ Py, y Kery es finito generado.

Como Ker, = 0, podemos tomar U de modo que Kery =0, y Py = Ly es libre.

Teorema: Si P es un A-mddulo plano, las siguientes condiciones son equivalentes,
1. P es fielmente plano: una sucesion E es exacta & E®4 P es exacta.
2. P/mP # 0 para todo ideal mazimal m de A.
3 M@ P=0< M=0.

Demostracion: (1 = 2) 0 — A/m — 0 no es exacta; luego 0 — P/mP — 0 tampoco.

(2= 3) Si m € M no es nulo, y tomamos un epimorfismo Am — A/m — 0, el epimorfismo
(Am) ®4 P — (A/m) ® 4 P — 0 muestra que (Am) ®4 P # 0.

Al ser P plano, (Am) ® 4 P es un submédulo de M ®4 P; luego M ®4 P # 0.

B=D)M S MM MesP-E Me, P22 M @4 P,

Como P es plano, (Imi) @4 P=Im(i® 1), (Kerp) @4 P=Ker(p® 1),y

Imi+Kerp® P_Imi@l—i—Kerp@l
Imi AT Imi®1
Imi+ Kerp Imi®l+Kerp®1

7®AP:
Kerp Kerp®1

luego Imi =Kerp & Im(i®1) =Ker(p® 1).

Corolario: Sea A — B un morfismo fielmente plano. Un A-mddulo M es finito generado (plano)
sty sélo si Mp es finito generado (plano).

Demostracion: Si Mp es finito, estd generado por elementos de M que definen un morfismo
A" — M tal que B" — Mp es epiyectivo; luego A™ — M también, y M es finito.

Si E es una sucesién exacta de A-mdédulos, Ep es exacta; y si Mp es un B-mddulo plano,
Ep ®p Mp = (E®4 M)p es exacta. Luego E ®4 M es exacta, y M es plano.
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Ejemplos: Si SpecA = |J,U; es un recubrimiento finito por abiertos basicos, el morfismo
A — ®; Ay, es fielmente plano.

Todo morfismo finito y plano A — B es fielmente plano (p. 140). Por tanto, si A es de
Dedekind y B es integro, todo morfismo finito inyectivo A — B es fielmente plano.

Si O es un anillo local noetheriano, el morfismo O — O es fielmente plano.

5.8.1. Teoria de Galois de Revestimientos

Todos los anillos se suponen noetherianos, y pondremos S = Spec A.

Definiciones: Un morfismo X = Spec B — S es un revestimiento cuando es finito, plano y
no ramifica (B es un A-médulo finito, plano, y Q5,4 = 0).

En tal caso el grado de la k(x)-dlgebra B ®4 k(x) es localmente constante; luego constante
si S es conexo, y es el grado del revestimiento.

S® .7 BS — S es el revestimiento trivial de grado n.

Todo revestimiento de grado 1 es un isomorfismo.

Teorema: El concepto de revestimiento es estable por cambios de base (si A — B es un reves-
timiento, Ac — B también), y es local respecto de los morfismos fielmente planos (si A — C
es fielmente plano, A — B es revestimiento < Ac — Bg lo es).

Demostracion: La finitud, platitud y diferenciales son estables por cambios de base.
Lema: Toda componente conexa de un revestimiento es un revestimiento.

Demostracion: Si X = X' @ X", entonces B = B’ @ B” (p. 130).
Como B es finito y plano, B’ también, y no ramifica porque 0 = Qp/a=8Qpa®Qpra.

En adelante supondremos que S = Spec A es conexo.
Lema: Toda seccion de un revestimiento conexo X — S es un isomorfismo.
Demostracion: La seccién 0 — I —» B ——+ A — 0 define una derivacién
D: B —I/I?, D) =b—o(b) (médulo I?).

Como Qp/4 = 0, tenemos que I = I?, y I, =06 I, = B, ((B/I) = 0) en todo punto
x € X. Luego I se anula en un abierto cerrado de X. Al ser X conexo, I = 0. q.e.d.

Cuando X es conexo, se sigue que los morfismos en otro revestimiento Y — S vienen dados
por la Formula de los Puntos:
Homg(X,Y) = Homyx (X, X x5 ) = Componentes conexas de
S\ )= X STV 7| X xgY isomorfas a X

El grado de Y acota al nimero de morfismos, y es igual si y s6lo si X xgY = @ X.
Ademads todo morfismo es un revestimiento, porque es X — X xgY — Y, donde el primero
es un isomorfismo con una componente conexa, y el segundo es un revestimiento.
En particular, todo morfismo X — X es un automorfismo, porque su grado es 1, y
Componentes conexas de
Aut(X/S) = .
ut(X/5) [XxlesomorfasaX}
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Definicion: Un revestimiento conexo P = SpecC — S es de Galois si el orden del grupo
G = Aut(P/S) coincide con el grado,

PxgP=P3p.C.oP=GxP.
Si H es un subgrupo de G, pondremos P/H = Spec C*.
Teorema: (P/H) xg X = (P x5 X)/H, es decir (C") @4 B = (C ®4 B)".
Demostracién: El argumento de la p. 86 es vélido cuando el morfismo A — B es plano.
Corolario: P/H — S es un revestimiento trivial sobre P, de grado |G : H|; luego P/G = S.

Demostracion: (P/H) xg P = (P xg P)/H = (G x P)/H = (G/H) x P es un revestimiento
trivial de P de grado [G : H|, y el cambio de base P — S es fielmente plano.

Teorema de Artin: Si un revestimiento conexo P — S admite un grupo de automorfismos G
tal que P/G = S, es un revestimiento de Galois y G = Aut(P/S5).

Demostracion: P xg P tiene una componente conexa ~ P por cada elemento de G, y

P=(P/G)xgP=(PxgP))G=(Pod .S aPoX1&...0X,)/G=
=(Pe .Y aP))Go(X1®...9X,)/G

es conexo. Las componentes X; no existen, y P xg P = P® .C. ®P. q.e.d.
Si X — S es trivial sobre P, es decir X xg P=P & ... ® P, el grupo G actia en

F(X) = {componentes conexas de X xg P} = Homg (P, X),

y cada G-conjunto finito A tiene un revestimiento asociado de grado |A|,
R(A) = (P 2. @P)/G = (A x P)/G,

que es trivial sobre P, porque R(G/H) = ((G/H) x P)/G = P/H.
Teorema: Si A — C es fielmente plano, A — C = C ®4 C es ezacta.
Demostracion: El argumento de la p. 130 es valido.

Teorema de -Galois: Los funtores F' y R definen una equivalencia de categorias

Revestimientos de S — G-conjuntos RoF =1d
triviales sobre P finitos ’ FoR=1d

Demostracion: El argumento dado en la p. 84 para las k-algebras finitas separables (que son los
revestimientos de Spec k) sigue siendo valido, porque

1. F(P) = Homg(P,P) = G, y R(G) = (G x P)/G = P; luego P = RF(P), G = FR(G).

2. Todo G-conjunto finito A admite una presentaciéon ®;G = ©,;G — A, y todo revestimiento
X = Spec B trivial sobre P admite una presentacion ©; P = @, P — X, porque la sucesién
A= C=3C®yC=6C esexactay B es plano.
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3. Los funtores R y F' son exactos por la derecha. R porque R(A) es el revestimiento definido
por el dlgebra Hom(A, C)¢ = Homg(A, C), y F porque (=) xg P lo es, y el funtor “com-
ponentes conexas” establece una equivalencia de la categoria de revestimientos triviales de
P con la de conjuntos finitos (P es conexo).

Teorema: Todo revestimiento X — S es trivial sobre algin revestimiento de Galois de S.
Demostracién: SiY esconexoy X xgY =Y ®...aY @Y’ @ ... no es trivial,
XxsgY=XxsY)xyY' =Y'@®...0YV0oY ' xyY®...

y por la Férmula de los Puntos Y/ xy Y/ =Y’ @& ...; luego X x5 Y’ tiene mas componentes
triviales que X xg Y. Comenzando con Y = S, obtenemos una componente conexa P de un
producto X Xg...xg X tal que X xg P = @P ya es trivial.

Ahora, como P xg P es un abierto cerrado de (X xg...xgX) xg P = @®P, concluimos que
P es un revestimiento de Galois de S.

5.8.2. El Grupo Fundamental

Sea S = Spec A conexo, y s: Speck — S un punto geométrico, donde k es un cuerpo
algebraicamente cerrado, por ejemplo un cierre algebraico de un cuerpo residual.
La fibra geométrica de un revestimiento X — S sobre s es

Homg (Speck, X) = Homg,.z(Spec k, X xg Speck) = Spec (B ®4 k),

porque B®4 k es una k-dlgebra trivial (al ser separable), y tiene tantos puntos como el grado de
X. Cuando X es conexo, si dos morfismos X = Y coinciden en un punto de la fibra geométrica,
son iguales, porque dos componentes conexas de X Xg Y no pueden tener un punto comun.

Los pares P,, donde P es un revestimiento de Galois de S y p: Speck — P es un punto
geométrico sobre s, forman un sistema proyectivo filtrante con los morfismos

¢g (Pj)Pj — (B)Pi? (M(p]) = Pi,

porque si P, y Pp son revestimientos de Galois, y tomamos la componente conexa P’ de P xg P
que pasa por el punto geométrico p’ = (p, p), tenemos morfismos P, — Py, P, — P,y P'es un
revestimiento de Galois. En efecto, P y P son triviales sobre P’; luego P x g P, y su componente
conexa P’, también: P’ xg P' = @P'. 4

Pongamos G; = Aut(P;/S). Cada morfismo ¢}: (P;),, — (Pi)p, induce un epimorfismo
Gj — G, y el grupo fundamental de S en el punto geométrico s es

7T1(S, S) = lilll Gz

Cada revestimiento X — S es trivial sobre algin revestimiento de Galois (F;),,, y el punto
p; define una biyeccién canénica de la fibra F(X) = Homg(Speck, X) de s con el G;-conjunto
finito, y por tanto m (S, s)-conjunto finito, Homg(P;, X) que clasifica el revestimiento X.

Pero asi s6lo se obtienen aquellos 71 (S, s)-conjuntos finitos en que la accién factorice a través
de un cociente 7 (S, s) — G;. Para caracterizar estas acciones consideramos 71 (.5, s) como limite
proyectivo de grupos discretos. Todo subgrupo abierto U C m1(S, s) contiene al nicleo K; de una
proyeccion 71(S,s) — G, de modo que toda accién continua 71(S,s) X A — A en un espacio
finito discreto viene inducida por una accién G; x A — A.

En efecto, al ser abiertos los subgrupos de isotropia I,,, también lo es ﬂp I, O K;, y la accién
factoriza por G;. Del teorema de Galois se sigue que
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Teorema: El funtor fibra F(X) = Homg(Speck, X) define una equivalencia de la categoria de
revestimientos de S con la de 71 (S, s)-conjuntos finitos (con accion continua,).

Definicion: Sea G un grupo finito. Un revestimiento principal de grupo G es un revestimiento
P — S (no necesariamente conexo) con una accién de G que defina un isomorfismo GgP =
G X P = P xg P, de modo que cuando P es conexo es un revestimiento de Galois de grupo G.

Los isomorfismos son los S-isomorfismos que conmutan con la acciéon de G.

Si fijamos un punto geométrico de la fibra de s, decimos que esta punteado.

Ahora, para todo grupo finito (y discreto) G, el argumento de la p. 223 da

Revestimientos principales

Corolario: Homgr.iop. (m (5, 5), &) = de S de grupo G punteados

Para terminar, veamos que el grupo fundamental es un funtor.

Sea ¢: S’ — S un morfismo (donde S’ = Spec A’ es conexo), s': Speck — S’ un punto
geométrico, y s = ¢(s'): Speck — S.

Dado un revestimiento de Galois (P;),, de S, tenemos que P; xg S’ es un revestimiento
G;-principal de S’; punteado con el punto geométrico p’ = (p;, s'). Luego define un morfismo de
grupos continuo (5, s’) — G;, y obtenemos un morfismo de grupos continuo y funtorial

¢y: (S, 8) — IIm G; = m1 (S, s).

Ejemplo: En el caso de un cuerpo, los revestimientos son las k-dlgebras finitas separables, los
revestimientos de Galois son las extensiones de Galois, y fijar una extensién algebraicamente
cerrada k — k es fijar un punto geométrico s: Spec k — Spec k.

Toda extensién de Galois L admite una inmersién L — k, asf que el cierre separable

k%P = {a € k: a es algebraico y separable sobre k}

es kSeP = \U; Li, donde L; recorre las extensiones de Galois de k.
Como todo automorfismo de k® deja invariante las extensiones de Galois, el grupo funda-
mental de Spec k coincide con el grupo de Galois absoluto

m1(Speck, s) = lim Aut(L;/k)°P = Aut(k*P /k)°P.

Por ejemplo, el grupo fundamental del cuerpo finito F, de ¢ elementos es (p. 87)

m1(SpecFy) = im Z/nZ = [, Z,,

y el automorfismo de Frobénius F'(a) = a4 genera un subgrupo denso.

Ahora, todo punto p € S de cuerpo residual finito define un morfismo p: SpecF, — S; luego
un morfismo m;(SpecF,, s) — m1(U, s), donde U es cualquier entorno abierto, y la imagen de F
es el automorfismo de Frobénius F), en el punto p, generalizando asf la definicién de la p. 88.
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Capitulo 6

Analisis 111

6.1. Anillos de Funciones C*®

Sea X un espacio topoldgico. Dos funciones reales continuas, definidas en sendos entornos
de x € X, tienen igual germen en z si coinciden en algin entorno de x.
El germen en x de una funcién continua f se denota f,, y

O, = limC(U),

zelU

es el anillo de gérmenes de funciones continuas, donde U recorre los entornos abiertos de x.
El soporte de f € C(X) es el complementario del mayor abierto en que f es nula,

sopf={xeX: f(z) #0} ={z e X: f, #0}.

Una particién de la unidad subordinada a un recubrimiento abierto X = |J, U; es una
familia de funciones reales continuas ¢; € C(X) tales que

L. sopp; CUj, y ¢; > 0.
2. La familia {sop ¢;} es localmente finita (finita en algin entorno de cada punto).
3. 1=>,¢;, (la suma tiene sentido por la condicién 2).

Lema: Sea K un compacto Hausdorff. Si V' es un entorno de p € K, existe f € C(K) no
negativa, con soporte contenido en V', tal que f(p) = 1.

Demostracion: Si Q C V es un entorno compacto de p, por el lema de Urysohn (se verd en
Topologia, p. 211) existe f € C(K) que se anula fuera de @, y f(p) = 1.

Lema: Todo espacio o-compacto (localmente compacto, separado y de base numerable) X ad-

o
mite un recubrimiento numerable, X = J,, Ky, por compactos tales que K, CKy41.

Demostracion: X admite un recubrimiento numerable X = (J,, U, por abiertos de cierre com-
pacto, y tomamos K; = Uj. Definido K,_1, por compacidad admite un recubrimiento finito,
K,_1=U,U...UU;,., yponemos K, =U; U...U; UU,,.

Teorema: Todo recubrimiento abierto X =, U; de un espacio o-compacto admite una parti-
cton de la unidad subordinada.

o o
Demostracion: Sea X = J,, Ky, con K;,, CKy, 41, y pongamos Qp, = K,— K,_;.

157
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Sip € @Qn, existe una funcién continua f > 0 con soporte en U; N (lo(n+1 —K,—2) que no se
anula en p, y elegimos un ntmero finito de estas funciones que no se anulen simultaneamente
en ningin punto de Q. Al variar n obtenemos unas funciones f; tales que la familia {sop f;}
es localmente finita y A = Zj fj no se anula en ningin punto de J,, @n = X.

Sustituyendo f; por f;/h, podemos suponer que 1 = Zj fj-

Para cada indice j fijamos o(j) tal que sop f; C Us(j), v la particion buscada es

b= > fj

o(i)=i

Lema: Si V' es un entorno del origen en R", existe f € C*°(R™) no negativa, de soporte compacto
contenido en V', tal que f(0) >0 .

Demostracion: El entorno de radio € es el soporte de f(z1,...,2z,) = e(z3+...+22 —?), donde
e(t) es la funcién de clase C*°,

6(t):{ei sit<0

0 sit>0

Teorema: Todo recubrimiento abierto de una variedad diferenciable X admite una particion de
la unidad subordinada de clase C*>.

Demostracion: Se repite la demostracién del caso continuo.

Corolario: Si Y1, Y, son cerrados disjuntos de una variedad X, eziste una funcion diferenciable
global 0 < f <1 tal que f(Y1) =0, f(Y2) =1.

Demostracion: Sea ¢1, ¢po una particién de la unidad subordinada al recubrimiento abierto X =
Uy UUs, donde U; = X —Y;. La funcién f = ¢; sirve.

Corolario: Si U es un entorno de x € X, existe una funcion meseta ¢ € C°(X), que vale 1
en un entorno de x, tiene soporte compacto contenido en U, y 0 < ¢ < 1.

Demostracion: En R™, hay una funcién diferenciable 0 < ¢ < 1 que vale 1 en el entorno Y7 de
radio €, y se anula en el complementario Ys del entorno de radio 2e.

Corolario: Si f € C*°(U) y x € U, existe F € C*(X) con igual germen, f, = F.

Demostracion: Si ¢ es una funciéon meseta, y ¢f se extiende por 0 fuera de U, se obtiene una
funcién diferenciable global con igual germen que f en .

Corolario: Fxiste una funcion diferenciable f: X — R de fibras compactas.

(0]
Demostracion: Sea X = J,, Kp, con K, CK,41.
(e}
Tomemos una funcién diferenciable h,, no negativa tal que h, (K,—1) =0, hp(X— Kp41) = 1.

La funcién f =" h,, sirve.
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6.1.1. Reconstruccién de X a partir de C>*(X)

El espectro maximal de un anillo A es el subespacio Spec,, A C Spec A formado por los
ideales maximales. El espectro real de una R-dlgebra A es el subespacio Specg A C Spec,, A
formado por los maximales de cuerpo residual R.

Cuando A es una subdlgebra de C(X), cada punto x € X define un morfismo epiyectivo
A — R, f+— f(x); luego su niicleo m, es un maximal de cuerpo residual R.

Esta aplicacién X — Specy A es continua, porque los ceros de las funciones continuas

2(f) = (HoNX ={xeX: f(z) =0}

siempre son cerrados. Es inyectiva cuando las funciones separan puntos (si x # y, existe f € A
tal que f(z) # f(y)), y es un homeomorfismo con la imagen cuando ademés todo cerrado de X
es interseccién de ceros; es decir, cuando las funciones separan puntos de cerrados (si x ¢ Y,
existe f € A tal que f(Y) =0, f(x) #0).

Teorema: K = Spec,, C(K), cuando K es un compacto Hausdorff.

Demostracion: Sea m un ideal maximal de C(K). Las intersecciones finitas de ceros de funciones
de m nunca son vacfas, porque z(f1) N...N2(fa) = 2(fF+ ...+ fA), vy fA+...+ f2emno
puede ser invertible. Luego hay un punto p € K en que se anulan todas las funciones de m, y
m = m, porque m es maximal.

Teorema: X = Specy C*°(X), cuando X es una variedad diferenciable.

Demostracion: Sea f: X — R una funcién diferenciable de fibras compactas.

Si C*°(X)/m =R, existe a € R tal que f —a € m.

Como las intersecciones finitas de ceros de funciones de m nunca son vacias, y z(f — a) es
compacto, hay un punto x € z(f — a) en que se anulan todas las funciones de m, y m = m,.

El dlgebra C*°(X) permite reconstruir X como espacio topolégico; pero también determina
el haz de funciones diferenciables, porque claramente determina las funciones diferenciables
globales, y las funciones diferenciables en un abierto U C X son las funciones continuas que
localmente coinciden con funciones diferenciables globales.

Teorema: Hom(X,Y) = Homp-,4 (C*(Y),C*(X)).

Demostracion: Una aplicacion diferenciable ¢: X — Y induce un morfismo de R-algebras
¢ : C°(Y) — C®(X), ¢*(f) = f¢; y cada morfismo C*®(Y) — C*°(X) induce una aplicacién
continua ¢: X = Specy C*°(X) — Specg C*(Y) =Y, que es diferenciable.

En efecto, ¢ transforma funciones diferenciables en Y en funciones diferenciables en X, y si
f es una funcién diferenciable en un abierto V C Y,y € ¢~ (V), entonces f coincide en un
entorno de ¢(z) con una funcién diferenciable F' € C*°(Y); luego ¢*(f) coincide con la funcién
diferenciable ¢*(F) en un entorno de z, y ¢*(f) € C®(¢~1V).

Definicién: Sea K un compacto de un espacio topoldgico X. Si f € C(X), ponemos
Ifllx = sup |f(p)]
peK
lo que define una seminorma (|| f||x puede ser nulo sin serlo f) en C(X),

1+ Al < [l fllx + IRl
IAf Il = AL W1l
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Si X es o-compacto, X = J,, K, con K, QIO(,LH, las seminormas p, = || ||k, definen en
C(X) una topologia, y C(X) es completo: toda sucesién de Cauchy converge a una funcién que
es continua en los compactos K,,, y es continua porque sus interiores recubren X.

Ademss, p1 <p2 < ...pp < ...

Teorema: Sea U un abierto de un espacio o-compacto X. Toda funcién f € C(U) es cociente
de dos funciones continuas globales, f = g/h, donde z(h) = X —U. Luego C(U) = C(X)s, donde
S es el sistema multiplicativo de las funciones sin ceros en U.

o
Demostracion: Pongamos U = |J,, Qn, con @Qn CQ,, -

[¢]
Sea 0 < ¢, € C(X) tal que ¢p(X— Q,41) =0, ¢ (Qr) = 1.
Como sop ¢ f C Qnt1, la funcion ¢, f es continua si se prolonga por 0 fuera de U, y basta
considerar las series convergentes (donde h se anula exactamente en X — U)

S B
n=1 2n(1 +pn(¢n)) 1 +pn(¢nf)
& 1 ¢n

B = .
ngl Qn(l +pn(¢nf)) 1+ pn(¢n)

El epimorfismo C(X)gs — C(U) es inyectivo: si ¢ =0 en C(U), ha =0,y ¢ =0 en C(X)s.

Definicion: Sea X una variedad diferenciable. Si K es un compacto contenido en un abierto
coordenado (U;xy,...,z4), en C™(X), 1 < m < oo, tenemos las seminormas

8a1+...+ad

Ifllgr=""sup [[Daflli, Da= r<m, r<oo,

a1t tag<r ozt ... 0xyt
de modo que lim f,, = f con la seminorma || ||k, si las funciones f,, y sus derivadas parciales
hasta el orden r, convergen uniformemente en K a f y sus derivadas parciales.

Las seminormas correspondientes a una familia numerable de compactos contenidos en abier-
tos coordenados, cuyos interiores recubran X, definen una topologia en C™(X) que no depende
del recubrimiento por compactos elegido. Podemos suponer, sumando a cada una las anteriores,
que las seminormas estan ordenadas, p;1 < ps < ...p, < ...

Teorema: C"™(X) es completo.

Demostracion: Si (f,) es una sucesién de Cauchy, las funciones f,, convergen uniformemente a
una funcién continua g, y cada punto de X tiene un entorno coordenado en que las derivadas
parciales D, f, |a| < m, convergen uniformemente a ciertas funciones continuas g.
Hemos de ver que g, = Dyg, de modo que g € C"™(X). Sip = (ay,...,aq),
x
L Ofn

fn(xl,ag, - ,ad) = fn(al, - ,ad) + 7(151,(12, - ,ad) diy

g(IL’l,CLQ, - ,ad) = g(al, . ,ad) +/ gl(tl,ag,. . .,ad) dty
a

1

y vemos que g1 (p) = (%fl(p). Igual para las demés derivadas.

Ahora, repitiendo la demostracién del caso continuo, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema: Sea U un abierto de X. Toda funcién f € C®(U) es cociente de dos funciones
diferenciables globales, f = g/h, donde z(h) = X —U. Luego C*®(U) = C*(X)g, donde S es el
sistema multiplicativo de las funciones sin ceros en U.
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6.2. Ecuaciones Diferenciales

Si D es un campo tangente continuo en una variedad X, una curva o: I — X derivable es
una curva integral si en cada instante el vector tangente 7; € T, ;)X coincide con Dy ).

En un abierto coordenado tendremos D = ). fi(x1,...,2,)0;, donde las funciones f; son
continuas, y o(t) = (z1(t),...,z,(t)) es una curva integral si las funciones x;(t) son derivables
y definen una solucién de la ecuacion diferencial

xh = folz1,...,2p)

es decir, o'(t) = f(o(t)), donde f = (f1,..., fn). En particular ¢’ es continua, y si f es de clase
C™, también lo es ¢’, y las soluciones son de clase C"™ 1.
Si se impone una condicién inicial o(tg) = x, la igualdad ¢’ = f(o) equivale a que

t
o(t)=x+ 1; flo(t))dt.

Lema: Sea E un espacio métrico completo. Toda aplicacion contractiva T: E — E; es decir,
d(Typ,To) < kd(p,0) para alguna constante k < 1, tiene un unico punto fijo.

Demostracion: Si og € E, la sucesién o, = T" (o) es de Cauchy,
d(op,ont1) < kd(op—1,00) < ... < Ek"d(0g,01) = k"¢,
d(n, Ongm) < (k" + ...+ K1) < e < e cuando n es grande,

y o = lim o, es un punto fijo, T'(¢) = lim T (o,,) = limo,41 = 0.
No puede haber otro punto fijo ¢ porque d(o, Ty) < d(o, p).

Teorema: Si D es de clase Ct, por cada punto x pasa una curva integral tal que o(to) = x, y
es unica (dos coinciden siempre en el intervalo comin de definicion).

Demostracion: Si X = R", y sop D es compacto, como las funciones 0f;/0z; son continuas y de
soporte compacto, por el teorema del valor medio existe una constante k tal que

[f(@) = f(y)] < klz —y.

Sea I = [ty — &,t9 + €] y consideremos en E = C(I,R") la norma del médulo maximo.
Las soluciones son los puntos fijos del operador

T(o(t) ==+ | flo®)at

IT(p) =T (o)l = sup

/ [f(p) = f(o)]dt| < eksup|p(t) — o(t)] < kelp — o],
tel t

0 tel

que es contractivo cuando ke < 1. Esto prueba la existencia de curvas integrales, y que si dos
coinciden en un instante, coinciden en un entorno.

Como este enunciado es local, lo mismo es cierto en una variedad X, y como el lugar de
coincidencia siempre es cerrado, coinciden en el intervalo comtun de definicién. q.e.d.

Por cada punto z pasa una curva integral méxima o,: I, — X, 0,(0) = x.
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Estos intervalos I, forman un subespacio W = {(¢,z): t € I} C R x X donde estd definido
el flujo asociado al campo

T W — X, 7(t,z) = 7(x) = 0,(t).

Tenemos que 79(z) = z, y Ty4+s(x) es una curva integral que en ¢t = 0 pasa por y = 74(x), de
modo que I, C I, +s. Como x = 7_4(y), también I, C I, — s; luego Iy +s = I,y

Tt(Tsx) = Tt—l—s(m)‘
Lema: Si D es de clase C', su flujo estd definido y es continuo en un entorno de 0 x X.

Demostracion: Como el problema es local, podemos suponer que el soporte del campo D es
compacto y que X = R".

Fijado un compacto A C R™ (un cubo, una bola,...) ponemos I = [—¢,¢], consideramos en
E =C(I x A,R™) la norma del médulo maximo, y repetimos el argumento del teorema anterior
con la condicién inicial ¢(0,z) = x,

T(o(t,z)) :x+/0 f(o(t,z))dt,

ITe —To| = sup
(t,x)elxA

/0 F(9) — Flo)]dt | < kello — o]l

Cuando ke < 1, la aplicacion T es contractiva, y el punto fijo proporciona una familia
continua de soluciones 7: (—¢,e) x A — R", tal que 7(0,z) = x.

Teorema: Si D es de clase C', entonces W es un abierto de R x X, y T es continuo.

Demostracion: Veamos que 7 estd definida y es continua en un entorno de cada punto de W.

Si no, tomamos un punto p € X y el primer instante ¢ € I, positivo (igual si es negativo) en
que no sea cierto, y ponemos q = 7.(p).

Por el lema anterior, 7 es continua en un entorno (—2¢,2¢) x V de (0, q).

En un entorno U de p, la aplicacion 7._.: U — X es continua, asi que podemos suponer que
Te—e(U) € 7_2(V); luego (¢ —e,c+¢) x U C W, y 7 es continua en este abierto (en contra de
la eleccién de ¢) porque 7, = 7.7.—.: U — V es continua, y

Nota: Dado un espacio topoldgico A, y aplicaciones continuas to: A — R, a: A — X, es
obvio que @y(t) = 7(t — to(A),a(N)), A € A, es una familia continua de soluciones tal que
ox(to(N)) = a(A) y, si A es una variedad, es de clase C™ cuando 7, a()A) y to(A) lo son.
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Lema: Si D es de clase C™ !, m < oo, el flujo es de clase C™ en un entorno de 0 x X.

Demostracion: Como el problema es local, podemos suponer que el soporte del campo D es
compacto y que X = R".

Sea A una bola abierta de radio r muy grande, I = [—¢,¢], y E el espacio métrico completo
de las aplicaciones o: I x A — R™ de clase C™ tales que

o]l = sup [Dqol| < 2r,
(t,x)eIxA

donde D, recorre las derivadas parciales iteradas de orden 0 < |a| < m.

Veamos primero el caso m = 1. Poniendo zg = t, para i = 0,...,n tenemos que
noof do;
Di(f(O'l, s 70n)) = Z 7(0-) ! 67‘7,
j=1 T 5 ZT;
y como af son de clase C!' y soporte compacto, existe una constante k tal que

L. [[f(o)|| < 2kr; cuando o] < 2r.

2. |If(¢) = fo)ll < ke = oll; cuando [|gf], [lo]| < 27

Ahora se repite el argumento de la aplicaciéon contractiva, tomando € = i,
t ¢
IT()] < r+ H/ f(o) dtH <r +/ 1£(o)]| dt < r + 2rke = 2r,
e~ ol = | [ 17(0) - @] < [ 1760) - stoYat < kel — ol = Hl ol

En general, cuando m > 1, tenemos que Dy(f(c)) es un polinomio en las derivadas de o
de orden < m con coeficientes derivadas de f de orden < m (que son de clase C' y soporte
compacto), y también existe una constante k con las propiedades 1 y 2.

Teorema: Si D es de clase C™T, el flujo es C™. Por tanto, si D es C*, el flujo es C*.
Demostracion: Se repite el argumento del caso continuo.
Corolario: Los campos tangentes con soporte compacto son completos, W =R x X.

Demostracion: Si Dy = 0, la aplicacién constante z: R — X es una curva integral; luego I, = R.

Por tanto, si D se anula fuera de un compacto, al ser W abierto, existe un pequeno ¢ tal que
(—2¢,2¢) x X C W, y toda curva integral puede prolongarse siempre durante un tiempo &, asi
que I, = R en todo punto x.

6.2.1. Grupos Uniparamétricos y Derivada de Lie

Un grupo uniparameétrico en una variedad X es una acciéon C* del grupo R en X; es
decir, una aplicacién diferenciable 7: R x X — X, (¢,2) — 7(x), tal que

1. 1o(x) = x.

2. 7(7sx) = Tpss(T).
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y si sblo estd definida en un entorno abierto de 0 x X (que corte a cada recta R x = en un
intervalo) y verifica que 74(75x) = Ti4s(z) siempre que ambos miembros estén definidos, decimos
que es un grupo uniparamétrico local.
El generador infinitesimal de un grupo uniparamétrico local es el campo tangente a X
definido por la derivacién
Df = 8(faz 7) 7
t=0

de modo que D, es el vector tangente a la curva 7(p) en el instante ¢t = 0,

)
f(rp) — f(p)
D,f=(D = lim ———"——=.
of = (DF)(p) = i T2

Por tanto, el flujo de cualquier campo tangente D es un grupo uniparamétrico local, y D es su
generador infinitesimal. Igualmente, todo grupo uniparamétrico local es (un abierto de) el flujo
de su generador infinitesimal D, porque la curva o(t) = 7:(p) es una curva integral del campo D
que pasa por p en el instante ¢ = 0. En efecto, como o(t + ) = 7-(c(t)), el vector tangente a o
en un instante ¢ es Dy ;). Los campos tangentes se corresponden con los grupos uniparamétricos
locales (mazimales) y, en las variedades compactas, con los grupos uniparamétricos.

Ejemplos: El generador infinitesimal de 7 (z1,...,z,) = (fi(t,z), ..., fu(t,x)) es

D= ([atfl]tZO) Oy + -+ ([0ufn] t:O) Oa

traslaciones (x,y) = (z + at,y + bt) D = a0, + b,

. cosat —senat) (x
giros T(xz,y) = (sen ot cosat > <y> D = a(—y0, + x0y)
homotecias Ti(x,y) = (eYz, ey) D = a(x0, + y0y)
isomorfismos lineales ;X = e4tX D =332 aijz;)0i

Clasificacién Local de Campos: Si D, # 0, entonces D = 8%1 en algun sistema de coorde-

nadas locales (u1,...,u,) en p.

Demostracion: Como el problema es local, podemos suponer que p es el origen de R”, que el
soporte del campo D es compacto y que el vector D, no es tangente al hiperplano H de ecuacion
x1 = 0. La aplicacion diferenciable

Rx H— R", (t,z) — 1(x),
transforma las curvas integrales de % en curvas integrales del campo D; luego transforma % en
D. Concluimos porque esta aplicacion es un difeomorfismo local en p, pues la aplicacion tangente
en p lleva (%)p en D, y es la identidad en T),H.

Nota: Si K es un compacto contenido en un abierto coordenado, en el médulo de los campos
tangentes a X tenemos las seminormas || Y, fi0il|k.» = >, || fil x,»- Tomando una familia nume-
rable de estos compactos, cuyos interiores recubran X, la demostracién de la p. 160 prueba que
todo campo tangente D en un abierto U C X es D = %, donde D* es un campo en X (que se
anula fuera de U) y h > 0 no se anula en U.

Cuando X es compacta, D* es completo, y las curvas integrales de los puntos de U no salen
fuera de U. Si D es un campo tangente en una variedad sumergible en una variedad compacta,
existe una funcion positiva h tal que hD es completo.
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Definiciones: El paréntesis de Lie de dos campos tangentes D, D’ a una variedad X es el
campo tangente definido por la derivacién (es directo comprobar que lo es)

[D,D']=DoD —D'oD.
[, fi03, 32 hidh] = 3245(f305hs — hyd; £:)0;
1. [D,D'] = —[D', D], y por tanto [D, D] = 0.
2. [D, fD'] = (Df)D' + f[D, D'].
3. [[D1, Da), D3] + [[Da, D3], D1] + [[D3, D1], D2] = 0 (Identidad de Jacobi)

La derivada de Lie de un campo tensorial T" en la direccién de un campo tangente D de
grupo uniparamétrico local {7;} es el campo tensorial

“T)y — T,
(DT, = tim T D) = T
t—0 t

y se comprueba en coordenadas que es de clase C*°, porque el flujo 7(¢,z) lo es.

Teorema: Si DT = 0, entonces T es invariante, T =T.
Si DT = T, entonces 7;T y T son proporcionales, (t;T) = (T).

( T).. Su vector tangente

Demostracion: En el espacio vectorial T, X tenemos la curva o(t) =
*[(DLT mc] porque

ent=0es (D T)z, vy su vector tangente en un instante ¢ es 7; [
ot +e) = (1o = 7 (72T )ra).

Si DT = 0, entonces o’(t) = 0, y la curva es constante, 7T = T.

Si DT = fT, entonces o'(t) = h(t)o(t), con h(t) = f(riz). Luego

o(t) = '™ (0), donde H(t) = / th(t)dt,
0

Yy vemos que 7y "T" es proporcional a T q.e.d.
1. DVf = Df.
2. DX(T +T'") = D*T + D1,

3. DHT®T) = (D) @ T' + T @ (D).
DL (T ® TI) — l{m TR T —TRT' — l{m TR T —TR7,; T'+TR7,; T —TRT’
t—0 t t—0 t

7T
= lim X

® 7T +1imT ® i _ (DLT) @ T+ T ® (DET).
*>

4. DM (w, Awy) = (DEwy) Awy + wp A (DEw,).

5. DX(CIT) = C/(D T).

6. (DET)(Dy,...,wy) = D(T(D1,...,wy) — T(D*Dy,...,wg) — ... —T(D1,...,D w,).
Basta derivar en T'(D1,...,wg) =Ci...C}H(D1®...9 D, @ T Qw1 ® ... @ wy).

7. D'w = Dow —wo D¥; es decir, (D*w)(D') = D(w(D')) —w(DFD').
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8. DL(df) =d(Df).
DH(df) = tim Y= — iy DI g a (7L = a((1m 7L = (D).

t—0 t—0 t—0 ¢ t—0
9. DD’ = D, D).
(DFD")f = (df)(D*D') = D((df)(D")) — (D*(df))(D')
= D(D'f) = (dDf)(D') = D(D'f) = D'(Df) = [D, D'] .

10. (D1 + D2)tT = DT + DIT.
11. Identidad de Jacobi: DDy, Do) = [D* D1, Do) + [D1, DF D).

12. (D1 + Do)FT = DT + DIT.
(D1 + D2)E'D = [Dy + Dy, D] = [Dy, D] + [D2, D].
(D14 D9)tw = (D1+ Dg)ow—wo(D1+Da)* = (D14 Ds)ow—wo(D¥+ DL) = DFw+DEw.

Se concluye porque tanto (D; + D2) como D¥ + DI derivan el producto tensorial.

13. [D1, Do)F = [DE, DE] sobre los campos tensoriales: [Dy, Do]“T = DF(DLT) — DE(DET).

Cuando T es un campo de vectores, es la identidad de Jacobi. Ahora, cuando T es una
1-forma, se sigue de la propiedad 7, y se concluye porque tanto [Dy, Do]” como [DF, D¥]
derivan el producto tensorial.

Corolario: [D, D] = 0 si y sélo si 775 = 7s7¢. (donde D y D son campos completos).

Demostracion: Si D*D = [D, D] = 0, entonces 7D = D, y 7 transforma curvas integrales de D
en curvas integrales de D. El reciproco es obvio.

6.3. Sistemas de Pfaff

Sea O el anillo de gérmenes en un punto x de funciones C* en una variedad X, 7 el médulo
de gérmenes de campos tangentes, y 2 el de gérmenes de 1-formas.

Una distribucién de rango r es un submédulo libre D = (Dy, ..., D,) C T, generado por r
campos linealmente independientes en zx.

Fijados representantes de los gérmenes D;, en un pequeno entorno de x serdn linealmente
independientes, y definen en cada punto y un subespacio vectorial de dimensién r

Ay ={MDiy+...+ADy,} CT,X

y la distribucién puede verse como el germen en x de una familia diferenciable de r-planos.
Diremos que es integrable si en algin sistema de coordenadas locales D = (04, ..., 0,).
Un sistema de Pfaff de rango r es un submédulo libre P = (wy,...,w,) C §, generado

por r formas linealmente independientes en z, y es el germen en = de una familia diferenciable

de subespacios vectoriales de dimension r

Py={ w1y +...+ N wry} ST X.

Diremos que P es integrable si en algin sistema de coordenadas locales P = (dz1,...,dz,),
y que es proyectable a un subanillo B C O si lo generan 1-formas ), f;dh;, con f;, h; € B.

Lema: Si DYP C P, en un entorno de x tenemos que (P,) = Pry-
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Demostracion: Sea P = (w1, ...,w,). Si DYP C P, entonces DF(wi A ... Aw,) = fwi A... Aw,
y el flujo {r;} del campo D deja invariante AP (p. 165); luego deja invariante P.

Definicidon: El sistema caracteristico de P estd formado por los campos incidentes D tales
que D¥P C P (es decir, ipw = 0, ipdw € P, para toda w € P).

Teorema de la Proyeccion: Si D, # 0, un sistema de Pfaff P es proyectable al anillo de
integrales primeras del campo D si y solo si D estd en el sistema caracteristico de P.

Demostracion: Si D, # 0, por la clasificacién local de campos en un pequeiio entorno U de x
tenemos una proyeccién w: U — V', que admite una secciéon o: V — U pasando por z, y las
integrales primeras del campo D son las funciones diferenciables en V. Si P se anula en D y
DEP C P, vamos a ver que P = (wy,...,w,) coincide con (m*c*wi, ..., 7" 0" w,).

Ambos sistemas de Pfaff coinciden en los puntos de la seccién, porque coinciden en el hiper-
plano tangente a la seccién y se anulan en el suplementario que define D.

Ambos son invariantes por el flujo del campo D; luego coinciden en un entorno de .

Reciprocamente, si P es proyectable, el campo D esta en su sistema caracteristico porque
(X, fidhi)(D) =0, y DE(3, fidhi) = 0 cuando D f; = Dh; = 0.

Definicién: Una distribucién D es involutiva cuando D1, Dy € D = [Dy, D3] € D.
Si P = D° es el sistema de Pfaff incidente, como (Dfw)(D3) = Di(w(D2)) — w([D1, D2]),
esta condicién equivale a que el sistema caracteristico de P sea P°.

Teorema: Si P es un sistema de Pfaff, las siguientes condiciones son equivalentes,
1. P es integrable.

2. El ideal que genera P en el dlgebra de las formas diferenciales es estable por la diferencial
exterior, dP C P ASQ.

3. Elincidente P° es una distribucion involutiva.
Demostracion: (1 = 2) Si P = (dz1,...,dz,), entonces d(>_, fidx;) = >, dfi Adx; € P AL
(2=3)Sea P = (w1,...,w,). Si D € P°, y w € P, entonces D*w € P:
Dtw = ipdw + dipw = ZD(ZZ 0; N wi) = Zz(ll)el)wl — (iDWi)Hi = ZZ(ZDGZ)(UZ

(3 = 1) Por induccién sobre n = dim X.

Si P° es involutivo, es el sistema caracteristico de P, y por el teorema anterior existe una
proyeccién w: U — V y un sistema de Pfaff P/ = (w],...,w.) en V tal que P = (r*wi, ..., 7*w.).

Ademds, todo campo D’ en V es proyeccién de algtin campo D en U.

Ahora, si D}, Df, € P, entonces son proyeccién de ciertos campos Dy, Dy € P°.

Luego [D, Dj] es la proyeccién de [Dy, Do) € P°, y [D}, D] € P’°.

Por induccién P’ es integrable; luego P también.

Teorema de Frobénius: Las distribuciones involutivas son integrables.
Demostracion: Si D = (D°)° es involutiva, entonces D° = (dzy41,...,dxn), y D = (0gy, ..., 0,.).

Corolario: w = fdh & wAdw =0, (donde w € Q y w, #0).
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Definicion: Un germen w € € es regular de clase m si no se anula en el punto considerado y
el médulo de campos incidentes que lo conservan

D,={DeT:ipw=0, D2w=0}={D e T:ipw=0, ipdw =0}
es una distribucién de codimensién m, necesariamente es integrable: Si D, D € D,

w([D, D)) = D(w(D)) — (D*w)(D) =0,
[D, D}*w = D*D'w — DEDEw = 0.

Por el teorema de Frobénius D, = (041, - - -, On) en un sistema de coordenadas locales, y w
es proyectable a un germen w’ en dimensién m tal que D, = 0.

Teorema de Darboux: Sea w € Q2 un germen reqular de clase m.

Sim = 2k+1 es impar, en algun sistema de coordenadas locales (2, X1, ..., Tk, Ply -y Dky---)
w=dz — pidz; — ... — ppdxg.
Sim = 2k es par, en algun sistema de coordenadas locales (T1,...,Tk,D1y-- - Pky---)

w=pide; + ...+ prdzg.

Demostracion: Podemos suponer que estamos en dimensién m y que D,, = 0.

Procedemos por induccién sobre m, y el caso m = 1 es trivial.

Si m es impar, dw tiene radical no nulo, y su radical define una distribucién (Z) de rango 1
transversal a w = 0. Dividiendo Z por w(Z), podemos suponer que w(Z) = 1.

Tomamos un sistema de coordenadas locales en que Z = 9,, y sumando a z una integral
primera de Z podemos suponer que # = dz — w no se anula en el punto z considerado.

Ahora iz0 = 0, izdf = izdw = 0, asi que 0 se proyecta en una 1-forma 6’ en dimensién
m — 1,y Dgr = 0, porque el radical de df = dw esta generado por Z.

Por induccién ¢ = pydzy + ... + prday y terminamos.

Si m es par, dw no tiene radical (seria al menos de dimensién 2, y D,, # 0), y los vectores
tales que ipdw = Aw (lo que implica que ipw = 0) definen una distribucién de rango 1, que es el
sistema caracteristico de (w). Luego (w) es proyectable a dimensién m — 1, w = p;(7*w’), donde
p1 no se anula en x y ' no se anula en m(x).

Ademass, si ip/w’ = 0, iprdw’ = 0, tomando un campo D que se proyecte en D’ tendremos
que ipw = 0, ipdw € (w); luego D estd en el sistema caracteristico de (w), y D' = 0.

Por induccién w’ = dxy + podzs + . . . + prdxy, y poniendo p; = p1;,

w=pidxr; + ...+ prpda.

Como dw = dpy Adxq+...+dpr Adxy no tiene radical, dpy, dx1, ..., dpg, dzy son linealmente
independientes en .

Ecuaciones en Derivadas Parciales de Primer Orden

Dada una funcién diferenciable F(x1,...,Tn, 2, p1,...,Pn) €n 2n + 1 variables, una solucién
clasica de la ecuacién en derivadas parciales F' = 0 es una funcién diferenciable z(x1, ..., xy) tal
que F(x1,...,2p,2,012,...,0p2) = 0.

Trataremos el problema en germen, en un punto de R>**!. Pondremos

w=dz —pidr; — ... — ppdx,
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y llamaremos solucién a todo germen de subvariedad de dimensién n en que F'y w se especializen
en 0. Si en ese germen x1, ..., x, definen un sistema de coordenadas locales, tendremos una solu-
cion clasica. Cuando una subvariedad pasa por el punto considerado, para que se anule F' basta
imponer que se anule dF', por lo que supondremos que dF' y w son linealmente independientes,
y consideramos el sistema de Pfaff

P = (w,dF).

Un célculo directo muestra que su sistema caracteristico esta generado por el campo

n JF 0 n oF OF\ 0 n OF\ 0
Dr = z; dp; Ox; z;l <piaz * al“z‘) Opi * <zz1plapz> 0z’

asi que P es proyectable al subanillo B de integrales primeras del campo Dp.

Si estamos en el origen, y la hipersuperficie z,, = 0 no es tangente al campo caracteristico,
%(O) # 0, tomamos X1,...,X,-1,2Z,P1,...,P, € B que se especializan a x,, = 0 en las
coordenadas. Como F' € B, la demostracién del teorema de la proyeccién prueba que

(w,dF) = (dZ — PldX; — ... — PydX,,dF).

Para hallar una solucién que en x, = 0 coincida con una funcién f(z1,...,r,—1) dada, im-
ponemos las siguientes n+ 1 ecuaciones en 2n+ 1 variables (en general definirdn una subvariedad
de dimensién n)

F=0
Z = f(X1, ., Xno1)
P=0:;/)(X1,...,Xp—1) i=1,....n—1

Otras soluciones claras viene definidas por las ecuaciones (Mg, ..., A\, € R)
F=0
Z =M

Xl = )\17" : 7XTL—1 = )\n—l

y cuando estas n + 1 ecuaciones permitan eliminar pq,...,p,, se obtiene una integral completa
z=@(x1,...,Tn, A1,...,Ay) de la ecuacién en derivadas parciales.

Método de Lagrange-Charpit: Cuando n = 2, para hallar una integral completa basta
conocer una integral primera G del campo caracteristico Dg, suponiendo que

Q = (w,dF,dG)

es un sistema de Pfaff de rango 3.

Como DG = —DgF siempre (basta mirar la expresion de Dp), en tal caso también Do F' =
0, de modo que los campos Dr y D¢ estan en el sistema caracteristico de Q.

Ademds Dr y D¢ son linealmente independientes, pues lo son w,dF,dG y tenemos que
ippdw=dF — (0,F)w, ip,dw = dG — (0,G)w.

Luego Q° = (Dp, D¢), y Q es integrable, Q = (dF,dG,dH),

w =udH 4+ vdF 4+ wdG

y las variedades F = 0,G = A1, H = A9, son soluciones de la ecuacion.
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Método de Jacobi: En el caso de una ecuacién F(z1,..., Ty, p1,...,Pn) = 0 en que no aparezca
la incégnita z, cada solucién clasica z(x1,...,x,) define una subvariedad p; = (0;2)(x1, ..., Ty)
de R?" de dimensién n, en la que w = >, pidz; se especializa en dz, y por tanto dw se especializa
en 0. A su vez, si dw se anula en una subvariedad de dimensién n, como veremos (p. 174) en ella
localmente w = dz, y si (x1,...,2,) forman un sistema de coordenadas locales, z(z1,...,zy)
define una solucién clasica.

Como wy = dw no tiene radical, para cada funcién f € C*°(R?") tenemos un campo Dy tal
que df =ip,dw, y el paréntesis de Poisson de dos funciones f, g € C>®(R?") es

{f.g9} =w2(Dy,Dy) = Dyg = —D,f.

Como wag = dip,wz +ip,dws = d(df) + 0 =0, tenemos que

[Dy: Dg] = Dyy.gy-
(ip;,pyJw2) (D) = wa([Dy, Dyl, D) = Dy(wa(Dy, D)) — wa(Dg, [Dy, D])
= Dy¢(Dg) — [Dy, Dlg = D(Dyg) = D{f, g} = (d{f, g})(D).

Sea F} = F. Si dF no se anula en el punto considerado, y F, es una integral primera
del campo Dp,, con dF,dFs linealmente independientes, tendremos {Fi, Fo} = Dp, Fy = 0,
de modo que la distribucién (Dp,, Dp,) es involutiva; luego integrable y podemos tomar una
integral primera comun Fj3 con dFi,dF>, dF3 linealmente independientes.

Procediendo asi obtenemos gérmenes F1, ..., F,, con diferenciales linealmente independien-
tes, tales que 0 = Dp, Fj = wa(DF,, DF;). Esto significa que Dpy, ..., D, definen una distribu-
cién totalmente isétropa para wo, y que su incidente estd generado por dF7,...,dF,; luego ws
se anula en las variedades F' =0, F5 = \o, ..., F, = \,.

6.4. Integracion de Formas

Las formas de volumen en una variedad diferenciable X de dimensién n son las n-formas
que no se anulan en ningin punto, y X es orientable si admite alguna forma de volumen.

Dos formas de volumen, w,w’ definen la misma orientacién de X si w’ = fw para alguna
funcién diferenciable f > 0, y las orientaciones de X son las clases de equivalencia.

Proposicién: Sea {U;, [w;]} un recubrimiento de X por abiertos orientados. Si en las inter-
secciones U; N Uj coinciden las orientaciones, [wilu,nu,] = [wjlu.nu,], entonces existe una tinica
orientacion [w| de X tal que [w;] = [w|u,] en cada abierto U;.

Demostracion: w =), ¢;w;, para una particién de la unidad {¢;} subordinada a {U;}.
Definicion: Un cerrado 2 C X es una variedad con borde cuando

1. 9 Q=00
2. 09 es vacio o es una subvariedad diferenciable de dimensién n — 1.
Lema: Si p € 092, en un entorno coordenado (Ujui,...,uy,) tenemos que
UNQ={zeU: u(x) <0}

Demostracion: Tomemos un entorno coordenado U en que la ecuacién de U N OS2 sea up =0,y
U — (UnNoN) tenga dos componentes conexas,
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U—-(UnNo)=UUU_
de ecuaciones u; > 0, y u; < 0. Como X — 02 :SO) uQ€, cortando con U
o
U, UU_=U—-(UnNoQ)=UnNnQ)UUNQ°).

o o
Luego U_ =UN €, yenese caso UNQesu; <0,6 Uy =UNKQ,yen tal caso U N es
u; > 0, y basta cambiar u; de signo.

Definiciones: Un vector D, € T, X, p € 012, apunta hacia fuera de la variedad con borde € si
en el sistema de coordenadas del lema anterior es

Dp:)\181+...+/\n8n7 A1 >0,

lo que significa que para toda curva o: I — X, tangente a D, en t = 0, existe ¢ > 0 tal que
o(—,0) CQ, 0(0,e) C X — Q.

Cada orientacién [w] de X induce una orientacién en el borde 052, considerando en T),(0€)
la orientacion que define ip, wy, = wy(Dp, .. .), donde el vector D, apunta hacia fuera de .

En el sistema de coordenadas locales del lema, si [w] = [duj A. . .Adu,], entonces la orientacién
inducida en el borde es [w] = [dug A ... A duy], lo que muestra que no depende del vector D,
elegido, y que en un entorno de cada punto las orientaciones estdan definidas por una forma
diferencial sobre 0f), asi que obtenemos una orientacién de 9f2.

Sea w una n-forma de soporte compacto en una variedad orientada X de dimensién n.
Tomaremos siempre los sistemas de coordenadas locales (u, ..., u,) de modo que la orientacién
sea [dui A ... Aduy]. Si el soporte de w estd contenido en un abierto coordenado (U;uq, ..., uy)
tendremos que w = f(uq,...,uy)du A...Aduy,, donde f es una funcién diferenciable con soporte
compacto en un abierto de R", y ponemos

/w:/ fduy ... du,.
X n

Esta definicién no depende de las coordenadas elegidas (luego tampoco de U) porque, si
(z1,...,2y) es otro sistema de coordenadas y u; = h;(x1,...,2,) = hi(x), tendremos

w= f(ur,...,up)dus A... ANdu, = f(hi(z),..., hy(x))Jdzs A ... Adzy,

donde J = )37’1;

y la férmula de cambio de variable en las integrales afirma que

es positivo porque dui A...Aduy, y dxy A...Adx, definen la misma orientacién,

fduy...du, = f(hi(z),... hy(x))Jdzr A ... Aday,.
R R™

En general tomamos una particién de la unidad {¢;} subordinada a un recubrimiento X =
\U; Ui por abiertos coordenados y ponemos

Jeo=% foe

donde la suma es finita porque el soporte de w es compacto y la familia {sop ¢;} es localmente
finita. Esta definicién no depende del recubrimiento ni la particién de la unidad.

En efecto, si {¢;} es una particién de la unidad subordinada a otro recubrimiento por abiertos
coordenados, X = ; Vj, tenemos que

Z/ piw =73 | D dipjw=73 | dipjw=>3_ Z@j@biw:Z/%w-
i JX i JX i,j JX 7 JX 1 JjJX
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Aunque hemos supuesto que w es de clase C*°, estas definiciones tienen sentido siempre que
en su expresién local w = f(uy,...,up)dus A ... A duy, la funcién f sea integrable, y podemos
definir la integral de w en una variedad con borde 2 sin mas que poner (Ig es la funcién que

vale 1 en Q) y se anula fuera)
/ w= / Iow.
Q X

Teorema de Stokes: /dw = / w, para toda (n — 1)-forma con soporte compacto w.
Q o0N

Demostracion: Usando particiones de la unidad, basta ver que cada punto p € X tiene un
entorno U en que el teorema es vélido para las (n — 1)-formas de soporte compacto contenido
en U. Distingamos 3 casos.

1. SipeQ°, tomamOSU:X—Q,nydw:O:faﬂw cuando sopw C U.

o
2. Si p €9, podemos suponer que R" = X = Q = U. En este caso [pow = [yw =0,y
podemos suponer que w = fdxzs A ... Adzy,, donde sop f es compacto,

/ dw = del...dmn:/ (/ afd$1>dl‘2...dil7n
n Rn 6-:U1 Rn—1 —00 81‘1

::jgn1(f(b¢r2p..,xn)—-f(—a,x2w..,xn))dm2...dxn::(1

3. Si p € 09, podemos suponer que R" = X = U, y que § es el cerrado 21 < 0, de
modo que 9f2 es el hiperplano x1 = 0. Si w = fdz1 A ...dx; ... Adx,, el argumento del
caso anterior prueba que fQ dw =0,y [ aqw = 0, porque dr; se anula en 92. Cuando
w= fdza A... ANdzy,

0
/dw—/afdxl...dxn—/ < del)dxg...dxn
[¢) 0 81’1 Rn—1 —5c0 81’1

_/ f(07$2,---,$n)dx2...dxn—/ w.
Rt 99

Foérmula de Gauss-Green: Si C es la frontera de una variedad con borde plana §2, para toda
1-forma fdx + gdy de soporte compacto

//g (gg B g;;) dzdy = /C(fdaf + gdy).

Definicion: La forma de volumen de una variedad riemanniana orientada X es la una tnica
forma de volumen wx tal que wx(D1,...D,) =1 en toda base ortonormal directa (p. 54), y el
volumen de una variedad con borde compacta ) es fQ wx-

La integral en Q de una funcién f es [, fwx.

La divergencia de un campo D se define por la igualdad D wx = (div D)wx.

Teorema de la Divergencia: La integral de la divergencia de un campo D en una variedad
con borde compacta Q2 es el flujo del campo a través del borde S = 0%; es decir, si N, es el inico
vector unitario y ortogonal a T,S que apunta hacia fuera de €Q,

/QdivD:/S(D-N)wS.
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Demostmcz’o’n:/divD:/DLwX:/(dipwx—i-ideX):/dtiX:/tiX
Q Q Q Q S

y para concluir hemos de probar que la restriccién de ipwx a S coincide con (D - N)wg.
Si (Da,...,Dy) es una base ortonormal y orientada de 7,5, entonces (N, Dy, ..., D,) es una
base ortonormal y orientada de 7, X, y

(tiX)(DQ,...,Dn) :wX(D,DQ,...,Dn) :wX((DN)N—l-,DQ,,Dn)
—(D-N)wx(N,Ds,...,Dp)=D-N = (D-N)ws(Da, ..., D).

6.4.1. Cohomologia de De Rham

Una p-forma w es cerrada si dw = 0, y exacta si w = dw’ para alguna (p — 1)-forma w’.
Toda forma exacta es cerrada porque ddw’ = 0, y los grupos de cohomologia de De Rham
de una variedad diferenciable X son los espacios vectoriales

{p-formas cerradas}
Hp () = .

~ {p-formas exactas}

El anillo de cohomologia de X es la R-dlgebra graduada anticonmutativa
Hpp(X) = @,Hpp(X), [wpl - [wq] = [wp Aw],
y cada aplicacién diferenciable f: X — Y induce un morfismo de R-algebras
[ Hpp(Y) — Hpp(X), fHlw] = [f"w].

Ejemplo: En una variedad compacta y orientada X de dimension n, las n-formas exactas tienen
integral nula, [y dw' = [ o' = [’ =0, y si [w] es la orientacién, [y w > 0. Vemos asi que
H}p(X) # 0, y que la integraciéon de formas define una aplicacién lineal epiyectiva

/ L HPp(X) — R
X

Definiciones: Dos aplicaciones diferenciables fy, f1: X — Y son hométopas, fy ~ fi, si existe
un intervalo I = (—¢,1 4+ ¢) y una aplicacién diferenciable H: X x I — Y tal que

fo(z) = H(z,0)
fi(x) = H(x,1)

Una aplicacion diferenciable f: X — Y es una equivalencia homotdpica si existe una
aplicacién diferenciable g: Y — X tal que fg ~ Idy, gf ~ Idx.

X es contréactil a un punto p si la inclusiéon p — X es una equivalencia homotopica.

Si w es una p-forma en X x I, definimos una p-forma I(w) en X, poniendo en coordenadas
locales (donde dzq = dx;; A ... Ada;))

w= ,falx,t)dzs + términos con dt,

I(w) = Za < /O 1 fa(x,t)dt> dzq.

Por célculo directo, se comprueba que I(dw) = d(I(w)).

Lema: [(0}fw) = jiw — jiw; donde ji: X — X x I, ji(x) = (z,1).
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Demostracién: La regla de Barrow y la igualdad 0fw = Y (9;fa)(z,t) dzq + términos con dt.
Teorema: Si fo ~ f1, los morfismos [, fi+ Hhp(Y) = Hpp(X) coinciden.

Demostracion: Si w es una p-forma cerrada en Y, entonces w = H*w también es cerrada, y fiw
y fow difieren en una diferencial exacta

fiw— flw=jiH*w — joH*w = jio — jow = 1(0fw) = I(digo — ip,d@) = I(dig®) = dI(is,).
Corolario: Si f: X — Y es equivalencia homotopica, f*: Hpp(Y) — Hpp(X) es isomorfismo.

Lema de Poincaré: H}, ,(R") =0, p > 1.

Demostracion: R™ es contractil. La homotopia requerida es H(z,t) = tz. q.e.d.

1. Toda forma cerrada es localmente exacta.
2. Sea (Dy,...,D,) una base de campos tangentes en una variedad X. Si [D;, D;] = 0, cada
punto tiene un entorno coordenado en que D1 = 01,...,D, = Op.

Demostracion: Si (w1,...,wy) es la base dual, por la férmula de Cartan
dwi,(Di, Dj) = Di(wk(D;)) — Dj(wk(D5)) — wi([Ds, Dj]) =0—0-0

y por el lema de Poincaré, en un entorno de cada punto z las 1-formas w; son exactas,
w; = du;, y las funciones u1, ..., u, forman un sistema de coordenadas locales en x porque
sus diferenciales definen una base de T, X. Ahora D; = 0,,.

3. Sin es par, todo campo tangente a la esfera Sy, se anula en algun punto.
Si un campo tangente no se anula, podemos suponer que es de médulo 1, y define una
aplicacién diferenciable ¢: S, — S, tal que ¢(z) es ortogonal a z. Ahora
H(x,t) = cos(nt) x + sen(nt) ¢(x)
define una homotopia entre la identidad de S, y 7: S, — Sp, 7(z) = —=x; asi que
7% HEp(Sn) = HPR(Syn) es la identidad. Absurdo, 7 invierte la orientacion si n es par.
Sin es impar, ¢(zg, z1,...,Ty) = (-1, o, ..., —Tpn, Tn—1) define un campo tangente a Sy,

que no se anula en ningtn punto.

4. Sea Bpite = {(z1,...,2,) € R™: Zia:Q < 1+¢€}. La inclusion i: Sp,—1 — Bpite no

i
admite retracto diferenciable, ni siquiera salvo homotopias (diferenciables).
Si existiera una aplicacién diferenciable r: B, 14, — S,—1 tal que ri es homdtopa a la
identidad, la composicién

Hpy g (Sn-1) = Hpg (Bu,i+e) — Hppp (Sn-1)
serfa la identidad. Absurdo porque H}5 5 (Bpite) = 0, y Hy 5 (Sn—1) # 0.
5. Si un campo tangente D no se anula en ningun punto de la bola B, entonces apunta hacia

fuera en algin punto de su borde S,_1.

Si D no se anula en B,, 14, y no apunta hacia fuera en S,,_1, la aplicacién diferenciable
r: Bpite = Sp—1, 7(x) = —Dy/|Dy|, verifica que r(x) # —x para todo x € Sy, y, salvo
una homotopia, seria un retracto de la inclusién ¢: S,_1 — By 14.. Una homotopia entre
ri y la identidad seria

ter(@)+ (1 -t
Bt = o a =
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Proposicion: HbR(X) =0, cuando X es una variedad simplemente conexa.

Demostracion: Sea w una 1-forma cerrada en X, y P, el conjunto, no vacio por el lema de
Poincaré, de gérmenes en x de primitivas de w (funciones tales que df = w), de modo que tales
gérmenes difieren siempre en una constante. Pongamos (como en la p. 129)

T ﬁ]_[xpx — X, w(fy) =z

Cada primitiva f € C*°(U) define una seccién local U — P de m, y si dos secciones coinciden
en un punto, f; = hy, coinciden en un entorno. Las imdgenes de estas secciones son base de
una topologia en P con la que 7 es un revestimiento (de fibras no numerables), y las secciones
continuas de 7 coinciden con las primitivas de w.

Si X es simplemente conexa, m admite seccién continua global, y w es exacta.

6.5. Funciones de Variable Compleja
Sea U C C un abierto. Una funcién f =u +iv: U — C es de clase C"™ si u y v lo son,
C"U)c=C"U)e@rC=Cc™U)@iC™U).

Las p-formas complejas en zg € U son las aplicaciones multilineales 7,,U — C alternadas,
wp = wy, +iwy donde wj, y wy, son p-formas ordinarias. Pondremos

dw, = dw; + idwg ,

/ . "
/wp:/wp+z/wp,
Q Q Q

de modo que el teorema de Stokes es valido. Ademas,
(T;,U)c = (T;,U) ®r C = Cdzr + Cdy = Cdz + Cdz,

donde z = x + iy, Z = x — iy; y definimos g—ﬁ, % por la igualdad

df =% de + YL dz.
Tenemos asf derivaciones 9, = (9, — i0y), 9; = 2(0y +10y): C°(U)c — C, y

RO, + RO, = T, U = Derg(C®(U)c, C) = (T,yU)c = CO, + €I, = CI, + Cd;.

Teorema: Si f = u + iv es de clase C' en U, las siguientes condiciones son equivalentes (y si
las cumple, decimos que f es analitica en U),

1. En todo punto zg € U existe el limite

f/(ZO) — lim f(ZO + 6) - f(Z(])

e—0 £

, e € C.

2. fo: C=T,,U— C es C-lineal en todo punto zy € U; es decir, 0z f = 0,

Uy = Vy, Uy = —V; (Ecuaciones de Cauchy-Riemann).

3. La 1-forma compleja f(z)dz es cerrada.
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4. Si una circunferencia v rodea un punto zg € U, y estd contenida en un disco contenido en
U, se cumple la Férmula de Cauchy,

Z :L 1(2) dz.
f(20) A

211 z— 20

5. Localmente f es una serie de potencias,

f(2) =3 an(z— 20)"

n=0
Demostracion: (1 = 2) Segun que ¢ tienda a 0 por el eje real o el eje imaginario
f'(20) = 0uf = uy + ivg,
f'(z0) = 18yf— — iUy + vy
(2=3)d(fdz) =dfAde= (L dz+ UL dz)nde =% dzndz =0.

(3 = 4) Si 7 estd centrada en zy, cambiando a polares, z = zg + re'?, vemos que

1 f(z) flzo+re®) g L [T i0
MLZ_ZO / Are) = 5 | Fo e as

et 2

es el valor medio de f(z) en 7, y tiende a f(zp) cuando r — 0. Pero la integral es la misma
cuando dos circunferencias que rodeen zj estén en un disco D C U y (con orientaciones opuestas)

sean el borde de una corona: basta aplicar Stokes a la forma % dz, que es cerrada porque

f(z)dzloesyd = —(2 — 29)"%dz. q.e.d.

zZ— zo -
Por ejemplo, si un polinomio no constante P(z) no se anulase, f(z) = ﬁ serfa derivable

en todo punto y, como el valor medio de f(z) en el circulo |z| = r tiende a 0 cuando r — oo,
vemos que f(0) =0, lo que es absurdo y prueba de nuevo el teorema de D’Alembert.

o
(4 = 5) Sea D C U un disco cerrado centrado en zp. Si z €D, n € 9D,

1 1 1 1 _i(z—zo)"
n—z (M—z)—(2—2) n—z2l-=2 (n-2)""

1 f( _
£(2) =0 77 /(aDZ n)(zzo :El dn |

aDn—Z (n

y se integra término a término porque la serie converge uniformemente en D, al estar mayorada
por una serie geométrica convergente (K denota el maximo de |f(z)| en D)

|f (z —20)"

ZO n+1

K [z —2|" |2 — 20
- R Rv 7’ R

< 1; (donde R es el radio de D).

Por tanto, en el interior del disco D tenemos el desarrollo en serie de potencias

S : 1 £()
f6) = Sonle—20 an=go [ A

2mi Jop (n—

Desigualdades de Cauchy: |a,| < %, donde Mg es el mdzimo de |f(n)| en OD.
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En efecto, pasando a polares 1 = zy + Re™,
1 (% f(z0 + Re)Rie"
oi 0 Rn+1eif(n+1)

2m
6
an| = < 2o + Re™)| df.
al s | )
(5 = 1) Toda serie ), a,(z—29)" es derivable en el interior de su circulo de convergencia, y
su derivada coincide con Y, ann(z — z0)" !, de igual radio de convergencia. Como la derivada
es otra serie de potencias, las funciones analiticas son infinitamente derivables.

1
de’ <

Teorema de Liouville: Toda funcién analitica y acotada en C es constante.

Demostracion: Si |f(z)| < M en todo el plano, |a,| < % para todo R > 0.
Luego a, = 0 cuando n > 1, y f es localmente constante.

Foérmula de Cauchy-Goursat: Si U es simplemente conexo y f: U — C es analitica, para
toda curva cerrada v en U tenemos que

/Wf(z) dz = 0.

Demostracion: Como U es simplemente conexo y f(z)dz es cerrada, es exacta (p. 175).

Definiciéon: Un espacio topoldgico X, con un haz de funciones continuas complejas O, es una
superficie de Riemann si localmente es isomorfo a un abierto de C con el haz de funciones
analiticas, y diremos que O(U) es el anillo de las funciones analiticas en U.

Las aplicaciones analiticas son los morfismos de espacios anillados, y las funciones analiticas
en U son los morfismos U — C.

Una funcién f € O(U) es una coordenada si define un isomorfismo de U con un abierto de
C, y es una coordenada local en p € U si es coordenada en algin entorno de p (lo que equivale
a que f’(p) # 0, cuando U es un abierto de C).

Ejemplos: Los abiertos de C, la recta proyectiva compleja Py, los toros C/(Ze; + Zes), los
revestimientos topoldgicos de una superficie de Riemann,...
Supondremos siempre que las superficies de Riemann son conexas.

Teorema: Sea f: X — Y una aplicacion analitica no constante y p € X. Existen entornos
coordenados (U, z) y (V,s) de p y f(p) en los que la aplicacion es s = 2".

Demostracion: Tomemos coordenadas en que p = f(p) = 0, de modo que la aplicacién es
s = z"h(z), donde h(0) # 0.

En un entorno de p = 0 la raiz n-ésima de h(z) es analitica.

Cambiando la coordenada z por w = z {/h(z) tenemos que s = z"h(z) = w". q.e.d.

De esta sencilla clasificacion local de morfismos analiticos entre superficies de Riemann se
siguen varias consecuencias tan importantes como evidentes:

1. Las fibras de un morfismo analitico no constante son discretas. En particular los ceros de
una funcion analitica no constante son discretos.

2. Si dos funciones analiticas coinciden en un abierto no vacio, son iguales.
3. Todo morfismo analitico no constante es abierto.

4. Si una funcidn analitica f no es constante, |f| no tiene mdzimos ni minimos locales, salvo
donde se anule, donde |f| tiene un minimo absoluto.

5. Toda funcion analitica en una superficie de Riemann compacta es constante.

6. Todo morfismo inyectivo X — Y es un isomorfismo con un abierto de Y .
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6.5.1. Funciones Meromorfas

Sea f: U — C analitica, salvo en un punto zg € U; es decir, analitica en U — 2.

En los cédlculos supondremos que zg = 0; pero enunciaremos los resultados en general.

Tomemos una corona circular Q@ = {r < |z| < R}. Su borde estd formado por las circunfe-
rencias v y I' de radios  y R. El argumento de la férmula de Cauchy da

1 [ f)
ze [z 2711/ —z MLn—zdn’

£(n) (1 [ f) n
_Z L o n_zdn_;}<2m anJrldn)Z’

L[ f(n) <~ (L [ f
: § =3 dn) ="
meY T z”+1 27 Jp 2 —n g = \2mi ), s )=

y la funcién f(z) se desarrolla en serie de Laurent en la corona {2,

nel

f(z) = Z an(z —20)", an = QL f(m)

—d
i o (77 - ZO)n+1 G

n=—oo

donde o es 7, I' o un circulo intermedio, pues f(1)(n — z0) ™" 'dn es cerrada en U — z.
Luego el desarrollo es vélido en todo un entorno (salvo en zp), y se tienen las desigualdades
de Cauchy, |a,| < r~"M,, donde M, = max |f(z)|.

Z—ZzZ0|=—

Si los coeficientes a,, n < 0, son nul(|)s seldlce que zg es una singularidad evitable de f, si
son nulos salvo un niimero finito, zp es un polo de f, (y su orden es el mayor indice m tal que
a_p # 0), y si hay infinitos no nulos, zp es una singularidad esencial.

Una funcién es meromorfa cuando es analitica salvo en un conjunto discreto de polos.

Si f tiene un polo de orden m, en un entorno f = h/z" donde h es analitica, asi que las
funciones meromorfas son las que localmente coinciden con cocientes de funciones analiticas, y
por tanto las funciones meromorfas en X forman un cuerpo.

Ejemplo: Si f es una funcién meromorfa en Py, restando en cada polo la parte singular de
su desarrollo de Laurent (que define una funcién racional con ese tnico polo) obtenemos una
funcién analitica en Py; luego constante.

Las funciones meromorfas en Py son las funciones racionales, f(z) = Q)

Teorema de Riemann: Si |f| estd acotado en un entorno de zy, es una singularidad evitable.
Luego si f se extiende de modo continuo a zy, se extiende de modo analitico.

Demostracion: Si M, < M para todo ¢ pequeno, |a_,| < Me", y a_, = 0.

Teorema de Weierstrass: Una singularidad es esencial si y sélo si la imagen de cualquier
entorno es densa en C.

Demostracion: Si el origen es un polo, f(z) = h(z)z™™, donde h(0) # 0. Luego f(U — {0}) no
es denso en C cuando U es suficientemente pequenio, porque llg(l) f(z) = oc.

Reciprocamente, si existe un entorno U tal que f(U — {0}) no es denso en C, podemos
suponer que el disco de radio R centrado en el origen no corta a f(U — {0}).

El médulo de f(2)~! estd acotado por R™1; luego h(z) = f(2)~! es analiticaen U, y f(2) =
h(z)~! es meromorfa. La singularidad es un polo.
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Teorema: Las funciones meromorfas en una superficie de Riemann X son los morfismos analiti-
cos f: X — Py que no valoren constantemente en el punto del infinito.

Demostracion: Si f: X — P es un morfismo, y consideramos los entornos coordenados usuales
(Uo; 2), (Uso; %) del origen y el infinito, la funcién f es analitica en Vo = f~1(Up), y % es analitica
en Voo = f1(Us). Luego f es meromorfa en Vo UV = X.

Reciprocamente, si f es una funcién meromorfa en X, y la prolongamos dandole el valor oo
en los polos, la aplicacion f: X — Py asi obtenida es analitica en los polos, porque % es una

funcién analitica en un entorno de cada polo.

az+b

Corolario: Los automorfismos analiticos de Py son las homografias 7(z) = td

Corolario: Los automorfismos analiticos de C son las afinidades 7(z) = az + b.

Demostracion: Si un automorfismo 7: C — C se extiende a P; poniendo 7(00) = 0o, se obtiene
una funcién meromorfa en P;, porque en oo la singularidad no es esencial.
Luego es una homografia que deja fijo el infinito.

Definicion: Una 1-forma compleja w en una superficie de Riemann X es analitica si localmente
es w = f(z)dz, donde f(z) es una funcién analitica (en particular dw = 0).

Si w es analitica en U — zg, su integral a lo largo de una pequena curva v que rodee a zg
(con su orientacién como borde de la regién donde estd zp) no depende de la curva y, afectada
del factor %m, es el residuo de w en zp,

1
Res(w, z9) = 27ri/w
v

Siw = f(z)dz, con f(z) meromorfa y desarrollo de Laurent f(z) = > an(2—20)", la integral
se calcula término a término porque la serie converge uniformemente en -,

1
/(z — zp)"dz = /d( — 2)""t =0, cuando n # —1.
2l n+1

Res(w Zo —1-
2771 N7 zo

Teorema de los Residuos: Sea X una superficie de Riemann, y w una 1-forma analitica salvo
en un conjunto discreto de puntos. Si Q) C X es una variedad con borde compacta y w no tiene
puntos singulares en OS,

Demostracion: Si tomamos un pequeno disco D; que contenga a cada singularidad z; € €,
tendremos que w es cerrada en un entorno de 2 — | J, D;, y por Stokes

Corolario: ) .y Res(w,2;)) =0, cuando X es compacta.

Corolario: El nimero de polos (contados con su orden) de una funcion meromorfa no constante
f en una superficie de Riemann compacta coincide con el de ceros.
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Demostracion: Si f(2) = amz™ + ame12™ 1 + ..., donde a,, # 0, entonces

m—1
oo U fmeam ) m Y g
f AmzZ™ + ... z

y el residuo de w en z = 0 es m. La suma de los residuos de w es el ntimero de ceros de f menos
el nimero de polos, contados con su orden. q.e.d.

Como un polinomio de grado n es una funcién meromorfa en P; con un polo de orden n en
z = o0, tiene n raices complejas, lo que vuelve obvio el teorema de D’Alembert.



Capitulo 7

Geometria Diferencial 1

7.1. Variedades Diferenciables

Dar un haz de funciones reales continuas Oy en un espacio topolégico X es dar una
subdlgebra Ox(U) C C(U) en cada abierto U de X, de modo que para cada recubrimiento
abierto U = |J, U; se tenga que una funcién continua f € C(U) estd en Ox(U) si y sélo si
flu, € Ox(U;) para todo indice 7,

Ox(U) — HOx(UZ> = HOX<UZ N Uj).
g 4,7
Un espacio anillado es un espacio topolégico X con un haz de funciones continuas Ox, y
un morfismo de espacios anillados ¢: (Y, Oy ) — (X, Ox) es una aplicacién continua ¢: ¥ — X

que transforme las funciones de Ox (U) en las de Oy (¢~ 1U):
feO0x(U) = ¢*(f) = fogp e Oy(¢7'U).

Ejemplos: Un abierto V' C R"”, con el haz C;° de funciones C*°, es un espacio anillado, y los
morfismos f: (V,Cy°) — (R,CR°) son las funciones C*°. En general, si U es un abierto de R™,
los morfismos (V,C?) — (U, C?) son las aplicaciones de clase C*°.

Una variedad diferenciable X (de clase C*°) es un espacio anillado localmente isomorfo
a un abierto de R™ con su haz de funciones C*°. Su haz se denotara C5 6 C*, y las funciones
diferenciables en un abierto U son las funciones continuas que estén en C*(U).

Los morfismos de variedades son los morfismos de espacios anillados (las aplicaciones conti-
nuas que transformen funciones diferenciables en funciones diferenciables) y los isomorfismos se
llaman difeomorfismos.

El anillo de gérmenes en p € X de funciones diferenciables se denota Ox , 6 O,

O, = h;m C>(U).
peU

Un abierto coordenado de X es un abierto U difeomorfo a un abierto de un R".

Si una aplicacién continua (z1,...,2z,): U — V C R" es un difeomorfismo, entonces decimos
que (z1,...,x,) es un sistema de coordenadas en U, de modo que toda funcién diferenciable
en U es f(x1,...,T,) para una unica funcién f € C>(V).

Unas funciones z1, ..., z, € C>°(U) definen un sistema de coordenadas locales en p € U
si forman un sistema de coordenadas en algin entorno de p.

Lema: O, es un anillo local, y su unico ideal mazimal my, = {f € Op: f(p) = 0} estd generado
por T4 — ai,...,Tn — Gy, donde z1,...,x, son coordenadas locales en p, y (ai,...,a,) son las
coordenadas de p.

181
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Demostracion: El epimorfismo O, — R, f — f(p), muestra que m, es un ideal maximal. Si
f ¢ m,, entonces f no se anula en un entorno U de p; luego f es invertible en C*°(U), y su
germen es invertible en 0. El inico maximal de O, es my,.

Es claro que (1 — a1, ...,2, — an) € my,, y para terminar podemos suponer que f € m, es
el germen de una funcién definida en un entorno convexo de p = (ay,...,a,) € R™.
Fijado un punto x = (z1,...,x,) de dicho entorno, como f(p) =0,

g(t)=flp+tlx—p)), 0 <t <1,

F@) = 9(1) - 9(0) = / £) dt = 2/ L+t

:Z( / D (p+t(x— ))dt—Z( i — ai)hi(z).

i=1

Tomando gérmenes vemos que f € (x1 — ay,..., Ty — ay).
Definicién: T, X = Derg(O,, O,/m,) es el espacio tangente a X en p. Si D € T, X,

D(fg) = (Df)-g(p) + f(p) - (Dg).

Si (U;zy,...,xy) es un entorno coordenado, (a%i)p = (Og;)p = (0i)p es el vector
0 of
(al'i)p(fp) (%UZ( P)-
Teorema: (8%1)1;7 e (%)p definen una base del espacio tangente T, X .

Demostracion: Son linealmente independientes, si >, A;(0;), = 0, entonces
0=22Xi(0i)p(x) = 225 Midig = A;.

Ademsds, si un vector tangente D verifica que Dx; = 0 para todo i, entonces D = 0.
En efecto, por el lema todo germen es f = b+ ), hi(x; — a;); luego

Df = ZZ(th)(l'Z(p) — ai) + Zz hz(p)sz =04+0=0.
Ahora esté claro que para todo vector tangente D € T), X tenemos que

Definicién: La dimensién de X en p es la dimensién del espacio vectorial T, X, y por el
teorema es localmente constante (luego constante si X es conexa).

Ejemplo: Si E es un espacio vectorial real de dimensién finita y p € F, tenemos un isomorfismo
lineal natural £ — T,F, que asigna a cada vector e la derivada direccional

= lim = =p+te
Dpf = t-0 t dt  lt=0’ P ’
porque si z1,. .., %, son coordenadas en una base ey, ..., en, entonces Dpi = (0i)p-

Definicién: Sea ¢: X — Y una aplicacién diferenciable, y ¢ = ¢(p).



7.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES 183

La aplicacion lineal tangente de ¢ en p es la aplicacion lineal
px: Ty X — T5Y, (pD)(f) = D(¢"f) = D(f o ¢).

De la definicién se sigue la Regla de la Cadena: (¢ o0 ¢), = 1, 0 .
Si las ecuaciones de ¢ en unos entornos coordenados de p y ¢ son y; = fi(x1,...,2,), lo que
significa que ¢*y; = fi(x1,...,zy), aplicando 7.1 tenemos que

02 ((0z;)p) = 2240, fi)(P) - (By,)q

y la matriz de ¢, en las bases {(0..)p} v {(9y,)q} es la matriz jacobiana

(3;‘] w)

de modo que el Teorema de la Funcién Inversa puede formularse del siguiente modo:
p: X =Y es difeomorfismo local en p si y sélo si p,: T, X — TY es isomorfismo.

Definicién: El dual 77 X del espacio tangente 7),X es el espacio cotangente.
Si f € Oy, la diferencial de f en p es la 1-forma

(dpf)(D) = Df, D € T,X.

Sea ¢: X — Y una aplicacién diferenciable, y ¢ = ¢(p).
La aplicacion traspuesta de ¢.: T, X — T;Y se denota p™: T;'Y — T/ X,

(¢*w)(D) = w(psD), D e T,X.
1. La diferencial es una derivacion:

a) dpA =0, X eR.
b) dp(f +9) = dpf + dpy.
) dp(fg9) = g(p)dpf + f(p)dpy.
2. Si (z1,...,2y) es un sistema de coordenadas locales en p, las 1-formas dpx1,...,dpxy
definen una base de Ty X, que es la base dual de (Oz,)p, - - -, (O, )p, Y

of of

C

dpf

3. ¢*(dgf) = dp(e™f), f € Oyy.

Proposicién: La diferencial define un isomorfismo mp/m]% =T, X.

Demostracidon: La diferencial se anula en m%, porque dy(fg) = g(p)dpf + f(p)dpg, y define una
aplicacion lineal my,/ mf, — T X, que es isomorfismo porque transforma el sistema de generadores

[z1 — a1, ..., [z — ay] en la base dpz1,...,dpz, (ver también p. 77).
Teorema: Si las diferenciales dyuy, . .., dpu, forman una base de Tj; X, entonces las funciones
U, ..., Uy, definen un sistema de coordenadas locales en p.

Demostracion: Pongamos ¢ = (ug,...,up): X = R", ¢ = ¢(p). Como ¢*(dgx;) = dpu;, por
hipétesis ¢* transforma una base en una base; luego ¢, : T, X — T,R" es un isomorfismo, y por
el Teorema de la Funcién Inversa, ¢ es difeomorfismo local.
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7.1.1. Campos Tensoriales

En adelante supondremos que las variedades diferenciables son o-compactas.

Un campo tangente a X es una familia de vectores { D, },ex, donde D, € T, X,y es diferen-
ciable (lo que siempre supondremos) si para toda funcién f € C*°(U) se tiene que (D f)(z) = Dy f
es diferenciable, de modo que define una derivacién D: C*(X) — C>(X).

El C*°(X)-médulo de los campos tangentes a X se denota D(X).

Teorema: D(X) = Derg(C*(X),C>*(X)).

Demostracion: La aplicacion inversa asigna a cada derivacién D el campo {D, },ex definido por
los vectores (todo germen f, € O, tiene un representante global, p. 158)

Da:fa: = (Df)(ﬂ?), fa: € Oz‘-

Solo hay que ver que (D f)(z) no depende del representante f.
Si f,g € C*°(X) tienen igual germen, coinciden en un entorno U de x, y tomando (p. 158)
una funcién ¢ € C*°(X) con soporte en U, y ¢(z) = 1, tendremos ¢(f —g) =0,

0=D(¢(f = 9)) = (DO)(f = 9) + 6(Df = Dyg),
y dando valores en x vemos que (Df)(z) = (Dg)(z). q.e.d.

En un abierto coordenado (U; z1, ..., zy), tenemos el campo J;, que en cada punto z es (0;)q,
y los campos tangentes a U son D = ). f;0;, donde f; € C*°(U), pues f; = Dx; es diferenciable
cuando D lo es. El mddulo D(U) es libre, de base 0y, ...,0y.

Definicién: Una 1-forma en X es una familia de 1-formas {w;},cx, donde w, € T} X, y es
diferenciable (lo que siempre supondremos) si la funcién w(D)(x) = w,(D,) es diferenciable para
todo D € D(U), de modo que define un morfismo C*(X)-lineal w: D(X) — C>*(X).

El C*°(X)-médulo de las 1-formas en X se denota (X).

Teorema: (2(X) = Homeeo(x)(D(X),C>(X)).

Demostracion: La aplicacién inversa asigna a cada morfismo de médulos w: D(X) — C®(X) la
siguiente familia {w; },cx de 1-formas,

we(Dz) = w(D)(2),

donde D es cualquier campo tangente a X cuyo valor en = sea D, (en un entorno coordenado
U claramente existe y, después de multiplicar por una funcién meseta, se puede prolongar por
cero fuera de U).

Hay que probar que w(D)(z) no depende del campo D elegido.

Si D’ es otro campo y D, = D!, basta al aplicar el siguiente lema a D’ — D.

Lema: Si D es un campo tangente a X y D, = 0, entonces w(D)(x) = 0.

Demostracion: En un entorno U coordenado, D = ). f;0;, fi(xz) = 0.

Sea ¢ € C*°(X) con soporte en U, y ¢(z) = 1.

Ahora ¢>D = 3" (¢ f;)(¢0;), donde los términos ¢ f;, ¢9; se extienden por 0 fuera de U, y se
termina al valorar en = la igualdad

p*w(D) = w(¢*D) =3, (¢ fi)w(dd;).
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Definicién: La diferencial de f € C*°(X) es la 1-forma {d;f}zex.
Entendida en el dual de los campos tangentes es

(df)(D) =Df.
En un abierto coordenado (U;xy,...,x,), el mddulo Q(U) es libre, de base dxq,...,dz,.

Definicién: Un campo tensorial de tipo (p,q) en X es una familia de tensores {7} },ex de
tipo (p,q) en T, X, y es diferenciable (lo que siempre supondremos) si para todo abierto U y
todo (DY,...,DP wl ... w?) € D(U)? x Q(U)? se tiene que f(x) = Tp(DL,..., D wl ... wi)
es una funcién diferenciable en U, de modo que cada campo tensorial define una aplicacién
C*°(X)-multilineal T: D(X)? x Q(X)? — C>*(X).

Las operaciones con tensores (producto tensorial y exterior, contraccién de indices, imagenes
directas e inversas,...) se extienden punto a punto a los campos tensoriales.

Igual que en el caso de las 1-formas se prueba que el C*°(X)-mddulo T, (X) de los cam-
pos tensoriales de tipo (p,q) en X es candnicamente isomorfo al de las aplicaciones C*°(X)-
multilineales D(X)P x Q(X)? — C>*(X), y cuando (U;x1,...,x,) es un abierto coordenado,
T (U) es un C*(X)-mddulo libre, de base dz;; @ ... ®dx;, ® 9;, @ ... ® 0j,.

Definicion: En un abierto coordenado, la diferencial exterior de p-formas es

wp = o Jadzyy A ANdry, a= (i1 < ... <ip),
dwp = >, dfa Adxy AL Adag,.

Es sencillo comprobar que es R-lineal, que d od = 0, y que es una antiderivacién,
d(wp A wy) = (dwp) Awg + (=1)Pwp A (dwg).

Ademés, probaremos por induccién sobre p que d(dfi A ... Adf,) = 0. Para p = 1, se sigue
de que d?> = 0, y el caso general se sigue de que la diferencial exterior es antiderivacién,

d(dfl/\...dfp):(ddfl)/\(dfg/\...dfp)—dfl/\d(dfz/\...dfp):O—I—OZO.

Veamos ahora que esta definicién no depende del sistema de coordenadas.
Siwp =", gadui A...Adu;,, por las propiedades anteriores,

dwp =) dga Adui; Ao Adug, + 37 gad(dug Ao Adug,) =) dga Adug; AL Adug, +0

y dw,, no depende del sistema de coordenadas, de modo que la diferencial exterior de una p-forma
en una variedad diferenciable X es una (p + 1)-forma bien definida.

Si QP(X) es el médulo de las p-formas en X, y ponemos Q°(X) = @,0P(X), entonces
d: Q°(X) — Q°*(X) es una antiderivacién, y d(dw,) = 0.

Ademss, para toda aplicacién diferenciable ¢: Y — X es facil ver que ¢*(dwp) = d(¢*wp).

Lema: doip + ip od es una derivacion del dlgebra Q°*(X).

Demostracion: (dip +ipd)(wp Awg) =
= d((ipwp) Awg + (—1)Pwy Aipwy) + ip((dwp) Awg + (—1)Pw, A dwy) =
= (dipwp) A wy + (=1)P"H(ipwy) A dwy + (—1)P(dwy) A ipwy + wp A di pwy+
+(ipdwp) A wy + (1P (dwy) Aipwy + (—1)P(ipwp) A dwy + wp A dpdw, =
= ((dip + ipd)(wp) Awq +wp A (dip +ipd)(wy)-
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Teorema de Cartan: Dpr = dipwy + ipdwp.

Demostracion: Por el lema, basta probarlo para funciones y diferenciales de funciones.

(dip +ipd)f = d0+ (df)(D) = Df = D",
(dip + ipd)df = dipdf +ip0 = d(Df) = DE(df).

Corolario: La derivada de Lie conmuta con la diferencial exterior, D*d = dD".
Férmula de Cartan: (dw)(D, D) = D(w(D)) — D(w(D)) — w([D, DJ).
Demostracion: (dw)(D, D) = (ipdw)(D) = (D*w — dipw)(D) =

= D(w(D)) — w([D, D) — d(w(D))(D) = D(w(D)) — w([D, D]) — D(w(D)).

7.1.2. Subvariedades Diferenciables

Una aplicacién diferenciable ¢: Y — X es una inmersion local (resp. proyeccién regular)
enq €Y sip.o: T,Y — T,X, p=p(q), es inyectiva (resp. epiyectiva).

Teorema: Si ¢: Y — X es una inmersion local en q, existen entornos coordenados de p y q en
que la aplicacion es (Y1, -, Ym) = (Y1, Ym,0...,0).

Demostracion: Sea (U;x1,...2,) un entorno coordenado de p, y y; = ¢*x;.
Podemos suponer que dgyi,...,dgym es una base de 1Y, porque ¢*: T'X — TJY es
epiyectiva. Ahora y1, ..., ym son coordenadas en un entorno de ¢, en el que tendremos

Ym+j = [i(W1, - Ym)-

Tomando U pequeno, las funciones f;(z1,...,xy) estaran definidas en U, y las funciones
U, =x;, t=1,...,m
Umtj = Tmtj — fi(x1, ... 2m), J=1,...,1,

tienen diferenciales linealmente independientes en p. Tomando U més pequeno, son coordenadas
en U, y en estas coordenadas ©(y1,...,Ym) = (Y1,---,Ym,0...,0).

Teorema: Si ¢: Y — X es una proyeccion regular en q, existen entornos coordenados de p y q
en que la aplicacion es (Y1, Yn) = (Y1, -+ Ym)-

Demostracion: Sea (U;x1,...2m,) un entorno coordenado de p, y y; = p*x;.

Ahora dgy1, . . ., dgym son linealmente independientes, porque p*: T) X — T7Y es inyectiva.
Si las completamos hasta una base dgyi,...,dqyn de T;Y, tenemos que yi, ..., yn son coor-
denadas locales en ¢, y en estas coordenadas ©(y1,...,Yn) = (Y1, -+, Ym)-

Definicion: Sea Y un subespacio de una variedad diferenciable X.

Diremos que una funcién continua f: Y — R es diferenciable si localmente coincide con
funciones diferenciables de X: para cada punto y € Y existe un entorno abierto U en X y una
funcién F € COO(U) tal que F|UﬂY = f’Umy.

Tenemos asi un haz de funciones continuas Cy° en Y, y diremos que Y es una subvariedad
(diferenciable) de X cuando el espacio anillado (Y,C5°) sea una variedad diferenciable.

Asi, Y = 0 x R™ es una subvariedad de R™ x R™, porque Cy° es el haz de funciones C* en
R™ en el sentido usual.
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Lema: Si Y una subvariedad de X, la inclusion i: Y — X es una inmersion local.

Demostracién: El morfismo de restriccion i*: Ox 4 — Oy,q es epiyectivo por definicién; luego
ix: Derg(Oy 4, R) — Derg(Ox 4, R) es inyectivo.

Teorema: Sea Y = {z € X: fi(z) = ... = fo(x) = 0}; f1,..., fr € C®(X). Si las diferen-
ciales dp f1,...,dpfr son linealmente independientes en todo punto p de Y, entonces Y es una
subvariedad de X de codimension r, y su espacio tangente en p es

T,Y = (dpf1,...,dpfr)°.

Demostracidn: Si completamos las diferenciales hasta obtener una base dp f1,...,d,f, de T X,
entonces ¢ = (f1,..., fn): U = R" define un difeomorfismo de U con un abierto U’ de R", y
un isomorfismo de espacios anillados de U N'Y (con su haz Cg,y) con el abierto o(U NY) =
U N(0xR"7") de0x R"7". Luego Y es una variedad de codimensién r.

Ademas, si D € T,)Y, entonces (df;)(i«D) = (ixD)f; = D(fj 0i) = D(0) = 0; de modo que

T,Y C (dpfi,...,dpfr)°, y coinciden porque ambos tienen dimensién n — 7.

Teorema: Si Y es una subvariedad de X de codimension r, cada punto ¢ € Y admite un entorno
coordenado (U;uq,...,uy) en X tal que

UNY ={zecU:ul((x)=...=u(x) =0}

Demostracion: Como la inclusién i: Y — X es una inmersién local, existe un entorno coordenado
(Viyl,---,ym) de ¢ en Y, y un entorno coordenado (U;uy,...,u,) de ¢ en X, en los que
i1 Ym) = W15 Yms 0., 0); luego y; = uyly-.

Como Y es un subespacio de X, tomando U més pequeno, tendremos que V =UNY.

Es decir, podemos suponer que U es un abierto de R, y que UNY =V x 0, donde V es un
abierto de R™, caso en que el enunciado es evidente.

Corolario: Toda subvariedad es un subespacio localmente cerrado.

7.2. Conexiones Lineales

Dar una derivacion covariante o conexién lineal en una variedad X es asignar a cada
par de campos tangentes Dy, Do otro campo tangente DY Dy de modo que

1. DV(D1 + DQ) = DVD1 + DV.DQ,
Dv(fD) = (Df)D + vaD

2. (D1 + D9)VD =DYD + DY D,
(fD)VD = f(DVD).

Lema: V se extiende de modo unico a una derivacion de tensores que conserva el tipo y
1. DVf=Df.

2. DY(C!T) = C/(DVT).
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Demostracion: Para la unicidad, derivando w(D) = C}(w ® D) vemos que
(DVw)(D) = D(w(D)) - w(DY D)
y derivando T(Dy,...,wy) =C}...CH(D1®...D, @ T @ w1 ® ... ® w,), vemos que
(DVT)(Dy,...,wy) = D(T(Dy,...,w)) — T(DVDy,...,w,) — ... — T(Dy,...,DVw,).
En cuanto a la existencia, basta tomar estas férmulas como definicién.
Definicién: La diferencial covariante VT de un tensor (p, q) es el tensor (p + 1,q)
(VT)(D,Dy,...,Dp,wi,...wy) = (DVT)(D1, ..., Dp,wi,...w,).
y diremos que T es paralelo o constante cuando VT = 0, de modo que DVT = 0.
Lema: Si D 6 D se anula en un abierto U, también DV D.

Demostracion: Tomemos x € U, ¢ € C*°(X) con soporte en U, y ¢(x) = 1.
Si ¢D =0, 0= DY (¢D) = (D¢)D + ¢(DVD), y 0 = AD, + (DV D), = (DVD),.
Si ¢D =0, 0= (¢D)VD = ¢(DVD), y (DVD), = 0. q.e.d.

Este lema muestra que V induce una conexién lineal en cada abierto U de X, de modo que
(DVD)|y = (D|v)¥(Dlv)-

Ahora, en cada abierto coordenado (U; x1, ..., x,) la conexién V vendra dada por sus simbo-
los de Christoffel I’fj € C>®(U),

0y 05 =3, T%;0k.

Ejemplo: En cada espacio vectorial real de dimension finita E existe una dnica conexion lineal

V tal que los campos D¢ que definen (p. 182) los vectores e € E son paralelos, DY (D¢) = 0.
La unicidad es obvia, y para la existencia, basta considerar la conexién con simbolos de

Christoffel nulos en el sistema de coordenadas (x1,...,z,) que define una base de F,

DY(f101 + ...+ fuOn) = (Df1)01 + ... + (D fn)0n.

Definicion: Un campo tangente a X con soporte en una curva diferenciable o: I — X es
una familia de vectores {D;}er, donde Dy € T, X, y es diferenciable (lo que supondremos
siempre) si la funcién (D f)(t) = D.f es diferenciable para toda funcién diferenciable f en un
abierto de X, de modo que define una derivacién D: C*(X) — C*°(I).

El C*°(I)-médulo de los campos con soporte en o se denotard D, = Derg(C*(X),C>*(I)).

Todo campo tangente T en I define un campo tangente con soporte en o
0u(Ty): C(X) 7= C(I) == C(D),
y todo campo tangente D en X también define un campo tangente con soporte en o
D; = Dygyy: C(X) 25 €(X) L= €(I),

En un abierto coordenado, todo campo con soporte es Dy =) . f;(t)0;.
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Lema: Dada una conexion V, el vector (Dv]__))p solo depende de D,, y del valor de D a lo largo
de una curva tangente a D).

Demostracion: En un entorno coordenado, D = ). f;0;, D = Zj 9;0;.

DVD = Y (Dg;)d; + > g;DV8; = >-(Dyg;)d; + Zk 93 1il%;0k
j i J 7

(DVD)p = >2(Dpgj)(0))p + > 9() fi(0)TF (p) (k) p,

J 1,5,k
y (DVD), esté determinado por los valores fi(p), es decir D,, los valores g;(p), es decir D,, y

los valores D,g;, que dependen sé6lo de los valores de g; en una curva tangente a D). q.e.d.

Si T es un campo tangente a un intervalo I, y D es un campo tangente a X, este lema afirma
que TV D esté bien definido como campo a soporte en la curva o: [ — X.

Lema: Eriste una tunica forma de extender 0 : D(X) — Dy a una derivacion covariante de
campos con soporte 9 : Dy — D,

oY (D+D')=08YD+8YD,
0y (f(t)D) = f'(t)D + f(t)(97 D), f e C>(I).

Demostracion: Localmente o(t) = (z1(t),...,zn(t)), y la Unica extensién posible es
OF (S £:00:) = SUI02 + (1) 07 90) = S A0 + A1) (ST (0(0)0n)
7 % ? ? D>

Definicién: Un campo D con soporte en una curva o es paralelo si YD = 0, y la curva es
una geodésica de V si su vector tangente es paralelo, 9 9; = 0.

Teorema: Fijada una curva o: I — X y un vector D, € T,X, p = o(ty), existe un unico campo
paralelo D con soporte en o tal que Dy, = D,,.

Demostracion: En un abierto coordenado, 9y 0; = > hij()0;.
La condicién de que un campo a soporte D = ). f;(t)0; sea paralelo,

0=0'D = Zfi/(t)ai + 22 has (1) fi(£)0;,

z?]

es que las funciones f; definan una solucién de la ecuacion diferencial lineal

fi==22hi()f5

con condicién inicial fi(typ) = a; cuando Dy, =), a;0;.

Por tanto (p. 161), el traslado paralelo de D, luego de una base de T, X, existe y es tinico
en un entorno de tg.

Como este traslado paralelo es lineal, en ese entorno esta definido el de todos los vectores de
T,X. Ahora esté claro que el traslado paralelo puede realizarse en todo el intervalo I.  q.e.d.

Este traslado paralelo de vectores T5 ;) X — T, ;)X es un isomorfismo lineal que depende
de la curva o que conecte el punto (o) con o(t).

Teorema: Fijado D, € T,X, existe una geodésica o: I — X que en t = 0 pasa por p con
tangente Dy, y dos de tales geodésicas coinciden en el intervalo comain de definicion.
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Demostracion: En un abierto coordenado, o(t) = (z1(t),...,z,(t)) es geodésica si

Oy =2y ()01 + ... + 2, (t)On,
0y 0r = w ()0 + X @ () (t)TE ), = 0,

1’7j7k

(1) = = 3 O (0), . (1),

y concluimos por la existencia y unicidad de solucién de una ecuacién diferencial (p.161).

7.2.1. Torsién y Curvatura

La torsién de una conexién lineal V es el tensor de tipo (2,1)
Tory (D1, Dy) = DY Dy — DY Dy — [Dy, D]

y V es simétrica si su torsién es nula, [Dy, Do] = DY Dy — DY Dy; es decir, FZ- = F;“Z

Como Tory (D, D) = 0, basta ver que la torsién es C°°(X)-lineal en el primer indice,

Tory(fD1, Ds) = fDY Dy — (D2f)D1 — fDY D1 + [Da, fD1]
= fDY Dy — (Daf)Dy — D3 Dy + (D2 f) Dy + f[Da, Di]
= fDY Dy — fDy Dy — f[D1, D3] = fTory(D1, D).

La curvatura de V es el tensor de tipo (3, 1), alternado en los dos primeros indices,
R(Dy, Dy, D3) = DY DY D3 — DY DY D3 — [Dy, Dy]¥ Ds,
Veamos, por ejemplo, que es C*°(X)-lineal en el tercero,

R(Di, Dy, fD3) = DY ((D2f)Ds + fD3 D3) = DY (D1 f) D3 + fDY Ds)
— ([D1, Do) f)D3 — f[D1, Da]¥ D3 =
= (D1D2f)Ds3 + (D2f)DY D3 + (D1 f)DY D5 + fDY Dy D3
— (D2D1f)Ds — (D1 f)D3 D3 — (D2 f)DY D3 — fD3 DY Dy
— (D1Dyf)D3 + (D2 D1 f)D3 — f[Dy, Dy]Y D3 =
= DY Dy D3 — fDy DY D3 — f[D1, Ds]¥ D3 = fR(D1, Dy, D).
Decimos que V es plana si localmente admite una base de campos Dy, ..., D, paralelos,

DV D; =0; y que es localmente euclidea si cada punto admite un entorno coordenado en que
los sfmbolos de Christoffel son nulos, 8Y 9; = 0.

Teorema: V es plana si y solo si su tensor de curvatura R es nulo.

Demostracion: Si es plana, R(D;, Dj, Dy,) = DivD]-ka — D]-VDika — [Dy, D;]¥ Dy, = 0, porque
DV Dy, = 0 para todo campo D; luego R = 0.

Reciprocamente, si R = 0, podemos suponer que estamos en el origen de R™.

Tomamos un vector en el origen Dy, y lo prolongamos paralelamente a lo largo del eje OX7;
luego en las rectas paralelas a O X5, y tenemos el campo en el plano OX; X, etc. Este campo D
es diferenciable (las soluciones de una ecuacién diferencial dependen diferenciablemente de las
condiciones iniciales, p. 163) y YD =0 en OX1, 9y D =0 en OX Xz, ..., 0y D =0 en R".

Veamos, por induccién descendente, que 9y D = 0.
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Sioy,,D=...=0yD =0,

0= R(Or41,0r, D) = 82137?1) - 8778731 = arvﬂarvﬂ

T

lo que muestra que 6,? D es paralelo a lo largo de las rectas paralelas a OX, 4.

Como es nulo en la subvariedad OX; ... X,, se anula en OX; ... X, 1.

Repitiendo el argumento con la igualdad R(O,y2,0,, D) = 0 obtenemos que se anula en
OX1 ... X,42, hasta llegar a que Y D = 0 en todo R™. El campo D es paralelo.

Repitiendo el argumento con una base de vectores en el origen, obtenemos una base de
campos paralelos.

Corolario: V es localmente euclidea si y solo si R =0 y Tory = 0.

Demostracion: Si V es localmente euclidea, es claro que R =0y Tory = 0.
Reciprocamente, si R = 0, localmente admite una base de campos paralelos D1, ..., D,.
Si ademds la torsién es nula, [D;, D;] = DY Dj—Diji = 0, y existen sistemas de coordenadas

locales en que D; = 0; (p. 174). Ahora 0/ 9; = DY Dj = 0.

Interpretacién Fisica de la Curvatura: Sea D un campo geodésico, DV D = 0, cuyas curvas
integrales interpretamos como trayectorias de méviles que se mueven inercialmente, sin fuerzas
que actien sobre ellos. La posicion aparente de los méviles préximos a uno dado ha de repre-
sentarse por un campo E tal que DYE = 0, su velocidad relativa por DVE y su aceleracién
relativa por DVDVE. Si V es simétrica, en ausencia de fuerzas, la curvatura se manifiesta por
una aceleracion relativa no nula

R(D,E,D)=DYEVD -~ EVDYD — [D,E|]VD = DVEVD = DVDVE.
Identidad de Bianchi: Si la torsion es nula,
R(Dl, Do, Dg) + R(Dg, Ds, Dl) + R(Dg, Dy, DQ) =0.

Demostracion: Como R es un tensor, basta ver la igualdad en cada punto, asi que podemos
suponer que [D;, D;] =0,

DY DY D3 — DY DY D3 4+ Dy Dy Dy — Dy D3 Dy + Dy DY Dy — DY DY Dy =
= DY (DY D3 — DY Dy) + Dy (Dy Dy — DY D3) + Dy (DY Dy — Dy Dy) = 0.

Diferengia de Conexiones: La diferencia T(Dy, Dy) = D?Dg — D1VD2 de dos conexiones
lineales V, V es un tensor de tipo (2,1). En D; es obvio, y

T(D1, fDs) = (D1f)Dz + DY Dy — (D1f)Dy — DY Dy = fT(Dy, Dy).
1. V y V tienen las mismas geodésicas < T es hemisimétrico.
En una geodésica comin, tenemos que T'(D,, D)) = (D?D)p — (DVD), =0.
Si T es alternado y DVD = 0, también DVD = T(D, D) + DVD = 0.

2. 81V y V tienen las mismas geodésicas y tensores de torsion, son iguales.

Si T es alternado, y la torsién coincide, basta sumar las igualdades

0= (DY Dy — DY Dy) + (DY Dy — DY D)
0= (DYD, — DY Dy) — (DY Dy — DY Dy)
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3. FExiste una unica conexion simétrica que tiene las mismas geodésicas que V.

La unicidad se sigue de lo anterior. Para la existencia, tomemos el tensor de torsién Tory
y la conexién DY Dy = DY Dy — 1 Tory (D1, Do).

Como —%Torv es alternado, V tiene las mismas geodésicas que V, y es simétrica,

DY Dy — DY Dy — [Dy, D) = DY Dy — DY Dy — [Dy, Do) — Tor(Dy, D) = 0.

7.3. Métricas Riemannianas

Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable X con un tensor covariante de
orden 2 simétrico g definido-positivo en todo punto. Pondremos D - D = g(D, D).

Una métrica riemanniana g es localmente euclidea si cada punto admite un entorno coor-
denado en que g = ), dz; ® dz; (es decir, g;; = 0; - 05 = d;5).

Proposicion: Toda variedad diferenciable X admite una métrica riemanniana g.

Demostracion: Sea X = |J, U; un recubrimiento por abiertos coordenados, {¢;} una particion
de la unidad subordinada, y fijemos en cada abierto U; una métrica riemmaniana g;.

La métrica g = ), ¢;g; es definido-positiva: si 0 # D € T, X, entonces 0 < Y. ¢;(x)g:(D, D)
porque algiin sumando es positivo y ninguno es negativo.

Teorema: Si g es una métrica riemanniana, exriste una unica conexion lineal simétrica V (la
conexion de Levi-Civita) tal que Vg = 0.

Demostracion: La condicion Vg = 0 significa que la conexién deriva el producto escalar,
D(D; - Dy) = (DVDy) - Dy + Dy - (DY Dy),
lo que permite escribir V en cualquier abierto coordenado en funcién de g,

0;(0; - Ok) = (0Y 9;) - Ok + 0 - (9 O,
O (0; - ;) = (O i) - 0 + ;- (O 9;)
0;(Ok - 0;) = (0} Ok) - O + Oy - (0} ;)

Suméndolas con signos alternos, y usando que 0 = [9;,9;] = 9Y 9; — (9jv oi,
(*) 2(0y 0;) - O = 0i(0; - k) — k(s - B5) + 03By, - D).

Como g es no singular, esta igualdad determina (“)ZV 0, lo que prueba la unicidad de V.

En cuanto a la existencia, se define en los abiertos coordenados por la igualdad anterior, y
se comprueba ficilmente que es una conexién simétrica, y que Vg = 0. La unicidad muestra que
esta definicién no depende de coordenadas, y tenemos una conexién globalmente definida.

Nota: Si ponemos g;; = 9; - 9; y (¢"/) denota la matriz inversa de (g;;), la igualdad (x) permite
expresar los simbolos de Christoffel de V en términos de la métrica g,

1 dgjn  09ij | Ogni
k1 kh ( 99ih _ Oij .
4 2 Zhg < ox; oxy, + a’L'j

Corolario: Las geodésicas tienen maodulo constante.
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Demostracion: at(f)t . 3t) == (8,?@) . 8t + 3t . (8?@) =0- 8t + 8,5 -0=0.
Teorema: Una métrica g es localmente euclidea si y solo si su tensor de curvatura R es nulo.

Demostracion: Si g =), dz; ® dz;, su conexién de Levi-Civita es Ffj =0,y R=0.
Reciprocamente, si R = 0, cada punto p tiene un entorno con una base de campos paralelos
(D1,...,Dy,), y podemos suponer que forman base ortonormal en p.
Forman base ortonormal en todo un entorno porque las funciones D; - D; son localmente
constantes,

Dy(D; - D;) = (DY D;) - D; - (DY D;) =040 = 0.
Ademas [D;, D;| = DZ-V D; — D]-VDi =0, y en un entorno coordenado tendremos D; = 0; (p.
174), de modo que g;; = D; - Dj = §;j.
Definicion: El tensor de Riemann-Christoffel de una métrica riemanniana g es

Ry 2(D1, D D3, Dy) = R(D1, D3, Dy) - Ds.

Teorema: 1. R272(D2, D1; Dg, D4) = —R272(D1, DQ; D3, D4).
2. Ry 2(D1, Do; Dy, D3) = — Ry 2(D1, Da; D3, Dy).
3. Ry2(D3, Dy; D1, D3) = Ry 2(D1, Do; D3, Dy).

4. La suma circular en tres indices, dejando fijo el cuarto, es nula.

Demostracion: La primera se debe a que R es alternado en sus dos primeros indices.
Para la segunda, como Ra2 es un tensor, podemos suponer que [D;, D;] =0,
0 = [D1, D2](D3 - Dy) = (D1D2 — D2D1)(D3 - Dy) =
= D1(DY D3 - Dy+ D3 - DY Dy) — Dy(DY D3 - Dy + D3 - DY Dy) =
= DYDY Ds3-Dy+ DyDs3-DYDy+ DYDs-DyDy+ Ds-DYDyD,
— DY DYDs-Dy— DYDs-DYDy— DY Ds-DyDy— Ds-DyDYDy =
= Ry 2(D1, Do; Dy, D3) + Roo(D1, Da; D3, Dy).
La identidad de Bianchi afirma que la suma circular, dejando fijo el tercer indice, es nula

(luego también dejando fijo cualquier otro, una vez probada la propiedad 3, porque las permu-
taciones que dejan invariante Rg o pasan el tercer indice a cualquier otro),

Ry 2(D1, D3; Do, Dy) + Ro (D4, D1 Do, D3) + Ro2(D3, Dy; Do, Dy) =0
Ry 2(Da, Dy; D3, D1) + Ro2(D4, D1; D3, Dy) + Ra2(D1, Do; D3, Dy) =0
Ry 9(Da, Dy; Dy, D3) 4+ Ro2(D3, Da; Dy, Dy) + Ra2(Dy4, D3; D1, D) =0

( ) ) ( )=0

Ry 9(D1, D3; Dy, Da) + Ro2(D3, Da; Dy, D1) + Ro 2(D2, D1; Dy, D3

Sumando, y usando las 2 propiedades anteriores, se cancelan las dos primeras columnas y
obtenemos que Ry 2(D1, Da; D3, Dy) = —Ro2(D3, Dy; Do, D1) = Ra2(D3, Dy; D1, Ds).

Curvaturas Seccionales: 75 > puede verse como una métrica simétrica en A2TpX ,
Ry 2(D1 A D2, D3 A Dy) = Ry 2(D1, Da; D3, Dy),
donde también tenemos la métrica A%g que induce (p. 54) la métrica riemanniana g,

(A29)(Dy A D2, D3 A Dy) = (D1 - D3)(D2 - Dy) — (D1 - D4)(D2 - D3).
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Si Il € T, X es un plano, dim A%II = 1, y en él ambas métricas son proporcionales, con un
factor Kpj, la curvatura seccional de II. Si D1, D5 es una base de 11,

Ry 2(D1, Dy; Dy, D3) ‘
(D1 - D1)(D3 - Dg) — (Dy - Dg)?

Ky =

Si no depende de II ni del punto, g es de curvatura constante. Un ejemplo es

4y da?
I 0+ Ky, 227

En las superficies, la tnica curvatura seccional es la curvatura K de la superficie en el
punto, y determina el tensor Rg2: Una superficie riemanniana es localmente euclidea si y sélo
st su curvatura K es nula en todo punto.

7.3.1. Inmersiones Riemannianas

Sea (X, g) una variedad riemanniana, X una subvariedad, y g la restriccién de g a X.
Pongamos T, X = TpX L N,. Si D1, Dy son campos tangentes a X, en general D]_VDQ tiene
una componente tangencial DY Dy, y otra normal ®(Dy, Dy) = (DY Da)*,

DY Dy = DY Dy + ®(Dy, Ds).

Teorema: V es la conezion de Levi-Civita de g, y ® es C* (X)-bilineal y simétrica (luego define
aplicaciones bilineales simétricas ®,: T, X x T, X — Np).

Demostracion: Que V es una conexién simétrica y D(Dy - Dy) = (DVDy)- Dy + Dy - (DVDy) se
prueba proyectando ortogon_almente sobre T, X las correspondientes propiedades de V, usando
que [D1, D3] es tangente a X cuando Dj, D2 lo son.
Ademas ® es simétrica y bilineal,
0= DY Dy — Dy Dy — [Dy, Do
= DY Dy + ®(Dy, Dy) — DY Dy — ®(Dy, Dy) — [Dy, Dy
= ®(Dq, Dy) — ®(D2, D1),
O(f D1, D2) = (fDY Da)* = f(DY Dy)* = f®(Dy, Dy).

Férmula de Weingarten: ®(D1,Ds)- N = —(DYN) - Do; donde N es normal a X.
Demostracion: ®(Dy,Dy) - N = (DY D) - N = D1(Dy- N) — Dy - (DYN).
Ecuacién de Gauss: Si R y R son los tensores de Riemann-Christoffel de X y X,

R(D1, Dy; D3, Dy) = R(Dy, Do; D3, Dy) + ®(D1, D3)-®(Dg, Dy) — ®(D1, Dy)-®(D2, D3)

Demostracion: Como R, Ry ® -® son tensores, podemos suponer que [D;, D;] = 0.

R(Dy, Dy; D3, Dy) = (DY Dy Dy — Dy DY Dy) - Ds
= [DY Dy Dy — Dy DY Dy + DY (®(D3, D4)) — DY (®(D1, Dy))] - D3
= R(D1, D2; D3, Dy) — ®(Dy, D3) - ®(Da, Dy) 4+ (D2, D3) - ®(D1, Dy).
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7.3.2. Curvas e Hipersuperficies

En el caso de una curva de vector tangente unitario 7', el médulo de TVT es la curvatura
de la curva, k = |TVT|, y se anula precisamente cuando la curva es una geodésica.

Si la curva estd en la subvariedad X, tiene también una curvatura geodésica k, = |TVT],
y una curvatura normal k, = |®(T,T)|,

2_ .2 2

K™ = Ky + K.
El caracter tensorial de @ es el Teorema de Meusnier:
Todas las curvas tangentes en un punto a la misma direccion, tienen tgual curvatura normal.
Si la curva esta en un espacio euclideo orientado de dimensién 3, y su curvatura no se anula
. ’ o e 1V

en ningin punto, la normal principal N = =TV T es ortogonal a T,

0=T(T-T)=(TVT)-T+T-(TVT)=2(TVT)-T = 2k(N - T);

y en cada punto de la curva tenemos bien definida la binormal B, de modo que (7', N, B) es
una base ortonormal orientada. La torsién de la curva es 7 = (TVN) - B.

TVT = kN
Férmulas de Frénet: { TVN = —xT + 1B
TVB=-1N

Demostracion: La primera es la definicién de N. En cuanto a la segunda,
(TVN)-T=T(N-T)—N-(TVT)= —N - (kN) = —k.

Ahora, derivando con T la igualdad B - T = 0, vemos que (TVB)-T = 0.
Derivando B - N = 0, vemos que (IVB)-N = —7.
Derivando B - B = 1, vemos que (T'VB) - B = 0.

Teorema: Dada una base ortonormal orientada (T),, Ny, B,) en p € R3, y funciones diferencia-
bles k(t) > 0, 7(t) en un intervalo I, existe una tnica curva I — R? de curvatura k y torsion
T, cuyo triedro de Frénet en tg € I es (T,, Ny, By).

Demostracion: La curva buscada o = (01,02,03), y su triedro de Frénet T' = (f1, fo, f3), N =
(91,92,93), B = (h1,ha,h3), han de ser solucién de las férmulas de Frénet, que junto con las
ecuaciones o, = f;, forman un sistema de 12 ecuaciones diferenciales lineales.

Fijadas las condiciones iniciales o(to) = p, (T4, Niy, Bty) = (Tp, Np, Bp), existe soluciéon en
I, y es tnica (pp. 161, 189).

Sélo hemos de ver que la solucién define una base ortonormal en cada punto, pues de orien-
taciéon positiva a negativa no se pasa de modo continuo. Si A = (7, N, B), hay que ver que
AtA=1,6 AA* = 1.

Es decir, f;fj + gigj + hih; = 6;;. Ahora bien,

(fifj + gigi + hihy)' = fifi + fif} + 9ig9j + 9ig; + hihj + hil; =
= kgifi + Kgjfi + (Thi — kfi)gj + (Th; — kfj)gi — Tgih; — Tgjhi = 0;

y fifj + 9ig; + hihj es constante. Como en p vale d;;, concluimos.
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Definicién: Sea (X;g, V) una hipersuperficie de un espacio euclideo.
En un entorno de cada punto de X podemos fijar un campo de vectores N normal y unitario,
y tenemos una métrica ¢, la segunda forma fundamental de X, tal que (p. 194)

DYD' = DVD' + ¢5(D, D')N;

es decir, ¢o(D,D') = (DVD')- N = ®(D,D’) - N. El endomorfismo de Weingarten es el
endomorfismo ¢ asociado al par de métricas (g, ¢2),

¢2(D,D') = ¢(D) - D'.
Férmula de Weingarten: ¢(D) = —DVN.
Demostracion: (DVN)-N =L1D(N-N) =0,y —(DVN) D' = ¢5(D,D’), (p. 194).
Ecuacién de Gauss: Si Ros es el tensor de Riemann-Christoffel de X,
Ro9(D1, Da; D3, Dy) = ¢o(D1, D3)¢o2(D2, Ds) — ¢2(D1, Ds)$2(Dsa, Ds).

Demostracion: Ry =0,y ®(D;, Dj) - ®(D}, D) = ¢2(Di, Dj)p2(D;, D}), (p. 194).
Ecuacién de Codazzi-Mainardi: DY (¢(D3)) — DY (¢(D1)) = ¢([D1, Ds)).

Demostracion: Basta tomar la componente tangencial en la siguiente igualdad, debida a que el
tensor de curvatura de un espacio euclideo es nulo,

0= DY DYN — Dy DYN —[D1,D2]V N = DY (¢(D2)) — D3 (é(D1)) — ¢([D1, D2)).

Definiciones: El endomorfismo de Weingarten ¢ diagonaliza en una base ortonormal (p. 102),
y las curvaturas principales de X son los valores propios ; de ¢ (si se cambia N por —N,
cambian todas de signo). Las lineas de curvatura son las curvas tangentes en cada punto a
un vector propio (luego no nulo) de ¢.

Teorema de Euler: Las curvaturas principales k; son las curvaturas normales de las lineas de
curvatura.

Demostracion: Si |[T| =1y ¢(T) = k;T, entonces k; = ¢(T)-T = ¢p2(T,T) = kin.

Teorema: Las unicas hipersuperficies cerradas y conexas del espacio euclideo con todos sus
puntos umbilicos, ¢ = Ald, son los hiperplanos y las hiperesferas.

Demostracion: n = dim X. Si ¢ = Ad, entonces A = %tr¢ es una funcién diferenciable, y por la
ecuacién de Codazzi-Mainardi,

0 = DY (AD2) — Dy (AD1) — A[Di, D3] = (D1A) D2 — (Do A) D

Tomando D1, Dy independientes vemos que DA = 0 para todo campo tangente D en X.

Luego ) es constante, por ser X conexa.

SiA=0,¢=0, DVN =0,y N es localmente constante, N = > a;0;.

Tomemos el campo de la homotecias H = ), ;0;, de modo que DV H = D para todo campo
D, y cuando D es tangente a la hipersuperficie,

D(H-N)=(DVH)-N+H-DVN=D-N+H-0=0.
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H-N =3, a;x; es constante, y cada punto tiene un entorno contenido en un hiperplano.
Como es conexa, toda la hipersuperficie estd contenida en un hiperplano.

Como es cerrada, es todo el hiperplano.

Si A # 0, tenemos que DV (H + %N) =D+ %DVN =0.

Luego H + 3N =3, a;0;, y |H — 3, a;0;] = ﬁ en la hipersuperficie.

Localmente est4 contenida en la hiperesfera Y, (z; —a;)? = %, y concluimos igual que antes.

Superficies: Si X es una superficie de un espacio euclideo de dimensién 3, en cada punto
tenemos dos curvaturas principales k1, ko (coincidentes si es un punto umbilico).

Sea D7, D9 una base ortonormal tal que ¢(D;) = k;D;.

Si T = Djcos?d + Dssen ) es unitario, la curvatura normal de las curvas tangentes a 1" es

kn = 2T, T) = ¢(T) - T = (k1DycosV + keDasen ) - T = Ky cos® 9 + Ky sen? 9.
Las curvaturas principales son los valores extremos que toma la curvatura normal.

Teorema Egregio de Gauss: FEl producto kiks de las dos curvaturas principales es un inva-
riante intrinseco de la superficie riemanniana (X, g).

Demostracion: Por la ecuacién de Gauss, k1Ko es la curvatura K de la superficie,

K = Ry3(D1, D2; D1, D) = ¢o(D1, D1)p2(D2, D2) — ¢o(D1, D2)* = k1k2 — 0.

7.4. Grupos de Lie

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G, con una ley de grupo diferenciable
G x G — G, (z,y) = 2y, tal que G — G, x — ! es diferenciable. El neutro se denota e.

Un morfismo de grupos de Lie es un morfismo de grupos diferenciable.

Cada elemento x de un grupo de Lie G define un difeomorfismo

L,: G— G, Ly(g9) = zg,

y un campo tangente D es invariante (a izquierda) cuando L,D = D, Vx € G; es decir,
Ly Dy = Dyy.

Los campos invariantes son estables por el paréntesis de Lie, porque L,[D, D'] = [L, D, L, D’],
y forman el dlgebra de Lie g de G.

Teorema: La aplicacion g — T.G, D — D., es un isomorfismo.

Demostracion: Es inyectiva porque un campo invariante D estd determinado por su valor en un
punto, D, = L, (D).

Ahora, dado D, € T.G, basta ver que el campo {D, = L, D, }es diferenciable; es decir, que
para todo f € C*(G), es diferenciable la funcién

hz) = Dyf = De(f o Ly).

Sea D un campo en G que en el neutro valga D., y consideremos en G x G el campo

D= (0, D) y la funcién f(:v, y) = xy. Acabamos porque h = (ﬁf)’GXe,

h(a) = De(f(ay)> = ﬁ(a,e)f'

Corolario: Todo grupo de Lie admite una base global de campos, y es orientable.
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Teorema: Si : G — G’ es morfismo de grupos de Lie, entonces y: g = T.G — T.G' = ¢
conserva el paréntesis de Lie, y 1+(Dy) = (Y4D)y(q), D € g.

Demostracion: Veamos que D' = ¢, D cuando D’ es invariante y D, = . (D,).
Como ¢Lx = Lw(r)d},

w*(DﬂC) = w*(LJIDC) = Ll[)(m) (w*De) = Lw(x)Dé = D:p(z)v

lo que significa que ¢*(D'f) = D(4" f), y por tanto ¢*([Dy, Do) f) = [D1, Da](¥" f).
Luego ¥[D1, Da], = [DY, Dby (), v terminamos poniendo z = e.

Lema: Los campos invariantes son completos, su flujo estd definido en todo R x G.
Demostracion: La curva integral de un campo invariante D que pasa por x en t = 0 es 0,(t) =

Ly(0e(t)) = woe(t). Luego, si o.(t) esta definida en (—e¢,¢), todas las curvas integrales o, ()
también lo estan, y el campo es completo. q.e.d.

Un morfismo de grupos de Lie ¢g;: R — G, define un grupo uniparamétrico en G,

T(t, ) = g, Togt(T) = TGits = TGrgs = Ts(Te2),

y L, transforma las curvas integrales yg; en curvas integrales zyg:; luego su generador infinite-
simal D es invariante (y D, es el vector tangente en ¢t = 0 a la curva ¢;).

Teorema: Hom (R, G) = g.

Demostracion: Si D es invariante, basta ver que la curva integral g;: R — G que pasa por el
neutro es morfismo de grupos. Como la curva integral que pasa por x es 7¢(x) = xgy,

gs+t = Ts+t(e) = Te(7se) = T5(e)gr = gsgt-
Definicién: La aplicacién exponencial de G es
exp: g — G, exp(D) = g1,

donde ¢; es el morfismo que se corresponde con D. El vector tangente en ¢ = 0 al morfismo
@(t) = gxt es ADe, asi que le corresponde el campo AD,

gt = exp(tD).

Teorema: La aplicacion exponencial es diferenciable, y su aplicacion lineal tangente en el origen
g="Tog — T.G = g es la identidad.

Demostracion: l~)(I,D) = (D,,0) € T,G x Tpg es un campo tangente en G X g, y su curva integral
por (z,D) es t — (x - exp(tD), D); luego su flujo es

T¢(x, D) = (z - exp(tD), D),

y vemos que la aplicacién 7 (e, D) = (exp(D), D) es diferenciable.
Ahora, en g, el vector tangente en t = 0 a la curva tD es D; luego la aplicacion lineal tangente
lo lleva al vector tangente en ¢ = 0 a la curva exp(tD), que es D..
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Teorema: Si ¢: G — G’ es un morfismo, el siguiente cuadrado conmuta,

g exp e

g
g

ex
/ p el

Demostracidn: El vector tangente en ¢t = 0 al morfismo ¥(g;): R — G’ es 1.(D.).
Luego le corresponde el campo invariante ¥, D, y exp(v.D) = 1(g1) = ¥ (exp(D)).

Corolario: Sea G conezo. Si dos morfismos de grupos de Lie 1, p: G — G’ coinciden en el
dlgebra de Lie, 1 = ps: g — ¢, entonces 1 = .

Demostracion: Por el teorema, al ser la aplicacién exponencial un difeomorfismo local en el
origen, coinciden en un entorno del neutro. Se acaba por el siguiente lema.

Lema: Si G es conexo, y U es un entorno del neutro, entonces G = J,, U™. En particular, todo
subgrupo abierto coincide con G.

Demostracién: Sustituyendo U por U~! N U podemos suponer que U = UL,
Ahora H = |J,,U" es un subgrupo, y es abierto porque hU C H cuando h € H.
Luego todas las clases gH son abiertas, y por tanto cerradas; H = G.

Ejemplo: El dlgebra de Lie del grupo lineal Gi(n,R) es M, (R), y cada matriz A se corresponde
con el morfismo de grupos t — et. El paréntesis de Lie es [A, B] = AB — BA, y la exponencial

es exp(A) = e,

Lema: Si G es abeliano y conexo, exp: g — G es un morfismo de grupos epiyectivo.

Demostracion: Consideremos el producto u: G x G — G, p(z,y) = zy.

La aplicacién lineal uy: T.G x T.G — T.G es u.(D., D.) = D, + D., porque claramente es
la identidad en cada factor.

Tomemos D, D’ € g, y sean g, g;: R — G sus morfismos.

Como G es abeliano, ¢:g; = p(g:, g;): R — G es morfismo de grupos, y se corresponde con
el vector py(De, D.) = D, + D.; luego

exp(D + D) = g1hy = exp(D) exp(D’).

Ahora, como es morfismo de grupos, y es difeomorfismo local en el origen, lo es en todo
punto, y la imagen es un subgrupo abierto de G.

Lema: Todo subgrupo cerrado y discreto H de un espacio vectorial real E de dimension finita
estd generado por una familia de vectores linealmente independientes,

H=Ze1®...DZe,.

Demostracion: Sustituyendo E por el subespacio vectorial que genere H, podemos suponer que
H contiene una base vq,...,v, de E.

Consideremos la proyeccién abierta 7: E — E/Zvi + ...+ Zv, ~ S]. 7(H) es un subgrupo
cerrado de ST, y es discreto, porque si U es un entorno del origen que no corta a H en ningin
otro punto, w(U) corta a m(H) s6lo en el neutro.

Como S es compacto, m(H) es finito, y H es un grupo finito-generado de rango r.
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Como la torsién de H es nula, porque lo es la de E, se sigue (p. 112) que H es un grupo
libre, H =Ze1 & ... ® Ze,, y e1,...,e, son linealmente independientes porque generan E.

Teorema: Todo grupo de Lie abeliano y conexo es G ~ (R/Z)" x R™.

Demostracion: El nicleo H de la exponencial g P, @ es un subgrupo cerrado, y discreto
porque la exponencial es difeomorfismo local; luego la exponencial factoriza a través de un
isomorfismo de grupos ¢: E/Ze; + ...+ Ze, — G, diferenciable porque ¢pom = exp lo es, y 7 es

difeomorfismo local.
Ademés, E/Zey + ...+ Ze, ~ (R/Z)" x R".

Corolario: Todo grupo de Lie abeliano, compacto y conexo es un toro (R/Z)".

Corolario: Todo grupo de Lie abeliano es G ~ (R/Z)" x R™ x D, con D discreto.

Demostracion: Consideremos la componente conexa del neutro G, y la sucesién exacta
0—G.—G—G/Ge —0

Como G, =~ (R/Z)" x R™ es divisible, es un Z-mdédulo inyectivo (p. 62) y la sucesién admite
una seccién s: G/Ge — G (diferenciable porque G/G, es discreto) que define un isomorfismo

G~ G x (G/Ge), g (9—5(9),9)



Capitulo 8

Topologia

8.1. Semianillos

En las funciones no suele importar el valor concreto de una funcién en un punto, sélo si
se anula o no. Al identificar en R los nimeros no nulos, obtenemos K = {0, g}, con un punto
cerrado 0 y un punto genérico denso ¢, y las operaciones naturales son

0+0=0 , 0+g9g=9 , g+g9g=g
0-0=0 , 0-g=0 , g-g=g9

de modo que g = 1 es la unidad y K = {0, 1} es un semicuerpo topolégico (1 carece de opuesto).
Cada cerrado ¢ de un espacio topologico X define una funcién continua y.: X — K que sélo
se anula en ¢, y asi podemos identificar los cerrados de X con las funciones continuas X — K,
entender los cerrados como funciones, y aplicarles los conceptos y recursos del Algebra.

De este modo la interseccién y la unién de cerrados se corresponden con la suma y el producto
de funciones, x4 + X6 = Xanbs XaXb = XauUb, Y vemos que los cerrados de un espacio tienen la
siguiente estructura:

Definicién: (A, +,-) es un semianillo conmutativo cuando

1. (A,+) v (A,-) son semigrupos (operaciones asociativas con neutro) conmutativos.

2. Las aplicaciones A —— A son morfismos de semigrupos

alb+c)=ab+ac , 0-a=0

y diremos que es un semianillo reticular si ademds a®> =a, 1 +a = 1.
En estos apuntes todos los semianillos se supondran siempre reticulares.
Un morfismo de semianillos es una aplicacién f: A — A’ tal que

fla+b)=f(a)+ f(b) , f(0)=0
fla-b)=f(a)- f(b) , f(1)=1

Teorema: A* = (A, -, +) también es un semianillo (reticular), el semianillo dual de A.

Demostracion: a+a=a(l+1)=a-1=a,
(a+b)(a+c)=a+alb+c)+bc=a(l+b+c)+bc=a+bc.

El Ejemplo Fundamental: Los cerrados de un espacio topoldgico X forman un semianillo
Ax = A(X) con las operaciones de interseccién y unién,

a+b=anb , 0=X
ab=aUb , 1=0

201
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y cada aplicacién continua ¢: Y — X induce un morfismo ¢~': Ax — Ay.

En general, todo reticulo de cerrados (o de subconjuntos) de X es un semianillo.

El semianillo dual A% es canénicamente isomorfo al reticulo de los abiertos de X.

Diremos que una familia B C Ay estable por intersecciones y uniones finitas (en particular
0,1 € B, y B es semianillo) es base de cerrados si todo cerrado de X es interseccién de
cerrados de la base (sus complementarios forman base de abiertos en el sentido usual).

Definiciones: I C Aesun ideal cuando 0 € I, I+1CI1y A-1C1.
Cada ideal I define una relacién de equivalencia en A,

a=b(méd. I) & a+x=b+uwz, paraalginz €[

y el cociente A/I es semianillo con las operaciones a + ¢ = [a+¢], a - ¢ = [ac].

Tiene la propiedad universal usual; pero el teorema de isomorfia falla.

Por ejemplo, Ay = Ax /Iy cuando Iy es el ideal de los cerrados que contienen a un cerrado
Y; perosii: Z — X es un subespacio denso, i*: Ax — Az es epiyectivo y de nicleo 0, aunque
en general no sea inyectivo.

Si S es un sistema multiplicativo de A, define una relacién de equivalencia en A x S,

(a,s) = (b,t) < atu=bsu, para algin u € S.

at+bs a b _ ab
s

y el cociente Ag es semianillo con las operaciones ¢ + % = T8, 2

Tiene la propiedad universal usual.

Por ejemplo, si p, es el ideal primo formado por los cerrados que pasan por un punto x,
entonces A(X),, es el semianillo de gérmenes en z de cerrados.

Los semianillos integros, los cuerpos, los ideales primos y maximales, y la dimensién se definen
igual que en los anillos, e igualmente se prueba (p. 10) que los ideales maximales son primos.

El espectro de un semianillo A es el conjunto Spec A de sus ideales primos, con la topologia
que definen los ceros de los ideales, (I)g = {p € Spec A: I C p},

t — st”

(INJ)=(T)oU(J)o

(22 i)o = N;(Li)o
(0)op = Spec A
(Ao =10

y cada morfismo de semianillos f: A — B induce una aplicacién
f*: Spec B — Spec A, f*(p) =pN A,

que es continua. Los cerrados (a)p, a € A, son los cerrados bésicos, y sus complementarios
U, = Spec A — (a)o son los abiertos basicos.
El subespacio formado por los ideales maximales es el espectro maximal Spec,, A.

Muchas propiedades de los anillos, y sus demostraciones, valen en los semianillos:

1. Los ideales de A/I se corresponden con los ideales de A que contienen a I, y por tanto
Spec (A/1) = (I)o (p. 59).

2. Todo ideal I # A estd contenido en un ideal maximal (p. 60).

3. El cierre de un punto x € Spec A es (py)o. Por tanto Spec A es Ty, y Spec,, A estd formado
por los puntos cerrados de Spec A (p. 73).
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4. Spec A es compacto (p. 74).

5. Los ideales primos de Ag se corresponden con los primos de A que no cortan a S, y los
ideales primos de Ay se corresponden con los primos contenidos en p (p. 74).

6. Spec (A @ B) = (Spec A) @ (Spec B), (p. 75).

7. Los cerrados irreducibles de Spec A se corresponden con los ideales primos de A, y la
dimension de A es el supremo de las longitudes de las cadenas de cerrados irreducibles (o
de especializaciones xo > 1 ... > =) en Spec A (p. 129).

pero los semianillos tienen algunas propiedades adicionales,

1. El unico elemento invertible es la unidad, y por dualidad, a +b =0 = a = 0.
Si ab =1, entonces a = a - ab = a’b = ab = 1.

2. Si I es un ideal y a+b € I, entonces a,b € I.

3. Todo elemento nilpotente es nulo.
Como a™ = a, si a” = 0, entonces a = 0.

4. Todo ideal finito generado es principal.
aA+bA = (a+b)A, porque a = a(l +b) = a® + ab = a(a + b).

5. Todo semianillo es union de semianillos finitos.

2

El subanillo que genera una familia finita es finito porque a* =a, y a + a = a.

6. El morfismo candnico A — Ag siempre es epiyectivo.
a 2

¢ = { porque as = as*.
que tienen consecuencias tan sorprendentes como agradables,
1. Los ideales principales tiene un unico generador: aA = bA = a =0b.
2. Todo elemento a # 1 estd en alguin mazimal.

3. Un ideal I es mazimal si y solo si AJI =K ={0,1}.

4. Los cerrados basicos (y por tanto los abiertos bdsicos) son estables por uniones e intersec-
ciones finitas:

(a+b)o=(a)oN(b)o , (ab)o= (a)oU(b)o
5. Los primos de A se corresponden con los primos del dual A*, p — p* = A —p.
6. Todo ideal es interseccion de ideales primos.
7. Un ideal primo p es minimal si y sélo si Ap = K.

Teorema de Representacion Espectral: Todo semianillo es candnicamente isomorfo al se-
mianillo de los cerrados bdsicos de su espectro.

Demostracion: Si (a)o = (b)o, entonces aA = bA, y a = b, porque todo ideal es interseccién de
ideales primos, y el generador de un ideal principal es tnico.
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Nota: Ahora es claro que nuestros semianillos son reticulos con el orden a < b < a+b = a. El
primer elemento es 1, el ultimo es 0, min(a,b) = a + b y max(a, b) = ab.

Teorema: El funtor Spec es representable, Spec A = Hom(A, K).

Demostracion: El nicleo de un morfismo A — K siempre es un ideal primo.
Cada ideal primo p es el niicleo del morfismo f: A — K, f(p) =0, f(A—p) =1.

Corolario: Spec (lim A4;) = lfm(Spec 4;), y dim (Iim 4;) < sup{dim 4;}.

Demostracion: La igualdad se debe a que Spec es representable!.

Si p es un ideal primo de A, ponemos p; = A; N p.

Si p # q, existe un indice 7 tal que p; # q;; luego, si pg C p1 ... C pp €s una cadena de primos
en A, existe un indice ¢ tal que (po); C (p1)i... C (Pn)i, vy n < dim A;.

Nota: No es dificil probar la igualdad Hom(X, Spec A) = Hom(A, Ax), de la que el teorema
anterior es el caso particular X = {p}, Ax = K.

Producto Tensorial: Sea {4;} una familia de semianillos, X; = Spec 4;, X =[], X;.

Por el teorema de representacién espectral, A; puede verse como una familia de cerrados en
X;, y por tanto en X, tomando imagen inversa por la proyeccién X — X;.

El semianillo de cerrados de X que generan estas familias se denota ), A;, porque tenemos
morfismos candnicos A; — ), A; con la propiedad universal

Hom(®), A;, B) = [[, Hom(A;, B).

En efecto, dados morfismos f;: A; — B, las aplicaciones continuas f;: Y = Spec B — X;
definen una aplicacién continua ¢: Y — X, y un morfismo f: @), A; C A(X) — A(Y). Por el
teorema de representacién espectral B C A(Y'), y por construccién f(A;) = fi(A;) C B.

Luego f: @), A; — B induce en cada semianillo A; el morfismo f;.

Corolario: Spec (Q); A;) = [[,(Spec 4;),
Specm (®z Al) = Hi(SpeCm Al)

Demostracion: La primera igualdad se debe a que el funtor Spec es representable, y la segunda
a que un punto (z;) € [[; X; es cerrado si y s6lo si todos los puntos z; lo son.

Corolario: dimA ® B = dim A + dim B.

Demostracion: Pongamos X = Spec A, Y = Spec B.

En X x Y se da una especializaciéon (x,y) > (2/,y') siy sélosi x > 2/, y > ¢/.

Ahora es evidente que el supremo de las longitudes de las cadenas de especializaciones en
X xY es dim A 4+ dim B.

Teorema: Un semianillo A es de dimension 0 (todo ideal primo es mazximal) si y sélo si para
cada elemento a € A existe ' € A tal que a’ +a =1, a’'a = 0; y en tal caso se dice que A es
un algebra de Boole.

'El limite inductivo de semianillos es el limite inductivo como conjuntos, con las operaciones obvias. Ahora
bien, como un limite proyectivo puede ser vacio sin serlo los espacios, aunque A; sea una base de la topologia de
X, en general len A; no es una base de la topologia de lirp X;.
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Demostracion: Sea dim A = 0. Si a = 1, tomamos a’ = 0. Si a # 1, y a € p, como todos los
primos son minimales, A, = {0, 1}, y a estd anulado por algin elemento de A — p.

Es decir, ningtin ideal primo contiene a Ann (a) + aA4; luego Ann(a) + aA = A, y existe
a € Atal que d'a=0,y 1=ad + ab para algtiin b € A,

d+a=d+a(l+b)=a+d +ab=a+1=1.

Reciprocamente, si p es un primo de A y a € p, entonces a’ ¢ p porque o’ + a = 1; luego
9 =0 en Ay, al estar anulado a por a’ € A — p. Se sigue que A, = {0,1}, y p es minimal.
Como todos los primos son minimales, todos son maximales.
Corolario: En las dlgebras de Boole el complemento a' es inico, y define un isomorfismo con

el semianillo dual; (a +0b) = a't, (ab) =a’' +b'.

Demostracidn: Las igualdades @’ + a = 1, a’a = 0, muestran que en la representacion espectral
a’ es el complementario del cerrado a, y ahora todo es evidente.

Corolario: Toda dlgebra de Boole es union de dlgebras de Boole finitas, y toda dlgebra de Boole
finita es isomorfa al semianillo de las partes de un conjunto finito.

Demostracion: Si A es un édlgebra de Boole, toda familia finita a1, ..., a, estd contenida en el

semianillo que generan ay,...,an,a,...,al, que es un dlgebra de Boole finita.

tiad (%]
Si ademads A es finita, A = A(Spec A), y todos los cerrados de X = Spec A son abiertos.
Como X es Tp, sus puntos son cerrados, y su topologia es la discreta; luego A coincide con

el semianillo de todos los subconjuntos del conjunto finito X.

8.2. Espacios Compactos

De ahora en adelante supondremos que los espacios son Ty (los cerrados separan puntos,
puntos distintos tienen cierres distintos).

Sea B una base de cerrados de un espacio X. Cada punto z € X define un ideal primo p,
de B, formado por los cerrados de la base que pasan por x. Esta aplicacién

X — Spec B, x — pg,

es inyectiva porque X es Ty, es continua y de imagen densa porque b = (b)g N X, y es un
homeomorfismo con la imagen porque B es una base de X.

Teorema: X es compacto si y solo si Spec,, B C X.

Demostracion: Sea m un ideal maximal de B.

La interseccién de cualquier familia finita de m es no vacia, porque 1 ¢ m.

Luego, si X es compacto, la intersecciéon de todos los cerrados de m es no vacia, m C p, para
algin z € X, y m = p, porque m es maximal.

Reciprocamente, si un cerrado (I)g de Spec B no corta a Spec,, B, es vacio, porque todo
ideal de B esta contenido en algiin maximal.

Como Spec B es compacto, todo subespacio que contenga a Spec,, B es compacto.

Corolario: X es compacto y Ty si y solo si Spec,, B = X.

Demostracion: Si X es compacto y 17, hemos de probar que los ideales p, son maximales.
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Si un cerrado ¢ € B no pasa por z, por compacidad en la base hay un cerrado b que no corta
a ¢y pasa por z; es decir, b € p, vy b+ ¢ = 1. Luego p, + cB = B, y p, es maximal.

Teorema de Tychonoff: El producto directo [[; X; de espacios compactos es compacto.

Demostracion: Sea A; = A(X;). Por definicién A = ), A; es una base de cerrados de [[; X;, y
Spec,, 4; € X; cuando X; es compacto. Terminamos porque (p. 204)

Spec,, A =[], Spec,, A; C ], Xi € Spec A.

Corolario: Todo limite proyectivo de compactos Hausdorff no vacios es un compacto Hausdorff
no vacio.

Demostracion: Si {X;, ¢;i} es un sistema proyectivo, su limite proyectivo es el subespacio
M;; Ysi € I1; Xi, donde

Y= {(zs) € Hz Xit @i = ¢ji(xj)}7

y las intersecciones finitas no son vacias porque el sistema de indices es filtrante. Cuando los
espacios X; son separados, Yj; es cerrado, y vemos que ﬂl j Y;; es un cerrado no vacio.

Lema: Si una aplicacion continua ¢: X — Y es cerrada, el morfismo ¢~1: Ay /(AyNI) — Ax /I
es inyectivo para todo ideal I de Ax.

Demostracion: a,b € Ay. Si ¢~(a) +c= ¢~ 1(b) + ¢, c € I, entonces ¢(c) € Ay, y
a+¢(c) =ane(c) = p(¢~ " (a) Ne) = (7' (b)) Nc) = b+ ¢(c)
donde ¢(c) € Ay NI, porque ¢~ (¢(c)) € I, ya que contiene a ¢ € I.
Proposicién: Sea {X;, ¢j;} un sistema proyectivo. Si las aplicaciones ¢j; son cerradas,
Specy, (Iim 4;) = lim(Spec,, A;), A; = A(X;).

Demostracion: Spec (lim A;) = lfm Spec A;; p = (pi)ier, donde p; = A; N p.

Por el lema, los morfismos qﬁj_ili A;/p; — Aj/p; son inyectivos, asi que
A/p = 1m(A;/pi) = U; Ai/pi
y estd claro que A/p = K si y sélo si A/p; = K para todo indice 1.

Teorema: Sea {X;, ¢;i} un sistema proyectivo de espacios compactos no vacios. Si las aplica-
ciones ¢j; son cerradas, el limite proyectivo es compacto y no vacio.

Demostracion: A =1lim A; # 0 porque los espacios X; no son vacios, y

Spec,, A = lim(Spec,, A;) C lfim X; C Spec A.
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8.3. Separacion

Dos puntos p; # ps del espectro de un semianillo A hibridan si estan en el cierre de algin
punto; es decir, si p; N po contiene algun ideal primo.

La condicién de que no hibriden, en términos de los primos p; = A — p; del semianillo dual
A*, es que ningun primo de A* los contenga, pj + p5 = A*.

En A, esta igualdad afirma la existencia de elementos a1, as tales que ajas = 0, a; ¢ p;; es
decir, que ambos puntos tienen entornos disjuntos en Spec A.

Proposicién: X es Hausdorff si y sdlo si los puntos de X C Spec B no hibridan.

Demostracion: Por definicion X es Ty si para cada par de puntos x1,z2 € X existen b1,by € B
tales que b; ¢ pg, v biba = 0, lo que significa que los ideales primos pg, , Py, de B no hibridan.

Proposicién: Sea X un espacio T1. X es regular (los abiertos separan puntos de cerrados) si
y solo si los puntos de X no hibridan con los de Spec,, Ax.

Demostracion: Sea r € X, y m un maximal de Ax tal que algin cerrado ¢ € m no pasa por el
punto z. Si X es regular, existen cerrados a, b tales que

ab=0 , a+c=1 , bé¢my,

luego a ¢ m, porque ¢ € m, y los maximales m;, m no hibridan.
Reciprocamente, si un cerrado ¢ de X no pasa por x, por hipdtesis para cada maximal m;
que contenga a c existen cerrados a;, b; de X tales que

a; ¢m; , bid¢dmy , ab=0.

Ahora el cerrado (¢)o N ([);(ai)o) no corta a Spec,, Ax, asi que es vacio.
Como Spec Ax es compacto, existe una familia finita aq,...,a, tal que

Q):(C)oﬁ(al)oﬁ...ﬁ(an)oz(C+a1+...+an)0,
l=c+a1+...+ay.

Poniendo a = a1 + ...+ ap, b ="0;...b,, tenemos que ab =0, a+c =1, z ¢ (b)o.
Los abiertos basicos Uy, Uy cortan a X en entornos disjuntos de ¢y .

Definicién: Un semianillo A es normal si para cada par ai,as € A con suma a; + a2 = 1
existen b1, by € A tales que

ar+br=1 , ax+by=1 , bby=0,

y un espacio X es normal si su topologia Ax es normal; es decir, si cerrados de X disjuntos
tienen entornos disjuntos.

Ejemplos: Un algebra de Boole es normal, pues basta tomar b; = a.
El espacio {0, ¢}, con un punto denso g, es normal; pero no 7T7.

Teorema: Si A es un semianillo, las siguientes condiciones son equivalentes,
1. A es un semianillo normal.
2. Spec A es un espacio normal.

3. Cada ideal primo de A estd contenido en un unico ideal mazimal.
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Demostracion: (1 = 2) Si (I1)o y (I2)o son disjuntos en Spec A, como
0= (I1)o N (I2)o = (11 + I2)o,
existen a; € I; tales que a; + a2 = 1, y por hipotesis tenemos b; € A tales que

(ai)o N (bi)o = (a; + bi)o =0,
(b1)o U (b2)o = (b1b2)o = Spec A.

Los abiertos basicos Uy, , Uy, son entornos disjuntos de los cerrados dados.
(2 = 3) Dos puntos cerrados de Spec A tienen entornos disjuntos; luego no hibridan.

(3 = 1) Por hipétesis el cierre de cada punto tiene un tnico punto cerrado, y los puntos
cerrados tienen entornos disjuntos; luego dos puntos con cierres disjuntos siempre tienen entornos
(que podemos suponer basicos) disjuntos.

Si aj + ag = 1, los cerrados C1 = (a1)g y C2 = (a2)p son disjuntos.

Si z € (', cualquier punto de Cy y x tienen entornos bésicos disjuntos.

Como Cs es compacto, y los abiertos bédsicos son estables por uniones e intersecciones finitas,
C5 y z tienen entornos basicos disjuntos.

Como C es compacto, C1 y Cy tienen entornos basicos Uy, , Uy, disjuntos,

(ai)o € Us;, 0= (ai)oN (bi)o = (a; +bi)o, a; +b;=1
0= Ub1 N Ub2, Spec A = (bl)O U (bg)o = (blbg)o, biby =1

Corolario: Toda base B de un compacto Hausdorff X es normal.
Demostracion: X = Spec,, B, vy los puntos de X no hibridan.

Lema: Si A es normal, dos cerrados disjuntos de Spec,, A tienen siempre entornos disjuntos en
Spec A.

Demostracion: Si dos cerrados (I1)g, (I2)p de Spec A cortan a Spec,, A en cerrados disjuntos,
entonces (I1)o N (I2)o = (I1 + I2)o = O (todo ideal # A estd en un maximal), y los cerrados
(I1)o, (I2)o tienen entornos disjuntos porque Spec A es normal.

Corolario: Si A es normal, Spec,, A es Hausdorff.
Corolario: A es un dlgebra de Boole si y sélo si Spec A es Hausdorff.

Demostracion: Toda algebra de Boole es normal; luego Spec A = Spec,, A es 1.
Si Spec A es T, sus puntos son cerrados, y A es un algebra de Boole (p. 204).

Teorema del Retracto Continuo: Si A es normal, la aplicacion r: Spec A — Spec,, A que
asigna a cada primo el unico maximal que lo contiene, es un retracto continuo.

Demostracion: Notese que cada punto x € Spec,, A estd en el cierre de todos los puntos de su
fibra r~!(x); luego todo entorno de x en Spec A contiene a r~*(z).

Sea U un abierto de Spec,, A y C el cerrado complementario.

Por el lema, cada punto z € U y C tienen entornos disjuntos V., W, en Spec A.

Luego r~1(z) C V,, r1(C) € W,, y por tanto V, C r~1(U).

Concluimos que r~H(U) = J,cy Va es abierto, y r es continuo.
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8.4. Espacios Noetherianos

Un semianillo A es noetheriano si todo ideal es finito generado (luego principal).
Un espacio topolégico X es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados es finita
(por ejemplo, el espectro de un anillo noetheriano).

Todo espacio noetheriano X es compacto, y

1. Todo subespacio Y de X también es noetheriano (y compacto)

Una cadena infinita de cerrados Cy D C7 D ... en Y definiria una cadena infinita de
cerrados Cyg D C1 D ... en X, porque C; =C; NY.

2. X tiene un ndmero finito de componentes irreducibles.

Si X no fuera unién finita de cerrados irreducibles, X = Y7 U Y5, donde alguno de los dos
cerrados Y7, Y5 también tiene tal propiedad, lo que definiria una cadena decreciente infinita
de cerrados en X. Esto da una demostracién alternativa de la existencia de un nimero
finito de primos minimales en los anillos noetherianos (p. 129).

3. Ax es un semianillo noetheriano, y es la unica base de la topologia X .

Si un elemento ¢ de un ideal I de Ax no lo genera, hay un cerrado en I que esta contenido
estrictamente en ¢, asi que un ideal no principal definiria una cadena decreciente infinita
de cerrados. Ademas, cualquier base de X es Ax porque la interseccién de una familia de
cerrados coincide con la de una subfamilia finita.

4. Los cerrados irreducibles de X se corresponden con los ideales primos de Ax.

Un cerrado ¢ de un espacio X es irreducible si y sélo si el ideal cAx es primo. Si X es
noetheriano, todos los ideales primos de Ax son principales, y acabamos.

Si A es un semianillo noetheriano, Spec A es un espacio noetheriano, porque los ideales de
A se corresponden con los cerrados de su espectro, (I)g = (J)o < I = J; luego (por 3)

A = A(Spec A).

Sin embargo, si un espacio X es noetheriano, la inclusién X C Spec Ax es estricta si algin
cerrado irreducible de X no es el cierre de un punto.

Teorema: El funtor Spec define una antiequivalencia de la categoria de semianillos noetherianos
con la de espacios noetherianos en que todo cerrado irreducible tiene punto denso,

Semianillos | «., |Espacios noetherianos A = A(Spec A)
noetherianos con puntos genéricos | © X = Spec (Ax)

8.5. Espacios Finitos

En todo conjunto ordenado finito (X, <) tenemos una topologia tomando como cerrados
los subconjuntos estables por especializacién (x < y € C = x € C), y ésta topologia define
claramente el orden inicial. Ademds una aplicacién f: X — Y es continua precisamente cuando
conserva el orden, x <y = f(x) < f(y).

Reciprocamente, en un espacio topoldgico finito X los cerrados son las uniones (obviamente
finitas) de cierres de puntos, y la topologia de X esta totalmente determinada por los cierres de
los puntos; es decir, por la relaciéon de orden

<y cuando z € {y}.
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Los funtores A ~» Spec A, X ~ A(X) definen una equivalencia de categorias

Semianillos] * w., |Espacios| _ Ordenes
finitos finitos | | finitos

Corolario: Todo limite proyectivo de espacios finitos no vacios es compacto y no vacio.
Demostracion: Si X; = Spec A;, entonces lim X; = 11;m(Sp60 A;) = Spec (Ign A;).

Definicion: La subdvisiéon baricéntrica 5X de un orden finito X es el espacio de sus cadenas
ro < x1 < ...< Iy, ordenadas por inclusién.

Tenemos una aplicaciéon continua canodnica X — X que asigna a cada cadena su ultimo
elemento, y la anti-imagen de un cerrado Y es gY.

Las subdivisiones iteradas 87X se definen inductivamente, f"X = B(3"~'X), y obtenemos
un sistema proyectivo

— X X — . — X — X

La realizacién geométrica | X| de un espacio finito X es el subespacio de puntos cerrados
de lim " X, y es claro que | X| = [8X]| = |B"X]|.
Si A,, denota la topologia de "X, las aplicaciones continuas f"T'X — "X inducen mor-
fismos A, — A1, y tenemos que lfm "X = lim(Spec A,,) = Spec (lim A4, ). Luego
| X| = Spec,, (lim A,,).
Una aplicacién continua f: X — X’ induce una aplicacién cerrada

Bf: BX — BX'

que lleva xy < z1... < z, en la mayor cadena contenida en f(xg) < f(z1)... < f(zp).
Tenemos aplicaciones cerradas " f: "X — "Xy, por el lema de la p. 206,

Spec (lim A;) = lfm 8" X — lim B" X" = Spec (lim Al)
lleva puntos cerrados en puntos cerrados, y define una aplicaciéon continua
£l X — X,
Cuando Y — X es una inmersién cerrada, |Y| — Y X x |X| es un homeomorfismo.

Teorema: La realizacion geométrica del orden finito A, = {0,1,...,n} es el n-tetraedro, el
subespacio {(tg,...,t,) € R" ™ i tg+ ... +t, =1,t; > 0}.

Demostracion: Sea Aj el reticulo de las uniones finitas de simplices cerrados (vértices, aristas,
caras, etc.) del n-tetraedro. Estos simplices son los generadores de los ideales primos de Aj, asf
que Spec A1 tiene un punto por cada simplice, y el orden es la relacién de incidencia.
Numerados los vértices del tetraedro, tenemos que Spec A1 = S4A,,, donde cada simplice se
identifica con la sucesién formada por sus vértices.
Sea A; 11 el reticulo de las uniones finitas de simplices de la i-ésima subdivision baricéntrica
del tetraedro (tomando como nuevos vértices los baricentros de los simplices de la anterior).
Ahora Spec A; = 'A,,, y tenemos cuadrados conmutativos

Spec A;+1 — Spec4;

I |
/Bi+1An — BlAn
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lim B'A,, = lim Spec (4;) = Spec (lim 4;)
A = Specy, (lim A;) = Spec,, B

Ahora bien, B es una base de cerrados del tetraedro, que es un compacto 77, y coincide por
tanto (p. 205) con el espectro maximal de cualquier base de cerrados. q.e.d.

Nétese que B es una base de un compacto Hausdorff; luego es normal (p. 208) y tenemos un
retracto continuo r: lfm 8°A, = Spec B — Spec,, B = |A,].

Teorema: La realizacion geométrica de cualquier espacio finito X es un poliedro finito (tene-
mos un homeomorfismo |X| ~ P con una unién finita P de simplices cerrados de un tetraedro,
y tal homeomorfismo es una triangulacién de |X|).

Demostracion: Una vez numerados los puntos de X, tenemos que X es un cerrado de SAy;
luego |BX| = |X]| es un cerrado de |5A,| = |A,| formado por simplices.

Ejemplos: La demostracién anterior prueba que el poliedro | X| tiene un vértice por cada punto
de X, una arista por cada cadena xg < x1 (que une los vértices xg, x1), una cara por cada cadena
xo < x1 < x2 (que une las aristas zog < x1,21 < T2, To < x2), etc.

Representamos los espacios finitos con un diagrama de puntos a distintas alturas, con un
segmento que une un punto y con un punto inferior x cuando x < y; es decir, el cierre de cada
punto estd formado por los que estdn bajo él (y los puntos cerrados son los més bajos).

Por ejemplo, las realizaciones geométricas de los espacios finitos

I > Ké{

son un segmento, un triangulo, una circunferencia y una esfera respectivamente.

Todo semianillo es limite inductivo de semianillos finitos, asi que todo espacio X se aproxima
por poliedros, en el sentido de que es un subespacio denso de un limite proyectivo de espacios
finitos: X C Spec Ax = Spec (lim A;) = lim(Spec 4;).

Lema de Uryshon: Si Cy y C1 son cerrados disjuntos de un espacio normal X, existe una
funcién continua f: X — [0,1] tal que f(Cpy) =0, f(Cy) = 1.

Demostracion: Consideremos el espacio finito I = 8A; = {0, 1, g} con dos puntos cerrados 0,1 y
un punto genérico g. Dar una aplicacién continua ¢: X — I es dar un par de cerrados disjuntos
Co = ¢ 1(0),Cy = ¢~ (1), y la existencia de entornos abiertos disjuntos Uy, Uz en X equivale a
levantar ¢ a una aplicacién continua ¢1: X — (51,

donde Uy = d)l_l{(),a:og}, Uy = gzﬁl_l{l,mlg}, y por tanto qﬁl_l(g) =X — (U UUy).

Como SI esta formado por dos copias de I, reiterando el argumento podemos levantar ¢ a
una aplicacién continua ¢o: X — (21, y asi sucesivamente.

La funcién continua f la proporciona ahora el retracto continuo,

X — lim "A; —— |Aq| =[0,1].
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8.6. Compactificaciones

Una aplicaciéon continua X — K es una compactificacién de X si es un homeomorfismo
con un subespacio denso de un compacto K.

Todo espacio admite la compactificacién X — Spec Ax y, cuando es T, la compactificacion
X — Spec,, Ax. Vamos a estudiar las compactificaciones Hausdorff.

Los ceros z(f) = {x € X: f(x) = 0} de funciones continuas f: X — R forman un subanillo
Z(X) C Ax (aunque en general Z(X) no es base de la topologia de X) porque

2(f)+2(h) = 2(f2+ 1), 2(0)
2(f)z(h) = 2(fh) , 2(1)

Lema: El semianillo Z(X) es normal.

0
1

Demostracion: Si z(f) y z(h) son disjuntos, la funcién continua g = |f| — |h| es positiva en z(h)
y negativa en z(f), y poniendo f' = 1(g — |g), ' = (g + |g|), tenemos que

2f)+=2(f)=1 , zh)+zk)=1 , 2z(f) 2(h)=0 q.ed.

Ahora X = Spec,, Z(X) es un compacto Hausdorff (p. 208) y tenemos un retracto con-
tinuo r: Spec Z(X) — Spec,, Z(X). Componiendo con la aplicacién continua de imagen densa
X — Spec Z(X) (puede no ser inyectiva si Z(X) no es base de X) obtenemos una aplicacién
canoénica de imagen densa j: X — BX, que es universal®:

Teorema: Hom (58X, K) = Hom(X, K), f — fj, para todo compacto Hausdorff K.

Demostracion: Una aplicacién continua ¢: X — K define un morfismo ¢~ ': Z(K) — Z(X), y
por el lema de Uryshon Z(K) es una base de K; luego K = Spec,, Z(K).
La extension a X requerida (inica porque la imagen de X — X es densa y K es T) es

BX = Spec,, Z(X) — Spec Z(X) — Spec Z(K) —— Spec,, Z(K) = K

Definicién: Un espacio X es completamente regular cuando Z(X) es una base de la topologia
de X (las funciones continuas separan puntos de cerrados).

Todo subespacio de un espacio completamente regular también lo es, y por el lema de Urys-
hon, todo espacio normal y T es completamente regular.
Todo espacio completamente regular es regular, y por tanto Hausdorff.

Teorema: Si X es un espacio topoldgico, las siguientes condiciones son equivalentes,
1. X admite una compactificacion Hausdorff.
2. BX es una compactificacion de X (la compactificacién de Stone-Céch).
3. X es completamente regqular.

Demostracion: (3 = 2) Si X es completamente regular, j: X — SX es una compactificacién
porque Z(X) es base de la topologia de X.

La implicaciéon 2 = 1 es obvia, y por iltimo, si X admite una compactificacién Hausdorff
X — K, como K es completamente regular, el subespacio X también.

2La existencia de una aplicacién continua universal en los compactos Hausdorff se sigue del Teorema de
Representabilidad; pero hemos preferido dar esta construccién directa.
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Proposicion: Un espacio topolégico T1 es normal si y sélo si BX = Spec,, Ax.

Demostracion: Si X es normal, la extensién a Spec,, Ax de una aplicacién continua X — K
(Gnica porque la imagen de X — Spec,, Ax es densa y K es Ty) es

X < Spec,, Ax — Spec Ax — Spec Ay —— Spec,, Ax = K.

Si X = Spec,, Ax, entonces Spec,, Ax es Hausdorff, y los maximales de Ax no hibridan;
luego Ax es normal. q.e.d.

C(X) denota el anillo de las funciones reales continuas en un espacio X, y C*(X) el de las
funciones continuas y acotadas.
Cada punto x define un ideal maximal m, = {f € C(X): f(x) = 0}, y esta aplicacién

X — Spec,, C(X)

es continua y de imagen densa porque (f)oNX = z(f).
Igualmente tenemos una aplicacién continua de imagen densa

X — Spec,, C*(X).
Teorema: X = Spec,, C*(X).

Demostracion: C*(X) = C(BX) por la propiedad universal de 5X.
Spec,, C(BX) = 58X, porque X es un compacto Hausdorff (p. 159).

Teorema: X = Spec,, C(X).

Demostracion: Cada ideal I del semianillo Z(X) define un ideal I' = {f € C(X): z(f) € I} de
C(X), y cada ideal J de C(X) define un ideal z(J) = {z(f): f € J} de Z(X).

Ahora, si m es un maximal de Z(X), el ideal m’ también es maximal, pues si existiera un
ideal m’ C J C C(X) tendriamos que m = z(w') C z(J) C Z(X) (si z(f) = 0, entonces f es
invertible). Igualmente, si m es un maximal de C(X), el ideal z(m) también es maximal, pues si
existiera un ideal z(m) C I C Z(X) tendriamos que m C I’ C C(X).

Obtenemos asi una biyeccién natural Spec,, Z(X) = Spec,, C(X), y es homeomorfismo por-
que los ceros de z(f) se corresponden con los ceros de f.

Definicién: Diremos que una subélgebra B C C(X) separa puntos de X si para cada par de
puntos x # y existe una funcién continua f € B tal que f(z) # f(y). En tal caso, para cualquier
par de numeros reales a # b existe h € B tal que h(z) = a, h(y) = 0.

Teorema de Stone-Weierstrass: Sea K un compacto Hausdorff. Una subdlgebra B de C(K)
es densa si y solo si separa puntos de K.

Demostracion: Si B es densa, y tomamos f € C(K) tal que f(x) =0, f(y) = 1 (existe por el
lema de Urysohn), cualquier funcién h € B tal que ||f — h| < % separa los puntos z,y.

Reciprocamente, si B separa puntos, considerando su cierre podemos suponer que B es
cerrada, y basta ver que dada f € C(K) y € > 0, existe h € B tal que || f — h|| < e.

Fijado z € K, para cada y € K existe h, € B tal que hy(z) = f(z), hy(y) = f(y).

En un entorno U, tendremos que h < f + ¢, y existen unos puntos yi,..., ¥y, tales que los
abiertos Uy, recubren K. Sea h, = min(hy,,...,hy,).

Es claro que hy(x) = f(z) y he < f + ¢, y por el siguiente lema h, € B.
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En un entorno V, de x tendremos que f — e < h,, y existen puntos x1, ..., tales que los
abiertos Vg, recubren K. Ahora h = max(hg,,...,hs,,) €E B,y f—e<h< f+e.

Lema: Si f,h € B, entonces max(f,h), min(f,h) € B.

Demostracion: Como max(f,h) = $(f +h+|f —h|) y min(f,h) = f +h —max(f, h), basta ver
que |f| es adherente a B cuando f € B. Ahora bien, la serie

VIi—t=1-3t+...

es uniformemente convergente en |¢t| < 1. Si P,(t) es su polinomio de Taylor de grado n, para
cada € > 0 existe n tal que |P,(t) —+/1—1t| < e en todo || < 1.
Si f € B, dividiendo por una constante tenemos que |f| < 1, y poniendo t = 1 — f(x)?,

1Po(1=f2) = [fll = [Pa(1 = f%) = V1= (1= fA)| <e¢;
luego |f| es adherente a B, porque P,(1 — f?) € B.

Corolario: Si X es o-compacto, una subdlgebra B de C(X) es densa (con la topologia de la
convergencia uniforme sobre los compactos) si y sélo si separa puntos de X.

Demostracion: Si B separa puntos de X, para cada compacto K C X tenemos que la imagen
del morfismo de restricciéon B — C(K) separa puntos de K.
Luego es densa en C(K), y esto significa que B es densa en C(X).

Teorema de Extension de Tietze: Sea X un espacio normal y 1. El morfismo de restriccion
C*(X) = C*(Y) es epiyectivo para todo cerrado Y de X.

Demostracion: Al ser X normal y T, su compactificacion de Stone-Céch es S X = Spec,, Ax.

Como Y es cerrado, también es normal y 71, asi que Y = Spec,, Ay C Spec,, Ax, porque
Ay = Ax/Iy. Sustituyendo X,Y por X, 8Y, podemos suponer que X es compacto.

Consideremos la imagen del morfismo de restricciéon C(X) — C(Y).

Es una subdlgebra que separa puntos de Y, asi que es densa.

Si h € C(Y), existen funciones f, € C(X) tales que |h — f,| <2 " en Y.

Sea ¢n: X — [0,1] una funcién continua que se anule en Y y tome valor 1 en el cerrado
| fna1 — fal > 217" (que no corta a Y porque en Y las funciones f,, f,+1 distan de h menos de
27"™). Ahora la serie

f=fi+ X (o = Fu)on

converge uniformemente, porque |(fni1 — fn)én| < 2177, y define una funcién continua en X
que coincide con h en Y, pues en Y la suma parcial n-ésima es f,,y fn. — h.

8.7. Teoria de la Dimension

La dimensiéon dim X de un espacio topolégico X es el minimo de las dimensiones de las
bases de cerrados de su topologia.
La dimensién puede ser infinita, y el vacio es el tinico espacio de dimensién —1.

Teorema: Un espacio no vacio X es de dimension 0 si y solo si los subespacios abiertos y
cerrados forman una base de su topologia.
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Demostracion: Los abiertos cerrados de X forman una base si y sélo si hay una base de X que
es algebra de Boole; que son los semianillos de dimensién 0 (p. 204).

Ejemplos: Los nimeros racionales y los nimeros irracionales definen dos espacios de dimensién
0; pero su unién R, al ser conexa, es de dimensién > 0.

Todo espacio X de dimensién 0 admite una base B que es un dlgebra de Boole; luego es un
subespacio del compacto Hausdorff Spec B (p. 208), y X es completamente regular.

Productos y limites proyectivos de espacios de dimensién 0 son de dimensién 0.

Sea K un compacto Hausdorff, y pongamos Ax = J; A;, donde los semianillos A; son finitos.
Sea X; el conjunto finito Spec A4; con la topologia discreta. Por el teorema del retracto continuo,
K es imagen continua de un compacto 0-dimensional:

lfm X; — lim(Spec 4;) = Spec (lim A;) = Spec Ax —— Spec,, Ax = K
Lema: Si tenemos un morfismo A — A’ epiyectivo, dim A’ < dim A.

Demostracion: Toda cadena de ideales primos pg C p1 C ... C p, en A’ define una cadena de
ideales primos poNACp1NAC...Cp,NAen A

Teorema de Monotonia: dimY < dim X, para todo subespacio Y de X.

Demostracion: Si B es una base de X, la imagen del morfismo de restriccion B — Ay es una
base de Y; luego dimY < dim B.

Teorema: dim (Spec A) = dim A, para todo semianillo A.

Demostracion: dim (Spec A) < dim A porque A define una base de Spec A.

Por otra parte, si B es una base de la topologia de Spec A, entonces Spec A es un subes-
pacio de Spec B. Como la dimensién de un semianillo es la mayor longitud de las cadenas de
especializaciones en su espectro, concluimos que dim A < dim B.

Corolario: La dimension de un espacio noetheriano X es el supremo de las longitudes de las
cadenas de cerrados irreducibles® de X .

Demostracion: Un espacio noetheriano X tiene una unica base, Ax, y sus ideales primos se
corresponden con los cerrados irreducibles de X (p. 209).

Corolario: La dimension de un espacio finito X es la mayor longitud de las cadenas de X
(considerado como orden finito), y en particular dim X = dim (8X).

Teorema: dim (X xY) < dim X +dimY.

Demostracion: Si A y B son bases de X e Y, la imagen del morfismo A ® B — A(X xY) es
una base de X x Y; luego dim (X x V) < dim A ® B = dim A + dim B (p. 204).

Teorema: dim (Ifm X;) < sup{dim X;}, cuando los espacios X; son finitos.
Demostracion: Si X; = Spec A;, entonces lfm X; = Spec (lim 4;), y (p. 204)

dim Spec (lim A;) = dim (lim A4;) < sup{dim A4;}.

3E] supremo de las longitudes de las cadenas de cerrados irreducibles de un espacio X es la dimensién
combinatoria de X, introducida por Grothendieck.
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Corolario: dim | X| < dim X, para todo espacio finito X.
Demostracion: dim | X| < dim (Iim " X) < sup{dim "X} = dim X.
Teorema Fundamental de la Dimensién: dim R” = n.

Sabemos que dimR" < dim |A,| < n; pero la demostracién de la igualdad se pospone al
préximo curso de Topologia Algebraica (p. 272).

Corolario: dim |X| = dim X, para todo espacio finito X .

Demostracion: Si dim X = n, su realizacién geométrica contiene un n-tetraedro, que contiene
un abierto homeomorfo a R"; luego n < dim | X]|.

Lema: Sea K un compacto Hausdorff. Si A es una subdlgebra densa de C(K),
dim K < dim A.

Demostracion: Sea B el semianillo generado por los cerrados f~1(I), donde f € A e I es un
intervalo cerrado (acotado o no). Como A es densa, B es base de la topologia de X.

Si p es un ideal primo de B, entonces p’ = {f € A: z(f) € p} es un ideal primo de A, y basta
ver que p’ C ¢’ cuando p C q.

Los cerrados f~1([0,00)) generan B, asf que q contiene algin cerrado f~1([0,00)) ¢ p.

Como p es primo, y 0 = f~1((—o0,0]) - £71([0,00)), tenemos que f~1((—00,0]) €p C q, ¥y
2(f) = f7H(=00,0]) + f71([0,00)) € a.

Como z(f) no estd en p, porque estarfa f~1([0,00)) 2 z(f), vemos que f € q',y f ¢ p’.

Teorema: La dimension de cualquier poliedro finito P es el minimo de las dimensiones de las
subdlgebras densas de C(P).

Demostracion: P es unién finita de simplices de un tetraedro en R™. Sea A el algebra de las
funciones polinémicas sobre P, que separa puntos, y A ~ R[z1,...,z,]/I, donde I es el ideal de
los polinomios que se anulan en P.

Sips es el ideal de los polinomios que se anulan en un simplice o de P, tenemos que I = (), ps,
y la dimensién de A es el méximo de las dimensiones de R[z1, ..., y]/Po-

Ahora bien, p, es el ideal de la subvariedad lineal que genera o; luego Rz, ..., z,]/ps ~
Rly1,...,yq], d = dimo, y la dimensién de A coincide con la de P.

8.8. Teoria de Galois de Revestimientos

Fijamos un espacio topoldgico S, y trabajamos en la categoria de espacios sobre S.

Una aplicacién continua X — S es un revestimiento trivial si existe un isomorfismo
X ~FxS8=&rS, donde F es un espacio discreto, y es un revestimiento si podemos recubrir
S por abiertos U en que X xg U — U es un revestimiento trivial.

En tal caso X hereda la estructura local de S: cuando S es una variedad diferenciable, una
superficie de Riemann, una variedad riemanniana, etc., X también lo es.

Por ejemplo, R 62;ﬁ> S, C “L.Ccr=C— 0, C* AN Cc*, S, = Py(R), y C — C/I', donde
I' = Zeq + Zes es discreto, son revestimientos.

1. Los revestimientos son estables por cambios de base. Si X — S es un revestimiento,
también lo es X xgT — T para toda aplicacion continua T — S.
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2. El concepto de revestimiento es local. Si R — S es un recubrimiento abierto (o incluso un
revestimiento), entonces X — S es revestimiento < X xg R — R lo es.

3. El cardinal de las fibras de un revestimiento X — S es localmente constante; luego cons-
tante si S es conexo, y se dice que es el grado del revestimiento.
El grado puede ser infinito, al contrario de lo que hemos supuesto en el caso de los cuerpos

(p. 84) y los anillos noetherianos (p. 153).

4. El funtor “componentes conexas” da una equivalencia de la categoria de revestimientos
triviales de un espacio conexo S con la de conjuntos.

5. 8t X — S es un revestimiento, toda aplicacion continua X — Y constante en las fibras
induce una aplicacion continua S — Y.
La aplicacién S — Y es continua porque X — S es homeomorfismo local.

6. Una sucesion X' = X — X" es exacta (X" es el espacio cociente de X por la relacion

de equivalencia que generan X' = X ) si y sélo si es exacta sobre cada punto de S; y por
tanto la exactitud es estable por cambios de base T — S.

7. Si X — S es un revestimiento, la sucesion X xg X = X — S es exacta.

En adelante supondremos que S es conexo y localmente conexo (todo punto admite una base
de entornos conexos). En tal caso todo revestimiento de S también es localmente conexo, todo
morfismo entre revestimientos de S es a su vez un revestimiento, y toda componente conexa de un
revestimiento de .S es un revestimiento. Ademaés toda seccién de un revestimiento conexo X — S
es un isomorfismo; luego los morfismos de un revestimiento conexo X en otro revestimiento Y
vienen dados por la Férmula de los Puntos:

Componentes conexas de

Homs(X,Y) = Homyx (X, X x5 Y) = X xgY isomorfas a X

Corolario: Sean X,Y dos revestimientos de S. Si X es conexo y dos morfismos X =3 Y
coinciden en un punto, entonces son iguales.

Demostracion: Si dos componentes conexas tienen un punto comun, son iguales.

Definicion: Un revestimiento conexo P — S es de Galois cuando el grupo de Galois G =
Aut(P/S) actiia transitivamente en las fibras. En tal caso* P/G = S,y

PxgP=@.,P=GxP.
Teorema: (P/H) xg X = (P xg X)/H, para todo subgrupo H de G.

Demostracion: Para ver que la biyeccién continua natural (P xg X)/H — (P/H) xg X es
homeomorfismo, podemos pasar a un entorno U de un punto de S, donde P es G x U, y la
férmula se reduce a la igualdad evidente (G x X)/H = (G/H) x X.

Corolario: P/H — S es un revestimiento trivial sobre P; es decir, (P/H) xg P = &P.

Demostracién: (P/H) xg P = (P xg P)/H = (G x P)/H=(G/H) x P. q.e.d.

4En esta situacién el teorema de Artin es obvio: si H es un grupo de automorfismos de un revestimiento conexo
P — S,y P/H =S, entonces es un revestimiento de Galois de grupo H.
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Si un revestimiento X — S es trivial sobre P, el grupo G actia en
F(X) = {componentes conexas de X xg P} = Homg (P, X),
y cada G-conjunto A tiene un revestimiento asociado
R(A) = (@, P)/G = (A x P)/G,
que es trivial sobre P, porque R(G/H) = ((G/H) x P)/G = P/H.
Teorema de Galois: Los funtores F' y R definen una equivalencia de categorias

Revestimientos de S
triviales sobre P

R(F(X)) = X

s [G—conjuntos], F(R(A)) = A

Demostracion: El argumento de la pagina 84 sigue siendo vélido, porque
1. F(P) =Homg(P,P) =G,y R(G) = (G x P)/G = P; luego P = RF(P), G = FR(G).

2. Todo G-conjunto A admite una presentaciéon ©;G = @©;G — A; y todo revestimiento X
trivial sobre P admite una presentacion &;P = @©,;FP — X,

XXSPXSP:(XXSP) XX(X Xsp):iXXSP%X.

3. Los funtores R y F' son exactos por la derecha.

El funtor R porque la exactitud de una sucesiéon de revestimientos se comprueba en un
entorno U de un punto, donde P es G x U,y R(A) es (Ax G xU)/G=AxU.

El funtor F porque (—) xg P lo es, y el funtor “componentes conexas” da una equivalencia
de la categoria de revestimientos triviales de P con la de conjuntos.

Definicién: Un revestimiento conexo S — S es universal si todo revestimiento de S es trivial,
en cuyo caso es de Galois y su grupo de Galois clasifica los revestimientos de S.

En efecto, al ser trivial el revestimiento S xg S — S, para cada par de puntos z,y de una
fibra, existen morfismos 7,7': S — S tales que 7(x) = y, 7'(y) = x; luego 77" y 7/7 son la
identidad (dejan fijo un punto) y concluimos que son automorfismos de S.

El revestimiento universal de S, si existe, es unico salvo isomorfismos (no candénicos).

En efecto, si S es otro revestimiento universal, S; x5S es un revestimiento trivial de ambos
factores; luego cualquier componente conexa es isomorfa a S y S1. Pero para que el isomorfismo
sea lnico es necesario fijar puntos de S y S; sobre un punto de S dado.

8.9. El Grupo Fundamental

Una aplicacién continua v: I = [0,1] — X es un arco de extremos p = 7(0),q = (1), y si
~" es un arco de extremos ¢, r, la composicién v -’ es el arco

(vt =~2t), 0<t<i o (v ) =72t-1), $<t<L

Dos arcos 79,71 de p a ¢ son hométopos, y pondremos g = 1, si existe una aplicacién
continua H: I x I — X, Hy(t) = H(t,s), tal que

Ho=~v , Hi=m , Hs0)=p , Hs)=gq,
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y esta relacion es de equivalencia, y compatible con la composicion de arcos.
Es reflexiva y simétrica, y si H: 79 = 1, H': 71 = 72, entonces H”: 79 = 72, donde

ysiH:v=+', H: ¥=74, entonces H': vy = /%', donde

oo [ H(20) 0<
Hs(t)—{Hs(2t_1) 1

Si q es el arco constante ¢(t) = ¢, entonces H: v-q = v (igualmente p - v = ), donde

2t t
=== 2t <1+s
H(t,s) = 7<1+s> _ : ol
s
Si v~! es el arco inverso v~ 1(t) = (1 — t), entonces H: vy~ = p, donde
~v(2t) 2t<1-—s t ~
H(t,s)={y(1—-5) 1-s<2t<1+s [ »
yHR2t) 2t>1+s 7 s
y la composicién es asociativa, H: (y172)73 = 71 (72773), donde
4t 1+
71 (m) t< =7 s

H(t,s)={ypt—s—1) Y=<y’ —m
t 7

4 ’Yz/
4t—s—2 2+s
T3\ Ta=s 1

71
Cuando p = q, el arco es un lazo en p. Las clases de homotopia de lazos en un punto p forman
un grupo 71(X,p) con la composicién, el grupo fundamental de X en p, y cada aplicacién
continua f: X — Y induce un morfismo de grupos

IN

feo: m(X,p) — m(Y, f(p), filo] =[foo0],

bien definido, si H: og = &, una homotopia foo = foad es H'(t,s) = f(H(t,s)).
Cada arco 7y de p a ¢ induce un isomorfismo de grupos (no candnico, depende del arco, salvo
cuando el grupo es abeliano)

v: m(X,p) == m(X,q), [o] = [y o).

Definicién: Dos aplicaciones continuas f/, f: X — Y son homdtopas si existe una aplicacién
continua H: X x I — Y tal que

H(x,0)=f(z) , H(z,1)=f(z)

Esta relacién es de equivalencia, y compatible con la composicién de aplicaciones, de modo
que los espacios topoldgicos, con las clases de homotopia de aplicaciones continuas, forman un
categoria. Las equivalencias homotdpicas son los isomorfismos de esta categoria, y un espacio
es contractil si es homotopicamente equivalente a un punto.
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Lema: Si v es el arco v(s) = H(p, s), el siguiente cuadrado es conmutativo

m(X,p) LI x (¥ f(p)
I Uy
mn(X,p) = w2 (Y, ()

Como el lado superior del cuadrado I x I es hométopo al arco que recorre los tres lados
restantes, componiendo con F' obtenemos que v~ ! - (foo)-y= f oo.

Teorema: Si f: X — Y es una equivalencia homotdpica, f.: m(X,p) — m (Y, f(p)) es un
isomorfismo. En particular w1 (X,p) = 0 cuando X es contrdactil.

Definicién: X es simplemente conexo si es arco-conexo (los arcos unen cualquier par de
puntos) y m1(X,p) =0, y es localmente simplemente conexo si todo punto admite una base
de entornos abiertos simplemente conexos (por ejemplo, las variedades topoldgicas).

Lema: Sea X — S un revestimiento trivial, y f: T — S wuna aplicacion continua, T conexo.
Cada levantamiento continuo f: C — X de f, definido en un subespacio conexo C' C T, admite
una unica extension a T

Demostracion: Los levantamientos de f se corresponden con las secciones de X xgT — T.
Cada seccién continua definida en un subespacio conexo C' C T'valora en una componente
conexa de X xgT = @T, y el enunciado se vuelve evidente.

Lema: Sea m: X — S un revestimiento, y v: I — S un arco con origen en p. Si n(x) = p,
existe un unico levantamiento continuo v: I — X de vy con origen en x.
Ademds, si v =+, entonces ¥ =7'.

Demostracion: La existencia y unicidad del levantamiento 4 se sigue del lema anterior, conside-
rando una particién de I en intervalos mas pequenos, con imagenes contenidas en abiertos de S
donde X sea trivial.

En cuanto al levantamiento de una homotopia H: I x I — S entre v y ', también se sigue
del lema anterior, considerando una particiéon de I x I en cuadrados con imédgenes contenidas
en abiertos de S donde X sea trivial, porque la interseccién de cada cuadrado con la unién de
los anteriores es conexa.

Lema: Todo revestimiento X — S de un espacio simplemente conexo y localmente arco-conexo
es trivial.

Demostracion: Basta ver que si X es conexo, es de grado 1.
Si x,y son dos puntos de la fibra de p, proyectando a S un arco que una x con y tendriamos
un lazo en p que no es hométopo a punto, pues su levantamiento no es un lazo.
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Teorema: Sea S conezo y localmente arco-conero. Si S — S es un revestimiento simplemente
conexo, es el revestimiento universal, y cada punto p de la fibra de p define un isomorfismo

m1(S,p) = Aut(S/S).

Demostracion: Cada lazo o tiene un levantamiento & con origen en p y final en 7(p).
La aplicacién m(S,p) — Aut(S/S), [0] — 7, estd bien definida (por el lema anterior), es

epiyectiva (porque S es arco-conexo, y los puntos de la fibra de p se pueden unir por un arco),
es inyectiva (porque todo lazo en S es hométopo a punto) y es morfismo de grupos.

En efecto, si 61 une p con 71(p), y 62 une p con 72(p), entonces la subida de o109 es &1 -71(52),
cuyo final es 71 (72(p)).

Corolario: 7 (S1,p) = Z, generado por el lazo 2™, 0 <t < 1.

Demostracion: 2™ : R — S es un revestimiento simplemente conexo. q.e.d.

1. No existe ningun retracto continuo v: Do — S del disco en su borde.

7 = m(S1) = m(Dy) = 0 -5 7,(S1) = Z serfa la identidad.

2. Teorema de Brouwer: Toda aplicacion continua f: Dy — Do tiene un punto fijo.
En caso contrario tenemos un retracto continuo r: Dy — Sy, donde r(z) es el punto de
corte de S7 con la semirrecta con origen en x que pasa por f(x).

3. Todo polinomio con coeficientes complejos no constante tiene alguna raiz compleja.

Si P(z) = 2" +a12" ' 4 ...+ a, no tiene raices complejas, define una homotopia

1—
H(z,s)=s"P < Sz> =(1—9)"2"+as(1—s)""12" 1+ . +a,s"
s

entre las aplicaciones continuas ho(z) = 2", h1(z) = a,,: S1 — C*.

Pero el morfismo hg x: Z = 71(S1) — 7 (C*) = m1(S1) = Z es multiplicar por n, mientras
que el morfismo hy . es nulo.

4. Dos toros C/T', C/T" son analiticamente isomorfos si y solo si I' = al’, a € C.

Si C/T" ~ C/T, el isomorfismo induce un isomorfismo 7: C ~ C de los revestimientos
universales, y podemos suponer que 7(0) = 0.

Como todo automorfismo analitico de C es una afinidad (p. 179), 7(z) = az.

Construccion del Revestimiento Universal:

Sea S un espacio topoldgico conexo y localmente simplemente conexo.

Sea S el conjunto de las clases de homotopia de arcos con origen en p € S,y 7: S — S la
aplicacién que asigna a cada arco su final.

En los entornos simplemente conexos U, de ¢ € S tenemos una biyeccién

clases de homotopia

-1 _ _
T (Ug) = Uy x Fy, Fy = de arcos de p a ¢
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]
s

P

U,
q

que asigna a [y] la pareja (¢ = (1), [ya™1]), donde @ es un arco en U, que une ¢ con ¢ (no
depende de a porque todas las elecciones son hométopas).

Estas biyecciones definen topologias en los abiertos 7r_1(Uq)7 tomando Fj, como espacio dis-
creto, de modo que 7 es revestimiento (trivial sobre los abiertos Uj).

En efecto, cuando U, C Uy, la topologia definida en W*I(Uq) coincide con la inducida por
7~ Y(Uy); es decir, la composicién

Uy x Fy=n"YU,) =U, x F

es homeomorfismo, porque transforma la componente U, X [y] en U, X [y3], donde S es un arco
en Uz que une g con ¢q. Ademés, el lazo constante p esta sobre p.

Teorema: Sea S conexo y localmente simplemente conexo. El espacio de arcos m: S — S con
origen en p es un revestimiento simplemente conexo, con un punto prefijado p sobre p; luego es
un revestimiento universal, y el funtor “fibra sobre p” define una equivalencia de la categoria de
revestimientos de S con la de 71 (S, p)-conjuntos.

Demostracion: Si vy es un arco en S con origen en p, su levantamiento 4 con origen en p es el
arco (s) = [vs], donde

y su extremo es 5(1) = [y1] = []; luego S es arco-conexo.

Ademis, todo lazo & en p es el levantamiento de su bajada o, asi que [0] = (1) = p, ¥ su
levantamiento & es hométopo a punto; es decir, S es simplemente conexo.

Por tltimo, al tener un punto p prefijado sobre p, el grupo de automorfismos es canénicamente
isomorfo a 71 (S, p), y Homg(S, X) se identifica con la fibra X, de cualquier revestimiento X
sobre p: si & € X, existe un tnico morfismo f: S — X tal que f(p) = =.

Corolario: Si un espacio conexo y localmente simplemente conexo S se recubre con dos abiertos
simplemente conexos S = Uy U Uy de interseccion Uy N Us conexa, entonces S es simplemente
conexo.

Demostracion: Basta ver que todo revestimiento de S admite seccién continua.
En U; la admite, porque es simplemente conexo, y la seccién que tenemos en el abierto
conexo Uy N U, se extiende a Uy con el lema de la pagina 220.

Corolario: 71(Sy,p) =0, 71 (P, (R),p) = Z/27Z, cuando n > 2.

Demostracion: Tenemos un revestimiento S, — P, de grado 2, y S, es simplemente conexo
porque se recubre con dos discos de intersecciéon conexa cuando n > 2. q.e.d.
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1. R? no es homeomorfo a R™, n # 2.

m(R?2 —p) =m(S1) =2,y m(R" — p) = 71(Sp—1) = 0 cuando n > 3.

2. No existe aplicacion continua f: Sp, — S1, n > 2, que conserve antipodas.

Si f(—z) = —f(z), induce una aplicacién continua h: P,, — P; y un cuadrado conmutativo

Si tomamos un arco 4 que una dos puntos antipodales x,—x € S,, su imagen v es un
lazo en P,,. Como hy: Z/27Z = 7 (P,) — m1(P1) = Z es nulo, h(7y) es hométopo a punto.
Luego f(7) es el levantamiento de un lazo hométopo a punto, lo que es absurdo porque

f(=z) = —f(z) # f(z).
3. Toda aplicacion continua S, — Sz, n > 2, que conserve antipodas es epiyectiva.

Si deja fuera el polo norte, también el sur, y proyectando sobre el ecuador segun los
meridianos, tendriamos una aplicaciéon continua .5,, — S1 que conserva antipodas.

4. Teorema de Borsuk-Ulam: Toda aplicacién continua f: S, — R%, n > 2, coincide en

dos puntos antipodales.
En caso contrario, la aplicaciéon continua %: S, — S1 conserva antipodas.

5. Toda aplicacion continua f: S, — R?, f(—x) = —f(x), se anula en un punto.
6. Ningin compacto de R? es homeomorfo a Ss.

Definicién: Un revestimiento principal de grupo G es un revestimiento P — S (no necesa-
riamente conexo) dotado de una accién de G libre y transitiva en cada fibra; es decir, la accién
G x P — P define un isomorfismo

Gx P~ PxgP, (9,2) = (z,gx).

Los isomorfismos son los isomorfismos de revestimientos y de G-conjuntos.
Si se fija un punto de la fibre de p € S, diremos que el revestimiento principal esta punteado.
Cuando S es conexo, los isomorfismos entre revestimientos principales punteados ya son tinicos.

Proposicién: Si S es conexo y localmente simplemente conexo,

Revestimientos principales

H =
omg:(m1 (S, p), G) de S de grupo G punteados

Demostracion: Dar un revestimiento principal de S es dar un (S, p)-conjunto F' (digamos por

la derecha) con una accién libre y transitiva de G, g(xy) = (gz)y. Fijado un punto = € F, el

grupo G se identifica con F, y equivale a dar un morfismo de grupos f: m(S,p) — G, zvy = f(7),

fmy2)z =zy1v2 = f(n)zye = f(n)f(92)z.

revestimientos princi-

- pales de S de grupo A|’ cuando el grupo A es abeliano.

Corolario: Homg, (71(S,p), A)
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Demostracion: Los revestimientos principales de S de grupo G se corresponden con los morfismos
m1(S,p) — G, mbédulo automorfismos internos de G. En efecto, si tomamos otro punto y = gz

en la fibra de p, el morfismo correspondiente es gfg~!,

yy = g7 = gf(Mz = gf ()9 "y.
Teorema de Van-Kampen: Sean Uy, Us dos abiertos conexos y localmente simplemente cone-
zos. Si U = UyNU;y es conexo, el grupo fundamental de la union es el coproducto (en la categoria
de grupos) de los grupos fundamentales,

71 (U1 UUz,p) = m1(U1,p) 7, wp) ™1 (U2, p).

Demostracion: Como los isomorfismos de revestimientos principales punteados son tnicos, dar
un revestimiento principal punteado de grupo G en U; U Us es dar uno en cada abierto U;, de
modo que coincidan en la interseccién.

Es decir, tenemos un producto fibrado

Homgr(ﬂ-l(Ul U U27p)7 G) - Homgr(ﬂ-l(Ulap)v G)

i |

Homg, (71 (U1, p), G) — Homg, (71 (U1 N Uz,p), G)
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Capitulo 9

Geometria Algebraica I

9.1. Cohomologia de Haces

Un médulo diferencial es un médulo con un endomorfismo de cuadrado nulo,

(M,d), d: M — M, d*® =0,

Z = {ciclos} = Kerd
B = {bordes} = Imd

Imd C Kerd

y la cohomologia del médulo diferencial es el médulo H(M) = Z/B.
Un morfismo de médulos diferenciales ¢: M — N es un morfismo de médulos que conmuta
con las diferenciales, d = d¢p, e induce un morfismo en cohomologia,
¢: H(M) — H(N), ¢[d] = [p(c)]-
Teorema: Si 0 — M’ 5 M % M — 0 es una sucesion evacta de mddulos diferenciales,

tenemos un morfismo de conexion 6 y un tridngulo eracto (la imagen de cada morfismo
coincide con el nicleo del siguiente)

H(M') —— H(M)

TN

H(M//) P

Demostracion: Definido el connecting §, es rutinario comprobar la exactitud.

[m//] c H(M”),
dm” = 0, hence m” = p(m),
p(dm) = d(p(m)) = dm” =0,
dm € M’, and d(dm) =0
o([m"]) = [dm] € H(M").

No depende del representante m elegido:
Si p(m) = p(n), entonces n —m € M', dn — dm € dM’, y [dn] = [dm] en H(M'). q.e.d.

Si el moédulo estd graduado, M = @, M, y la diferencial d,,: M,, = M, 1 es de grado 1, es
un complejo y su cohomologia también esta graduada,

H(M) = @n Hn(M)a donde HTL(M) — Kerdn/lmdn_l.

227
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Los morfismos de complejos son los morfismos diferenciales ¢: @, M,, — @, N,, homogéneos,
©(My,) C Ny, e inducen morfismos ¢: H"(M) — H"(N). Por el teorema, toda sucesién exacta
de complejos, induce una sucesién exacta larga de cohomologia

o HY M) X MM — HY(M) — HM(M") =5 BN (M) — ..

Lema de la Serpiente: Dado un diagrama conmutativo de filas exactas

0—s M —>M—> M —0
i P l ; l i
0— >N —>N—>N'"—=0

consideramos el complejo R =M @& N & 0.. ., donde la diferencial es f sobre M y nula en N;y
andlogamente R’ y R”.
La sucesién exacta 0 — R’ — R — R” — 0 induce, en cohomologia, la sucesién exacta

0 — Ker f' — Ker f — Ker f” ~2 Coker f' —» Coker f —3 Coker f — 0

Definicion: Un haz de grupos abelianos F sobre un espacio topologico X es flasco cuando el
morfismo de restriccién F(X) — F(U) es epiyectivo para todo abierto U de X.

. ., 7 p ..
Lema: Si una sucesion 0 - F — F — F" — 0 es exacta, y F' es flasco, entonces también
es exacta, para todo abierto U, la sucesion

0— F(U) -5 F(U) L F'(U) — 0

Demostracidn: Basta ver que p es epiyectiva. Si s” € F"(U), consideramos los pares (V, s), donde
s € F(V), p(s) =$"|y, y por el lema de Zorn, hay un elemento maximal (V).
SiV#£U,yxeU-V,como F, — F. es epiyectiva, existe un entorno W de z, y w € F(W),
tal que p(w) = s”. Como F' es flasco, y p(s —w) =0 en VNW, existe s € F'(W) que coincide
cons—wenVNW.
Ahoraw+s" € F(W)y s € F(V) coinciden en VNW, y definen una seccién de F en UUW
que se proyecta en s”, contra el cardcter maximal de (V] s).

Corolario: i 0 -+ F' — F — F" — 0 exacta y F', F son flascos, también lo es F".

Demostracion: F(X)— F'(X)

W

F(U) —= F'(U) —=0

Definicién: Si F es un haz de grupos abelianos, C°F es el haz flasco
(COFR)YU) = [] Fe
zeU
Como F es haz, se inyecta en C°F. Si F; = (C°F)/F es el haz cociente,
0—F —C'F—F —0

y repetimos el proceso, 0 — F; — C°F; — F» — 0. Ponemos C'F = CFy,...

0—F —C'F—C'F—CF—...—C"F— ..
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C*F:C'F - C'F — C?>F — ... es la resolucién de Godement de F.
Tomando secciones globales obtenemos un complejo

['(X,C*F): I(X,0°F) -2 1(x, ' F) 25 (X, 02F) -2 .
El n-ésimo grupo de cohomologia de X con coeficientes en el haz F es
H™(X,F)=H"[I'(X,C*F)] = Kerd,/Imd,_;

y diremos que F es aciclico si H"(X,F) =0, n > 1.
Un morfismo de haces f: F — G induce morfismos f: F, — G;; luego un morfismo de haces
fo: C°F — C°G, que a su vez induce un morfismo F; = (C°F)/F — (C°G)/G = Gi,...

0—>F —>C'F —> C'F —> C2F — ..

I

0 g Cc'g Cc'g C?G—— ...

Tomando secciones globales tenemos un morfismo de complejos I'(X,C*F) — I'(X, C*G)
que induce morfismos entre los grupos de cohomologia

f+H"(X,F) — H"(X,G).

Teorema: H(X, F) = ['(X,F).

Demostracion: 0 — F(X) — COF(X) 25 Fi(X), y 0 = Fi(X) AN C'F(X) son exactas.
Concluimos porque dg =i op, y H%(X, F) = Kerdy.

Teorema: Todo haz flasco es aciclico.

Demostracion: 0 — F — CO°F — F; — 0 es exacta, y F es flasco; luego

0 — F(X) — C'F(X) — F1(X) — 0 es exacta, y JF; es flasco,

0 — F1(X) — CF(X) — Fo(X) — 0 es exacta, y JF» es flasco, etc.

0 — F(X) — C'F(X) — C'F(X) — C?F(X) — ... es exacta.
Teorema: Toda sucesién evacta de haces 0 — F' —— F L5 F" — 0 induce una sucesion
exacta larga de cohomologia,

0— H(X,F) 5 HO(X,F) & HOX,F") & H'(X,F) 5 H'(X,F) & B (X, F") & ...
Demostracidn: Las sucesiones 0 — F, — F, — F. — 0 son exactas; luego también
0— C'F(X) — C'F(X) — C'F'"(X) — 0

es exacta, y 0 — F| — F1 — F; — 0 es exacta por el lema de la serpiente.
Obtenemos una sucesién exacta de complejos 0 — C*F'(X) — C*F(X) —» C*F'(X) —» 0
que induce la sucesién exacta larga de cohomologia del enunciado.

Teorema de De Rham: Si 0 - F - R? —» R! — R? — ... es una resolucién aciclica de
un haz F (la sucesion es exacta y los haces R™ son aciclicos), tenemos isomorfismos

H™M(X,F) ~ H"[R*(X)].
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Demostracion: Las sucesiones 0 - F - R - C; - 0y 0 — C; — R! = Cy — 0 son exactas, y
las correspondientes sucesiones exactas largas de cohomologia muestran que

0 — F(X) — RYX) o, C1(X) LN HY(X,F) — 0 es exacta,
§: H"1(X,C;) = H"(X,F) es un isomorfismo,
0 — C1(X) = RYX) — C2(X) es exacta,
HO[R*(X)] = Kerdg = F(X)
H'[R*(X)] =Ci(X)/Imdy = H' (X, F)
y se acaba por induccién sobre n, al ser H"(X,F) = H" (X, C1). q.e.d.

1. Si un haz F estd concentrado en un nimero finito de puntos cerrados z1, ..., z, (es decir,
Fz =0 cuando z # z;), entonces F(U) = Gy,cvFz,, v F es flasco.

2. Sea Z el haz constante en el espacio finito X = {z1,x2,y1,¥2}, i < y;, que realiza a la
circunferencia (p. 211). En fibra, la sucesién exacta 0 — Z — C°Z — F; — 0 es

7 Z 7 7 0 0
0 — I><I — I><I — — 0
Z 7 73 73 72 7.2

y el haz Fi es flasco porque estd concentrado en dos puntos cerrados. Luego H'(X,Z) = 0,
i>2;y HY(X,Z) = HY(X,Z) = Z porque son el nticleo y conticleo de

74 = (C'Z)(X) —— F(X) = 7*

d($17332,y1,y2) = (yl —X1,Y2 —T1,Y1 — X2,Y2 — 332)

Teorema: Sea F un haz sobre un espacio noetheriano X. Si F, = 0 en todo punto x de
dimension > d, entonces HP(X, F) = 0 para todo p > d. En particular, si la dimension de X es
finita,

HP(X,F)=0, p>dim X.

Demostracion: (Ver también p. 271). Procedemos por induccién sobre d, y es obvio cuando
d=-1.

Sea {z;} la familia de los puntos de X de dimensién d.

El prehaz Fy(U) = ®4,cvFz, es un haz (flasco) porque todo abierto es compacto.

Tenemos un morfismo natural ¢: F — F; porque el soporte de una seccién de F, al ser
cerrado, tiene un nimero finito de componentes irreducibles, y por tanto un ndmero finito de
puntos de dimension d.

Ademads Fy tiene fibra nula en los puntos de dimensiéon > d, y (Fy)z, = Fz,, de modo que
Ker ¢ y Coker ¢ tienen fibra nula en todo punto de dimensién >d — 1, y

HP(X,Ker¢) = HP(X,Coker¢) =0, p>d

0 —Ker¢p —F —Im¢p — 0 (9.1)
HP(X, F) = HP(X,Im ¢), p > d,
0 — Im¢ — Fq —> Coker¢p — 0 (9.2)

HP(X,Im¢) =0, p > d.
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Teorema: Todo A-médulo M define un haz M en Spec A, asociado al prehaz U ~~ My, y
I'(Spec A, M) = M, (p. 129). Estos haces M son aciclicos,

H"(SpecA,M) =0, n>1.

Demostracién: Si j: Uy — X = Spec A es un abierto basico, pondremos F; = j,j*F, de modo
que F¢(U) =F(UsNU),y el haz Fy es flasco cuando F lo es. Ademas, (]Tj)f es el haz asociado
al A-médulo My,
Procedemos por induccién sobre n y, dada una clase de cohomologia ¢ € H™ (X, M ), primero
vamos a ver que cada punto z tiene un entorno bésico Uy tal que ¢ = 0 en H"(X, M )
Truncamos una resolucién flasca 0 — M — C* en la etapa n-ésima, de modo que tenemos un
diagrama conmutativo, donde K es la imagen de C"~! — C" y K’ es la imagen de C}L_l — Ky,

0 M Co - ¢t K 0
i N T
0 M; Co S et K’ 0 =M
y la segunda sucesién también es exacta porque, en p = 1,...,n — 1 la cohomologia del complejo

de secciones en cualquier abierto bésico Uy es HP(Uy N Uy, M) = HP(Spec Ay, M) =0.
Luego ¢ € H"(X,M) = Coker (C" 1(X) — K(X)) estard representada por una seccién
s € K(X), y en un entorno Uy de = vendrd de una seccién 5 € C"~H(Uy) = C?_I(X).
Concluimos que ¢ =0 en H"(X, ]\7f) = Coker (C?_I(X) — K'(X)), segin lo afirmado.

Ahora, por compacidad X = Uy U...UUy,, donde ¢ = 0 en H"(X, Mfi), y la sucesién exacta
larga de cohomologia asociada a (la hacificacién de) la sucesion exacta

0O— M —Mp&..0oMj, — N—0

muestra que el morfismo H™(X, M) — @&, H"(X, Mfl) es inyectivo (y por tanto ¢ = 0). Cuando
n = 1, porque el morfismo ®; My, = HY(X,®;My,) — H°(X,N) = N es epiyectivo, y cuando
n > 1, porque H" (X, N) = 0 por induccién.

Nota: En las curvas, este teorema es de demostracion mucho maés sencilla. Sea X un espacio
con un punto denso x cuyos entornos son los conjuntos de complementario finito. En X los haces
constantes son flascos, y también los haces F con fibra nula en x porque el soporte de cualquier
seccién s € F(U), al ser cerrado, estd formado por un nimero finito de puntos cerrados, y s
puede prolongarse por 0 fuera de U. En general, las sucesiones exactas 9.1 y 9.2 del morfismo
natural ¢: F — JF, permiten concluir que HP(X,F) = 0, p > 1, porque tanto Ker ¢ como
Coker ¢ tienen fibra nula en x.

Si ademds X = Spec A, donde A es un anillo noetheriano de dimensién 1 integro, veamos
que HP(X, M) =0, p > 1. Como el submédulo de torsién T tiene fibra nula en el punto genérico
x, define un haz flasco, y la sucesién exacta de cohomologia asociada a (la hacificacién de) la
sucesién exacta 0 — T — M — M/T — 0 muestra que podemos suponer que M carece de
torsién. Ahora la sucesion exacta de cohomologia asociada a la sucesion exacta

0— M — M, — M,/M —0

permite concluir, porque el haz fJ\JVz es flasco, la fibra en z del haz (M,/M)~ es nula, y el
morfismo M, = H°(X, M,) — H°(X, (M,/M)~) = M, /M es epiyectivo.
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Cohomologia e Imagen Directa: Sea f: X — Y una aplicacién continua y sea 0 - F — R*®
una resolucién flasca de un haz F en X.

Los haces f,R" son flascos; pero la sucesion 0 — f,F — f.R® puede no ser exacta. Si lo es,
la imagen directa conserva cohomologia,

H"(Y, f.F) = H"[L(Y, f,R®)] = H"[T'(X,R*)] = H"(X, F).
Teorema: H"(X,i,.F) = H"(Y,F), cuando i: Y — X es un cerrado de X.
Demostracion: El funtor i, es exacto porque (i F); = F, cuando 2 € Y, y 0 en otro caso.

Teorema: Si Y admite una base de abiertos V tales que F es aciclico en f~'V,
H™(Y, f.F)=H"(X,F).
Demostracion: Por hipdtesis las siguientes sucesiones son exactas

0 — F(f'V) — R(fV)

l ]
0 — (LAV) — (LROV)

y tomando limite inductivo sobre los entornos de y € Y, vemos que 0 = (f..F)y, — (f«R®)y es
exacta; luego fyR® es una resolucién de f,F y terminamos.

9.2. Esquemas y Haces Coherentes

Un espacio anillado (X, Ox) es un espacio topolégico X con un haz de anillos Ox, y es un
espacio localmente anillado si las fibras Ox , son anillos locales. Diremos que los elementos
del anillo Ox (U) son las funciones en el abierto U.

Un morfismo (f,¢): (X,0x) — (Y,0Oy) es una aplicacién continua f: X — Y con un
morfismo de haces ¢: Oy — f.Ox (morfismos de anillos Oy (V) — Ox(f~'V) compatibles con
los morfismos de restriccién), y es un morfismo de espacios localmente anillados si ademas los
morfismos Oy f(;) — Ox  son locales, m; N Oy, p(p) = My(y)-

(Spec A,/Nl) es un espacio localmente anillado, y cada morfismo de anillos ¢: A — B de-
fine un morfismo de espacios localmente anillados (f,¢): (Spec B, B) — (Spec A, A), donde
f: Spec B — Spec A es la aplicacién continua inducida por ¢, v ¢: A — f.B es el morfismo
asociado al morfismo de prehaces Ay — Bp-1y — B(f~'U) = (f.B)(U).

Hom(A, B) = Hom(Spec B, Spec A).

En efecto, cada morfismo (f, ¢): (Spec B, B) — (Spec 4, fl) de espacios localmente anillados
induce un morfismo de anillos ¢: A = I'(Spec A, A) — I'(Spec B, B) = B que lo reconstruye,
pues al ser local el morfismo de anillos A,y — By, el siguiente cuadrado conmutativo muestra
que f es la aplicacién inducida por ¢,

¢

A———B
b
Ajpy) — By

Ejemplo: Si A es integro, los anillos locales A, son subanillos del cuerpo de fracciones X, y el

morfismo de prehaces Ay — ()¢ Az es isomorfismo en fibras; luego el haz Aes
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AU) = N Az
zelU

Definiciones: Un espacio anillado (X, Ox) es un esquema afin si es isomorfo a (Spec A,fl)
para algtn anillo, que ha de ser A = Ox(X), y es un esquema si cada punto tiene un entorno
abierto U, y por tanto una base de entornos, tal que (U, Ox|y) es un esquema afin.

Los morfismos de esquemas son los morfismos de espacios localmente anillados.

Un esquema X es noetheriano si es union finita de abiertos afines U; = Spec A;, donde el
anillo A; es noetheriano. En tal caso todo abierto afin es U = Spec A, con A noetheriano.

En efecto, podemos suponer que X = Spec A, y una cadena de ideales de A estabiliza preci-
samente cuando estabiliza en cada anillo A;.

Todo esquema noetheriano X es un espacio topoldogico noetheriano en que cada cerrado
irreducible tiene punto genérico, y por tanto coincide con el espectro de su topologia (p. 209)
asi que HP(X,F) = 0 cuando p > dim X (p. 230).

Un Ox-médulo M es casicoherente si el esquema X se recubre por abiertos afines U =
Spec A en que M|y = M para algin A-médulo M (luego en todo abierto afin V' C U).

Cuando X es noetheriano, M es coherente si ademas M es un A-mddulo finito.

Los haces localmente libres son casicoherentes, y las clases de isomorfismo de haces de linea
forman un grupo abeliano con el producto tensorial ®¢, , el grupo de Picard Pic(X).

La unidad es Ox, y el inverso de £ es £L7! = Homy (£, Ox).

Proposicién: Todo haz casicoherente M en Spec A es M = M para un A-médulo M.

Demostracion: Pongamos M = M (Spec A).
Los morfismos My — M(U) inducen un isomorfismo M — M.

En efecto, Spec A se recubre por abiertos béasicos U; en que M|y, = ]\/ZZ-, y el siguiente
diagrama conmutativo de filas exactas muestra que My = M(Uy),

0 — My — M)y = D MUNUj)s

i | |
0 — M(Uf) — @iM(UiﬂUf) = @iij(UiﬂUjﬂUf)

Definiciones: Si U es un abierto de X, el esquema (U, Ox|y) es un subesquema abierto de
X. Si Z es un haz de ideales casicoherente, el soporte Y del haz de anillos Ox /Z es un cerrado
de X, y el esquema (Y, Ox/Z) es el subesquema cerrado de X definido por Z.

Un morfismo Y — X es una inmersién abierta o cerrada si define un isomorfismo de Y con
un subesquema abierto o cerrado de X.

Un esquema es integro si es irreducible (tiene un punto genérico p,) y los anillos locales
Ox . son reducidos, de modo que Ox (U) C X, donde X = Ox,, es cuerpo.

Un esquema sobre un cuerpo k es un morfismo X — Speck (y equivale a dar una estructura
de k-dlgebra en Ox (U), de modo que los morfismos de restriccién sean morfismos de k-dlgebras),
y es un esquema de tipo finito sobre k si es unién finita de abiertos afines U; = Spec k[1, . . ., &)

Si ademas es de dimension 1, es una curva sobre el cuerpo k.

Una curva integra X es completa si todo anillo de valoracién discreta V de ¥, trivial sobre
k, centra en un unico punto x € X (i.e., V domina al anillo local Ox , C ), y es no singular
si sus anillos locales Oy , son regulares (de valoracién discreta).

Definicién: La variedad de Riemann de una extensién finita ¥ de k() es el espacio anillado

X = {anillos de valoracién discreta de ¥ triviales sobre k}
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Ox(U)= ) O,

zeU

donde O, es el anillo de valoracion de x € X, y los cerrados # X son los conjuntos finitos que
no contienen al punto genérico p, que define el anillo de valoracién trivial .

La recta proyectiva P; sobre el cuerpo k es la variedad de Riemann de k(t).

Por ejemplo, toda curva completa y no singular C' sobre un cuerpo k es la variedad de
Riemann de su cuerpo de funciones racionales 3 = O, .

Teorema: La variedad de Riemann (X,Ox) es una curva completa y no singular.

Demostracion: Si B (resp. B') es el cierre entero de k[t] (resp. k[1]) en ¥, sabemos que los
morfismos k[t] — B y k[3] — B’ son finitos (p. 144)

U={xre€ X:vy(t) >0} =SpecB

X=Uul
U' ={z € X:v,(t) <0} = Spec B’

donde U, U’ son abiertos de X, porque X — U = (%)0, y X —U" = (t)o.
Se concluye porque By B’ son dominios de Dedekind (p. 144).

Definiciones: El grupo Div(X) de los divisores de X es el grupo abeliano libre generado por
los puntos cerrados de X. El grado de un punto cerrado grz = [k(x): k] es finito por el Teorema
de los Ceros, y el grado de un divisor D =) n, - x es

grD =Y, n.(ere).

Toda funcién racional 0 # f € X tiene un nimero finito de ceros y polos (en un dominio de
Dedekind toda funcién no nula tiene un niimero finito de ceros) y su divisor es

D(f) = > pva(f) - @

de modo que D(f'f) = D(f") + D(f). Dos divisores son linealmente equivalentes, D’ ~ D,
si difieren en en divisor de alguna funcién racional,

D' =D+ D),
y las clases de equivalencia lineal de divisores forman un grupo Div(X)/~.

Teorema: gr D(f) = 0.

Demostracion: Si f es algebraica sobre k, entonces D(f) = 0.

Si f es trascendente, como es algebraica sobre k(t), también ¢ es algebraica sobre k(f), y X
es una extension finita de k(f).

Si B es el cierre entero de k[f] en X, es un k[f]-médulo finito (p. 144) sin torsién; luego libre,

k[f]" ~ B

y localizando en el punto genérico vemos que n = [% : k(f)].
El anillo de la fibra del origen, al ser de dimensién 0, descompone en suma directa (p. 130)

k"~ B/fB = (By,/fBz,) ® ... (Bs,/fBz,)
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y vemos que n = Y vy, (f)(gr;), donde z; recorre los ceros de f.
El nimero de ceros de f es n = [X: k(f)].
El nidmero de polos de f, que es el niimero de ceros de %, es [X: k(%)]

Ambos coinciden porque k(%) =k(f). q.e.d.

Cada divisor D tiene asociado un haz de linea Lp,
LpU)={fe€X: D+ D(f)>0en U}.

En efecto, para cada punto  podemos elegir un parametro ¢t € O, y un entorno U en que ¢ no
tenga otros ceros ni polos, ni el divisor D tenga otros puntos, de modo que si n es el coeficiente
de x en D, tenemos que Lp es libre en U,

LD|U = tin0X|U.

Si D' = D+ D(h), entonces ¢: Lp — Lp, ¢(f) = hf, es un isomorfismo, asi que el haz Lp
s6lo depende de la clase [D].
Ademas, el morfismo ¢: Lp, ®oy Lp, — Lp,+D,, ¢(f1 ® f2) = fif2, es un isomorfismo
porque lo es en cada fibra,
Lp,+p, = Lp, ®ox Lp,.

Teorema: Pic(X) = Div(X)/~.

Demostracion: Un isomorfismo Lp, = Lp define un isomorfismo ¥ ~ ¥ entre sus fibras genéri-
cas, que serd una homotecia, de razén h. En cada abierto tenemos que 0 < D’ + D(f) si y sélo
si0 <D+ D(hf)=D+ D(h)+ D(f); luego D' =D+ D(h), y D' ~ D.

Ademds, dado un haz de linea £, si fijamos un isomorfismo £,, = ¥, podemos ver en ¥ las
secciones de L y sus fibras £;, que son O,-mddulos libre de rango 1; luego £, = m}}* para algtin
entero ng, y n, = 0 en todos los puntos, salvo un ndmero finito, porque £L(U) = fOx(U) en
cada abierto afin U, y f tiene un ntmero finito de ceros y polos.

Si ponemos D = — )" n, - x, el morfismo natural £ — Lp es un isomorfismo.

Corolario: Pic(Py) = Z, y pondremos Op, (n) = Lyp.. .

Demostracion: Hemos de ver que todo divisor D de grado 0 es D = D(f), con f € k(t).

Como ambos son de grado 0, basta ver que coinciden en la parte afin Spec k[t].

Si en la parte afin D = nyzy + ... + nyz,, tomamos polinomios p;(t) que generen los ideales
maximales m,, de k[t], y D coincide con el divisor de f(t) = p1(t)™ ...pr(t)"".

Morfismos: Cada k-morfismo ¥’ — ¥ induce un morfismo de k-esquemas 7: X — X' entre
las variedades de Riemann. En efecto, O, = O, N Y’ es un anillo de valoracién discreta de Y’
trivial sobre k, y ponemos 2’ = m(x). Como sus fibras son finitas, 7 es continua, y el morfismo
de haces Ox — m,Ox se define por las inclusiones

OX/(U): ﬂ Oy —>O)(<7T71U): ﬂ O,.
z'eU w(z)eU

Cuando U = Spec A es afin, 771 (U) = Spec B, donde el cierre entero B de A en ¥ es un
A-médulo localmente libre de rango d = [¥ : Y], el grado del morfismo.

Por tanto, cada fibra de m puede verse como un divisor de grado d(grz'),

(") = Y U(By/myBg) x
7(z)=z'

lo que permite definir la imagen inversa 7* D’ de un divisor, y Ly«p = 7*(Lp).

Asi es todo k-morfismo de esquemas X — X’ no constante.
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9.3. Curvas y Teorema de Riemann-Roch
n+1l p=0
0 p#0

n—1 p=1
0 p#1

Teorema: dimH?(Py,O(n)) = {

dim x H? (Py, O(—n)) = {

Demostracion: Una vez probado que el haz Op, es aciclico, las sucesiones exactas
0—0O(n) —O0n+1) — ko — 0,

donde ko, es el haz k concentrado en el punto del infinito, permiten concluir.
La proyeccién 7: P; — A, que transforma el origen y el infinito en los dos puntos cerrados,
y los restante en el punto denso, conserva la cohomologia de los haces casicoherentes (pp. 231,
232). Ademas el haz 7,.Op, admite la resolucién flasca,
klt, 4] ]

)

klt, +
O = ki NeklE] 7 kit A

0 — H(Py,Op,) — k[t, 2] — (k[3]/k) @ (k[t]/k) — H*(P1,0p,) — 0

0
ki, 1) T k) ke N k[t O

y terminamos porque el morfismo k[t, 1] — (k[3]/k) @ (k[t]/k) es epiyectivo.

Teorema: Los grupos de cohomologia de todo haz coherente M sobre una curva completa y no
singular X son espacios vectoriales de dimension finita.

Demostracion: Un morfismo k(t) — X define una proyeccién 7: X — P; que conserva la cohomo-
logia de los haces coherentes, y 7, M es un haz coherente en P; porque 7~ !(Spec k[t]) = Spec B,
donde B es un k[t]-médulo finito (p. 144). Luego podemos suponer que X = P;.

La torsién del haz coherente M estd concentrada en un ntmero finito de puntos cerrados,
donde su fibra es de dimension finita; luego podemos suponer que es nula, y M es un subhaz
del haz constante M.

Ahora una seccién racional s € M, no nula define un haz de ideales 7

ZWU)={f€Op,(U): fse M(U)}.

El teorema es cierto para Z ~ O(—n), y para M/Zs por induccién sobre el rango, y la
sucesion exacta 0 - Z — M — M /Zs — 0 permite concluir.

Definiciones: Pondremos h?(M) = dim HP(X, M), y la caracteristica de Euler-Poincaré
X(M) = x(X, M) = h°(M) = K1 (M)

es una funcién aditiva sobre los haces coherentes.
El género de una curva completa y no singular X es g = h'(Ox).

Segun el teorema anterior, x(P1,O(n)) =n+1, n € Z.
El cierre algebraico de k en ¥ es H°(X, Ox). Es una extensién finita de k, y supondremos
siempre que coincide con k, de modo que x(Ox)=1—g.

Teorema de Riemann-Roch (débil): x(Lp) =1—g+grD.
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Demostracion: La sucesion exacta larga de cohomologia de la sucesion exacta
0— Lp — Lpts —> k(z) — 0

muestra que x(Lpis) = x(Lp) + grz.
Luego el teorema es cierto para Lp si y s6lo si es cierto para Lpy,.
Como es cierto cuando D = 0, es cierto para todos los divisores.

Corolario: Una curva completa y no singular X es racional, ¥x ~ k(t), si solo si es de género
0 y tiene un punto racional.

Demostracion: Si X es de género 0 y grz = 1, entonces x(L;) =1—-0+4+1=2.
Se sigue que h°(L;) > 2, y existe f € ¥ con un tnico polo en z, y de orden 1.
Luego ¥ = k(f), porque [X : k(f)] = n°® de polos de f = 1.

Corolario: Si X es una curva completa y no singular, todo abierto U = X — x es afin.

Demostracion: Tenemos que h®(Ly,) > 1— g+ n.
Cuando n > g + 1, existe una funcién racional no constante f: X — IP; que sélo tiene polos
en el punto x; luego U = f~1(A}) es afin.

Definicion: Consideremos, en la categoria de haces coherentes sobre una curva X, el funtor
F(M) = HY(X, M)*. Es exacto por la izquierda, porque H?(X, M) = 0, y toda pareja esta
dominada por una minima. En efecto, toda sucesién de epimorfismos

p1 1 b2 n o P3
M& M&/ 5//

estabiliza porque Kerp; C Ker (p2p1) C Ker (p3pap1) C ...y X es noetheriano.
Por el Teorema de Representabilidad, F es el limite inductivo de los funtores representados
por las parejas minimas; luego para todo haz coherente M tenemos que,

H'(X, M)* = lim Homo, (M, M;) = Homo (M, Dx)
donde el haz casicoherente Dx = h’_)m M, es el haz dualizante de la curva X.
Teorema: Dp, = O(—-2).

Demostracion: H'(P1,0(=2)) # 0, asf que O(—2), con cualquier £ € H*(P;,O(—2))* no nulo,
es una pareja minima (los cocientes de un haz de linea son de torsion, luego aciclicos).
El haz O(—2) es un submédulo de Dp,, y si ponemos M(n) = M ®o, O(n), n > 1,

0— O(-2) —Dp, — K —0
0— O(n—-2)— Dp,(n) — K(n) —0
0—T'(P1,0(n—2)) — IT'(P1,Dp,(n)) — T'(P1,K(n)) — 0
['(Py, Dp, (n)) = Homp, (O(—n), Dp,) = H' (P1,0(—n))*
dimT'(Py,O(n —2)) =n — 1 = dim H'(Py, O(—n))*
I'(P1,K(n)) =0

lo que implica que K = 0, porque no tiene torsién (la torsién define secciones globales), y los
elementos de la fibra genérica definen (p. 236) morfismos O(—n) — K.

Teorema: FEl haz dualizante de una curva completa y no singular es un haz de linea.
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Demostracion: Consideremos un morfismo k(t) — X y la correspondiente proyecciéon w: X — Py.
La imagen directa 7, conserva la cohomologia de los haces coherentes, y m,M es coherente
cuando M lo es,

HY (X, M)* = H'(P1,mM)* = Homo, (m.M,Dp,)
= Homw*ox (W*M, mopl (W*Ox, D]P’l ))7
HY(X, M)* = Homp, (M, Dx) = Hom,,0, (m.M, 1. Dx),

7T*IZ))( = mopl (W*OXa DP1) ’
luego Dx no tiene torsion y es de rango 1. Es un haz de linea.
Definicion: Un divisor K de la curva X es candnico si Dy = L.

Teorema de Riemann-Roch: 5i K es un divisor candnico de una curva completa y no singular
X de género g, para todo divisor D,

dim H(X,Lp) =1—g+grD +dim H*(X, Lx_p).

Demostracion: H(X, Lp)* = Home,, (Lp, L) = H*(X, Lx_p), y se acaba por el teorema de
Riemann-Roch débil.

Corolario: h'(Lx) =1, h%(Lyg) =g, gr K =29 — 2.

Demostracion: H(X, Li)* = Homo, (Li, Lx) = H(X,Ox) es de dimensién 1.
HY(X, Lk) =Homp, (Ox,Lx) = HY(X,Ox)* es de dimensién g, y

g=h'(Lg)=1-g4+gK+h'(Ox)=2-g+gkK.

9.3.1. Calculo del Dualizante

Si X es un k-esquema, el haz asociado al prehaz U ~~ Qo ()% s el haz de diferenciales
Qx. Como las diferenciales localizan (p. 78), en cada abierto afin U = Spec A es el haz asociado
a {4k, y es coherente cuando X es de tipo finito.

Proposicion: Si X es una curva no singular y k es perfecto, el haz Qx es de linea.
Demostracion: Si t es un parametro local, m, = tO,, la sucesién exacta
2
my/my — Qo, ®o, K@) — L@y =0

muestra que Qo, ®o, k(z) = (dt), y por Nakayama Qp, = O,dt.
Si tuviera torsion, Qy,/, = 0, y X serfa (p. 81) una extensién separable de k(t) a la que no
podria extenderse ninguna k-derivacién de k(t). Absurdo.

Teorema: El haz dualizante de una curva completa y no singular X sobre un cuerpo k algebrai-
camente cerrado es el haz de diferenciales,

Lig = Qx.

1% demostracion: El teorema es cierto en P; porque Qp, = O(—2).
En efecto, dt no tiene ceros ni polos en la parte afin, y en el infinito tiene dos polos

u=t"1 dt =du) = —u3du.
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En general, consideramos una extensién k(t) — X separable, de modo que la métrica de la
traza (p. 83) no es singular, y define una sucesién exacta

0— ﬂ'*OX — I’IOIII(/)]P71 (W*OX7 OP1) —C—0

donde C estd concentrado en un numero finito de puntos cerrados, porque su fibra genérica es
nula. Luego C R0, L = C para todo haz de linea L, y tenemos sucesiones exactas

0— Q]pl ®OP17T*OX — HOIHO]P1 (71'*0)(, Opl) ®OPIQP1 —C—0

0 — Qp, ©op, MOy ————— Ty ————— Qy/p, — 0
donde Qx/p, (Spec A) = Qp/4, siendo B el cierre entero de A en . Como (p. 238)
HOIHO]P>1 (W*Ox, O]pl) ®OP19P1 = HOInO]P1 (W*OX, Q]pl) =mLg

para concluir que L =~ §2x basta ver que B*/B y {)p /4 tienen igual longitud en cada punto de
Spec B, donde B se ve en B* = Homy (B, A) via la métrica de la traza.

La métrica de la traza y las diferenciales son estables por cambios de base.

Luego podemos probarlo después de localizar y completar en un punto y € Spec A,

Ay — lim By /mBy = lim B, /(wm ...m}")" = By, ®...® By,

. Ty

donde 7= 1(y) = {z1,...,7,}, y basta probarlo para los morfismos Ey — B,.
Como k es algebraicamente cerrado, son anillos de series formales (p. 138),

HH)) = A — B = k[x]
tB\ = (xn)’
BJiB = kla)/(a")

n—l)

y Nakayama muestra que (1,z,...,x es una base del A-médulo E,

B=A® Az ...® Az"' = A[z]/(a" +...) = A[z]/(P).

Lema: Sea A un anillo de Dedekind y B el cierre entero de A en una extension finita y separable
de su cuerpo de fracciones. Si B = A[{] = Alz]/(P) = Alz]/(z™ +...),

B =A@ A~ @ .. @ AL~

P(€) P(€) Pr(g)”
y por tanto, B*/B ~ B/(P'(£)) ~ Qp/a.
Demostracion: Si € = aq,...,q, son las raices del polinomio separable P(z), al descomponer

% en fracciones simples, y desarrollar en serie de potencias de 21, vemos que

1
= =2 "1+az ™ +..)

- 1
; P(a;)(z — ;)  P(x)

tr( 1% )_ 0 0<i<n-—2
P&)) 11 i=n—-1
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Luego P,é—(ig) € B*, porque £ € A® AE ... @ A" L y la matriz

es invertible: P’1(§)7 P/g(g) ey 1537:(2) forman una base de B*, y B*/B ~ B/(P'(§)).

22 demostracion: Sea X = U U U’ = (Spec B) U (Spec B’), el recubrimiento de la p. 234.
Para toda k-algebra A, el cambio de base X 4 es el esquema

X4 =X X (Spec A) = Uq U Uy = Spec (B ®j, A) U Spec (B’ @y, A)
y el producto directo X x X es el esquema (integro, porque k es algebraicamente cerrado)
X %, X = XpUXp = (X x;, Spec B) U (X xj, Spec B').
El morfismo diagonal X — X x X es una inmersién cerrada, porque el morfismo
B®y B — Ox(UNU') = B[1] = B'[t]

es epiyectivo, y el haz de diferenciales es Qx = A/A?, donde A es el haz de ideales de la diagonal,
v A es localmente principal porque 2x es de linea.
Ahora, dado un punto cerrado x € X, restringimos a X X z la sucesién exacta

00— Lg ®,O0x —> HOII](A, L ®p Ox) HHOHI(A/A% LK) —0

| l |

0 Ly Hom(m,, L) P

donde kyx, = Hom(m,/m2, Lx/m, L) es el haz k concentrado en z x z.
Tomamos imagen directa por la segunda proyeccién 7: X x X — X,

Hom(Qy, Lg) . Rlﬂ*(LK ®r Ox)

| |

k, HY(X, L)

HYX,Lgyy)=0

donde Hom(Qx, L) es un haz de linea, y R'7,(Lx ® Ox) = H' (X, Lx) ®, Ox es un haz de
linea trivial (la igualdad se debe al siguiente lema).
El diagrama anterior muestra que en cada punto §: Hom(Qx, Lx) — Ox es epiyectivo.
Luego es un isomorfismo, y Qx = Lg.

Lema: Sea X una curva completa y no singular sobre un cuerpo k. Si M es un haz casicoherente
en X, y A es una k-dlgebra,

H? (X g, M ® A) = HP (X, M) ®, A.
Demostracion: Comparando las sucesiones de Mayer-Vietoris de My M4 = M ®; A,

0— H(X,M) —-TUM)T(U M) —TUNU M) — H(X,M) —0
0 — HY (X4, M4) — T(UM)a@T(U , M)g —TUNU ,M)s — H (X4, M4) —0
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vemos, al ser @A exacto, que HP (X, M) @ A — HP(X 4, M ®}, A).

Férmula de Hurwitz: Sea 7: X — X' un morfismo no constante entre curvas completas y no
singulares sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Si Y — X es separable de grado d,

29-2=d(29' -2)+ 3 e, ex=10,/0,)
zeX
Demostracion: Tenemos que gr 7*(K') = d(gr K') = d(2¢’ —2). Ademads, la fibra de Qx/x en el
punto genérico de X es Qy /sy = 0, asi que tenemos una sucesion exacta

0—>7T*QX/ =Lppgr — Qx = Lk —)QX/X/ —0

Definicién: Una curva X sobre un cuerpo k es lisa si {2x/;, es un haz de linea.

Ejemplos: Cuando k es algebraicamente cerrado, Qo, /m,Qo, = m,/m2 (p. 78), y las curvas
lisas son las curvas no singulares.

Sea k = F,(t). La curva y?> = 2P — t es no singular; pero no es lisa, porque es singular al
cambiar de base al cierre algebraico k.

Proposicién: Sea X una curva completa y no singular sobre un cuerpo k. Para toda extension
k — K tenemos que el dualizante es estable por cambios de base,

Dx i @ K =Dxp /K-
Demostracion: H' (X, Dx @ K) = H'(X,Dx) ®;, K no es nulo, asi que existe un morfismo
no nulo Dx ®, K — Dx,., y ambos son haces de linea. Tenemos sucesiones exactas
0 —Dx K —Dx, —C—0
0— H°X,Dx)x — H* (X, Dx,) = H'(Xk,C) = H' (X, Dx)x — H (X, Dxy) — 0

| | I |
H'(X,0x)i  H'(Xk,Ox,)" HO(X,0x)i  H"(Xk,0%,)

y vemos que H°(Xg,C) = 0. Como es flasco, C =0, y Dx ® K = Dx,.
Teorema: Si una curva completa y no singular X es lisa, entonces L = Qx.

Demostracion: Como el dualizante y las diferenciales cambian de base, basta probar su coinci-
dencia después de cambiar de base al cierre algebraico, donde ya hemos probado que el dualizante
coincide con las diferenciales (p. 238).

9.4. Inmersiones Proyectivas

El espectro proyectivo de un anillo graduado R = RgBR1P. .. es el subespacio X = Proj R
de Spec R formado por los ideales primos homogéneos p = P,p, que no contienen al ideal
irrelevante R, = &,>1R,, (los cerrados son (I)g = {z € X: I C p,}, donde I = &,1I,, es un
ideal homogéneo, y los abiertos Uy = X — (f)o, f homogéneo, forman una base) con el haz de
anillos Ox asociado al prehaz de localizacién homogénea

U~ Ry = {% An, fn € Ry, fn sin ceros en U}

donde Ry es la componente de grado 0 de la localizacién de R por los elementos homogéneos
que no se anulan en ningun punto de U. Sus fibras Ox , = R(,) son la localizacion homogénea
de R por los elementos homogéneos que no se anulan en zx.
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Siempre supondremos que el ideal irrelevante R, estd generado por Ri;, de modo que los
abiertos basicos Uy = Proj R — (f)o, con gr f = 1, recubren X.
Pg a4 = Proj Alzo, ..., x4] es el espacio proyectivo de dimensién d sobre A.

Teorema: Proj R es un esquema; Uy = Spec Ry, gr f = 1.

Demostracion: Los primos homogéneos de R que no contienen a f se corresponden con los primos
homogéneos q = & f"qo de Ry = &, f"R(y), donde qo es un primo de R;).

Esta biyeccién Uy = Spec R(y) es homeomorfismo porque (an)o N Uy = (?—2)0, y es un
isomorfismo de espacios anillados porque tenemos un isomorfismo de prehaces

an/fn fman
b/ f " Frb

Proposicién: Toda curva proyectiva integra Proj k[&o, . ..,&n] es completa.

U C Uy (B(p))u — Rw),

Demostracion: Hemos de ver que cada anillo de valoracion discreta V de su cuerpo de funciones

P, s
racionales ¥ = {M} centra en un unico punto.
Q’m 507 7§n
Si tomamos un cociente Ef de valoraciéon méaxima, % = g—’“ . % no puede tener valoracion
1 S 1

negativa,

y V centra en el punto que define A; Nmy,.
Si V centrase en otro punto de U; = Spec A;, entonces A; C V, y % es invertible en V, de

modo que Aij = A; [%] = Aj [%] cV.
Tanto el centro de V en U; como en U; estd en U; N U; = Spec A;;.
Luego coinciden porque V no puede centrar en dos puntos de un abierto afin.

Definicién: Si M = ®%, M, es un R-mdédulo graduado, M denotara el haz sobre Proj R
asociado al prehaz de localizacion homogénea

U~ My —{m"'mnEMn,fneR no se anula en U}

v, al igual que en el caso del haz de anillos locales, coincide en Uy = Spec Ry con el haz asociado
a My, cuando gr f = 1.

M (n) denotara el R-médulo graduado M (n)g = M, 4.

Pondremos Ox(n) = R(n)™, y estos haces son de linea, porque en los abiertos Uy tenemos
isomorfismos f": Ox|v, — Ox(n)|v,-

Si M es un Ox-mdédulo, pondremos M(n) = M ®0, Ox(n).

Como Mf =@, f" M M(f) ®R(f) Rf, tenemos que M(f) ®R(f) N(f) = (M QR N)(f), y el

morfismo natural M ®(9X N — (M ®p N)™ es isomorfismo,
M(n)~ = M oy Ox(n) = M(n),
Ox(n) ®p, Ox(m) = Ox(n+m).

Ejemplo: Como k[zg,...,z4| es dominio de factorizacién unica, el prehaz ya es haz

On)(U) = {w: Q@ sin ceros en U}

Qm(20,.-Tq)

En Py 4 tenemos que z; define una seccién global del haz Op " (1) que no se anula en
ningun punto de U; = Spec A[%‘;, ey ﬁ—f] Por tanto, las secciones xg, . .., x4 generan la fibra de
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Op, (1) en todos los puntos, y definen un epimorfismo OICPl’Ii — Op, (1), que ha de verse como
un subfibrado de linea del fibrado trivial de rango d + 1.

Es el subfibrado de linea universal, en el sentido de que para todo A-esquema X los X-puntos
del espacio proyectivo son las familias de rectas del fibrado trivial de rango d+ 1 parametrizadas
por X:

Propiedad Universal: Hom4 (X, Proj A[xg, ..., x4]) = [lgl(;(;edrgeg;ﬁ}

Demostracion: Sean s, ..., sq secciones de un haz de linea £ en X que generen la fibra en todo
punto. En el abierto V; donde genere s; tenemos que s; = %Siv ‘Z—Z € Ox(V;).

Por el siguiente lema, el morfismo A[%?, ey fg—’f] — Ox(Vp), % — %’ induce un morfismo
de A-esquemas ¢;: V; — U;, y tenemos isomorfismos ¢;O(1) = Ll|v;, ¢} (x;) = s;.

Estos morfismos coinciden en las intersecciones, y definen un A-morfismo ¢: X — Py 4 y un
isomorfismo ¢*O(1) = L, ¢*(x;) = s;. La unicidad es evidente.

Lema: Hom(X, Spec A) = Hom(A4, Ox(X)).

Demostracion: La aplicacién Hom(U, Spec A) — Hom(A, Ox(U)) es biyectiva cuando U es un
abierto afin (p. 232). Como son haces de conjuntos, es biyectiva cuando U = X.

Corolario: Sea FE un k-espacio vectorial de dimension finita. El grupo de los automorfismos
del esquema P(E) = Proj S*E* es el grupo PSI(E) de las proyectivizaciones de automorfismos
semilineales de E, y el subgrupo de los k-automorfismos es el grupo PGI(E) de las proyectivi-
dades.

Demostracion: Cada automorfismo o: P(E) — P(E) define un automorfismo o* del anillo de
secciones globales I'(P(E), Op( E)) = k, lo que permite reducirnos al caso de un k-automorfismo;
caso que se sigue directamente de la propiedad universal.

Definicion: Sea X una curva completa y no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Las secciones globales de un haz de linea Lp separan puntos y puntos infinitamente
préximos cuando para cada par de puntos cerrados p, ¢ existe una seccién de Lp_, que no es
seccion de Lp_,—, (una seccién global de Lp que se anula en p y no en ¢; y cuando p = ¢ esto
significa que no se anula dos veces en p).

Si X — Py es el morfismo que define una base sy, ...,sqs de I'(X, Lp), y B; es el cierre entero
de A; = k[i—?, e Z—‘f] en Yy, las secciones de Lp separan puntos cuando los anillos B;/mB;
de las fibras son locales, y separan puntos infinitamente proximos cuando son reducidos; luego
B;/mB; = A;/m porque k es algebraicamente cerrado, y Nakayama muestra que A; = B;.

Es decir, el morfismo X — P4 es una inmersién cerrada.

Corolario: Las secciones globales de Lp separan puntos y puntos infinitamente prozimos cuando
grD > 2g. En particular, toda curva completa y no singular sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado es proyectiva.

Demostracion: Los divisores K — (D —p) y K — (D — p — q) son de grado negativo, y por el
teorema de Riemann-Roch, h°(Lp_p) = h%(Lp_p—q) + 1. q.e.d.



244 CAPITULO 9. GEOMETRIA ALGEBRAICA T

En el caso de una curva completa y no singular X de género g > 2 sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado, la condicién necesaria y suficiente para que los divisores candnicos definan
una inmersiéon cerrada X — P,_; es que para todo par de puntos

WO(Lk—p-q) < B°(Lx-p) < h'(Lk)=g;

es decir, h°(Lx_p—q) = g — 2, lo que equivale a que h%(Ly4,) = 1.

La inmersién candnica identifica X con una curva de grado 2g—2 en IP;_1, bien definida salvo
proyectividades (lo que reduce la clasificacion de curvas de género g a la clasificacién proyectiva
de tales curvas candnicas), salvo cuando X admite una proyeccién X — P; de grado 2 (X es
hipereliptica), que por la férmula de Hurwitz ha de ramificar en 2g+2 puntos cuando car k # 2,

de modo que Xx = k(z, \/Pagi2(x)).

9.5. Morfismos Proyectivos

Sea R = Al,...,&4], donde el anillo A es noetheriano.

Pongamos X = Proj R, U; = X — (&)o, y sea i: Uy — X el morfismo de inclusion.
Los morfismos &;: R(n) — R(n + 1) inducen morfismos Ox(n) — Ox(n + 1).

Si M es un haz casi-coherente en X, tenemos morfismos M(n) — M(n+ 1),y

lim M(n) — ix(Mlu,), m® L s Lz,

es un isomorfismo. En efecto, en cada abierto afin U; tenemos que lim M,, = M, cuando M,, = M

y los morfismos de transicién son &: M = M, - M, 11 = M.

Teorema: lim H? (X, F;) = HP(X,lim F;), cuando X es un espacio noetheriano.

Demostracion: El morfismo natural lim F;(X) — (lim J;)(X) es inyectivo porque X es compacto

(p. 272).
Cada seccién s € (lim F;)(X) estd localmente definida por secciones s; € F;(U).

Estas secciones s; no coinciden en las intersecciones; pero, al ser estas compactas, coinciden
como secciones de F; para un indice j suficientemente grande, y definen una seccién global de
Fj que induce s.

Por tanto, en general lim C*F; es una resolucién flasca de lim F;, y

HP(X,lim F;) = HP[D(X, lim C*F;)] = lim H? [[(X, C*F;)] = lim H? (X, F;).

Teorema: Todo haz casi-coherente M sobre X es la localizacion homogénea M = M de un
R-mdédulo graduado M, finito generado si M es coherente.

Demostracion: Si M = @,T'(X, M(n)), el morfismo natural M — M es isomorfismo,

M(U;) = U PS5 = 1im D(X, M(n)) = T(X, lim M(n)) = D(X, i.M|u,) = M(Uy).

n

Cuando M es coherente, los médulos M(U;) son finito generados, y existe un submédulo
finito generado N = @,, N, € M tal que N — M es epiyectivo.
Luego es un isomorfismo porque N C M.

Teorema: Todo haz coherente M sobre X admite una presentacion finita

®O0x(n;) — ®O0x(n;)) — M — 0
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Demostracion: Todo R-médulo graduado finito generado M admite una presentacion finita
®R(nj) = @R(n;) = M — 0, y la localizacién homogénea conserva sucesiones exactas.

A-médulo libre de rango ("}?)  n >0, p=0
Teorema: HP(Py 4,O(n)) = ¢ A-médulo libre de rango (_%_1) n<-—d, p=d

0 en otro caso

Demostracion: Una vez probado el enunciado para el haz de anillos locales Op,, por induccién
sobre n y d se sigue para Op,(n) y Op,(—n) en virtud de las sucesiones exactas

0— Op,(n—1) — Op,(n) — Op,_,(n) — 0
0 — Op,(—n) — Op,(—=(n—1)) — Op,_,(—=(n—1)) — 0

La primera muestra también que HP (P4, O(n)) = HP(P4,O(n + 1)) cuando p > 1, n > 0.
Por tanto, cuando p > 1, tenemos que

HP(Pg,O) = lim H? (P4, O(n)) = HP(Py,1im O(n)) = HP(Py,i.0y,) = H?(Uo, Oy,) =0
Por dltimo, como Op,(U;) = A[@, e %‘j], es claro que HY(Py, Op,) = Ry = A.

Ty

Ejemplo: Si pc es el haz de ideales de una cénica C' de ecuacién g(xg, z1,x2) = 0, tenemos un
isomorfismo ¢: Op,(—2) = pc, y la sucesién exacta

0— pc=0p,(—2) — Op, — Oc — 0

prueba que H(C,0¢) = k, HY(C,O¢) = 0. Luego (p. 237) toda cénica no singular con un
punto racional es isomorfa a la recta proyectiva (Teorema de Steiner).

Teorema de Serre: Si M es un haz coherente sobre X = Proj A[&o, . .., &4,

1. HP(X, M) es un A-mddulo finito, nulo cuando p > d.

2. Eziste un entero ng tal que, para todo m > ng, los haces M(n) son aciclicos, y estin
generados por sus secciones globales,

NX,M(n)) ®4 Ox — M(n) — 0

Demostracién: Podemos suponer que X = Py 4.

El reticulo de cerrados generado por los complementarios de Uy, . . . , Uy define una proyeccion
m: X — BAg sobre un espacio finito de dimension d, y 7, conserva la cohomologia de los haces
casi-coherentes (p. 232); luego (p. 230)

H?(X, M) = HP(BAy, ™M) =0, p>d.
Por otra parte, si consideramos una presentacion
0— K —a&0x(n;) — M —10

los niicleos y conticleos de los morfismos HP(X, M) — HP*1(X K) son A-médulos finito gene-
rados y, por induccién descendente vemos que HP(X, M) es un A-médulo finito generado.

0 — K(n) — ®O0x(n; +n) — M(n) — 0
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Si n; +n > 0, los haces Ox (n; + n) son aciclicos y H? (X, M(n)) = HP*(X,K(n)), p > 1.
Por induccién descendente concluimos que H? (X, M(n)) = 0 cuando n > 0.
Ademaés ®;Ox(n; + n) estd generado por sus secciones globales; luego M (n) también.

Teorema: Si M es un R-mddulo graduado finito generado, M, =T'(X, ]\7(7@)) cuando n > 0.

Demostracion: 0 - K — ®R(n;) - M — 0,0 - K' — &R(n;) - K — 0,
0— K(n) — @& Ox(n;+n) — M(n) — 0
0— K'(n) — @ Ox(nj +n) — K(n) — 0

Cuando n > 0, al tomar secciones globales se mantienen exactas, y el siguiente diagrama
conmutativo de filas exactas permite concluir,

®;R(nj)n — & R(ni)n — M, — 0
I | +
HY(X,®0x(n; +n)) — HYX,®O0x(n;+n)) — HY(X,M) — 0

Teorema de Bézout: Sea R = k[zg, z1, 2], y consideremos dos curvas proyectivas planas C,
C’ de ecuaciones P, =0, P/, = 0, sin componentes irreducibles comunes.

Si p, p’ son los respectivos haces de ideales, su multiplicidad de interseccién en un punto
z es la longitud del Op, .-médulo Op, ./p. + p’,

(C/ N C)z = Z(OPQ,Z/pZ + p;) )

y la dimensién del k-espacio vectorial I'(Py, Op,/p + p') = @.0p, ./p. + p’, es el numero de
puntos de corte, contados con su grado y multiplicidad.

Como R es un dominio de factorizacién unica, y P,, P/ no tienen factores irreducibles
comunes, tenemos sucesiones exactas

0 — R(—n —m) 2 R(—n) ® R(—m) -2+ R — R/(P,, PL) — 0
0 — O]p2(—’n — m) — O]}DQ(—TL) D O]p2(—m) — O]p2 — Opz/p —I—p' — 0

donde ¢(Q) = (P.,Q, P,Q), ¢(A,B) = P,A — P/ B. Como la caracteristica de Euler-Poincaré

es aditiva, el numero de puntos de corte es el producto de los grados

dim ;T'(P2, Op, /p +p') = x(P2, Op, /p +p')
= X(OPQ) - X(OPQ(_n)) - X(OPQ(_m)) + X(O]P’z(_n - m))

() ) T

9.6. Curvas Completas

Sea X el cuerpo de funciones racionales en una curva completa X sobre un cuerpo k, y sea
X la variedad de Riemann de X.
Como cada valoracién discreta de 3 centra en un tnico punto de la curva X, tenemos un
morfismo natural
p: X — X
y p~1(Spec A) = Spec A, donde A es el cierre entero de A en ¥, de modo que la imagen directa
ps« conserva (p. 232) la cohomologia de los haces casi-coherentes.

0 —O0x —p.0Og —C—0
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donde € = (p.Ox)/Ox estd concentrado en los puntos singulares de X.
HY(X,0x) = H’(X,Ox) = k cuando k es algebraicamente cerrado en ¥, y la relacién entre
el género aritmético m = dim ,H'(X,Ox) y el género geométrico g = dim ,H'(X,Og) es

g=m— Y dimi(0,/0,).
reX

En el caso de una curva plana de grado n, su anillo B = k[xo, 21, z2]/(P,) = R/(P,) admite
la presentaciéon 0 — R(—n) - R — B — 0,

0 — Op,(—n) BN Op, — Ox — 0

7 = dimp HY(X, Ox) = dimy, H2(Py, Op, (—n)) = (” ) 1)

Si ademads k es algebraicamente cerrado, y m, denota la multiplicidad de un punto y del arbol
de explosiones A, en un punto singular z, el género geométrico es (p. 149)

=(")-2 2 (W)

Teorema: Si M es un haz coherente sobre una curva completa X, los espacios vectoriales
H™(X, M) son de dimension finita sobre k.

Demostracion: El nicleo y el conucleo del morfismo natural ¢: M — p,p* M verifican el teorema
porque son haces coherentes concentrados en los puntos singulares de X.
También p.p* M, porque H"(X, p,p* M) = H"(X,p* M), y terminamos,

0 — Im¢p — p.p"M — Coker ¢ — 0
0 — Ker¢p —M — Im¢p — 0

Proposicién: El haz dualizante Dx de una curva plana de grado n es
Dx = Ox(n —3).
Demostracion: Tenemos sucesiones exactas
0 — Op,(m —n) — Op,(m) — Ox(m) — 0

Luego h'(Ox(n —3)) = h?(Op,(—3)) = 1, y Ox(n — 3) es una pareja minima, con cualquier
elemento no nulo de H*(X, Ox(n — 3))*, porque los haces de torsién son aciclicos.
Si estuviera dominada por otra pareja minima Mg, para m > 0 tendremos

0—0x(n—3) —M-—K—0
0 —T(X,0x(m+n-3) — (X, M(m)) — T'(X,K(m)) — 0
RO (M(m)) < dimHom(Ox (—m), Dx) = h*(Ox(m))

e - < O = (1) < (75

"))

R2(Ox(m+n —3)) = h°(Op,(m +n — 3)) — h°(Op,(m — 3))

hO(K(m)) = 0
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y concluimos que K = 0; luego Ox(n —3) = M,y Ox(n —3) = Dx.

Corolario: Si X es una curva plana de grado n y Ly es el haz de linea candnico de su modelo
no singular X, tenemos un isomorfismo de p,Ox-modulos

p«(Li) = Homp, (p«Ox, Ox) ®oy Ox(n — 3).
Demostracion: El argumento de la p. 238 prueba que
p«Dx = Homo  (p.Ox,Dx)
y, como Dx es un haz de linea, concluimos que

Hom(p.Og,Dx) = Hom(p.Ox,Ox) ®o, Dx.



Capitulo 10

Geometria Diferencial 11

10.1. Calculo Diferencial Valorado

Sea Ox un haz de anillos sobre un espacio topolégico X. Un Ox-mdédulo es un haz de
grupos abelianos M en que M(U) tiene una estructura de Ox(U)-médulo compatible con los
morfismos de restriccion, en el sentido de que para todo abierto V' C U,

(fm)lv = flvmlv; f € Ox(U), me M(U),

y es localmente libre de rango r si es localmente isomorfo a O’ (X se recubre por abiertos U
en que M es trivial: M|y ~ O%|y), y un haz de linea cuando r = 1.

Por ejemplo, si C§ es el haz de funciones diferenciables sobre una variedad diferenciable X
de dimensién n, el haz D de los campos tangentes es un C§-mdédulo localmente libre de rango
n, y el haz de n-formas Q% es un haz de linea.

Fijemos un C§’-médulo localmente libre £ de rango r.

Una p-forma diferencial valorada en £ es un morfismos de haces C$-multilineal

w:Dx P.xD—E&

y por convenio las O-formas valoradas en £ son las secciones globales de &£.
La contraccién interior de w con un campo D es la (p — 1)-forma E-valorada

(ipw)(Da, ..., Dp) = w(D, Dy, ..., Dy).

Dado un morfismo de haces C¥-bilineal £ x £’ — £”, el producto exterior de una p-forma
E-valorada w con una g-forma &£’-valorada w’ es la (p + ¢)-forma £”-valorada

1
(w /\w,)(Dla e -vaJrq) = W E; Sgn (O’)UJ(DU(l), ce aDa(p)) : w,(Da(p-i-l)’ R ,Da(p+q)).
"1t 0€Op+g

Las demostraciones de las pp. 51, 53 prueban que
ip(wAw) = (ipw) A + (—=1)Pw A (ipw')

y que w Aw' = (—1)P9w’ A w cuando w’ A w se considera respecto del producto ¢’ -e = e - ¢’
En particular, si &' = £, la igualdad es valida cuando el producto es conmutativo.

Ejemplos: Las p-formas ordinarias son las p-formas valoradas en CS.
Una forma ordinaria w, y una seccién global e de &, definen una p-forma &-valorada

(wp ®€)(D1,. . "DP) = wp(Dl, .. .,Dp) e.

249
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La identidad I: D — D, I(D) = D, es una l-forma valorada en los vectores.

La torsién Tor(Dy, D) = DY Dy — DY D1 —[D1, Do] de una conexién lineal V es una 2-forma
valorada en vectores, y su curvatura R(Dy, Do) = DY DY — DY DY — [Dy, Do}V es una 2-forma
valorada en End(D).

Lema: Si (U;uq,...,uy,) es un abierto coordenado de X en que £ es trivial, y {e1,...,e.} es
una base de E(U), entonces en U las p-formas E-valoradas forman un C*°(U)-modulo libre de
base

{(duiy Ao A dui,) @ e hi<in <. <ip<n1<j<r
Definicion: Un morfismo de haces V: D x £ — £ es una conexién lineal en £ si
1. Dv(el + 62) = Dvel + Dveg,
(fD)Ve = fDVe.
2. (D1 + D2)Ve = DYe+ DYe,
DV (fe) = (Df)e+ fDVe.
Ejemplos: En C§ tenemos una conexién natural DV f = Df, que implicitamente se usa en el
cdlculo diferencial con formas ordinarias.

Las conexiones en D son las conexiones lineales (p. 187) en la variedad X.
Si tenemos conexiones en £ y &', tenemos conexiones naturales en

Ea & , DV(e+¢')=DVe+ DVe
ExE , DV(e@e)=(DVe)®e +e® (DVe)
& , (DYw)(e) = D(w(e)) —w(DVe)

Hom(E,&) , (DVT)(e) = DV (Te) —T(DVe).
Definicion: La derivada de Lie de una p-forma £-valorada w con un campo tangente D es la
p-forma E-valorada
P
(DEw)(Dy, ..., Dy) = DV (w(Dy,...,Dp)) — Nw(Dy,...,[D,Dj],...,Dp).
i=1
Si tenemos un producto bilineal £ x £ — £”, y conexiones compatibles en el sentido de que
DV(e-€)=(DVe)-€ +e-(DVe), no es dificil comprobar que
DEwAW) = (Drw) AW +w A (DEY).

Teorema: Sea Q,(E) el haz de p-formas E-valoradas. Ezisten morfismos de haces R-lineales
d: Qp(E) — Qpi1(E), unicos, tales que para todo campo tangente D,

DL:dOiD+iDOd.

Demostracion: Veamos la unicidad por induccién sobre p.

Si p =0, entonces DVe = DFe = ip(de); luego (de)(D) = DVe.

Cuando p > 1, tenemos que ip(dw) = DYw —d(ipw) y, por induccién, d(ipw) estd determi-
nada de modo tnico.

Para probar la existencia, definimos la diferencial exterior de modo recurrente. Si p = 0,

(de)(D) = DVe
y, definida sobre las (p — 1)-formas, para toda p-forma w ponemos

(dw)(D, Dy,...,D,) = (D*w)(Ds, ..., Dy) — (dipw)(Dy1, ..., D,).
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Hemos de probar que dw es una (p + 1)-forma. Es R-multilineal y alternada.
En efecto, es claro que (dw)(D,...,D;,...,D;,...) =0,y

(dw)(D, D, Dy, ..., D,) = (D"w)(D, Dy, ..., Dp) — (dipw)(D, Dy, ..., D,) =

= DV(w(D, Dy,...,Dp)) — f:?w(D, ..,[D,Dy],...) = (ipdipw)(Da,...,Dp) =0

porque (ipdipw)(Da,...,D,) = DVD(ipw)(Da,...,Dy) — (dipipw)(Da, ..., D,)
P
= DV(w(D, Ds,...,Dp)) = > w(D,...,[D,Dj,...).
i=2

Finalmente, veamos que es C-multilineal. La linealidad en las variables D1, ..., D) es clara;
luego también en la primera, porque es alternada.

Férmula de Cartan: (dw)(D1, D2) = DY (w(Ds)) — Dy (w(D1)) — w([D1, Da]).

Demostracion:
(dw)(D1, Dg) = (Dfw)(Ds) — (dip,w)(D2) = DY (w(D2)) = w([D1, Da]) — Dy (w(D1)).

Corolario: La torsion de una conexion lineal es la diferencial exterior de la identidad,
Tory = dI.

Demostracion: (dI)(D1, D2) = DY (I(D2)) — DY (I(D1)) — I([D1, Da]) = Tory (D1, D2).

Teorema: Si tenemos un producto bilineal € x &' — E", y conexiones compatibles en el sentido
de que DV (e-€') = (DVe)-€ +e-(DVe), entonces

d(wp Awyy) = (dwp) Aw) + (—=1)Pwp A (dw)).
Demostracion: Como ipd = D¥ — dip, se sigue directamente de las igualdades
ip(wp Aw)) = (ipwp) A wy + (—=1)Pw, A (ipw))

D' (w, Awl)) = (D" wy) Awl, + wp A (DFW)).

10.1.1. Curvatura
En general d? # 0. Por ejemplo, para toda seccién e tenemos
(d%)(Dy, Dz) = DY ((de) (D)) — DY ((de)(D1)) — (de) (D1, Da))
= Dy (Dy'e) = Dy (DY'e) — [D1, D2]Ye = R(D1, Ds)(e)

donde la curvatura R es una 2-forma End(€)-valorada. Es decir, d?e = RAe, donde el producto
exterior se considera respecto del producto End(£) x &€ = &, T -e =T(e).

Teorema: d2w = R A w.

Demostracion: Si € es trivial en un abierto U, y {e1,...,e,} es una base de £(U), tendremos
w=y wi®e =y w;Ae;, para ciertas p-formas ordinarias w;,
dw = Zl[(dwl) Ae; 4+ (=1)Pw; A (dei)] ,
QPPw =3, [(d%wi) Aeg + (—1)PT(dw;) A (de;) + (—1)P(dw;) A (de;) + w; A (d%e;)]
= wiA (dQeZ’) =Y wiN(RNe) = Zi(—l)ZPR Aw; Ne; = RAw.



252 CAPITULO 10. GEOMETRIA DIFERENCIAL IT

Identidad Diferencial de Bianchi: dR = 0.
Demostracion: d3e = d?(de) = R A (de) para toda seccién e de &, y
d®e = d(d%) = d(RAe) = (dR) Ae+ R A (de);
luego (dR) A e = 0. Es decir, (dR)(D1, D2, D3)(e) =0,y dR = 0.
Nota: En general d no conmuta con la derivada de Lie, sino que [D¥,d] = (ipR)A.

Traslado Paralelo: El haz de secciones diferenciables £ de un fibrado vectorial real £ — X es
un C¢-modulo localmente libre, y las formas valoradas en £ son las formas valoradas en las fibras
de F. Dada una conexién V en &, y una aplicacion diferenciable ¢: Y — X, existe una tunica
conexion ¢*V en el haz de secciones diferenciables del fibrado vectorial p*FE = E xx Y — Y tal
que, para toda seccion local e € E(U),

¢"(de) = d(¢"e),

pues si £ admite una base eq,...,e, tendremos DVe; = Zj wij(D)e; para ciertas 1-formas
ordinarias wj;, y la tnica posibilidad es considerar la conexién dada por las 1-formas ¢*w;,

DV (¢ es) = 32 ;(¢"wij) (D) (d7¢))

que claramente cumple ¢*(de;) = d(¢*e;); luego también para toda seccién local e. Por la
unicidad, estas conexiones locales coinciden en las intersecciones, y definen una conexién global.

Por ejemplo, cuando £ = T'X es el fibrado tangente y o: I — X es una curva diferenciable,
los campos con soporte en o son las secciones diferenciables de o*T' X, y la conexién o*V es la
derivacién covariante de campos con soporte introducida en la p. 189.

En general, dada una curva o: I — X y un vector eg € E, en la fibra de o = o(ty), existe
una tunica seccién paralela e: I — E, de = 0, tal que e(tg) = eg, lo que define un traslado
paralelo (que depende de o y no sélo de sus extremos)

EO'(to) — EO'(tl); t07t1 el

Ecuaciones de Estructura de Cartan: Sea V una conexién lineal en X. Si {Dy,...,D,} es
una base local de campos tangentes, y {61, ...,60,} es la base dual, tendremos

n
i=1

9 dZDj =RAD;=> Q;®D;, QjD,D")=6;(R(D,D")Dj).
i=1

3. Tor =dI = Z 0, ® D, @1(D, D,) = ai(TOI"(D, D/))
=1

Calculando la diferencial exterior de la identidad I =3;0; ® D; = . 6; A D,

dl = Zj do; N D; — Zj 0; NdD; = Zz do; ® D; — Zi,j(ej /\wij) ® D;
= Zi(dei + Zj wij N\ (9j> ® D;
y, comparando con (3), obtenemos la primera ecuacién de estructura,

do; + ijij A 9]' = 0,.
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Diferenciando (1) y comparando con (2), obtenemos la segunda ecuacién de estructura,
dwij + kaik Nwj = Qij.

Si consideramos 6 = (6;) y © = (0;) como formas valoradas en R", y w = (w;;) y Q& = ()
como formas valoradas en las matrices n x n, estas ecuaciones son

dd+wNnb =06
dvo+wAw=1

donde los productos exteriores se consideran respecto del producto de matrices.
Si diferenciamos la primera ecuacion de estructura,

0+ (dw) A —w A (df) = dO

y sustituimos df y dw por los valores que dan las ecuaciones de estructura, obtenemos la Iden-
tidad de Bianchi:
QN —wANAO =dO.

Si diferenciamos la segunda ecuacion de estructura,
04 (dw) Aw —w A (dw) = dw

y sustituimos dw por el valor que da la segunda ecuacion de estructura, obtenemos la Identidad
Diferencial de Bianchi:
QNw—wAQ=dS.

En el caso de una conexién simétrica (como es la de Levi-Civita) tenemos que © = 0, y las
ecuaciones de estructura y de Bianchi son

dd+wAf =0 QAO=0
dvo+wAw=1 QAN w—wAQ=dQ

10.2. Calculo de Variaciones

Dos aplicaciones diferenciables s, s: X — Y definidas en sendos entornos de un punto z € X
tienen el mismo k-jet en x cuando s*(f) = 5 (f) (méd. mk+1) para toda f € C®(Y).

En particular, tienen el mismo 1-jet cuando §(x) = s(x) y tienen igual aplicacién lineal
tangente en x.

Los k-jets de aplicaciones son las clases de equivalencia, y el k-jet en x de una aplicacién s
se denota j¥s.

Fijada una proyeccién regular 7: Y — X, el conjunto de 1-jets de secciones locales (diferen-
ciables) de 7 se denota J1'Y, y estd dotado de proyecciones naturales

JY v p(jls) = s(x)
\ iﬂ
™
X 7(jls) = @

Si (z1,...,xy) son coordenadas en un abierto U C X,y (z1,...,%n,Y1,--.,Ym) €0 un abier-
to V. C 77 1(U); en p~1(V) cada 1-jet de seccién jls estd determinado por las coordenadas
(T1y. ey Tny Y1, .-, Ym) de s(x) y los coeficientes de la matriz jacobiana

0y
— J ({E)

yjﬂ. - 8.%'1
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En J'Y tenemos una tnica estructura de variedad diferenciable tal que (xi,y5,Yy4,:) son
sistemas de coordenadas locales.

En particular, p y 7 son proyecciones regulares, y cada seccién s: X — Y tiene una prolon-
gacién 1-jet 5: X — J'Y, 5(x) = jls, que es diferenciable, porque si localmente s viene dada

por unas ecuaciones y; = y;(x1,...,2y), su prolongacién 1-jet 5§ viene dada por las ecuaciones
B ~ Oyj(x, ..., Tn)
Yj —y](Jfl,,CCn), Yji = 81‘@ .

Ademés, en J'Y tenemos una 1-forma estructural  con valores en la subida p*T°Y del
fibrado vertical (definido por los vectores tangentes a Y con proyecciéon nula sobre X),

0(Dj1s) = puD — sxm D, 0 =3 (dy; — 32, yjidai) ® Oy,

Su niicleo define el sistema de Pfaff estructural P de J'Y, localmente generado por las
1-formas de estructura

9j :dyj—Zyjﬂ-dxi; j: 1,...,m,
%

y la extensién 1-jet 5 de una seccidn s estd caracterizada por la condicién de ser tangente al
sistema de Pfaff estructural, s*P = 0.

. . ) : P

El ideal de contact0~I es el que P genera en el algebra exterior @p Dy

Un campo tangente D en J'Y es una transformacién infinitesimal de contacto si

conserva el sistema de Pfaff estructural, DYP C P, lo que equivale a que conserve el ideal que

genera, DLrcC1.

Proposicién: Todo campo tangente D en Y es la proyeccion de una tnica transformacion
infinitesimal de contacto D. Si D = Zj h;0y, es vertical,

B 9 Oh; oh;\ O
D= Zj hja—yj + Z” (83:]1 +) ykzayi>

ayj,i '

Demostracion: Si f € C*(Y), entonces df =), fidx; (méd P), para ciertas funciones f;, porque
dy; = >, yjida; (méd. P). Ahora, si D =), g;0,, + Zj h;0,,, entonces Dx; = g;, Dy; = hj, y

las funciones Dy;; estan determinadas por las congruencias (méd. P)

0= D"; = D*(dy; — 3, yjedas) = dhy — 3,(Dy;a)da; — X, yj.4dgi,
Zi(Dyj,i)dl'i = dhj — Zl ijidgi = Zz uzdxz

Definicién: Fijada una n-forma L, en J'Y, las secciones criticas del problema variacional que
define IL,, son las secciones diferenciables s: X — Y tales que

/Dﬁmzo
s

para todo campo vertical D en Y con soporte compacto.
Si 71 es el flujo del campo D, esta condicién afirma la anulacién de la derivada en ¢t = 0 de
la integral de L,, sobre la prolongacién 1-jet de 7¢(s).
Como fg DLw, = 0 para toda n-forma w, € I, dos n-formas L, L/, definen el mismo
problema variacional cuando
L, =L, (mdd.I).
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Siempre supondremos que localmente L,, = Ldxi A...Adz, para alguna funcién diferenciable
L en J'Y, llamada lagrangiana, y pondremos dX = dzj A ... A dz,.

Lema: Si (ipdL,)|s = 0 para todo campo D tangente a J'Y, entonces s es una seccion critica.
El reciproco es cierto cuando dL,, =0 (méd. I).

Demostracién: Para todo campo D en J'Y con soporte compacto en 5 tenemos que

/ DML, = / ipdL, + / dipL, = / diplL,, Stekes
s s s s

porque iplL,, tiene soporte compacto en s, y la seccién s es critica.
Reciprocamente, si dL,, € I, localmente dL, = }_, 0; A w; para unas n-formas w;.
Ahora, si una seccion s es critica, para todo campo vertical D con soporte compacto

0= /DLILn = /z’DdLn + /diDILn = Z}/ej([))wj.
5 5 5 1 Js
Cuando D = pdy;, donde p > 0 tiene soporte compacto,

0= /SHJ'(D)%‘ = /spwj'

Como el soporte de p es arbitrariamente pequeno, wj|s = 0.
Como también 0|z = 0, para todo campo D en J'Y se cumple que

(ipdLy)ls = (ip>2; 05 Awj)ls = (32, 0;(D)wj — w;(D)8;)]s = 0.

Lema Fundamental: Ezxiste una n-forma © en J'Y que define el mismo problema variacional
que LA X y, mddulo el ideal de contacto, es cerrada

O=LdX , dO=0 (mdd. )
Ademds © es inica si se pide que © = LdX (méd. P A Q’;{l).
Demostracion: En J'Y | una base local de las (n + 1)-formas que son miiltiplo de dX es
0; NdX =dy; AdX, dOj Aig, dX = —dy;; A dX.
Por tanto, localmente existen funciones f;;, g; en J 1y tales que

d(LdX)=dLAdX = Zj,ifjidé)j A ’L'azl_ dX + ngjej ANdX,
A(LAX) = 5, f;:0; A, AX  (méd. T),
0 =LdX — Zj,ifjﬂj A ’L'azl_dX,

y se cumple que © = LdX, d© =0 (méd. I).
La unicidad local se debe a que {6}, dy;;, dz;} es una base local de 1-formas, y

d(fOJ A ’L'azl_ dX) = —fdym ANdX.

Finalmente, la unicidad local permite concluir la existencia global de la n-forma © en J'Y,
llamada forma de Poincaré-Cartan del problema variacional.
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Su expresién local (donde ponemos Ly, = dL/0y; ;) es
O =LdX — iji(—l)iﬁyﬁ (dyj -k yjykdack> ANdzy A.oode. .. Ady,.
Teorema: Una seccion s es critica si y sélo si para todo campo D tangente a J'Y
(ipd®)|s = 0.

Definicion: Una simetria infinitesimal del problema variacional que define £dX es una
transformacién infinitesimal de contacto D en J'Y que cumple DY(£dX) =0 (méd. I).
Como O = L£dX (méd. I), y D¥I C I, tal condicién equivale a que

Do =0 (mdéd. 1),
y el invariante Noether asociado a la simetria D es la (n — 1)-forma —ip©O.

Teorema de Noether: El invariante Noether de una simetria infinitesimal D es una forma
cerrada en la extension 1-jet de cada seccion critica,

(dip®)[s = 0.

Demostracion: Como D¥© = 0 (méd. I), en toda seccién s tenemos que (D*O)|s = 0.
Si ademas s es critica, (ipdO)|s =0, y

0= (D'O)|; = (dip® + ipdO)|s = (dipO)|s.

Nota: Cuando X = R, los invariantes Noether son funciones sobre J'Y, constantes sobre cada
seccién critica. Cuando X = R x S, donde el primer factor se identifica con el tiempo y el
segundo con el espacio, wy,—1 = (ip©)|s es una (n — 1)-forma cerrada en X y produce leyes de
conservacion. Asi, si el soporte de w,_1 es compacto, j;x gwn—1 no depende del instante ¢.

10.2.1. Problemas en Dimensién 1

Supongamos ahora que X = R, y pongamos t = x1, y} = Yj1-
Ahora J'Y tiene dimensién impar 2m + 1, asi que la 2-forma d© tiene radical no nulo (p.
104) y la condicién (ipdO)|s = 0 expresa que § es tangente al radical de

do =3, (dﬁyé_ — L, dt) A0
lo que equivale a que las 1-formas dﬁy; — L,,dt se anulen en 5.

Ecuaciones de Euler-Lagrange: Una seccion s es critica si y solo si en 5

Definicion: Una lagrangiana £ es regular si en todo punto se cumple que det(ﬁygyg_) #0, lo
que equivale a que las 2m + 1 formas

dt, 9]' = dyj - y;dt, dﬁy; - Eyjdt

formen una base local de 1-formas en J'Y, lo que a su vez equivale a que el radical de la 2-forma
do =3, (dﬁyé_ — L,,dt) A 0; sea de dimensién 1y no vertical.
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En tal caso, el radical (Z) de dO es incidente con P = (f;), y las curvas integrales del campo
lagrangiano Z, normalizado con la condicién Zt = 1, son las extensiones 1-jet de las secciones
criticas.

Lema: Sea D un campo tangente a una variedad X. Si existe una funcion t € C*°(X) tal que
Dt > 0, entonces existe una variedad W (quizds no separada) y una proyeccion reqular X — W
cuyas fibras son las curvas integrales del campo D.

Demostracion: Sea m: X — W una aplicacién epiyectiva cuyas fibras sean las curvas integrales,
y consideremos en W la topologia cociente (U C W es abierto si y sélo si 771U es abierto en
X) y el haz de funciones continuas

OW) = {f € CU): *f € C=(x~1U)}.

Veamos que W es una variedad diferenciable y que 7 es una proyeccion regular.

Por hipétesis las hipersuperficies H, de ecuacién t = a cortan transversalmente a las curvas
integrales, y en un Unico punto porque t es creciente en cada curva integral.

Luego cada punto de X admite un entorno abierto V tal que V. — #(V) = H, NV es
proyeccion regular con cierta estructura diferenciable en 7(V) = H, NV, que coincide con la
que hereda de W porque si U es un abierto de H, NV, entonces

w0 = YnlV)
Vit

es un abierto de X, donde V'’ recorre todos los abiertos de U.
Por lo mismo, si f es diferenciable en U, también lo es 7*f en 7~ 'U.

Definicién: Como Zt = 1, existe una proyeccién regular J'Y — W cuyas fibras son las exten-
siones 1-jet de las secciones criticas, y la 2-forma d© es proyectable a W porque

izd® =0, Z1d0 = dizd® +izdd® =0+ 0 = 0.

La proyeccién wy de d® a W es una 2-forma sin radical, y la variedad simpléctica (W, ws) es
la variedad de soluciones del problema variacional.

Proposicion: Toda simetria infinitesimal D del problema variacional es proyectable a la varie-
dad de soluciones W.

Demostracion: Hemos de ver que D conserva el haz de integrales primeras de Z.
Si Zf =0, entonces

Z(Df) = [2,D)f = D(2f) = —~(D"2)f
y derivando con D¥ la igualdad 0 = C}(Z ® dO©), al ser D¥(d©) = 0, vemos que
0=Ci{(D'Z ® de);

luego DYZ est4 en el radical de dO© y es proporcional a Z.
Concluimos que Z(Df) = —(D*Z)f = 0. q.e.d.

El invariante Noether f = —O(D) es constante en las soluciones; luego define una funcién
diferenciable en W, y la condicién D*© = 0 significa que ipd® = df, de modo que en W
tenemos que ipwo = df.
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Ecuaciones de Hamilton: Supongamos ademas que el fibrado es trivial, Y = R x F, y que
la lagrangiana £ no depende del tiempo . En tal caso el campo 0, es una simetria infinitesimal
del problema variacional, y su invariante Noether h = —©(9;) es la energia o hamiltoniano.
En coordenadas h = —L — 3, y; v

Ahora J'Y = R x TF, y el campo lagrangiano es Z = 0; + Z, donde Z es un campo en el
fibrado tangente T'F' (Z no depende del tiempo porque 0; es una simetria infinitesimal).

También la 2-forma dO© es invariante por traslaciones en el tiempo, y su restriccién wo a
cualquier fibra T'F' es no-singular, porque las fibras son transversales a (Z) = rad dO©.

(TF,w2) es una variedad simpléctica.

Como izd® = 0y i5,dO = 9FO — diy,® = dh, tenemos las ecuaciones de Hamilton

’izwg = dh.

La restriccién de dO a cualquier fibra es wy = > j dL,, Ady;, asf que en cualquier fibra T'F las
J
funciones p; = y;, ¢; = Ey; son coordenadas candnicas, en el sentido de que wo = ) y dg;Adp;.
En estas coordenadas las ecuaciones de Hamilton son

g =hp; 5 Pj=—hg

10.3. Fibrados Naturales

Fijemos una variedad diferenciable X de dimensién constante n.

Un fibrado natural sobre X es una proyeccién regular 7: F' — X, dotada de un levanta-
miento 7.: Fiy = 7 1(U) — Fy = 7~ 1(U) de cada difeomorfismo 7: U — V entre abiertos de
X, tal que conmuten los cuadrados

Fy ——=Fy
Pk

U—=V
1. Functorialidad: Id, =1d , y (To7')s = T o 7,.

2. Cardcter local: Para todo difeomorfismo 7: U — V' y todo abierto U’ C U, se cumple que
la restriccién de 7, a Fyr es el levantamiento de 77 U" — 7(U’).

3. Regularidad: Si {1;: Uy — Vi}ier es una familia diferenciable de difeomorfismos, parame-
trizada por una variedad T (es decir, U = |J, Uy xt y V = |J, V4 X t son abiertos de X xT, y
la aplicacién U — V, (x,t) — (mx,t), es un difeomorfismo), entonces {m.: Fiy, = Fy; et
es una familia diferenciable de difeomorfismos entre abiertos de F'.

Un morfismo de fibrados naturales es una aplicacién diferenciable ¢: F' — F’ que conmuta con
el levantamiento de difeomorfismos, o7, = 7,

Fy ——~F},
Fy —~F,

Un fibrado natural es de orden' < k si para todo par de difeomorfismos 7/, 7: U — V y
todo = € U se cumple que ng' = jfv“T implica que 7, = 7, en la fibra F, de z.

'De hecho todo fibrado natural es de orden finito; pero en estos apuntes no demostraremos ese resultado.
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Ejemplos: El fibrado tangente TX — X, el cotangente 7*X — X (donde 7, = (7*)~ 1), y los
fibrados de tensores Ty X — X, son fibrados vectoriales naturales de orden 1.
Si F — X es un fibrado natural de orden k, entonces J'F — X lo es de orden k + 1.

Si FF — X es un fibrado natural de orden < k y fijamos un punto p € X, el grupo de Lie
Gy = G’; de los k-jets j]];T de gérmenes de difeomorfismos U — V' que dejen fijo p actiia sobre
la fibra F),

g-e=Te); g:ngeGlg, e € [,

y esta accion es diferenciable (F), es una G];—variedad). En efecto, tomando un entorno coor-
denado de p es clara la existencia de una familia diferenciable de difeomorfismos 7,: U, — V,
parametrizada por g € G, tal que g = jkrg. Por regularidad, (74). es una familia diferenciable
de difeomorfismos de F),, y g-e = (74)«(e) es una accién diferenciable.

Teorema de Galois: El funtor fibra F' ~ F, define una equivalencia de categorias

Fibrados naturales

k- o
en X de orden < k [Gp-varledades]

Demostracion: La similitud con la teoria de Galois de revestimientos (pp. 218, 222) es evidente;
pero ahora los caminos que unen p y x (que definen una identificacién de sus fibras) han de
sustituirse por los difeomorfismos o: U — V', o(x) = p.

Obtendremos asi un fibrado natural universal P — X de orden k, que es de Galois y G), es
su grupo de automorfismos, P x x P = G, x P. Ademés P/G, = X,y P trivializa a todo fibrado
natural de orden < k, F' xx P = P x F},, de modo que la accién de G, en la fibra F}, permite
reconstruir el fibrado, F' = (P x F},)/G,. Vayamos con los detalles:

La variedad P de los jets jI;U de difeomorfismos o: U — V, o(x) = p, admite una proyeccién
regular P — X, jko — z, y el grupo G, actia sobre P,

(iyg) - (jro) = jx(go).

Este fibrado universal P es un fibrado principal (localmente tenemos difeomorfismos
Py = Gp x U sobre X que conservan la accién de G,) y es un fibrado natural de orden k.
El levantamiento de un difeomorfismo 7: U — V se define por la igualdad

Py = Py, m(jso) = jimy (o).
Ahora, el fibrado asociado a una G,-variedad F, se define como
F=(PxF,)/G— X, [(jfo,e)] = z,
y es un fibrado natural de orden < k, donde el levantamiento de 7: U — V es
Fy = (Pu x Fp)/Gp > (Py x Fp)/Gp = Fiy, 7 ([jlcgav e]> = [T*(jglja),e].
Este levantamiento esta bien definido porque las acciones de 7, y G, sobre P conmutan:
7e(jpg  Jo0) = Tju(90) = jr(w)(90T™") = pg  Gr(@) (0T 71) = Gpg  Teja0

y define un funtor de la categoria de G)p-variedades en la de fibrados naturales, donde cada
Gp-morfismo f: F}, — F}, se corresponde con el morfismo de fibrados naturales

F=(PxF)/G 2L (PxE)/G, = F, [j50,¢] = [0, f(e)].
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Veamos que este funtor y el funtor fibra definen una equivalencia de categorias.
Por una parte, tenemos un difeomorfismo G,-equivariante

Fy =[P x F)/Gyl,, e [(G1d, e)];
Jpg - ipld, €] = [gsjpld, €] = [jpg_la e] = [jpg - (jpg_lv e)| = [jpld, jpg - €.

Por otra parte, si F' — X es un fibrado natural de orden < k, tenemos un isomorfismo de F
con el fibrado asociado a su fibra F),

(P x F,)/Gp = F, [juo,¢] = o, e,

isomorfismo que estd bien definido porque si sustituimos una pareja (j,o, €) por el par equivalente
Jp9 - (Jzo,€) = (Jz(90), Jpg - €) = (Jz(g0), g«€), tenemos que

[ (99), g€] = (90); gee = 0} "e.

Definicién: Sustituyendo p por el origen de R™ vamos a ver que dar un fibrado natural en X
significa darlo ya en todas las variedades de dimensién n. Una referencia de orden k£ en un punto
r € X es el k-jet j¥o de un difeomorfismo o de un entorno de € X en un entorno del origen
0 € R™ que cumple o(x) = 0. Las referencias de orden k en el origen de R™ forman un grupo de
Lie G¥, que acttia en el fibrado R’)“( — X de todas las referencias de orden k en puntos de X,
que es un fibrado natural de orden k. El fibrado asociado a una GE-variedad Fy es el fibrado
natural (R% x Fy)/GE — X, y es de orden < k.

Corolario: FEl funtor “fibrado asociado” define una equivalencia de categorias

Fibrados naturales
k_ .

[Gn varledades] NN en X de orden < k
Demostracion: Fijadas coordenadas locales en p € X, tenemos isomorfismos GF ~ G’;, , R’)“( ~ P,
cada GE-variedad Fy) adquiere una estructura de Gp-variedad, y (R% x Fy)/GE ~ (P x Fy)/G,.
Ahora el resultado se sigue del teorema anterior. q.e.d.

1. Un inverso del funtor “fibrado asociado” es el funtor fibra F' ~+ F},, donde F), se considera
con la estructura de GE-variedad que define la eleccién de coordenadas.

Si se desea un funtor inverso intrinseco, basta tomar, como en la teoria de Galois de
revestimientos (p. 218), el funtor

F ~ Hompu (R%, F) = Home;((R’)“()p, F,) ~ F,.

2. Los fibrados vectoriales naturales de orden < 1 se corresponden con las representaciones
lineales diferenciables del grupo lineal G = GI(R"™). El fibrado tangente se corresponde
con la accién evidente de GI(R™) en R™.

3. Laaccién de GI(R™) en {£1} que define el determinante se corresponde con el revestimiento
de orientaciéon Ax — X.

4. Los revestimientos naturales de orden < k se corresponden con las acciones de Gfl en
variedades discretas. Estas factorizan a través del cociente por la componente conexa del
neutro, y como Gﬁ tiene dos componentes conexas, vemos que los revestimientos naturales
son el trivial X — X el de orientacion Ax — X, y sus uniones disjuntas.
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10.4. Clases de Chern y Curvatura

Sea V una conexién lineal en un fibrado vectorial complejo £ — X de rango r.

Cada polinomio P(z;;) homogéneo de grado p sobre las matrices M,, se corresponde con
una aplicacién lineal simétrica P: QP M,», — C, P(A) = P(A® .P. ®A).

Cuando el polinomio es invariante (por la accién del grupo lineal) P estd bien definida
sobre los endomorfismos de cualquier espacio vectorial complejo de dimension r; luego induce

un morfismo lineal P: ®” End(E) — Cx, y obtenemos una 2p-forma ordinaria
P(Q) = P(RA .?. AR).

Si fijamos una base local de secciones, esta 2p-forma compleja es P(€2;;), donde §2;; son las
2-formas de curvatura (p. 252) y el producto de 2-formas es el producto exterior.
Como ejemplo tenemos los polinomios invariantes ¢,(A) = tr(APA),

I+ Al =1+c1(A) +...+c (A).

Teorema: Si un polinomio P(x;;) es invariante por el grupo lineal, la forma diferencial P(£2)
es cerrada, y su clase en H*(X,C) no depende de la conexion lineal V.

Demostracion: Por la identidad de Bianchi, dR = 0, tenemos que
d(RA 2. AR) = (dR)AN 2. AR+ ...+ RN 2. A(dR) = 0.

Como P es invariante, el morfismo P: @ End(E) — Cx conmuta con el traslado paralelo;
luego con la derivada covariante de secciones y la diferencial exterior,

dP(Q) = d(P(RA .?. AR)) = P(d(RA .». AR)) = 0.

Dadas dos conexiones V(, V1 en E, consideramos la proyeccién 7: X xR — X y la conexién?

V =tn*V1 + (1 — t)7*Vg en 7*E, de modo que [P(Q;)] = sf[P(Q)].
Terminamos porque sj = s7, al ser 7*: H*(X,C) - H*(X x R,C) un isomorfismo.

Lema: Si Q) es la 2-forma de curvatura de una conexion lineal sobre un fibrado de linea complejo
L, entonces la clase de obstruccion de L es 6(L) = [Q] € H*(X,C).

21

Demostracion: Sea O el haz de funciones complejas diferenciables, y ZP el haz de p-formas
cerradas. El siguiente diagrama conmutativo de filas exactas, donde dl(f) = f~1df,

0 720 o 0
‘LQM l/ \Ldl
0 C o—4.z 0

muestra que hemos de ver que dl: H%(X,Z) = HY(X,0*) — HY(X, Z!) = H%*(X, C) transforma
d(L) en [Q2]. Consideremos el diagrama conmutativo de filas exactas

0 O* oo F 0
\Ldl \Ldl \L

0 z! conL G 0

0 z! 0l —4 - 22 0

2Las conexiones lineales no forman un espacio vectorial; pero sf un espacio afin.
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Sea {U;} un recubrimiento abierto de X donde haya secciones continuas e;: U; — L que no
se anulen en ningtn punto, y pongamos e; = g;je; en U; N Uj.

Una vez fijados generadores de las fibras, e; define una seccién f; de C°O* en Uy, y f;/ fi = gij
en O*(U;NUj), asi que las secciones f; definen una seccién global f de F, que representa a 6(L).

Hemos de probar que f y £ definen secciones de G que difieren en una seccién global de
C’Oﬂk. Ahora bien, tenemos las 1-formas de conexién 6;, y = df; — 6; A 6, = db; por la
ecuacion de estructura; luego hemos de ver que el germen de 6; —dl(f;) en un punto no depende
del indice 4; es decir, 6; — 0; = dI(fi/ f;) = dl(gi;),

Dvei = Hl(D)el = gij(%(D)ej,
DVe; = DY (gije;) = D(gij)ej + 9i; DV ej = (dgij + gij0;)(D)e;;,
0 =0+ gi;ldgz‘j-

Teorema: Las clases de Chern de cualquier fibrado vectorial complejo E son

oo (8)]

Demostracién: Dos conexiones V', V" en ciertos fibrados vectoriales E’, E”, con 2-formas de
curvatura €, Q”, inducen una conexiéon V en E’' @ E”. Su 2-forma de curvatura es

Q0
(o w)
det (I + 55Q) = det (I + 5=Q) Adet(I + 52Q")

271 271

Cn(%g) p+§:ncp(2‘%¢m A Cq(%g)

y si el teorema se cumple para E' y E”, también es cierto para E'® E” por la férmula de Cartan
(p- 303) pues el producto exterior representa el producto cup (p. 284).

Después de un cambio de base Y — X, inyectivo en cohomologia, podemos suponer que E
descompone en suma directa de fibrados de linea (p. 303) y se termina por el lema anterior.

Teorema: Si X es una variedad conexa orientable de dimension n, las clases de cohomologia
entera en H'(X,R) son las de integral entera,

/EX:L
X

Demostracion: Si U es un abierto conexo de X, el morfismo natural H(U,Z) — H(X,Z) es
isomorfismo, porque su dual es el morfismo de restriccién Tx (X) — Tx (U), asi que basta probar
el teorema cuando X = R".

Ahora, por los teoremas de Kiinneth y de Fubini,

n
/ ERn:/ €R/\.../\€R=(/6R>
n n R

y basta probar el teorema cuando X = R, 6 R? 6 la esfera Sy (nétese que | ¢ €EX es positivo,
porque integramos con la orientacién que define €x).

Lo probaremos en la recta proyectiva compleja P1, que identificamos con la esfera de radio
1 en R? mediante la proyeccién estereogréfica.

Si € es el fibrado de linea tautolégico de Py, el fibrado tangente es £ ® £* (p. 238) y

a( ®¢) = —2a(8) = 2ep,.
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La conexion de Levi-Civita de la esfera es una conexién en el fibrado vectorial complejo
£ ® £, porque conserva el giro de dngulo recto.

Su 2-forma de curvatura es {2 = —iwsy, donde wo es la forma de area; luego
(€ @) = [0] = [Lw)
2 27 ’

1 4
/26[{»1:/ LL)Q:IZQ.
P, 27 Js, 2

Corolario: Si 7: Y — X es un morfismo propio entre variedades diferenciables conexas y
orientadas de dimension n, para toda n-forma w, con soporte compacto en X,

[ =t [ o

Demostracion: [y: H'(X,R) ~R, [, H}(Y,R) @R,y n*(ex) = (grm)ey (p. 297).
Teorema de Gauss-Bonnet

Sea X una superficie riemanniana compacta y orientada.
El fibrado tangente T'X es un fibrado de linea complejo con la estructura que define el
automorfismo J asociado a la forma de area wo,

J(D)-D' = wy(D, D).

La conexion de Levi-Civita V conserva el producto escalar y la forma de area; luego también
la estructura compleja, y es una conexién en este fibrado de linea complejo.
Si K es la curvatura escalar de la superficie, la 2-forma de curvatura de esta conexién es

O =—1Kws.
1
Teorema de Gauss-Bonnet: 2/ Kwy = x(X).
TJX

Demostracion: Como el fibrado tangente T'X es el fibrado normal de la inmersién diagonal
X — X x X, por el siguiente lema tenemos un difeomorfismo de un entorno de la seccién nula
sg en T'X con un entorno de la diagonal A en X x X; luego

el (TX) = 53(50.(1) = A*(AL(1)) = X(X)ex,
/ e (TX) = / Y(X)ex = x(X).
X X

Q) 1
/cl(TX): Z:/ Kuws.
X X 2 2T X

Lema del Entorno Tubular: Sea N el fibrado normal de una subvariedad compactai: Y — X
de una variedad riemanniana X . FExiste un entorno abierto U de Y en X, y un difeomorfismo
w: N = U que transforma la seccion nula en la inmersion ¢ = @ o sg.

Demostracion: Consideremos los entornos U, = {D, € N: ||Dy|| < €} de la seccién nula.
Por los teoremas de existencia, unicidad y dependencia diferenciable de las condiciones ini-
ciales de la solucién de una ecuacién diferencial (p. 163) la aplicacién exponencial

exp: U. — X, exp(Dy) = o(1),
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donde o(t) es la tnica curva geodésica tangente en ¢t = 0 al vector normal D,, estd definida y es
diferenciable cuando ¢ es suficientemente pequeno.
Ademsds, en cada punto y de Y, la aplicacién lineal tangente

exp,: T,(N) =T,Y & N, — T,X =T,Y & N,

es la identidad: en el primer sumando es obvio, y en el segundo porque la recta v(t) = tD, es
tangente en ¢t = 0 al vector Dy, y expy(t) = o(t) es tangente en t =0 a D,

Por tanto, podemos tomar € de modo que la exponencial sea difeomorfismo local en todo
punto, e incluso inyectiva.

En caso contrario, tendriamos vectores D,,, D!, de médulo < 1/n en puntos y,,y,, € Y, tales
que exp(Dy,) = exp(D)).

Como Y es compacta, podemos suponer que tales sucesiones convergen,

(yv 0) = lim(Dn)yw (y/’ 0) = h/m(D;L)y»ln

Como la exponencial es continua, y = ', de modo que las igualdades exp(D,,) = exp(D),),
n > 0, contradicen el hecho de que la exponencial es difeomorfismo local en y.
Por tltimo, el difeomorfismo U, — N, Dy — +/1 — ||Dy||?/e2D,, es la identidad en so(Y).



Capitulo 11

Topologia Algebraica

11.1. Haces y Prehaces

Un prehaz P de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X es un funtor contravariante
de la categoria de abiertos de X en la de grupos abelianos. Es decir, tenemos un grupo abeliano
P(U) para cada abierto U, y morfismos de grupos p¥.: P(U) — P(V) cuando V C U, de modo
quepg:Id,yp%:p‘v/Vopg cuando W CV CU.

Los elementos s € P(U) se llaman secciones de P en U, y decimos que s|y = p‘U,(s) es
la restriccién de s a V. Dar un morfismo de prehaces f: P — P’ es dar morfismos de
grupos fy: P(U) — P'(U) compatibles con los morfismos de restriccién, en el sentido de que
los siguientes cuadrados son conmutativos,

PW) L% P(U)
o
(V)L P (V)

Un prehaz F es un haz si 7(f)) = 0, y para todo recubrimiento abierto U = |J; U; de un
abierto U de X se tiene que

1. Sis,s’ € F(U) coinciden en el recubrimiento, s|y, = §'|v,, entonces s = s'.

2. Dadas secciones s; € F(U;) que coincidan en las intersecciones, s;]| vinU; = Sjlu;nu;, existe
s € F(U) tal que s; = s|y, para todo indice ¢,

FU) —I1FWU0:) = [TFUNT;).
% 2,]
Los morfismos de haces son los morfismos de prehaces.
Un subhaz de F es un haz F’ tal que F'(U) es un subgrupo de F(U) en todo abierto U y
los morfismos de inclusién definen un morfismo de haces F' — F.
La restriccién de F a un abierto U de X es el haz (Fly)(V) =F(V), V CU.
De modo andalogo se definen los haces de conjuntos, anillos, etc.

Espacio Etalé: Dos secciones s, s de un prehaz de conjuntos P, definidas en sendos entornos
de un punto x, tienen el mismo germen en x si coinciden en algtin entorno de x.
El germen de una seccién s se denota s, y la fibra de P en z es el conjunto P, formado

por los gérmenes, P, = lim P(U). Consideremos la aplicacién (ver pp. 129, 175)
zelU

265
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7Pl =[] Po — X, 7(sz) = .
zeX

Cuando z € U, tenemos una aplicaciéon P(U) — P,, asi que cada seccién s € P(U) del
prehaz define una seccién §: U — P, 5(z) = s,, de 7.

Si dos secciones §, § coinciden en un punto, s, = s, por definicién coinciden en un entorno
de z, asf que las imagenes de las secciones § son base de una topologfa en P con la que 7 es
homeomorfismo local, y las secciones § son continuas.

Ademas, cada seccién continua de 7 coincide localmente con una de estas secciones, de modo
que P, también es el conjunto de gérmenes en = de secciones continuas de 7.

El espacio etalé del prehaz P es 7: P — X, y su haz de secciones continuas P*? es el haz
asociado al prehaz P. Las aplicaciones P(U) — PHU), s +— 3, definen un morfismo canénico
P — P! que induce biyecciones en fibra, P, = Pﬁ.

Cada morfismo de prehaces f: P; — P induce una aplicacién continua f: P — P§ y
por tanto un morfismo de haces f!: Pii — 735.

Propiedad Universal: Si F es un haz de conjuntos, el morfismo F — F' es un isomorfismo,
y para todo prehaz de conjuntos P,

Hom(P, F) = Hom(P*, F).

Demostracion: La aplicacion F(U) — FHU) es inyectiva porque si s',s € F(U) tiene igual
germen en todo punto de U, coinciden en un recubrimiento de U, y s’ = s.

Es epiyectiva: cada seccién continua o: U — F¢ coincide en un entorno de cada punto con
la que define algiin s; € F(U;), y s; coincide con s; en U; NU; porque F(U; NU;) — FH(U; NU;)
es inyectiva. Luego existe s € F(U) tal que s; = s|y,, de modo que o = 5.

Ahora todo morfismo f: P — F factoriza a través del morfismo canénico P — P!

ploF

Lo

f
Pt i Ft
y de modo tinico porque toda seccién de P* coincide localmente con alguna seccién 3.
Corolario: Hom(F,G) = Homy (F*,G), cuando F y G son haces de conjuntos.

Corolario: Un morfismo de haces de conjuntos f: F — G es un isomorfismo si y solo si
fz: Fz — Go es biyectiva en todo punto x € X.

Demostracién: Si las aplicaciones f, son biyectivas, la aplicacién continua f¢: F% — G es
biyectiva; luego homeomorfismo, porque las proyecciones P — X son homeomorfismos locales,
y concluimos que f#: F! — G es isomorfismo.

Ejemplo: Si G es un grupo abeliano, el haz constante GG es el haz asociado al prehaz U ~~ G.
Sus fibras son G, = G, y su espacio etalé es G x X — X, donde la topologia de G es la discreta;
luego el haz constante G es el haz de aplicaciones continuas en G.

Definicién: Un morfismo de haces F — G es inyectivo (resp. epiyectivo) si lo son los mor-
fismos F, — G, y en general diremos que una sucesién F' — F — F” es exacta si lo es la
sucesién F, — F, — Fu en todo punto z € X.
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Es sencillo probar que si una sucesiéon 0 — F' — F — F” es exacta, la sucesién
0— F(U) — FU) — F'(U)

también es exacta en todo abierto U; pero un morfismo de haces F — G puede ser epiyectivo
sin que lo sean todos los morfismos F(U) — G(U).

Por ejemplo, si C* es el haz de funciones diferenciables en S; y ) es el haz de 1-formas,
la diferencial d: C*>° — Q es epiyectiva (localmente toda 1-forma es exacta); pero d: C*°(S7) —
2(S1) no es epiyectiva, porque toda 1-forma globalmente exacta tiene integral nula,

fta= 1= fr=e

Operaciones con Haces: Sea F' un subhaz de un haz F en X, sea {F;} una familia de haces
en X, ysea f: F — G es un morfismo de haces.

1. El cociente F/F' es el haz asociado al prehaz U ~» F(U)/F'(U), y (F/F' )z = Fa/F.
2. Ker f es el subhaz (Ker f)(U) = Ker [F(U) — G(U)], y (Ker f), = Ker f,.

3. Im f es el haz asociado al prehaz U ~ Im [F(U) — G(U)], y (Im f); = Im f,.

4. @, F; es el haz asociado al prehaz U ~ @, Fi(U), y (B, Fi)a = D,;(Fi)a-

5. [[; Fi es el haz ([[, Fi)(U) =11, Fi(U), y su fibra no es [[;(F;)z-

6. lim F; es el haz asociado al prehaz U ~ lim F;(U), y (im F;), = Hm(F;)..
7. im F; es el haz (lfm 7;)(U) = lim F;(U), y su fibra no es lim(F;)..

8. Si M, N son O-médulos, M @ N es el haz asociado al prehaz U ~ M(U) oy N (U),
y M@oN)y =M, @0, Ny.

9. El haz de homomorfismos Hom(F, G) es el haz Hom(F, G)(U) = Hom(F|y, Glv).

10. Si ¢: X — Y es una aplicacién continua, la imagen directa de F es el siguiente haz
sobre Y,
(0 F)(V) =F(p7'V), VY.

11.1.1. Cohomologia

El soporte de s € F(U) es sop (s) = {x € U: s, # 0}, y es cerrado en U.

Pondremos I'(U, F) = F(U), el subgrupo de las secciones con soporte compacto se denota
(U, F) y, fijado un cerrado Y de X, el de las secciones con soporte en Y se denota I'y (X, F).
Los grupos de cohomologia con soporte compacto y con soporte en Y se definen con la resolucion
de Godement, y las demostraciones de la p. 229 siguen siendo vélidas,

H™(X,F) = H"[[.(X,C*F)]
HE(X,F) = H'[Ty(X,C*F)]

Los haces flascos son I'e-aciclicos y I'y-aciclicos porque si 0 — F' — F — F” — 0 es una
sucesién exacta y F' es flasco, en el epimorfismo F(U) — F”(U) toda seccién s” proviene de
una seccién s de igual soporte. En efecto, s define en V = U — sop (s”) una seccién de F', que
se extiende a una seccién s’ en U, y s — s’ ya se anula en V.
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Definicion: Un haz de anillos O admite particiones de la unidad si para todo recubrimiento
abierto X = |J, U; existen secciones globales f; € O(X) tales que la familia de soportes {sop f;}
es localmente finita, sop f; C U, y >, fi = 1.

El haz de funciones diferenciables C§ en una variedad o-compacta, y el haz de funciones
continuas Cx en un espacio o-compacto, admiten particiones de la unidad (pp. 158, 157).

En un espacio o-compacto X , el haz de funciones enteras discontinuas C°Z admite particio-
nes de la unidad, pues todo recubrimiento abierto X = |J; U; admite una particiéon de la unidad
{¢i} formada por funciones continuas. Si elegimos para cada punto x € X un indice ¢ tal que
¢i(x) # 0, y tomamos f;: X — Z con valor 1 en los puntos en que se haya elegido el indice i, y
0 en los demds, entonces ) . f; =1y sop f; C sop ¢; C Uj.

Lema: Si un haz de anillos O admite particiones de la unidad, todo O-mddulo M es aciclico
(y Tc-aciclico si X es o-compacto).
Demostracion: HP(X, M) es la cohomologia del complejo de O(X)-mddulos

I'(X,COM) 2% (X, 0" M) 25 T(X, C2 M) 225 .

y las diferenciales d,, son morfismos de O(X)-médulos.
Si dpt12 = 0, existe un recubrimiento abierto X = |J, U; y secciones z; € I'(U;, CP M) tales
que z|y, = dpz;. Si {fi} es una particién de la unidad subordinada a {U;}, entonces

dp (3>, fizi) = D, fidpzi = D, fiz = 2.

Si X es o-compacto y sop z es compacto, podemos tomar Uy = (sop z)¢,U,...,U,, con
Ui,...,U, compactos, y z9 = 0, de modo que el soporte de ), f;z; es compacto.

Teorema: Los grupos de cohomologia de De Rham son invariantes topoldgicos,
HY ,(X) = H’(X,R).

Demostracion: Sea QP el haz de p-formas diferenciales en X. Toda forma cerrada es localmente
exacta (lema de Poincaré), asi que tenemos una sucesién exacta

0—R-—cE-Ho Loy
que es una resolucién aciclica del haz constante R, porque 2 es un C5-mddulo.
Por el teorema de De Rham, HP(X,R) = H?[['(X,Q*)] = H},,(X). Igualmente,

» (X, ap)
e = ar (o)
Definicién: Si Y es un subespacio de X, la restriccién F|y de un haz F es el haz de secciones
continuas del homeomorfismo local (F¢)|y — Y.
Su fibra en cada punto coincide con la de F, y pondremos H"(Y, F) = H"(Y, Fly).
Cuando Y es cerrado, la imagen directa por la inclusién i: Y — X conserva cohomologia (p.
232), y poniendo Fy = i, (Fly),

H"(X,Fy)=H"(Y,F).

La restriccién de secciones continuas define un epimorfismo F — Fy, porque (Fy )z = Fy 6
0, segiin que « € Y 4 no, y el nicleo se denota Fy, donde U = X — Y,

0O —Fy —F —Fy —0
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Tomando secciones en un abierto V' vemos que

Fo(V)={se F(V):sops CUNV}={se F(UNYV) con soporte cerrado en V'}
I'eo(X,Fv) =T¢(U,F) cuando X es separado.

Por otra parte, el espacio etalé de Zgr, ademas de la seccién 0, tiene una copia de U por cada
entero no nulo, asi que Hom(Zy, F) = F(U).
Todo haz F admite un epimorfismo @;Zy, — F — 0.

Lema: H(X, Fy) = HM(U, F), cuando X es o-compacto.

Demostracion: Si M es un O-médulo, My también, porque sop (fm) C sop m.
Luego (C™F)y es un CYZ-médulo, y (C*F)y es una resolucién I'e-aciclica de Fy,

H!(X,Fy) =H"[T(X,(C*F)y)|] = H'[I(U,C*F)| = H}(U, F).

Sucesién Exacta de Mayer-Vietoris: Si X = U; U Us, con U; abiertos, tenemos sucesiones
exactas

s (XL, F) — HYULF) ® H(Us, F) — H™(Uy; N Us, F) -5 H™™ (X, F) —> ...
y st ademds X es o-compacto, también tenemos sucesiones exactas
A H}UNUy, F) — HX(Uh, F)®H! Uz, F) — H}(X,F) N H'""WN U NUy, F) — ...
Si X =Y1UYs, conY; cerrados, tenemos sucesiones exactas
S HMX,F) — H(Yy, F) @ H™(Ya, F) — H™(Y1 N Ya, F) o H™ (X, F) — ..
Demostracion: Tenemos sucesiones exactas

0 = T(X,C*F) = T(Uy, C*F) ® T(Us, C*F) — T(U; A Us, C*F) — 0.
0—>~FU1QU2 —>~FU1 @ng —>~FU1UU2 —>07 ych(X7‘FU) :HCTL(Uv‘F)
0 — Fyviuy, — Fvy & Fy, — Fyiny, — 0,y H"(X, Fy) = H*(Y, F).

Sucesién Exacta del Subespacio Cerrado: Si Y es un cerrado de un espacio o-compacto
X, yU=X-Y, tenemos sucesiones exactas

. HNU, F) — HNX,F) — HXY,F) = H YU, F) — ...
Demostracion: 0 — Fy — F — Fy — 0 y el lema anterior.

Sucesién Exacta de Cohomologia Local: Si Y es un cerrado de X, yU = X =Y, tenemos
sucesiones exactas

N H (X, F) — HYXL,F) — HY(U,F) -5 HPPN(X, F) — .
Demostracion: 0 — I'y (X,C*F) - I'(X,C*F) — I'(U,C*F) — 0.
Escisién: Hy (X, F) = Hy (U, F), cuando U es un entorno abierto de'Y en X.

Demostracion: T'y (X, F) = I'y(U, F) para todo haz F sobre X.
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Teorema: Todo haz constante G sobre el cubo C = [0,1]™ es aciclico.

Demostracion: Por induccién sobre n, y es obvio cuando C' es un punto.
Sin > 1, descomponemos el cubo C' = P; U P» en unién de 2 paralelepipedos que se cortan
en uno de dimensién n — 1. Como el morfismo

Ga G = HO(Pl,G) @HO(PQ,G) — HO(Pl ﬁPz,G) =G, (gl,gg) ~ g2 — g1,

es epiyectivo, por Mayer-Vietoris, HP(C,G) = HP(P;,G) ® HP(P,,G), p > 1.
Reiterando las divisiones, C' = P; U...U P,, obtenemos que

H?(C,G) = H’(P,,G)®...® HP(P,,G), p> 1,

y como cada clase cohomologia se anula, por definicién, en un entorno de cada punto, y C es
compacto, concluimos que HP(C,G) =0, p > 1.

G p=0,n

0 p#0,n

Mayer-Vietoris para dos hemisferios que se cortan en el ecuador.

1. Cohomologia de las Esferas: H?(S,,G) = {

2. HY(R",G) = {G p=n

Sucesiéon exacta del subespacio cerrado cuando Y es un punto de S,,, y U = R".

3. 5i R™ es homeomorfo a R™, entonces n = m.

4. Sea X un compacto Hausdorff, y) = X_1 C XgC X1 C ... C Xq= X cerrados tales que
X, — X1 = an R*. Los grupos de cohomologia HP(X, k) con coeficientes en un cuerpo k

son de dimension finita, nulos cuando p > d, y 3 ;(—1)'n; coincide con la caracteristica
de Euler-Poincaré x(X) =} dim(—1)PHP(X, k).

Sea U = R? una componente conexa de Xz — X4_1. La sucesién exacta del subespacio
cerrado Y = X — U muestra que HP(X, k) = HP(Y, k) cuando p # d,d — 1, y que tenemos
una sucesién exacta (que permite concluir por induccién sobre ), n;)

0— HYX, k) — H"YY, k) — k — HYX, k) — HYY,k) — 0

G p=2m,0<m<n

5. Cohomologia de P, c: HP (P, ¢,G) =
’ ’ 0 en otro caso

Sucesién del subespacio cerrado Y =P,,_1, U =P, — Y = R?", e induccién sobre n.

6. Sim: X — X es un revestimiento de una variedad, H?(X,G) = HP(X, m.Q).
Basta ver que la sucesién 0 — m,G — 7, (C*G) es exacta (p. 232). Ahora bien, cada punto

de X admite una base de entornos C; que son cubos y

HP(r71Cy, G) = HP(]1 C;, G) = [T HP(Ci,G) = 0, p > 1.

Fa 0<p<n

7. Cohomologia de P, g: H? (P, r,F2) = {
0 p>n
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Por induccién sobre n, la sucesion exacta del subespacio cerrado ¥ = P,,_;, U = R",
muestra que basta ver que H"(P,,,F3) # 0. Si w: S, — P, es el revestimiento universal,
en P, tenemos una sucesion exacta de haces

0—>F2—>7T*F2 t—r>F2—>0, trf=f+Tf,

donde {Id, 7} es el grupo de Galois de m. Luego H"(P,,F2) # 0 por la sucesién exacta de
cohomologia H"(P,,Fy) — H"(P,, mFy) = Fy — H"(P,,Fs).

11.1.2. Cohomologia y Dimensién

Lema: Sea A un anillo o semianillo y C un haz sobre X = Spec A. SiC(X) — C(U) es epiyectivo
para todo abierto bdsico U, entonces C es aciclico.

Demostracién: Si 0 — F' — F — F” — 0 es una sucesion exacta de haces, y F' cumple tal
condicion, en todo abierto béasico U tenemos que

0— F(U) - F(U) 2 F'(U) — 0

también es exacta, porque si 8" € F”(U), al ser U compacto admite un recubrimiento U =
Uy U...UU, por abiertos bdsicos en que s”|y, proviene de una seccién de F, y el argumento
del lema de la p. 228 (sin usar Zorn) prueba que en el abierto basico Uy U Uz (en el espectro de
un semianillo Ajlos abiertos bésicos forman un semianillo!) también s proviene de una seccién
de F. Luego también proviene en U = Uy U... U U, de una seccién de F.

Ahora los argumentos de la p. 229 se mantienen tal cual.

Teorema: Sea A un semianillo, y F un haz sobre X = Spec A. Si F, = 0 en todo punto x de
dimension > d, entonces HP (X, F) = 0 para todo p > d. En particular,

HP(X,F) =0, p > dim X.

Demostracion: Sea X4 el subespacio de X formado por los puntos de dimensién > d.
Sea i: Xy — X la inclusién. En todos los puntos de X4 el morfismo natural

¢ F — ix(Flx,)

induce un isomorfismo en fibra y, si vemos que i,(F|x,) es aciclico, el argumento de la p. 230
permite terminar.
Por el lema, basta ver que, en todo abierto basico U, es epiyectivo el morfismo de restriccion

(Flxa)(Xa) = ((eFlx)(X) — (iFlx)(U) = (Flx,)(Xa O U).

Si el soporte |s| de s € (F|x,(XqNU) es cerrado en Xy, la seccién se extiende por 0.
Ahora bien, |s| es cerrado en Xy N U; luego su cierre Y en U no tiene puntos de dimensién
> d, y |s| es cerrado en X, por el siguiente resultado:

Lema: Si un punto x € X — Uy es adherente a un cerrado Y de un abierto bdsico Uy, entonces
la dimension de x es menor que la de algin punto de Y.

Demostracién: Como todo cerrado de Spec A también es el espectro de un semianillo, podemos
suponer que Y = Uy.

Si p es el ideal primo de z, no existe h € A —p tal que U, N Uy = 0.

Es decir, p contiene al anulador de f, y f no es cero en A,.
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Como la interseccién de los primos de un semianillo es nula, f no esta en cierto primo q de
Ay, que no es p porque x € (f)o, y q define un punto de Uy de dimensiéon mayor que la de .

Teorema: HP (X, F) =0, p > dim X, cuando X es un compacto Hausdorff.

Demostracion: Si B es una base de la topologia de X de dimensién d, entonces X = Spec,, B y
la inclusién j: X — Spec B admite un retracto continuo r: Spec B — X (p. 208).

Ademés, r~1(U) est4 contenido en todo abierto de Spec B que corte a X en U.

Luego (r«C),; = C, y la imagen directa r, conserva cohomologia. Como F = r,j..F,

HP(X,F)= HP(Spec B, j.F) =0, p>d.
Corolario: dim R"™ = n.

Demostracion: En la bola cerrada By, tenemos que H"(By,,Zy) = H!(U,Z) = Z cuando U ~ R™;
luego dim R™ > dim B,, > n, y ya sabemos que dimR" < n (p. 216).

Lema: lim I'(X, F;) = ['(X, lim F;), cuando X es un compacto Hausdorff.

Demostracion: El morfismo natural lim X, F) — (X, llr_r}]-"z) es inyectivo porque si s € F;(X)
se anula como seccién del limite inductivo, en un entorno de cada punto x se anula como seccién
de F; para algtn indice j > 7, que puede tomarse independiente de x al ser X compacto. Luego
s =0en F;(X).

Ahora, dada una seccién s € (lgn Fi)(X), en un recubrimiento abierto finito X = J, U,
provendra de secciones s, € Fy(U,). Estas secciones s, no coinciden en las intersecciones; pero
cada punto z tiene un entorno abierto W, en que todas las secciones s, (con = € U,) definen la
misma seccién s* € F;(W,), j > 0.

Ademés, tomando un recubrimiento abierto X = J, V;. con V. C U,., podemos suponer que
W, C V. cuando x € V., y que W, NV, = 0 cuando = ¢ V,, de modo que, cuando W, y Wy
se corten, tendremos x,y € U, para algtin indice r, y las secciones s*, s¥ coinciden en W, N W,,
tomando j > 0.

Un numero finito de estos abiertos W, recubren X, y las secciones s* definen una seccién
global de F; que induce s.

Teorema: H;'(X,lim ;) = lim H}'(X, F;), cuando X es o-compacto.

Demostracion: El morfismo Um I'c(X, F;) — Te(X, lim F;) es inyectivo, y dada una seccién s €
(lim F;)(X) de soporte compacto K, contenido en el interior de un compacto K ' contenido en

el interior de un compacto K”, por el lema anterior proviene de una seccién s” de algin haz F;
en K, que se anulard fuera del interior de K’ cuando j es muy grande. Prolongando s” por 0
fuera de K’, tenemos una seccién global de Fj, con soporte en K’, que induce s.

Ahora, como C°Z admite particiones de la unidad (p. 268), todo C°Z-médulo es T'.-aciclico,
y terminamos,

H}N (X Mim F;) = H" [To(X,C*Z @z (im F;))| = H" [im ' .(X, C*Z ®z F;)]
=1lim H" [[(X, C*Z @z F;)] = lim H} (X, F5).
Teorema: Si X es una variedad topoldgica de dimension n (todo punto tiene un entorno

homeomorfo a un abierto de R™),

HP(X,F) =0, p>n.
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Demostracion: HE(X, F) = HE(X, lim Fy) = lim HE (X, Fy) = lim HZ (U, F),
donde U = V; U... UV, recorre las uniones finitas de abiertos contenidos en compactos de
dimensién n, de modo que HY(V,F) = HP(K, Fy) = 0, p > n, para todo abierto V C V;.

Si HY(ViU...UV,,F) =0, p > n, la sucesién exacta de Mayer-Vietoris permite demostrar
que HX(ViU...UV,41,F) =0, p > n. Luego H? (U, F) =0, p > n, y terminamos.

11.2. Algebra Homoloégica

Un complejo de A-médulos (K*®,d) es una familia de A-médulos { K™}, cz con morfismos
de A-médulos d”: K™ — K™t tales que d"*'od™ = 0, y un morfismo de complejos f: K* — L*
es una sucesién de morfismos f”: K" — L™ que conmutan con las diferenciales,

dn—2 dn+1

Kn-1 dan! K" da" Kt

I e e

1 dn—! " dan ot

dn72 dn+l

Diremos que f es un casi-isomorfismo cuando f: H"(K®) — H"(L®) sea un isomorfismo
para todo n € Z, en cuyo caso pondremos f: K® = L°.
Cuando el complejo tiene componentes de grado negativo, es comodo numerar con subindices,

y poner K,, = K" d,=d™": K, > K1,y Hy,(K,) = H "(K?*).

Anélogamente, un bicomplejo (K°*°,d;,ds) es una familia de A-médulos {KP9}, ;7 con
morfismos de A-médulos d}?: KP4 — KP+1a dbd: KP4 — KP4FL tales que el siguiente diagrama
es conmutativo, y sus filas y columnas son complejos:

T do T do
oM gpart A gl A
T dz T d
di d1 +1 di
.— KPI — KPS —
T do 1 da

El complejo simple asociado (que denotamos K*®, o K*® si no confunde) es

K" = @ KPP, d(mypg) = dimpg + (—1)Pda(mypq)
ptg=n
donde el signo se introduce para que d o d = 0. Diremos que el bicomplejo tiene diagona-
les acotadas cuando las sumas directas @pqq—nKP? sean finitas. Un morfismo de bicomplejos
f: K* — L°*® es una familia de morfismos de médulos fP?: KP9 — LPY que conmutan con las

diferenciales, fod; =djo f, fody =ds o f.

Lema: Sea K°** un bicomplejo con diagonales acotadas. Si sus columnas KP® son sucesiones
exactas, entonces H"(K®) =0, Vn € Z.

Demostracion: Si [m] € H"(K®) y m = mpg + Mpt1,9-1 + Mpi24-2 + ..., con my 4 # 0, la
condicién de ciclo dm = 0 implica que dam,, ; = 0. Luego m,, o = danyp q—1, con np 41 € KPa—1,
porque las columnas son exactas, y [m] = [m/], donde m’ = m — (—=1)Pdny, 41 tiene altura méds

baja que m en el bicomplejo. Cualquier clase [m] tiene representantes de altura tan baja como
se desee y, al estar acotadas las diagonales, [m] = 0.
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Teorema del Bicomplejo: Sea f: K** — L*® un morfismo inyectivo (o epiyectivo) entre
bicomplejos con diagonales acotadas. St f: KP* = LP* es un casi-isomorfismo para todo p € 7,

~

entonces f: K®* = L® es un casi-isomorfismo.

Demostracion: La sucesion exacta de complejos 0 — KP* — [P* — (CP* — 0, donde CP? =
KP1/LP1 muestra que H"(CP®*) =0y, por el lema, H"(C*®) = 0.

Ahora la sucesiéon exacta de complejos 0 — K®* — L®* — C* — 0 permite concluir que
H"(K*®) — H"(L®) es isomorfismo para todo n € Z.

En el caso epiyectivo tomamos CP? = Ker fP9.

11.2.1. Los Funtores Tor? y Ext"

Sean M, N dos A-médulos. Tomamos una resolucién de M por médulos proyectivos
. P, —P,1—...—F —M—0
y ponemos Tor (M, N) = H,, (P, ®4 N). Como ®4N es exacto por la derecha,
Tory (M,N) = M &4 N.

Si P, — N — 0 es una resolucién proyectiva, P, ® P, = P, ® 4 N porque los médulos
proyectivos son planos, y por el teorema del bicomplejo P, ® 4 P, = Py ®4 N.
Igualmente tenemos un casi-isomorfismo Py @4 P, = M ®4 PL,

Tor’{(M,N) = H,(Ps ©4 N) = H,(Ps ®4 P.) = Hy(M ®4 P).

Vemos que Torﬁ(M ,N) = Torf(N , M), y que no depende de la resolucién elegida.
Ademds, si0 -+ N’ — N — N” — 0 es una sucesién exacta, la sucesién exacta de complejos
0= P4 N — Po,os N — Py, ®4 N” = 0 induce una sucesién exacta

... = Tor(M,N") = Tor2(M, N) — Tor(M,N") — Tor? | (M,N') — ...

Si 0 — N — I°® es una resolucién por médulos inyectivos, Hom4 (P, N) = Homu(P,,I°®)
y Homy (M, I™) = Homy(F., I™). Por el teorema del bicomplejo tenemos casi-isomorfismos
Homy(Ps, N) = Homa(Pe, I*), Hom4(M,I*) = Homy (P, I°®), y ponemos

Exty(M,N) = H"[Hom(P,,N)| = H" [Homy4(P,,1°)] = H" [Hom4 (M, I*)].
Como Homy (M, —) es exacto por la izquierda,
Ext% (M, N) = Homy (M, N).

Si0 - N — N — N” — 0 es una sucesién exacta, la sucesiéon exacta de complejos
0 — Homy (P, N') — Hom 4 (Pe, N) — Homy (Ps, N") — 0 induce una sucesién exacta

o= BExt’y (M, N') — Ext’4 (M, N) — Ext% (M, N") — Ext’;*H (M, N') — ...

Si0 - M — M — M"” — 0 es una sucesién exacta, la sucesién exacta de complejos
0 — Homa(M",I*) — Homy (M, I*) — Hom4(M’', I*) — 0 induce una sucesién exacta

o= Exti (M, N) — Ext’4 (M, N) — Ext} (M’, N) — Ext"™' (M",N) — ...
Proposicion: Si A es un DIP, todo A-médulo M admite una resolucion proyectiva

00— P  —FP —M—70
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Demostracion: Los A-médulos inyectivos son los médulos divisibles (p. 62).

Luego todo cociente de un modulo inyectivo es inyectivo y todo A-mddulo N tiene una
resolucién inyectiva 0 - N — I — I /N — 0, de modo que Ext"(M,N) =0, n > 2.

Ahora, si 0 - K — L — M — 0 es una sucesién exacta, donde L es libre, tenemos que
Ext! (K, N) = Ext?(M, N) = 0 para todo A-médulo N.

Luego el funtor Hom 4 (K, —) es exacto y K es proyectivo.

11.2.2. Funtores Derivados

Si (K*,d) es un complejo, K*[r] denota el complejo K*[r]" = K"™*" con la diferencial (—1)"d,
de modo que H"(K*®[r]) = H"™"(K*).
El cono de un morfismo de complejos f: K®* — L® es el complejo

Cono” f := K" @ L™, d(a,b) = (—da, fa + db).

(si vemos f: K* — L® como bicomplejo, es el complejo simple asociado).
Tenemos una sucesién exacta de complejos

0 — L* — Cono®f — K*[1] — 0

y el connecting inducido en cohomologia por esta sucesién exacta es f, asi que f es casi-
isomorfismo precisamente cuando su cono Cono®f es aciclico, H"(Cono® f) = 0.

Definiciéon: Un funtor covariante F': A ~~ B de la categoria de A-médulos en la de B-médulos
es aditivo cuando las aplicaciones F': Hom4 (M, N) — Homp(F (M), F(N)) son morfismos de
grupos, F(f +g) = F(f) + F(g).

En tal caso, si K* = {K",d,} un complejo de A-mdédulos, F(K®) = {F(K"),F(d,)} es
un complejo de B-médulos, porque F(d)? = F(d?) = F(0) = 0. Adems4s, los funtores aditivos
transforman sucesiones exactas escindidas en sucesiones exactas escindidas, y por tanto con-
servan sumas directas finitas, F'(M & N) = F(M) @ F(N), y conmutan con la formacién del
complejo simple asociado cuando las diagonales estdn acotadas.

Lema: Si F es aditivo, y f : I®* = J® es un casi-isomorfismo entre complejos inyectivos acotados
inferiormente, entonces F(f) : FI(I*) = F(J®) es un casi-isomorfismo.

Demostracion: Si J* = 0, entonces I®* = 0 — I, — I,41 — ... es una sucesion exacta de
médulos inyectivos; luego escinde y F(I°®) también es una sucesién exacta.

En el caso general, Cono®f = 0; luego Cono®F(f) = F(Cono®f) = 0, y se concluye que
F(f) es un casi-isomorfismo. q.e.d.

Sea M un A-médulo y LoM el médulo libre generado por los elementos de M, cociente por
el submédulo que genera el 0 de M (para que el funtor Ly transforme complejos en complejos).
Tenemos un epimorfismo natural LoM — M, asi que M admite una resolucion proyectiva
funtorial (de hecho libre) LeM — M — 0. Ahora (p. 72) M es submddulo del médulo inyectivo
I°M = (LoM*)*, y vemos que M admite una resolucion inyectiva funtorial 0 — M — I*M.

Definicién: Los funtores derivados por la derecha R"F: A ~~ B de un funtor covariante
aditivo exacto por la izquierda F': A ~~ B son

R"F(M) = H" [F(I*M)]

y diremos que un médulo M es F-aciclico cuando R"F(M) = 0 para todo n > 0; en particular,
todo médulo inyectivo es F-aciclico.
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La condicién de que F sea exacto por la izquierda significa que ROF = F.

Vamos a extender esta definicién a los complejos acotados inferiormente, y diremos que un
complejo K*® es inyectivo, F-aciclico, etc., cuando lo sean todos los médulos K™.

Notese que I°*M es un complejo inyectivo y que, si M se considera como un complejo cuya
Unica componente no nula es M en grado 0, entonces M — I*M es un casi-isomorfismo.

Por el teorema del bicomplejo K* — [*K*® es un casi-isomorfismo cuando K*® estd acotado
inferiormente, y pondremos

RE(K*) = F(I'K*), R"F(K*) = H"[F(I°K*)].

Por el lema, si f: K®* — L® es un casi-isomorfismo entre complejos inferiormente acotados,
también lo es f: RF(K®) - RF(L®), y f: R"F(K*®) — R"F(L®) es isomorfismo.

Lema: F(A®) = RF(A®) para todo complejo inferiormente acotado F-aciclico A®.

Demostracion: La sucesion 0 — F(A?) — F(I°A9) es exacta porque A? es F-aciclico.
El teorema del bicomplejo afirma que F(A®) = F(I*A®). q.e.d.

El morfismo L®* — I°L*® induce un morfismo canénico F(L®*) — RF(L®), y por tanto
morfismos H"[F(L®)] — R"F(L®). Asi, un casi-isomorfismo K® = L® induce morfismos'
DR: H" [F(L®*)] - R"F(K*), y son naturales en el sentido de que cada cuadrado conmuta-
tivo

K'. % L.

.

Ro _~ Eo

induce cuadrados conmutativos ~ H"[F(L®)] DR, R"F(K?*)

lF(t) lf

H"[F(L*)] 28~ R"F(K*)

~

Teorema de De Rham: Si K* = A®, y A® es F-aciclico, entonces los morfismos naturales
DR: H"[F(A®)] = R"F(K?®) son isomorfismos.

Demostracion: F(A®) = RF(A®) < RF(K*).

Sucesion Exacta de Funtores Derivados: Toda sucesion exacta de complejos inferiormente
acotados 0 — K®* — L* — M*® — 0 induce una sucesion exacta

. RUF(K®*) — RYF(L*) — R"F(M*) -2 RMF(K®) — ...

Demostracion: Tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas

0 K* L® M* 0
0 I°K* I°L* ——=I°L*/I*K* ——=0

!Coinciden salvo un signo con el de iteracién de connectings, usado en el teorema de De Rham (p. 229).
En adelante sélo siempre usaremos éste porque, en el caso del casi-isomorfismo M — I°*M, el morfismo
DR: H" [F(I°M)] — R"F(M) es la identidad.
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donde I*L®/I*K*® es una resolucién inyectiva de M*®. Se concluye al considerar la sucesién exacta
larga de cohomologia inducida por la sucesién exacta de complejos

0 — F(I*K®) — F(IL®*) — F(I*L*/I*K*) — 0

Lema: Sea 0 > M — AY - A — ... 5 A" 5 M,, — 0 una sucesion ezacta de A-mddulos.
Si los mdodulos A* son F-aciclicos, tenemos isomorfismos canénicos

RPF(M,) = RPT"F(M), p>1.

Demostracién: Toda resolucién F-aciclica 0 — M,, — B° — B!... define una resolucién F-
aciclica de M,
0—M-—A"— . . — A BBt .

y obtenemos isomorfismos canénicos RPF(M,,) = HP[F(B®)] = RPT"F(M), p > 1. q.e.d.
1. Los funtores derivados de Hom 4 (M, —) son los funtores Ext’y (M, —).

2. Los funtores covariantes aditivos exactos por la derecha se derivan por la izquierda usando
resoluciones proyectivas en lugar de inyectivas, y se extienden a los complejos acotados
superiormente. Los funtores derivados por la izquierda de M ®4 (—) son los funtores
Tor? (M, —

ors (M, —).

3. Los funtores contravariantes aditivos exactos por la izquierda se derivan por la derecha
usando resoluciones proyectivas en lugar de inyectivas, y se extienden a los complejos
acotados superiormente. Los funtores derivados por la derecha de Homy(—, M) son los
funtores Ext"y (—, M).

4. La categoria de médulos sobre un anillo se puede reemplazar por la de haces sobre un
espacio topoldgico X, porque todo haz admite una resolucion funtorial por haces inyectivos,
como veremos a continuacién.

Los funtores derivados de I', I'. y I'y coinciden con la cohomologia de haces que hemos
definido con la resolucion Godement, porque todo haz inyectivo Z es flasco,

Z(X) =Hom(Zx,Z) — Hom(Zy,Z) =Z(U) — 0

Asi, para todo complejo de haces K® acotado inferiormente tenemos grupos de hiper-
cohomologia H" (X, £*), H}(X,K*®), H}. (X, K®), y es inmediato generalizar a este caso la
imagen inversa y el producto cup que vamos a definir.

Definicién: Sea O un haz de anillos sobre X. Si elegimos un O,-médulo M, en cada punto
x € X, el correspondiente haz Godement C es el haz flasco

C(U) = H M,
zeU
y para todo O-mddulo N tenemos un isomorfismo natural

HOIHO(N,C) = ][ Homo, (NxaMx)
reX

Por tanto, si M, es un Oy-mddulo inyectivo para todo x € X, entonces C es un O-mddulo
inyectivo. En efecto, M, define un O-modulo concentrado en el cierre de z,

M, xeU

M.(U) = {0 x¢U
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y el haz Godement C es el haz producto directo, C =[], M,.
Ademaés, es sencillo ver que Homp (N, M,,) = Homp, (N, M,), lo que permite concluir,

Homp(N,C) = Homp (N, [[ M) = [] Homp(N, M,) = [] Home, (N, M,).
zeX zeX zeX

Ahora, si M es un O-médulo, y para cada fibra M, elegimos el O,-mdédulo inyectivo IO M,,
el correspondiente haz Godement Z°M es un O-médulo inyectivo, y tenemos un morfismo de
O-médulos inyectivo M — ZOM.

Vemos asi que todo O-mddulo M admite una resolucion inyectiva funtorial 0 — M — IZ°* M.

11.3. Imagen Inversa

Si f: Y — X es una aplicacién continua y F es un haz sobre X, su imagen inversa f~'F
es el haz sobre Y,

(f~YF)(V) = Homx (V, F) = Homy (V, F x x Y).

Su espacio etalé es F xx Y — Y, y sus fibras son (f~1F), = Ff(a)-
Luego f~! es un funtor exacto, conserva limites inductivos, f~(Zy) = Ly, ete.
Si s € F(U), entonces f*s = so f € (f71F)(f~U), y tenemos una imagen inversa de
secciones .
FU) L= (R o).
Ahora, un morfismo de haces f~1F — G en Y induce morfismos F(U) — (f*F)(f~1U) —
G(f~'U), y define un morfismo de haces F — f.G.

Férmula de Adjuncién: Homy (f~1F,G) = Homx (F, f.G).

Demostracién: Como F admite una presentacién &;Zy, — @©;Zy;, — F — 0 y ambos funtores
son exactos por la izquierda, basta verlo cuando F = Zy,

Hom(f~'Zy, ) = Hom(Z;-11:,G) = G(f~'U) = (£.6)(U) = Hom(Zu, £.G).

Nota: En el caso de un morfismo de espacios anillados (f,¢): Y — X, el morfismo de haces de
anillos ¢: Ox — f.Oy se corresponde con un morfismo de haces de anillos f~1Ox — Oy, y la
imagen inversa de Ox-moddulos se define

ffM= (f_l./\/l) X p-105 Oy,

de modo que la férmula de adjuncién Home,, (f*M,N) = Homoe, (M, f.N) es vélida.
En nuestro caso todos los espacios topoldgicos se suponen anillados con el haz constante Z,
y pondremos f*F é f~'F indistintamente.

La sucesion 0 — f*F — f*(C*F) es exacta, porque el funtor f* es exacto; luego la imagen
inversa de secciones induce una imagen inversa de clases de cohomologia (compatible con los
morfismos de haces en un sentido obvio)

f HM(X, F) = H"[[(X,C*F)] L H"[D(Y, f*C*F)] — H™(Y, f*F)
Lema: S5i 0 — F — R°® es una resolucion, el siguiente cuadrado es conmutativo,

H[[(X,R*)] — H'[T(Y, f*R*)]

|on |o

HY (X, F)—L— qny, £ F)
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Demostracion: El siguiente diagrama es conmutativo (pp. 276)

H"I'(X,C*F)| —=—= H"[I'(X,C*R®*)| =<—— H"[['(X, R*)]
HM[I(Y, f*C*F)] —= H"[I(Y,¢*C*R®)] <—— H"[I'(Y, ¢"R*)]
Corolario: Si f:' Y — X es una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables, los

morfismos f*: HP(X,R) — HP(Y,R) estdin definidos por la imagen inversa de formas diferen-

ciales, f*[wp] =[fwp].
Teorema: 8i Z % Y L X son aplicaciones continuas, (fg)* = g*f*.

Demostracion: Como f*(C*F) es una resolucién de f*F, conmuta el diagrama

HYD(X,0°F)] L HU (Y, e F) 2 H'[D(Z, (fg)*C*F)]
H \LDR \LDR
ax,F) s mHwpF) L HYMZg(fF)

Proposicién: La imagen inversa conserva el connecting, f*(0c,) = 0(f*cp).

Demostracién: Si 0 — F' — F — F” — 0 es una sucesién exacta de haces, basta tomar
cohomologia en el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas,

0

I'(X,C*F') I'(X,C*F) I'(X,C*F")

| I "

0——=T(,C*(f*C*F)) —=TL(Y,C*(f*C*F)) —=T(Y,C*(f*C*F")) —=0

| | |

Ly, C*f*7) LY, C*f*F) Ly, cef*7") ——0

0

Lema: Si un haz de anillos O sobre X admite particiones de la unidad, su restriccion Oly a
cualquier cerrado Y también admite particiones de la unidad.

Demostracion: Si {V;} es un recubrimiento abierto de Y, y { fo, fi} es una particién de la unidad
de O subordinada al recubrimiento {Uy = X — Y, U;}, donde V; = U; NY, entonces {f;|y} es
una particién de la unidad de Oly subordinada al recubrimiento {V;}.

Definicién: Si f: Y — X es una aplicacion continua y F es un haz sobre Y, las imagenes
directas superiores R"f.F = H" [ f«(C*F )] son los haces de cohomologia del complejo de
haces f.(C*F), de modo que R"f.F es el haz asociado al prehaz

U~ H"(f'U,F).
Cuando R"f,F =0, n > 1, tenemos que f,(C*F) es una resolucién de f.F,y
H™(Y,F) = H"(X, f.F).

Cohomologia de la Fibra: Sea f: Y — X un morfismo propio entre espacios o-compactos
(continuo, y la imagen inversa de todo compacto es compacta). Si F es un haz sobre Y, yx € X,
tenemos isomorfismos naturales

(R"fuF)z = H"(f 12, F).
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Demostracion: Veamos primero que, si C es un haz de Godement en Y, la restriccién de secciones
define un isomorfismo

(f:C)z = M T(f~'U,C) == T(f~'=,0).
zeU

Es inyectivo: si el soporte de una seccién s € I'(f~'U,C) no corta a la fibra de z, que es
compacta, entonces f(sop s) es cerrado en U, y s se anula en f~1(U — f(sop s)).

Es epiyectivo: si 5 € I'(f ', C), cada punto y € f~'z tiene un entorno U; de cierre compacto
y si € I'(U;,C) que extiende a 5, y un niimero finito Uy, ..., U, recubren f~1(z).

Si fo, f1,..., fr es una particién de la unidad de C°Zy subordinada al recubrimiento abierto
{Uy=Y — f~Y(x),Uy,...,U,}, entonces f1s1 + ...+ frs. € [(Y,C) extiende a 3.

Por el lema, (C*F)|-1, es una resolucién aciclica de F|;-1,, y terminamos,

(R"[.F)o = H[(fuC°F)a] = H'[D(f "2, C°F)] = H'(/ ', F).

Cambio de Base: Dado un producto fibrado de aplicaciones continuas

X xgT—2>X

o, b

S

entre espacios o-compactos, si f es propio, la imagen inversa ¢* define isomorfismos
¢"(R"f.F) = R" [ (¢"F).
Demostracion: La imagen inversa ¢* induce morfismos
H"(f7'U,F) — H"(¢~ f7U,"F) = H"(f'¢7'U,¢6"F) — (R" f.¢" F)(¢7'U)

que definen un morfismo de haces R"f,.F — b«(R" f.*F), y el correspondiente morfismo
¢*(R" foF) — R"f«(¢*F) es isomorfismo porque si s = f(t),

(6 R £.F ) = (R F)s = H'(F 715, F) 2 B (10,67 F) = (R .67 F)s
es un isomorfismo al ser ¢: f~1(¢) — f~1(s) un homeomorfismo.
Corolario: 7*: H"(X,G) — H™"(X x [0,1],G), cuando X es o-compacto.

Demostracion: Sea C*® la resolucién Godement del haz constante G sobre X x [0, 1].

La cohomologia de la fibra muestra que 7.C*® es una resolucién (flasca) de 7.G = G, y permite
por tanto calcular la imagen inversa.

Terminamos porque tenemos un morfismo canénico 7*m,C® — C® y la siguiente composicién
es la identidad,

D(X,mC%) —— T(X x [0,1], 7*m,C*) — T(X x [0,1],C°).

Corolario: Si dos aplicaciones continuas ¢,v: X — Y entre espacios o-compactos son homo-
topas, entonces ¢* = p*: H"(Y,G) — H™(X,G). Por tanto, si ¢: X — Y es una equivalencia
homotdpica, ¢*: H"(Y,G) — H"(X,G) es un isomorfismo.

Demostracion: Sea H: X x [0,1] — Y una aplicacién continua tal que ¢ = Hig y v = Hiy,
donde i (x) = (z,t).
Tenemos que ¢* = igH* =] H* = 1*, porque i} = ¢] al ser ambos el inverso de 7*.
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1. Cohomologia de los Espacios Afines: HP(R",G) =0, p > 1.

G p=n
0 p#n

R™ — x es homdtopo a S,—1, y la sucesién de cohomologia local concluye.

2. HY(R",G) = {

3. El borde de una variedad con borde es un concepto topologico.

Si z es un punto del borde de P = {(z1,...,2,) € R": 21 > 0}, tanto P como P — z son
contrictiles, y HY(P,G) = 0, p > 0, por la sucesién de cohomologfa local.

4. Si S, y Sm son homotopicamente equivalentes, entonces n = m.

5. La inclusion 1: S,_1 — By, de la esfera en el disco no admite retracto continuo.

Si i admite un retracto r continuo, i*: 0 = H""Y(B,,Z) — H" !(S,_1,Z) = Z admite
una seccion r*, lo que es absurdo.

6. Toda aplicacion continua ¢: By, — By, tiene punto fijo. (Teorema de Brouwer).

En caso contrario tendriamos un retracto continuo r: B, — S,_1, donde r(z) es el punto
de corte con S,_1 de la semirrecta con origen en ¢(x) que pase por x.

7. Sin es par, todo campo continuo de vectores tangentes a S, se anula en un punto.

St un campo continuo de vectores en la bola B, no se anula en ningin punto, entonces
apunta hacia fuera en algin punto del borde Sy_1.

Se repiten las demostraciones del caso diferenciable (p. 174).

Teorema de Finitud: Sea A un anillo noetheriano y F un haz de A-mddulos sobre un espacio
separado localmente compacto X. Si cada punto tiene una base de entornos U en que los A-
mddulos HP(U, F) son finito generados, entonces para cada compacto K contenido en el interior
de un compacto L se verifica que las imdgenes de los morfismos HP(L,F) — HP(K,F) de
restriccion también son A-mddulos finito generados.

Demostracion: Procedemos por induccion sobre p.

Fijado L, consideramos la familia de los compactos K que tienen un entorno compacto K
contenido en el interior de L tal que HP(L,F) — HP(K,F) tenga imagen finito generada.

Es claro que todo compacto contenido en uno de esta familia también estd en la familia, y
por hipétesis que cada punto del interior de L tiene un entorno compacto en tal familia.

Luego basta probar que la unién de dos compactos K1, Ko de la familia también estd en ella.

Por definicién K; tiene algiin entorno compacto K; contenido en el interior de L tal que
HP(L,F) — HP(K;, F) tiene imagen finito generada. Podemos elegir un entorno compacto K/
de K; contenido en el interior de K;, de modo que tenemos un diagrama conmutativo

HP(L,F) HP(L,F)® HP(L,F)

l |-

prl(f?l ﬂRQ,f) HHP(Rl UKQ,.F) HHP(KL]:) @HP(KQ,.F)

y |

HP~Y (K} N K}, F) — HP(K} UK}, F)
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donde la fila central es exacta por Mayer-Vietoris, p tiene imagen finito generada, y también ~
por induccién. Ahora es sencillo concluir que HP(L,F) — HP(K{ U K}, F) tiene imagen finito
generada, de modo que K; U K» estd en la familia considerada.

Corolario: Si F es un haz localmente constante de fibra A sobre una variedad compacta X, los
A-mddulos HP(X, F) son finito generados. Luego lo son los médulos HP(X, A).

Demostracion: Hay una base de abiertos U tales que los médulos HP(U, F) = HP(R?, A) son
finito generados. Se concluye tomando K = L = X en el teorema anterior.

Corolario: Si X es una variedad diferenciable compacta, los grupos de cohomologia de De Rham
HY, o (X) son espacios vectoriales de dimensidn finita.

11.4. Producto Cup

En adelante A denotard un dominio de ideales principales, de modo que los A-mdédulos planos
son los médulos sin torsién, y diremos que un haz de A-mddulos M es plano si lo son sus fibras
My, lo que equivale a que los sean los médulos M(U), porque M(U) es un submédulo de

[Locy May y My = lim M(U).

Lema: Si M es un haz de A-mddulos sobre un espacio o-compacto X, y P es un A-mddulo
proyectivo,
H'X,M)®4aP=H)X,M®4P).

Demostracion: Ya lo sabemos cuando P es libre (p. 272).
En general P es sumando directo de un libre, L = P @ P’, y terminamos.

Férmula de los Coeficientes Universales: Si M es un haz plano sobre un espacio o-compacto
X, para todo A-mddulo N tenemos sucesiones exactas

0— HYX,M)®4 N — HYX, M ®4 N) — Tor{!(H*(X, M),N) — 0
y si N es finito generado, tenemos sucesiones exactas
0— H"(X,M)®s N — H"(X,M ®4 N) — Tori'(H""} (X, M),N) — 0

Demostracion: Fijada una resolucién proyectiva 0 — Py — Py — N — 0 (p. 274), el nicleo y el
conucleo del morfismo ¢, : H' (X, M) ®4 P — H!(X, M) ®4 Py son precisamente los médulos
Tor (H}(X,M),N) y H}'(X, M) ®4 N respectivamente.

Como M es plano, la sucesiéon 0 > M Q@4 P > M ®4 Py -+ M ®4 N — 0 es exacta, y la
sucesion exacta larga de cohomologia

HMX, M)®P, 2% HY (X, M)® Py — H (X, M@N) — H'™ (X, M)@ P, 22 B (X, M)® P,
muestra la existencia de una sucesién exacta
0 — Coker ¢, — H}( X, M ®4 N) — Ker ¢,,41 — 0

Cuando N es finito, admite una resolucién 0 — A™ — A" — N — 0.
Como la igualdad H"(X, M ®4 L) = H"(X, M) ®4 L es obvia cuando L = A", se repite la

demostracién dada para la cohomologia con soportes compactos.

Corolario: 0 — H*(X,Z) ®7 G — H(X,G) — TorZ(H"(X,Z),G) — 0.
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Foérmula de Proyeccion: Sea f: X — Y un morfismo propio entre espacios o-compactos. Si
M es un haz plano sobre X, para todo haz de A-médulos N sobre Y tenemos que

(R"f,M) @A N = R"f,(M @4 f*N).

Demostracién: El morfismo (R"f,M) @4 N — R"f.(M ®@4 ¢*N) que da la férmula de los
coeficientes universales es un isomorfismo de acuerdo con la cohomologia de la fibra,

(R"f.M) @4 N)y = (R M)y @4 Ny = H"(f 1y, M) @4 N,
= H"(f 'y, M@ Ny) = (R"f.(M®a fN),

Definicién: Si (K*,d) y (L°®,d) son dos complejos de A-mddulos (o de haces de A-mdédulos),
entonces K*® ® 4 L® es un bicomplejo, con las diferenciales d =d® 1y do = 1 ®d, de modo que
el complejo simple asociado tiene la diferencial d =d ® 1 + (—1)P1 ® d.

El producto tensorial de ciclos es un ciclo de K® ® 4 L°®, asi que tenemos morfismos
HP(K®*) @4 HI(L®*) 25 HPTU(K® @4 L°).

Los isomorfismos naturales K? ® 4 LY = L7 ® 4 KP no definen un isomorfismo de complejos
K®*®4 L* — L* ®4 K*, sino que han de ser afectados de un factor (—1)P9,

(d@1+ (1)1 @d)((—1)Pb, @ ap) = (—1)PV, @ da, + (=1)P4T) (=1)Pdb, @ a,.
Si M es un haz de A-mddulos sobre un espacio topolégico X, la sucesién exacta
0—M-—C'M— M; —0

escinde en fibra, pues un retracto (C°M), — M, se obtiene al asignar a cada germen de seccién
discontinua su valor en x € X. Luego, para todo haz de A-médulos N, la sucesion

0—>MIUN —3 COMUN — C'MOUN — CP M4 N — ...

es exacta. Es decir, M @4 N = C*M @, N.

Tenemos casi-isomorfismos M ®4 CIN = C* M @4 CIN, y M @4 C°N = C° M@y CN
por el teorema del bicomplejo.

Es decir, C*M ®4 C*N es una resolucién de M ®4 N, y tenemos morfismos naturales

HP[T(X,C*M)] @ HI[T(X,C°N)] -2 HPFD(X,C* M @ C*N)| =2 HPH(X, M @ N)
que definen el producto cup HP(X, M) ® 4 HY(X,N) — HP (X, M @4 N).

Proposicién: Si0 - M — R®* y 0 - N — S° son resoluciones tales que R®* @4 S* es una
resolucion de M @4 N, el siguiente cuadrado es conmutativo

HP[T(X,R*)] @4 HIT(X,S*)] —2> HPH[[(X,R* @4 S°*)]

| |

HP(X, M) @4 HY(X,N) ——= H'"(X, M @4 N)

Demostracion: Por el teorema del bicomplejo tenemos casi-isomorfismos

M ®AN Sy R* 48 =5 CR°@4S8®* =5 C*R*®4 C*S*®
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de modo que C*R® ®4 C*S® es una resolucién de M ®4 N, y se concluye al considerar el
siguiente diagrama conmutativo (p. 276)

HP[D(X,C*M)] @ HID(X,C°N)] — HPH[D(X,C*M @ C°N)]

| I
HP[D(X,C*R*) @ HUD(X,C*S*)] — HPHI[D(X,C*R® @ C*S*)]
T T

HPI'(X,R*)] ® HII'(X,S*)] — HPHD(X,R® @ S®)]

Corolario: (¢, Ucy) Uc, = ¢p U (cqgUcy).
cpUcg = (—1)Plcy Ucp.

fr(epUcy) = (frep) U (frey)

Corolario: En las variedades diferenciables el producto cup de H*(X,R) estd definido por el
producto exterior, [wp) U [wq] = [wp A wg).

Lema: Sea A un dominio de ideales principales. Si K®, L® son complejos de A-mddulos y L® es
plano, tenemos sucesiones eractas

0— @ HP(K®)®4 HILY) — H'(K*®4 L) — @ Tor{(HP(K*®), HY(L®)) — 0
p+g=n pHg=n+1

Demostracion: Al ser L® plano, sus ciclos Z? y bordes BY carecen de torsion, y definen una
resolucién plana de HY(L*®),

0— B! — Z9— HYL®*) — 0

El contcleo de ¢,q: HP(K®) ®4 B — HP(K®) ®4 Z9 es HP(K®) ® 4 H1(L®), y su ntcleo es
Tor{!(HP(K*®), HY(L®)). Ademés tenemos una sucesién exacta de complejos

0—>Z’—>L‘L>B‘[1] —0
donde las diferenciales de Z*® y B*[1] son nulas, y el connecting
§: B¢ = HI7Y(B*[1]) — HY(2*) = 7
es la inclusion. Al ser planos los médulos B?, tenemos una sucesion exacta
0— K*®42° — K*®4 L 2% K* @4 (B[1]) — 0
que induce sucesiones exactas

5n+1

s HYK® @4 Z%) = HM(K®* @4 L%) — H*(K* ©4 (B*[1]))

0 — Cokerd,, — H"(K*®4 L*) — Kerd,+1 — 0
Ademéds, al ser Z9 y B mdédulos planos, tenemos que

H'(K*®a42°%)= @ HP(K*®aZ%) = @ HP(K®*)®a2Z?
pt+q=n p+q=n
H N (K*@aB* )= @ HI(K*@aB'[1]")= @ H(K®)® B
ptg=n—1 pHg=n
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de modo que §, = @ ¢pq, y concluimos que
pg=n

Cokerd, = @ Coker¢py = @ HP(K®)®4 HY(L®)

pt+g=n pt+g=n
Kerd,i1= @ Kergp= @ Tori'(HP(K®), HI(L®))
pt+gq=n+1 ptg=n+1

Nota: En espacios o-compactos consideramos la imagen directa con soportes propios
(AF)U) ={sec F(f'U): el soporte de s es propio sobre U }

de modo que I'.(X, iF) =T.(Y,F), y pondremos R" fiF = H" [fg(C']:)].

Cuando R"fiF = 0, n > 1, tenemos que fi(C*F) es una resolucién de fiF por haces I'.-
aciclicos (los haces fi(CPF) son C°Z-médulos), y HX(Y, F) = H*(X, fiF).

Las férmulas de la Cohomologia de la Fibra, Cambio de Base y Proyeccién (y sus demostra-
ciones) son vélidas para aplicaciones continuas si las imdgenes directas R" f, se sustituyen por
R™fy, y la cohomologia por la cohomologia con soportes compactos.

Por otra parte, si un haz M es plano, C°M también, porque (COM)(U) = [[,c;; Ma carece
de torsién. Ademds, como la sucesién exacta 0 — M — C°M — M; — 0 escinde en fibra, el
haz M es plano, y todos los haces CP M son planos.

Teorema de Kiuinneth: Sean p1: X XY — X, po: X XY — Y las proyecciones naturales,
donde XY son o-compactos, y sea A un dominio de ideales principales. St M y N son haces
de A-mddulos planos sobre X e Y respectivamente, tenemos sucesiones exactas

0= @ H{X, M)@ HY,N) = H!(XxY,piM@pyN) = @ Tory(H{(X, M), H!(Y,N)) = 0

ptqg=n p+gq=n+1

Demostracion: De acuerdo con el lema, basta probar las siguientes afirmaciones,

L pi @ py: Te(X, C*M) @4 Te(Y, C°N) = Te(X X Y, piC*M @4 p3CN).

XxY -2 x
Y i °

To(X x Y, piC' M ® p3CIN) = qupn(piC’ @ p3C7) = qu(C' @ pri(psC?))
= qu(C' ® ¢ (C7)) = (quC") ® (quC’)
=T (X,C0'M) @T(Y,C'N)

2. piC* M @4 p5C°N es una resolucion I'c-aciclica de pfM @4 psN.

0= piM = piC* M y 0 — psN — p5C°N escinden en fibra; luego p;C* M @ p5C°N es
una resolucién de p{ M ® p3N, y los haces ptC'M @ p3CIN son T'-aciclicos:

R'py(piC' @ p3C7) = C' @ R™pu(p5C?) = C' @ ¢ (R"quC’) =0, n > 1,
y los haces p11(piCt ® p5C7) = C* ® ¢} (g21C?) son T'.-aciclicos,

H!(X,C'® ¢;(g2C”)) = R"qu(C' ® g (g2:C7)) = (R"quC") ® (quC’) =0, n > 1.
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Ejemplo: El anillo de cohomologia de la esfera S, es H*(Sy,,Z) = Z[t,]/(t2), asf que

H.(Sn X vaz) = H.(SmZ) Rz H'(Sm,Z) = Z[xmym]/(xz y72n)

ns

donde pi(t,) =t, ®1 =z, ¥y p3(tm) = 1 @ tyy = Ym. Si n es par, ninguna aplicacion continua
w: Sy X Sy, — Sy define una estructura de grupo en Sy, pues en tal caso p*(t,) = axy, + byn, y
si e es el neutro de Sy, la aplicacién continua j: S, — S, X Sy, j(p) = (p,e), verifica que pj y
p1j son la identidad, y que poj es constante,

tn = J 1" (tn) = J*(azn + byn) = 7" (api(tn) + bp3(tn)) = atn + 0,
luego a = 1. Igualmente b = 1, y obtenemos una contradiccién si n es par

0= u*(t%) = (M*tn)Q = (xn + yn)2 = TpYn + YnTn = 2TnYn.

11.5. Clase de Cohomologia de una Subvariedad

11.5.1. Fibrados de Linea

Lema: Si G es un grupo abeliano, el haz de automorfismos G del revestimiento principal trivial
X x G — X es el haz constante G.

Demostracion: Cada elemento h € G define un automorfismo 7,(y) = hy porque G es abeliano,
Th(9y) = hgy = ghy = g11(y), y este morfismo inyectivo de haces G — G es epiyectivo.
En efecto, si 7: U x G — U x G es un automorfismo y 7(z,1) = (x, h(x)), entonces 7 = 7y,

™(z,9) = (2, M(z)g) = g(z, M(x)) = g7(z,1) = 7(z, 9)-

Revestimientos principales

. gl =
Teorema: H' (X,G) = de X de grupo abeliano G

Demostracion: Fijemos un recubrimiento abierto R = {U; }ier de X.

Si un revestimiento principal P — X es trivial en el recubrimiento, ¢;: Py, = U; x G, en
Ui;j = U; N U; tenemos un automorfismo g;; = cbiqu_l: Uij x G = U;; x G, y en cada abierto
Uijr = U; N U; N Uy, tenemos que

9ij9jk = Gik-

Las familias {g;; € G(Uij;)}ijer verificando tal condicién se llaman datos de construccién,

pues permiten reconstruir el revestimiento principal como el cociente

P ~ [HZGIUIXG]/E

por la relacién de equivalencia (x, g;) = (x, g;) cuando x € Uy, g; = gi5(x)g;-

El dato de construccién {g;;} depende de las trivializaciones ¢;.

Si elegimos otras trivializaciones ¢; : Py, = G x U;, obtendremos otro dato de construccién
{gij}; pero g; = &iqﬁi—l: Ui x G = U; x G es un automorfismo, asi que g; € G(U;) y

9ij = gigijgj_l-

Si decimos que dos datos de construccién {g;;} y {gi;j} son equivalentes cuando existen
secciones g; € G(U;) tales que gij = gigij gj_l7 tenemos una biyeccién natural

Revestimientos principales|  {Datos de construccién}
de X que trivializan en R|  Equivalencia de datos
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Consideremos ahora la resolucion Godement de G,

0—G—0CG—G —0
0—G —C'G—Gy,—0
I'(X,G1)

D= 1x,00)

Si H'(X,G)r denota el subgrupo de H'(X,G) formado por las clases de cohomologia que
se anulan en el recubrimiento R, y I'(X, G1)r denota el subgrupo de las secciones globales de
G que provienen de secciones de C'G en el recubrimiento R, tenemos que

F(Xa Gl)'R

1 _
H(X,G)r = I'(X,C0G)

Si f' € T'(X,G1)R, existen f; € T'(U;, C°G) tales que f'|y, = fi; luego fi = gij fj en Uy; para
algin dato de construccién g;; € G(Uj;). Si consideramos otras secciones f; que representen a
f', definirdn otro dato {g;;}, y tendremos f; = g; f;, donde g; € G(U;), y

gij = fil I = 9ifi/9ifi = 9i9i59; "
{Datos de construccién}

'x,G —
(X, Gi)w Equivalencia de datos

Este morfismo de grupos no es inyectivo, y su nicleo es la imagen de I'(X,C°G), pues la
condicién g;; = 1 significa que las secciones f; coinciden en las intersecciones Uj;.

Veamos por ultimo que este morfismo es epiyectivo. Dado un dato de construccién {g;;},
para cada z € X elegimos un indice k, € I tal que x € Uy, y definimos

fi(z) = gir, (), fi € T(U;, C°G)

de modo que en U;; tenemos f; = gix, = 9ijGjk, = Yijf;-
Estas secciones de CYG coinciden como secciones de Gy, asi que definen una seccién global
f" de G1 que induce el dato de construccién {g;;}. En resumen,

HY(X,G)p = {Datos de construccién}  [Revestimientos principales
/R T TRquivalencia de datos | de X que trivializan en R

y concluimos porque toda clase de cohomologia se anula en algiin recubrimiento y todo revesti-
miento principal es trivial en algiin recubrimiento. q.e.d.

Este argumento prueba que cualquier tipo de estructura localmente trivial estd clasificada
por el grupo de cohomologia H' (X, G), donde G es el haz de automorfismos de la correspondiente
estructura trivial (siempre que G sea abeliano).

Teorema de Hurewicz: Si X es conexo y localmente simplemente conexo, para todo grupo
abeliano G tenemos un isomorfismo de grupos

H'(X,G) = Homg, (m (X, ), G).

Demostracion: Los revestimientos principales de grupo abeliano G estan clasificados (p. 223)
por Homg, (71 (X, z),G), y sélo queda ver que la biyeccién H(X,G) = Homg, (11 (X, x),G) es
morfismo de grupos.
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El grupo de automorfismos del revestimiento universal X3 Xesm=m (X,z), y a cada
morfismo de grupos ¢: m; — G se le asocia el revestimiento principal

P=(GxX)/m — X/m =X, 0(9,%) = (g- p(c™Y),0%)

Fijado un recubrimiento de X por abiertos simplemente conexos U;, tendremos 7i-isomor-
fismos Xy, >~ m x U; que inducen trivializaciones

¢i: PUi — G % Uia gbz[(g,a,x)] = (g ’ gb(O’),l‘)

y en Uy; tendremos que el isomorfismo (m x Uj)y,; =~ XUij =~ (m x Uj)y,; transforma (1,z) en
(0ij(x), ). Luego
(60 ) (g, 7) = 59,035, 7)] = (99(045), )
y un dato de construccién de P es precisamente ¢(0;;).
Ahora esté claro que al producto de morfismos le corresponde el producto de datos.

Definiciones: Un espacio vectorial real sobre X es una aplicacién continua 7: £ — X junto
con operaciones continuas F xx E — E y R x E — E que verifiquen los axiomas de espacio
vectorial, entre ellos la existencia de la seccién continua 0: X — FE (en particular cada fibra
E, = n71(x) hereda una estructura de espacio vectorial).

Un morfismo entre dos espacios vectoriales £ — X y E' — X sobre X es una aplicacién
continua ¢: E — E’ sobre X tal que las aplicaciones ¢, : E, — FE. son lineales.

El espacio vectorial trivial de rango n sobre X es R” x X — X, y un fibrado vectorial real
de rango n es un espacio vectorial £ — X localmente trivial de rango n; es decir, localmente
E|ly ~R" x U. Es un fibrado de linea cuando n = 1.

Andlogamente se definen los fibrados vectoriales complejos sustituyendo R por C, y los fibra-
dos vectoriales diferenciables sustituyendo los espacios topoldgicos y las aplicaciones continuas
por variedades y aplicaciones de clase C*°.

Ejemplos: El haz de secciones continuas de un fibrado vectorial real de rango n es un haz
localmente libre de rango n sobre el haz de funciones reales continuas Cx, lo que define una
equivalencia entre ambas categorias, y el funtor inverso asigna a cada Cx-moédulo localmente
libre £ el fibrado vectorial £ = [] ¢ x(£z/m:E:) — X (con la topologia evidente).

Los fibrados vectoriales complejos se corresponden con los mdédulos localmente libres sobre
el haz de funciones complejas continuas, y los fibrados vectoriales diferenciables se corresponden
con los médulos localmente libres sobre el haz de funciones diferenciables.

La grafica £ C P, x E de la incidencia (i.e., (p,e) € £ cuando el vector e € E estd en el
subespacio vectorial representado por p € P,) define un fibrado de linea 7: £ — P,, llamado
fibrado tautoloégico de P, que no es trivial porque toda seccién continua s: P,, — £ se anula en
algun punto. En efecto, si no se anulase en ningin punto, considerando un producto escalar en £
y dividiendo cada vector s(p) por el médulo, tendriamos una seccién continua del revestimiento
Sn — P, lo que es absurdo porque la esfera S,, es conexa.

Lema: El haz de automorfismos de O es el haz OF de secciones invertibles de O.

Demostracion: O(U) = Homey, (Olv, Olv).

e 50 02

Corolario: H(X,F,) = [ Haces localmente ]

constantes de fibra Z
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Corolario: Si X es un espacio o-compacto (e igualmente si X es una variedad diferenciable y

los fibrados son C™),

Fibrados de linea

1 _

H(X,Fp) = [ reales sobre X ]
9 | Fibrados de linea

(X, 7) = [complejos sobre X

Demostracion: El haz de funciones reales continuas (resp. diferenciables) O es aciclico, y la
siguiente sucesién exacta muestra que el morfismo natural H'(X,0*) — H'(X,[F3) es un iso-
morfismo.

0—0-0" 722 —0

El haz de funciones complejas continuas (resp. diferenciables) O también es aciclico, y la

sucesion exacta
271

072,050 0

muestra (p.277) que tenemos un isomorfismo canénico H'(X,0*) = H*(X,Z).

Definicion: Si X es o-compacto, cada fibrado de linea real L — X est4 clasificado por su clase
de obstruccién §(L) € H'(X,Fy), y cada fibrado de linea complejo L — X estd clasificado
por su clase de obstruccién (L) € H*(X,Z).

Proposicién: Si ¢: Y — X es una aplicacion continua, 6(¢p*L) = ¢*(5(L)).

Demostracion: Si {g;;} es un dato de construcciéon de L en un recubrimiento {U;}, entonces
{gijo ¢} es un dato de ¢*L en el recubrimiento {¢~1U;}; luego si ¢ € H' (X, O%) se corresponde
con L, entonces ¢*L se corresponde con la imagen de ¢ por el morfismo

H'(X,0%) 2= H'(Y,¢°0%) — H'(Y.0%).

Se termina por la compatibilidad de ¢* con el morfismo H!(X,0*) — H'(X,F3) en el caso

real, y con HY(X,0*) — H?(X,Z) en el caso complejo. q.e.d.
Z n=0,2
1. La cohomologfa del toro de género g es H"(74,Z) = Z* n =1
0 n>2

HY(1,,Z) = Hom(m1(7) ap, Z) = Hom(Z?9,Z) = Z*.

El complementario de un disco abierto es hométopo a 2g circunferencias identificadas en
un punto, y la sucesién exacta del subespacio cerrado permite concluir,

0— 7% — 7% — 7 — H*(15,2Z) — 0

Fy n=0,2
2. Si S es la suma conexa de g planos proyectivos, H"(S,Fo) = ¢ F§ n=1
0 n>2

HY(S,Fs) = Hom(71(S)ap, F2) = Hom(Z9~ @ Fo, Fy) = F.

El complementario de un disco abierto es homoétopo a g circunferencias identificadas en
un punto, y la sucesién exacta del subespacio cerrado permite concluir,

0 —F§ — F§ — Fy — H*(S,F2) — 0
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3. Una variedad diferenciable X de dimensién n es orientable si y sélo si el haz de linea ('
es trivial. Por tanto, si H'(X,Fy) = 0, entonces X es orientable.

4. Si Y es una hipersuperficie cerrada de una variedad diferenciable X, su haz de ideales
py(U) = {f € C¥U): fluny = 0} es un haz de linea, trivial si y sélo si ¥ admite una
ecuacién global f = 0 con diferencial no nula en Y. Si H*(X,Fs) = 0, toda hipersuperficie
cerrada Y de X admite una ecuacion global y es orientable.

En efecto, si f = 0 es una ecuacién global de Y, el campo N = grad f no se anula en
ningin punto de Y, y define una orientacién [iywy]| de Y.

11.5.2. Cohomologia Local

Sea Y un cerrado de un espacio topoldgico X.
Diremos que 'y F = Hom(Zy, F) es el haz de secciones de F con soporte en el cerrado Y,
y que H} F = R"I'y(F) = Ext"(Zy, F) es el n-ésimo haz de cohomologia local de F,

(EY}—)(U) = FYmU(UwF),
(Hy F)(U) = H" [Ly (C*F)],

y HyF es el haz asociado al prehaz U ~ Hy (U, F).
Lema: Si C es un haz Godement, entonces I'yC es un haz flasco.
Demostracion: Si C(U) = [],cp Me, entonces I'yry (U, C) = [ ey ny Ma-

Teorema: Sea Y una subvariedad cerrada de codimension d de una variedad topologica X.
Los haces de cohomologia local HY,Z son todos nulos, salvo el haz de orientacién normal
Ty/x = HdYZ, que es un haz concentrado en 'Y, localmente constante de fibra Z.

Demostracion: El enunciado es local, y podemos suponer que X = R™ x R, Y =R™ x 0, y en
tal caso se termina por la sucesién exacta de cohomologia local, al ser X —Y = R™ x (R? — 0)
homotopo a la esfera Sy_1.

Corolario: H)(X,Z) = HP=*(Y, Ty, x).

Demostracion: Si Z — C*® es la resolucién Godement del haz constante Z sobre X, tenemos

~

casi-isomorfismos Ty x[~d] +— Z* —— ['yC*, donde Z* es el complejo
IO »IyCl—» .. o0yt 52150 ..
Como Ty, x estd concentrado en Y, y I'yyC* es un complejo de haces flascos,
HPU(Y, Ty, x) = HY(X, Ty, x[~d]) = HY(X, 2*) = HP(X, [, C*) = HY(X, Z),

Definicién: Y es normalmente orientable en X cuando Ty, x|y es isomorfo al haz constante
Z en'Y,y los isomorfismos Zy —— Ty, x|y son las orientaciones normales de Y en X.

Fijada una orientacién normal, el morfismo HP~4(Y,Z) = HY.(X,Z) — HP(X,Z) se denota
ix, la sucesién de Cohomologia Local da la sucesién exacta de Gysin

o — HPUY,Z) = HP(X,Z) — HP(X - Y,Z) 2 HP- N Y, Z) —> ...

y la clase de cohomologia de Y en X es px(Y) = i.(1) € HY(X,Z).
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Férmula de Proyeccidn: i.(i*(a) Ub) = aUi.(b); a € H*(X,Z), b€ H*(Y,Z).

Demostracion: Esta férmula afirma que i,: H*(Y,Z) — H*(X,Z) es morfismo de H*(X,Z)-
médulos, donde la estructura de médulo en H*(Y,Z) viene definida por el morfismo de anillos
i*: H*(X,Z) — H*(Y,Z). Ahora bien, salvo el cambio de graduacién, la imagen directa i, se
obtiene de los siguientes morfismos:

H*(Y,Z[—d]) & H*(X,Zy[-d]) < H*(X,2°*) = H*(X,I[}C*) - H*(X,C®)

donde todos son morfismos de médulos porque son compatibles con el producto cup.

Por ultimo, el cambio de graduacién H*(Y,Z) = H*(Y, Z[—d]) es un isomorfismo de médu-
los, cuando la estructura de médulo se considera por la izquierda, porque la diferencial total de
un bicomplejo no se altera al cambiar el segundo grado. q.e.d.

1. Si HY(Y,F3) = 0, todo haz localmente constante en Y de fibra Z es trivial; luego Y es
normalmente orientable cualquiera que sea el ambiente X y la codimensién d.

2. Si Y es conexa y H%(X ,Z) # 0, entonces Ty, x|y tiene una seccién que no se anula en
ningin punto, y por tanto es trivial.

Por ejemplo, si una hipersuperficie conexa Y admite un entorno conexo U tal que U — Y
no es conexo, Hy-(X,Z) = Hy-(U,Z) # 0 por la sucesién exacta de cohomologfa local, e Y
es normalmente orientable.

3. Todo haz de linea sobre el haz constante Fy es trivial, porque 5 = 1.

Por tanto, si usamos cohomologia con coeficientes en Fo, todas las subvariedades cerra-
das son normalmente orientables y admiten una tinica orientacién normal, y la clase de
cohomologia siempre esta bien definida.

4. Si'Y es una subvariedad conexa y cerrada de R™ de codimension 1, el abierto complemen-
tario U = R™ =Y tiene exactamente dos componentes conexas:

0 — Fy = HO(R™,Fy) — HO(U,Fy) — HO(Y,Fy) = Fy 5 HY(R™,Fy) =0

11.5.3. Teoria Topolégica de la Interseccién

En este apartado suponemos que todas las subvariedades estan normalmente orientadas.

Sean Y7, Ys subvariedades cerradas de una variedad topoldgica X de codimensiones dy y do
respectivamente. Si Y = Y7 NY5 es una subvariedad de codimension di + do, en cada abierto
U C X tenemos un morfismo de grupos

U: Hy (U, Z) @z Hy2 oy (U, Z) — HP#2 (U, Z),
de modo que el producto cup define un morfismo de haces
U: Ty, x ®z Ty, x — Tyyx-
Fijadas orientaciones normales &1, &2, & de las subvariedades Y7,Ys,Y, en cada punto y € Y
§1U& =mf €Ty/x,

para cierto nimero entero m, llamado multiplicidad de interseccién de Y7 con Y5 en y.
Es localmente constante, y cambia de signo si se cambia alguna orientacién normal.
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Teorema: Sean Y7, Yo subvariedades cerradas normalmente orientadas, de codimensiones dq, ds
respectivamente. Si Y1 NYy es una subvariedad de codimension dy + do con un numero finito de
componentes conexas C1,...,C, ym; es la multiplicidad de interseccion de Y1 con Ys a lo largo
de C;, entonces

px (Y1) Upx(Y2) = mipx(C1) + ... + my px(C;).

Demostracion: Tenemos que H%;{ij (X,Z) = EB]-HgéJFdQ (X,7Z).
Fijadas orientaciones normales, tenemos que &y, U &y, = > j m;éc,, vy el siguiente cuadrado
conmutativo permite concluir,

Hy (X, Z) @z Hy2 (X, Z) —— Hy N (X, Z) = @ HE T2 (X, Z)

l i

HN(X,7) @z H?(X,7) —— Hhtd2(X 7)

Definicion: Diremos que Y7 e Y3 se cortan transversalmente en un punto y € Y1 NYs cuando
existe un entorno abierto U de y en X y un homeomorfismo ¢: U = R4 x R% x R™ tal que
(Y1 NU)=0xR2 xR™y ¢(YoNU) =RN x 0 x R™.

Teorema: El morfismo Ty, ,x ®z Ty, x — Ty,x que define el producto cup es un isomorfismo
cuando Y1,Ys se cortan transversalmente; es decir, la multiplicidad de interseccion es +1.

Demostracion: Como la multiplicidad de interseccién es un invariante topolégico local, podemos
suponer que X = Sdl X Sd2 X Sd3, Y = p1 X Sd2 X Sd3, Y2 = Sdl X p2 X Sd3.
Por el teorema de Kiinneth tenemos un isomorfismo de anillos graduados

H*(X,2) = Zl[x1)/(«1) @z Zlaa)/ («3) @z Zla3)/ («5)

donde px (V1) =21 ®1®1, px(Y2) =1 @2y ® 1.
Ahora bien, Y7 N'Ys es una subvariedad conexa de codimensién dy + dg y

1 @22 ®1=px(Y1)Upx(Ya) =m-px(Y1 NYs)

no es divisible en H4+92(X,7Z) por ningtin nimero natural, salvo el 1.
Concluimos que la multiplicidad de interseccion es m = +1.

Corolario: FEl grupo HQ(PH,(C,Z) estd generado por la clase de cohomologia x de cualquier
hiperplano y tenemos un isomorfismo de anillos graduados

H*(P,c,Z) = Z[z]/(a"), gro = 2.

Demostracion: P,_1 es normalmente orientable en P, porque H[gn_l(IP’n, Z) # 0.
Ahora, por la sucesién exacta de Gysin tenemos isomorfismos

iv: HP72(P,_1,Z) = HP(P,,7Z), p > 1.

En particular & = i,(1) es un generador de H?(P,,Z). Ademds, por induccién sobre n,
i+(y?~1) es un generador de H?(P,,,Z), donde y denota un generador de H?(P,,_1,7Z).
La sucesién exacta del subespacio cerrado

H%(P,,Z) —— HX(P,_,,7) > H}C",Z) = 0



11.6. TEOREMA DE DUALIDAD 293

muestra que y = i*(z), y por la férmula de proyeccion HP(P,,Z) esta generado por
() = ()7 = (e = a?

Corolario: El grupo Hl(Pn,R,]FQ) estd generado por la clase de cohomologia x de cualquier
hiperplano, y tenemos un isomorfismo de anillos graduados

H* (P, Fz) = Fala] /(a"1), gra = 1.

1. La inclusion i: P, — Py, m < n, no admite retracto continuo.

El epimorfismo de anillos i*: A[z]/(z") — A[z]/(z™) no admite seccién.

2. Todo difeomorfismo ¢: Pa, c — Pay, c conserva la orientacion.

Al ser ¢*(z) = £z, tenemos que ¢*(2?") = (+x)?" = 22"

3. P, r no se puede recubrir con n abiertos homeomorfos a espacios afines.

Si un espacio topoldgico admite un recubrimiento X = U;U...UU, por abiertos U; ~ R,
y ponemos Y; = X — U;, los morfismos H%_ (X,A) — HP(X, A) son epiyectivos para todo
p > 1, y el siguiente cuadrado conmutativo muestra que en H*(X, A) es nulo el producto
de n elementos cualesquiera de grado positivo,

Hy (X, A)®...® Hy. (X, A) Y. Hy oy (X,A) =0

i |

H*(X,A)®...® H* (X, A) Y~ H*(X,A)

4. Teorema de Borsuk-Ulam: Toda aplicacion continua ¢: S, — R™ identifica algin par
de puntos antipodales.

En caso contrario ¢: S, — S,,_1 es continua y ¢(—z) = —¢(x), donde
_ (@) = ¢(=7)
P = o) — o]

Por tanto ¢ induce una aplicaciéon continua ¢: P,, — IP,,_1 que no trivializa al revestimiento
Sn—1 — P,_1. Luego el morfismo de anillos

*: Fafa]/(2") = H*(Pp-1,F2) — H*(Pn, F2) = Fo[]/(a"*")

verifica que ¢*(x) = z, lo que es absurdo.

11.6. Teorema de Dualidad

Sea X un espacio o-compacto en que HY(X,F) = 0 para todo p > n y todo haz F (por
ejemplo una variedad topolégica de dimensién n, p. 272), y consideremos la resolucién Godement
del haz constante definido por un dominio de ideales principales A, truncada en la etapa n-ésima:

0 — A — A4 — C'A—...—C"'A—C — 0

Como esta resolucién 0 — A — C® escinde en fibra, para todo haz de A-mdédulos M tenemos
una resolucién 0 = M — M ®4 C®, que es I'.-aciclica porque los haces M ®4 C*A son CZ-
médulos, y H? (X, M @4 C") = H™(X, M) =0 (p. 277).
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Fijemos ahora una resolucién inyectiva 0 — A — I° — I' — 0 del anillo A.

El funtor contravariante F'(M) = Homy (I'+(X, M®4CP, I?) es exacto (el haz CP es plano, los
haces M ® 4 CP son I'.~aciclicos y el A-mé6dulo 1 es inyectivo) y F' transforma limites inductivos
en limites proyectivos, porque I'. conserva limites inductivos (p. 272).

Por el teorema de representabilidad? existe un haz de A-médulos inyectivo DP9 tal que

Homg (M, D7 P9) = Homy(Te(X, M ®4CP), 1),
Hom% (M, D) = Hom%(I'o(X, M ®4C),I).

(donde Hom%?(K, L) = Hom4 (K P, L?), con las diferenciales inducidas por las de K*y L*), y
el complejo dualizante de X es el complejo D asociado al bicomplejo inyectivo D*®®.
Por el siguiente lema, tenemos sucesiones exactas

0 — Extl (HPTH(X, M), A) — Ext;’(M, D) — Hom(HP(X, M), A) — 0
Lema: Para todo complejo de A-mddulos K® tenemos sucesiones exactas

0 — Extl (HP*1(K*), A) — H P[Hom¥(K,I)] — Homu(H?(K*®), A) — 0
Demostracion: Homa(HP(K*®), A) y Exty (HP(K*), A) son el niicleo y el conticleo de

¢p: Homa(HP(K*®), 1") — Hom(HP(K*),I")
Por otra parte, tenemos una sucesién exacta de complejos
0 — Hom% (K, I'[-1]) — Hom% (K, I) — Hom%(K,I°) — 0

y los morfismos de conexién d_, de la sucesién exacta larga de cohomologia

QRSN S [Hom?® (K, I'[~1])] — H~" [Hom®% (K, I)] — H~?[Hom® (K, 1°)] 2% ..

coinciden con los morfismos ¢,; es decir el siguiente cuadrado es conmutativo,
o
HP[Hom$(K,I°)] — H P"'[Hom%(K,I'[-1])]
| 1
Hom(HP(K*®),I0) 22 Hom 4 (HP(K*), I')

Teorema de Dualidad: Si X es una variedad topoldgica de dimension n, los haces de coho-
mologia H™PD son nulos, salvo ']I”)“( =H™"D, que es un haz localmente constante de fibra A, y
para todo haz de A-mddulos M tenemos sucesiones exactas

0 — Extl (HPTH(X, M), A) — Ext’; P(M, T4) — Homa(HP(X, M), A) — 0
Demostracion: Si U es un abierto de X, cuando M = Ay tenemos sucesiones exactas
0 — Exty (HPYH (U, A), A) — H P[D(U)] — Homa(H?(U, A), A) — 0

Si U es homeomorfo a R", tenemos que H*(U, A) ~ Ay HY(X, A) = 0 cuando p # n.
Luego H P[D(U)] = 0 cuando p # n, y por tanto HP(D) =0,y H "[D(U)] ~ A.

2En el caso de un funtor contravariante F' sobre la categorfa de O-médulos, como Homoe (Op, M) = M(U),
dado un submédulo estricto N© C M, tenemos algiin morfismo Oy — M que no factoriza a través de N, y
vemos que cada pareja minima Q¢ estd determinada por el conjunto de los elementos n € F(Oy) que admitan un
morfismo de parejas (Ov), — Q¢ (p. 73).
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El haz H™™D es localmente constante porque cuando X = R" y U es una bola abierta, el
morfismo natural H(U, A) — H(X, A) es isomorfismo, al ser H(X — U, A) = 0.

Ahora, como el complejo dualizante D no tiene términos de grado menor que —n, tenemos
una sucesién es exacta:

0— T4y —D"—D " - D0

que es una resolucién inyectiva de T4; luego Ext *(M, D) = Ext', P(M,T%).
Corolario: T4 (U) = Homa(H(U, A), A), y por tanto T{ = T4y
Corolario: 0 — Ext (H?T1 (X, A), A) — H" P(X,T4) — Hom(H?(X, A), A) — 0
Corolario: H" P(X,Fy) = HY(X,Fa)*.

Demostracion: Cuando A = Fa, todo haz localmente constante es trivial, ']I“I;2 = [Fs.

Definicion: El haz de orientacion de una variedad X es Tx = "]I“%<7 y diremos que X es
orientable si es trivial Z ~ T x. Las orientaciones de X en un punto x son los dos generadores
de la fibra Tx ., y las orientaciones de X son las secciones globales de Tx que generen la fibra
en todo punto (los isomorfismos Z ~ Tx).

Si X es conexa de dimensién n, la condicién de ser orientable equivale a que

0#T(X,Tx) =Homy(H}(X,Z2),7)
y en una variedad orientable X de dimensién n tenemos sucesiones exactas
0 — Exty,(HPY(X,7),Z) — H" P(X,Z) — Homg(H?(X,Z),7) — 0
Proposicién: T4 = Tx ®z A. Por tanto, T4 ~ A cuando X es orientable.

Demostracion: El morfismo natural H(U,Z) ®z A — H(U, A) es isomorfismo en virtud del
teorema de los coeficientes universales. Tenemos asi un morfismo

Tx(U) @z A = Homz(H"(U,Z),Z) @z A — Hom4(HM(U, A), A) = T4(U)
que es isomorfismo cuando U ~ R", e induce un isomorfismo de haces Tx ®7 A = ’]I‘f(.
Corolario: St X es una variedad orientable de dimension n y k es un cuerpo,

H"P(X,k)=HP(X, k)"
Corolario: Si cark # 2, una variedad X es orientable si y sdlo si k ~ ']T’;(.

Demostracion: El haz Ax de orientaciones de X define un revestimiento Ax — X de grado 2,
el revestimiento de orientacion, que es trivial precisamente cuando X es orientable.

Por otra parte, cuando car k # 2, el morfismo natural A% — ']I‘_%fv — (']T’}()et es inyectivo, y si
(T%)°* — X es un revestimiento trivial, también lo es A%, y X es orientable.

Corolario: Una variedad diferenciable X es topoldgicamente orientable si sélo si admite una
forma de volumen
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Demostracion: Consideremos el haz de conjuntos de las orientaciones diferenciables,

A (U) = [

orientaciones
diferenciables de U |

Cada orientacion diferenciable de U permite integrar n-formas con soporte compacto y, por
el teorema de Stokes, para toda (n — 1)-forma con soporte compacto wy,—1

/ dw,—1 :/ Wp—1 = /wnl =0.
U oUu 1]

Asi, cada orientacién diferenciable de U define una forma lineal [;: H?(U,R) = R no nula,

y obtenemos un morfismo inyectivo de haces A_Cféf — ’]1‘]1};.

Ahora, si X admite una orientacién diferenciable, TE}} tiene una seccién global que no se
anula en ningin punto; luego R ~ ’]I‘ﬂ};, y X es topoldgicamente orientable.

Reciprocamente, si (T%)® — X es un revestimiento trivial, también lo es (Aglff ¥t — X,y
X admite una orientacion diferenciable. q.e.d.

1. Si X es una variedad compacta y orientable de dimension n impar, x(X) = 0.

X(X) =22, (=1D)Pdim HP(X, Q) = = 3., (=1)" " Pdim H""P(X, Q) = —x(X).

2. Si X es una variedad conexa de dimensién n y H(X,Q) # 0, entonces T% tiene una
seccién no nula y X es orientable, y por tanto H'(X,Q) ~ Q.

3. Toda subvariedad cerrada Y de R™ de codimension 1 es orientable. En particular, el plano
proyectivo real no es una subvariedad cerrada de R3.

Podemos suponer que Y es conexa, en cuyo caso (p. 291) U = R" —Y tiene dos componen-
tes conexas (obviamente orientables) y la sucesién exacta del subespacio cerrado permite
concluir,

0— H}'(Y,Q) — HX(U,Q) = Q*> — H}R",Q) =Q — 0

11.6.1. Teoria del Grado

Teorema: H}(X,Tx) = Z, cuando X es una variedad de dimension n coneza.

Demostracion: Si k es cuerpo, por dualidad y el teorema de los coeficientes universales,
k = Homy (T, T%) = H!(X,Tx ®z k)* = (H}(X,Tx) ®z k)*;

luego H}(X,Tx) ®z k =k y, st H(X,Tx) es finito generado, Z = H(X,Tx).
Por otra parte, si un abierto conexo es unién U = V1 U. ..UV, de un nimero finito de abiertos
V; ~ R", la sucesién exacta de Mayer-Vietoris

H'(V,Tx)® H'(VaU...UV,, Tx) — HYU,Tx) — H* " '(Vin(VLU...UV;),Tx) =0

muestra, por induccién sobre r, que H'(U, Tx) es finito generado, y Z = H(U, Tx).
Estos abiertos U recubren X, y tenemos que (p. 272)

HX,Tx) = H!X,lim(Tx)p) =lim H(U,Tx) = Z

porque los morfismos de transicién Z = H*(U,Tx) — H(U',Tx) = Z son isomorfismos, al
serlo sus duales (U y U’ son conexos):

I'(U',Z) = Hom(H(U', Tx),Z) — Hom(H (U, Tx),Z) = I'(U, Z)
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Lema: Si7m: Y — X es un revestimiento, Ty = 7*Tx.

Demostracion: Si U C Y es un abierto tal que m: U — 7(U) es homeomorfismo, tenemos un
isomorfismo natural ¢y : (7*Tx)|v — (Ty)|v, ¥ ¢v = (¢v)|v cuando V es un abierto de U;
luego definen un isomorfismo 7*Tx — Ty.

Teorema: Si X es una variedad conexa de dimension n,

HMX,7) ~

Y/ si X es orientable
Z/2Z si X no es orientable

Demostracion: Si X es orientable, H(X,Z) ~ H}(X,Tx) = Z.

Si X no es orientable, consideramos el revestimiento de orientacién 7: Y — X.

Como Ty = n*Tx tiene una seccién candnica que no se anula en ningin punto, Y es
orientable. Ademds tenemos un epimorfismo tr: m,Z — Z, tr(f)(z) = f(z1) + f(x2), donde
n1(x) = {21, 72}, y la sucesién exacta larga de cohomologia asociada

H'Y,Z) = HYX,7Z) — H"(X,Z) — H""(X,Kertr) = 0

muestra que H(X,Z) ~ Z/mZ, donde m > 0 porque X no es orientable.

Por otra parte, la composicién Z — m,Z —> Z es la multiplicacién por 2; luego también
lo es la composicién

7/mZ = HW(X,Z) = H(X,m.7) = Z % H"(X,Z) = Z/mZ

y vemos que m = 1 6 2. El caso m = 1 es imposible porque la férmula de los coeficientes
universales darfa H?(X,Fs) = 0, y por dualidad H?(X,F3)* = H(X,Fs) = F,.

Corolario: Si X es una variedad diferenciable conexa y orientada de dimension n, la integracion
de n-formas induce un isomorfismo

/ : H*(X,R) = R.
X

Demostracion: La aplicacién lineal fX: R = H*X,R) — R no es nula, como puede verse
integrando formas de soporte compacto contenido en un abierto coordenado.

Definicion: Si X es una variedad conexa y orientable de dimensién n, cada orientacién define
un isomorfismo Z = H(X,7Z), y por tanto un generador cx de este grupo.

Si7m:Y — X es un morfismo propio entre dos variedades conexas y orientadas de dimensién
n, induce un morfismo

' Zex = HY(X,Z) — HI(Y,Z) = Zey
y el grado de 7 es el unico nimero entero grm tal que 7*(ex) = (grm)ey.
Teorema: Si X es una variedad conexa y orientable de dimension n, el morfismo
H)(X,Z) — H!(X,Z)

es isomorfismo, y cada orientacion ex € H}(X,Z) de X define una orientacion normal €, €
H}(X,Z) en cada punto p.
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Demostracion: Si U es un entorno abierto conexo de p, el morfismo H(U,Z) — H(X,Z) es un
isomorfismo, porque lo es su morfismo traspuesto, y H(X,Z) = H} (U, Z); asf que basta probar
el teorema en cualquier variedad orientable de dimensién n.

Cuando X = 5, el teorema se sigue de la sucesion exacta de cohomologia local,

H(Sn,Z) — H™(S,,Z) — H"(R",Z) =0

Definicion: Sea 7: Y — X una aplicaciéon continua entre dos variedades de dimensiéon n. Si
p = 7(q), tenemos un morfismo

' Lep = Hy (X, Z) — Hy (Y, Z) = Ze,
y el grado de 7 en g es el nimero entero gr, 7 tal que 7*(g,) = (gr,m)eq.

Teorema: Sea 7w: Y — X un morfismo propio entre variedades conexas y orientadas de dimen-
sion n. Si la fibra de p € X es finita, 7~ (p) = {q1,...,q-}, entonces

grm =gr,, ™+ ... +gr, m

Demostracion: Es consecuencia directa del siguiente cuadrado conmutativo,

HP(X,2) —"—H", (Y,Z) =Teg & ... Le,,

oo

HY(X,Z) ——= H(Y,Z)

* — * — 3
porque m¥ex = (grm)ey, m'ep = ((8r4,7)€qs, - - - (87, T)Eq,) ¥ los morfismos verticales transfor-
man €, en €x, y £ €N €y, de acuerdo con el teorema anterior.

Corolario: Si el grado de m no es nulo, entonces m es epiyectivo.

Teorema: Sea 7: Y — X una aplicacion continua entre variedades de dimension n. Si w es
homeomorfismo local en q € Y, entonces grym = +1.

Demostracion: Por escision la definicién de gr,m es local en X y en Y, asi que podemos suponer
que 7 es un homeomorfismo, caso en que el teorema es obvio. q.e.d.

1. Todo polinomio no constante define un morfismo propio P(z): C — C, de grado no nulo
porque conserva la orientacién en todo punto donde P’(z) # 0; luego es epiyectivo, y P(z)
ha de tener alguna raiz compleja, lo que vuelve a demostrar el teorema de D’Alembert.

2. Sea D un campo tangente a R™. Si ) C R" es una variedad con borde compacta y D no
se anula en el borde, podemos considerar el grado del morfismo propio ¢: 9 — S, _1,
¢(p) = Dy/|D,|. Este grado es nulo cuando D no se anula en €, porque ¢ puede extenderse
a un entorno de Q y

/89 S w1 =/Qd(¢*wﬂ_1) :/ng*(dwn_l) z/ng*O:o.

Por tanto, cuando 2 es una pequena bola centrada en una singularidad aislada, D, = 0,
el grado no depende de la bola y se llama indice del campo D en p.

En general, si todas las singularidades del campo son aisladas, tomando pequenas bolas
abiertas B; alrededor de las singularidad pq,...,p, contenidas en 2, tendremos que D no
se anula en la variedad con borde 2 — (B U...U B, ), de modo que el grado de ¢ coincide
con la suma de los indices del campo en las singularidades contenidas en ).
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3. Sim: S, = P,(R), n > 2, es una aplicacion continua, no existe ningun abierto no vacio
U C P,(R) tal que 7 defina un homeomorfismo de 7= (U) con U.

En efecto, en caso contrario

7 Hy(Py,F2) = H) (U, F2) — H;(TF_I(U),]FQ) = H}(Sn,Fa)

serfa un isomorfismo, y 7*: H"(P,,Fy) — H"(S,, F2) también lo seria (ambos grupos estan
generados por la clase de cohomologia de un punto) lo que es absurdo: 7*(z") = (7*z)" = 0,
ya que m*x € H(S,,F2) = 0.

11.6.2. Teorema de Lefschetz

Los isomorfismos Hom 4 (M, D7 P?) = Homy4 (['.(X, M ® 4 CP), I?) de dualidad vienen dados
por morfismos I'.(X,D P4 ®4 CP) — I? que definen un morfismo de complejos

E:T (X, D®sC) — I
En el caso de una variedad de dimensién constante n, el morfismo
€ HJ(X,T{) = H)(X, D) — A

es epiyectivo (y por tanto isomorfismo) porque en caso contrario no existirfa ningin morfismo
H™(X, M) — A epiyectivo, y existen cuando M = T4.
El isomorfismo Hom$ (M, D) = Hom% (T'¢(X, M ®4 C), I) proviene del acoplamiento

I'(Hom® (M, D)) @ To(M ® C*) —2 T(Hom® (M, D) @ (M & C*)) 2 T(D®C*) =5 1

donde A es el morfismo obvio.

Cuando M = A, tenemos que Hom®*(M,D) = D es una resolucién inyectiva de ’]I";(, que
M®C® = C*® es una resolucién I'c-aciclica de A, y que Hom®*(M, D) ® (M &C®) es una resolucién
I'.-aciclica de T4 ®A. Luego los epimorfismos H"P(X, T4 ) — Homa(H?(X, A), A) del Teorema
de Dualidad vienen dados por los acoplamientos

H"™ (X, T4) @4 HP(X, A) — H(X, T4 @4 A) 2 HMNX,TE) <5 A

Cuando X es una variedad compacta orientada y A = k es un cuerpo, el producto cup define
una métrica que identifica H*(X) = H*(X, k) con su dual H*(X)*,

(d,e) =&(d Ue).

Por el teorema de Kiinneth H*(X x X) = H*(X) ® H*(X), asi que cada orientacién ex de
X define una orientacién ex ® ex de X x X, y fijamos la orientaciéon normal de la diagonal
A: X — X x X para que A, conserve tales orientaciones, de modo que (A*a,b) = (a, A.b)
segun la férmula de proyeccién.

Teorema: La clase de cohomologia de la diagonal define la métrica del producto cup
(a®b,pxxx(A)) = (a,b).

Demostracion: (a ® b,pxxx(A)) = (a®@b,A(1)) = (A*(a®b),1) = (aUb,1) = (a,b).

Corolario: Fijada una base (a;) de H*(X), si (b;) es la base dual, {a;,bj) = d;j,

prX(A) = Zi(_l)graiai ® b;.
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Demostracion: (b; ® a;, Y ;(—1)8 %a; ® by) = (—1)8%0;;(b; @ a;, a; @ b;) = d45(bi, a;){ai, bi) =
= (—1)(EredErbs; — (b, a;) = (b @ ai, pxxx (A)).

Definicion: Si X es una variedad compacta y orientada, el nimero de Lefschetz de una
aplicacién continua f: X — X es el nimero global de interseccién de la diagonal con la grafica
'y=fx1: X = X xX de f,

Ar = (pxxx (D), pxxxTy)).

n
Férmula de Lefschetz: Ay = > (=1)Ptrfy, f,: HP(X) — HP(X).
p=0

Demostracion: Ay = (pxxx(A), (f x 1),1) = ((1 x f)* pxxx(A),1) =
= (X ) 32 (=1)8 % a; @ by, 1) = 3, (= 1) " ([ ai, bi) = 32, (=1)P tr fy.
Corolario: La auto-interseccion de la diagonal es la caracteristica de Euler-Poincaré,
A* [prx(A)] = X(X) *EX.

1. Si X es una variedad compacta y orientable de dimensiéon n par, y no maultiplo de 4,
entonces x(X) es par.

Sea n = 4d + 2. Como (—1)Pdim HP(X,Q) = (—1)""Pdim H"P(X,Q), basta ver que la
dimension de H 2d“(X ,Q) es par, lo que se debe a que el producto cup define una métrica
hemisimétrica no singular U: H2+1(X, Q) x H?*1(X,Q) — Q.

2. St una variedad diferenciable compacta y orientable X admite un campo continuo de vec-
tores tangentes que no se anula en ningin punto, entonces x(X) = 0.

Si el fibrado tangente m: T X — X admite una seccién continua s sin ceros, tendremos
0= s"(prx(soX)) = sp [pTX(sz)].

Ahora bien, como X admite una métrica riemanniana (p. 192) y T'X es el fibrado normal
a la inmersién diagonal A: X — X x X, por el lema del entorno tubular

so[prx (s0X)] = A [pxxx(A)] = x(X) - ex.

3. Si 7 es una homografia de la recta proyectiva compleja, su grado es 1 porque conserva la
orientacion; luego A, = 2. Cuando es parabdlica, la multiplicidad topolégica de interseccion
(de la diagonal y la grafica) en el tnico punto fijo es 2.

4. Toda aplicacién continua f: Sz, — Sa, de grado # —1 tiene niimero de Lefschetz Ay # 0,
y f tiene puntos fijos. Igualmente, toda aplicacién continua So,11 — Sop41 de grado # 1
tiene algun punto fijo.

5. Si X = R?/Z? cada matriz 2 x 2 con coeficientes enteros A induce una aplicacién continua

f: X — X. Su accién sobre H!(X,R) = R? es la que define A4, y sobre H(X,R) es la
homotecia de razén |A|. Luego Ay =1 —trA + |A].

6. Si f es un endomorfismo analitico de un toro complejo C/(Za + Z3), su levantamiento
al revestimiento universal es un endomorfismo C — C que deja fijo el origen; luego es
el producto por un nimero complejo a + bi, asi que el grado de f es d = a® + b2, y
Ay =1-2a+a®+b% Vemos asi que [A; —d — 1| < 2V/d.
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11.7. Clases Caracteristicas

Si E'— X es un fibrado vectorial real o complejo (K =R 6 C) el conjunto de los subespacios
vectoriales de dimension 1 de las fibras E,, dotado de la topologia cociente, se denota P(E), y
estd dotado de una proyecciéon 7: P(E) — X.

El fibrado vectorial 7*E = E X x P(F) tiene un subfibrado de linea candnico o tautolégico
&g — 7" E, que consiste en poner sobre cada punto p € P(F) los vectores del correspondiente
subespacio vectorial de dimensién 1 de E,, donde = = 7(p).

El fibrado de linea tautoldgico del espacio proyectivo Py se denota &g.

Lema: Si L es un fibrado de linea sobre un espacio compacto y separado X, existe alguna
aplicacion continua f: X — Py tal que L = f*&,.

Demostracion: Si vemos que el fibrado dual L* esta generado por un nuimero finito de secciones
globales {sq, s1, ..., 84}, tendremos un epimorfismo

X x Kd+1 — L*’ (‘Ta)‘ﬂa s 7)‘d) = )\OSO(SC) ot )\de(ﬂf),

y la inyeccién L — X x K91 define una aplicacién continua f: X — Py, y L = f*&,.

Ahora bien, como X es completamente regular, para cada punto de X existe alguna seccion
global que genera la fibra en un entorno, y por compacidad se concluye que un nimero finito de
secciones globales generan la fibra en todos los puntos.

Corolario: La clase de obstruccion 0(&q) del fibrado tautolégico es un generador del grupo
H?(Py,7) en el caso complejo, y de H'(Pg,Fa) en el caso real.

Demostracion: Sea i: Pg_1 — Py un hiperplano. En el caso complejo, la sucesién exacta del
subespacio cerrado muestra que i*: H?(Pg,Z) — H?(P4_1,7) es un isomorfismo.

Como i*(6(&4)) = §(i*€q) = 0(€4-1), el indice m del subgrupo generado por §(¢4) en H? (P4, Z)
no depende de la dimensién d.

El lema anterior muestra que todo fibrado de linea sobre P; es potencia m-ésima de otro
fibrado de linea, lo que es falso si m # 1 porque H?(Py,Z) ~ Z.

El argumento también es valido en el caso real. q.e.d.

En el caso complejo consideraremos siempre cohomologia con coeficientes en Z, y en el caso
real con coeficientes en Fy, y fijaremos las orientaciones para que la clase de obstruccién §(&4)
sea la clase de cohomologia de un hiperplano.

Teorema de Hirsch-Leray: Sea E un fibrado vectorial de rango r sobre un espacio o-compacto
X. Sixp =(&p) esla clase de obstruccion del fibrado tautoldgico de P(E), entonces H®*(P(E))
es un H*(X)-mddulo libre de base {1,xp, 2%, ..., 255 1.

Demostracion: Sea Z — C* la resolucién Godement del haz constante Z en P(E).
Cada clase de cohomologia 27, 0 < j < r — 1, estd representada por una seccién global de
C%, y estas secciones definen un morfismo de complejos

EBJZ[—2]] — mC*

que es un casi-isomorfismo por el cdlculo de la Cohomologia de la Fibra y de los espacios
proyectivos complejos (p. 292).
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Ahora bien, como m,C*® es un complejo de haces flascos, tenemos un isomorfismo de grupos

@, H*(X,Z)[~2j] = H* [[(X, m.C")] = H* [[(B(E),C")] = H*(P(E), Z)

que transforma (ag, ..., a,—1) en 7 (ag) + 7*(a1)rp + ... + 7 (a,_1)zl; .

Esto tdltimo se debe a que I'(X, m,.C*®) SN I(P(E), m*m.C®) — I'(P(E),C*) es la identidad,
X, m.C®*) =T (P(E),C*).
En el caso de fibrados vectoriales reales se sustituye Z por Fg y 25 por j.

Definicion: Las clases de Chern de un fibrado vectorial complejo £ — X de rango r son los
coeficientes ¢;(E) € H*(X,Z) del polinomio caracteristico del endomorfismo del H*(X )-médulo
libre H*(P(E*)) que define el producto con xp = §(&p),

gy +a(B)ay !+ 4 e(E)=0.

Convenimos que ¢o(E) =1y ¢;(E) =0, i > r. La clase total de Chern es ¢(E) := ), ¢;(E).
Anélogamente, cuando £ — X es un fibrado vectorial real, tenemos clases de Stieffel-
Whitney w;(E) € H(X,F5), y convenimos que wo(E) =1y w;(E) =0, i > r. La clase total
de Stieffel-Whitney es w(FE) := >, w;(E), y las clases de Stieffe]l-Whitney de una variedad
diferenciable X son las de su fibrado tangente, w;(X) := w;(TX).
En adelante daremos los enunciados y las demostraciones sélo para las clases de Chern,
porque son igualmente vélidos para las de Stieffel-Whitney.

Teorema: ¢;(f*FE) = f*(¢;(F)), para toda aplicacion continua f: T — X.

Demostracion: Consideremos la aplicacién continua 1 x f: P(f*E) =P(E) xx T — P(E) xx
X = P(E).
Tenemos que &+ = (1 x f)*Ep; luego zp+p = (1 X f)*xg, y en H*(P(f*E)),

0=(1x @y +azy +.. . +a)= T + (f*al)a:}:é +...+ fra,.
Teorema: c¢;(L) = —0(L), para todo fibrado de linea L.
Demostracion: xy + c¢1(L) = 0. Ahora bien, P(L) = X, &, = Ly x; = 0(L).
Teorema: La clase ¢,.(E) coincide con los ceros de cualquier seccion continua s: X — F,
o (E) =s" [pE(so(X))].

Demostracién: Sea T la clase de obstruccién del fibrado tautolégico de E = P(E & 1).
Por el teorema de Hirsch-Leray, la clase de cohomologia de la seccién nula sera

pz(s0(X)) = aZ" + mz" ' + ...+ ar, a; € H*(X).

La restriccion de esta clase a cualquier fibra coincide con la clase de cohomologia de un punto
(porque localmente el fibrado es trivial), que es la restricciéon de z".

Como la restriccion de a; es nula cuando ¢ > 0, vemos que ag = 1.

Ahora, la restriccién de esta clase a la zona del infinito j: P(F) — P(E @ 1) es nula, porque
la seccion nula sg no corta al infinito,

1

0=7*@ +aa ' +...+a) =2 +azy ' +... +a,
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y vemos que a; = ¢;(E). Como el fibrado tautolégico es trivial en la parte afin E,
s*[pe(s0(X))] = " [pp(s0(X))] = s*(@" + wZ Nt a) =a = (E).
Teorema: Si 0 — F1 — E — Ey — 0 es una sucesion exacta,
c(E) =c(Er) - c(Es).

Demostracion: En P(E) tenemos que £g < 7*E es un fibrado de linea y 7*E /&g es un fibrado
vectorial de rango r — 1. Como 7*: H*(X) — H*(P(E)) es inyectivo por el teorema de Hirsch-
Leray, existe un cambio de base p: Y — X tal que p*: H*(X) — H*(Y) es inyectivo y p*Ej,
p* Fo admiten filtraciones con cocientes sucesivos de linea.

La inyectividad de p* y la funtorialidad de las clases de Chern reducen la férmula al siguiente

Lema: Sea 0 = E, C ... C Ey C Ey = E una filtracion con cocientes F;_1/E; de linea. Si
a; = c1(Fi—1/E;), se cumple que ¢(E) = (1+a1)...(1+ o).

Demostracion: Por induccién sobre 7, y es una identidad cuando r = 1.

Consideremos la proyecciéon 7: P(E) — X y la inclusién j: P(E1) — P(E).

El morfismo natural {g — 7*(E/E,) define una seccién global de 7*(E/E1) ® £}, que se
anula en P(E)), y corta transversalmente a la seccién nula, como puede verse localmente. Luego

J«(1) = er(7*(E/E1) © £) = 25 + a1

Por induccién j* [(l‘ ptaz)...(xp —|—ar)] = 0, y aplicando j, la férmula de proyeccién prueba
que ¢;(E) es la i-ésima funcién simétrica elemental de a1, ..., ay,

O0=(p+o)...(eg+ar)js(1) = (g + 1) ... (2 + ar).

Raices de un Fibrado Vectorial: Si0 — E; — F — Es — 0 es una sucesion exacta, y fijamos
una métrica hermitica (producto escalar en el caso real) en F, tenemos que £ = E; @& ElL, y
Ef‘ — F5 es un isomorfismo, F ~ F| & E».

Luego en P(E) tenemos que 7*E = Eg®(1*E) /g, y reiterando la construccién con (7*E) /&g
obtenemos un cambio de base 7: Y — X tal que 7*: H*(X) — H*(Y) es inyectivo y 7*F
descompone en suma directa de fibrados de linea, 7*E = Ly, @ ... ® L,,., donde o := ¢1(Ly), ¥y
¢i(E) es la i-ésima funcién simétrica elemental de a, ..., a;.

1. ¢;(E*) = (—1)'¢(E).
SiE=Ly ©...0L,,, entonces E* =L_,, @...0 L_,,.
2. Cl(E) = Cl(ATE).
SiE=Ly &...8 L,,, entonces A"E =Ly, ®...® Ly, = Loy +.. 40, -
3. Si py es el haz de ideales de una hipersuperficie Y de una variedad diferenciable X,

wi(py) = px(Y); luego Y admite una ecuacion global f = 0 con diferencial no nula
en todo punto de Y si y solo si su clase px(Y) € H'(X,F3) es nula.

La inclusién py — C§ induce una seccién s: C§ — pj- que corta transversalmente a la
seccién 0 a lo largo de Y'; luego px (V) = wi(py) = wi(py).

4. Si N es el fibrado normal a una subvariedad diferenciable compacta i:' Y — X de codi-
mension d, wa(N) = i*(px(Y)).

Como X admite una métrica riemanniana (p. 192) hay un entorno U de Y en X y un
difeomorfismo U ~ N que transforma i en la seccién cero (p. 263).
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5. Sea X wuna variedad diferenciable compacta de dimension n. Si X es una subvariedad
diferenciable de R"*?, entonces w(X)™! es de grado < d.

La sucesién 0 — TX — (TR"*)|x — N — 0 es exacta, y el fibrado tangente TR"*% es
trivial; luego
w(X)P =w(N)=1+w(N)+...4+wq(N)

y wq(NN) = 0 porque la clase de cohomologia de X en Rt es nula.

6. w(Pyr) = (1+z)"+L.

Si E = R""! la proyeccion E — {0} — P,, induce, en cada vector e, una identificacién
de E/Re con el espacio tangente a P, en (e), lo que define un isomorfismo candnico
TP, = Hom(&,, E/&,), y tenemos una sucesién exacta

0 — Hom(¢,,, &,) — Hom(¢,, E) — TP, — 0
w(Py) = w(€)" = (1+8(6.)" " = (1 +2)"+.

7. P4 no es una subvariedad diferenciable de R .
wlP) '=Q+z+a) ' =1+z+2242°
8. 5i P, es paralelizable, n + 1 es potencia de 2.
Sin+1=2"m, entonces (1 + )" = (1+22)" =1+mz? +..., war(P,) #0.

9. 87 existe un producto bilineal R™ x R™ — R™ sin divisores de cero, n es potencia de 2.

Si ay,...,a, es una base de R" y v;(z) = xaj ‘a;, entonces x,va(x),. .., v,(x) son lineal-
mente independientes para todo z # 0. Luego wvo,...,v, definen secciones linealmente
independientes de TP, = Hom(&,R"/¢), y P,,—1 es paralelizable.

11.8. Sucesiones Espectrales

Trabajaremos en categorias de médulos (o de haces de médulos sobre un espacio X).
Cada tridangulo exacto

i, ——C

1
51\ Al
Er
define una diferencial dy = j101: B — E1, d% = j101j101 = 0, y pondremos

CQ = Imil, E2 = H(El) = Kerdl/Imdl.
i9: Cy — (9, la restriccién de i1 a Co.
dg: o — (9, el morfismo que induce d1: Kerd; — C5 en el cociente.

jo: Co — Eo, el morfismo definido por el diagrama conmutativo

0= 61(E1) Oy —>Cy—>0

bk

04>j1(51(E1) —>Kerd1 4>E2 —0
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Teorema: FEl tridangulo Co 2. Cy es exacto.

5;\ Az
Es

Demostracion: La igualdad i2(Cy) = i1 (Ker j1) = Ker ja se sigue del lema de la serpiente aplicado
al diagrama anterior. Las otras dos son inmediatas. q.e.d.

Iterando el proceso obtenemos triangulos exactos derivados y diferenciales

C,—" ¢, d = jb: En —> E,

6:\ Ar

E,

Sea (M,d) un médulo diferencial, con una filtracién ... C FPTL C FP C ..., M = U, F?,
compatible con la diferencial, dF? C FP. La sucesién exacta obvia

0 — @ FPH Ly @, FP —s @, FP/FPT1 4 0

induce (p. 227) un triangulo exacto €} — = Cy = @, H(FP)

e

Ey = @, H(FP/Frtl)

Siif: H(FP) — H(FP~F) es el morfismo natural, en los tridngulos derivados tendremos que

Cr, =Imi,_; = ®plm if_’fg_l C @, H(FP). Ademas E, = ®,E¥, el tridngulo

i .
Cr———=Cr,=Imi,_4

AN
E;

descompone en sucesiones exactas

5 . i i1 16
...—>Ef—>Imzft§Z—>Imzfi_§1]—r>E;f’+T1—>...

y la diferencial d, viene dada por morfismos d, = j,6,: EF — EPTT
Supongamos ahora que M es un complejo, M = @, M", dM™ C M"*+! y que la filtracién
F? es compatible con la graduacién, F? = @, (FP N M"™) = @, MP"P.
Ahora, si i0"""P: H"(FP) — H"(FP~*) es el morfismo natural, tendremos que
Cr =Tmi,_ = @y, Im PP C g HY(EP).
Ademés E, = @,,EX" P, los tridngulos descomponen en sucesiones exactas
... — EPY O Im gpAnatlor AN Im P hat 2oy prtrolat2er

y la diferencial d, viene dada por morfismos

dy = jpb,: BP9 —y prtra—rtl
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Por otra parte, las imdgenes de los morfismos naturales 5" 7: H"(FP) — H"(M) definen

una filtraciéon de H™(M), y vamos a ver cuando la sucesién espectral aproxima al graduado
G‘HH(M) = @pEgén_p, donde Egén_p =Im Zgén_p/lm Z'gg‘l»n—p—l'

Definicion: Diremos que la filtracién es regular si para cada nimero entero n se cumple que
H"™(FP) = 0 para todo p > 0.

Teorema: Si la filtracion es regular, la sucesion espectral converge al graduado de H™ (M), y
pondremos EY'? = HPTI(M), en el sentido de que

ERI = lim EP9
Demostracion: Fijados n, el morfismo 6,: EP™ P — Im T 17P~" o5 nulo cuando r > 0
) pyn, r—1 )

porque ifir?nJrl*p*T: 0= Hn+1(Fp+7”) N Hn-‘rl(Fp-‘rl)’

. 1.n—p—1 . — —
Imzfirl’n LN Imsz1 P ERnTP — 0

‘ _ p,n—D : p;n—D Pn—D
Ademass d, = j,.0, se anula en Ey , v tenemos epimorfismos Er = BT

Tomando limite inductivo sobre 7, concluimos
Im 8P — Im P~ — 1fm EP" P — 0

Teorema: Sea ¢: M — M un morfismo de complejos filtrados, ¢(FP) C FP. Si las filtraciones
son requlares y ¢ induce isomorfismos EX? = EX? para algun indice r, entonces ¢ es un casi-

isomorfismo, ¢p: H"(M) = H™(M).

Demostracion: Como las sucesiones espectrales convergen, ¢ induce un isomorfismo entre los
graduados GH™(M) = GH™(M); luego entre los completados (p. 135).

Pero, cuando la filtracién es regular, los morfismos 5" ?: H"(FP) — H"™(M) son nulos,
p> 0,y H"(M) es completo.

Sucesién Espectral del Bicomplejo:
Un bicomplejo (K°%;d1,d2) admite la filtraciéon FP = P, , D, K%y
Ef’q — HgQ (Kp°)
By = Hi (HE,(K**))

Si la filtracién es regular (por ejemplo, cuando K*® tiene diagonales acotadas inferiormente)
tenemos una sucesion espectral que converge a la cohomologia del bicomplejo

B = I} (HY, (K*) = HPYI(K®).

Si el bicomplejo K**® tiene diagonales superiormente acotadas, obtenemos una segunda su-
cesién espectral convergente al considerar la filtracion FP = @, .. K",

Jjzp
EP? = HY (HY (K**)) = HPYI(K*®*).
Sucesién Espectral de Hipercohomologia:

Sea K*® un complejo inferiormente acotado. Elegidas resoluciones inyectivas I%' y I%' de los
bordes BP y la cohomologia H? de K*®, tenemos sucesiones exactas

0—IB* —I17° — I7° —0
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donde I2* es una resolucién inyectiva de los ciclos ZP, y sucesiones exactas
Z Yy I
0— 10" — P — 1% 0

donde IP* es una resolucién inyectiva de KP. Por el teorema del bicomplejo, K* — I** es un
casi-isomorfismo, y ademas los ciclos, bordes y cohomologia de I*® respecto de su diferencial dy
son resoluciones inyectivas de los ciclos, bordes y cohomologia de K*°.

Ahora, si F es un funtor aditivo exacto por la izquierda, H" [F(I**)] = R"F(K*®), y

HY [F(I**)] = F[Hgl(l")] = F(IT)

porque los ciclos, bordes y cohomologia del complejo (1°¢,d;) son inyectivos, de modo que cual-
quier funtor aditivo los conserva. Luego Hj (H{ (I°**)) = RPF(HI(K*)), y la segunda sucesion
espectral del bicomplejo F/(I°®) es

EY? = RPF(HI(K®)) = RPTIF(K®).

Teorema del Functor Compuesto de Grothendieck: Sean F: A ~ B y G: B ~ C
funtores covariantes aditivos exactos por la izquierda. St F' transforma inyectivos en G-aciclicos,
para todo complejo K® inferiormente acotado de A tememos que

R(GF)(K*) = RGRF(K?)),
EYY =RPG(RIF(M)) = RPTYGF)(M).
Demostracion: Sea K® =5 I*® la resolucién inyectiva. Como F'(I*) es G-aciclico,
R(GF)(K®*)=GF(I*) = RG(F(I*)) = RG(RF(K?*)),
y tenemos la sucesién espectral de hipercohomologia
EM = RPG(RIF(K®)) = RPMG(F(I%)) = RPTI(GF)(K®).

Sucesion Espectral de Leray: Si f: X — Y yg: Y — Z son aplicaciones continuas, tenemos

una sucesion espectral
B} = RPg.(R'f.F) = R'M(gf).F.

Demostracion: La imagen directa f, transforma haces flascos en haces flascos, luego g.-aciclicos.
Ejemplos:
1. EYY = HP(Y,R1f,.F) = HPTI(X,F), (cuando f: X =Y es una aplicacion continua).

2. EYY = HY(Y,RIfiF) = HF'(X,F), (si ademds X,Y son o-compactos).

Lo(X,—) =T.(Y,—)o fi, y si C es un haz Godement, f,C es un C°Z-mdédulo, y por tanto
es I'.-aciclico.

3. BP9 = HP(X,HLF) = HYY(X,F), (cuando Y es un cerrado de X).
I'y =T oIy, ysiC es un haz Godement, I'y-C es flasco (p. 290).
4. E9? = HP(X,Ext,(M,N)) = Exth (M, N).
Homp (M, —) =T oHompn(M, —), y si Z es un O-médulo inyectivo, Homy (M, Z) es flasco

porque los morfismo de restriccién son epiyectivos

Homp(M,Z) — Homp(My,Z) = Homp (M|, Z|y).
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Capitulo 12

Geometria Algebraica 11

12.1. Moébdulos Inyectivos

Supondremos que todos los anillos son noetherianos.

Un morfismo de A-médulos inyectivo M <— M, es una extensién esencial si ningin
submédulo no nulo de M, corta a M en 0, y se llama envolvente inyectiva de M si ademas
M, es un A-modulo inyectivo.

Lema: Si M — M, es una extension esencial y j: M — I, toda extension M, — I de j es un
morfismo inyectivo (porque su niucleo corta a M en 0; luego es nulo).

Teorema: Todo A-mddulo M admite una unica envolvente inyectiva E(M).

Demostracion: M es un submédulo de un médulo inyectivo I (p. 72), y por el lema de Zorn
existe una extensién esencial M < M, <— I maximal.
De nuevo por Zorn, existe un submédulo N C I maximo entre los que cumplen M, NN = 0.
Como M, < I/N es esencial, por el lema M, < I/N < I,y M. < I/N es isomorfismo.
Luego M, es sumando directo de I, y por tanto es una envolvente inyectiva de M.
Si M < M, es otra envolvente inyectiva, por el lema M, < M./, y si no fuera epiyectivo, al
ser M, inyectivo tendrd un suplementario no nulo en M./, lo que contradice que M,/ es extension
esencial de M; luego M, ~ M,.

Teorema: Todo mddulo inyectivo es I ~ ®;E(A/p;), donde los ideales p; son primos.

Demostracion: Consideremos una familia maximal {I;} de submédulos I; ~ E(A/p;) tal que su
suma J =} I; sea directa (existe por el lema de Zorn).

Por el criterio del ideal las sumas directas de médulos inyectivos son inyectivas (A es noet-
heriano); luego I = J & I, y si I’ # 0, tendrd algin elemento de anulador p primo (p. 132) y
E(A/p) — I, lo que contradice el cardcter maximal de la familia.

Lema: El anulador de cualquier elemento no nulo de E(A/p) es un ideal p-primario.

Demostracion: Si A/I — E(A/p) y p es un primo asociado al ideal I, entonces A/p — A/I (p.
132), y el anulador de 0 # m € (A/p) N (A/p) es p = p. Luego I es p-primario.

Teorema: El haz I asociado a un mddulo inyectivo I es flasco.

Demostracion: Como X = Spec A es noetheriano, las sumas directas de haces flascos son flascas
(p. 244), y basta verlo cuando I = E(A/p).
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Si un ideal primo p’ no contiene a p, por el lema Iy = 0, y si lo contiene I = I/, porque el
nticleo del epimorfismo (los médulos inyectivos son divisibles) I — I, corta a A/p en 0.

Luego I es el haz constante I soportado en el cerrado (p)o, que tiene un punto denso, y por
tanto I es un haz flasco. q.e.d.

1. Este teorema da una nueva demostracién de que los haces M son aciclicos (p. 231) porque
si 0 — M — I°® es una resolucion inyectiva, la cohomologia de M se puede calcular con la
resolucién flasca 0 — M — I°®, y I'(Spec A, I*) = I°.

2. Si A es un dominio de ideales principales y ¥ su cuerpo de fracciones, E(A) = X, y
E(A/m) ~X/Ay, donde A/m ~m™1/A < $/A,.

Asi, la envolvente inyectiva del k[z]-médulo k[z]/(z) es ka1 & ... ka " @ ...

12.2. Algebra Local

En esta seccion O serd un anillo local noetheriano, m su ideal maximal, X = Spec O, z € X
el punto cerrado, k = O/m su cuerpo residual y M un O-mdédulo finito generado.

12.2.1. Sucesiones Regulares

Si a € m, el complejo K1 = Oe 4, 0= Ky, d(e) = a, se denota K(a).
Si M, es un complejo, ponemos Me(a) = My @0 K (a), y la sucesién exacta

0 — My —> My(a) = M,[1] — 0, 7(m+m' ®@e) =m/,

induce una sucesion exacta
(%) oo — Hyp1(My(a)) — Hy(My) =% Hy(My) — Hy(Mo(a)) — ...
El complejo de Koszul de M y una sucesién aq,...a, € m es
Ky(ay,...,ar) = M ®p K(a1) ®0 ... Q0 K(ay),

y Hy(Kp(aq,...,a.)) = M/(ay,...,a.)M.
Si L es un O-mdédulo libre de base w1, . . ., w,, puede verse como el complejo @p APL®@o M,
con la diferencial

~

d(wiy Ao Awy, @m) = Zj(—l)jflai]- Wiy Ao AW AL A wg, @ m.
La sucesién es M-regular (regular si M = O) si a; no divide a 0 en M/(ay,...,a;—1)M, en
el sentido de que 0 — M/(ay,...,a;1)M “% M/(ay,...,a;_1)M es exacta para todo i.

Por ejemplo, si O es regular y dfy,...,df, € m/m? son linealmente independientes, entonces
O/(f1,...,fi) es regular; luego integro, y la sucesién fi,..., f, es regular.
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Teorema: Las siguientes condiciones son equivalentes,
1. a1,...,a, es una sucesion M -reqular.
2. Ky(ay,...,a,) es una resolucion libre de M/(ay,...,a,)M.
3. Hl(KM(al, e ,ar)) = 0.

Demostracion: (1 = 2). Por induccién sobre 7.
Cuando p > 1, la sucesién exacta (x)

0= Hp(KM(al,... ,ar,l)) — Hp(KM(al,...,ar)) — prl(KM(al,. . .,ar,l)) =0

muestra que Hy(K(a1,...,a,)) =0.
Si p = 1, porque a, no divide a 0 en M/(ay,...,a,—1)M y tenemos una sucesién exacta

(%) 0 — Hy(Kpy(as,...,a,)) — M/(ay,...,ar )M =2 M/(ay,...,ar_1)M
(3 = 1). Por el lema de Nakayama y la sucesién exacta (x)

Hl(KM(al, ... ,ar_1)) .a—T> Hl(KM(al, A ,ar_1)) — Hl(KM(al,. . .,ar)) =0

tenemos que Hi(Kj(aq,...,ar-1)) =0,y ai,...,a,—1 es M-regular por induccién sobre r.
Ahora la sucesion exacta (xx) permite concluir que la sucesion ay, ..., a, es M-regular.
Corolario: Si un ideal estd generado por una sucesion regular, I = (a1,...,a,), entonces I/I*

es un O/I-mddulo libre de rango r.

Demostracién: Aplicando ®»O/T ala sucesion exacta AL — L — I — 0 vemos que Lo O/I ~
I/1?%, porque la diferencial (A’L) ®o O/I — L ®0 O/I es nula.

Teorema: Si un ideal estd generado por una sucesion reqular, I = (a1,...,a,), entonces el
anillo O[I] = @, 1" es el dlgebra simétrica de I, y el graduado GO = ®,1" /1" es el dlgebra
simétrica del O/I-mddulo libre I/1?,

(O/Dwr, ... 2] = g, (I/1%) = GrO.

Demostracion: El complejo de Koszul prueba que I es el cociente de Oxy @ ... & Oz, por el
submddulo que generan los elementos y;; = a;x; — a;x;; luego S°®I es el cociente del anillo de

polinomios Az, ...,z,] por el ideal J = (y;;) que generan, y hemos de probar que J coincide
con el nicleo del morfismo homogéneo Alx1,...,z,] — &pI", x; — a;.

Sea P,(z1,...,z,) un polinomio homogéneo de grado n tal que P,(a1,...,a,) =0.

Para ver que P, € .J, procedemos por induccién sobre r y n. Sea O = O/a;10.

La reduccién P,(0,z2,...,7,) € Olzs,...,r,] cample que P,(as,...,a,) = 0; luego estd en
el ideal que generan los polinomios @;x; — @jx;. Como Olxa, ..., z,] = Olx1,...,z.]/(a1,71),

Py(x1,...,2) = a1Sn(21, - xp) + 21 T0-1(21, ..., 2r)  (mbd. J).

Como a1z; = a;z1 (méd. J), vemos que P, = 21Qp,—1 (méd. J).

Ahora bien, a; no es divisor de ceroy 0 = P,(a1,...,a,) = a1Qn-1(ai,...,a,).
Luego Qn—1(a1,...,a,) =0,y Qn—1 € J por induccién sobre el grado.
Concluimos que P, € J.

Por 1ltimo, el &lgebra simétrica cambia de base, asi que

G0 = O[] @0 (O/1) = (Sp1)o(O/1) = g, (1/1%).
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12.2.2. Anillos Regulares
Lema: M es libre si y sdlo si Tor{ (M, k) = 0.

Demostracion: Consideremos un epimorfismo L — M, donde L es libre y L ®0 k = M ®¢ k.
La sucesion exacta 0 - N — L — M — 0 induce una sucesion exacta

0="Tori(M,k) — N®ok—LRopk — M®opk—0
y N ®0 k = 0. Por Nakayama N =0, y M es libre. q.e.d.

En general, si0 = N — L,,_1 — ... = Ly — M — 0 es una resolucién, donde los médulos
L; son libres de rango finito, y Tor,41(M, k) = 0, entonces (p. 277) 0 = Tory (N, k) y N es libre.

La dimension proyectiva de M es la menor longitud de las resoluciones proyectivas de M,
y coincide con el menor nimero n tal que Tor,(M,N) =0, p > n, para todo médulo N, é bien
Tory,4+1(M, k) = 0. La dimension global de O es el supremo de las dimensiones proyectivas de
los O-mdédulos finito generados, y coincide con el primer nimero n tal que Tor,1(k, k) = 0, 6
bien Tor,(M,N) =0, p > n, para cualesquiera médulos finito generados.

Lema: Si f € O no divide a 0 ni en O ni en M, para todo O/ fO-médulo N,
TorS (M, N) = Tory//O(M/ fM,N), p > 0.

Demostracién: Las sucesiones 0 — O 5 0 = O/fO=0y0—>M NG VN M/fM — 0 son
exactas por hipétesis; luego Torf((’)/f@, M)=0,p>1.

Ahora, si Le — M — 0 es una resolucién libre, Le/fLe — M/fM — 0 es una resolucién
por O/ fO-mébdulos libres, y

Tor?(M, N)=Hp(Le®o N) = Hp[(L./fL.) ®o/r0 N)} = Tol«g)/ﬂ?(M/fM, N).
Teorema de Serre: O es reqular si y solo si tiene dimension global finita.

Demostracion: Sea O un anillo regular de dimensién n, y m = (f1,..., fa).

El complejo K (f1,..., fn) es una resolucién libre de k, y la diferencial de K(f1,..., fn) ®o k
es nula. Luego Tor, (k, k) ~ k y Tor,+1(k, k) = 0, y la dimensién global de O es n.

Veamos el reciproco por induccién sobre n = dim O.

No existe 0 # f € m tal que fm = 0, porque si 0 - Ly — ... = Lg — k — 0 es una
resolucién libre, siempre podemos suponer que Ly CmLg_ 1,y 0# fLy C fmLy 1 =0.

Luego m no es uno de los primos py, ..., p, asociados al 0, y existe f € m— (p;U...Up,Um?),
pues si fi € m—(poU...Up,Um?) y f1 € p1, tomamos fo € (p2N...Np,Nm3)—p1,y f = fi+ fo
sirve.

Ahora f € m —m? y dim (O/fO) = n — 1, y basta ver que O/fO es regular, que tiene
dimension global finita.

Por la sucesién exacta 0 — m/fO — O/fO — k — 0, basta ver que la dimensién proyectiva
de m/fO es finita.

Como la sucesién exacta

00— (f) —mm/fm —m/fO—0

escinde (un retracto es la composicién m/fm — m/m? — (f) que define cualquier suplementario
de (f) en m/m?), basta ver que m/fm tiene dimensién proyectiva finita, lo que se sigue del lema
al no ser f divisor de cero,

Tor$/ 7€ (m/ fm, k) = Tor$ (m, k).
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Corolario: Si O es regular, Oy es regular para todo ideal primo p.

Demostracion: Los tores localizan, Tor® (O /p, O/p)p = Tor,?"(Op/p(’)p, O, /p0).

Definicién: Un anillo noetheriano A es regular si lo son todos sus anillos locales A,.
Si su dimensién es finita, por el teorema de Serre esto equivale a la existencia de un nimero
n tal que Tor;;‘(M, N) =0, p > n, para todo par de A-mdédulos finito generados M, N.

Corolario: Sea A una k-dlgebra de tipo finito. Si Ay, es reqular para alguna extension k — L,
entonces A es reqular.

Demostracion: Torﬁ(M, N)p = Tor;‘L (Mp, Np).
Definicién: La altura de un ideal primo p de un anillo A es la dimensién del anillo A,.

Lema: Un anillo integro y noetheriano A es un dominio de factorizacion unica si y solo si todo
ideal primo p de altura 1 es principal.

Demostracion: Si A es DFU y p € p es irreducible, el ideal pA C p es primo, y pA = p.
Reciprocamente, por noetherianidad todo elemento es producto de irreducibles, y para la
unicidad basta ver que todo irreducible p genera un ideal primo.
Si p es un primo minimal entre los que contienen a pA, es de altura 1 porque dim A, /pA, = 0.
Luego p = aA, y p = ab. Al ser p irreducible, b es invertible, y pA = p es primo.

Teorema: Todo anillo local regular O es un dominio de factorizacion unica.

Demostracidon: Por induccién sobre la dimensién n de O.
Tomamos f € m —m?, de modo que O/ fO es regular, y fO es primo.

1. Of es DFU. Sip C O es un primo de altura 1y f ¢ p, como Oy es un anillo regular de
dimensién < n, por induccién py es un Op-médulo de linea.

Como p admite una resolucién finita por O-mdédulos libres, p; admite una resolucién finita
por Op-mddulos libres, y py = Oy en el grupo K de los Oy-mdédulos localmente libres.

Como L + A" [ es una funcién aditiva con valores en Pic(O #), pr =~ Oy es principal.

2. O es DFU. Sea p C O un primo de altura 1. Si f € p, entonces fO = p.

Si f ¢ p, entonces ps es principal, py = pOy, y por noetherianidad podemos suponer que
p € p no es multiplo de f.

Si a € p no es miltiplo de p, tenemos af" = pb, con r > 0, b ¢ fO, lo que contradice que
fO es primo. Luego p = pO es principal.

12.2.3. Profundidad

Lema: M admite un pardmetro regular si y sélo si Homep(k, M) = 0.

Demostracion: La descomposicién primaria de ideales se extiende sin problemas a los moédu-
los finitos sobre un anillo noetheriano. Un submdédulo N C M es primario si toda homotecia
M/N % M/N es inyectiva o nilpotente, en cuyo caso Ann (M/N) es un ideal p-primario. Todo
submddulo es interseccién de primarios, N = ("), N;, los primos asociados p; = Ann (M /N;) son
los primos que coinciden con el anulador de algin elemento de M /N, y su unién estd formada
por las funciones que dividen a 0 en M/N.
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La existencia de un elemento M-regular significa que m no es un primo asociado al 0, que
no hay elementos de M de anulador m; es decir, Homp(O/m, M) = 0.

Teorema: Ezxiste una sucesion M-reqular fi,..., f, siy sélo si Exty)(k,M) =0, p <r.
Demostracion: Por induccién sobre r.
Si la sucesiéon f1, ..., fr es regular, tenemos sucesiones exactas

0— M I M — M/fiM — 0

0 = Ext?'(k, M/ fL M) —s Ext?(k, M) L Ext?(k, M), p < -

Como Ext”(k, M) esta anulado por m (basta resolver M por inyectivos), es nulo.
En cuanto al reciproco, si Homp(k, M) = 0, por el lema existe un elemento M-regular fi, y
las sucesiones exactas

0 = ExtP(k, M) — BExtP(k, M/ fi M) — ExtP™ (k, M) =0
muestran que ExtP(k, M/f1M)=0,p <r — 1.
Luego existe una sucesion (M/ fiM)-regular fo,..., fr; v f1, f2,..., fr es M-regular.

Definicién: La profundidad de M es el primer entero p tal que Ext?(k,M) # 0, y por
lo anterior, toda sucesion M-regular se amplia hasta una de longitud p. Diremos que M es
Cohen-Macaulay si su profundidad coincide con la dimension de su soporte.

Asi, O es un anillo Cohen-Macaulay cuando Ext?(k,O) =0, p < dim O.

Por ejemplo, los anillos regulares son Cohen-Macaulay.
Si fi,..., fr es una sucesién regular, O es Cohen-Macaulay < O/(f1,..., fr) lo es.
O es Cohen-Macaulay si y s6lo si O lo es, porque Extp,(k, O) @0 O = Ext%(k, 0).

Teorema de Ischebeck: Si M es un mddulo finito generado de profundidad p y N es un
modulo finito generado con soporte de dimension d, entonces

Ext} (N, M) =0, n<p—d.

Demostracion: Por induccién sobre d. Tomando una filtraciéon de N con cocientes ~ O/p; (p.
132) nos reducimos al caso N = O/p, y cuando d = 0 es parte del teorema anterior.
Sid=dimO/p > 0, y tomamos f € m — p, entonces dim O/(p, f) < d, y por induccién

Ext"(O/(p, f),M) =0, n<p—d+1.
La sucesién exacta 0 — O/p ENYo /p — O/(p, f) — 0 induce una sucesién exacta

0= Ext"(0/(p, f), M) — Ext"(O/p, M) = Ext"(O/p, M) — Ext"*1(O/(p, £), M) = 0
cuando n < p — d. Ahora Ext"(O/p, M) = 0 por Nakayama. q.e.d.
1. Si O es Cohen-Macaulay, y p es un primo asociado al cero, dim O = dim O/p.
Homp(O/p, O) # 0; luego 0 > prof O — dim O/p = dim O — dim O/p.

2. §i O es Cohen-Macaulay, Oy es Cohen-Macaulay para todo ideal primo p.

Si p es minimal, dim O, = 0, y es Cohen-Macaulay. Si p no es minimal, por (1) existe
f1 € p que no divide a 0. Por induccién (O/f10), = O,/ f10; es Cohen-Macaulay; luego
O, es Cohen-Macaulay.
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3. S§i O es Cohen-Macaulay de dimension n, y dim O/(f1,..., fn) = 0, entonces la sucesion
fi,---, fn es reqular.
Como dim O/(f1,..., fi) =n —1, fi no divide a 0 y O/ f1O es Cohen-Macaulay. Se acaba

por induccién sobre n.

4. Sea A — B un morfismo finito e inyectivo entre anillos integros. Si A es reqular y B es
Cohen-Macaulay, entonces el morfismo es plano.

Podemos suponer que A es local de dimensién n, y m = (fi,..., f,). Como el morfismo es
finito, dim B/(f1,...,fn) =0,y f1,..., fn es una sucesién regular en todo punto cerrado
y de Spec B, al ser B, Cohen-Macaulay de dimensién n (p.141), y B es un A-médulo libre,
Tor{'(A/m,B) = H{[Kg(f1,..., fa)] = 0.

12.2.4. Cohomologia Local
Lema: Hi (X, N) = lim Ext(,(O/m™, N), para todo O-médulo N.

Demostracion: La cohomologia local se calcula con una resolucion inyectiva 0 — N — I®, porque
los haces I? son flascos (p. 311), y I'z(X, N) = lim Home (O/m", N),

HY(X,N) = HP[[o(X,I*)] = lim H? [Homo(O/m", I*)] = lfm Ext},(O/m", N).

Teorema: La profundidad de M es el primer entero p tal que HY(X, M) # 0, en cuyo caso se
cumple que Exthy (k, M) — HZ(X,M).

Demostracion: Si Ext?(k, M) = 0, entonces Ext’(m™/m"*1 M) = 0.

n+1 n+1

0 —m"/m""™ — O/m""™" — O/m" — 0
y de la sucesién exacta de extens se sigue que Ext!(O/m™ M) =0,y H.(X, M) = 0.

Ademis, Ext™™1(O/m", M) — Ext'™(O/m™+ M), y Ext™™(O/m, M) — HIt(X, M).

Corolario: O es Cohen-Macaulay si y sélo si HY(X,0) =0, p < dim O.
Demostracion: Como HP(X,M)=0,p> 1,y H/( X —2,M) =0,p > dim (X —z) =dim O —1,
siempre se tiene que HL (X, M) =0, p > dim O.

Lema: Sea Cy; la categoria de O-médulos de longitud finita. Un funtor contravariante A-lineal®
Cy ~ Cyp, M~ M*, es exacto y k* ~ k si y sélo si M* = Homp(—, Q) para alguna envolvente
inyectiva Q del cuerpo residual k; a saber

Q = lim(O/m")".

Ademds, en tal caso el morfismo natural M — M** es un isomorfismo para todo O-mdédulo
M de longitud finita, y
O — 6

Demostracion: Si M* es exacto, por el teorema de representabilidad de Grothendieck, es repre-
sentable por un limite inductivo @ de médulos de longitud finita, @ = lim Homp(O/m", Q).

Veamos, usando el criterio del ideal que @ es inyectivo.

'En el sentido de que conserva las combinaciones A-lineles de morfismos, (a1 f1 + azf2)* = a1 fi + azf3; ver la
nota 3 en p. 73.
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Si I es un ideal, todo morfismo I — @ factoriza por I/m"[; luego a través de I/m* N I por
Artin-Rees. Como el funtor es exacto sobre los médulos de longitud finita, este morfismo puede
extenderse a O/m?®, luego a O.

Ahora, como sop ) = z, es suma directa de envolventes inyectivas de k, y tal suma tiene un
Unico término cuando k* ~ k.

Reciprocamente, si () es una envolvente inyectiva de k, es claro que M* = Homp (M, Q) es
un funtor exacto y k* ~ k. Luego k = k** y, por induccién sobre la longitud, M = M** para
todo médulo de longitud finita. Finalmente,

0" = Q* = (Ifm Homo (O/m", Q))* = lfm(O/m")* = lfm O /m" = O.

Ejemplo: Si O es un anillo local, no hay ninguna envolvente inyectiva candénica del cuerpo
residual O/m. Pero cuando O es una k-dlgebra local y la extensiéon k& — O/m es finita, M* =
Homy (M, k) es un funtor exacto sobre los médulos de longitud finita, y tenemos un isomorfismo
O/m ~ (O/m)* porque el O-mbdulo (O/m)* estd anulado por m; luego se corresponde con una
envolvente inyectiva de O/m,

D = lim(O/m")*.
Asi, si A es una k-dlgebra finita local, la envolvente inyectiva de A/m es A* = Homy (A, k).

Teorema: Si O es un anillo local reqular de dimension n, entonces H (X, O) es una envolvente
inyectiva del cuerpo residual k.

Demostracion: El complejo de Koszul muestra que

k p=n

xth =
Ext? (k, O) {0 i

y, por induccién sobre la longitud, tenemos que Ext%(M ,O) = 0, p # n, para todo médulo
de longitud finita M. Luego el funtor F'(—) = Ext}(—,O) es exacto sobre los O-mddulos de
longitud finita y F'(k) ~ k; luego se corresponde con una envolvente inyectiva de k,

Q = lim Ext}(O/m", 0) = H2(O).

12.3. Haces Casicoherentes

Sij: U — X es un abierto y F es un haz sobre X, pondremos FY = j,j*F.
Sea U = {Uy,...,U,} una familia de abiertos de X,y U =U; U...UU,.
Vamos a construir una resolucién 0 — FU — C*(4, F) de longitud n.

Si n = 1, ponemos C*(Uy, F) = FU.

En general, poniendo Y = {Us,...,U,}, el diagrama

0 FU ForoFv . Fonv’

i i

C* (U, F) @ C* (W, F) —"= C* (U N, F)
donde los morfismos verticales son casi-isomorfismos, muestra que tenemos casi-isomorfismos

FY =5 Cono(r) - Cono(7)
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y definimos C*(4, F) = Cono(#). Cuando i es un recubrimiento de X, decimos que es el
complejo de Cech de F asociado a .
Tenemos que COF = ILF Uiy en general

C«pf — H FUilﬂ...ﬁUip7

11<...<ip
+1
d: CVF —+ CPVF, (@)t = 3 (<DFs, o 1|
. ’ $)i1.ips1 = szl...zk.,.szrl Uiln“‘nUipﬂ'

Definicion: Un morfismo de esquemas X — S es separado cuando el morfismo diagonal
X — X Xg X es una inmersion cerrada, y un esquema X es separado cuando lo es el morfismo
X — SpecZ. En tal caso, la intersecciéon U NV de dos abiertos afines es afin, porque es un
subesquema cerrado del esquema afin U xz V.

Por ejemplo, los esquemas Spec A y Proj A siempre son separados.

Teorema: Si M es un haz casicoherente sobre un esquema noetheriano y separado X, y X =
UrU...UU, es un recubrimiento por abiertos afines, el complejo de Cech

0—M-—CM—...—C"M —0

es una resolucion finita de M por haces casicoherentes aciclicos.
Ademds, si 0 — M’ — M — M"” — 0 es una sucesién exacta de haces casicoherentes, la
sucesion 0 — C* M’ — C° M — C*M” — 0 también es exacta.

Demostracion: Cuando i: U — X es un abierto afin, 7, conserva la cohomologia de los haces
casicoherentes (pp. 231, 232), asi que MY es aciclico, y el funtor M ~» MY es exacto.

Ademés MV es casicoherente, porque su restriccién a cualquier abierto afin V' coincide con
J«(Mlunv), donde j: UNV — V es la inclusién, y U NV es afin.

Corolario: 5i f: X — S es un morfismo entre esquemas noetherianos separados, y M es un
haz casicoherente en X, los haces R' f, M son casicoherentes.

Demostracion: Podemos suponer que S = Spec A.

Sii: U — X es un abierto afin, el haz f, MY = (fi).(M|y) es casicoherente (porque fi es
un morfismo entre esquemas afines), y MY es f.-aciclico.

Luego f.(C*M) es un complejo de haces casicoherentes, y los haces R' f, M = H° [ ﬂ(C”M)]
son casicoherentes.

Definicién: Un morfismo de esquemas ¢: 7' — S es plano si lo son los morfismos Og s — Ory,
donde s = ¢(t).
En tal caso, el funtor ¢*: Og-moédulos ~» Op-moédulos conserva sucesiones exactas.
Teorema: Dado un producto fibrado de morfismos entre esquemas noetherianos separados
¢
Xpr—X
v
@
T—S5
y un haz casicoherente M en X, si el cambio de base ¢ es plano,

¢*(R'fiM) = R' f.(¢"M).
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Demostracion: Para ver que el morfismo natural ¢* (R’ f, M) — R f,(¢* M) que define la imagen
inversa es un isomorfismo, podemos suponer que S = Spec A y T = Spec B son afines, y hemos
de probar que H' (X, M) ®4 B = H(Xp, $*M).
Si {U;} es un recubrimiento finito de X por abiertos afines, los abiertos ¢—!(U;) son afines y
recubren Xpg, y
I'(X,C°M)®4 B =T(Xg,C*¢*M).

Tomando cohomologia se concluye, porque B es un A-mdédulo plano.

Férmula de Deligne: Sea p un haz coherente de ideales en un esquema noetheriano X. Si N
es coherente y M es casicoherente se cumple

lim Hom x(p" N, M) = Homy (N|y, M|y), U =X — (p)o.

Demostracion: Supongamos que X = Spec A, M = M, N = ]V, yp=fA.

Si N = A, los anuladores de f™ estabilizan a partir de un exponente r, y cada elemento
T = ]J;err € My proviene del morfismo ;” . f*T A — M, que estd bien definido.

Luego lim Homu (f" A, M) = My, y la férmula es cierta cuando N es libre.

Si N no es libre, N = L/K donde L es un libre finito. Por Artin-Rees, existe un exponente
r tal que K N f"*"L = f*(K N f"L), y sustituyendo N por f"N podemos suponer que existe
una presentaciéon L' — L — N — 0 tal que f"L' — f*"L — f®N — 0 sigue siendo exacta.
Tomando Hom(—, M) y lim, concluimos.

Sip=(f1,-.-, fr), ponemos p1 = (f1), p2 = (f2,. .., fr)-

La filtracién p?'IN + p5 N es equivalente a p™ N, y tenemos la sucesién exacta
0 — pINNpsN — pI'N & py N — pIN +p5N — 0

Ademés, por Artin-Rees pPpiN D p! ™" N NpiN D p!™" N nph™"N, y la filtracién pIN N pyN
es equivalente a (p1p2)™N.
Tomando Hom(—, M) y lim, por induccién sobre r obtenemos una sucesién exacta que

permite concluir, donde U; = X — (p;)o,
2
0 — lim Homy (p" N, M) — @ Homy, (Ny,, M|v;) — Homy, v, (N vy, s Muynes)
=1

En general, cuando X no es afin, el morfismo de haces

lim Hom y (p" N, M) — Hom x (N, M)V

induce un isomorfismo al tomar secciones en cualquier abierto afin; luego es un isomorfismo de
haces, y se concluye al tomar secciones globales. q.e.d.

Si X es un esquema, todo Ox-médulo M admite un morfismo inyectivo 0 - M — 7 en un
Ox-médulo inyectivo (p. 277). Ahora, el funtor Homx (—,Z) es representable en la categoria de
haces casicoherentes, asi que existe un haz casicoherente Z. tal que

Homy (N, Zy) = Homyx (N, T)

para todo haz casicoherente N. Por tanto, Zq es inyectivo en la categoria de haces casicoherentes.
Cuando M es casicoherente, el morfismo M — I es inyectivo, y vemos que M admite una
resolucién por haces casicoherentes inyectivos.
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Lema: Si X es noetheriano, todo haz casicoherente e inyectivo I es flasco. Mds ain, para todo
haz casicoherente M, el haz Homy (M, I) es flasco.

Demostracion: Sea U un abierto de X. Si M es coherente, es epiyectivo el morfismo

Homx (M, I) — lim Homx (p" M, I) = Homy (M|u, I|v).

En general, dado s: M|y — I|y, sea N' C M méximo, de modo que existe t: N — I tal que
tly = s|n, (existe por el lema de Zorn).

Si N # M, tomamos N C N’ tal que N/ /N es coherente, y una extensiéon t': N' — I de t.

Como s —t': N'|y — I|y se anula en Ny, y N7/N es coherente, existe t: NV — I tal que
tly = s —t. Ahora t' +t: N’ — I coincide con s en U, contra el cardcter maximal de N.

12.4. Teoria K

En este apartado supondremos que los esquemas son noetherianos y separados.

El grupo K (p.117) de los haces coherentes sobre un esquema noetheriano X se denota
Ko(X), y el de los haces coherentes localmente libres K*(X).

Cada cerrado Y de X define un elemento Oy = Ox/py de Ko(X), que denotaremos Y.

Si L es localmente libre, la funcién £ — L ® £’ € K*(X) es aditiva, asi que £ define un
endomorfismo ho: K*(X) — K*(X), he(L') = L® L. La funcién £ — hy € End(K*(X)) es
aditiva; luego K*(X) es un anillo con el producto (la unidad es Ox)

L-L =Loo L.

Igualmente, Ko(X) es un K*(X)-médulo: £ - M = L ®p, M.

Si f: X — S es un morfismo de esquemas, la funcién £ +— f*L£ € K*(X) es aditiva, y define
un morfismo de anillos f': K*(S) — K*(X), f'(£) = f*L.

Igualmente, cuando f es plano, define un morfismo de grupos f': Ko(S) — Ko(X).

Si f: X — S es un morfismo proyectivo (factoriza X —» P, x S — S, donde i es
una inmersién cerrada) y M es un Ox-médulo coherente, los haces RP f, M son coherentes, y
nulos cuando p > 0 (p. 245). La funcién M — > (—1)PRP f.M € Ko(S) es aditiva, y define la
imagen directa admirable de Grothendieck

it Ku(X) — Ku(S), FM) = 5, (-1 R fuM.
Teorema: (fog) = fiog.

Demostracion: En teorfa K, todo objeto filtrado M = |J,, M, coincide con su graduado, M =
Yo Mp/ M1, y la suma alternada de los términos de un complejo acotado M?* coincide con
la de su homologfa, > (—1)PMP =3 (—1)PHP(M®).

Ahora el teorema se sigue de la sucesién espectral de Leray,

EPY = RPf(Rig.M) = RPY(fg).M,
fillgM) =3 (=1)PHRP £ (R1g. M) = 32 (=1)"R"(fg)s M = (fg) M.

p,q n
Férmula de Proyeccién: fi(f'(s)-z) = s- fi(z).

Demostracion: El morfismo natural £ ®oy RP M — RPf.(f*L ®0, M) es un isomorfismo
cuando L es localmente libre; pues el problema es local, y el caso L = Og es obvio.



322 CAPITULO 12. GEOMETRIA ALGEBRAICA IT

Teorema: ¢'fy = ¢ f': Ko(X) — Ko(T), para todo cambio de base plano ¢: T — S.
Demostracion: ¢*(RP feM) = RP f.(¢* M), (p. 319).

Teorema: Si X es regular y de dimension finita, el morfismo natural K*(X) — Ko(X) es un
isomorfismo, y pondremos K(X) = K*(X) = Ko(X).

Demostracion: Veamos que todo haz coherente M es cociente de uno localmente libre.

Si O es el anillo local de X en un punto genérico y del complementario Y de un abierto U
afin, Spec O —y = U N Spec O = Spec A es afin porque X es separado.

De la sucesion exacta de cohomologia local

0 — O = H(Spec0,0) — A= H(Spec O — y,0) — H}(Spec 0, 0)

se sigue que H;(Spec O, (5) # 0, y O es un anillo local regular de profundidad < 1.
Luego dim O < 1, y el ideal p de Y es de linea (donde no sea nulo). Como

M(U) = lim Hom x (p", M)

y M(U) genera la fibra de M en todo punto de U, existe un morfismo @&;p™ — M que es
epiyectivo en U. Recubriendo X por abiertos afines terminamos.

Ahora, por el teorema de Serre, M admite una resolucién finita L, — M — 0 por haces
localmente libres, y el elemento } (1)L, de K*(X) no depende de la resolucién.

En efecto, si £, — M — 0 es otra resolucién, y existe un epimorfismo £, — Lo (que induce
la identidad en M), su niicleo N es una sucesién exacta; luego > (—1)PN, =0y

2 (ZPL, = 20 (1P Ly + 30, (1PN = 30, (= 1)P L.

En el caso general se toma una resolucién finita £7 que se epiyecte en Lo y L.
Construida la etapa p — 1, la siguiente es (tomando Z; — Z, y Z,] — Z,, epiyectivos)

c, Z, Ly —2~1L, 5 Z, = Kerd
y _epi T// / T// j\ d” j " __ "
, Z L —Yr 7! = Kerd'

Ahora, dada una sucesién exacta 0 — M’ — M — M” — 0, tomamos epimorfismos
Ly — M, L§ — M, y tenemos un diagrama conmutativo de filas exactas,

0 L} 0 ® LY Ly 0
! ! !
0 M M M 0

Procediendo igualmente con los niicleos de los morfismos verticales obtenemos resoluciones
Ly, Lo, L] tales que L, = L}, ® L. Luego la funcién M — >° (=1)PL, € K*(X) es aditiva, y
define el morfismo Ko(X) — K*(X) inverso del natural K*(X) — Ko(X). q.e.d.

Si M=% (-1)PLy, y N =3 (—1)2L;, entonces M- N =" (—=1)PTIL, @ Ly,
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Como en teorfa K el complejo Lo ® L, es igual a su homologia, cuando X es regular y de
dimensién finita, el producto de haces coherentes viene dado por la férmula

MN = 5,(~ 1) Tad* (M, ),

donde Tor§X (M, N) es el haz asociado al prehaz U ~ Toer(U)(M(U),N(U)), y en cada
abierto afin U = Spec A es el haz asociado al médulo Tor;;‘(./\/l(U ), N(U)).
Igualmente f'M = Zp(—l)pﬁp ®og Ox, y la imagen inversa de haces coherentes es

fM =3, (-1 Tords (Ox, M),

y esta misma férmula permite definir la imagen inversa j': Ko(S) — Ko(X) para toda inmersién
cerrada regular j: X — S.

1. Si S = Speck, donde k es cuerpo, la dimensién define un isomorfismo K (S) = Z.

Si m: X — S es una variedad proyectiva, m: K(X) — K(S) = Z coincide con la carac-
teristica de Euler-Poincaré, m(M) = >_ (—1)Pdim H? (X, M) = x(X, M).

Dados subesquemas cerrados Y, Z, su nimero global de interseccién es
(Y NZ)=m(Oy - Oz) =3, (—1)"x(X, Torg* (Oy, 0z)),

y cuando se cortan en dimensién 0, coincide con el nimero de puntos de corte, contando
cada punto x con su grado y la multiplicidad de interseccién de Serre

(Y N Z)s = X, (~1)P (Tory ¥ (Oy.0, Oz,4)).

2. El ideal de una curva proyectiva plana C,, de grado n es ~ Op,(—n); luego en K (P2) se
cumple que Cy, =1 — Op,(—n), y obtenemos el teorema de Bézout (p. 245):

(C,NCp) =mm(Cp - Cpy) =m(1 —O(—n) — O(—m) + O(—n —m))
=1 (") = (") + (") =
3. Si C' es una curva proyectiva y lisa de género g, en K(C x C) tenemos que O¢c =1—L_x
v Qo =L_A — L_op, donde A es la diagonal; luego
Op-Opa=(1—=L_A)?=1-2L_pa+L_ya=0¢—Qc¢,
(ANA) =x(0c) = x(Qc) =2-29.

En dimensién mayor, usando el complejo de Koszul se puede ver que

Tory*** (Oa, Op) = APTor X (Oa, 0a) = AP(pa/pi) = O,
Oa - Oa = 3, (-1)POK,
(ANA) =Y (-1)Px(QK) = 32, (—1)PHdim , HP (X, Q% ).

4. Cuando dim X = 1, el morfismo K(X) — Z @ Pic(X), L — (r,A"L), donde r = rg L, es
un isomorfismo, y en particular K(Z) = K (k[t]) = Z, K(P1 ) =Z & Z.
En efecto, el morfismo Z @ Pic(X) — K(X), (n,D) — n + D esta bien definido porque
D = Lp— 1,y es inverso del anterior porque (p. 322) los haces de linea siempre generan
el grupo K(X). Esta igualdad D = Lp — 1 es obvia cuando D = 0, y si es cierta para D
también lo es para D + x, en virtud de la sucesién exacta

0— Lp — Lpyy — Ox/my — 0
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Lema: Los haces Oy, con'Y un cerrado irreducible, generan el grupo Ke(X).

Demostracion: Si M es un haz coherente, procedemos por induccién sobre su soporte y sobre
las longitudes de sus fibras en los puntos genéricos de Z = sop M.

Sea p el ideal de un punto genérico x de Z. Si éste tiene més puntos genéricos, por induccion
el teorema es cierto para M /pM y para pM (porque p, M, # M,); luego también para M.

Si Z = T, entonces M esta anulado por una potencia de p, y basta probar el teorema para
los cocientes p' M /piti M.

Ahora, cuando pM = 0, podemos suponer que X = T es integro.

Si M, es el haz constante de fibra M, el nicleo del morfismo M — M, estd en la hipbtesis
de induccién, asi que podemos suponer que M carece de torsién.

En tal caso una seccién racional s € M, no nula define una sucesién exacta

0—I—M-—M/IM—0, [(U)={fcOx(U): fs € M(U)},

donde M/IM y Ox /I estan en la hipdtesis de induccién.
Como el teorema es cierto para Ox, también lo es para I y para M.

Teorema (Gysin): Si j: Y — X es un subesquema cerrado, e i: U — X es el abierto comple-
mentario, tenemos una sucesion eracta

Ko(Y) 25 Ko(X) -5 Ko(U) — 0

Demostracion: Es obvio que i!jg~: 0, v i' es epiyectivo porque todo haz coherente M en U es
restriccion de un haz coherente M en X (si ixM = (J,, My, con M}, coherente, M = (i, M)|y =
U Milu, y M = M|y para algin indice k). Veamos que Ker ' C Im ji.

Dos extensiones coherentes M y M’ de M difieren en K. «(X) en haces concentrados en Y.

En efecto, los ntcleos de M = i, M y M = i+ M estan concentrados en Y, y sus imédgenes
difieren de la suma en haces concentrados en Y.

Ahora, si Ky (X) es el subgrupo de Ko(X) generado por los haces concentrados en Y, el
morfismo s: Ko(U) — Ko(X)/Ky(X), M + M, esté bien definido, y por tanto Keri' C
Ky (X).

Por tltimo, Im jy = Ky (X), porque si un haz coherente N estd concentrado en Y, en teoria
K coincide con su graduado por la filtracién finita {pf.N'}, que es un Oy-médulo.

Definicion: Si F es un Ox-médulo localmente libre, el fibrado vectorial 7: E — X y el
fibrado proyectivo 7: P(F) — X asociados a E son

E = Spec S*E*,
P(E) = Proj S*E™,

y la propiedad universal (ver p. 243) del fibrado proyectivo P(FE) es

Cocientes de linea Subfibrados de linea
Homx (T P(E)) = | "4 B 9o, OF } - { de E®0, Or

Teorema: Si E — X es un fibrado vectorial, 7' : Ko(X) — Ko(E) es un isomorfismo.

Demostracidn: El morfismo 7' es inyectivo porque la seccién nula s: X — F induce un morfismo
st Ko(E) — Ko(X), y s'n' = Id al ser (basta tomar una resolucién de M por A-médulos libres)

TOI";[tly---atn}(M XA A[tla e ,tn]’A) = 07 p Z 1.



12.4. TEORIA K 325

La epiyectividad, por induccién noetheriana y Gysin, se reduce al caso afin X = Spec A y
trivial £ = A%, y podemos suponer que n = 1.

Sea Z un cerrado irreducible de Ak, q el ideal primo de A[t] que lo define y p =qn A.

Si q = pA[t], terminamos, A[t]/q = 7' (A/p).

Si no, q define un ideal primo no nulo de (A/p)[t], que sera principal al localizar por alguna
funcién no nula f € A/p, de modo que q = (p, Q(t)) en Ay[t].

Se sigue que A¢[t]/q = 0 en teorfa K, como muestra la sucesion exacta (donde B = Ay /pAy)

0 — Bl -2 Bl — Aflt)/q — 0

Es decir, Z = 0 en K,(A! x Uy).

Por Gysin, Z proviene de K4(A},), donde Y = (f)o.

Por induccién noetheriana Ko(Y) — K4(Al) es epiyectivo, y terminamos.

Teorema de Periodicidad: Si E es un Ox-mddulo localmente libre de rango v+ 1, y ponemos
r=1-Opp(-1) € K*(P(E)), tenemos un isomorfismo

Ko X)™ 25 KJ(P(E)), (ag,...,a) — 37 (a;)x".

Demostracion: Si M es un Ox-mdédulo coherente, el calculo (p. 245) de la cohomologia de los
O(n) prueba también que RP7.(7*M @ Opg)(n)) = M @ RPm.(Op(g(n)).
Por tanto tenemos que m(7'(a)) = a, y m(n'(a)t”) =0, 1 <n <7, donde t = O(-1).
1,z,...,2" son independientes: Como z = 1 — ¢, basta ver que 1,¢,...,t" lo son.
Si 7'(ag) + 7' (a1)t + ... + 7'(a,)t" = 0, aplicando 7 vemos que ag = 0.
Ahora, multiplicando por ¢! y aplicando m, vemos que a; = 0, y asi sucesivamente.
Veamos ahora que 1,z,...,z" son generadores:
Por induccién noetheriana y Gysin basta probarlo en un abierto en que E sea trivial.
Cuando P(E) = P, x X, la clase de un hiperplano j: P,y x X — P. X X es x, = x, y
procedemos por induccion sobre r. Por Gysin tenemos una sucesién exacta

Ko(Pry x X) 25 Ko(Pr x X) — Ko(A” x X) — 0,

y Tp_1 = j'a,. Por la férmula de proyeccién Ji(zd_}) = 29+l y la imagen de ji estd generada

por z,,...,x. Como Ke(A" x X) = K¢(X), concluimos.
Corolario: Si 7: P — X es un fibrado afin, 7*: K(X) — K(P) es un isomorfismo.

Demostracion: Si V es el fibrado vectorial asociado, la construccion del cierre proyectivo de
un espacio afin (p. 98, y nétese que la funcién constante 1 define una 1-forma sobre E que
se anula en V) muestra que tenemos una sucesién exacta de Ox-moédulos localmente libres
0—V — E — Ox — 0tal que P es el complementario de la inmersién cerrada i: P(V) — P(E).
El morfismo natural Op(gy(—1) = E ®0y Opp)y — Op(p) identifica Op(gy(—1) con el ideal

de P(V). Luego i)(1) = xp, y la férmula de proyeccién prueba que
i(1) =2, i(zv) =%, ..., a(@) ) =%,

Ahora la sucesién exacta de Gysin K (P(V)) N K(P(E)) - K(P) — 0y el teorema de
Periodicidad permiten concluir.

Corolario: K (P,.) = Z[z]/(z"), donde % = P,,_4.

Demostracion: Por induccién sobre r, porque ji((j'z)?) = ji(j'z?) = x4+, q.e.d.
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1. Si C es una curva plana de grado d, se cumple C =1 — (1 — )¢ = dx — (g)xQ.

2. En P, tenemos que x(z") = 1, 0 < r < n. Ahora, si C' es una curva de grado d en
P3, tenemos que x(C - ) = d, x(C - 2%) = x(C - 2%) = 0; luego C = dz? + ax3. Como
d+a=x(C)=1-mx, vemos que C' = da? + (1 —d — m)z>.

Si S es una superficie de grado d en P3, tenemos que x(S - 22) = d, x(S - 23) = 0; luego
S =dz+az?+bx3. Como 1 — 7 = x(S-z) = d+ a, donde 7 es el género aritmético de las
secciones hiperplanas, y 1 — p, = x(S) = d + a + b, donde p, es el género aritmético de la
superficie, vemos que S = dz + (1 — d — 7)2? + (7 — pg )z

3. Sea w una l-forma racional en Py. El haz (w)(U) = {fw € Qp,(U): f € k(z,y)} es de
linea, y si (w) ~ O(—n), tenemos una sucesién exacta
(%) 0— (W) — b, 2 02 ®0(n) — ¢ —0

Si la ecuacién local en un punto p es (w) = (fdz+gdy), donde f, g € O, no tienen factores
comunes, entonces €, = O, /(f,g). En K(P2) se cumple

¢ =622, donde § = Zp dim ¢,
Qp,=3t—1=3(1-2)—1=2-3x,
Q]%Q @0(Mn)=0Mn-3)=(1-z)>",

porque hay una sucesién exacta 0 — Q[lP;2 — O(=1)> = O — 0. Ahora (*) da

23z 4o =(1—-2)"+ (1 —2)>"2—3z+ (n* —3n+3)2?,
3=08—n%+3n.

12.4.1. Graduado de la Teoria K

En este apartado supondremos que los esquemas son variedades algebraicas sobre un cuerpo
(k-esquemas de tipo finito y separados).

Sea FP(X) el subgrupo de Ko(X) generado por los haces coherentes con soporte en puntos
x de codimensién dim Ox , > p. Tenemos asi una filtracién de Ko(X) cuyo graduado se denota

GE(X) = @, F?(X)/Fri(X),

y cada cerrado irreducible Y de codimensién p define una clase Y = [Oy] € GKP(X).
La clase en GKP(X) de un haz coherente M € FP(X) es (Y es el cierre del punto y)

M= D lox,(My)Y.

cod y=p

Si f: X — S es un morfismo proyectivo y X, S son irreducibles, entonces fiFP(X) C
FPtd(S), d = dim S — dim X, e induce un morfismo f,: GK(X) — GK(S) de grado d.

Vamos a estudiar la compatibilidad de la filtracién con la imagen inversa (siendo evidente
en el caso de las inmersiones abiertas y los fibrados vectoriales y proyectivos).

Lema: Sii: U — X es una inmersion abierta, entonces i’ FP(X) = FP(U); luego i* induce un
epimorfismo i*: GK*(X) - GK*(U).

Demostracion: En el argumento de la p. 324, si un haz coherente M en U tiene soporte de codi-
mensién > p, entonces su extensién coherente M C i, M tiene soporte sop (M) C sop (i,M) C
sop M de codimensién > p, y se concluye.
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Lema: Si L es un haz de linea, (L) =1—L € FY(X) y6(L)- FP(X) C FPTY(X), de modo que
induce un morfismo homogéneo §(L)-: GK(X) — GK(X) de grado 1.

Demostracion: Si M € FP(X), entonces M y L ®0, M coinciden en GKP(X) al tener igual
longitud en los puntos genéricos de su soporte.

Definicién: Diremos que §(L) = [1 — L] € GK'(X) es la clase de obstruccién de L, y es
aditiva, (L' ® L) = 6(L') + (L), porque

1-LY+(1-L)-(1-L'®L)=(1-L) (1-L)ec F*X).

Lema: Si H 5 X es una hipersuperficie de ideal p localmente principal, i!Fp(X) C FP(H), e
induce un morfismo i*: GK(X) — GK(H). Ademds, i.i*(x) = (p) - z.

Demostracion: Sea Y un cerrado irreducible de X de codimensién > p.
Por definicién i'(Oy) = Oy ®oyx On — mf)x (Oy,Op), y la resolucién localmente libre

0—p—0x —0yg—0

muestra que i'(Oy) = Oyny € FP(H) cuando H no contiene a Y.
Ademés, i\(i'Oy) = Oyng = Oy —p® Oy = 5(p) - Oy.
Si H contiene a Y,

Oy ®ox Ou = Oy,
Tor{* (Oy, On) = p ®oy Oy,

y i!(Oy) = (1 —p]H) . Oy S Fp(H) También i[(i!Oy) = Oy e Y Oy = 5(]3) . Oy.

Teorema de Periodicidad: Si E es un Ox-mddulo localmente libre de rango r + 1, y xp =
§(Op(g)(—1)) € GK'(P(E)), tenemos un isomorfismo

GK(X) ™ = GK(P(E)), (ag,...,a;) > >, 7 (a;)rs,.

Demostracion: Pongamos © =1 — O(—1) € K*(P(E)).
Si a € FP(X), como m(z') = 1 cuando 0 < i < r, tenemos que 7.(7*(a) - z%;) es la clase de
m(m'(a)z?) = am(z’) = @ médulo FPT"+1(X), que es nula si 7 > i,

a 1=r
0 z2<r

m(m*(a) - ) = {

Razonando como en la p. 325 vemos que 1,2, ..., 2, son independientes.

Tomemos ahora [M] € GKP(P(E)) no nulo. Sabemos que M = 7*(ag) + ...+ 7'(a,)z".

Si0+#a;, € GK™(X),y m=min{n; —i} < p, entonces la clase de M en GK™(P(E)) no es
nula, absurdo. Luego m > p, y M = >, 7*(a;) - 2%, con a; € GKP7(X).

Corolario: Si P — X es un fibrado afin, 7*: GK*(X) — GK*(P) es un isomorfismo.
Demostracion: Como r': K(X) — K (P) es un isomorfismo compatible con las filtraciones, basta,

ver que 7*: GK*(X) — GK*(P) es epiyectivo.
El cierre proyectivo i: P — P(E) es una inmersion abierta, asi que

i*: GK*(P(E)) = GK*(X) & GK*(X)zp & ... ® GK*(X)z}, — GK*(P)
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es epiyectivo. Como i*(rg) = ... = i*(2%) = 0, porque i*Op(g)(—1) es trivial, concluimos.
Lema: Sis: X — FE es la seccion nula de un fibrado vectorial, s'(FP(E)) = FP(X).
Demostracion: Por el corolario anterior, 7' FP(X) = FP(E), y s' es el inverso de 7.

Deformacién al Cono Normal: Sea Y — X una inmersién cerrada de ideal p, y Ox|[p] =
®np", GpOx = Bpp™/p™*1. El cono normal de Y en X es C = Spec GOy, y el morfismo
natural G,Ox — Ox /p define la seccién nula Y — C. Cuando la inmersién es regular, G,Ox =
S*(p/p?), y C es el fibrado normal Ny, y — Y asociado a (p/p?)* (p. 313).

La explosién X = ProjOx[p] = X de X en Y es un isomorfismo sobre X — Y, y su fibra
sobre Y es Proj Ox[p]/pOx[p] = Proj G,Ox = P(C). El cierre proyectivo del cono normal C'
es P(1&6C) = Proj (G,Ox)[zo], y el morfismo natural (G,Ox)[ro] = Gp,Ox define una inmersion
cerrada P(C') — P(1 @ C), cuyo complementario es el abierto Uy, = C.

Sea Z la explosion de X Xz A1 enY X0,y 7: 7 — A el morfismo natural. Como 7= X XA
es un isomorfismo fuera de Y x 0,

W_l(Al — 0) =X Xk (Al — 0)
Por otra parte, la fibra de 7 sobre el punto ¢t = 0 de A es

7 1(0) = Proj Oxxa, [p + (1)]/tOxxa, [p + (t)] = Proj (Ox[p] ®oy [t])/(pt)
= Proj (Ox[p] ®oy [t])/(p)UProj (Ox[p] ®o [t])/(t)
= Proj (G,Ox) ®o, Oy[t] U ProjOx[p] =P(1® C) U X.

Ademsds, P(10C) NX = P(C), de modo que si quitamos X, 1a fibra sobre 0 es el cono normal
C'. Por tanto, si ponemos Z = Z — X, tenemos un tridngulo conmutativo (donde 7 es plano y j
es una inmersion cerrada), variante algebraica del Lema del Entorno Tubular,

Y x A —) >z

W

L7} A1 —0)=Xx(A1—0),y5:Y x (A1 —0) = X x (A — 0) es el morfismo obvio.
2. 7 10) = C, y la inmersién j: Y x 0 — C es la seccién nula.

Lema: Sii: Y — X es una inmersion cerrada reqular, i' FP(X) C FP(Y).

Demostracion: El morfismo ji: Y — Z es la composicién de ¥ — X, la seccion X x 1 —
X x (A; —0) y la inmersién abierta X x (A; —0) — Z.

Como FP(Z) — FP(X x (A; —0)) — FP(X) son epiyectivos, basta ver el lema para
ji: Ke(Z) = Ko(Y).

Pero los morfismos ji, jb: Ke(Z) — Ko(PY) = Ko(Y) coinciden, porque ambos morfismos
KoY x A1) = K.(Y) son el inverso del isomorfismo 7': Ko(Y) = Ko(Y x A1)

Luego basta probar el lema para jj: Ko(Z) — Ko(Y); pero jo: Y — Z es la composicién de
la seccién nula Y — Ny, x con la inmersién cerrada Ny, x — Z, definida por un ideal localmente
principal, y para ambos morfismos se cumple el lema.

Teorema: Si X es una k-variedad lisa, el producto de K(X) es compatible con la filtracion,
FP(X)-F1(X) C FPT9(X), e induce una estructura de anillo en GK (X).
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Si f:Y — X es un morfismo entre variedades lisas, entonces f'(FP(X)) C FP(Y), e induce
un morfismo de anillos f*: GK(X) - GK(Y).

Demostracion: Si 'Y, Z son subvariedades integras de codimensiones p y ¢, hemos de ver que
Y -Z € FPri(X). Si A: X — X x; X es el morfismo diagonal, Y - Z = A (Y x;, Z), pues la
igualdad £’ ®p, L = A*(L' ®j L) es inmediata para haces localmente libres, y estos generan
K(X). Ahora bien, Y xj Z es de codimensién p + ¢, y A es una inmersién regular, y el lema
anterior permite concluir.

Por dltimo, f: Y — X es la composicion de su grafica 1 X f: Y — Y X X con la proyeccion
7:Y x; X — X,y tanto (1 x f)' como 7' son compatibles con las filtraciones.

El primero porque 1 X f es una inmersién cerrada regular, y el segundo porque la codimension
de Y X, Z enY x; X coincide con la de Z en X.

12.4.2. Clases de Chern

En adelante las variedades algebraicas se suponen lisas, luego regulares, de modo que toda
inmersién cerrada Y — X es regular: Si p es el ideal de Y, en cada punto y la sucesion exacta

py/mx Py — mX,y/m,QX,y — mY,y/m%/,y — 0

prueba que p, contiene una sucesién de pardmetros de longitud igual a la codimensién de Y,
que necesariamente genera p,,.

Definicién: Si E es un Ox-médulo localmente libre de rango r, sus clases de Chern ¢;(E) €
GK'(X) son los coeficientes de la relacién que se da en GK (P(E)),

2+ (Bt + .+ e (B) =0,

y las clases de Chern de una variedad X son las de su fibrado tangente Tx = (Q%)*.

Las demostraciones dadas en el caso topolégico (p. 302), donde ahora {g = Oppy(—1),
prueban que la primera clase de Chern de un haz de linea es el opuesto de la clase de obstruccion,
c1(L) = —0(L), que son funtoriales, ¢;(f*E) = f*c;(E), que la tltima clase de Chern coincide
con los ceros de cualquier seccion global s: X — F,

cr(E) = s [so«(1)],

y que la clase total ¢(E) =14 ci1(E) + ...+ ¢ (E) verifica la férmula de Cartan.
Como las clases de Chern son nilpotentes, la clase total es una funciéon aditiva con valores
en el grupo multiplicativo de los invertibles de GK(X), e induce un morfismo de grupos

c: K(X) — GK(X)*
que permite definir las clases de Chern de los haces coherentes, ¢(M) = >, ¢;(M).
1. Sid=dim X, la proyeccién m: X — Spec k define un morfismo grado
g = ms GKU(X) = FU(X) — 2, gr [M] = x(X, M),

y al componer con el producto, un acoplamiento (, ): GKP(X) ®;,GK?P(X) — Z que ha
de entenderse como nimeros globales de intersecciéon de ciclos de codimensién p con ciclos
de codimensién d — p. Por definicién

<M7N> = Zi(_l)i X(X’M?X(M’N))
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. Sea m: X’ — X la explosién de X en un punto racional z, de ideal maximal m, y sea

E = 7n71(2) la fibra excepcional. Como mQOy: = Ox(1), para n > 0 tenemos que

Tr*(m”(’)X )

Rim (m"Ox)

m”,
0,i>1.

y x(X,m") = x(X’',m"Ox) por la sucesién espectral de Leray.
En K(X') tenemos que E* = 0 cuando i > d = dim X', y por tanto

WOy = (MOx)" = (1 - B)" =14 3 (~1) (%) B,
(1) = (X, Ox /™) = (X, Ox) — x(X.m") = x(X, Ox) — x(X',m"Ox)
(X, 0x) — X(X', Ox) - i (1) ()X, E).

Vemos que la variacién x(X,Ox) — x(X’, Ox) coincide con el término independiente del

polinomio ("”Lg_l), que es nulo.

Igualando los coeficientes de n? vemos que x (X', E?) = (—=1)4t!. Por ejemplo, en el caso
d = 2, la auto-interseccién de la fibra excepcional es (E, E) = —1.

- e(Pn) = (1+2)"M, 2= a1 (O(1)),

porque tenemos una sucesion exacta 0 — Ql%;n — Op, (—1)"" — Op, — 0.

. ci(BY) = (—1)ci(E).

SitE=Lg,+...+ Lo, E*=L_q, +...+L_4,,yc(E*)=1—a1)...(1 — ).

.S10 - L' — £ — £ — 0 es una sucesién exacta de Ox-mddulos localmente libres,

AL =3 (ALY (A L") en K(X), porque los morfismos AL’ @ A" L — A"L definen
una filtracién de A"L cuyo graduado es @;(A*L' @ A"~¢L").

Pongamos \(£) = AL € K(X). La funcién M\ (L) = >, N(L)t!, valorada en el grupo
multiplicativo de las series formales con coeficientes en K (X) y término constante 1, es
aditiva, y permite definir A\;(z) = Y, X(z)t’ para todo z € K(X).

. Si L es un haz de linea, \(—L) = (1 + Lt)~! = > .(=1)'L%", y XY(—L) = (=1)’L’. En

particular, \i(—1) = (—1)".

Si un haz localmente libre E de rango r tiene una seccion que no se anula en ningin punto,
E — O es un fibrado de rango r — 1 en K(X); luego 0 = \"(E — 1) = Y, N{(E)A"" (1),
y vemos que 0 = Y, (—1)’A’E en teorfa K.

. Sea t = Op(g)(—1), y expresemos ¢" como combinacién lineal de 1,t,... ;" Len K(P(E)).
Por la sucesion exacta 0 — O(—1) — 7*E — E — 0, donde rg £/ < 1,
0= N (E—1) = Y N(E)X (=) = 32 (= 1)~ N(E) .
i=0 i=0

.c(E)=c(AN'E), r=rgkE.

SiE=Lg +...4 Loy, "\E=Lo, ®...® La, = La, 1. +a,.

o(E)=[Y;(-1)'A'E*], r =rg E.
DMo1(E)] = [Moa(Ly) . A (L)) =1 = L] ... 1 = L)) =1 (L) ...ca(LE) = ¢ (E).
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11. Si X es proyectiva de dimensién n, gre,(X) =Y. (—1)PT2dim HP(X, Q%).

P,q

12. cq(Ny/x) = i*(ix(1)), donde i: Y — X es una subvariedad lisa de codimensién d.

Si Oy = Ox/p, el complejo de Koszul permite ver que M?X(Oy, Oy) = Ai(p/p?),
i*(ix(1)) = X;(=1)"Tory* (Oy, Oy) = 3, (—1)*Al(p/p?) = ca((p/p?)*).

12.4.3. Teorias Cohomolégicas

Lema de Jouanolou: Sea X una k-variedad casi-proyectiva (un subesquema abierto de un
k-esquema proyectivo). Eziste un fibrado afin m: P — X tal que P es un esquema afin. Luego,
para cada haz de linea L en X tenemos que 7*L ~ f*Op, (1) para algin k-morfismo f: P — P,,.

Demostracion: Los endomorfismos de rango 1 idempotentes, T2 = T'y cr(z) = 2™(x—1), definen
un subesquema cerrado P de EndiE (luego P es un esquema afin) tal que el morfismo 7: P —
P(E), n(T) =ImT, es un fibrado afin asociado al fibrado vectorial Hom(E/O(—1), O(—1)).

Si X — P(E) es un subesquema cerrado, entonces Py = 7 1(X) — X es el fibrado affn en
cuestion.

Si U — X es un subesquema abierto, explotando el complementario podemos suponer que
el ideal de Y = X — U es localmente principal; luego también lo es el ideal de Py en Py, asi que
Py — Px es un morfismo afin, y vemos que Py es un esquema afin.

Finalmente, 7*L estd generado (como todo haz coherente sobre un esquema afin) por un
ntimero finito de secciones globales, de modo que 7*L ~ f*Op, (1) por la propiedad universal
de P,.

Definiciéon: Una teoria cohomolégica es un funtor contravariante A de la categoria de k-
variedades lisas en la de anillos conmutativos tal que

it + 5 A(Xq @ X2) = A(Xq) @ A(X32) es un isomorfismo; luego A(() = 0,

7 A(X) = A(F) cuando 7: E — X es un fibrado vectorial,
con un morfismo de A(X)-médulos f.: A(Y) — A(X) funtorial (es decir, f.(f*(z)y) = xfc(y),
Id, = Id, (fg)« = f«g«), para cada morfismo proyectivo f: Y — X; y por tanto una clase de
cohomologia px (Y) = i,(1) para cada subvariedad cerrada lisa i: Y — X, y una clase de Chern

c1(L) = s*(s0«(1)) para cada haz de linea L (donde s es cualquier seccién y sg es la seccién
nula), tal que

1. A(YY) AN A(X) AN A(U) es una sucesién exacta para toda subvariedad cerrada lisa
1:Y - X, donde j: U=X-Y — X.

2. Si £ — X es un fibrado vectorial de rango 7 + 1y xp = c1(Opg) (1)),

AP(E)) = A(X) & A(X)2g @ ... & AX)2,.

3. Para todo fibrado proyectivo m: P(E) — X y todo morfismo f: Y — X, el siguiente
cuadrado es conmutativo

A(P(E)) L~ A(P(fE))
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4. Si f: X — X es transversal a una subvariedad cerrada lisai: Y — X, en el sentido de que
Y =Y xx X es lisa y el morfismo natural f*Ny,x — Ny /X €s isomorfismo, el siguiente

cuadrado es conmutativo

AY) LA

-k

AX) L Ax)

El isomorfismo inverso de i} +i5: A(X;®X9) = A(X1)®A(X2) es i1, +iz porque ijip, = Id,
i5i1. = 0 (al ser i1 e iy transversales a i1). Luego, si f = f1 & fa: X5 & X2 — S es proyectivo,
entonces fi = fix + for: A(X7) @ A(X2) — A(S).

Ademads, dada una hipersuperficie lisa cerrada i: H — X, el haz de linea Ly admite una
seccidn que se anula en H y es transversal a la seccién nula, y concluimos que

c1(Lu) =i«(1) = px(H).

Definicién: Un morfismo de teorias cohomolégicas ch: A — A es una transformacién natural
que conserva imégenes directas. Es decir, ch: A(X) — A(X) es un morfismo de anillos que
conserva imagenes directas, ch(f*(a)) = f*(ch(a)), e imdgenes directas, ch(f.(a)) = f«(ch(a)).

Ejemplos: (1) A(X) = K(X) es una teoria cohomoldgica. La condicién 4 se debe a que, al
estar Y localmente definido por una sucesién regular que es sucesiéon regular en X, para todo
Oy-médulo localmente libre £ se cumple TorX (O, £) =0, n > 1.

La clase de cohomologia de una subvariedad cerrada lisa i: Y — X es px(Y) = i.(1) = Oy,
y la clase de Chern de un haz de linea L es ¢1(L) = s§(so«(1)) =1 — L*.

Sin embargo, nétese que ¢1(L' @ L) # c¢1(L') + ¢1(L), y c1(L*) # —c1(L). De hecho, como
1-(LeoL)*=(1-L*)+(1-L*) —(1—L*)(1 - L*), la teorfa K sigue la ley multiplicativa

Cc1 (E X L) = Cl(i) + (L) — Cl(E)Cl(L).

(2) También GK(X)g = GK(X) ®z Q es una teoria cohomoldgica, aunque no lo demos-
traremos en estos apuntes. La clase de cohomologia de una subvariedad cerrada i: ¥ — X
de codimensién p es Y = [Oy] € GKP(X), y la clase de Chern de un haz de linea L es
ci(L) = [1 = L*] = [L —1] € GK'(X). Luego el graduado de la teorfa K sigue la ley aditi-
va c1(L® L) =ci1(L) + ci1(L).

(3) En el caso complejo, A(X) = H?*(Xan, Q) = ©pH?’(Xan, Q) define una teorfa coho-
moldgica (donde X, denota los puntos cerrados de X, con la topologia menos fina que hace
continuas las funciones f: U,, — C, donde f € Ox(U) y U recorre los abiertos de X), aunque
en el curso de Topologia Algebraica s6lo hemos definido i, cuando ¢ es una inmersién cerrada.

En general, para un morfismo proyectivo arbitrario, f: Y — X, la férmula de proyec-
cién establece que la imagen directa f. puede definirse como adjunta de la imagen inversa
¥ H**(Xan, Q) — H?*(Yan, Q) por la dualidad de Poincaré. La condicién 4 se debe a que en
tal caso el morfismo f*: f*Ty,x — Ty, x que define la imagen inversa es un isomorfismo, como
puede verse con un argumento analogo al usado (p. 292) para ver que el producto cup define un
isomorfismo Ty, x ®z Tz/x — Tynz/x cuando Y, Z se cortan transversalmente.

(4) Si A es una teorfa cohomoldgica definida sobre las k-variedades, también lo es X ~-
A(X) ®z Q, y se denota A ® Q. Ademds para toda extension de cuerpos kg — k tenemos que
X ~» A(X}) es una teoria cohomoldgica sobre las ko-variedades.
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Definicién: Las clases de Chern de un Ox-modulo localmente libre E rango r son los coe-
ficientes ¢/!(E), o simplemente c;(E), del polinomio caracteristico cx(y) del endomorfismo del

A(X)-modulo libre A(P(E)) definido por el producto con yg = c1(Op(g)(—1)),
cp(t) =y = (B)y ™ +...+ (=1 (B) € AX)H,

salvo un signo que se introduce para que la primera clase de Chern de un haz de linea L coincida
con la anterior. De hecho, P(L) = X y Opy(—1) = L.

Functorialidad: ¢;(f*E) = f*(c;(E)) para todo morfismo f: X — X.
Demostracion: Tenemos que f*c1(Opg)(—1)) = c1(f*Opg)(—1)) = c1(Op(s+g)(—1)).

Aditividad: Para toda sucesion exacta 0 — E1 — E — Ey — 0 de Ox-mddulos localmente
libres,
Cn(E> = Z Ci(El) . Cj(EQ).
i+j=n
Demostracion: Si rg E1 = 1, entonces i: X = P(E) — P(E) es una seccién de P(E) — X e i,
es inyectiva.

Consideremos el complementario j: U — P(E) de P(E). El morfismo U — P(E3) es un
fibrado afin asociado al fibrado vectorial Hom(Op(g,)(—1), E1), asi que j*: A(P(E)) — A(U) =
A(IP(E2)) es epiyectivo (de hecho j*(yp) = yf,). Luego tenemos un diagrama conmutativo de
filas exactas (como yg, = i*yg, el primer cuadrado conmuta por la férmula de proyeccién)

0— A(P(EL)) — A(P(E)) —— A(P(Ez)) —0
lyEl YE YE,
0 ——> AP(Ey)) —= A(P(E)) = A(P(E;)) —>0
y la aditividad del polinomio caracteristico prueba que cg(y) = cg, (y)cg, (y).

Ahora procedemos por induccién sobre rg £y, y podemos suponer la existencia de un haz de
linea L C E; tal que By = E1/Ly E ziE/L son localmente libres.

Tenemos una sucesién exacta 0 - Fy — E — E3 — 0 que permite concluir,

ce(y) = cL(y)ep(y) = cL(y)ep, (Y)er, (y) = cr (Y)er, (v)-

Definicién: Como 1+ ¢1(E)t + ... + ¢ (E)t" es una funcién aditiva con valores en el grupo
multiplicativo de las series formales invertibles con coeficientes en A(X), induce un morfismo de
grupos sobre K (X), y obtenemos clases de Chern c¢;(z) € A(X) para todo =z € K(X).

Corolario: El anillo de cohomologia del espacio proyectivo es A(Pq) = A(Speck)[x]/(x?+1),
donde x se corresponde con la clase de cohomologia xq = [Py_1] de cualquier hiperplano.

Demostracion: Pongamos yq = ¢1(Op,(—1)). Por aditividad, los fibrados triviales tienen clases
de Chern nulas.
Luego en A(P;) = A(Speck) & A(Speck)ys @ ... ® A(Speck)yd tenemos que ng = 0.
En A(P;), la sucesién exacta 0 — Op, (—1) — (9[2@1 — Op, (1) — 0 prueba que x; = —y;.
Considerando una recta en Py, vemos que x4 = —yq + agyfl +...+ adyg en A(Py).
Concluimos que wﬁ“ =0en A(Pg).

Corolario: Las clases de Chern siempre son nilpotentes.
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Demostracion: Sea L — X un haz de linea. Por el lema de Jouanolou existe un fibrado afin
m: P — X tal que 7*L = f*(O(1)) para algin morfismo f: P — Py4. Luego 7*c1(L) = f*(zq)
es nilpotente, porque x4 lo es, y ¢1(L) es nilpotente porque 7* es un isomorfismo.

Concluimos porque toda clase de Chern después de un cambio de base inyectivo en cohomo-
logia, es una suma de productos de clases de Chern de haces de linea. q.e.d.

Ejemplo: Para calcular las clases de Chern en teoria K de un Ox-moédulo libre £ de rango r,
podemos suponer que es suma de haces de linea, £ = L1 + ...+ L, € K(X); luego,

o (B) =3 ef(Li) =Y ,(1—- L)) =rg E — E7, (12.1)
KB =T1,eK (L) =L, - L) =1— E* + A2E* + ...+ (-1)"A"E".

T

Definicién: Dado un Ox-médulo localmente libre E, hay un cambio de base m: X — X tal que
m: A(X) — A(X) es inyectivo y 7™*E = Lo, + ...+ Lq, es suma de haces de linea en K(X),
asi que ¢;(E) es la i-ésima funcién simétrica elemental de las “raices” oy, ..., a,. Para cada serie
formal F'(t) =), ant™ con coeficientes en A(Spec k) ponemos

Fi(E)=F(a1)+...+ F(ay) € A(X),

(donde vemos la suma como serie de potencias en las funciones simétricas elementales ¢;(E),
y la suma es finita porque las clases de Chern son nilpotentes) y F} es una funcién aditiva,
de modo que define un morfismo de grupos funtorial F : K(X) — A(X) llamado extensién
aditiva de F'. Igualmente, cuando ag es invertible, tenemos una extensiéon multiplicativa
Fy: K(X)— A(X)* tal que

Fu(E) = F(ay) - ... F(ay) € A(X)".

12.4.4. Teorema de Riemann-Roch-Grothendieck

Propiedad Universal: Si una teoria cohomoldgica A sigue la ley multiplicativa c1(L ® L) =

c1(L) + c1(L) — c1(L)e1 (L) de la teoria K, entonces existe un tinico morfismo de teorias coho-
moldgicas ch: K — A.

Demostracion: Si E es un O x-médulo localmente libre, por 12.1 tenemos que E = rg E —ci (E*)
en K(X).
Luego el tnico morfismo de teorias cohomoldgicas ch: K(X) — A(X) posible es

ch(E) =rgE — c¢{{(E). (12.2)

Esta funcion ch es aditiva sobre los Ox-mddulos localmente libres, porque lo son el rango
y ¢il; luego define un morfismo de grupos ch: K(X) — A(X), y es compatible con imégenes
inversas porque lo son el rango y c{‘.

Conserva productos de haces de linea porque A sigue la ley multiplicativa:

ch(Li - L) = 1— ¢ (L] ® L3) = 1 — ¢ (L) — &' (L3) + ¢ (L7)eq (L3)
= (1— (L)) (1 — ¢{(L})) = ch(L1) - ch(La).
Luego ch es morfismo de anillos porque todo elemento de K(X), después de un cambio de
base inyectivo en cohomologia, es suma y diferencia de haces de linea.

Sélo queda probar que ch conserva imagenes directas, y terminamos por el siguiente lema,
ya que ch conserva clases de Chern de haces de linea,

ch(cf (L)) =ch(l — L*) =1—ch(L*) =1~ (1 — ¢{'(L)) = ¢i'(L).
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Lema de Panin: Si un morfismo de anillos funtorial ch: A — A entre teorias cohomoldgicas
conserva la clase de cohomologia de los hiperplanos, ch[ci(Op,(1))] = ¢i/(Op,(1)), entonces
conserva imagenes directas; es decir, para todo morfismo proyectivo f:Y — X,

ch(fs(a)) = fs(ch(a)) , a€ A(Y).

Demostracion: Por el lema de Jouanolou ch conserva clases de Chern de haces de linea; luego
conserva la clase de cohomologia de las hipersuperficies lisas.

Por definicién todo morfismo proyectivo f: Y — X es composiciéon de una inmersién cerrada
Y — P, xX con la proyeccién natural 7: P, x X — X. Si el teorema es cierto para dos morfismos,
también lo es para su composicion; luego basta probarlo para las inmersiones cerradas i: ¥ — X
y las proyecciones naturales 7: P,, x X — X.

1. El teorema es cierto para una inmersion cerrada i: Y — X si es cierto para la seccion
nula s: Y — N =P(1 & Ny/X) del cierre proyectivo del fibrado normal.
La deformacién al cono normal Z, sin remover la explosion XdeX (p- 313) da un diagrama
(conmutativo por la condicién 4), donde U = Z — (Y x Aq),

A(U)

N Z
‘N
A(Y) <2 A(Y x Ay)

Luego (Kerig) N (Kerj*) = 0, porque la columna es exacta y s, es inyectivo (ya que
p«Sx = 1d, donde p: N — Y es la proyeccién natural).

Ahora tenemos un diagrama conmutativo

A(U)
AN) & A AL A
™ ™ ™
AY) — A xA) — A(Y)

donde los pares verticales son los morfismos que el teorema afirma coincidir.
La diferencia del primer par es nula por hipétesis; luego la diferencia del par central también
es nula por lo anterior, y concluimos que la diferencia del iltimo par es nula.

2. Si L es un haz de linea en'Y', el teorema es cierto para la seccion nula s: Y — L = P(1&L);
luego es cierto para toda inmersion cerrada de codimension 1.
s*: A(L) — A(Y) es epiyectivo, y ch(s«(1)) = s.(1) al ser Y una hipersuperficie en L.
Ahora, poniendo a = s*b € A(Y),

ch(sys*b) = ch(bsy(1)) = ch(b)sy(1) = s, (s*ch(b)) = s, (ch(s*D)).

3. El teorema es cierto para la seccion nula s: Y — E = P(1 @ E) del cierre proyectivo de
cualquier fibrado vectorial E; luego es cierto para toda inmersion cerrada.
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Si E admite una filtracién { E;} con cocientes E;/E;_1 de linea, el teorema es cierto para la
seccién nula X — E; y los morfismos By — Ey — ... — E, = E; luego para la composicién
s: X — E. En general, tenemos un morfismo 7: Y’ — Y tal que 7* es inyectivoy E/ = m*F
admite tal filtracién. El teorema es cierto para la seccién nula s’: Y’ — E’, y concluimos
aplicando la condicién 4 a los morfismos 7: E' = Ey s: Y — E,

7*s.(ch(a)) = s.m*ch(a) = s'.ch(r*a) = ch(s,7*a) = ch(n*s.a) = 7" ch(s.a).

4. Si el teorema es cierto para la proyeccion p: P, — p sobre un punto, también es cierto
para 7: P, x X — X, por la condiciéon 3 impuesta a las teorias cohomolégicas.

5. FEl teorema es cierto para la proyeccion p: P, — p sobre un punto.

Consideremos la inmersién ¢: P,_; — P, y pongamos

Por hipétesis ch(zy,) = Zp, y por tanto ch(z]) = Z, de modo que el morfismo de anillos
ch: A(P,) — A(P,) induce un isomorfismo de A-algebras A(P,) ®4 A = A(P,), y hemos de ver
que la 1-forma p,: A(P,) — A se obtiene por cambio de base de la 1-forma p,: A(P,) — A.

Ahora bien, si consideramos la clase de cohomologia A,, = A,(1) € A(P, xP,,) = A(P,,) ®4
A(P,) de la inmersién diagonal A: P, — P, x P,,, tendremos

(e @ 1)(Ap) = mAL(1) = Ido(1) = 1,

donde 7: P, xP,, — P, es la segunda proyeccién. Es decir, mediante la polaridad w — (w®1)(Ay,)
que define la diagonal, p, se corresponde con la unidad.

De acuerdo con el siguiente lema, esta igualdad determina totalmente la 1-forma p,, y como
la clase de cohomologia de la diagonal cambia de base (porque el teorema es cierto para la
inmersién diagonal), concluimos que también p, cambia de base.

Lema: La polaridad A(P,)* — A(P,,), w— (w® 1)(A,), de la diagonal es un isomorfismo.

Demostracion: De hecho, por induccién sobre n vamos a ver que

donde a,s =0 cuando r + s < n, y ars = 1 cuando r + s = n. En efecto,

(@) = () = 2y - iu(1) = 2

y por la condicién 4 tenemos que (i* ® 1)(A,) es la clase de cohomologia de la diagonal de P,
en P,_1 x P,. Como

(" @ 1)(An) = 22y s@rsTn_1 ® Ty
(1@ is)(Ana1) = X, oty @ 2yt
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— / T S 3 1A
donde A,y = >  al.x, | @ x5 _, por induccién sobre n obtenemos el resultado para los
coeficientes a,s, 7 < n.
Por simetria también se tiene para a,s, s < n, y terminamos. q.e.d.

Ahora bien, dado el funtor A, la imagen directa puede modificarse: Sea Fy la extensién
multiplicativa de una serie formal invertible F' = ag + a1t + . ... Para todo morfismo proyectivo
f:Y — X consideramos el fibrado tangente relativo virtual Ty = Ty — f'Tx € KY)y
ponemos

PV (a) = fi(Fx(=Ty) a) = Fx(Tx) fs (Fx(Ty) 'a) € A(X) (12.3)

de modo que la nueva clase de cohomologia de una hipersuperficie cerrada lisa i: Y — X es
(Y] = i3 (1) = is (Fx (Nyyx)) = i (Fx (i"Ly)) = Fx(Ly)in(1) = F([Y]) - [Y].
Lema: (A, f2°V) también es una teoria cohomoldgica y ¢}V (L) = xF(x).

Demostracion: Todas las condiciones son de comprobacién sencilla, salvo la condicion 2.
Pongamos y = yg € A(P(E)) y 2 =y = yF(y) = apy + a19> + ... € A(P(E)).
Tenemos que 2" = agy™ + ...y que 24 = agyd cuando y?t! = 0.
Como las potencias de y generan el A(X)-médulo A(P(E)), también lo generan las potencias
de z.

Como A(P(FE)) es un A(X)-médulo libre de rango r+ 1, tenemos que 1, z, . .., 2" forman una
base (basta considerar el polinomio caracteristico del endomorfismo de A(P(E)) definido por z).
Finalmente, ¢}V (Lg) = s§(sgs™ (1)) = s§[F(s0«(1)) - sox(1)] = F(z) - z. q.e.d.

Ahora, si una teorfa cohomoldgica A sigue la ley aditiva ¢ (L® L’) = ¢1(L)+¢1(L'), podemos
modificar la imagen directa de A®Q con una exponencial de modo que siga la ley multiplicativa
de la teoria K.

Comoe™ =1—(1—e")y1—e" =—azx+..., fijamos a=—1.

Por tanto modificamos la imagen directa de A ® Q con la serie invertible

1—et t 2
F(t) = S
®=— ( TR )
AV(Ly)=zF(x)=1—¢e".

Por la propiedad universal de la teoria K tenemos un morfismo de teorias cohomoldgicas
ch: K - A®Qy, segtin 12.2 (p. 334) es precisamente la extensién aditiva de la serie e?, llamada
caracter de Chern,

ch(Ly) =1 —(LE) =1 —c™(Ly) =1 (1 —¢") = ¢".

Teorema de Riemann-Roch-Grothendieck: Si una teoria cohomolégica A sobre las varie-
dades lisas y casi-proyectivas sobre un cuerpo sigue la ley aditiva ¢1(L ® L') = ¢1(L) + ¢1 (L),
entonces para todo morfismo proyectivo f: Y — X tenemos el siguiente cuadrado conmutativo,

donde la clase de Todd Td es la extension multiplicativa de la serie formal F(t)™! = L

t 2 t*

T—et —

fi
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Demostracion: ch(fi(y)) = f°%(ch(y)) Z° Fy(Tx) fu [Fx (Ty) " ch(y)].
Definicion: Una teoria cohomolégica graduada A® es una teoria cohomolégica que valora en
la categoria de anillos graduados conmutativos, A*(X) = @,,~, A"(X), y tal que para todo mor-
fismo proyectivo f: Y — X entre variedades conexas, la imagen directa fi: A"(Y) — A"+ (X)
aumenta el grado en la codimension d = dim X — dimY.

Notese que los elementos de grado negativo se suponen nulos, y que la clase de cohomologia
de cualquier hipersuperficie es de grado 1, asi que ¢;(x) € A(X) para todo z € K(X).

Por ejemplo, GK*(X) ®7z Q y H?*(Xan,Z) son teorfas cohomolégicas graduadas.
Lema: Toda teoria cohomoldgica graduada A® sigue la ley aditiva ¢i(Ly ® Ly) =z + y.

Demostracion: Como A®(P,, xP,,) = A®(Spec k)[xm, z,]/(xmFL, 21, existen a,b € A°(Speck)
tales que ¢1(770p,, (1) ®0y, 5, T5O0p, (1)) = a(7}Em) + b(w52y).

Restringiendo a P,,, X pt y pt x P, vemos que a =b = 1.

Por el lema de Jouanolou hay un fibrado afin 7: P — X y un morfismo f: P — P,,, x P,, tal
que 7Ly = f*niOp,, (1) y Ly = f*150p, (1).

Luego ¢i(n*L, @ m*Ly) = c¢1(n*Ly) + c1(7*Ly), de modo que 7*(c1(Ly ® Ly)) = m¥x + 7*y.

Terminamos porque 7*: A*(X) — A®*(P) es un isomorfismo.

Teorema: Sea A® una teoria cohomolégica graduada sobre las variedades lisas y casi-proyectivas
sobre un cuerpo perfecto. Erxiste un morfismo de anillos natural y homogéneo GK®*(X) —
A*(X) ® Q que conserva imdgenes inversas y directas (luego clases de Chern).

Demostracion: Sea i: Y — X una subvariedad cerrada de codimensién d.

SiY eslisa, ch(Oy) = [Y]+... € P>, AP(X) ® Q por el teorema de Riemann-Roch.

En general Y es lisa fuera de un cerrado Yy, de codimensién > d cuando el cuerpo base es
perfecto, y si ponemos j: U = X — Y, — X, aplicando reiteradamente la condicién 1 vemos
que tenemos un morfismo inyectivo (recuérdese que A*(Z) = 0 cuando i < 0)

JFrANX)®Q — AM(U)®Q, p<d.

Como j*(ch(Oy)) = ch(j'Oy) = [YNU]+..., vemos que ch: K (X) — A*(X)®Q conserva las
filtraciones; luego induce un morfismo de anillos p: GK*(X) — A*(X) ® Q, ¢([z]q) = [ch(x)]4
cuando [z]q € GK%(X), y es compatible con imagenes inversas porque lo es ch.

Por el teorema de Riemann-Roch conserva imagenes directas, pues para todo morfismo pro-
yectivo f: Y — X de codimensién d y todo elemento y € F™(Y) tenemos que

pfe(lyln) = elfiW)lnta = [ch(A(y))]nra = [f+(Td(Ty)ch(y))]n+a
= (14 )ch(@)ln = felch(@)ln = fep([yln)-
1. Las clases de Chern y Todd de un haz localmente libre £ = L,, + ...+ L,, son
ch(E) =3, €% =r+ci 4 5(cf —2¢2) + g(c} — 3c1ca + 3¢3) . ..
TAE) =[[;(1+ i+ HaZ+..) =1+ ter + (] + ) + e + ...
2. Si C es una curva proyectiva lisa, K = ¢1(Q¢) es la clase de los divisores candnicos, y el

teorema de Riemann-Roch para la proyeccion C' — p sobre un punto da, para todo haz
localmente libre F de rango r,

Td(Te) = Td(L_k) =1 — 3K,
ch(E) =r+ci(E),
X(C,E) =grec; — ger K.
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3. Si S es una superficie proyectiva lisa, si K = ¢1(Q}) = ¢1(9%), tenemos

Td(Ts) = 1 — K + 5 (K* + c2(9)),
ch(E) =r+c(F)+ %(cl(E)2 —2c3(F)),
X(S,E) = 1—127“(K2 + Xtop) — %K ce1 + %c% — grcs.
donde Xtop = grea(S). Cuando E = Og, se obtiene la igualdad de Noether

X(S,05) = 15K 4 Xiop)-

4. Para una hipersuperficie i: Y — X el teorema de Riemann-Roch da

i«(Td(Ty)) = ch(Oy) - Td(Tx) = ch(1 — L_y) - Td(Tx)
V—Li,Ky+... =Y -3Y?+. )1 -1Kx+..)

e igualando los términos de grado 2, vemos que i, Ky =Y (Kx +Y).

5. Si w una l-forma racional en una superficie proyectiva lisa .S, vamos a determinar ca(S5),
modulo torsion, en funcién de las singularidades de w.

El haz (w)(U) = {fw € Qg(U): f € Xs} es de linea, y (w) ~ Lp, donde D es el divisor de
ceros y polos de w. Tenemos una sucesién exacta

(%) 0—>(w)—>Q}g—Af—>Q§®L,D—>¢—>O

Si z,y son parametros en un punto p, y w = h(fdz + gdy), donde f,g € O, no tienen
factores comunes, una ecuacién local de D es h =0,y €, = O,/(f, g).

ch(Og/m,) = p por el teorema de Riemann-Roch para la inmersién p < S; luego

Si K = ¢1(0%) denota el divisor canénico de S, la sucesién exacta (x) permite obtener el
llamado invariante de Zeuthen-Segre:

ch(Lp) + ch(Lg_p) = ch(Q}) + ch(e),

P +elfP =24 K+ %KQ —c2(5) + ch(©),
2(S) = D(K — D) + 3., 1(&) p.

6. Elultimo teorema da la coincidencia de los invariantes numéricos asociados a las variedades
complejas en Geometria Algebraica y Topologia Algebraica.

Asi, en toda variedad proyectiva compleja lisa X se cumple (A, A)iop = (A, A)alg,

2 (=1)'dim g H*(Xan, Q) = >2(~1)P*9dim c HP (X, Q%)

% p,q

En particular, en toda curva proyectiva lisa C' se tiene la coincidencia del género topoldgico
con el algebraico, 3dim gH'(Can, Q) = dim cH°(C,Qc).
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12.5. Teoria de la Dualidad

En esta seccién supondremos que los esquemas son noetherianos y separados.

Sea f: X — S un morfismo proyectivo, de modo que si M es un Ox-mddulo coherente,
los haces RP f, M son coherentes (p. 245), y fijemos un recubrimiento finito de X por abiertos
afines, afines sobre S (es decir, con imagenes contenidas en abiertos afines de S).

En la categoria de Ox-médulos casicoherentes, el funtor M ~» f,CPM es exacto y conmuta
con limites inductivos porque las secciones globales conmutan con limites inductivos (p. 244).
El teorema de representabilidad? de Grothendieck prueba sin més (p. 294) el

Teorema de Dualidad: Para cada complejo inferiormente acotado I de Og-mddulos casicohe-
rentes inyectivos existe un complejo inferiormente acotado f'I de Ox-mddulos casicoherentes
inyectivos tal que, para todo Ox-mddulo casicoherente M tenemos que

Hom$% (M, f'T) = Hom%(f.(C* M), I).

Cuando I es una resolucién inyectiva de Og, diremos que Dx/g = f'I es el complejo
dualizante de f y, salvo casi-isomorfismos, no depende ni del recubrimiento afin de X (dos
recubrimientos afines admiten un refinamiento afin comin) ni de la resolucién inyectiva de Og
(el cono de un casi-isomorfismo I ~ J es una sucesién exacta escindida).

Teorema: Dx/s|s-1y = Dy-1y/y, donde U es un abierto de S, y para todo Ox-médulo cohe-
rente M tenemos un casi-isomorfismo

feHomx (M, Dy,s) ~ Hom%(f.C*M,I).

Demostracion: Sea U un abierto afin de S, y p el haz de ideales de S — U.
Como el recubrimiento de X es afin sobre S, tenemos que f.C*(f*p" @ M) =p" ® f.C°M,
y por la férmula de Deligne (el casi-isomorfismo se debe al siguiente lema)

LU, fsHomyx (M, Dx/s)) = lim Homx (p", f.Hom x (M, Dx/s))
= lim Homx (f*p" ® M, Dx;s) = lim Hom§(f.C*(f*p" @ M), I)
= lim Hom§(p" ® f.C*M,I) == I'(U,Hom%(f.C*M,I)).

Luego f.Homy (M, Dx/g) =~ Hom?%(f.C* M, I). Ademés, poniendo V = f~U,

Homy (M|v, Dx/slv) — Hom§((f|v)«C*(Mlv),I|rr) = Homy (M|v, Dyp).

porque |y es una resolucién inyectiva de Op. Ahora, si q es el haz de ideales de un cerrado de
V, poniendo M|y = ¢", y tomando limite inductivo, vemos que Dx,s|v = Dy,y-

Lema: Si K es un complejo acotado casicoherente de homologia coherente, entonces el morfismo
lim Hom® (p", Hom* (K, I)) — Hom*(K |y, I|y) es un casi-isomorfismo.

Demostracién: Veamos que existe un subcomplejo coherente K’ < K casi-isomorfo.

Si K ya es coherente cuando i > p, tomamos M C KP coherente tal que d,(M) = d,(KP),
y N C Kerd, coherente tal que N' — HP(K) — 0. Reemplazando K? y K»~! por M + Ny
d;jl(M + N), conseguimos que también sea coherente en grado p.

2En el caso de un funtor contravariante F' sobre la categoria de haces casicoherentes, las parejas minimas Qe
forman un conjunto porque, por la férmula de Deligne, cada una estd determinada por los elementos n € F(p™)
que admitan un morfismo de parejas (p™), — Q.
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Poniendo R = Hom®*(K,I), R’ = Hom®*(K', I), tenemos un cuadrado conmutativo

lim Hom(p", R) ——T'(U, R)

.

lim Hom(p", R') —~T(U, R')

donde el casi-isomorfismo se debe a que R — R’ es un casi-isomorfismo entre complejos de haces
flascos (luego su cono es un complejo aciclico y flasco).
Para concluir, basta ver que lim Hom(p", R) — lim Hom(p™, R’) es un casi-isomorfismo.
— —

Si S es afin, R(S) ~ R'(S) induce un casi-isomorfismo (U es afin)
lim Hom(p", R) = lim Hom(p", R(S)) = (U, R(S)) = T(U, R/(S)) = lim Hom(p", R').
En general, el morfismo lim Hom(p", R) — lim Hom(p", R') es un casi-isomorfismo, porque

acabamos de ver que lo es al tomar secciones en todo abierto afin de S.
Como ambos complejos son de haces flascos, se concluye al tomar secciones globales.

Teorema: Si ¢: T — S es plano, tenemos un casi-isomorfismo gZ;*DX/S ~ Dx.,./7-

Demostracion: Si ¢*1 — J es una resoluciéon por haces casicoherentes inyectivos, J es una
resolucién de Or porque ¢ es plano, y para todo Ox-mddulo coherente M

fHomy, (¢* M, ¢Dx/s) = fe¢"Homx (M, Dx/s) porque ¢ es plano
= ¢" fullomy (M, Dx/s) (p. 319)
~ ¢*Homg(f.C* M, I) por el teorema anterior
~ Hoimfg(gé*f*C:"M, J) o por el siguiente lema
= Hom®(£.6'C*M, J) = Hom3(£.C*(6"M),J)  (p. 319)
~ fiHomy, (¢*M, Dx /1) por el teorema anterior

Lema: Si K es un complejo acotado casicoherente de homologia coherente, y ¢ es plano,
¢*Hom® (K, I) = Hom®(¢* K, J); es decir,

¢*RHom(K, I) = RHom(¢* K, ¢*I).

Demostracién: Sea K’ C K un subcomplejo coherente casi-isomorfo.

Como [ es inyectivo, Hom®(K,I) ~ Hom®(K’,I), y como la cuestién es local, podemos
suponer que tenemos una resolucién L — K’ por libres finitos.

Ahora, usando que ¢ es plano y la sucesién espectral del bicomplejo, tenemos que

¢*Hom® (K, I) ~ ¢"Hom®(K', I) ~ ¢*Hom®(L, I) = Hom*(¢* L, ¢*I)
~ Hom*(¢*L, J) ~ Hom®(¢*K’, J) ~ Hom*(¢* K, J).

12.5.1. Calculo del Dualizante
Teorema: El dualizante de una inmersion cerrada i: Y — X es, Dy, = Homy (Oy, Dx/g).

Demostracion: Si usamos en Y la restriccién del recubrimiento afin usado en X, tendremos que
ixC*(1* M) = C*(ixi* M), y concluimos,

Homx (M, i, Dy/s) = Homy (i*M, Dy g) = Hom%( f.C*(i.i* M), I)
= HomX(i*i*M, DX/S) = HomX(M, HOmX(i*Oy, DX/S))‘
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Lema: Si B = A/I, donde el ideal estd generado por una sucesion reqular, I = (fi,..., fa),
entonces Exti(B, A) =0, p#£d, y se tiene un isomorfismo candnico

Ext%(B, A) = Homp(A%(I/1%), B),
y si ademds TorpA(B, M) =0, p>0, entonces
Ext?, (B, M) = Ext’,(B, A) @4 M.

Demostracion: El complejo de Koszul K de fi, ..., fg es una resolucion libre de B, y el complejo
dual sélo tiene un grupo de cohomologfa, H¢ [Hom A(K, A)] ~ B.
Si el ideal I estd generado por otra sucesion regular g; = > ; @ij fj» hay un isomorfismo

K(fla"'vfd) 2K(917"'79d)7

dado en grado p por AP(a;;), y tenemos un diagrama conmutativo

Lo mismo ocurre con las bases duales de fi A... A fgy g1 A...Aggen AYI/I%)*, asi que el
isomorfismo Ext4 (A/I, A) = A(I/I?)* es canénico.

Ademés, Homy (K, A) @4 M = Homu (K, M).

Como Homy (K, A) es una resolucién libre de B, tenemos que

HP [Homa (K, A)] @4 M = HP [Homu(K, M)].

Definicion: Una inmersién cerrada Y — X es una inmersion regular de codimensién d si su
haz de ideales py,x estd localmente generado por sucesiones regulares de longitud d.

Teorema: Si p es el ideal de una inmersion reqular i: Y — X de codimension d, los haces de
homologia de Dy, x son nulos, salvo

wy;x = HDy,x) = A(p/p?)",
y si ademds los haces HP(Dx/s) son i*-aciclicos, tenemos que
Hp+d(DY/S) = wy/x ®oy 1" HP(Dx/s).
Demostracion: La primera afirmacién se sigue directamente del lema porque
HP(Dy,x) = HP [RHomy (Oy, Ox)] = Ext% (Oy, Ox).
Ademids, Dy,g = Homy(Oy, Dx/g), y tenemos una sucesién espectral (p. 307)
EYT = Exth (Oy, H(Dx/s)) = HPTY(Dyys).
Si los haces H%(Dx/g) son i*-aciclicos, por el lema EPT=0,p#£d,y

H(Dys) = Ext% (Oy, H!(Dy/s)) = Exth (Oy, Ox) ®@ox HI(Dx/s).
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Definiciéon: Un morfismo plano de tipo finito X — S es liso de dimensién d si la diagonal
A: X = X xg X es una inmersion regular de codimensién d.

Teorema: St X — S es un morfismo proyectivo y liso de dimension d, entonces Dx g tiene un
unico haz de homologia no nulo ’H_d(DX/S) = AdQX/S.

Demostracion: Como el morfismo X — S es plano,
HP(Dxxsx/x) = HP(m{Dx/s) = 1 H' (Dx/s) = HP (Dx/5) ®ox Oxxx,

y estos haces son A*-aciclicos porque si A es el anillo local de X x ¢ X en un punto de la diagonal,
con las notaciones del lema

Tor) (B,M ®p A) = H’|(M ®p A) ®4 K] = H’(M ®p K) = Tor} (M, B)
al ser K un complejo de B-médulos planos. Por el teorema anterior,
HP Y (Dx)x) = wa @ AHP(Dxygx/x) = (M Qx)5)* @ HP(Dyys),
y terminamos porque obviamente todos los haces HP(Dx,x) son nulos, salvo HO(D x/x) = Ox.

Teorema: Si un abierto U — X admite una inmersion cerrada en A%,
+
Hp(‘DX/S)‘U = mggn(OU, OAg)

Demostracion: El ideal de la inmersion cerrada i: U — A'g x g X = A%, estd definido en el abierto
A7y por una sucesion regular de longitud n, asi que wy, AR Oy es trivial.
Igual que antes (ahora A es el anillo local de A% en un punto de U) los haces

HP(Dpn yan) = HP(m3Dxys) = maMP(Dx/s) = HP (Dxys) ®ox Oz,
son i*-aciclicos, y el lema permite concluir,

1P (Dx)s) = wyyan © " HP(Dpn jan) = HP"(Dyjan) = MXEH(OU, Opn).

1. Si X es un esquema proyectivo sobre un cuerpo, Homy (M, Dx) = I'(X,C*M)*; luego
Exty"(M,Dx) = HP(X, M)*, y si Dx tiene un tnico haz de homologia no nulo wy =
H~%(Dx), entonces Extgl;p(./\/l,wx) = HP(X, M)*.

2. En el caso de una k-dlgebra finita A, tenemos que Homa(M,w4) = M* para todo A-
modulo finito generado M. Poniendo M = A, vemos que el médulo dualizante es wq = A*.

3. El dualizante del espacio proyectivo P4 es un haz de linea, wp, ~ Op,(r), y tenemos que
HA(Py, 0(n))* = Hom(O(n), wp,) = TP, O(r — n)); luego wp, = Op,(—d - 1).

4. Si Y es una hipersuperficie de una variedad proyectiva regular X, definida por un ideal
localmente principal p = L_y, entonces wy = (p/p?)* @ wy, y los divisores canénicos de
Y vienen dados por la férmula de adjuncién, Ky =Y - (Kx +Y).

5. Si £ es un haz localmente libre sobre una variedad proyectiva lisa X de dimension n,
HP(X,L)* = Ext" P(L,Q%) = H" P(X, L*® Q%), y como (Q%)* @ Q% = Q% 7,

HP(X,0Q%)" = H™ (X, Q9.
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. Si K es el divisor canénico de una superficie proyectiva irreducible y lisa S, por dualidad

h%(D) = h°(K — D) para todo divisor D, y por el teorema de Riemann-Roch (p. 339)
h°(nD) + h°(K —nD) > x(Lnp) = 3(D - D)n* — (K - D)n + x(Os).

Cuando D? > 0, si n > 0 vemos que h%(nD) > 0 6 h%(K — nD) > 0, en cuyo caso sera
hY(K +nD) = 0 (y por tanto h®(—nD) > 0) porque una seccién no nula de Ly, p darfa
que h°(K —nD) < h°(K —nD+ K +nD) = h®(Lag). Luego h°(nD) > 1 para algtin n € Z
y, al ser S irreducible, nD es linealmente equivalente a un divisor efectivo, de modo que
D - H > 0 para toda seccion hiperplana H.

Es decir, la forma bilineal simétrica Pic(S) x Pic(S) — Z, (D', D) + D’ D, es de indice 1
(teorema del indice de Hodge): H-H >0,y si D-H = 0, entonces D?> <0 (y D> =0
sblo si D es numéricamente equivalente a 0, en el sentido de que D - E = 0 para todo
divisor F; es decir, D esta en el radical de la métrica).

Cuando la superficie es producto directo, S = C’ x C, de dos curvas proyectivas lisas con
algin punto racional, los divisores p’ x C'y C’ x p forman claramente un par hiperbdlico,
al que es ortogonal I' = D — d(p’ x C) — d'(C’" x p), donde d’, d son los grados del divisor
D sobre ambos factores. Luego I'? < 0, y obtenemos la desigualdad de Castelnuovo,

DD <2dd,

y sélo es igualdad cuando D es numéricamente equivalente® a un divisor con componentes
horizontales y verticales.

. En el caso particular de la grafica I' de un morfismo C' — C' de grado d, la férmula de

adjunciéon T'- (Kg + T') = 2g — 2, donde g es el género de C, afirma que I'? = (2 — 2g)d.
Ahora la desigualdad de Castelnuovo (nI’' + mA)? < 2(n +m)(dn +m) da

q(n,m) = gdn*+ (14+d—T-A)nm + gm?* > 0

porque A? = 2 — 2¢. El discriminante de g(n, m) es < 0, y obtenemos una estimacién del
numero I' - A de puntos fijos, contados con su multiplicidad,

1+d—T-A| <2gVd.

Si ademds k = F; es un cuerpo finito, tenemos un k-morfismo C — C, que es la identidad
en el espacio topolégico subyacente y Oc(U) — Oc(U), f +— f9, en cada abierto U. Por
cambio de base a un cierre algebraico k — k, obtenemos una curva C' = C xj, k sobre k
y un morfismo de Frobénius F': ¢ — C, cuyos puntos fijos son los puntos racionales
de C'. Este morfismo de Frobénius es de grado ¢ y es puramente inseparable, asi que corta
transversalmente a la diagonal, y obtenemos una estimacién* del nimero N de puntos
racionales de C,

11+ ¢" — N| < 29/4.

3y de hecho linealmente equivalente; pero no lo probaremos.
“equivalente a la hipStesis de Riemann para la funcién zeta de la curva C.
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12.5.2. Dualidad Local

Sea O un anillo local noetheriano completo y sea x el punto cerrado de X = Spec O. Pon-
gamos U = X — x, y para todo O-médulo M pongamos M* = Homj (M I), donde I es una
envolvente inyectiva fijada de O/m. Determinemos ahora el dual HY (X M)* de los grupos de
cohomologia local en términos de los morfismos a un complejo dualizante local D.

Tenemos una sucesién exacta 0 — HY(X,M) — M — M{U) — HXX,M) — 0, y
H2(X,M) = H'p—1(U, M), p > 2. Luego si consideramos un recubrimiento finito de U por
abiertos basicos, el correspondiente complejo de Cech C”(M |7) es una resolucién aciclica de
M |, v los grupos de cohomologia del siguiente complejo K*®(M):

KO(M)=M — KN\M) =T(U,C'M|y) — ... — KP(M) = L(U,C*""'M|y) —

son los grupos de cohomologia local HY (X, M). Ademds, KP(M) es un funtor exacto y conmuta
con limites inductivos (p. 244); luego por el teorema de representabilidad de Grothendieck,
KP(M)* es representable por un O-médulo inyectivo D7P.

Teorema de Dualidad Local: Euziste un complejo acotado de O-médulos inyectivos lA), lla-
mado complejo dualizante local de O, tal que para todo O-mddulo M,

(K*M)" = Homg (M, D).
Corolario: HY(M)* = Ext(_jp(M, D).

Teorema: El complejo dualizante local de un anillo regular completo de dimension n tiene un
unico modulo de cohomologia no nulo, H™ nD~O.

Demostracion: HPD = ExtA (O,D) = HE(O)* = 0 cuando p # n, y H*(O) es una envolvente

inyectiva de O/m, asi que H”(O) ~ 0" =0 (p. 317).

Lema: 5i O' es un cociente de O entonces Homg (O' I) es una envolvente inyectiva del cuerpo

residual de O'.

Demostracién: Sobre la categorfa de O'-médulos de longitud finita, F(M) = Hom oM, I) e
exacto y F(k) ~ k; luego se corresponde con una envolvente inyectiva del cuerpo resmlual

lim Hom 5 (O'/m'",T) = Hom (O’ I).

Teorema: Si O es un cociente de 5, entonces el complejo dualizante local D' de O es
D' ~ Homy(0', D).

Demostracion: Consideremos el recubrimiento de Spec O —x por abiertos basicos inducido por
el recubrimiento fijado de U = SpecO — x, y la envolvente inyectiva Hom 5 (O/ I) del cuerpo

residual de O'. Para todo O-médulo M, ponemos M' = M ®45 O'. Entonces,
Hom (M, D') Homg, (M, D’) Homg ,(K*(M'),Homg (O’ 1))
= Homg (K*(M'),I) = Homg(M', D) = Homg (M, Homy(O', D)).

Corolario: Sea Dx el complejo dualizante de una variedad proyectiva X sobre un cuerpo. En
cada punto x € X, la completacion de la fibra Dx , es casi-isomorfa al complejo dualizante local

132, del anillo local completo 6)(’;5.
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Demostracion: Si X es un subesquema cerrado de un espacio proyectivo Py, entonces tenemos
que Dx = RHomOPd (Ox, Q%d) y

Dx . = Rﬂomopd’m(OX@, Qﬁll’d,m) ~ RHOInO]Pd’x(OXJ, O]Pd’x),

porque D, es una resolucion inyectiva de Q%d . =~ Op, ; cuando D es una resolucién inyectiva de
d
Qp,-
Luego la completacién de Dx , es RHomalP (Ox,2,0p,2) = Dy.

"

Corolario: Si O es un cociente de un anillo reqular completo (3, entonces el complejo duali-
zante local D' es un complejo acotado de médulos inyectivos, con mdédulos de cohomologia finito
generados.

Demostracion: Los O'-médulos Ext%(a’, D) = Ext%(a’, O) son finito generados.

12.5.3. Bidualidad

Definicion: Sea O un anillo local noetheriano y sea D un complejo acotado de O-médulos inyec-
tivos (o cualquier complejo acotado de @-médulos casi-isomorfo) con médulos de cohomologia
HP(D) finito generados. Pondremos D(—) = RHomp(—, D), y decimos que D es un complejo
bidualizante de O-médulos si el morfismo natural M® — DD(M?®) es un casi-isomorfismo para
todo complejo acotado de O-mdédulos M*® con médulos de cohomologia HP(M*®) finito generados.

Teorema: Un complejo acotado D de O-mddulos inyectivos, con modulos de cohomologia finito
generados, es un complejo bidualizante si y sélo si el morfismo natural O — DD(O) es un
casi-isomorfismo, O ~ Homg,(D, D).

Demostracion: Si D es un complejo bidualizante, basta poner M = O en la definicion.
Reciprocamente, si M es un O-modulo finito generado y L* — M — 0 es una resolucion
por moédulos libres de rango finito, por hipétesis el morfismo LP — Hom®(Hom(LP, D), D) es un
casi-isomorfismo.
Por el teorema del bicomplejo, también lo es L* — Hom®(Hom®(L*, D), D),y M ~ DD(M).
Finalmente, procedemos por induccién sobre el nimero de componentes no nulas de M*® vy,
si MP es la componente no nula de mayor grado, tenemos un diagrama conmutativo de filas
exactas

0 MP M*® M*® 0

T

0——> DD(M?) —> DD(M®) — DD(M®) —=0

Como MP — DD(MP) y M*® — DD(M?®) son casi-isomorfismos, también lo es M*® — DD(M?®).
Corolario: Si O es un anillo local reqular, un complejo bidualizante es O.

Demostracion: O admite una resolucién inyectiva finita porque Ext$(M,0) =0, n > dimO, y
el casi-isomorfismo O ~ RHom(RHom (O, O), O) es evidente.

Corolario: Todo complejo bidualizante de un cuerpo k es casi-isomorfo a k, salvo cambio de
grado y casi-isomorfismos no candnicos.
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Demostracion: Todo complejo D de espacios vectoriales es casi-isomorfo a su cohomologia
H(D) =®,H?(D),y
k ~ Homy, (D, D) ~ Homy,(H (D), H(D)).

Teorema: Si D es un complejo bidualizante de O, entonces un complejo bidualizante de cual-
quier cociente O es

RHOmo(@, D)

Demostracion: Si Q es un O-médulo inyectivo, entonces Homep (O, Q) es un O-médulo inyectivo.
Terminamos porque para todo O-moédulo M tenemos que

Hom$, (M, Homp (O, D)) = Homy (M, D).
Corolario: Todo cociente de un anillo local reqular posee un complejo bidualizante.

Corolario: Sea Dx el complejo dualizante de una variedad proyectiva X sobre un cuerpo. En
todo punto x € X, su fibra Dx , es un complejo bidualizante de Ox ,-modulos, y tenemos un
casi-isomorfismo natural

OX ~ RMOX(Dx,Dx).

Demostracion: Hemos visto (p. 345) que Dx 4 =~ RHom@Pd’z(OX@, Op, «); luego es un complejo
bidualizante de Ox ,-mdédulos.
Finalmente, Dx es casi-isomorfo a un subcomplejo coherente (p. 340), asi que

(RHomp, (Dx, Dx)), = RHomy  (Dxz; Dxz) = Ox,a-

Corolario: El complejo dualizante local D de un anillo local completo 5, cociente de un anillo
local regular completo, es un complejo bidualizante de O-mddulos.

Nota: Sabemos (p. 345) que la completacién de D = Dx, es casi-isomorfa al complejo dua-

lizante local D de la completacion O del anillo local O = Ox z; pero ahora, usando que
Ox = Homg (Dx,Dx), podemos dar un casi-isomorfismo canénico,

D = Homg(0, D) = (R[,0)* = lim(RHomo(O/m", 0))*
= lm(RHomo(O/m", RHomo (D, D)))" = lim(RHome(O/m" @ D, D))*
— lfm(D/m"D)** = lfm D /m" D,

Teorema: Un complejo acotado D de O-mddulos inyectivos, con mdodulos de cohomologia finito
generados, es un complejo bidualizante si y solo si el morfismo natural k — DD(k) es un casi-
isomorfismo, donde k = O/m es el cuerpo residual.

Demostracion: Si D es un complejo bidualizante, basta poner M = k en la definicion.

Reciprocamente, por induccién sobre la longitud, vemos que M — DD(M) es un casi-
isomorfismo para todo O-médulo M de longitud finita, sin mas que considerar una sucesién
exacta 0 = M’ — M — M" — 0 donde [(M"),[(M") < I(M).

Ahora, por induccién sobre la dimensién de sop M, vemos que M — DD(M) es un casi-
isomorfismo para todo @-mdédulo M finito generado. Si M’ C M es el submdédulo de los elementos
con soporte en (m)g, reemplazando M por M /M’ podemos suponer que m no es un ideal primo
asociado a M, asi que existe un elemento M-regular ¢t € m, y tenemos una sucesién exacta

0— M -5 M — M/tM — 0
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Cuando p # 0, tenemos sucesiones exactas HP(DD(M) L H P(DD(M)) — HP(DD(M/tM)) =
0, y el lema de Nakayama muestra que H?(DD(M)) = 0. Ahora tenemos un diagrama conmu-
tativo de filas exactas

0 M M M/tM

T

0—— HYDD(M)) —~ H*(DD(M)) — H*(DD(M/tM)) —= 0

0

_ : . , . t t
donde & es un isomorphism, asi que tenemos epimorfismos Ker « — Ker a y Coker « — Coker «,
y de nuevo el lema de Nakayama muestra que a es un isomorfismo.

Corolarioi\El complejo dualizante local D de un anillo local completo O es un complejo bidua-
lizante de O-mddulos.

Demostracion: Tenemos que D(k) = RHomg(k, D) ~ (RT,(k))* ~ k* = k; luego DD (k) ~
D(k) ~ k.

Teorema: Sea k = O/m el cuerpo residual. Un complejo acotado D de O-mddulos, con mddulos
de cohomologia finito generados, es un complejo bidualizante si y sélo si existe un niimero entero®
n tal que

k p=n

0 p#n

Demostracion: Si D es un complejo bidualizante, entonces RHomp (k, D) es un complejo bidua-
lizante de k; luego hay un ntmero entero n tal que Ext(k, D) = k, y Extp)(k, D) = 0 cuando
p#n.

Para el reciproco, es claro que k — DD(k) es un casi-isomorfismo, asi que s6lo hemos de ver
que D es casi-isomorfo a un complejo acotado de O-mdédulos inyectivos.

Primero probamos, por induccién sobre la dimensién d de sop M, que Ext%(M ,D) =0,
p ¢ [n — d,n|. De nuevo podemos suponer que m no es un primo asociado a M, asi que tenemos
una sucesién exacta

Extf,(k, D) = {

0— M~ M — M/tM — 0

y una sucesién exacta Ext}, (M, D) iN Extf, (M, D) — Ext%fl(M/tM, D) = 0 cuando p ¢
[n — d,n]. Luego Exti, (M, D) = 0 por el lema de Nakayama.

Ahora, si D ~ I® es una resolucion inyectiva, terminamos si vemos que los ciclos Z" = B" son
un médulo inyectivo cuando r > 0. Consideremos los complejos K®: ... I" 1 = I" =0 — ...
y K®: ... I""' - B" -0 — ..., de modo que tenemos sucesiones exactas

0— K*—K*— B [—r] —0
Ext), (M, K*®) — Extly™ (M, B" 1 [—r]) — Ext, 2(M, K*)
donde M es cualquier O-médulo. Cuando r >> 0, tenemos que Extl, *(M, K*) = Ext}, *(M, D) =

0y Ext?;l(M ,K*) =0 porque K*® es un complejo inyectivo sin términos de grado > 7.
Luego 0 = Ext};" (M, B""1[~7r]) = Ext, (M, B™+Y) y B! es un médulo inyectivo.

Corolario: Un complejo acotado D de O-mddulos es un complejo bidualizante si y sdlo si D®05
es un complejo bidualizante de O-maodulos.

5y cambiando el grado de D siempre podemos suponer que n = 0.
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Demostracion: Ext%(k:, D ®p 0) = Exth,(k, D) ®0 0= Ext?, (k, D).

Teorema: Si existe, el complejo bidualizante D de un anillo local noetheriano O es unico salvo
isomorfismos (no candnicos) y cambio de graduacion.

Demostracion: Sea D' otro complejo bidualizante de O-médulos, y pongamos
D'(M*®) = Hom%(M*®, D").
Consideremos el morfismo natural (donde el producto tensorial estd derivado)
M* ® D'(D) = M* @ Hom*(D, D') — Hom*(Hom*(M*, D)D') = D'D(M?*).

Como es un casi-isomorfismo cuando M*® es un complejo superiormente acotado de moédulos
libres de rango finito, también lo es cuando M*® es un complejo acotado de cohomologia finito
generada, porque M*® es casi-isomorfo a un subcomplejo finito generado (p. 340). Ahora,

D(D')® D'(D) ~ D'DD(D') = D'(D') ~ O,

y el siguiente lema afirma que Hom®(D, D") = D'(D) ~ Oln].
Concluimos que D' ~ D'D(D) ~ D @ D'(D) ~ D ® O[n] >~ D[n].

Lema: Sean K, L dos complejos superiormente acotados y de cohomologia finito generada. St
K ® L~ 0, entonces K =~ O[n] para algin entero n.

Demostracion: Podemos suponer que p = 0 es el mayor entero tal que HP(K) # 0, y que ¢ =0
es el mayor entero tal que H(L) # 0. Entonces

HY(K ® L) = HY(K) ® H°(L) # 0;

luego H*(K) ® H°(L) = O y vemos que H*(K) = H°(L) = O.
Sesigneque K K160y L~L;¢0O.
Como O ~ K®L~ O0Ki Lo K, ® L, concluimos que K7 ~ 0; luego K ~ O.

12.5.4. Teorema de las Funciones Formales

En esta iltima seccién omitiremos muchos detalles y no distinguiremos entre funtores deri-
vados R"F' e hiperfuntores derivados R™"F'.

Sea f: X — S = Spec O un morfismo proyectivo, donde O es un anillo local noetheriano que
admite un complejo bidualizante Dg (existe cuando O es un cociente de un anillo local regular).

En tal caso Dx = f'Dg es un complejo bidualizante en todo punto cerrado z € X, porque

RHomo,  (k(z), Dx ) = RHomo(k(x), Ds) = (RIsk(2))" =~ k(z),

donde s es el punto cerrado de S. Luego, para todo complejo acotado de Ox-mddulos M*®, con
haces de cohomologia HP(M?®) coherentes, tenemos un casi-isomorfismo natural

M*® — Hom% (Hom% (M*®, Dx), Dx).

Teorema: Si Y es la fibra del punto cerrado s de S, tenemos isomorfismos (el dual * se considera
respecto de una envolvente inyectiva del cuerpo residual de s)

HE(X, M®*)* = Exti/(M®, Dx) .
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Demostracion: HY.(X, M®)* = HY(S, Rf. M?®)*

= Ext,’(Rf.M®, Dg)  por dualidad local,

= Ext’(M*,Dx) " por dualidad.
Corolario: (RPf.M®) = H,"(X,Hom$% (M®*, Dx))*.
Demostracion: (RP f.M®) = [RP f,.Hom% (Hom% (M?*, Dx), Dx)] = H"(X,Hom$% (M?*, Dx))*.
Corolario: Si7: Z — X es un morfismo proyectivo y E es la fibra de un punto cerrado x € X,

(RPm.Dyz), = H%(Z,02)",
(RP7,.0z), = H,"(Z,Dz)*.

Demostracion: Sea Z, = Z x x Spec Ox ; — Spec Ox , el morfismo inducido por .
Como Dy , es un complejo bidualizante del anillo local Ox ;,

(RPm.Oz), = Hy"(Zs,Dz)* = HpP(Z, Dgz)*,
(R™Pm.Dz), = H%(Z,,Hom}(Dz, Dz))" = HY(Z,07)".

Teorema de las Funciones Formales: Si p = mOx es el haz de ideales de la fibra Y de f
sobre el punto cerrado, entonces®

(RPf M) = lim HP (X, M* ® (Ox/p")).

Demostracion: Tomemos un casi-isomorfismo P — M?®, donde P es un complejo superiormente
acotado de O x-mdédulos planos (por ejemplo sumas directas de haces Op),

(RPf.M*)" = Hy"(X,Hom"(M®, Dx))* = lfm Ext™?(Ox /p", Hom* (P, Dx))*
=IlmExt™?(P ® (Ox/p"), Dx)* =1im H?(X, P ® (Ox /p")).
Nota: Fijemos i,n > 1. Si M es un Ox-médulo coherente, entonces los morfismos
Tor;(M, Ox /p""") — Tor;(M, Ox/p")
son nulos cuando r > 0 (Artin-Rees). Luego
lim H? (X, M © (Ox /p")) = lim H? (X, M /p" M) = lim H?(Y, M /p" M),
porque los haces M /p" M estan soportados en Y, y tenemos isomorfismos candnicos
(RP £, M)™ = lim HP (Y, M/p"M).

1. RPf, M = 0 cuando p es mayor que la dimensién de la fibra Y. De hecho RPf, M es un
O-médulo finito generado, y (RPf,M) = 0, porque HP(Y, M /p" M) = 0.

2. Si f,Ox = O, entonces la fibra Y es conexa, porque en caso contrario el anillo local
descompondria en suma directa de dos anillos,

0= (f.0x) =lmH (Y1 ®Ye,0/p") = (lim H(Y1,0/p")) @ (fm H*(Yz, O/p")).

Sdonde el producto tensorial est4 derivado: los factores han de sustituirse por resoluciones planas superiormente
acotadas.
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3. Supongamos ahora que X y S son integros y que el cuerpo Xg es algebraicamente cerrado
en el cuerpo Y x (por ejemplo ¥g = ¥x). Si O es normal, entonces la fibra Y es conexa
porque, al ser f,Ox una O-édlgebra finita contenida en Xy, tenemos que f,Ox = O.

4. Poniendo X’ = Spec f,.Ox, vemos que f factoriza en un morfismo proyectivo Z — X’ de
fibras conexas y un morfismo finito X’ — S, porque f+Ox es un O-mdédulo finito generado.

5. Sea X = Spec O, donde O es un anillo local Cohen-Macaulay de dimensién d con un médulo
bidualizante wx, de modo que Dx ~ wx[—d]. Si 7: X = Proj &, I"/I""! — X = SpecO
es la explosién a lo largo de un ideal I C O, tenemos un cono C' = Spec G;O de vértice (el
subesquema cerrado definido por el ideal irrelevante) V' = Spec O/1, el centro de explosion,
y de directriz E = Proj GO, la fibra excepcional E = 7= }(V). Sea Y = 7~ 1(z) la fibra
del punto cerrado z € V.

Tenemos proyecciones naturales C — V y V — C — E, y la fibra Yy de C sobre z es un
cono de directriz Y. Como V' y C son afines, y C — V es el complementario de la seccién
nula de un fibrado de linea sobre E, tenemos una sucesién exacta de cohomologia local
(donde A es de hecho un morfismo homogéneo)

Hi(C,0c) — Hi, (C,0c) 2 Hy(C—2,00) — HIY(C,00)

| I
@O Hi(V, I/ HY (C -V, 00)
) I

@ Hi (E,Op(n))
neL
Si C = Spec G;O es Cohen-Macaulay, entonces H:(C,O¢) = 0, i < dim,C =d, y
Hy(E,0p(-n)) =0, n>0, i<d—1.

Ademas, si C' es Cohen-Macaulay, también lo es E porque C' — V — FE es un fibrado de
linea (sin la seccién nula) y, al ser E' una hipersuperficie de X, vemos que X también es
Cohen-Macaulay, con un haz bidualizante wy tal que Dg ~ wg[—d|. La sucesién exacta

0—0x(l) — 05 — O —0
induce sucesiones exactas de cohomologia local, donde n > 0, ¢ < d,
0=H{ ' (BE,Op(-n)) — Hy(X,0%(-n+1)) — Hy(X,0%(—n))
y H{(X,05(—n))* = (Rd_imwX(n_))A =0,n>0,i<d (p. 245). Por induccién descen-
dente sobre n, concluimos que Hy, (X, 0%(—n)) =0, n >0, i < d. En particular
Hy(X,0%) =0, i<d,
Rimawg =0, i > 0.
6. Cuando el ideal I estd generado por una sucesién regular (por ejemplo, si explotamos

una variedad regular a lo largo de una subvariedad regular) G;O = (O/I)[z1,...,z,] es
Cohen-Macaulay; luego Rimwwg = 0, i > 0.

7. Sea X una hipersuperficie (definida por un ideal localmente principal) de una variedad
ambiente regular Z. Si explotamos X a lo largo de un centro regular C, y denotamos p y
po los ideales de C en X y en Z respectivamente, entonces Spec Gy Ox es una hipersuperficie
de la variedad regular Spec Gp,Oz; luego es Cohen-Macaulay y Rimwg =0, > 0.
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