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PRELTXINATRES AU LIVRE DNS VARIETES
CATEGORIES DE VARTETES |
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i, Caiégories prétop:;log’iquels.
2.  Un procédé de recollément.
3. Produits catégories ‘topologiques, -
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6. Structures induites,
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8. Espaces rédui'ts 4 un point,
9. Espaces fibrés de type (8, @ Q ).
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11. €-fibrés associés
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drapsaus, ' -
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Ccmmentaires du ré&act.eur. . :
Ce rapport est destiné a esquisser les fondements fonctorn.els pour
1e 1livre des variétés, mats il sstible hors de doute que sa place Térie .

table est dens le livre de To'p. Elsm..
Une grande parhio de ce rappoz-t sera bouffée par le rapport ultérieur

de Cartan-Sammy, ndanmoins il étalt indispensable zu rédaeteur, peur

pouvolr commencer la rédact?.on des variétés,. On notera que le paragra=-
phe 1, comprend en réalité trois parties assez distinctes, Les n°® 1 2
8 donnent les généraiités sur les catégories topologiques, ; les n%® 9
& 13 les notions esseriti-ellea sur les fibrée;, enfin, les n°% 1,15 14 |

ihtpaduisent les catégories de modeles, qui ne sont que des intermédi--
eires technigues pohr consr.mre. par recol;.ement,, des vrales catégorles

topelogiqgues, (Faire attention quiil nly a pas de n° 5, mais en revan-

che un n° 11 bis).

-

_ les notions introduites dans le paragrsphe 1 sont utilisées aussi-
tét dans le paragraphe 2, gui sn est uné bonne 1llustration,, Un para- ’
graphe 3 devait donner la définition des catégories usﬁeli[.es d:e varid-
tés (en supposant econnu ssulement qualgues résu'ltats. élém;entéil;-es de
dépctoirs div#rs) et les relations entre.ces catégories de variétés,
mais le redacteur a finl par se ddgenfler, Rien que trés proba.blement
un tel pare.grapha serait finalement démenbré, il semble mdlque qutil
soit redigé prochainement (Chevalley ?), pour quton se rende compte
si la présente rédaction donné tout ce quil faut,

71 va sans dire gus le rédacteur h'a pas fait le moindre effort en
direetiop dtun style canonique.
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51. - Gatégories tepolomiquce.
j 253 catég' oOriss Eritomf gues,

seit € une catégorle, wuni d'un foncteur ig- & valeurs dans la
catégoria % ges espaces ﬂbpolmgiqims. on dit que (€ ’iG ) est une
getégarie prétomologique, et qus ig est;, son foncteur fendamental, si
les axiomes Ot 1 & CT 4 aui sulvent sent setisfaits,

CT 1) % est fiddle s 3
Reppelons (Ens, 28me Ed,, Chap.4) que cela signifie qus, si £,g 1

4 _» B sont denz @ ~morphienss tels que i(f) = i(g), alors £ = g,
ot que si f est wn isemorphigne dens '@ , tel que i(f) soit Llapplica-
tion identique de 1(A) suri(B) = i(A), alors A = B et f est le morphis-
me idan‘bit.;ue.. Pour tout X€% , soit  #(X) la classe des objets A de g .
tels que i{a) = X, on identifle alors, conformément eux conveniions '
générales relatives aux foncteurs fiddles, un A;eb'G (X) & 1'espace ¥, -
'mmi de la structure sﬁpplémenbaire‘ A", et on omebttra le plus scuvent .
A dans la not;.tinn, suivant un abus de notation couramment eiixpl@yé dans
tous les livres de notre traité, Les morphismes diun Xe8 cians un ‘,;G,G
sont donc certaines applicatiens cantinueé de l'espace X'de.ns lisspace
Y, appelées & -appli'éatiqns. '
GF 2) 1 est trensportabile,

~ Bappelens (Ens. ééma Ed, chep, L) que cela signifie-gue si-A‘eG ’
1e¥ ot 91 1 ost un isomorphisme (i,2. un hondomorphiswe) de i(A) = X
sur Y, elors il eﬁs{}s un .morphisme f dens & tel que i(f)nf', 11 wésul
‘ te alors de CT 1, que g‘ét £ ost uniqm, et appliquant 1'axiome €T 2, & |
f"l, en voit qué’ - estun isomorphi sie, On veit done qn;'un hor_néomor—

phisme £ d'un espace X sur wn cspace Y définit wie bijection *

Vh Tt S8 iy
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f de 1a classe §(X) des @-structures sur X, sur lal; classe‘g(Y).deé
4 -structures. sar Y. Pour f variable,-'f a les prc;priéﬁéa fonctorielles
usuelles. Dans tous les cas de foncteurs transportables que nous aurons
a considérer les “g(x) sdnt des enaembles (il n! y aurait donc guére
d'incorwé&ient a xnettra ceci coume condition de.ns la définition d'un
foncteur transportable) K et X _9‘8( X) est don¢ un foneteur sur 1a caté-
gorie restreinte de cé(I;e'. ‘ol on restreint les morphismes A 8tre des
isomorphiames) & valeﬁre‘ dans la catégorie "g des espaces topologiques,
c'est done une’espdce de - structure™ (Zns, 28 ed, chap,IV) - Les objets
de @ seront aussi appelés A @ —sspaces,

Rappelons enfin, dans le contexte des foncteurs tréms;:ortables la
notion de structure initiale et de structure finale ; choisissons
comme' un foncteur transporbable a valeurs dans la catégorie des ensembles
Solt X un ensamble’ solt (fi) une famlle de morphiszes, i e. d'applica=
tlons, de X dans des. Xie'g on dit qu'une ‘B -structure S sur X est

structure j.niti&'l.e pour la famille (f ), si, quel que soit Y-.-_‘g, et

1'application f de ¥ dans X, f est un S-morphiame si et cortiamarit: B 10
£,f le sont. Cette structure S est alors mainifestement unique. En par-

ticulier, on a la notion de € -structurs imdulte sur une partie U dfun

X&¥, qui est unigtement déterminde si elle existe. La définition des

‘structures finales, et en particulier des & -structures quotient, est

duale,

L

CT 3) Roit X¢$, U une partie ouverte de X, Alors U admet une ‘§-struc-
ture induite, et la topelogle correspondante de U est celle induits
par X Rt

CT 4) Solent X,Ye 4, (U;) un recouvrenent ouvert do X, £ une spnlication

v

~ -
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continue de X gg._q_s_ Y, dont la repiriction & tt;ut U; est un € ﬂlr:-
phisme ; alors f est un ¢ -morphisme, |

On déduit inmédiatduent de CT 4 ‘ :
PRGPOSITION.I.;, - Séient; X wr cspace topoloéique 4 (Ui ) un recouvrexent
ouvert de X, S et &' deux 'g-strucilmres sur X qui induisent sur chague
Ui.desV “E-atructuyes idaﬁtiqwas. Aopy 8% st,

Corvllaire, - Soieizt £ une applicstion d'un “§-espace ¥ dans un auvtre

(8;) un recouvrement ouvert de X, Pour que f soit un §-isomerphisme de :
X oee un ovvers de g faut eb 31 snffis qize f soit un monemorphisme
et que sa resiriction 3 tewl U, soit un Yg-iscmorphisme de U, sur une
partie ouverte de Y, | : ' '
Sous-catégories prétopologiques, ~ Scient &, ¥' deux catégories pré-
topologiques, Dn dit qus &’ é‘at une scus-catégorie prétopologique de @

si @'c ¥ , e le foncteur i g ©°tindvit par i et si pour

17
X,Y€€’, les G/-morphismes de ¥ dans Y coineident avec les ¥ ~morphi siae
de X dang ¥, et enfin si pour tout ocuvert U d'un X¢ @) I_La‘ G ibrubuee
induite est dans €’ ("doz_i;: identioue A la @’-structure induite), I1 |
s'onsult que ‘@’ est -complétezsnt coﬁ:ma quand on eonnait la classe
| 8’| de ses é1éments, Une sous-closse ‘@' de @ correspond & une sous-
catégorie prétopolegigue sl et seulement si elle satisfailt les conditions
suivantes :‘ |
(2) Un X& & qui est ‘é-—isoxﬁorpbe 3 un Y&/, est dans B’ .
(1) st Xe@’, alore- toute partle ouverte U de X mnie de la ‘€ <58
stx;uctu.?e induite, est duns “€’, .

2., - Un_procédé de recollement,

Noug dirons qu'un sspace X est muni d'uns “g-s’cruct\ire locale, ou

est un gw, 8% on s'est donnd un recouvremsnt ouvert (:"1){
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de X et des "g-structurLs Si sur les Uss tella fagon que pour tout couple |
(i,3) d'indices tels que UinU M, on a.it 511”1"“ }Uinu ; ég:gnt
entendu que deux telles dbmxéea (Ui’sl) et (Ut ,53) sont considérées’ cwné

definidsant 1a méme 5tructure de “gwapace local, si et séu}ement a:l l
Uy~ U4 + @ implique que 8, et 5! induisent la uue- ‘é’ -structure suz
Uy nU' (Clest bien 1& une relatidn d'équivalence’ dans i 'ensemble des sys-
témes (UPSi) gr&ce & CT 4), On d_ésigne per ‘é la clesse des € -eepaces
locaux,., Tout & -espace et un Y5 -espace local (prendre le recouvvement
de X rédult 2 un seul élément X), et deux ‘é’-aﬁrﬁctums sur un espace X
gont identicues si et seuledlent. &i Ies ‘g-suructures locales correspon-~
dantes sont identiques, donc on a ‘gcé Soit X un @ -sspace local :
définl par un systéme ("1’51” U une partie cuverte de X, alors led (Un Uss
Si]U'n Ui) définissent e!ur U une ‘¢ ~structure locsle qui ne dépend que .de

celle de X, ot appéléé Y -shructure locale induite, Si Xeg¥@, on retrouve

bien la @ -structure induite. D'aprés la trensitivité (évidente) des strué

tures indulies, on voit que tout point d'un ~€-espaee local o.dmet un Sy8-

téme fondaméntal de. vo:.ainagss ouverts gui sont dans 't? (pour ia struotuz'e

induite}. On dira qu'uns epplicetion f d'un "G -espace local  Sane il
antre est une \giapplication, ai pour tout x £ X on peut , trouver un

 wolsinage ouvert U de x et une partle ouverte V de ¥, telles que U et ¥

- soient des ~€-99pac£§, £(U) 2V, ot que £ soit un & —~morphisme de U dans :
V. D'aprés CT &) : si X,Y6 & , on  retrouve la notion donnée de ‘@-anpli-

cation, Alnsi ‘8 devient une ca.tégor:.e , de plus le fonctéur naturel i

hod s

~

ds ‘€ dans ‘fest triviale ent représentable et fidéle, et la notion de

‘structure induite Sy gur un owvert U « X introduite plus haut est bien
celle qui se déduit de la donnée de i et des morphisdmes dans g S
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Cela s:lgnifie en effet qua e Y est un"g-mace losal et £ une appliea&
tion continue de Y dans U, alors £ est un ‘€ <morphisme de Y dans U si st
seulsment si c'est un 'é’-morphism de Y dans X, ce qui résulte facilemen'l
des définitions. Enfin, la vérification de l'axiéme CT 4) pour '6 est
austi trivials, ainsi @ devient une catégorie Erété pologique. Dfailleur:

‘g en est une sous-catégoris prdlocale. On dit aue ‘€ est sursaturée
gl & = ‘é » Adnsi ‘é qeﬁ une catégorie prélocale sursaturée, dite
associée & ‘G . ; |

PROPOSITION 2. - Solt X un ensenble, (U,) un recouvreient ds X par des
enssmbles U; munis de & ~structures S;e On suppf;»se que si U, nt ¥ B,
»UinUJ est la réunion d’enspmbles W ayant les propriétés suivamtes s W -.
est ouvert dans Uy et Uj, et S, | = S,|W. Alors 11 existe sur X une - |
6 -structure locale S et une seule telle goe lss- U; solent des partles
ouvertes de X, et §; = S‘Ui pour touf, i. La topologie soua-jacénte est 1g
topologie pour laguelle les Ui sont ocuverts et induisent sur chawgue Ui
la to;pologie de Uy, :

Considérons sur X la topologie T la moins fine induvisant sur chague

- U; une topologie soins fine que la topolozle T; de U;, Montrens cue les
Uy sont ou;}erts pour T, et ‘que Tl Uy = Ty. Pour ceci, il suffit de montrer
que si V est mé partie’de U; ouverte pour T,, alors V est ouverte pour
Ty- 1.0, Va!}j est ouvert pour T;} quel que soit j. Or Uin UJ est 'néunion
d'ensembles W, ouverts pour Ti ‘at TJ s sur lesguels 5y et 8 3 donc aussi
7, et T, coincident, il suffit de montrer que ‘pour un tel ¥, W r;V eét

J

ourert pour T, (Val, étant la réunion de tels WnV). Or WAV est ou- ;

vert dans W pour T:!." do?;c pour TJ, donc aussl ouvert dans Uj_ pour '1‘3.
Il reste a prouver seulement que &i U;jAU, # f, alors Sy |UynU e sj\uinujy
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Or, pour les W de l'éxion_cé, oes deux ~& -structures sur Uy n Ug induigent
la mﬁnp ’g-atmctum sur ¥, elles sont done identiques eq:‘vertu de prop.l.
Te rédultat d5Md§é de iﬁ' prop.2 résulte aus&itét de la prop.l,car on
v‘nit que la topologie ‘assoc-ziéer 4 S ne peut 8tre que T,
34 - Produits - Caté@ries togglggigues.
Soient X et Y deux & “sspesss, Confornéwert aux dsfinitdons générale

(Ens, 28me edt. chap,IV) on dit que Xy ¥ admet une - -structure produit

sl elle aimet une ‘B -structure initiale pour les spplicsbions de projec~
tion Xx¥ _oX et Xx¥_5 Y3 alors X »Y, nuni de la € ~structure pro-
d!;it est aussi un produit de X et” Y dans la catégorie € , i,e, les g-

morphismes d'un Zé % dens Xx Y correspondent bilunivoquement aux Gbuplea ;
de morphismes de Z dans X et dana Y, On dit qu'une catégorie prétopologl-
q\w € est une catégorie topolozique si elle satisfait & 1'ax1.ome suivant
Q_‘!‘ 5) - 81 X,Y sont deux € - ~espaces, XxY admet une Y8 -structure produit

Dfaprés les propriéiés générelss sur les produits dans vne ca,tégbrie >
(ioc. cité) le produit de ‘g-es;'aaces est commutatif, et aaso;:iati;f 3
cl‘l apres la transitivité gieé structures initiale§, 'si U est un ouvert du
G ~espace X et v nn oufut du ‘E-espace T, alors U xV est un ouvert dn
g -espace - Xx Y, et la € -structure induite est identique & la ‘€ -
structure goduit; de U et V. Le. fait que UxV solt ouvert résulte du fait
que les préjections de_ XxY sur X et Y, &tant des ‘g-ap_piications, sont
contimies, aén d'autres termes, :
PROPOSITION 3. - Sedent € une catégorie topologique, X et Y& 3 1a topo-
logle de Xx Y assoeiée_ h' sa '€ -structure est plus fine que la topologie
produit des topolog:lét_i de X ot Y. .
_On fera attention qu'elle peut 8tve strictement plus fine, Sauf hen-

tion expresse du contraire, quand nous gon_s_idéz‘erons ure topologie sur le
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produit de deux -5 -espaces, ce sera celle associée 3 la @ -structure

produito
péfinition 1. - Solt ¢ une catégorie topologique, Un € -espace X est.

i

dit séparé si la diagonale de XxX est fermde,

11 suffit pour ceei que la diagonale solt- ferméé pour la topelogie
preduit, i.e, que 1a topologie de l'espace X soit séparée, (et cette con-
dition est sussi néce_ssa:l_.re dans le cas, peu ir/ltéressant\du rveste, du la
topologle de Xx Y est identique & la topologie preduit}. Si X est un§ -
espace sépard, toute pa.rt:l.e‘de X qui admet une ¥§ -structure induite,
en particulier toute partie ouverte de X; est un G -aspace séparé, le
produit de deux'@—eapaces séparés eost séparé, car la disgonale de
(XxY) x (XxY) est 1l'intersection des images réciproques des diagom.i_es
de XxX ot YxY par lés’ applications de proj-ecti.on, qui sont continues,

Une catégorie locale est dite séperée si elle satisfait a &

CT 6) Tout' ¥€®  est séparé. T )
Sous-catégordes topologigues,

Soient € et B’ deux catdgories topologiques, cn dit qus ‘€’ est uns
sous-catégorie topologique de ‘£ si c'est une sous-catégorie prétopologhs
que (ef. n®1) et si pour X,Ye €', la @'-structure produit sur ¥xY¥ est
identique & la 4 -struci;,ure prodéit, Pour qu'une sous-classe B de G
provienne d'uvne sous-catégorie topologique, il faut et il suffit q;'elle
satisfasse aux eonditions (i) et (ii) du - n% et & la condition sui-
vante : :

(ﬁ;i) Si X ot U sont dans €', alors Xx¥ (qui est dans“Sa priori) est
aussl dans €', '

(Clest trivialement nécessaire i et c'est suffisant, car on vérifie
auesl.t,&i que la ‘e;stmcture prodult est aussi une ‘@‘-struct_ure pro;iuit)
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B Xed 8} rev:i_.enf alors au mdme de dire que X est séparé dans &’ 2
ou dans & . ; : :

. Solt par exemple VA une catégorie locule, soit o la classe dgs G -
espaces séparés, alors les coné.itions (1), (4i) et (iii) sont satisfaites,
donc 3 | ‘
PROPOSITION L. = IA. classé G°® Ges ‘@-sspaces séparés est une sous-catége
rie topologique séparde de la catégorie topoloéique ©

k. - Produits de & -sspaces locaux, Catégories topologiques saturées, pes-
\ faites,

PROPOSITION 5. - 81 & est-une catégerie topologiqus, slors ¥ est s
catégorie topologigue,et € en est une sous-catégorie topologique »
Solent X et Y deux g -espaces locaux, (Ui) resp, (V )) vn recoutrrenent
de X (resp, Y) par des omrerts qui sont des ‘B-espaces, Alors Xx Y est un
ensemble recouvert par les enseiibles Uy » V;j’ qui d'ailleurs sont munis de '
“® —structures produits, La proposition 2 s'appliq\.le, et on trouve sur
AX_:;Y une unique '6 -structure locale telle qus les Ui x V., solent des 611-

J
verts, et leuxr g -structure la structure induite, Je dis gque muanil de cette

¥ _structure locale, X et Y‘ est un produit de X XY eu sens de ’é . Soit
en effet, £ une applicatidn dtun G -aspace local Z dans X xY, il faut mon-
trer que f eet un morphisme sl et seulement si ses compusantes le sonb,
Clest évidemment nécessaire,. oar les projections de Xx Y sont manifestement
des G -morphismes, G'est suffisant, car alors les images réciproques des
Us % VJ sont ouvertes, on peut aiors se rgméner anssitdt au cas ou 2 est :
un Y'-espace ot £(Z) contenu dans un des Uiuvj, auquel cas c'est luné.diat,
fleste & vérifier pour ¥ plongé dans é la condition (iii) du mméro précé-

dent, ce qui est imnédint,
On dira que la ca.tégorie topologique € est saturée si ells se.tisfait
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3 la condition suivante 3 |
CT 7) Tout ‘& tespace local séparé est un € —espace, i.e. ‘ésc. €.
Uf;e catégorie topoiogique est éite feite , si elle est sdparée et

saturée (i,e. satisfait aux axiomss OT 1) X GT 7)), Une variante de uettq

notion » rencontrés en Gdométrie Algdbrique, estcélle de catégorie “loca-
somi-parfaite , et obtenue en remplagant CT 7) par 1l'axiome le plus
faible 3

CT 7 bis) Tout f-e_s_ggce local séparé, rédunion d'un nombre fini d!ouvert

qui sont des ¥ -espaces, gst un ‘4 ~sspace, et tout g-—_e_gggg
est_un eﬁca_de‘ Zariski. - -

Rappelons qu'un espé,ee topologique est dit un espace de Zariski si
toute sulte croissante de parties.ouvertes est statlommaire), |
PRO§OSITION 6. - Soit & une catégorie topologique. Alors la catégorie

gs des 'g-éSpac;s locaux séparés est une catigorie locale parfaite,
| Clest en effet, une catégorie iacale, séparée (.prop.z;) et manifeste-
ment sg.turée. |

Nous dirons qu'ux.ze catégorie topologique est recollable, sl - elle est
soit sursaturée, ao:Lt parfaite, soit semi-_-par:faite.

6. —-_Structures induites.

Dans la suite de ce § , & désigne une catdgorie topologique fixde
Soit X un “G-espace, Y une partie de X, Conformément aux définitions. gé-
nérales (Ens, 28 ed, chap,IV) on dit qu'une ¥ -structure sur Y est _i_§~
duite par cells de X, ou simplement induite par X, si cv'est une siructurs
initiale pour l'applicgtion £ de l'enseuble Y dans 1§ & -espace X,-
(.B. - le foncteur fondamental 1, de & est dono considéré ici comms
foncteur 2 valeurs dans la catégorie des ensembles), On fera atiention
que la topologie sous-jacente 2 la atrqct.t_nre'induite n'est pas

-
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nécessairemnt. la topologie induite (gdodésiques du tore }) . Happelona
(Ens., loc cité) les rait_s_s_z.uvan,ts 3 (1) Soit X un & wespece, Y une
partie de X adm'e.ttan.tfm'e € ~structure induite, et 7 ude partie de Y §
Pour que Z admette wne structurs induite dane Y, il faut et il suffif qut
i1 admette une struéturo induite dans X, et soe deux ;tmcbures 1ndu.'fv.£as'._
sont alors identiques ; (1i) Soiant X, (i=1,2) des g-espacas, solt Ii
une partie de X; admettant une & -structure- induite, alors. le ‘1’2
est une partie de ilx 32 a.émetta.nt une ‘é-structure induite, identique
ala {-amgtm produ_it de ¥, et T = Vodcl un fait spéciel au contex
te des catégories locales § '
PROPOSITION 7. = Soit X un -8-e.pace, Y une partlo de g, S Y tdmet une

% -structure 1ndu:l.te alors pour tout ouvert ch, UnY est une partie
de U admettant unee'structm'e induite, identique & la & -structurs induiﬁ
sur Un Y considéré comms partie ouverte du @ ~espace p Racivroquemnt
supposcns que e solt recollable, et gue X admette mn recouTrenent omrt

{(U;) tel gue pour tout i, T, nY soit wne partie de U, sdmettent une ‘6 i

structure induite, Alors Y aduet une & -gtructurs induite, : :

- Appliquons (i) & Xo¥aUAY ; comms UnY est une partie ouverte dg ¥,
comé image imverse de 1l'ouvert Ug X par ltapplication d'inje‘ation Y-..p.x‘.
qui est continue, Un ¥ adnvlat wne € ~structure indulte dans ¥, donc- ausAsi‘
dans X, ot sos deux 6 -stmctures sont égales, Appliquons mainteant (1)
) X':U: UnY, il s'onsuit. que UaY & une structurs induite dans Uy identi-
que & sa structure :lnduite dans X Seit minbtenant (Ui) un recouvrensnt
ouvert de X, tel que pour tout : ¥ Ui nY ait une struct.ure induite dans Ui
(ou dans X, cela revient au méme dlaprés (i) ci-dessus), }’on'brons d'abox'd
que Y admet alors une *G-stmcture induite, ou € ost 1a catégorie. topou.n
* gique surssturde usociée A X. Soit Y, - 01" Y‘, montrons que les !-,t.
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satisfont A la condition de cchérence de la proposxtian 23 c'est A dire
e TyA Yy est cuvert dans Y, paur tout couple (1,3}, ot que lcs ‘@ .

stmctures irxduit.es sur Yi"‘YJ par T, et Yj sont 1lés msmes or Y"‘Ij'

est 1'1mage réciproque de la partie ouverte U, de X par 1'app11cation

J
dtinjection ¥, .5 X qni ‘est ocontinue, elle est don¢ bien ouvorte ae pln

b

1a structure induite sur Yi" par T; est identlque & celle induite
par X d'aprés la propriété de trensitivité (i), donc eussi identique 2
le € -structure ixidui:te_lpa.r YJ. 11 existe donc une @& -st;ructure lo- |
cale sur Y, pour laque‘]..lezles Y, solent des parties ouvertes, et les
structures induites sur lea Yi soient les structures induites par ;R
Montrons que c'est 12 une ‘@ ~structure induite par X sur Y. Tout l
'd'abord, en veriu de CT L) » 1l'epplication d'injection Y., X est un more
phieme, i1 reste done 2 montrer que si £ est une application d'un;;é -
espace 7 dans Y;, qui soit un morphisme de 7 dans X, clest un morphisme
de Z dans Y, Par J,oqa;i'sation, on peut supposef aque Y€€, et de plus
que £ appllque Y dans un des Yi. Kals comme la ¥2 -structure de Yi est
iriduite par celle de X, £ est un morphisme de % dans Y, donc sussi de
€ dans Y. Notons ma.mtenant gue sl la 'g ~gtructure l&ca..e wise sur Y,
1nduite par X d'apres ce gui précéde, est une é- structure, ce sera
aussi une —6_—-structv.tre induite, Or ceite condition est remplie trivia-
lement si- € = 3 i.e, 8i € est sﬁréaturéa. Elle l'est aussi si % est
parfaite, car il suffit de prouver que ia ‘g--sfructﬁre lgeale de Y
est séparée, ce qui résulte au fa.tt que celle de X 1'est et ds la
PROPOSITION 8. - Soit f un morphz.sma injectif d'un € -espa.cé local Y |
dens un autre X, Si x.esb séparé, Y est séparé,

En effet, la..diagqnale de YXY est 1'image réciprogue de celle d&

- v A ' 9 F 4 v’ | 4 4 £ 2
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Xy X par 1'application fx £, Comie cette dernidre est continue puisque
alest un morphi;snie, et que la diagonal'e.de XX X est fermSe par hypothdse
il en est de méme de eﬁllp de Ty Y, Cela prouve lg pl':éposition 8, ot
achéve en mSme temps la Mpstrati@ de la proposition 7,

- ¢ -Structures guoti ent.

Seient X un -& -espace, R une relation d'équivalence dans X, Y = ¥/R,
f 1l'epplicetion canonique de X sur Y, Conformément aux définitions géné—~
rales (loc, cité) on dit ou'une ¥ -structure sur Y est guotient de celle
de X, si clest une structuro finale pour l'application £ du \geespe.ce X
dans l'ensemble ¥, R&ppclans- les fais suivants (Loc.cité) 4 €1) Soit ¥ un
ensemble quotient du @ -espace X, sdwettant wne ‘€ -structure quotienty .
et soit Z un ensemble quotient de Y ; pour cue 2 admette une €-structut§*
quotlent en tant que quotient de Y, il faut et il suffit qu'il en admette
une en tant que quotlent de X, et rea doux structures quotient &-ont 1den-
tiques, (ii) Un Buchsbaum pour e (11) du- numéro précédent, pour ie plai-_.
sir le 1'oeil, (I1 ¥ esf..' guestion de € -espace somme de deux autres 4,
11 semble bien que dans une i:rcchaine rédaction, on devra dire un ou deux
sorites sur les espaces somre : Sous-brucs, quotients et produits de som-
mes sont ce qulon panse). ‘ |

Faute d'un analogue, pour la prop.7, la notiom de ‘€ -structure quetient
n'a pas toute la éduples;e qttm lui sduhaitere.it. ‘Qu'd cela ne tienns,
on va ltassouplir & l'instant, _ :
Définition 2, - Soient X un @ —espace muni d'une relation d'équivelence
MR, 0 1'app]_1cétion_canm1que de X sur T % XfR. On dit qus ¥ o3t vn B

espace quotient de X, sl Y adwet une ‘g—structure quotient, satisfalsant

a la oonditim suivante : la topologié sous—jacente du & ~espage T est 14
: topologie auotient de celle de X, et pour toute partie ouverte U de Y,
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la € -structure induito sur U par Y est une 8 ~structure auotient
2 1w,

Cette dernidre condition s'énonce auesi ainsi 3 Si une application

g de U dans un @ =espace 7 est telle que gf ost un morphiswe de X dans

Z, alors g est un morphisme de U dans Z. Cet énoneé reste alors vrai

sl Z est seulement un & -gspace local, comme on vérifie aussitdt , p
(done Y est aussi un éiaépace quotient de X). TL est trivial i ‘partir
de la déPinition que si Y @st un Weespace quotient de X, alors toute
partié cuverte U de Y est un B-espacs quotient de £7-(Y) (et se struce
ture quotient esteelle induite par Y), De mime, il est immdiat @é ..

Y est un- ‘g-espaca quotd t de X, Z un E-e Space quotient de Y, alora

Z s'identi.fie aussi & un & -espece guotlent de X.

 PROPOSITION 9. - Solent ¥ un 6 —espace, R ine relation d'équivalen--
ce dans X, £ 1'application cancnique de X sur.Y = X/R. On tunit X/R de
‘1la topoiogio quotient , €t on suppose que X/R -esb réupion ﬁ’ouverts: di

e ik 2 ~
tels que Ui seit un g-éapqea quetient de f ,1('811. Alors Y est mn € -

espace qubbﬁ.ent de X. ¢
‘En effet, Uy et Uj induisent la m8me structure sur leur partie cuver

te Uin ) .1’ & savolir la '6-8tructure quotlent de f l(U nl.). 1L existe

g
dgnc une 3-structure sur Y dont 1a topologle sous-jacente est calie

de Y, et induisant sur les Ui la ‘g-structure qui y est dopnée, IL! a.pph-
cation f est un morphime de X dans Y, pulsque gsesg restrictiona aux par-
ties owert.es i (Ui, recouvrant X le sont, Pour prouVer que Y muni de -
sa -é -structure-est bgi.on un '@-—espace quotient, il 1_‘este & montrer gue
si g est une apolieation‘d'u;le partie ouverte Ude ¥ dans un é -espace 2,
telle e gf soit m mrpl‘ums de £ 1(u) dans 2, alors g est n morpiiem

de U dans Z, Il suffit pour ceci de pINUVEr que se- restriction 2 chmque
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UnD; est un morphime,'pour 1a 6;strusture induite par U. Or clest aus
si celle induite par Y, donc‘ celle induite par-U;, de sorte qu'on est
ramené a monbrer que l'applicat.lon gf de f 1(UnU1) dané Z est un mo:
me, ce qui est bien le eas puisque ctest la restrictlon d'un morphi sme
de £71(U) dens Z.
Corellaire - Sipposons € pecollizble, Soient X un ‘€ -sspace, R bne relss
tion d'équivalence dans vx, £ 1 plication canonique de X sur Y = X/R. On :
lmmit Y de la topolog:le quotient et on suppose que pour teoub couple de .;
‘ldeux pointsde Y, exis‘ba un ouvert: U les contensnt tel que i3 aoit m B
espace quot.ient de f l(U) Alors Y est un ‘g-aspace quotient de X, ‘ A

On sait déjd en vertu de prop.9 que T est un ‘€~83pa.ce quotient,de X,
il reste donc 2 montrer que Y est en feit un ‘g-:eapace. On psut guppo.sgr'
" parfaite ou sémi-parfgite. Dans 1e denxidue cas, oh voit Aussibft que
Y eéﬁ reéouvert par un nombre fini d’ouvérrbs U qui sont des ’g-espa‘neé
quotients des f 1(0), Done on est ramené. & prouver que Y &st séparé. or

A S

tout couple de deux points de. Y est contenu dans un ouvvert U tel que U
soit (pour la g-structum indulte par Y) un & ~espace guotient de £ 1(0)
et en particulier séparé On en conclut auss}.tot que ¥ est séparé , en 5
vertu du lgme suiva.nt,. dont la démonstrauon est laissée su lecteur,
Lemme - Soit Xe€ é . &lpposons gue pour tout coupie de deux poliuts de b &
exlste un ouvert les contena.nt qui soit séparé pour 3.a “é -structure ine-
duite, Alora X est un ‘G -espacte sdparsd.

La notion de "viarié‘bé quotient” utilisée par Chevalley dané son séld.w
naire n'est pas équivalente a celle de le de‘;f'init_ion 2, et n'est ns plus
forte, ni moins forﬁe-’;’elle ‘peut. sénoncer on termes morphiques, mais
ls condition est assez canularesque. Zn rerrforcant 1légdrement 14 défini-»- |

tion de Chevalley, on ohbient. ia notion wivante, gue paut étrc 11 faudra.
ety

- A
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subetituer & 1a définktion 2 : Y = X{R est dit tn & ~2space guetient
strict de X, si pour toute. partie ouverte U deX, UIEU admet une @~
structure quotlient, et l'appliqat:.on canonique UfR,» X/R est un iso-
* worphisme sur une partie ouverte de X/R; (C'est‘ is conditi‘n. Chevalley,
plus le fait que 1'applidation x_,, X/R soit ouverte), Nous n'utilisew
rons cette notion que dars la propveition suivante 3
Tmoposrrm 10, - Soit X'hri-"é-éSpace muni d'une relation d'équivalence
ouverte R. Soit T = XfR mumi de la topologie quotient, et soik £ 3 X4¥
1l'application eanonique. Les conditiona suivantes sont équivalentes.
2) X[R est un £ -espace quotient striet ds X. ,
b) Pour tout (x,y)eft, sxiste un ouvert W contenant x et y, tel que
W/R, soit un @ -espa#e quotient striet de W. :
¢) Pour tout (x,y).éﬂ, existent des volsineges ouverts arbitralrexent
petits U de x et V de ¥, tels que £{uU) = f(v), que U/ RU at V/Izv

soient des "g-espaoes quotients de U resp.V (déf 2) et gque 1llappli-

e

cation composée U]RU — £(0) = £(V) —» V/ﬂv soit un isomor_phisme..
Démonstration, - L'lmplication a) = b) est triviale, il suffit de pren-

dve un voisinage ouvert W! de £(x) = f(y) tel que W soit un @-es;oace
pour la structure induite par Y,: 6t de poser W = £ 1(¥'). Prouvons '

b) s»c). Soit (x,¥) €R, soient U, un voﬁﬁinage ouvert de x, V_  un voi- :
sinage ouvert de y, elors'f(Uo) .et f(Vo)‘SOnt des volsinages ouverts de .
gz = f(x) = £f(y), donec A = f(U )nf(v ) sst un veisinage ouvert de g,

W étant ‘comme la conditian b), en peut supposer Uecl, Vg c;l Soit
VU ni’ (A), V= ¥ at (A), on a alors i‘(U) = 2(V) = A ; dleutre pax-t
gowme ¥R, est par hypothdse un -€-sspace quotient striet de W, et que -
U es’é un ouvert .de W, il en résulte que U/Ru &8t an ‘g-espace quotie:;t 2

.....
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V/R, est un B-espace quoient de V d'identifisnt 3 A, d'oh réeulte que
UetV satisfont sux édxditicns exigées dans o), Prouvons enfin que ¢)
implique a), Pour toub ouvert UeX tel que U/R; soit un @ —ospice quos -
tient de U, solt %0 £(U) muni de la styucture de ‘géespaca déduite de .
colle de. uf Ry par transporb de structure, Corme la topologie _sSus-jacente
du ‘g-espaée U/RU_-est le topologie guotiont de U, et que f est owverte,
1a topologie de & wsgpace Y; est cells induite par Y. L'hypothése impli.
que que la rdunion des T, est T, Nous a]:].ms nontrer gue la femille des
IU satiafait aux conditimg. de cohérence de prop.2 r° 2, Soit |
26Tyl , enaz= f(z) = £(y), avec xgU, y&V. On péut (par hypethése)
trouvar des ‘voisiﬁagos aﬁverts U U'ci.e x et VgV ds y, tels que .
Y = Iv'.(a.veo identitié aussl pour 1iss ’g-stmc‘cure_s), c.'est. uns par- |
tie ouverte W de ¥, done do b A8 e'\b" T4 c;ontanant z, il reste a_mbx‘ztre‘r que
sa ‘6 ~structure est celie induite payr Yy done aussi celle 1ndui‘l;e par
Y\f, de’ pirks que ces deux ijrtiotures induites coincident. Cela nous raméme
& montrer que dans le cas o UcV, la ‘g-st:ucture S de YU.est identi- |
que & 1a € -structure S' fnduite par celle de Y. Il st immédiat quislle
est plus fine que la a_;i;'uctum'induit_e, il reste 2 montrer que l'épplica-.
tion idant;ique de (!U,S!) d:g’ns e fIU,S) esﬁ u.n morphisme, Comue IF est
un -6 -espage quotlent de V, cela sighibie aussl gue lfappllcation corres~
pondante £ de V! = ¥V A f’l(!u) dgris Yy est m morphisne, et pour.ceci_.. '
il suffit de vérifier que tou% péin’t -y de V' a un voisinage oweﬁ
v

1
que f(x) = £(y), il existe alcrs des voisinages ouverts v‘lc-v de y et

c V' tel que £' |V, soit wn morphisme de V, dans T, Or soit x¢U tel

U, CU de x tels que!ulc Y (identique de “G~ospace). Or £' |V, est
w) morphisme de ¥y dans Y, donc aussi dans Yul 5 -Gone aussi un morphisme

T My
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de !v dans YU Cela achéma & montrer. que les conditions de prrop.z sont
_ aatiefml.tes. I1 exisbe par euite sur g 3 unee;stmctum locale unique pour
 laguelle les ¥ sont ouverts et qui induise - sur tout ¥ la structure
donnée sur YU‘ La tcp&logie sous-jacente est identique 2 la i';opologie
quoblent s Y. Monbons que T est un & -ospace’ quotient de X pour
cette @ astructure, Comme £ eet éviderrent un morphiems de X dans Y
(en vertu de CT 4)), i1 reste & vérifier que si W est une partie ouverte
de Y, g une application de W dans un 'é-es;)ace Z telle que l'application
gf de r"l(m dans Z oit un morphispe, alors g est un morphisme, Or W
- st »Sunion d'ouverts du tjpe Tyo et la structure YU,étant ecelle induite
 par Y i,e, celle induite par W, 1l suffit de prouver que lu restristion
de g & Ty est mun mrphim,_ i.e. que la restriction de gf 2 U est un mor=
phisme, ce qui est"évidemnt le cass
Gorollaive 1, ~ Avec les notations de 1a prop.10, suppesons de plus que
€ soit racollable, Alors les co’lditions suivantes sont équivalentes g
a) X/B est un & -espace quotient styict de %
10} Pour tout couple (x,y) de points de X (non nécessairément comgrus

mod, R'.) existe un ouvert W les contenant, tel que W/ R, soit ug <

espace qubtient strict d.; ¥

Quand_ 6 esb sursatunée, cet énoncé est um cas particuiier de la
pronosition i0 (l'implication a)->b) &tant triviale & priorl), Si€
est parfa:r.t.e ou semi-parfaite on est ramené, comme dans le co'rollaire A
propd_), a prouver gue Y est un fé—aspace local séparé, Or il rejsul._,e de
la condition b) due deux points quelconques de Y sont contenus dans un
cuvert qui. est un ‘6 -esace pour la structure induite, done séparé, q:l'c»'t‘i.""1
pésulte que Y est séparé, an vertu du lemme donné plus haut,
,ggr_g;ﬁ_rgz. ~- Soient X wn 6 —espsce muni d'un groupe Gd'autcmorphis—-

ma,

~
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T = x[G 1'espace des orbites, fiX..Y 1'application canonique de X sur Y.
On supposs gque pour tout x&X, 1l existe un syst:me fondavental de voie
sinages ouygrts U‘&e_x' tels que U/liu soit un & ~espace qv.go‘bie;t de U
(o Ry désigne la relation d'équivalonce sur U induite par 1a reletion
d'équivalence définie par G). Alors Y est un ¥ -espace guotient de X, ot A
pour tout ouvert UeX, UIB.U ost un & —space quotient de U, s'identifiant
h_un' sous-gspace ouvert de Y muni 'dé la ‘g_—-structure induite ‘par Y.

Bn effet, ls condition ¢) de la proposition 10 est visiblement sabism
faite, Le falt qus R solt cuverte résulte du fait que pour tout ouver
U,,'le saturé de' U. pour R es&b 1dentique ala réunion d;s ouverts B-U(BGG)
donc lui-méme ouvert, : |
Définition 3. ~ Scient X,Y deux 4 ~aspaces, f un morphisme de X sur Y,
Une application s de Y dans X est dits une € -section pour £ gi clest un
"e-morphiane et si fs est llapplicetion identique de Y, On dit que'.f
admet localement une g-oet&tion si Y est rénhion d'ouverts U tels que.
les morphisms;s f-l(ﬁ_)_ -->‘U induits par f aBnettent une -G-section,
PROFOSITION 11. - Solent X,¥ deux & —sspaces f un morphleme de X sur ¥, |
ﬁ la relation d'équivalence dgfinie par £, £!' la bijection ds JC/R sur Y
déduite de £, Si s est une é-se@im pour'f, s est un isomorphisme sur
ine partie Y! de X ay‘aﬁt une structurs induite par ¥ ; si Xestun 'g-i-
espace séparé, Y' est une partie fermée de X. S8i £ admet' localsment une

'g-section, alors X/R est un ‘g-espace guotient de X et f' est un
isomorphisme, ' :

Supposons qu'il existe une -@-sgection s, montrons gue la g-structu.x"e;
sur X/R déduite de celle de Y par transport de structure fait de X/R wn :

*g-es;)ace quotient.'d'e X. I revient au m8me de dire, puisque f et |
déja un morphiaim,» que-'toute application g d'une partie cuverte U de p 17

<
= - & ARV Ny
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dans un ‘g;espace Z, telle ’quc: gf soit un morphisme de f‘l(ﬁ) dans B,
est elle-méme un morpbizme. En effet, ona g = g(fs) = (gf}s, qul est
un morphisme comue eompoaé de deux morphismes U..,f l(U)._g,Z vettons sur

It = s(¥) la strastitre 48 *# ~espace déduite de celle de Y par t_ransport >

de structure, montrons que c'est 1a une ‘& -structure induite pa!" X |
Comue l'application d'injection de ! dans X est déjA un morphisme :
(puisque s 1'est) il faut seulement verii‘ier qie si g est une application
d‘un ‘g—espace Z dans ! telle que sg solt un morphisme, alers g est.
un morphiswe 3 or on & g = (£8)g=f(sg), efest donc un morphisme eomme
compoaé des deux morphim sg et £, Seit p = sf, c'bet un morphisme de
X dans X, et Y' eést lfsgeembl.o des xE€X tels que p:x" 8, i.e, Llimage
inverse de la -c_iia.gon&l,e de Xx X par le morphioms X =3 (X,px) de X
dans XXX, 6i la diag_onéle de XxX est i‘orméa,- clest donc une partis ‘fepf
mée de X, Supposons enfin que ¥ n'alt pas nécessairenstic de “-g-eegtioxrz' Z
mals admette 1@1@& une ‘B-section, Alors la premiére aéae,rﬁién de
1a propo®ition est .v_a.lable, compre il résulte é.ussitat de ca qu'en vient
de dire, et de proposition 9. |
Corollaire. - Soient xi,ri dss “G-espaces (i=1, 2), £; un muorphlame
de i sur Yi a.dmatt.anb localenent une ‘g -gection, Alers flx. f2 est un
5 morphisme de. }{1)(12 sur leY admettant localement une &-section, i
par suite sur le 12 le ‘@astructure produit des structures quotients
des Y, est identique 4 une ~g«-si:rﬁct.urea quotient du ”g-;eépace produit
8. = -6 -sspeces réduits & un point. B
{Le rédacte‘u‘r laisse aux .spécialiétes de faire un n° étoffé. sur 1és

’e-espaoos vides) Dans les: catégor:\.es topologiques. que nous anrous a

s R 1'nx:lm sitlvent sera aatisfait 2 . T : P O _¢1
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CT 8) &glgl______'g-egg.gg rédutt & un point. Si e est un@ 'g-em-

g_ey alors tduta ag&cgtion dfur €-espace ¥ dois & est un jiorphis
~Sekant e, ds 'deui: ‘g-es;‘a'acea réduitia & un point, soid f(resp.. £1)

1'unique applicaﬁic;n de e dans et{resp, de et déns e}, D'aprés CT 8),.co:_

-dont 1 des mox‘ﬁhismas, réciproques 1ltun de lfautre, donc en fait des iso

morphi.cies, En perticulier, ‘prenant' 8 = e}, on voit qu'il n'existe gu'une
seule striz‘cture ds -G _ﬂce Sur wn ensenbls e xétuit A un point 3 on

' aupuosera alfars toujours implicitemnt. que e est muni de cetie stmctum

Si a.lors Xe'€ 'apgl‘_igg_h_i_g p_go;ection Xxe..bx est un ‘G-isomo -
Ehisme. i

PROPOSITION 15508 &;ppoao’ng que G sott une catégorie prétopologique &a=-
tisfaisant‘l"md'oma CT 8)ci-dessus, Soient X un-€ <sspace, x un point de ‘
X. pour que {x} adustte une ‘g-stmctura induite, il faut et 13- suf‘f:’gt
- que toute applicatiéﬁ a’&xsbante d.'un 'g-ez’,pace : 4 da,ﬁs X, prenant la
valeur x, soit un morphieme, ou encore qus 1tappli catian identique de{x}
dans X soit un morphisma. 4
Beweis klar, 1@ lecteur notera que dans le cas imf;ortant. de 1la ca’oégoii
rie des espaces algébriques déi‘inig sur ua corps k, et dont le-corps des
valeurs K est # Ky {ct ﬁr. 3), il yaen gén_éra.]. des points _de.'.x‘ qui ne
satisfont pas les eonditiocns de ls ‘propb‘sitior; 1z,
Gorellaire. - Soit *% une ecatégorie topologique, satisaisant & 1laxiomes
CT 8) soient X,Y deux‘ -Q-espaces, ¥ un point de X tel que gx} glt tﬁe
€ -structure induite. Ators 1'application y —s (x,y) de Y dane Xx Y - .
est un morphiame et méme un ﬂg-isomorphiam de Y sur une partie de XxY‘
mnie d'une @ -structure induite, | o 3
Cette application i est en effet 'coﬁposée de deux applications |
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Y-bix'\ b SRS, £, la aeconde est un nmorphisme ecmme produit de deux
morphisms_s, et la prem.im est susel un .morphlame, car ses deux eppli-
cations con&po;santeé_r..@& 8t T Y Bont des mosohismes, La dornidre
résulte d@' « fadt que i admet wn moz_'ph:isme inverse & gauche, saveir
1tapplication (g,b) —a(x,b) , (qui est bien un morphisme comme produit °
de';iéux worphisnes)
9. - Espaces fibrés, .
Soient “& une catégozie'topologi.que ("catégprie base"), i,o et @ deux
catégories "catégories fib;ea" wedy - 3 désignant la eakégorie des ensem-
bleé', on suppose d.onnés, en plu'zs du foncteur foﬁdanaental"@-a‘a des'
fencteurs covariants & —» € ot D B -»'3 de_telle fagon que

ls diagramme suivant de foncteurs g

e/@\\.\g

\/

"solt, cammtatif .,On ne Supposs pas que ces trois foncteurs supplémenp- |
teires solent fiddles, ndanmoins, suivant notrs habitude, nous constdé~
rerons les &ldments de @ et de @ comus des ensenbles mmis de strucs
tures de type O (reap. de type @ ) (mais un merphisme dansg} pouf=
rait ne pas &tre déterminé sans ambiguité par llapplication d'ensembles
qu'elle Aéfinit), Linsi ume structurs de type é ports des structures
"seus-jacentes” de type'eet de type § » Il ssrs commoede de supposer °
que le foncteur e bo — P .

est fidéle et .trmﬁi:ort#blo, et que sl A,Bé@o, un @-mrphim A=B "
est un §, .morphimé &l et soulement si 1'applicgbicn quiil définit ast
un 'gqmorphiéms. Le cas le.pius important est celui ou &o-ﬂ % '
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e cas Q& B se .rehcox;tre oh Géombtrie algébrique, € étant la caté-
gorie des (k,K)-espaces ‘algébrigues, alors & i sera. par exemple, léa. catd |
gorie des K—espe..oes vectoriels de dimenslon finie définis sur k, tandis
que @ sera la catégorie des K-espaces vecltoriels se;s plus, Cf;l;ar..z,' :
n°6 et sﬁmts, : ' | ;
Définition 4. -6, B et §° étant comme ci—dessﬁs, on appelle fibrs de.
type (_'g,Q, $,) (ou sloplement fvibré de type (€,B) ai B = ?o’ ou
enfin simplement € —fibré oi €= = §Q) 1'objet £ formé par 3 (i) un
i nmorphisne p (la pEQ, j ection) d'un 'é-es;aace E (L'espace fibré) sub wnG =

expace X (la base) (1i) pour tout x&X, la donude dlune @ -structure sur
la fibre :‘lfx) aeAx‘; ces donndes étant assujetties 3 llexieome sulvant :

LT ) X est réunion d'ouverts U tels que 1'objet "induit" par & sur U
solt isomorphe d un prodult UxF, ob Fe ..

-~ 11 est cleilr ce gqu'il faut entendre par 1l'cbjet qinduit; et aussi quel-
ies structures (i) et (1) défini._t..vn prodult UxF.; On met sur UxF la
strueture de @ -aspace produit, on considére le morphisme cenenique

UXF U, les fibres de ce f£ibré ensembiiste gtidentifient toubes & F, et
de ce fait .ont une @ -structure sous-jecerite, On ne suppose oag que le
choix de F puiése g»tre pr:l..s indépendant de U, encore moins qu'ik figure
dans la structurs d_Q'E. Si on peut cholsir un F indépendant de U, on dit
qué l'esp;acs fibré io»:s't. vm et F ést alors appelé une fibre {ype de
f, Véme dans ce ca.é, i g'ést pas nécessa.irament déternind par E ¥ m&ma :
a isomorphisme prés d__ga_g §o‘ erendz\mt, sl m xeX est tel que ix_‘Snd" 4
mette une @ -structure induite, aa;ors is fibre E, de E shr x e;t canoni- ”
quement munie d'une b‘b;'uc'tnre de-type P = (résulte du corollaire-b. prop. ‘
12), et s'il existe une ﬁm-typa F, elle est -isouorphe & Eye




Définition 5, - - Soient E = (B,p,X) et £ = (E',p',x') deux Fibrés de
type (‘g $, 8 ). appelle (€, & )smorphisme de E, dans E!
’tqnte application f de E dans §', ayant les propriétés sui'vantes: 3
applique fibre dans fibre et est un @ -morphisme sur les fibres ; -

1'application £ ¢ E 3 B! et 1'application ¥ _5 X* déduite de £ par

passage au quotient est un 3 ~morphi.sma,

Pour la notion évidente de composition des morphismes, on voit qu.e
les (6,3, P, )=fibrés forment une catégorie. Ie foncteur
£ = (E,p,X) _s E 2 valeurs dans 6 st transportable et fiddle
{@'ou 1'identification de tE & E) ; le foncteur t = (E,p,X) —yX de la
catégorie des (€ , ® s ®, )-fibrés dans '@ est appelé foncteur-base
D'autre pait, si E est un (€ P §o )-fibré—sur X, on a la notion
de restriction de ce f£ibré & une partie ouverte U de 'X, ce Vsera encore;
w (€, d, @ )=fibré, On vérifie aussitdt quion a 13 les données
pour une catégorie moca.le (Top. Elem. chep, I)

PROPOSITION 13, - Si 18 catégorie topologigue 'g est _recoliable, ala:i

les fibrés de type (€, § > §o) forment une catdgorie locale,

T1 faut prouver, dans chacuri des cas nosmés dans la propoisition,
le critdre de mconen;éxt : On a un E-espace X, un recouvrenent ou~ V-
vert (Ui) de X, _mr.téut U; un fibré Ei de'-ty'pe (€, &, @o), et sux
Uyn Uy un isomorphiame £, 34 9 E wi,j sur Eiluij' satisfaisant aux con-

ditions de cohérence fik ka. On veut trouver un fibré E, spr X;

ij

et des -isomorphismes E; ...>E|01, de telle fagon quon ait f.j 4 lfj
sur U, (mc les abue d'écriture habituels), On sait (los, cité)
gqu'on peut trouver un espace topologique E et une application continue

p do E sur X, enfin des homéomorphismes £y ¢ By B{U; tels qu'on ait
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T £ "12'3. ne plus, pour tout x¢€X, wettons sur la fibre p 1(x)-Ex

une structure dé typs ¢ , en prenant un U2 x et la structure dédu_ite
de’ celle de E.ix-pi,"l.(x) par transport de structurs & l'u:de de f! E.ix“
En vertu de T j’fifij’ la structure ainsi.mise sur B _est indépendante
du choix de i. De pius, soit El= p 1(0 ), munissons _u.i de 1ze's’cmcturo

déduite de la € -structure de E; par transpori de structure 4 1'aide .

—~—

de f ies 'g stmoturea des ouverts T! et B! de ¥ induisent la mﬁme .
i J

'g- -structure dans Ein E3 =p 3‘(Ui‘,’), puisque fi ltj_-fi. est un ‘3—
.isomorphisme ijij sur Eiwij‘ Il 8 énsui’c qu'il y 2 sur B ur;g‘@'- :
structure locale dont la topologle sous~jacente soit celle de B,
st induvisant sur 1es-ouv6rbs Z 1s & ~structure donnée, i.e, tdlle -
que les’ fi soient dea 'g-isomorpnismes de Ei sur les ouverts Ei’

est clalr maintenant que E est un £ibré da tipe (6 @ @o), et les

f, des isomozphiams de ('@ ®, @)-fibres ayant les propriétés res _‘
quises, IL reste & montrer que B est en fait un *g-espace. Clest |
trivial si 4 est sursatui"éa ie 6 -é .« Montrons maintepant ;
aue &l X et 1los B, sont des ’g-es;aaces SBpaléS, alotre % est un S -
espace saparé, i.e. Ia diagonala D de ExB est fermés, Comme ExE est ‘
réunion des ouverts Bixm' > 11 snffa:t ds montrexf que-D :\(Eixas_) est
fermé dans EixE}, ou encors que 1ltensemble ~.--- A des p@ints {u,v) de .

E;38, tels que fi(u) = fj(v) ost fermé, Or cet ensemble est contenu -

J
dans l'enéemblg B das points (u,%r) tels que pi(u) = pj(v), qui est -
fermé pulsque c'est image réciproqus de 1z diagonale de XxX (fermée
par hypothése) par 1tapplication continue p,xp 3 de EixE 3 dans XxX, ¢
Gomme dfautré part B est contenu dans 1'ensemble Fiﬂj’ ou F .E:.‘Uij’
F-t Ej‘Uij' i1 aufﬁ.t donc de momtrer gue A est Permé daus F xF 5 |

O;r A est anss:l l'aneemble des points de Fiﬂ.‘l tels que us=f J(v) %

Y
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i.e; l'image répiprogue ds la di_égonale’ de. FexF. par 1t application
prodvit 1xf.. , qui est continue puisque ctest un morphiéée. COmm
E; deno f‘i aok séparé, la diagonale de F,F, egt fermée, d'ou s'ensuit
blen que A est forss dan§ F. %P 5o = Ceci prouve en part.lculier que si |
"€ est parfaite, alors &, étsnt un & -espace local sépayéd’ d'apraés
ce qul précdde, est un ‘gs—espaca. Enfin, si ‘g gst semi-parfaite,
"alors il existe une aﬁa fs}nﬁlle y finde de (Ui) resouvrant X, done E, : "
étant un € -ospace local _g_é_ﬂé rdunion t‘:l_n_i;g de parties ouvertes qui
sont des ~'€ -espaces, est lui-ulme un “Ee~aspace, Cela achive la dé-
monstration ds la prop, 13, 3 _ )
orolla.l . = Soit "g uns catégorie woologique, recsliable, on
gsuppose do.nés de plus § @ éomme ,ci~dessus, Soient. Fe§° . xeg
la le groupe des [ -autmnorphlsmes de’ ®, et soit & le queeau des
gernes d'appllcatlons de X dans G, dont les sect:.ons sur un ouvert U
sont les a.ppllcat.lons g de U dans G telles que (x,Y) - g(x)y et
(x,y)—»g(x) y = soient des 6 Amorphism,es de UxF dans F, ¥ s'idejr‘
tifie au faisceau des germes d'aubomorphismes du fibrs de type (€ o
: §o) triviel UxF, S\lr m“a‘ ensenble %, la dennde d'une structure ée ‘Ti-
bré de tyne ( &, ;: P §°') homogéne de £ibre type v eﬁ de base X; est :
éouivalent & la donnée d'une structure de fibré d faiscean s.trhctu:;'al .
de type (¥ ,uxF). '

I résuli;e en effet, des définitions jue les automorphisues du
fibré UxF de type (‘6;, § 2 @ol sont. les appdications (x,y}.;(x,g(x).y’
ou g est une applicatio.nv de t_; dans G = fut () satisfsisant aux Gon- :
ditions énoncdes, ddou la vremiére partie du corpllaire (valable sans
hyptohdse sur @ ), Or les fibrés houogines de typs (€, @, ao%-de
bass X, et de fibre tn;e F, sont par définition les fibrés de t.ype 2
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(€ > ® ,-§°-) sur'x 16éa:|_.ement isomorphes 2 XxF, Comme les fibrés de
type (€, &, @o) forment une catd :"ieb locals, la. dernidrs assertion
est un (.:B..S ﬁarticuiier. de Top, Elém, chap I.,.. On voit-donc que st
on ne s'intéresse qﬁ‘aux £ibrés homogénes de fibre donnée F, ceux;ci 3
sont determ:lnéa par la seule donnée dfun 'g-espace F muni d'lm '
certain sous-groupe G Qu groupe des -6 ~avtomorphisues de F, lLa
caté'gozjie § n'intervient que pour préciser la notion de morpiisme
de fibrés, i S
Corollaire 2. - Sous les conditions du corcllaire 1, l'enseumble Ses
de fibrds homogénes de t.ype €, ® »3,) sur X, de fibre type F, sti-.
dentifie ¥ 1'ensemble de cohomologis Hl(X,S:'J.

10. - "e-espacea fibrés B “6-grouoe structural .

On suppose gue la catégorie locale & satisfali. l'axloma C'l' g) du

n° 8, Coni‘omément aux defm,.tions geﬁérales (?27) on apmlle G-

groupe un ensemble G muni d'une ;‘e-structure st dlune structure
de groupe, compatibles :dans le sens swivent : les appllcations ('x,y)'.;,uf"-

l de GxG dans G et de (G dans G sont des e-dﬁorp)isme,

-> Xy ét fo P
et 1'é18ment unité de G admet wne € -structure induite (of n° 8). Une
application G —p G' est d@ite un morphlsue de é -groupes, 5i c'est un
morphisme pour les &eux structures sous-jacentes, les @ -graoupes for-
ment ainsi une cat_égorié- g— ( g ), monie de deux foncteurs fidéles et."‘
transpertables, & veleurs dans la catégorie ? des groupes 8t dms €
respectivenent, et sé#isfaieant aix $onditions envisagées au début du
n° 9. La notion de * g.ﬁbré -en groupes" est done définle, mais ce;
n'est pas & elle qu'ici nous én avons,

Soit G \m‘g-g'onpe aicios confomément sux déPinitions génémlq

un ‘8 -espaco a ‘@—gronpo d'opémtepm Geat xm onscmb.lc E, mmi deﬁ ;

A ey
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structures de 6 -aspace et d'ensembles & groupe d'opérateurs G, com-
patibles dans le.' sens suivant ; :1'a1$p:l_ication (g,x)'-.g, g.x do GXE dans
E est un "g-morphnme. i.es morphisnes poﬁr de tels objets se défini- -
sent comue cl-dessus en séparant les structures, soit qu'on gardé Gi :
fixe, soit qu'on le bouge. Dans chaque cas on obtisnt encore une caté-
| gorie avec foncbeuxrs & yalours dans € resp, la catégorie des ensemn-
bles & groupe dlopérateurs, setisfeisant toujours aux donditions du
aébut du n° 9, et permettant donc de définir ls notion de "€ -fibré
a ~€ -groupe d'opérateurs? mais ce n'est pas & celle~ld non plus que -
nous en avﬁns. 2 |

Supposons tp'dn se solt donné un A -aspace F A ‘g-groupe d'op:‘..
rateurs G, G opé.r;nt Afidélement sur F, Soi’é, X un ‘g-egpace 5 soit ?flé
faisceau des germes morphiswes de X dans G, c'est un faisceau de grou-

pes, qui opére de fagon évidente par germes d'autnmorphismeé &u i
espace fibré trivia.'l. xxF, | |
Définktion 4. ~ Les notations sont celles qui pracédent, n appaJ_le

"e-GSpac'e fibré & groupe structurasl G, f£ibré F (muni de sa struee
ture de & -espgcé A opérateurs) et base X, un ensemble E muni de la
stztuctuzle df'eépace fibré ensembiliste sur X, & faiscean structural ?,‘
de type (3, S XxF).

Cela s:.gnifie done’ qu'on se donnse une application p de E sur X,
et. un faisceau . | de germes d'isomorphismes de XxF -sur B, quir .
soit stable par comﬁesit-ion a droite avec les germas de <g, , et qui
soit principal sous G . En vertu des propriéiés, si les ’e-fibrés
forment une catégorie looale, comme % est un faisceau de germes

. d.'automorphimas du ~g -fibré XxF, un {ibré vé B2 groupe structural G,

£lbre'F st mni canoniquenent, d'une structure do @ <fibeé ; 41 on
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st aina-i en particulier & “6 est sursaturée, ou pérfaite, on semi~ .
parfaite (prop.lB )e Flus généralement, avec les notations du début du
n%, éxpposoﬁs que Fe§'° s 8t que G solt un groupe de & ~eut smee
de P, alors. ?, est un faiscesu de gurmas d*autonorphi saes de XxF couaio_
déré comme un fibré de type (¥, § &o) ainei, sous ces conditions,
un fibré A groupe structural G, fibre F @ une strneture sous-jacente '
e “€ -fibré de type (€,%, éo). Voiei un cas important oi on & une
réciproque : ' '
" PROPOSITION 1i. — les notatlons étant celles dn début, du n° 9, ot celle
précédant la définition 6, supposons que F5§o e qué G soit exactement ]

le groupe des & -automorphismes de F, et que la eondition suivante
Soit satisfdibe 3 sl g est une application d'un ¥ -aspace U dens G,

telle lﬂ'e_ (%,7) > g(x);y et (i,y).pg(x)-l.y solent des € -morBhismes
de UxF deng F, alors g est un 'g-mgghﬁme de U dens G, Supposons en~

£in ~8 recollable. Alors pour tout enserble ©, la donne sur % d'une -
structura de ‘g-aggl_c_a fibré & gro upe structural G, fibre F est éguiva-
lente d 1& donnés d'uns structure de L?-espace fibré de type (8 ; Q .

®,) de fibre type F.
Cecl résulte en‘eﬁ'et aussitdt du corollaire 1 & la proposition 13,

On notera, gue pour un @ -espace T & ¥§ -groupe fiddle G d'opérateurs,
il existe toujours des catégories §° 3 é du type envisagé n® 9, et
une gtructure de type § sur F, telle que G soit exactement le groupe
des & -automorphiams da F 3 11 suffit de conbidérer 1a catégorie §
des ensembles - Y mmis & la fois d'une structure de ° "G—ansemble de type
' donnée par un 616mant‘de 1'ensemble quotient de 1'ensemble des bie
,jsctions de F sur ¥ par les opurationa de G), et la catégorie '&, des
eneembles mnis l la fois d'une structure § et d'une stmcture’ da
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€ -cspace, soumia ala cmdit,'xon que les bijections "nermises" de F
_ dans Y soient des { -1scnorphiamea. Cela montre cp.e, pour psu que ia
condition, sup;glémentaire sur ,F enmsegée dans la prop 14 est aat.is.-
faite, la notion de fibmé & groupe strucfural se raméne (avantagense-

ment) au.x notions du n° 9.

Prenons par exemple F= G, G opdérant sur lui-méme par trmalmti@s_ -
gauches, 8i g est une app]ication de U dans G telle que l'ap.plic#.ibn.
(%,7) v g{x) .y de UxG dana @ Soit un morphisme, on en conclut, en com-
posant avec 1'application >x «a{x,e) de U dans UxG, qui est un mesphis-
me en veitu du corollairei prop. 12, que g est ﬁen un morphiaie cie U
dens G. Prenons pour § la catégor:.e dés @ —espaces 2 € -groupe*
dlopérateur: & droite, l‘, pour - § 1o catégorie des ernsembles A gronpe
d'opérateur & droite Gy et considérons Pai comne un élément de cetta
categorle, en faisant apérer ? swe F par translations 2 droite I;es =
G~Tibrés de type (~€, @ ﬁy), 1.e. les € -bspaces Tibrés & f-—; :
gronupe d'opdrateurs G & droit.e ¥ cui adwsttent 1la fibre type qu' on vient

de définir, sont sppsiés les €.egpaces princibaux (& dro:Lte) de

u G. On deduit donc de ce qui pwécéde :
Corollaire : )’..ee ,,e"‘g -espa.&es fibrée principaux de groupe G "'meno
tifient aux '-6-aapacas ﬁbrés A groupe structursl G, fibre G, ou le
groupe G opdre par trmsla:hions 3 geuche, {0n suppose & recollable),
. En vertu des faite généraux bien connus (Top. Elém, chap, I) la

G fibre P
eatégorie prélocale des "G'—espaces fibrés & groupe structiuredfeue dSR
ouverts de X, 1, e. des fibrés enaembhstes sur des ouverts U de X, & ;
faildceaux sbructnral % ds type (? ,UxF), ne dépend, i"isomorphisme ]
cenonique''prés, que du faa.sceeu 3, et non du £ibrd ensembliste b ol .

on fa:lt opérer ce faiaceau, deno ne dépend qua de G et non de la fibre

.\- S 4"._ _‘ Ias -'.:' '.'.Z;‘-.i
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F. Ceci montre donc A gx;i la correspondance entre € -f‘ibrés a gron-
. pe etmctural ‘ot fibre F, et & -Tibrés principaux (de groupe G) asso-
cids; on en - conolut, coupte tenu de prop. 13 ' |
Corogaire 2 - si & et recollable, alors 10. cetégorie prélocele des
‘6 -fibréu sur x & groupe structural ¢, fiore F, est une catdgsrie lo-
cale. : '
0n = oﬁblié, dans les remarques précédaht le corellairs 2, et dana:*
ledit corollalvs, da précisez?'iea morphisres d'un & ~£ibré E & groupe
structural G, fibre F dens un sutre (de méme groupe structural, de mBme
fibre et de m8me base, sent ici per définitien les ismrphisﬁxss de r:l.-
brés ensemblistes A faisceau étrucfsum}_. ? , de type ( 9« s XxF). Prenant
comne morphiemes dens § lag isomorphiémes d'ensembles 2 groupe‘d'opé
rateurs G Pixé (applications “compatibles" ave¢ les opérations de @),
ee qui détemine aussi la notion de morphz.smes dane $,, on voit qua lq
correspondanca enviaagée dans prop. 11; ast fonectorielle, Ceci montve: en
plus clairement que la nution de & -espace fibrd A groupe structural
n'est pas trds commede. telle quelle quand on veud 'avoi'r des noticas
plus varides’ de morphismes de fibrds ; ainsi la notion naturelle de'
mrphisxnes de ‘g-ﬁbrés vectoriels (cf par, 2) ne s'sxprime pas én
tsrmea de groupés structuraux. Apssi le langage du n® 9 sera=kil le .
plus souvent préférable A celul développé s B
Nous ne reviendrons pae lel sur la consbruc.t;,ion "géométriqx‘ie" d'un--:
& fibré 2 groupe st_!‘ﬁctu.ral' G et fibre F; a.gs_o_c_.’gé_ & yn fibré prinei-
pal et vice-versa, aspérant qu'elle découlere antometiquenent des trucs
généraux exposés dens Top, Elém, Chap.I
mﬁn il faut emvoro pu'éciaer la version globale de la not:.on de
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'6’ ~fibré principal & & ~groupe structural G, Soit d'abord B un € -
ﬁb-zl!é principal & "g-gronpe‘ structural G, de bese X alers B admet '
l‘ocallement wie ~@-section (n° 7, déf. 3) : an, pont en effet supposer
que B est de la form‘m,’ ét onfprend la sectidn définie par i'appli—-
- eatioh constante X —3s @ de X dins G, qui est une ‘@ -tection én vn,;-

tu du corollaim a prop.lzu Done (n 7, prop.kl) X s'identifie & un ‘6 -
espace quotient ds E, Par suite , le ‘g-espaoe fibrd pr incipg__l

connd, & _g__m quand on conmeit la- structure sqxs—jgcente

de g-eqmce ?md'opérateurs -1 droita. i
Définition 7 ~ Un "6 -espace E 3 '@ -groupe d'opérateurs G & droite

est ait 1 oc_alement. trivigv {ou encore on dit que X est fibré locale- :
ment trivial pgr'l G) 8'il est issmorphe an € espace 3 ‘G.grqupe
d'opérateurs défini par un ‘@-espdde fibré principﬂ El A “G'ugr'oupé

structural G.
54l en est unsi, on peut supposer alors oue E,~E en tant que
;‘g-aespace a opératéurs;~ ot qué le base de E, est E~espace quotient |
X = &g,
PROPOSITION 152 Soit E un_ ‘g-espace B ‘@-&roune d'oparateurs Ga’

droite, Pour que E soit isomorphe & un “&-sspace fibré principal tri-
wal, i1 faut et 11 suffit gu'il existe un “¥-morphisue f de ¥ dans G.

gyant les propriétés guivantes : (i) f{xg) = £(x).g poux X€E, 5€0

(i1) l'ensemble X des x&U tele que £(x) = e aduet une '@ ~strusture
induite.

iLa condition est nécéssaiz'e, tar sl T = XxG, on pose f(x,g)=g ;
la condition (1) est vérifiée trivialement, et la condition (11) résul;',!
te du corollalre & prop.l2. ia condition est em.ffismta,:_ car considés l
mju les applications (x,s)-.'a;.x.g de G déna E’-,vet y_s,,(y.f(y)‘,]; ; :
. #(y)) @ E dans w, ce sont 1b des ﬁ-ﬂofphims, ccmpatibha mo
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1es opérations de G, et on canstate auseitsdt qu'elles sont inverses
1tune de 1l'autre, | ‘

JCerolisire 1 - Soit £ un € -espace e-gz-oupe d'opérateurs G A droite

mbpoaons ~€ éursaturée. o que T seit fibré localement trivial par
¢ (dé2,7) i1 faut et ix suffiﬁ que pour tout a & W a)d.ste un voisinage
ouvert U steble par 0, et un @-norphiene £ de U dans G satisfeisant
les cnnd:.tions (i) st (ii) de la propoaition 15, _ : R
gorollairo ~ Soit g un e ~e8pace & € -groupe d!opérateurs @ a |

dretts. Supposuns € parfaite ou semi-parfaite, Pour que B soit fibré
loca.lemnt trivial par G (d&f, 7), il faut et il sufit que.la rela.-

tion d'équivalence définie paf G ait un graphe fernd, et que’ pour tout

' er axiste un voiaina.gc‘ ouvert U de x &t un & ~amgrphisme £ de U dan_a. '

G satisfaisant les conditions (i}.ot (ﬁi) de prop. 15,

Démongrons les corollairas : Ya nécessité étant &vidente dans: ohn.-
gue cas grﬁce a prop.15, 11. sufflt de aemont*er ls suffigance des con=
ditions envisagées, Il reanlte des hypatheses et de P op.15 aue tout -
x€E sdmet un voiglnage ouvert U stable psr G, tel que U/G soit ume-
espace guotieat de ¥ ; il en ésuite %7, rrop.9) e E/G est un '8-~_ 8

espace Quqtient de B, C'est done un 6 -espace quetient si G est U

" saturée. Dans le cas o'& 4 est parfaite ou sent-parfaita, monbrens q;;e

s one fem‘" 1 "“"‘“ Gue D est fornds, donc X est séparo Denc on
_fous cas X=T [g est un ~€-sspacé quotient de. g, R i e

> E/C o5t séparé, dfol résultera auesitdt que X est un & <espace

qﬁotient de %, Or il résuite de prop.il, corcllairs que XX est un'é-
espace quot'.‘i.e.nt de BxE, en particulier se topologie est.la ﬁopologlq"
quotient de celle de‘tx.’?.“ Donite i*image inverse de la diagonale D do
xX est le graphe ds u reiut.ion d¥équivalence définle par & dane Ey:
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Huniesons alors % de sa 'G‘-strl.\-cture, de sa projection sur ls'€-
eapace X = E/(} (projjeotipn qu:f. ‘Bst un @ ~riorphisns) et des _etfucturés ;
d'ensembles 2 groﬁpe d'oglérate'uz':s G eur les fibres, définies pé.r les -
epérations de G dens E, je dib eu’alors E devient un & -fib.ré e seus
du n°9, déf. 4. Cela résulte en effet Qe..prop.IS appliquds aux ouverts
U envisagés dans 1e6 corollaires 1 et 2, .
Remarque - Nous verrcns que dans les cas les plus importants, la con-
dition (ii) de la p;'opcsitim 15 résulte déja de la condition (i),
C'est le cas.évidemment si € est la catégorie tovologique des espacée ‘
topologiques, puisque toute partie d'un espace topolagique a_.dmr_et une
structure induite, ® C'ast anesi le cas si ‘€ est la catégorie des
ensembles algébriques défifxia_-' sur un corps k, ear iou_té bartie fermée
d'un @ -espece admet alors uns structure induite. C'est enfin ausai
le qas st € est is catégoxtie des varidtés m—f.oié da‘:fférént.?.ables, ou . ‘
analytiques réellJQB, on anélytiqms complexes, conme novs 18 ve:*roné
uJ.t,ér:i.c.=.\r¢'trnmem:5;_,g :
11, - X6 -fibrés assovids.

‘Revenons 2 la situation générale du début au n%, éymbolisé per un

diagramme de foncteurs fideéles et transportables,

g, :

et supposons uh diagm:me analogue faisant intervenir des catégories &

§s§a3 : %)

)
L RN,
. v\ B
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Supposons donnés enﬂ.n des foncteurs, covarlants pour ﬂimer les idées

(maie ston ns aemit eesentieue;nent changd s'ils étalent tous deux

contravariahts) *

!‘8@‘** ; 2§o>‘==’\y<:~

donnant Heu sux trois relation& de commutation naturelles relativement
aux _foncteurs intervesant dans les diegrsimes ci-dessus. Supposons qna‘

G- =it recollal;lé. Hous allons alors .dét'ini,;' m fchcteﬁr, ;iénot;é d.?
fagon abrégée par Ff s de la catégorie de_s fibrés de typs (‘é 3 § 5'5,,)
dans la catégorie déﬁ fibrés de type (€ , ¥ , V) 2 un espace fibré §
étant assééié_un e:s;;ace' fib!‘é de u8ne base, dit associé @ E et é.ux fone
teurs (F,F ). (Dans 1e caé o.iz $=8, onal = P e.t o ne parle plus
que de F) Soit t -'(-E,p,X) 1le fibré enviségé, pciur tout x@X la fibre
de F1(%) ost par déﬁnition P(E,x}, | *p-l(x)e&-kest ia fibre de 8
sur ¥ i on prendra donc pouy FY(E) 1'ensemble somme des 5! api (% ),
pour projection p' i EL.;,X l'applica.tion dont les fibres sont lss "; ‘
enfin c;n définit' sur 8! une structure de fibrd de type (€ oWV, >
par yecollement au moyen de la famille suivante de structures de ce-.
type sur des p! '(Ui)-: pour ’c.out. 1ssmorphisme £, 3 P (-Ui)—puixai (o‘u ;
U; est un cuvert de X, et ltl'c§°), on déduit wie fardlle d'fsciorphise

wes E ..; A:l dans §(x eUi) 3 d'o‘t’r en sppligquant le foncteur F une

famille d'ison.orphlsmeo i' ._.,F(’L La.ns‘iy , dtoi une bijection

fj" s pf l(Ui) _a.U (Ai), compabible avec les applications de projec-

s e g il

tion eur U; et les stru_ctures de typs sur les fibres, Il faut véri-

L D

any

fier que les cartes f' ainel obtenues sont compatibles,_ peur ceci.,
il faut imposer & foncteur P la condition suivante 3

&!.E._Usﬁ ﬂlﬂsﬁio s w g3 U—'*M}(A,B) M"
cation (X,a) ﬂ!’_&(&)ﬁ g MW, R

Mhm 'u.l‘)l""" A

%.
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-g ~umorphi sue ,.alo.ré.l'm? : igat'ion x —ag!(x) = P(z(x)) de ¥ dens.

mmv@uhﬂm mwﬂﬂﬂiiﬂéﬁﬁ
Supposant cetie oondition satiafeita, les cartes env:'.sagéea s les 3

p"l(Ui) se recollen& et définissent donc en vertu de prop.13 une

structure dé fibvé de type (€ ,'\y Y, ) sur B, et par dé.finition

- FY(E) ddsigne E' muni de 1a strucbure en guestion,

Soient & = (E,p,xi et !1 = (El,'pl,'xl) deux fibrés de type (B ,§,§o) _
et f un morphisme du premier dans le secand, £ est donc défind par wm
'g-morphieme f P x..xl, et par vne application x _.>f(x); o‘ﬁ pour .

tout x¢X, £(x) aésigne ud £lénent de Hm§(t~.x,§l’r (x)" Posons

&1 = FI(L), SEEI(E ), £ F(f(x))eﬂon\\,(ix,zi 2 ()
U‘bilisant la condition imoaée ci~dessus & B, on constate que l'appli-
cation f'tE'._!,El définie par .‘t et les f'(x) définis pa.r .'La formule "‘
préeddente, est un e-um'phiems, done en fait un morphisme de fibrés dofké
type €6, W, W,). On le désigne par F'(f), On comstate que 1§s_ fong=.
tlcas Pt} ot TH(£) d6f1nismt tlen e foncteur compe awonbd i,e, <
que F!(identité=identits, © (3f)=F'(g)F'(f), ce qulackdve 1a détlmtion

que nous avions en vue, :
Parmi les propriétés imprtantes de 1la notion de fibré a socié,“il'

faut signaler la th.iviqS des fibrés associés, erpriméec par 1;3. £orm

mule fonctoriclle,

, . @ =gt
(‘6‘& la varlance de @ et F est cb qu'elle veut). De plus, F' gst un
foncteur par rapport au Oo_a!‘ge (F,F_), 1.0, sl on a un co\{ple analogue
(G,Go) de foncteurs § Y st Qonb%, ot un twmouprphim foneto=
riel usF.G tel Que;pmw AQ-@O s J:'»h;smmzorpyzsme ﬁ(’i.):F(A) ._at}{ﬁ_.) .,aoitﬂ_
en fait un @o-hcmnomhiame de FO(A)' dans GD(A},, 11 correspond da

L2 N - . . STETRET M s
- 4 o A A
7 I > e 7L IR CI ay  y




-36 = : | ' n° 262
ut 3 F‘ __,J;t ;
dont 1a définition, évidente » est la:.ssée 3 un lecteur fiotii‘ (qus >
sulvant l'usage, nous supposons infiniment scrﬂpuleux) Ce méma lec-
tour vérifiera aasel 108 m)x'banbee fomnles TS B0 =,
(identité_)' = identitéd, (vujt = v'u‘
qui justifient notre assertion que F! est un foncteur en ‘(F,Fo').'
On a oullié de dire que lss foncteurs construits dans ce nuné'to, “:
sont des foncteurs de catégories locales sur “& (Top. Elem, Chap I)3is
et les homomorphismes fonctorisls w' sont des homomorphisres de fone-
tenurs de = catsgories locales. |
241 particul:.er, soit @ un 'g-agrmpe, et désignons gorEe su n°l0
par &,, la eategorie des f—es;:aces a \‘:’.--gr' upe. !opérateurs A droitc
¢ isomorphes A ¢} (opérant sur lu::.o-méme par la repré sontation :ceguliem?
droite), les morphismes étant lss dsomorphisuwes, et par P 1a catégom
rie des ensambles a groapo:d'oper tenrs G & dro"‘te, les .,orphismas '
étan‘c les .Lsomorphismes. Soient *.yo,w comge au début de ce mméro.
Notons que Hom ) (G,G) est isomorphs & G, op,.z'a.n‘c, sup lai-néma par la
raprésentation rég.ﬂ_iezje gauche. Done un couple de fmctem*s (F,Fo)
satdafaisant aﬁx-&&:ditio.ns_ envigagées, »déwi"in.:i.t, w” sbjet A€W, savo_ir‘ :
.A”Fg(G) , ot des op_érationé ] g-'aucbé de G par V ~autonorplisnag de A
(Tz‘g;;sforméas par P das’,' &-e.utomorphismefs de G), et la condition Sou~
lignée sur F (appiiquée au 65.5 ou U=A83, ot o 8303 w»G o5t défi_nia '
var la loi de -g;-mpa'de @) impligue que en fait A,ﬂFo(G) et m “Gee8-
" pace & opémtourg'l_ga;\xche. Inversement, la donnde d'un Ay , avec |
une structure de ‘guoapace a groupe d'opérateurs ¢ .5%’-.‘2.}‘9» les _'
opérations de G étant. dqa \l-antcmorphims, défmit de ragm bien !
PRCERESOENG e gy IS0 SEe g s SR fmmk-t%mé Loy
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B ._;(E,A)G (en tgmf. qu'insémble, (},'.‘,A)g est le quotient dé ExA par 18
groupe G opéianﬁ par g. (e:,a) = (e.g’l,g.a)) ; ees fcncteurs éatisfont
aux trols relations de ccmpatibili’cé qu'il feut, et de plus 3 la condi.zf

tion soulignde ;; comss on ¥érifio aisément, Ai;nsi un_couple de fonc-
teurs (F,F ) @t les Eg_gr_:_l_._étés envisapées d’ans ce numéro, s'identifik

\

aussi & un obietjg o qul est en méue tamps un ‘e-es;w -m‘

d'opérateurs G, les opérations de G étant des Y -su -sutomorphi smes, Cele
précise du point de vue actuel la notion de fibré mssocld 2 un @-fibré.

prineipel et une regrésqni-.ition de G par des antomorphisnea d'un enséh’-}
ble~fibre A, On notera aussi.cue dans 1! in‘terpré‘t..ation précédeé;te de |
fonctédurs (F,Fo) par des _é-e’spaces a opéfateurs, les homomorphismes
fonctoriel (permettent, ’cpnme on 1'a Git, de construire des_homd;norpmgﬁ
mes fonctoriels pour les fibrés rosociés & un mins fibré) éo;'reépondent_;_:
PESSTSS &tant entendu que mo:pmém Magnisie sorphtames: :
pour la structure de _'.g-e'spaces A groupe d'opérateurs G, st pour la
structure de type VYo .
Un cés intéressant est celui ol on prend éour W{Jo' 1z catégorie des -

¥ - groupes, pour W 1la catégorie des groupes, et pour A le groupg"'
G_lui—-mém {done -Ae%) opérant sut lul-mdme par représente.tion. intée- .
riesure ; int(g)g! "s'g'gr-:.l'. On trouve.dénc, pour tout € —rivré prin-.
cipa.l P & groupe structural G, m “€ ~fibré en groupes. t'ous isomprphes..
d G, dont la fibre en x€X a'identifier d'ailleurs au groupe des permu~-
tatione de la fibre P qui permutent aux opdretions de G ; ce fibré en
groupes est appeld le f£ibré adjoint, Il est définl chaque foig qﬁ'qn e
un ‘g-fibré a groupe structural G (nén nécassairement principal, car
on peut comenoar par pa-séer,gi;. fibré prinéipgl assoé;_é). S_e'sf'ﬁ-'sectlm__j

snr‘);a'idontiﬂent\aﬁ:'t.antomorphiaﬁasde ‘7@,..',_ S oy :_;}
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Bien entendu, le pasaage d'un fibré & groupe strnctural bu t:t.bré
principal associd rantre muost dans le ca.dre éxpossd dans ce numéro
pourv‘u que 1ton soit soud lﬁs conditioné de prapy Lk, perme’ctant aé

ragiener 1&. notion de fib:.‘é i groupe atructural aux notions du n° 9.

-1, bis - E{teg&et mction du groupe étrgg‘ tilral.

Dans tout ée nun'a_az'.-q, ‘€ dbelana uns vatégerie locale reccilabla. |

Soit G un ‘gngronp_e » ?nn éous- ‘@-—groupg ferwé (i,e, un sons-cnserble
fermé, mmni diune fg-samcture induite, et qui est en mdis temps un

.sous-groupa, ce qui iml:lqua que F est lui-mBme un € -groups), Soit

3 D, () 1a catégone des ‘ga-espaoes_ A ‘& ~groupe d'opératours G 2 droie

te, @-(ﬂ) la, catégorie des ensembles & groupe d'opérateurs G idi'qitp.

on & Ge@é(}), et dlaubrs part G, opérant sur 'Gég(s) par translations
a .au.cvhe, s!i&anti_ﬁe a A%(G).Dohc 1'injection 1:F_ G 48finit un
homomorphlsme F.—.’Autﬁ((}). Done c¢ela permet, en vertu de n°l0, pour
tout & ~Pibré principai Pa tgagroune structural P, de const,v'uire 1le
fibré principal P* & groupe structural § ass ocié_ & Peti; ondlt que
P! est dédult ds P par Qggansion du g*gr_oage structural F & ¢, On va
définiz un mdrphiswe fonctorisl

(1) P P!

- oompstible svec 1es opérations de T sur l;s dbux memibres (et bled sur
avec les restrictions aux parties ouvertes de X). Four oscl , Soit leéé_f
catégorie des €'-esnaces 2 g-groupes dtopérateurs 3 ‘droite (groupes '
non précisés)‘, & Ja catégorle des ensemvles & groupes d'op:érateurs- A j
droite,. Un worphisme (B,G);-b(E' ,G') dans @o est un couple (£,u)
bd-'un ‘e-mot'phim fig —> E' e d'un morphisue u:G -3 G! de 'e-groupes

| tel que f(x.g)-i'(x).u(g) pour xéE, gec—, et on définit de fagon ana-

fv‘

| logus les mrph:\.ms dans P, Alors les deux mmbres de (l) pamut Gtr.lw

o
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considérés comrd des fibrés de type (e § @D) associés & P, etila.
représent.at:.w natmllé de F dans AubE(F) r‘eap. dans Aut §(G) psr = .
tranSJ.a'bions a gauche (bi F et G sont donsidérs comus des eléments de

&, ,leure groupes ;i'bpérateux*a étant r,reap. 'G). 1e couplo (1 i), on
i est l'abplicatim :ldont.ique F_)G, est un morpmame Fep( dans §o
compatibie avec les kutemorphiamee défiais par les élements der, E:n Ve
tu des dorites du n®ll, ce morphisne définit denc i un mox-phiune @)
potr les fibrés assbc:l.és, succés brillent de llaxiomatique. Com iest
inJectif, il en est fe méme de (1), d'aprés un des nombreux sorites :
oubliés, En falt, F Gtant un sous-ensemble fermé du €_espaca By a.dmetr
tant uné ‘G—structm indnite 5 i1 en est de ndme de P considéré comme
seus-ensenble de P! (re-sorite o&bli$, s'sppuyant sur prop,7)
Inverbrent, partons:d'un @-£ibré principal & @ ~groupe structural G.
Définition 7 bis - Soit ,Pl un € ~Fibré principal & ‘& —groupe structu-

ral &, On eppelle x‘e“st;r;qtion du groupe structural 3 F tout '@-fibré a

‘€ -groupe etructui'il F, 'sati.sfaisent aux conditions suivaates 3P est
\contenu. dans P, , et il existe un 1scmorphisma sur P dnZ-fibré prinei
pel P! déduit de P par extension du oroupe structural a G, @8 réduisant
ia 1'identité sur P, )

Uné tells reatrict.ion exis_te donc si et seulsuent si Py est lsoxiors .
phe & un g-capa.ce fibré principal obtenu par.extensicn a G dl.l groupe
structural d'un. ‘g-sspaae Pibré principal & ‘@—gronpe structural Fe
Ceci peut encore s'e_@rimer de la fagon suivemte, Soit QX(G) lo faise
céag de groﬁpqs dee germes de {Qmorphismes de X 'dans G, définissoflé de-
méne gx(f). I.‘homdmrpld;me‘d'injection i3F-3G définit un hempziorphim
de faisceaux Q (F)—»Q,(G) , d'u une application ‘

L EMEG () > TN
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. Il est imnéd:.at s, pour que Pl adnstte une restriction du groupe.
structural A P, 41 faub ot 11 suffif que sa classe o(P JeH (X, 05 (G))
solt dane l'imégo~d8 Hl(xogx(ﬂ-) (compté tenu d'uzie‘ compatibd1its géné
vele entre f:.br‘s asaoc:xés ot imapes ds classes de uonomolome, que .
nous avons bubliéo au mﬂ‘ro précédent).

Nona allme damer une int.erprétation pius géomdtrique de.la no~-.
tion de res.,rictiona dn groups struéturel, Nebons d'abord qu'nne ta'l.le

- restriction est bien détu-ninée quand on cotmelt 1a pertie P de P :
quielle déflnit '94 efto%, 1 résulte de ce qu'on a Tu Qe aa@-

: struotura est la ‘g-if.mctm mduite paT Pl‘ ga projection sur x est
induite par celle. de. Pl, ot les opérations de F eur P sont induites pa
par les Opira.t.ims de F dans | I D'aiLeurs, P est 1':nge réciproqm,
par 1tapplication canoniqne P1.>P1/F, dbune partie s(x). cﬁx s sof wie
geciion de Pli!‘ (cona&déré coMee £ibré Pnsembliste sUL X) sur Rs bian
aétemminée par P, On estn ainst amens A examinar québlos sont 1es SO0
tions de Pl)F qui earraspondent a une restyictisn de groups Su..xctu- o

yal, Je d;s que gg& e@ctement gelies au_:!, loca.lemevit sont imaes £
de {- tions de P S La néceasite est évidents, puisgue o peut sup»

possr alora que Py st .1a Tibrd P! @dduit d'un fibré P=XxF paz' enam-
sien du groupe struetural 3 alo*a Py =X, et la sséticn s st l'imge
eanondque de la. aeotim de Py définie par l'applzcanion constante |
X —ps de X dans G, aaction qui. -est un g-morphlam.\ Pour 18- mnisan-l!
ce, sUppésons d'cbord que s prov:z.exme 4d'use section régullere sl de 'ﬁ"'
Pis cotie aaction 46!1:111‘. un iaomorphieme de P, avee X, et identi~

f’lanz Pl. a X;G, on.mit que s correspond 3 1a part,ie XxF de m, qui

asth m& une rwriotion du groupe structural, si on suppose amﬂ.e
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d'abord',éue ;I.'g pﬁrtie' P dfe_‘ Py 'corz;espondmxte & s adwet uns g»étgu_cture
induite {egr son mteraection avée 166 imnges inverses déa'ouvert;s i de -
X assez petits ont, e stjﬁcturz induite, de sorte quion peut appliguer
la prop.7). I.tmismz alors P de cette '&-struct.ura induitw,, de la pro-
_jection sur X induite pal' ealla de Pl; enfin dsg ooérat ons 4e.F suy les
fibres induites par 1es opératlons de F dans Ry : 31 ect imnédiet que PG
devient alors wn ~€_cspace fibré principel 2 G-groupe. strocbural F,
. i.e. 'satisfa{t ia cend:ition I.T a& déf;l;. Gn prouve eussi fmsilenent que -j
: lé & -f:.‘.bre Pt d.eduit de P par extension du groupe structural ac s'&-
dentifie bien & Pl } on défim.t urie biaaot.lon cmonique P'__,Pl, oaupa~
tible avec les pmjectiens sar X et lea opérations de G, ctest d‘ullnnn
un &ismrphism au-dassui des aiiverts U de X assexn 1ts, c'es‘c. dune
un G4 sororphl sue, d.anc m ieomrphxsma pour les structuves de *6-1’1’&&
prlncipaux. Hous avzons prouvé 3 ! ' |
paoposnmri 15 bis = supposons & racollabls, et soit Py un E-ibss |
principal & ‘g—groups stractural P, Iss restricticns du groupe sbrucou- ‘
ral & Pl A ¥ corraspond':b hj.univoquemnt anx ections du £i oré Snsele :

HEESK

bliste P [ F aur X qui 1ocalement soft des tmeges de sgotions ‘g-régnlié-

\.

-

rée de P - & :
Supposons malntenent que le coupde (F,G) setisfasce & la gondition .

suivanie H :

z »(2) Pour toub YQ'G, (M)/F est un ‘g-eopace qubtﬂmz de YxG (n y
62.2) et s'ldentiﬁ.e au produit m(G/F). |
Ge prodoft s un eens, pulsques G/f est un ‘gvespaca q,uot:.ent de G, conie |
on voit en prepant ¥ réduit a&-un point), S

Co ﬂ;nire & Soient G’m ‘€~groupe, F un sous-‘g—groupe satisfaisant
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atmctural G, de base X. Alors P, IF est tn ‘gwma quot.ient e Piy
et, muni de 1a pmjeetim PllF «> X clest wa '€-espeee amé A ?ikre-

=

Jeyve GJF, les ssctions de ?I/F asaom.éoa aux reetr‘tctiom du groups

wiructorsl de P, & 7 sont das “‘;,sootims.

Soit p ia pro:)oction de Pl sur X, T1 résilte u&édj.atament de (2)
que pour fLeut ouverb UgX anaez potit, (U}IF @8t un f-espace quo-
tient de p l(U) 3 imrpbo A Ux(G[B‘) usmrpbisma owpaiim avee les N
projections natumllu am.' u). fn vertn de par-op.g ¥1 en rémilte que ": 2

Q = ].,F a8t un 'g«-e;paee qaonant de Pl‘ Il faut a..nc zmnu'er que &
'gest parfaita on semi-parfaibo, o est. un ‘l-eapa.os loca.l sém. Oa'
on montre Que QxQ ést un f-‘espacu quoti‘nt de P xPl parl"ad?, tout e

d'abond sl P, en utilisant (2) devx réis, st teaam. coapte e la

transi‘L ivité des ‘g-eSpaces quotient.n, pu;s ‘dans’ le l,a.s v5m5m en

utilisant prop.?. En varﬁcnh.er la tcmloﬂe da’ r‘m’: est la topo}.of'ic

quctient de callc qla Plel’ 8t ponx- prauve.r que. dm. O.La.bonu_e a. de '.m
ast farm.’ae s ‘42 sufﬁ.t de prouver E;ue e "'z:n}ae B.de la nelation a'émﬂ-

- yalence g.éf* vnq, .par F dans Pl est une nartia fermds de 1::?1. or sl A
est le graphe ds ls mlﬁion d"éqaivﬂenoe uwfinie par (‘ deqe Pys ok st
| a est l'a.pplicatim de Adans ¢ te.t.le que (x,y)e‘\ inpliqus y-x.u(x,y) "%

B est- l'imaga recipmqm @e. F par l' pplioaman u, Notre aasertion

resulte alars du lamze axivant dcﬁt. le, démonstrar.q.on est f:‘aeile et v i

1&-&6360 ‘au lecbeur 3

< ;w_l - Soit P, un ‘g-i‘ibré pz'.mcs.pel A &-gmune structuml Gy

basc X, Soient i le gmphe de. la relation d' équ:wa.leuce wirde var G
dans PJ.’ u l’applicatzon de A dane tello que (x,y)en implique 4_
ywic, u(i6,y), AlOFS w est U ’f-m';i&sm, ek. paur @ X eolt uépa.ré, 03

'frmn-,otnm*raqmnmtfems
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Cele achéve de Drouver gque, sous les conditions du corol]m.re 1y
PllP est un & -eomce quctient de Py, L& déuonstration St seh mﬁm
tempe gue clest un ~e-¢spm fa.bré gur X (et mlme tn “@-eapm ﬁbré

& '-G-groupe structural ¢, Povrva que G opdre fiddlement dans G/F).
fait que les sections de ce fibré associées aux restricticns ds gronpo g

structural sont des “-mtz.ona résulte alors immédistement de _pfbp_.. ‘-

M2 -SoientGan “g-groupe .9 F un sous-'B-ugroupo 'celqueﬁ
£ibré par F (opérant & droite) scit lecalbment trivial (r.°10 définition

7). Seit P, un ¢ ~fibré principal & G-groupe etructural G, 4lors <

15 ®is, » : = -

1[? est un ‘g-espaoe q\ﬁtient de Py ot un ‘gveapa.cs £3bré sur x,)h 'f’.‘
£ibre~type G/F, dont los 'gasactlons corraspondent bimumquemnt aux
restrictiona o g!bupg structure.l G de P1 & I‘ﬁout d'»abord, l'hypothég"?

se faite.sur le ow.plp (F,G) :.mpu'.que ithypothese (2) dn corque.lra 1.,
en vertu do r° 7, ccn', A prop.ll. On paut done appliquer s 8it coro- {f-’:

1sire 1, de sorte qutil zfeate seulement & wontver que touke _"e_-sectianﬁ

de P1/F sur ¥ comapond A une restriction &u groupe structural L.e,

,(Pmp'ls. big) est localement 1'imagé d'une “Caesection de P, Or on - |

peut supposer pour oec,:l; que Py = ¢ 3, done PJ/'F = ¥x(G/F), de sorte

qu#aunegseet'ion de 'PiIF:'_s'ﬁontifie 2 un €-morphiage £ de X dans GfFe

Conae -G est un ‘{-ﬁ.b;ré suy G/f-!.‘ oa vaoit auasitﬁt que f proviant loi' -

calement, d'un “mpbism de ¥ dans B, co gal prouve notre’ asser-—

tion. |

Remarcue -~ L& cmditian (2) eet toujours vérifide quand € ont 1s cath |

- générel, dens ‘estte. cﬁﬁgm‘ie, il ne sera paa vrai que G £ibrs par P

,,,,

N »
2 J......L.r_.. £

- gorie des ensemhlon dg‘briquoa sur un corps de déflm.tion k, mais en - 'j

Sott qum 4'.1-1#.131, ot le corﬂlaim z ns. am plus nlabIc. i
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g_;_m_@g:_t_g G=k¥, F lous-groupe fini de & non réduit de, X=3/F,
P, = Xo¢ dtol P, fF = Xx(U/E), © 12 sestion de pljr définle par ll‘&pp]).;-' -
cation identigue de X Sur G/f 3 cette section provient localemsnt d’uﬁe o
secbion g—mgtﬂ.iére de Pl sl et aeulemnt si § fibré par ¥ est loca.le-u

ment triv’xal, ce qui n'est pas le cas ici, (0a noters gue le vaisenne-

- ment tu'on vient de falre prouve une néciproque du corollisire 2, qui

I:nfiu, il font ausei d&hnir 1a notion d'extensien et restrlctim

du groupe structural dms des eapa.ces fibrés % fibre fixée doug opéra :

fidélement, Le rédac"ceur en laisse ie soin:'a son sucoesseur, et ne s'en_ |

pemettra pas mo:Lns d'.utiliser dans la suz’ce- cetts notien, :
12, - Sections g Cefitmée, i

Pour .la notion de “§ ~section, voir aéfinition 3, n%, Pour ne pas
s'exposer & d‘imombrables ccni‘usiona, nous n'svans nas eru %ﬂevon- adop-
ter la snggest.:.on dza t.lire “eoction" au licu de ¥ G -s.,ct-ion" car
quand i]. ¥y & dix s‘bructures différentes sur un f‘ibre (i.s. dix catégories,
4 différentes) 13 ya abiglnt.v dscuple ; fwis on pourre ¢onveniy- 4u Yan
Se pemat., par qbua de langage, de dire Simplemsnt- "section' guand aucuno.
confusion ne pourra en zfsleter. Lienseuble dep *g-fSBQt:l-ons dtun Be
i‘i-ixré (ou si.mnlemnt a.'un ‘6-morp'hisme. £3E -3 X) est un foncteur covas’
riant par rq:port h ce fibré dont les preopriétés d'emctltude (egzuche)

doivent &tre explicitéos. 126 diverses loie de composition sur les Pl

=

bres pasdent aux ensembles de sact,ions, et sont mespactées par le fenc—

teur précédent, So:d.taa sur les mstrictions da  assctions, ) :
Soit P nn“-fibré pﬁnoipal & droite sa x, de groups G, et soit

P om ~¢-espaoe l m d‘opérateurs Ga gauohq, aalt anfin z In o

- el -
) ..,x R S, N
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‘€ ~£ivré 2 groupe structural ¢ assecid & P et P, Alors lss ‘€-ssctions :

de E s'identifient aux-ﬂ-mﬁzphims.f de P dans i?, tels que

tle.g) =g r(e) pour eéE,sé& Cette identificatlon oat. compatible avee

les lvio de composition résultant des lois‘_de composition sur F, et Bst

bien entendn f‘onc'hoﬁ?elio. - '

13, - Tmages réciproques ds B-Libwde.

(Si dans la notion de catégorie loeale, on imposc ls domée dlune -

- notion d'image réeiproque, i1 fendra inoarpoz;er ce numéro e muméro 9 3
oz on a dit que leg fibrés de type (“f s®, &o) forment yne eatdgorie
locale), 7 : S ' .‘

Comms an nudre précédent, nous supposons la catégorie recollable,
et nous supposons données dos catégdr.len»@ & donnant lieu & um diagram{
ms fonctoriel, ot pemttant donc de définir 1la catégorie locale des fi- |
brés de type (x, §) § Y ‘ A r
PROPOSITION 15, = Sous,kes conditione précédentes, solt i (E5.%) & w
fibré de type ( €, § @ }, st soit £:X'_, X un morphisme de 'gaeSpaus‘,»‘_;‘f
Soit B! la partie de X'xE fozmée des (x',e) avec f(x') - p(e), Alars B! ;
adiet une “e-structure ininite et i on considére le morphisme p':E.j x' |
induit par la pro:]ectim ‘X'xE by X', ot sur les fibres p! l-_(x‘) lés s_truo-“
tures de typs & déduit.ea par transpart de structure des structures sur
ies p l(f(x’)), E' devient un fibré de type (€, § &’)

Utilisant les propositions de. localiaatiou 7 et 1y on- est ramné

au cas ou % ost un prodult ¥ (Fe RIS Mors B! stidentifie en tant ;
qu'enmble & X'x¢, mn’oms que la "€~atructm:e prodult est une é - ]
structure induite per K28 = X'XIF & en effet, 1'applicstion d'injectionj
%! = {x!,8) oy (! ,f.(x'),a) est un ‘g-ndrphim, st l’application
.(x' rp i on SUSHER UL s S e e T
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assertion. Les autres a'sd?erhions sout alors triviales,

Bt = (E sB',X") o8t appelé de fibré de type (€, ®,® @) M_
réciproque de £, et sera parfoié noté £ 1(’). On aurait pu susel co:mmau«-.~
cer par défimr le fibré m t X sur XX, et prandre le ﬁ.bré
Anduit par G der'zicr sur l‘im;o de llinjection X' .o X'xX, de composmte!
1ot £ 11 canvient de prouver les propriétée formélles ususlles do

" la notion d'image véeiproque :(uf. Top, Slew, chap. I), notanment le fa:lt

que 1 w f"'(!) eut un foficteur en E, et la transitivité -

des w@s récigrogggs. Ehfin, wie propriété de comu‘oativité de 1! gﬁg—
M‘Mb et de l’ggératim “fihro sss0cid Studide au nmné-

_ ro préeédent. lLa dgnrﬁe'd.’unvmorpmoms de fibrés ! = (EspsX) s B _ -

= (B',3%,X'), corxyeaponm_a un “€ -verphime donng ¢ 2 XX, qz}t
équivalente & 1s dormde A% torphisie & base fixde de & dems £7H(E1) 3
prenant =X, phidentité, on trouve la comiition usuelle de reléversnt
d'un g-n.orplﬁ.me nx...x* Sais 16 bise dtun G -ribrs B A savoir
que lc fibre inage r&ciproqm adwette we G -section, g
Solent encore § = (B,p,2F ua fikrs de type (€, @ % §o), BX' s X
w & —m.orphisme,- ' (E', p'y X') le Pibrd image réciproque de ® par
f. Alors tou’oe section enmbliste de T denne par loags réciproque ine
ssction engenmbliste de %', of on constate sussitdt e "¢ -sactions sont .
'ora.neformées en \?-ssctiem. {Seule 1a structure de € ~{ibrés est inter-
venus), L'epplication aimsi sbtenue est un homomorplusmz de foncteurs
par rapport & %, | £ 97 t
14, - _gtégories de modéles £

: Soit o@ uny cat‘gor.la, manie d'un fonct.eur i AL (not.é aussi i 'pour
gbréger, 8'il na peut en .mault.er de confusmn) covariaub h valeurs dana

la eatégorie °6 des espacss topologiquea. Nous allon® montrer
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on psut lui assotier e catégorie prétopologique, notde e&, par une
constructicn génémlilant celle du n° 2, .Pour simplifier, neus allons
cependant, suppcser Que 1l¢s canditions auivantes sont sattzfaites (qui
corregpondent & CT 1a cT &) |
¥ 1) Le foncteur i,t §idéle.

~ Hous dirons aldrs qu'un r/‘-morphisme ¥ ~»N. 88t un #-is_;__ongx_ﬂ_.;%

si la vt-stmc‘buro de ¥ est wpe structure initiele pour l'application A

-i e, si pour tout P<o¢ ot tcnte apphcation & de P dans ¥, g est, un

Olé-mrphimb &l et seu]mont si fg 1llest, Appelons modéles les é16-
ments de % |

¥ .2) Tout medéle M admet une baae d'ouverts de la forme f(N), oi £ est_un-

0« ;somom g'\m moddle N dans M.
o 3) Un %-ia omovphiamg, - d'un meddle ¥ dans un moddle N, donL;__i@g_e_

est euverte, est une une applicatiocn ou:verte
¥ 4) Seient £ une g_n&ottion d'un modéle X dans un e.utra N, (£,) me = ¥

famille de #-. L___z:pgiames de noddles i ¥; dans I*, Om _suppose gue leg
fi(xi) sont _des mta receuvrans 1, eg_gm les £Ey sont_des oz-—_'

morphismes. Alore f est un o¢ ~morphi L

Uns catégorie ae » Munie 4fun foneteur i=i A 2 valeurs dans A<f, et ‘
satisfaisant aux conditiens } 1) & ki 4) précédentss est dite une catégorie
ds modéies Par eﬁianp‘le,v une cetdgorie prilecale est Svidemsent une catd
gorie de modoles, Sh 0“ et 04 sont des catégones de. .xodéles, on dit

Gque JL sst une soua-catégorie de modales de a¢ gi la classe a@ eat con~
tenue dens la classe o‘ s Bi les o“’-uorphims entre deux objets r-.,neo"

_gont identiques aux o‘-mph:.amea, 1a loi de composttion de ol"-morphis-"__

mes étant celle des d_-'hprpm,m_s,(t.e. -.aa‘ est une sous-cetégorie fie, :
ol 3,108 1o fonebenr d s est indidt parad ity ot ot enflniln | o are
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eondition sulvente est satisfaite 3

'g._z,n §danao¢'atdw»ﬂe§§ ' -4 sano somorphl sme dohdansN‘,

tel gus f(k) soit une partie mmrte-,plora £ est méme un o -1somogghia;-‘_
m. » : '~ . : o *
PROPOSITION 14. 2 Soit "G une catégorie de :mdéla's',- et soit n& une classe

contenue dans % . Pour qus ce solt une sous~catégorie de moddles, il

fout et 11 suffit qus & satisfwese ls condition suivente : & :

u' 2). Zout Mok , admst une base d'ouverts de la forme £(N), ou f est .
w ¢ -isomorphiese d'un Neob dans . |

L& condition est éﬁdemmnt nécessaire, Pour montrer qutelle ést su__f‘fig-f

sante, il suffit manifeéttmt de prouver que, &, q,\ ity ¥ est un
c/é—isomorphisme tel que £{}) seit une partis ouverte de N, alors f
ast de nfre un ‘g-isomxph‘!_ame de i dans V. (Bien entendu, on met daﬂs
d“ la strucbure de catégorie avee foncteur fondamental indtute par 8)
ilors les axiomes B 1) & I 4) pour o résultent trivialerent.de cas
ndmes axiomes peur ¢4, done’ # sora Une catégorie de modelea, et méme
une Sous-ca‘bégorie da ﬁ Nous devons donc orouwfer, avec los notations |
ch.-dassus : si xe€” at d. g eet uns aprlication de X dans M telle aue
fg est un "G-morphi.sma, alors g est un é‘morphisme or, £(M} etant
ouverh, il résulie de h' 2) que 1’('f-¥) est la réunien d'ouverts de 19.

f'ome fi(Mi), ou liiéo& et ou les fi sont des ﬁdso»worphlsxms des. N.i

dans li, -Comme fg est ‘continue (étent un “€-morphia::s), 1ee images réei- .

progues xl des £, (1) par fg sont dss parties cuvertes da X D'aprés

Iéaxicue ¥ 2) sar'@, X, est donc la néum.on dé parties ouv'ertes de 1a

forma h (Y ). G4 h3 est um '4-1mrpmm de Y, dans X, D! aprés i z;)

XS T . A
< ¥ ) - % ’ ] ’ Qi 2
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i" l'applioatlon de By dana ¥ définie par ft’i ri, ‘compe £ est un o‘é-
1somoz-phima (dane), et ff{ un og-aorpm.ame, £} est wn o& ~morphisue,

h g l1.,e. un g-mrphime. Da plus, qn a par construction,
\ /1{ ghj pour une applicatim 83 convenable de Yj >
&i N .....{5.1., N dana Il sufflt donc de prouver que les gi:j sont des -

fg -mor.ph_imns ou encore, putsque les f, sont des‘g_g- _
isoiorphismes, que f1g13 est un ‘J-mwphim or figlj = (fg)"hj, done - |
ozt bien un'é -morphiswe,
Diautres a)d.omesuﬁ.es sur les catégories ds moddles sont les sule
vants, qui généfﬂis&nt l‘e-a.a_.:d.omes de mdme huméro pour les Qat;égories
locales g . S

¥ 5) Pour deux modéles 14,8, 11 existe un modéle P tel que 1(?)-12 x % et

pour leguel la #- strueture sur LxN soit la structum produit des
Jl»-structures des facteurs, :

{Hien entendu ce P sast alors unigue), On dit que Jé est une catégorie
de modéles multiplicative, Tae sous'-ca’oégorie de hiod8les de o’é est dite
sous-ca.tégorie multiﬁcat:.ve de moddles si elle est stable sous 1'apéra-

tion M=,

cl gst_une catégorie de modles _avec produits, et pour.tout nbdé;_g_

¥, la dij_\éom.le a& Txgi est fermég, (dlors a@es’o dite séparée],

: M 7) Pour tout modé;gl st tout cuvert UCH, U gst réunion fim.e d'oum

de la forme f(N), o‘u f ost un. og-isomorphlame de ¥ dans I,
l tégorie togo_lgggua déf:mie par une catégorie de modtles,

‘Théoréhm l Soit J‘ une categone de modéles. Alors on peut troaver
une catégorie prétopologicue surscturée d@ telle que ok a5 solt une
eous-ontégozﬁ.e de“mpdél,e'e, et gtie toub . Xe(% admetie une base d'ouverts.




S

. ._'[.l.

-5 - | e n® 262
isomorphes & des modles ¥€df . JG est dét.ernné s iaomor;msm
unioue pree, s8 réduiaant a 1'identité Buroz St o% se.twait a
1'a:xiome I 5), alors 02 satisfait 3 l'adome CT 5) i.e. est une caté-
gorie topologiaue, et Jé en egt wWije svus-cabtégorie multiplicatite de

ncdéles,

n stensuit facllenent ecupte tenu de prop.s : S e

dllaire 1 -l o ‘est W6 cbégarie mmltiplicative de moddles sépa-
rés alors ﬁ(e&) - &l‘ est une catdgorie locale parfai (dibe 8550=
iée ah), dont o) est wne sens-cetégorie mltiplicative de modélsa,
De plus, om vérifie aussit3t : | i

Corollaire 2, < Sous les conciitions du corollaire ,précédent y éuppo- ;
sons la condition M 7)&9} v'érifiée. Alors les Xe€{H) qui sont
réunions finies de moddleés forment une sous~catégorie xmlﬁplicative |
'sam-parfaite def(i‘ ) oontenant. ;@ {dite ag___g:_{_é_g_ 2 k) ‘

Remarques = L& prop 6 mont.re que les axiomes E 1) & L 4) sont anssi -

nécessalres pour la va!.idité du théoréne 1. La, démonstration du thforé—
ﬁ}s 1, notesment e la premiére Ass.erbic'm, esquissée ci-desspus, eat |
'e.ssez’pénible. m notera _é,x':elle'devient triviale st on sait déjza. que
k> oot une soms-catégorie de moddies d'une catégorie—pzétbpologique
‘6 ; ¢e sera lo cas dans toutes les applications ralsonnables auxguelles
~le rédacteur peut penser en cs Wnt , Meis il sembl.cmit.antibourba;
chique’ de trainer eet!':;.'hypabhése superfliue, |
Démon strg.tlon du théordms 1.
Seit X un obpibi iopdlosique ' On appelle o{-carhe de x ou simple.
ment: ca.rte, un-balﬁmtpMans fde U 24 un moddle K, (w,B. dans la
suite de ce numéro nous« réaemrma le now de "hodéle“ aux éléments | p g
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de &), U est ait 1touvert de 1a carts, ¥ le medéle de la carte, Deuk
cartes f3U _y M at: giV-s N d; X séront dites compatibles si‘pour toirl:p
applicktion ontinue h dtun modéle P dens Un¥, la relation "fh est un

o&;mrphis;ne" est éqxﬂﬁlonﬁe & le ralation "igh dih i dWm“
Un- ensemble (fi) a6 carten £ 3 Ui <w ¥y do X est dite an o -atlas,
on almplemnt un atlas, si les Ui recouvyrent X, et si ces cartes sont .

deux & deux compatibles, On & alors :

' PROPOSITION 17 - Solt (£35U;,8;) un f~atlas, Si devx cartes sont Gompae -

tibles avee chacune des T elles sont compatiblea antre elles,

 Ceci nésultera :mdanhé?_t du fésultat suivant :

lomms « Considérons une cu'be f:Uns ¥ compatitile mec:;.ea cartes £,, Sodt .‘
2P U wne a;phlicniia} contime dlun modéle P.dans U, Pour tout 1, soit
Py Jda partie cuverte 'gfl(ni)»de P, et soit (hi 3) une familie de af‘.isozq.& ;
phisznes hif do—mogéles Pij ‘dans P, tels que ».lea hij(Pij) forment un recom
vrement ouvert.’. de Py.(Une telle faiilde existe d'eprds llaxiome ¥ 2)). ;
Alérsles fighi:j H Pij._)ﬂi sont définis, Pour cue £g soit ma bg-morphis_

me, il faut et il suffit que les 'fighﬁ le soient, : s

"En vertu de 1'axiome 'H k), fg est wn oé-mérphisma si et seulement si':-
les fehy g le sont, Or, pxiaqwa in(zh J)CUnUi, et que les eartes  ab £, '
sont conpatiiles, £(gh; ;) est un amorphisme st et sewlemsnt si £, (ghy )
1test., Dfou la conclusiom},

Corollaire & le ProEsd.tion 17 = Supppsong que 9¢ soit un Ansemble. i
Llors tout atlas d'un espace X ast contenu dans un atlas m_g_a_dm. unlqus.

. I1 suffit de prendre l'ensemble de toutes les cartes des X conpatiblzz"
] toutes les url:es de 1'atlas douné,

Fw 2 Gonaldérons la relalon entre dee atlas A et Al de X
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"eoute carte élément ds Algst oompatiblé avec toule carte éldment de A"
C'est 1A une ralation d'équivalence, P
Eh_effet, sl (A,A') ot (A',A") satisfont la relation, alors en
. vertu de proposition & appliquée 2 1fatlas A!, une carte’'de A et une .
carte de A", r-owbe c&rta de A est équiva.lence i teute garte de A%, -
na env:l.e de défixd.r une dustmcture 1ocs.lo sur X comme étant un
atlas mximal, mais oea.a suppose prauquement que t‘/g est un ensemble,
et 11 sbra:.t cucu ds se bornmer 2 ce cas, Ausdl choisire-tean, & moyen
du -éymbole de Hilbert, ui vepréssntant dans 'chaqwg Melasse dtSeuivalen—
ce” dtatlas sur X, (ce n'est pé.s beau, mais on a l'habitude) ; clest
ga uns ;oﬁ-structure locale, La classe des espa.ces X manis d.'\.ne
dZ-stmct-.me .z.ocale (an ﬂz—espaces locaw. gera no..ée oz « On va en
faire une catégorie, ' '.‘ _ |
- Tout d‘ab?m’, soit X un espace muni d'un atlas (fi’ui’ni)’_ cénsi.
@érons eomme dans 1; im une a.p'plicétion continue g d'un moddle P

dans X, et défini ssons 185 Py o By come dans le lsmme, Je dis que la

]
' condition ¢ "les fighi,j sont des d‘-morphisma" est indépendanta du
choix des 8: 3 ot ne change pas sl on remplace llatlas donné par un
atlas 6(;1x:i.va.lén1'lu Hontrons eh effet d‘abord qu'ells éguivant & la con-
dition swivente, plus forte en epparencs ; |

() mur tout i st tou_ o«-morgm Pl P, tel que gh(P‘)cUi,

l'application f gh de pi dans dans M, est un d,-mrphiame

Il auffit de monirer gu'ellsMimpdicue , or en verhu de 14' 2),p!
est réunicn d‘eneoiﬂ.smrns de la fome ht*(P"), on h' est un
& -1 seuorphi ste de P dans P¥ tel que hh’(?") soLt contenu dans wyn -
des hij(Pﬁ, ,'.at qn vertu de K 4) il suffit de montrer que chaquo
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chaque ( gh)h' est un a‘-morphime. o £ ghh' = (£ g)(hh'), et .hh'-hijh"
ca h" est wne application de P* dans Py, Comme biJ est wn ol ~isomorphts
me et hnh" un o(-morph:lm, h" est un Hsiorphisns, TL wisat alors

ighh' a(f ghi;])h , qui est wn Oldnorphiune puisquo fighij en st ma
par hypothdse, einsf que h", La condition (1) ci-dessus contient ncore
1latlas donné, montrons qti"‘el‘le ne change pas cependant si on remplac;
t)e Bn effet, camme les

37 My ,
fqrment un recouvrement ouvert ds X, il résulte de la condis

celui-ci par un atlas équivalent (Ui, ¢

1

Ui ~ U‘1
tion ¥ 2) qie P est réunion dlouveris de 1a forme h(P?), o h est un

A -isunorphiam de P! dans P tel que gh(P) salt contenu dans un des

Uy o U). Comas £, et £2 Sk compatibles, il revient an méme de dire que

&y (gh) soit un Jé-mrphim, ou que f‘(gh) en soit un, dtou notre asser

tion. Nous dirons alors aimpIement que g ast un morphisme, si la coﬂdi, >

tion (M) énoncée plus haut est vérifide gour un atlas définissent la =™

structire de X. |
Soient maintenant X et ¥ deux Q(-espac'es lpcaux, £ une epplication

de X Gans Y, Nous dirons.gue f sst un'morphipme, si'quél que sgit le mor~

phiswe g dlun _modélé.f dans X, fx‘est un morphisme -3u sens de 13 défini=

tion qui précéde. '(Il n'y a pas lieu de eemparer icl ces troi's notiens ;

de morphismes, définis cﬁnb de'.s‘ sitmations disjointes). Tl est trivial

5 A o
qutavee cette notiem de morphisme, % devient une catégorie, de pa.usaz

" et mmi d'un foncteur évident, noté 13 S valeurs dens la catégorie G

des espaces topalogiques, 1es axiomes CP 1) et CT 2) sont trivia}_;amant :
vérifids, Vériﬁ.on#ﬂ 3). Seit X un P -ggpace local, U une partie oum‘-'
te ds x, wontrons qz'on peut trouver un atles définissant la structure &e
X tel gue U-solt n&micn dlouverts de cartes do eet atlas oal.a. s:lgnit).o ;



P

" dedans contenus, on bbtiént ainsi des atlas de U, évide:nent tous équ:l-
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qu'on a le . : . ' : e
Lemng 2 - Les owérﬁ‘s de X qxi sont des ouveris de cartes de X (compa~ 3,
tibles aved sa atruztm e 'o‘-espace local} forment une bese de la, E
topologie de X, |

Pour ceci, :I.J..snffit.de montrer que sl U est 1l'ouvert d'une carte
_filpMde X (pa.r quorl on sous-sntend toujours 3 comatib;.e avee 2 ¥ YR
structurs donnél sur X), les ouveris de cartes contenus dens U formant
une base de la topologi:_e.de U. Pour ceci on app].iquc 1'axiome N 2) i__.M, |
et on utilise, pour 1;68 -‘o_g-isomorphiames 8; +N, ~»¥ obtenus, 1t axdome |
4 3) s les ouverts f*l(gikui)) forment une base de la topologie de U,
et sont les ouverts des cartes g;]‘f.

Ainei tout ouvert U de X est réwnion des ouverts de cartes de X
valents, dton um dﬁ-stmtum legaleg sur U, monbress gque clest 1A .
une styucture induite 3 ceci signifie en effet que pour toute a.ppllca.- ‘
tion continue g d'un moddle P dens U, il revient auuduze de dire qu'e;llc;

-est. un morphisne de } dans X ou de M dans U ; et cela résulie aussiidt -

de 1a déﬁ.xﬂ.tlon. ‘Ia condition CT 4) se vérifie aussi immédiatement.
Rinst d‘ est une ca.tégono prélocals, et on a fail ce qu'.l fallait
pour qu'élle soye yai}u}'ée.,

Si M est un nodéle;_ 11 admst un 'atlas des plus naturels, réduit_h :
1fepplication i'dentiqm.k 11 définit donc etc.. 1o réda.ctéur‘, qui en 2 :

‘marve de faire le travpll des autres, refuss de faire trotter 1'&ne

plus léngtempa sur cet alr de bombinage, D'ailleurs, le théorime peut

certalnesent s déduire d'un théordme plus géndral, oh intervient wn

foncteur non ﬁ,dblo, et qu'il f favdra donner, qui pemttra'msgi de
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constnﬁrg-des E:atémiee diverses comue des catégories de varistés
arithnétiques (tels les schéxég de Chevalley) des catégories de fibrés

ete,., b. partir de peiits'moz‘ceaux. ie théoréme 2 du puméro suivant deit

aussi se général:.aer dans cette direction.

16 - Fencteurs topolozigues,

Solent ¥ et 6 deux cetégories prétopeloglaues, Un. foncteur cavas:

_ vient F de “€ ‘dans 6’est dit ua Zoncteur tepologique s'il setisfait -

aux doux eonditions sulvantes & .

FT.1) §i fiU.5X est un “$-Isomorphisue de U sur un ouvert do ¥, alors

P(£): P(U) 5 F(X) st un §'-ieomorphieme de F(U.) sur un ouvert de
M o | |

81 done U est un ouvert de Zg@ , nous pourrons ldentifier P(U) & un

ouvert de F(X} (svee la structure induite), 2 3

FT 2) 8L X€¢ ot si U,V,U; sont desl ouverts de X, on a FUAY) =% 4 |
= B0~ F(7), ®(Yu) = Yrw,).

on dit qué F est mluggceuf, si ‘€ ot €’ sont des categories ’c.opologi-

ques, et si F satisfait & 1laziams wplémntairet
FT 3} 8 x,xee 1'applicetion ngturelle F(XxY) >F(x)w(r) est_un "€ =
isomorphi sine de P(XxY) sur F(X)xP(Y).

On dit que F est un foncteur local s'il satisfait & Ft 1) et &

FL ) gt__g,_i P i 1'@ (identité fonetorislle)
Alors 1a sondition g: 2) est trivialement satisfaite, donc un fonsteur
loecal est mn foncteur topolqgiqma. Exenple de fencteur local : le fonc-
teur d'injection d'una ‘esus-catégorie prélocale de ‘@ dans 6.

soit o une clases contenne dans ¥ et telle que tout Xed adnatte
une base d'ouverts Lecuerpies & des dléments de of (appelés meddles) ;
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J, est done ume catégorie de moddles (prop.16) et *8 a':ldentiﬁe A
Jé(r&so.‘l.te de 1'assertion d'una,cité dens le théordme 1, qui est dfail-
leurs & peu prés tr:lﬁ.alo) Houa‘ divons aussi que 02 est une catégoris
do modbles engendrant ¥ . SL T ost un fancteur tepelogique ‘de ¥ dans
€', sa restriction A o satfsfalt menifsstomant aux conditions si-
vantes .: , ;
FREL) 8 fs H N m‘gogpisomorptdme d'un modsdle sur une nertie
' wv '_rbe d'un g_tg 5 ;aj.c;rs F(2)_gst un isoworphisme de F(1)_sur
une_pa: i& F(N). '
Fiu_ 2) Seient £ '}:'_.',}, f"xH"..;. ¥, fi.mih,rz des o‘-i rphismea
de modé..es $ur dos parties ouvertes de I, tols que
i(1»11) b f'(w)a galum), uov-sQF(f )F(I.i)'F‘(f')(F(!"))n
ny(fn)(w(t»"))
De plus, si F eat. mltiplicgtif, on a 3

FTM 3) St et N m___leles, l'agpl&qat.lon naturelle F(..X?’)-—b
Fl)zr (V) ggt un J—zsomomblme :
2 Siﬁ‘es’cmfomteurloc,l, on a3 :
Fli 1.gF =i, , (identits fonctorielle surch).
Théoréme 2 -~ Seit ‘% une catégorie pr Sjopelogicue, 044 ungka terfot‘ie de

moddles engendrant 'ﬂ F un fancteur de oy aans une ca’cegerie prétopow
logique sursaturde ¥/, Si P sstisfait aux conditions FT 1)et m 2),
i1 existe un foncteur prétépologlque # de ‘€ dans ¥’dont ia resf-ric-; b
tion & off soit T, SL F est. Waltiplieatif (i.c. satisfait A T 3) i1
en est de mdme de f’. st satisfeit A la mlme condition que ?,
e:d.sbg un isquorghisme unicue de 7 sur P! se réduisant ¥ Llidentité

sy F.
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Le de_’mo‘nstra.tion re;semblé comse un frdre , en moins long, A celle
da thébréhe 1, aus’si né la donneténs nous pas. Ik faut encore r.egarder
& quelle condition ¥ transforse des ‘é-espacesgs_mgé_q en €' -eSpa.ees
ségarés. On montre fAcilewent qu'll suffit de le vérifier pour les B
espa.ces &éparés qui sont, rénmons de deux ouverts isomorphes & des modé-
1ds, Voiei un cas important ou on psut se dispenser de faire la vérifi-
cation, '
Corollaire 1 - Si F satisfait a FLM, alors on peut trouver un ) qui soit
un foncteur local, Plus g‘néralement-, supposons donné un homomcérphisme
fox‘mtoriel‘ i A= i ‘Q'F tel . que pour tout modéle M, l'application conti.-_:'
nue ¥ _, F(H) soit bijective, Si P est multiplicatif, alors ¥ transforme

"5-espacea séperés en ‘G-ee,paces séparés, Dans ce cas, 1a condition
du th, 2 reste valdble si an suppose & séparée ot €’ parfeite.

En effet, l'hMOrphisme fonctoriel donné définit un hémomorphisms |
fonctoriel analogue relatif a ’I:‘, permettant d'identifier les ensembles
X et ﬁ'(x), la topologie de X étant maine fine, Par suite, si la :’;iagoéai’at‘
de XxX est fermée pour la topologie de XxX, eile l'est & fertiori pour
celle de F(X)xR(X) = F(xxx). .

Corollaire 2 = Pour un foncteur variable F de of dans B' satisfaisant aux
conditions FTM 1) et FIN 2), # est un "foncteur” en F, et de fagon précie
se : tout homomerphieme du foncteur F dans un foncteur analogue G &8
prolonge de fagen unigue en un homomorphisame de F en G :

La démonstration directe & partir du théordme 2 ne semble pas bien

longue. Mals on aimerait bien avolr une fois pour toutes des &noncés qui

permettent de voir qpe certains temes gont des "i‘oncteurs" pay rapport

“Sad
M"""«

& certaines letires, et M substituera:.ent avantageusement aux énoncé
étrigués de Ens, 1 é&d., cha.p.h,, Appendice, :
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Corollaire 3 ~(tranditivité) : G 2 & ?‘, si F prend ses valeurs dans
une sous—catégorie de modéles J"de ¢’ engendrant €', = & G eost u
foncteur, analogu;a aF, détini sur e@’.
Corollsire & - Si o“ .e.st we sous-catégorie de modéles de €'(cf. pvep.
16), ot si F est le foneteur dlinjection de ok aans g’, alors F iden~
tifie 6 A uno sous-catégorie prétopologique de ‘¢’, et méme 2 une sous-

cetégorie topologiqus si J‘est une sous-catégorie pmltiplicative de
moddles dans €', :

La démonstration directe de ce corollaire est d'ailleurs A pemw
prés triviale (voir remarque aprés le th, )

¥ é’;a"‘
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§2 = Catégories de varidtés.

1. - Espaces §~ann_elés. ;

Définition 1 - -Soit K un anneau avec unité, On appelle espace K-amnelé
un espace topologique X muni d'un soﬁs—faisceau d'anneaux _Qxdu faisesan
des germes ci’applications de X dans K, contenant les germes units,

‘Qy est appelé le falsceau fondamental de X. ¥n vertu des définitions
relatives sux faisceaux, la donnde d'une structure K-annelée sur X équi-
vaut 2 la donnde, pour tout ouvert Uc X, d’un sous-anneau gx(U) de
l'anmneau des applications de U dens K, contenant l'unité, de telle fagon
que les conditions suivantes spient satisfaites :(i) sl V est un ouvert
contenu dans U, la  restriction 2 V de toute regx(u) est dans gx(w :
(ii) =t inversegent f est une applieation de U dens K, et si teut point
de U admet un voisinage onvart V tel que la restriction de f 3 V colt
dans gx(v), alors f est dans QX(U). - Les fonctions dans Q(U) sont appe-
lées fonctiens réguliéres sur ltouvert U de l'e:spaée X-annelé X.
Définition 2 ~ Soient X,Y. deux espaces K-aunelés, On appelle morphisme,
d"espaces K-ennelés de X dans Y, une application continue f de X dans Y
telle que pour toute fonctien régulidre g sur une partie cuverte V de Y,
la fonction gf sur f'l(U) soit régulidre,

si X,Y,Z sm‘it'troin espaces f(-annelés, £iX-5Y et giY .5, Z d8s mome.
‘pﬁismes &'espaces K-annelés, alors gff est un morphisme de X dans Z, Par
sulte, les éspaces K-annelés forment une eaté orie, et le foncteur i sur
cette dernidre, qul attache & tout éispaee K-annelé 1'espace tepologique
sous~jecent, et & un morphisms X.»Y d'espaces Keannelés ce mBme morphise
me- Gl Abes: pommeiil BRSNS oy o) ot e Anskit N
dans celui sous-jacent & Y, @3t un foneteur fiddle, °
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PROPOSITION 1 - Soit (fi) ung Lamille d'applicati@s continues d'un
ensemble X dans des espaces K-annelds X,. Alors 1l existe sur X une
structure d'aspéce K—a.nnelé initiale_ pour la famille (fi)‘ 12 topolo-
gie sous-jacente de X est lav moins fine qui rende econtinue les q‘ia_plica- :
ticas f,, ot le falscean fondsusnisl de % est le plus pstit sous fals-

¢eau diannesux diu faisceau des germes d'applications de X dans K pour

lequel lee fonctions de la farme g,f, sur fi"l(Ui). (ot g; est une fonee

vien régulidre sur l'ouvert U, de X, ), sont des sections,

En effet, on voil aussitdt en vertu des définitions que mum. de la
topologie et du faisceau ainsi explicités, X est un espace K-amnelé , et
que pour toute application f d'un espace K-annels Y dans X, £ est un
morphisme si et seuldment si les gif le sont, |
Corollaire 1 ~ Solt X un espace K-annelé, Y une partie de X, Alors Y
edmet une structure K-annelée induite, Ia topologie sous-jacenie est
celle induite par X, et une fonction sur un ouvert U de Y est régulidre
si et seulement si tout yeU admet un voisinage ouvert V dans X tel que
VAYcU ot que f]VAY induite par une fonction régulidre sur V, En
particulier, si Y est ouvert, we fonction f sur U est régulidre au
sens de Y sl et seulement si elle l*tsh an sens de X, i.e, le faisceau
fondamental de Y est induit par le falsceau fondamental de X

Corollaire 2 - Les espaces K—anneles forment une catdégorie topologique

sursaturée,

Nous avons déja ed.énalé que les axiomes CT 1) et CT 2) sont véri-
fiés, il en est de méme de CT 3) et CT 5) en vertu de -proposition 1
(existence de structures induites sur les ouverts, et de structures

produits), et sussi CT 4) effirmant que la notion ds morphisme est de
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nature locale, Enfin, ed. X est un espace topolsgique muni d'un récouvres:
ment ouvert £U;), et si sur tout U, on se donne une structure K-a;.nne}lée,\
les structures induites par U; et U;) dans Ui“Uj 5t.ant :I;dentii;ues, alors-
il résulte de la fin du corollaire 1 que les faisc_:eaux fondementaux de
U et U, ont méme restriction a Us;nl

J J
unique sur X induisant sur chaque U; 1le faisceau fondamental de Uy . lond

» done qu'il exdste un faisceau

de ce faisceaun, X est évid_enmant un espace K-annelé, et d'aprés ia fin
dn corollaire 1, .il. induit sur chaque Uy la spructure K-anneléé ‘donnée
sur U;. Donc 1la catégorie des esp;.ce R-annelés est bien sursaturde, ?
PROPOSITION 2 - Soit (fi) une famille d'applications d'espaces K--anhelés"
X, dans un ensemble X, Alors il existe sur x une structure K-mnelé; fi-

inale, La topologie aous-;;)acente est la plus fine dgs topologiés rendant- 3
continues des f,. Une fonction g sur un suvert UGX est régulilre si et

seulement si les fonetiaens gfi sur les ouverts fi-l(U)cX.l sont régu~

liéres, 4 :

En effef, el X est muni de le topologie la plus fine rendant des £
con‘l;..inuea, il -est immédiat que les fonctions sur un ouvert UcX qul sa-
tisfont & la condition énoncée sont exactement las sectiane d'un faiscean
sur X définissant une structure d'espace anneléd, T1 résulte alors des
définitions que la étru’et.ure K-annelée zinsi définie sur X est bien struw
ture finale pour la fnmillé des f..

Corolleira - Soit X un espace K-annelé, R une relatien d'équivalence
dans X, g 1%applicetion canonique de % aur X|R. Alors X/R admet une
structure K-annelée q\wtip_nﬁ. 1a tepologie soustjacente est la topologie

cuotient, et une fonction sur un owvert Uc'x,'R est réguliére sl et .seu=~

|lement si la fonction fg es;!; régullére sur l'ouvert g'l(U) de X.
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2. - Catégories de variétés sur K. '
Définifiorn 3 - Soit K uh anneau commitatif avec writé. Une catégorie de
variétés sur K est ux;me catégorie locale recollable /4 (par.1, 0%4), G
munie d'un objet K € Paent 1'ensemble sous-jacent est K, et satisfaie
sant .aux axiomes'g._!_ 1), o¥ 2)7 et CV 3) énoncés plus bas,

| Les objets de “C seront appelés "ﬂf.variétés ou *Z~-espaces (ce
dernier terme semblant préfé__rable; ne ciéant ms de risques de confu-~
~glons), st on employém libremsnt ]:a. terminologie introdulte pour les
catégories tbpolog:‘gques, parlant de “¥/_structures sur un ensemble donnd
etc..; Nous notaerons, suivat;t 1'gbus de netation coﬁra..nij., X éar la
lettre R ; dave avis expresse du contraire, K désigne done 1'anneau K,.
muni en plus de la “P*-structure K . Nous dirons qu'une application f”
dtun:{¥~espace X dans un L5 e‘s.t ‘T)' wrégulidre, ou slmplement régu-
l._iéLéL si c'est un ’(f-—morphisme.

CV 1) Il existe un *T/~espace réduit & un peint. Si e est un tel’ fEorpace

toute application £ d'un 7 espace X dans e est un morphisme, st
une application g de e dans X est un morphisme si et seulement si

f{e) est_fermé dans X.
- I1 résulte imnédiatement de cet axiome que tout ensemble e! réduit & wn

point admet une struecture de *I?'-eSpace et une seule,

CV 2) Pour tout ermce-x, 1es morphismes de X dans K forment un sou’

anneau, contenant 1funité, de l‘anncau de toutes les applications

de X dauns K,
lontrons que cet axiome éguivaut au sulvent ;

CV 2f) la partie de K réduite & 1*élément unité 1 est fermde, Ies appli-

: cations (x,y) ~>x~y et (x,¥) —» Xy de KxK dans K sont des mor-

phigmes,
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oV 2i implique CY 2%) : {l} est 1'image d'un Ufespace e réduit A
un point par un morpﬁiune i de e dans K (en vertu de Gf 2) donc fermé en
vertu de gg 1) 3 les fonctiong (Zy)ax et (x,y) —¥ sur K x K sont des.
morphismes, donc en vertu de CV 2) 1l en est de méme des fonction‘s, Xy d;
- XY Récipmcpement; 'éhppoama CV 2') satisfaite, il en résults tqfut
d'abord que pour tout F=espece X, 1'application x 1 .db X dans K est |
un morphisme, puisqﬁe composs de X .5 e et i:e —» K qui sont des morphia-;
mes en vertu de CV i). Soient maintenant f,g deux morphismes de X dens K
ﬁlontzfons que f-g et f£g sent encore dea; norphismes : or ce sont respecti-
vement leé applicaf.ion‘a compbsées So(fxg)od et Po(fxg)od , o A est
1'applicetion diagenale Xe»XxX, et S et P sent les applications de KK
dans K envisagées dans 1l'énencs de &7 2%) ; comme S,P,A sont des more -
phlsmes, la ccnclusion voulue s'ensuit..
PROPOSITION 3 - Soit X un ?}-espace. A tout ouvert Ug X, attachons 1ten-
semble des morphismes de U dans X. Alors X devient un espace K-annelé
(définition i). st X,Y sont deux 1 -espaces, tout morphismes de X dans
T est un morphisme pour les stiuetures K-annelées sous~jacentes (défie
inition 2). |

Cela résulte aussitdt des définitions,

GV 3) Solent X,Y deux UF -ssphces, I une application de X dans Y qui soit

un merphisme pour les structures K-annelées sous-jacentes, alors

f est un U'-morphisme.
Cet axiome signifie a.ussi qué le foncteur naturel de P~ dans la catégo- ‘
rie des espaces Kwannelés, défini par la propesitien 2, identifie & 28
une sous-catégorie préf;opologique (parit, n°1) de cette dernidre, en
effet, il suffit de vérifier que si U est un ouvert d'un U -espace X,
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alors la structure K-annolée assoclée A la 7}‘-structure indudte est
inGulte par celle de X, ce qut résulte’ aussitét des définitions et -
prop. 1, cor.l. m fera xttentiou cepundant que daps tous les cas quo '
noua aurons 3 envisager, on n'a pas 12: uno soua-catégorie topologique,

le foncteur d'incluedon Métant pab mnlt.ip”lica.tif

Soit e un- 7]'1-98939& réguit & un point, Identi!‘iant las app--icaf-

tions de'e dane 4 aux élémenta de '(, 1tensemble des morphismes dé o

dans X est une partia de K, qui d'a.prés C:r 2) est un sous-—anneau aveb

unité, noté k, Ce detmiep ne dépend évidemment pas du choix de e,

aggello Alenngau de définition k de 1a categorie X s'ap?elant le

- domaing des. va;gurs 5 D'a.prée ov 1), k &st aussi l’enscmble des élémants

% de K tels qie {x} so:‘.t ferné, :
DROPOSITION L = Soit X un U‘-eapace. L'amee.u S6E ndb ch réguhéz-ea 5

sur X contient 1'anmau des applications conata.nt.es de X dans %, et eat

~ done une e.lgébre sur 1e corps de definition k de 7} Donc le faiseoau

fondamental Q(X) de x est faisceaun de k-alc'ébres.

En effet, une ap'ﬂicatim eonstante de X da.xs k se factorise an

- une applicatlon de X dans 6 et une agﬁication de e dans k, Par défi-

nition de k, cetts derniére est un morphzane de @ dans X, il en. g5t de
ndme de X —»e en verta de CV l) dan& aussi du composé

Gorol laire l - Soient m deu.x entlers )O. Toute appllcatlon de Km
dans ¥ qul est polyno:qia.la av coefflca.enta dans k, est un morphlsmp,. en
particulier les &ppli;:ati‘oné X AX ()‘ék) ot x = x*a (ag k') de" K2
dans 1u1-m$xm sont des morphiemes. Iﬁversement supposons % et k- des -
corps, K infini, pour qu'une app]j.catim pol;ynomiale £3 Km._.-, £® soit un
morphim, il fant .que ses coefﬁo:bnta aoient dens k, '
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Pe'aur la premidre a.sse_r'hion', il suffit de la vérifier quend n=l
anquel cas ¢lest un cas p&rticnlier de prop. 4. Do métis pour la récipro-
aue, on peut supposer n=l, cotma chague é1ément do ¥ est une parbi.
fermés de K, chaque éléuent de ¥ est une pamie fexmée de Km donc une
fonction régulisre £ sur Kn prend sur K™ des valeurs qui sont dans k
(en vertu de CV 1). Si done f est polynbmiale, ses coefficients sont
nécessalrement dens k., :

COrolla.ire 2 - Ipi emditioné suivantes sur “’sont équivalentes

2) k=K b) Toute applica.ticn constante d'un ?f‘-espa.oe dans un autre est

un morphisme ) pour tout Y -espace X, les points de X eont des par-

ties fermées,

a) implique que toute application constante d'un v‘-eSpace % dans
X st v morphd e RN NS ¢ acte-annlloatton consbate Ae T Gaikc
un ¥ -espace Y; en vertu de CV 3). b) implique que toute application
du U’-espace e rédult A un point, dans wn lffoepace X, est un morphis-
me, done a une image fewmfe en vertu de CV L), d'cu ¢), Enfin c) impli-
que a), pulsque k est llensemble des p‘;.mta de K qui =onh feymés,

Nous allons donner une mthode universelle pour construire des ca-

 tégories de varidtés @
PROPOSITION § - Seoit o‘é une sous~cafégorie de moddles (ef, par,l, prop.

16} de la catégorié des e‘gépaceu K-annelés, donc définle par une sous-
classe c/% de cette derniére, satisfalsant & la condition 3
(i) tout moddle admet une base d'ouvertse iscmorphes 2 des n;odéles.

On suppose ds piua les cmdit:lcms; sulvantes satisfaites 3
(11) T existe des moddles réduits & un point, et si e est un tel moddle
toute application d'un woddle ¥ dans e est un morphisme, et une |

. ¢
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application de e dans M est un merphisme si eb ARSI image
ost fermée, ‘ »

(11i) On se donne un moddle ;(_,.dont 1tenseuble gous<jacent est K, tel
que pour tout moddle i, les #pb?.icatiqns réguliéres de ¥ dan9 X solent
préecisément 1.es morphismes de 1f dans K.

Alors la catégorie topologique parfaite V" associde 2 cL(par.l,
n° 15, th,1 cor.l) est une catégorie parfaite de variétés su.r K, ot ~
stidentifie & la catégorie topologique séparde, associée A 1z sous-
catégorie prétopolokique de la catégorie topologlque des espace K-anne-
16s formée des espaves K-annelés admettant un systime fondamental dfoue
verts isomorphes 2 dea‘ moddles, Pour tout X ¢/ , les morphlsmes de X
dans K sont les fonetions réguliéres sur 1'espace X-annelé X.A si chb
satisfait 1'axiome de finitude N7') (par.l, n® 14) alors les objsts -

de U qui sont réunions finies dlouverts isomorphes & des moddles fors

mept une catégorie semiwparfaite de variétés sur T, :

Dtaprés le cor, 4 au th;z, la catégorie topologigue sursaturéis
associée & olé stidentifie & la sous-eatégorle prétopologique de 1a caté-
gorie topologique des espaces K-annelés, formée des espacés K-annelés
admettant un systéme fondamental d'ouverts lsomorphes & des moddles,
Donc la catégorie parfaite d‘é associée & ol{; gui est une soug~caté-~
gorie topologique de i(par 1, prop.4) donc une sous-catégorie préto-
pologique de la catégorie’ topologique des espacas X-annelés, est bien

_celle indiquée dans 1V énoneé de prop.5. Heste &, prouver que cette

catégorie U satisfait sux axiomes GV 1), CY 2) et CV 3). Tout d‘tabord
ce qui précéde implique que les marphispes d'un ij. dens K sont
pnéciaémnt les fonctions aﬁgnliéres sur l'espaca K-annelé X (car il.
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en est ainel si X est un moddle en vertn'de la condition (iii), ei';-les
ouverts de X i.amér;hss A des modéles recvouvrent X). Cela implicue les
axlomss Cv 2) et CV 3 ). Quant & OV 1), é'est une oonséqu&nc;.e igng diate
de (ii). Les mémes raisonnements’ s'eppliquent a “(};.,, ol off satisfatt .
2 l'axiome de finitude - M7 bis) (par.l, n® 14) : alors 272. est uno-sa.us-
catégorie topologique semi-parfaite de oMo contedant oo (per,1 th 1,
cor.2), done une sotgs-catégdrie prétopologicque de la catégoria des eapa'n- 7
ces K-apnelés, dfou aussitbt ias axiomes C¥ 1), OV 2) et C¥ 3). i
3. =~ gggctures induites, : '.

Wous supposona dounée dens ce mwsrp et le sulvant une catégorie'l}'
de variétés sur un annean K, Soit X un ¥ —sspace, Y une partis de X
Nous savons .(msegbles,' Chap, IV, 28ue éd;) ce que signifie 1lassertion

que Y admet une structure de 1f-sspace induite, i.e, une structure ini-

tiale pour l'appiicaion 1dsn’c.ique do 1'ensesble Y dans le 1"-&5pa§e;
CepOMant, dans certains cas importants, il/convient de vesireindre cette
noticn {pour éviter des st.ructurea induites de nature pathologique, COllie
me 11 s'en présento par emple pour une partie Pirds :ereguliére" d'une
variétd différantiable ou analytique-ayent alors une structure induite
de variété discrite - ou une courbe avac point de rebroussetant pa— 3
y=t2, dans une variété analytique complexs,(cf exdroives ultérisurs).
Définition 4 - Soit X un V-eSpace, Y une partie de X, i 1linjsction
canonique de Y dans X, Y dst dite wn 1V ~sepace plongd, s'il admet une

strueture S de #-espaee induite satiafalsant a la condition swivanve:i

Y &tent mmi (le 1s topologie T sous-jaoente as, pour qu'un germe
dtapplication de ¥ dans K em un point y£ Y solt un germe de fonction
régulidre, il fant et il suffit qu*il soit 1'image réeiprogue par i d'un
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germe de fonetion régulidre a{r Xeny On dit que Y est, un Sous- e
espace de >X ol c'est un sous-Y-espace plongé, et si de plus la topolo-
gle T et;ue-jacente ala stmcture de ?}‘;espace induite est aussi la -
topologie. indnife pee X, =
On peut aussi dire que Y est un sous- V’wspa.ce plongd s'll existe
une structure 8 de V'-espace induite, et si la structure K-annelée
sous-Ja.cente est. idontiqus A la structure Keannelée initiale pour
'apﬂ_i_cation gontinue i de llespace topologioue Y (muni de ) dans le

F-espace X ; et que Y est un Souse ¥ -espace, st la structure K-enne-

1ée sous-jacente & S est identique & la siruciure K~amnnelée induite par
X (prop.1) i.e., & la strueture K-annelde initisle pour 1L e_xgggcation i
de_l'ensemble Y dams le 7'-espa.ce X. IEn exsrcice, on montrers qu'il
peut. exister des Variétés plongées qui ne sont pas des sousivaridtés
(géodéelques du tors}. On soumet aussi & Bourbaki la guestion s’ﬁ ne
faut pas imposer & un souse J-espace i)iongé d'étre connexe pour la
topologie T SOus-jacente-h 18 structure g:ic Vuespace induite (sinon le
cas pathologique de parties totelement discontinues et analogues d'une
bonne variété ne serait pas éxordsé) ; mals bien entendu, il serait
absurde d'exiger la méme chose pour un sousw v -espace.] Une partie
ouverte de X est toujours un sous- v'-espé.ce, comme il résulte de
1l'axiome CT 3)des catégories top‘ologiques (par.1, n° 1},
PROPOSITION 5 - Supposons que V' satisfasse 2 1'axiome sutvast
CV 4) Solt £ un morphi jame_dfun V-gepace Y dans un sutre X, y un point
de Y tel gue tout germe de fonstion régulidre g en ¥ provienne
d'un germe de fonctlon régulidre h en x=f(y) par g=hof. Alors il
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tel oue la restriction de £ 3 U soit un isomorphisme de U sur un sous-

1¥-gepace formé do V. ' ; |

Si Alors i est.l"app]iqatim d'injection d'un U ssspace plohgé X
dans un f-espace X, 1 est localement un homéomorphisme dans, et si Y
&5t un sous~ U-aspace de X, ¥ est une partie lotalement fermée dd X,

done vh sous- vV ~&space fermé d'une partie ouverte U de X.

1a démonstration de cette prbpoad.tion est triviale, [Bien entendu,
llaxioms CV 4} est bian plus fort qm.la' cenclusion de tette proposi-
tion, puisque d‘un hypoihésa de nature "ponctuelle" il permet de tirer
une conclusion valable dans tout un voisin;ge du point envisagé ; clest
13 une forme affaiblie du théordme des fonctions implicites, qui est
.Valable aussi: pour les variétés algébriaues ., = ®
PROPOSITION 6 - Soit X un 7;'-3space, I_un' v‘-espace_ plongé(resp. un
sous- ¥ -espace) dans X. mmnissons Y de la structure de V" -espace
induite et soit Z un U —espace plongé(resp, un sous- L' —éspace-) dans
'y, Alors Z est un eous- V" ~gspace piongé (resp. un scus- l9~e§pace) de
X et eur Z les structures de 1/-espaces lnduites par X et Y sont les

mémes, ;

En offet, d'aprés la trangitiviré des structures induites (Ens,
chap. IV, 2¢me éd.) 2 admat dans X une structure de V-espace induits,
identique & celle induite par Y, Par hypothdse, la structure K-annelée
sous-jacente A ceite dernidre est 1l'image réciproque, par morphisme

d'in;]cction 112 Y de 1'espace (resp, l'ensemble) Z dans. Y, de l?._ struc
| ture K-annelée de Yy et cette dernlére est de méme llimage réciproque
par le morphi sme &';n.jection Js¥—5X, de. la structure K-annelde de X, .
D'aprta-loo.’ cité, la structure K-annelée de Z est donc l'image
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réciproque, par le morph:l.am Ji:Z.;X de llespace (resp. 1'emsemble)
Z dans X, de la strueture K-annelée de X, i.e. Z est bien uné sous-
variété plongée (resp; une sous-va.riété) dans Y,
PROPOSTTION 7 ~ Supposons que 7F sstisfasse 1'axlome CF 4), et de plus
1l'axioms suivant :
CV 5) Solent X, (i=1,2) deux [* -sspaces,¥;(i=1,2) un sous- Veespace fere

wé de X;. Alore Y,xT, sst un_sous- ¥ ~espace de X XK.

Soient alors X {i=1,2) deux V" -espaces, 11(1-1,2) un  J.espace plone

gé (resp. un'sous~ 7% -espace) de X;. Alors Y,x¥, est un sous- V¥ aespace
plongé (rOSp. un souse V-espace) de xlxxz, et la structure induite sur
I, xT, 2 est identique & la structure produit des structures de VW-espaces

jinduites sur Yl PR xl et sur Y par 22.

Le fait que Y,xY, admette une structure de W -espave induite par

Xlxxz, identique & la structure produit des structurss induites envida~

1
initiales (Ens,, loe. cité). Par hypothése, l'dssertion ds la proposi-

gées sur Y, et T résulte de la transiftiviié générele des structures

tion est vraie st Y, et T, sont des sous- -espaces fernés, Si Y, est
un sous- ¥ -espace quelconque, alors dlaprés prop. 5 clest un sous- ¥
espace fermé d'une partis ouverte U; de X;. Donc Y,XY, est un sous- U"—-
espace de UyxU,, gui lui-mdms est un sons- V¥ ~aspace de Xlxx (puisque
une parti..o cuverts ds xlﬂz),_donc dlaprés prop, 6, Y,xY, est aussi ua
S0US- V'-eSpace de xlxxz. Supposons. meintenant que T, soit seulemsnt

un souse U -esj:a.eo pl‘chgé dans X, (3~1,2), montrons que Ylﬁz est un
sous- F~espace plongé dans xlxx Soit donc (yl,yz)é"! xY il faub
prouver que tout’germe de fonction régulidre sur Y,xY, en (yl',yz)

provient don germe de fonction régulidre sur X,xX,. Ii suffit de -
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prouver ceci quand on rempla.ce chaque ¥; par une partie ouver'te '01
de 1’1 contenant ¥; 3 ory en vertu de 1taxiome CY 4) s on peut trouvar
un tel U; qui soit un  eous- V-aspace de X;. D'aprés ce qul précids,
U;x, est alors un sdus~ ’l?__-_aapa.ca ds X%, d'0u aussitdt la cone

clusion woeulue, : :

PROPOSITION 8 ~ sa:n. X un ‘l}'fes‘pgce, Y une partie de X, Sl X est une
sous-variété plohgéé (resp. une sous-variété ) de X, alors pour toute
partie ouverte U de X, UnY est une sous-vax'-i‘été plongée (resp. une
sous-variété ) dans U, et sa U -structure induite par U est id;en- :
tique'i celle induite par ¥ (dont UnY est une partle cuverte, pour

la topologie de Y aseocide i sa V- structure induite par X}. Récipro-
quement, si X admet wn racmxvremsnt ouvert (U ) tel que pour tout g

Yol soit un U'-espa.oe plongé (reap. un SOuS~ v'-espa.ce de Uy 5 alors ;

Y est un sous- ¥ -espace plangé (rosp._m sous- & -espace de X),

T!' = UAY &tent une partie ouverte de Y, est un sous~ V" _-espace. de Y,
done d'aprés prop.6 clest un Ywespace plonzé (resp, un sous- V-aspace
de X et sa struéture»induite par Y est la nlme que celle induite par X .

I1 reste & montrer que si un Scuo- 27' -aspace plongé (resp. un souss
?}'-espa.ce)"i’ de X est contenu dans un ouvert, c'est un sous- ¥ -

espace plongé (resp. un sous- #<aspace) de ce dernier : alors les
structures induites sur ¥! par X et‘U gsont les ménes d'é.prés prop.b.

et la mremiére partie de prop.7 sera prouvée, Or il est trivial & pare
tir des définitions que, ¥' étant ume partie quelcongue de l'ouvert U,
Y' adnet une strusture induite dens X.si et sevlement sl elle admet
une structure induite dﬁs U; et qu'alors Y' est un sous- UF-espace
plongé (resp. un sous- U —espace) dans U, si et seulement si il llest
dans X. i : : :
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dans X, Suppoéon’s maintenant doﬁné un recouvrement ouvert (;) -c:le X, et
solt Y une partie de X telle que tout YaU, ait uie structurd induite dans
Uj. D'aprés le par.l, n°5, prop. 7, !Vadmet; une lf‘.structm'e:: locale in<
duite, et cette dernibre est aéparée puisque X eét séparé -(ﬁq"r. s n° Ly
prop.6, corollaire) donc Y est un - ~espace puisque U est péera_it ol somi-
parfaite, et que dans ce dernier cas on pourrait supposer (Ui) fini, Soit
Y; =YAU, alors 1a structure induite pa.r Y sur ba partie ouv?rte Y, est
identique a la structﬁre induite eur Y par Uy e Il résulte alors immédis-
tement des définitions que si.chaque_‘ ¥y est un sous~ " ~espace -plongé.;éﬁ;.
dans Uy s Y est un sbus'.- v'-espace plongé dans X, Si de pl\is, Y; est un
sous- U -espace de U;» la topologie de Y.{ est celle induite par Ui; done |
celle induite par X, d'ou résulte audeitbt que la topologie de Y est ause
si celle induite par X, donc que Y est un sous- I/-espace de X,
PROPOSITION 9 -+ Seit f un morphisme-d'un ?}' -espace Y dans un dutre X, |
Pour que f sgit un isomorphisme de Y sur un I)’-esgacé _pl;mgé (resp. un
Bous- .7}~espaee) dans X, il faut et il su.i‘_fit qu'il satisfasse aux cone
ditions suivantes g ' _ '

(i) f est injectif, (resp, f est un homéomorphisme de Y dans X).

(ii) Pour tout ieI, tout germe de fonction régulidre en y est 1'ima-
ge inverse, par f, d*un germe de fonction réguditre en x=£(y).

(114) (s'11 s'agit de " wespaces plongés) : toute application g d'un

VYV -espacs 2 dans Y, telle que fg soit un morphlsme est 9_o_rlt_&_r_x_u__e_

La néeessitd de ces cenditions et triviale, Pour la suffisance, il
faut seta;lement mentrer- que si g est une applicatiocn d'un U"—es’pﬁce Z
dans Y, telle que £g soit un morphisme, alors il en est do mime de g.
Or g est continu en vertu de (iii) (resp. en vertu de (ii}), de plus, il |
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résulte de (ii) que g est un morphi sme péur les structures X-amelées
sous~jacentes & Z et Y, donc c'est un morphlsme en Vertu de CV 3).

{N.B) La condition (iii) n'est pas surabondante, mfre &l 'I est connexe -
comue on voit par exemple dans le cas ou 7}'ee’f la catégoiie dss varié-
tés différentiables ; d}an; la définitien “classique" des variétés plon-.-.
gées par la condition que l'eneem:ble dons~jacent soit une partie ds X,
et ll'application d'injeection £:Y . X satisfasse 3 (ii), i.e. solt de
rang égal & din,Y en tout point, L'enseuble des polnts dé Y ne suffit

plus & dét.erminer sa structure de variété Eloggé . Copendant, la condi-

tion (iii) est vérifide dans les cas importants en prathue, par exems

ple, si Y est une feullle maximale dans un feutlletage d'une variété
différentiable, définie par un champ complétement intégrable d*éléments
. de contact - du moins si X est paracompacte, On leisese & Bourbaki de
trancher la question terminelogique ainsi soulevée,
Lo - 1F-espaces guotients

Soit X un 'I}‘-espace muni, d'une relation d'équlvalence R, soit
Y*X/R, 'rappelons (par.l, noy, déf, 2) que Y est appelé wn  P-espace
quotient s'il existe sur 4 une structure de v"-espace dont la topolo~-
gle sous-jacente soit la topologie quotient de celle de X, et telle Qu,e'
pour tout ouvert UcY¥, la ¥ -structure induite sur U soit wne V-
structure quotient (au sens morphisque) de la structure sur £74(1)
" induite par X (f désignant 1'spplication canonique de X sur Y). En .
particulier, les morphismes de U dens X sont les applications giU_sX
telles que gf: f-l(U)...p_I_{_ soient des morphismes. D'ou aussitdt, compte A

tenu de CV 3) :
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PROPOSITTON 10 = Sofent X un [%espace muni d'une relation d'équivalence
R, Y l'espace quotient x/n, F3X »Y p'appliea.tian canonique, mettons sur
Y la structure K-annelde quotient de? celle de X, (n°l, prop.2, _cor.1),
pour laguelle les fonctions réguliéres sur un ouvert UcY sont les fonce

tions gil —» K telles que gf: f"l(U) —> K soit régulidre. Pour que Y aoi.

!
}

un V-espace guotient de X, (par.l, n°7, déf.2) il faut et i1 suffit
que la structure précédente fasse de Y un U -espade, et dans ce ces
cette structure est a.ussi une W-structure quotient,
A part ca, le rédacteur n'a rien a sjouter aux sorites de par.l, .
& s
n .

5. = Un ‘axiome supplémentaire.

Dans toute 1a suite de ce paregraphe, nous supposercns que la caté-
gorie de variétés ¥ satisfait & ltaxiome suivant :
CV 6) Pour tout 1% -espace X et toute fonction f régulidre sur X telle

que f£(x) # O pour ut x€X, i1 exist,e une fonction régulidre g

sur X telle qur fg = 1,

Cet e:dcme est éguivalent au suiva.nt 2

CY 6"} K est_un SoEps, at _l_ggplicat:.on X 1/x de l'ouvert XK-(0) dans K
est_une fonction régulisre. :

CV &) implique CV 6'), comme on voit en prenant pour £ l'applica-
tion identigue de K~(0) dans K, st la réciprogue est w¥rale, si on note
quiavec les notations de GV 6), la fonction 1/f est composie du morphise .
me f: X.» K-(0) et du morphisme x->1/x de K—-(d) d4ns K, done un mbrphi.a-‘
me, S1 X est un -1’ -espace, .,nous désiglmérons par -QX le fa.isfea:u do.s gers
mes de fonctions rég_ﬁli&rﬁ sur X.

PROPOSITION 11 - &pﬁosons que 7}'aatiafaas; & l'axiome CV 6). Alors '
1'anneau de base k de U est un corps, Si X est un W-espace; les anneaux
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9 5 (x&X) sont des anneaux locaux, dont 1'idéal maximal est le neyam
3 : : Vi ,
‘ ]
de ltaugmentation Qx,x"" K.

Beweis klasr.

6. = 7. structures sur les espaces vectoriels

.- Rappelons éue dans toute la suite, nous supposors-.: GV 6) s'a-tisfa.:l'b:
PROPOSITION 12 - Soient Vo un espace vectoriel de’d:!.mension finie n sur
k, ¥ l'eépaéq vectoriel sur K déduit dg V° par extension des scal&ires; 3
= (ei)l (ign une bese de V_, et u_ : K“..__,_,v l.'isomorphisma d'espaces
vectoriels sur K défini par u (( )‘i) y == Xie . Alors la Wastructure
sur V déduite de celle de K par transport de structure 2 l'aide de u,

ne dépend pas du cholx de e; et -Vo s'identifie & 1'enseuble des points

foermés de V.

En effet, sl e' est une autre base de Vo on-au, =uy, ouv
est un automorphiau’xe de K* @8fini par uns matrice & c.oei‘ficiénts dans k,
et dont 1l'inverse a ses coefficients dans k. I1 s'ensuit que v et v
sont des ??'-gmorp!ﬁsxnea de K* dans K" (prop. 4, cor 1) donc v est un

VP -autemorphisue, ce qui prouve que ﬁe, st u_ définiesent la-mume Y=
structure sur V. Pour la derniére assertion, on peut supposer et kn',
d'ou V=K, En vertu de GV 1), les points fermés dans un produit de - =
espaces sont les points dont les projsetions sont feruées, d'ou s'eﬁsuiﬁ
due kn‘est l'ensemblé des bpoints fermés de K-,

Par la suite, ._si X est un V" -espace, nous désignerons par X(k)'
l'ensemble des poinis de X qui sont fermés, Avec les notations précédens
tes on & done L I V(k). Dé fagon générale, nous appelerons 'l?'-gsg._éce '
vsctoriel un espace vectoriel V de dlmension finie sur X, muni d'une U'"-'

structure telle que V(k) soit un sous-aspace vectoriel sur k de V, et”



.
.
- |

- 76-.- =42 - n° 262
V s'idéntifie (avec sa structure vectordelle ot sa 1 -structure) &
1'espace déduit de V(i) Par extenslon dgs scalaires.
Corollaire 1 = Soient Vet W deux UJ-espaces vector:.els, pour toute
ué Lk(V(k),W(k)) soit ot l'&ppllca.tion K-linéaire de V.dens W qui prolon
ge u. Alors  1tapplication u o ot bijection de L (¥ (e ¥ i)

sur 1'ensenble des applications K-lindaires de V dsns W qui sont des

?f'~mor;hismes. : , x T
; n 1 ‘ K A _
On peut supposer Vek', Wek , alers u” est un V-morphisme en vertu
de prop.i, éor'.l,' et réciproquement, si v est uns :app]icat.ion K-lin8aire

de V dans W qui est un ’U’-morphism, elle transforme points fermés en

pointa fermés en vertu da ﬂ 1), done applique x? dans km donc est de .
la forme u', Bn particuwlier i
Corollaire 2 - S1 V est un .?} -egpace vectoriel, levgmu;.)e des autow
morphismes de V s'identifié au groupe le(v(k,). :
Le corollaive 1 montre qu'il n'y a pas d'inconvénient & identifier

la atrut:t.ure ; V’c-espaee vectoriel avec la structure de K-espace vecto-

3

riel de dimension finie défini sur k (4.e. muni d'un sous-eépace'véctoi

riel sur k dont il se déduise par extension des scelaires), les notions
de morphisme pour ces deux structures étant en effet, les mSges, N*‘otoné "
alors que i V et W sont des espaces vectoriels ds dimén{?ion finie déﬁ-i
nis sur k, il en est de mlme de V!, de V@Y, de L(V,¥), etc,..
et on a . : :

() (1) e))* 5 (vaxw)k-v(k)s Wig) 2 LK(V:W’(x)'Lk(V(k)»W(k)’
etc.... & cause des propriétés de compatibllité bien connues entre les
opérations V.5V, (V,W)— VOV, (V,W).._>L(V,h) ete.. avec l'opération

d'extension des scalaires. Aussi nous sows-entendrons toujours impllcz.te-
mant qne des eepwea vecboriels comme les précédents, construits a pa.rd.r
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d'espaces vectoriels définis aur k, sont aussl considérés conme des
espaces-vactoriels ¢éfinis sur k,

FROPOSITION 13 ~ Seit V wn' I ~espace vectoriel. lors le groups cun
est’ une pertie ouverte du l"—-upaoe vectoriel L(V,V) 3 et clost un ‘l}’- '
groupe pour 1a Vestructure induite. . e s

On. peut supposer TeK®, Camme GL(Y) est la partie de L(V,V) formée
des u tels que dt W # 0,, que la fonckion dét.u est une spplication
polyndziale a cocfftdént dans k de L(V,V) = an dane K, done un morphis

(ﬁrop. 4 cor,1), enfin que K~(0) est une partie ouverte de % i1
s'ensuit que €1(V) est bien une partie ouwverte. Le nultipifcation
GG —~pG est induite par 1a multn.plica‘cion dans L(V,V), qui est. uns
applicstion polynanddlo b coefficlents dans & de Knod%ﬁﬁ_d un movphlsues
(prop. 4, cor.l), i1 on ed‘. done de mAma de Gx ~>C. Il est immédiat
que 1'élément unité de G est un point fermé de &, pulsque clest mn poin.t'
formé de L(V,V) (au coordamées tant teutes 0 ou 1, donc dans k), |
3 de & dana G est un morohisme,
cette appllcat:tm est d¢ la forme 7(x)(dst. x} 5 okt X5 £(x) est une
applicatlon induite d'uno q;plieation polynomia.le, & cosfficients
dans le corps premier, dé L(V,V) dans lui-mime (& une matrice u corres-
pondant 1a matrice dont les Dlbmmctn sdnt Tesddtamt ity dus sodiet
cofm‘spondants de u}, E; ﬁrtu de propil, cor,l) £ est un mrplximne,-
il en est de méme de x‘-g..(dét.x)"l en vertu ée 1s m8me proposition et
de CV 6), denc aussi t_kix -vf(x)(dét..x)'l, composée de morphismes .
¢ —pL{V,V)xK —s L(V,V) u.e dewxiéne morphisme étant donné par
(8, 2} —s2u), Clest done. bden wun morplumne de. @ dans L(V,V), donc

auss, de G dans G. ‘Par suite,- noue auppoaerma tou;}ourl inmlicit.ement
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Gl(v) muni de la structure de ¥ groups qu'on vient d'expliciter,
Corollaive - Nuni du V-groupe 61(V) d’opérateurs A geuchs, ¥ devient
un W-espace A opératsurs (ef, par.1, nolo).
En effet, l'a.pplication GxV oy V est un morphiame;, gar: elle e:t ine
duite par 1lapplicatien L(V,V)x 7~V qui est un morphiame en vertu de

Drep. 4 cor 2 4

Solt @ wn U —groupe, V un (*-espace vectoriel, on appells Veadoré-

" sentation lingaire de ¢ dans U un morphisme de V¥-groupes de G dans Gl(z

Pour qulune représentation linéeire v de G dans V soit une 'V'-rg‘préﬁonu’ ;

tation, il. faut et 11 suffit que ee soit un 'l?'-morphisme de G dana ‘
L(7,7), f¥a. que les fonctions coeffictents x.pl{ufx), a,afd soient régu—

liérea sur ¢ pour sév(k,, a‘é v " (k) L'applicata.on de propel, cor.l

prouve immdiatemant H
moposrrrou 1, ~ Une. représentation lindaire dfun VP wgrovpe B, cui esk

ou la contragrédiente dtune U’-réprésenbation, est elle-méma uns #.re‘pré
sentation, En particulier, si on- a des l?’—respresentations de G dans des

V ~espaces vectorisls ¥ et w, on -en déduit une #-repr‘ssennation dang

le 'U-"-eSpace vectordel L(V,W) = Vt@V,
T = v'-fibrég vectori 'e;s.. “Relstion avec lee faisceaux de modulss.
Définition 5 «~ Soit Q la catégoéia des ’1.9-eepacas vectoriels, 'é) la

catégorie des espaces vectoriels de dimenslon finie sur K, et considérons
les foncteus identiques @ .q,%-;.’, @°.>§ et § - g(on gdés&.gne La caté
gorie des enacni:les).-m- Libré de type (&, @ Qo } (cf. par 1, n%9, -

dé£;%) est appeld wm ?w Un morphisne an sens de 1a caté-

| gorde des £ibrés de. type v, & & ) (loc.ez.té dét. 5) est appelé un

|morphieme de 1V -fibrés vectoriels.

ia somme ou le produit Yonsoriel dtun nomwbre fini de U‘-m‘présantationa, :

-



s o ;%,_ -1

_ -79 - | n° 262
Ainsl, un Watibrs vectoriel est géfimi par la domnfe de deux '!?'- ‘
espaces X (15. base) et E (10‘_f.1bré vectoriel), d'un morphisms surjectif
BE x,' et, pour tc;ut x£X, d'ume structure d'eapeoe vectordel de dimen-
gion finie s K dans 1s fibrs p (x.), ces données é’cmt assujetiies & la
condition suivant.e i poar tout& partie ouverie assez petlte U de X,

P 1(U) est isomorphe (au sens des structures précédentes, llespace de bast

_étant U) & un prodult UxV, ou ¥ est wn ¥ .espace vectorisl.

PROPOSTTION 15 ~ La donnée d*un -fibré vecteriel dont toutes les fibres
aient mSme dimeneica n, est équivelente 2 la donnde dlun, " -espace fibré
A groupe structumel Gl(n,.!{:) s> & fibre K® (considérée commo un Puespace
2 - U egroupe d'epsm.eurs eL(V), of. cor. a prep.13).

Bn effet, on el'l', som les conditions d‘application de par.l, n° 10

prop.11. Il en- résulto qu'on peub. parler du fibré jin&.p&] associé &

wm Y ~fibré voctmiex, pourva oue toutes Les fibres solent des vecto~
ricls de mize dimensioh, (On se demande s'il ne faut pas limite'r' ie nom
de fibré vectoriel ‘3 ce cas). On peut mussi, dans co cas, considérer 1o
& -gibré adjoint, qui est un Y-fibré en groupes tous isomorphes &
Gl(n,ﬁ) s &t domt les.écbi&stﬁ'identif.i'ent mx avtemorphismes du fibed
vectoriel envieagé.‘ f 2
Rnpuelons qu.'@ sbrueture de \}-fibré principal & & _groups :
structuyel G = Gl(n,K) 5 a fibre K, est par définition uns stmc..are de
fivré ensembliste & fniscean struciural ox(G) (fatscesu des gerwss d'appl
cations régulibres do X dans G), de type (gx(ag,m‘_‘). or on vérifie auss
tét, a 'J..'aide de £V 6), qu'on a un isomorphismo naturel \
0p(@(n,K)) = Gl(n,Qy)
1e deuxiéme mambro déaignant. le faisceau de germes de matrices invereiblc
dane 1s falsesan dvmm 0, 3 ot d'autre psrt Gl(n,Q,) © a‘identiﬁe |
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ausei au faisceau des germes d'automorphismes du faisceau Qxxf de QX" :
modules, Donc une :structure de Qy~tiodule localement isomorph & Q_Xn

peut, aussi s'exprimer comme une structure de fibré ensembliste A faia- g

_ecesu structural Gl(n,gx) 5 de type ’Gl(n,gx) A ™. on an conclut, en

vertu de Top. Elém, chs.p.l que, A condition de restreindre les mccrphismas
2 8tre des 1somorplﬂ:anes, la oategorie des P-fibrés vecteriels de base ;
fixée, X, & fibre isomorphe a K ) ost na.turellemnt équivalente 2 la |
catégorie des _o.x-modules localement libres, de rang n en chague point,
gette correspondance’ se précise de la fagon suivante 3 4
PROPOSITION 16 ~ Les V-fibrés vectoriels ‘de fibre K* sur X- correspon; |
dent canmiquemnt aux fa.i.scesux de QX ~lodules loaelement isémorphes i
-X . Au 1 -fibré vectoriel % correspond le falsceau 0 _X(E) des germes =

de sactions réguliéres de T, et au Paisceau M de Qp-modules corraspond l1s.

F-fibré vactoriel uniqus :E(m dont la fibre en x€X est -
E(M) = 1.8, = (i) @, K
(m, désigne it1déal m&ﬂ.mal de Oy x » k, eon corps réaiduel), et : dont
es sections régulidres su;_*z‘:un ouvert U sont celles définies par les ssc-~
lons de M sur U, : : i :

Dans le cas le plus important, on aura k, =K d'é?u_. E(‘M)xélij/ M -

On a oublié deé dire gue les l}-morphismes sont- aussl appelés 'amlicatio'ns

réguliéres, d'cu la notion de section P-régulidse dtun Pasibrs, 1a
structure de Qy = jodule sur un faisceau 0y (E) se Aéfinit de i‘a.gon évidente
le produit d'une foncticm mguliera U—>K et d'une section réguliére :
de E sur U étent encore une section régulidre de © sur U,. (11 suf.i‘it de
vérifier cette assertion sl E est un produit UxK", auquel cas elle est
conséquence triviale de prop.k, cor.l). On vérifie de méme que si on

~part d'un O -module localement isomorphe & xn, il existe sur 1'ensemble ;
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n.(h,) réimion des hxagx x K una structure unique dé U -fibré vect.oriel
dont les sections réguliéres sir un ouvert arbitraire sont | eelles qu.l
prgviennent de séctioms de ¥ ; utilisant parJ 1, n .9.. = prsjbp.. 13 (qui
s'applique, U étant recollable), on est ramend A 'prouvér catte asser-
tion dens le cas cu M = gxn’ ou 12 démonstration est laisesée au lecteur,
Les dc;ux correspondanges envisagées dans prop.l6é sont des foncteurs de
catégorglee locale's. sm- X et pour achevor la &émonstration ‘il n'y a plus
qu'd montrer que les deux foneteurs composés sont isomorphes naturellement
aux foncteurs identiques. I.e rédactour n'a pas cru utile de copler ici
la démonstrar,ion qufil en & faite pour Jui~m@me par acquit de conscience. ;
T1 avoue d'ailleura voloatiers que d'une part, 1'énbneé de la propesition
16 est ua peu vague tde so;'te que &'guruns ne sauront pas treés bien e
qu'il s'agit de démentrer), ot que dlautre part, £ on voulalt 1w rendre
perfaitement précis, en exéiicita;t ¥eos deux catdgories, les deux fone-
: teurs, st les deux équivalences clie fonctemrs, et faisant toutes les véri- |
ficatlons requises pour satiafai;we la @&finition (_rédé.'ction ultéricure ?)
: d'une équivalence de- catégories locales, y aurait -de'quoi déses_pérer‘ 3
les plns maeochistes. II 88 posera de plus en plus une question de védace
tion, et il semble que le parti rai_sozmaole soit le suivant : donnsr au
stade fonctoriel général (Enseuble, et Top. . 614, Chap.I) des définitions
parfaitsnent en forme, et aussi eui‘i‘issmaent de démonstrations perfaite- -
ment cbrrecht, mais expliquer quelgue part en laius gu'on est obligé
en prz_:.tiquc,‘par la suite, de se dispenser d'um certain nombre de véri-
~ fications fastidieuses — tout comme on est obligé, en pratique, de ne gas
 s'en tenir au langage formelisé de ™ns, Chap.I, et dtutiliser dee notae
tions ambigies. : : e :
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dorallaive 1 - Iaes correspandaneae 6tablies dang prop.16 sont des- fonc- :

teurs locaux powr la notion de morphiahe de ‘&dﬁbrés vectoriels de
1déf, 5, et les. homemorphiemos de _Qx-};odulea.

‘On notera d'a.illeurs gue-ls proposition et son corollaire s'éten— ;
dent pour donner une équivalence entre ls catégorie des #—ﬁbrés wcto-;,
riels (A fibre de’ dimsnsion non précisée) et la catéfurie des O o ’.
les localement libres (i.,e. tels que pour tout ouvert U assez petit,
existe un entier n tel que ¥|0 soit isoworphe & O " [U). Ces catégories .
sont d'ailleurs des catégeries additives. .(Alg. How; Chapl), et les fono-
teurs envisagés sont des fonetsurs addiﬂfs.

Soit 'l?'-ﬁbné vectoricl 3 fibre K, On appelle UV -pepire
Alndaire on Mré&u_h_ez. de T, un aystdms (£;); , de i
seetions régulidres de E, telles que pour tout x€X, les fi(x) soient
des &léments linéa.irement indépendants de la fibre Ego et en formanr. :
donc une base, Comme Qg x ot uw anneau local et que 0y (B}, est wn modu~
le libre de rang n sur celui-ci, il revient au m8me de dire que pour:
tout x€X, les germas 1, x QX(E)z forment une base du Qx’x-module;' -
%I(E)x’- ou encore que 1es £y, congidérées comue sections du faisceau
QX(E) s définissent un iscmorphisme de gxn sur QX(E) , ow enfin oue
1'epplication (x, ( Ai)ie g - z_x 3121 (%) ost un isemorphieme dn o
fibrs triviel YO sur B, Ainsi, pour un ensemble T fixé A n &léments,
les U} repdres linéaires (fi)i e ‘de B sont en eorrespondance bluni-
voque avec les ieomphiams de TxK sur E (ou encore, si on veut, avee -
les sectlons régulidres dttibré principal associé & E quand I-b,n)). En

particulier, E admet des raplres lindaires sur tout ouvert assez petit.
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8 - z s ut es sur lss ﬁ. ' ectopiels, ‘
Fibres associés & des fibrés vectorti_ 1s. Ded notations scm corme au n°7
Consldérons los fcncteura astifavariisots g, - @ et Q ~»® associant
A un ‘0‘-e,ap_aco vectoriel V (resp. @ tn &space vecterisl de dimansim
finie sur K) 1'espace dual V*, On est dans les conditioﬁs de par.l, n?il
ce qui permet, & toul - v-fibré‘vectoriel E, d'assocler le ?)'-‘_;fg)__rg_ A
vactorielv dual, noté le plus souvent E!', Le fibré E! est un fonctour par
rappert a E, comme on a vu dens loc., cité, On a de plus un isomorpbislme s

t

de foncteure locaux.

(20 = (g (EN' |
o‘t-x E est un U fibréd -ﬁctoriél de base X, et ou pour tout Qx-module"A,
A' désigne 1le Qx-moduie des germes d'homomorphismes de A dans Q.. La wérl
fication de coﬁxﬁctitﬂ.lif.és comie la précédente est le type de wﬂméuo :
Bonrbaki doit se permetire de "lalsser au lecteur'.

On définit de f&qon toute analogue le produit tensoriel de deux ou
plusisurs ¥ .ribrés vectoriels, A cela prés qu'il s'agit maintenant de
la construction de fibi-és associés, non & un fibré, wais & un .sys;tém
finl de fibrés ; 11 eemble done qu'il fallle éerire le par.l, n°117 dens ‘
ce cas plus général, ou du moins indiquer qu'en pourrait le faipe, el
se borner "pour fixer les idées" au cae d'un ssul-fibré, On ne pout se .
dispanser d'indicuer les proprid&tés d'as.%ciativité et de commubgtivité
du prodult tensoriel de ""-fibrés, qui résultont des propriéiés. analo-
gues pour les produits tenaoriela d'espaces vectoriels, en veltu de ce
qui a 668 it dans loe: cité d propos des homofiorphismes fonctoricls
entre fibrés asseciés, On 4 encore des isomorphismes de bifencieurs

locax. ¢ . - .
9, (E@F) = o (B)® 0. (F)
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qul, se- généraliaent au produit tensoriel dtun ncmbre #ini quelc:cnque x
de Weriorss vqchoriale sur l’aepace , e g
on définit de mns, pour dowr Vufibrés vectoriels L,F sur X, 18
Putioré vectoriel L{E.P), qu'il veut mieux noter 3'@F. tn 2
% (E'@F) = H%V(QX(E)'QX(F”

(homomorphlsies de bifoncteurs locaux), oz pour deux Qx»-mdules A et B,
on désigne par gg_ng (A,B) le falsceau des germes des homomorphims de
A dans B, | ‘ i

On définit de w8mé les puissances extérieures.d'un Fetibré vec~ -
toriel, ses puihsanees symétrigues ete, .tédtes les formules tensorielles
usuelles s!'étendent en des forumles anlogues pour les 'l?'-fa.brés. mei-
mis Redattordemerdstur, |

Ce serait aussi ici ie zoment de poser ‘la définition de 20 pour
tout n.‘é"z, L éiant uwm V-Pibré & fibre de dimension 1 : On pc;sé poar
1y 0, 1% = L@L®...®L b facteurs), st pour n £ 0, 12" = (v)@(‘z’
Avec cette définition on-a LT = (1.@"‘ on ,  @lnem) ;
Les opérz_bn.qps pz%zéden'bea pagasgant aux classes de fibrés veat,o:"ie]:g'
sur une base fixée X€¥ . Soit ﬁx(n) ou simplement ‘?(M.l'ensamble
"‘(X,(Il.(n,ox)) des clagses de V-ribrée vectoriels A fibre K sur ¥, et

soit E., on simplement E l'onsemhle somme des E(n). Alors | est mni

=X
de deux lois de composition @ et ® comm‘batixres et associatives, 1a

deuxidme étant distributive par ;'appoi;b d'la premidzre, I1 est ‘alors
commode d'intrqduiz;c un armeau ‘commitatif Aps engendré par le systime
de générateurs E, ses générateurs ét,ant soumis eux relations 3
(te®) = (8) + (Iz) » (E®W) = (B). (q)
PROPOSITION 17 ~ (atiyah). Soit X¢&i?, eupposona que pour tout Vfibré :
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veectoriel E sur X, 1'espace des sectioz:as régulisres de © sur X soit dé
Hisusat Linia aur k, Alqrs'tdut ¥ ~£ioré vectoriel B sur X est 150~
morphe & la somne diredte dlune shite de f£ibrés indécomposables, bien

déterminds 2 isomrphiam".tti'ord:edee facteurs prés,

Cette proposition est un cas particulies d'une variante du théordme
de Kru]l-Remak-Schﬁdt,j valable dans les catégories additives (Alg.Hom,..)
(et qui résulte d'aiu;qxrs Ammddiatenent du th, de KRS 10t -wlite), n
suffit de noter que 1'hypothdse implique que pour tout W-£ibré vecto=-
riel E, le k-espace vecboriel des e'ndomoxtphismelg de ¥ est de dimension
finie (puisque c'est 1'03@.@ des sections régulidres ds B! E), donc un .
anneau d'min.

Corollaire - Sous les conditions précédentes, 1'ann§au Ax engeﬁdré par
les classea de l"-—fibrés vactoriels homogines sur X (ef, ci-dessus) 2
pour groupe additif aoua-jaoent le groupe libye engendré par les clasaes
des fibrés vectoriels indécomposables homogénes,

La démonstratd.on est Mﬁate.

L'anneau Ax sera appalé par abus de langage l'anneau des fibres vecr

torisls sur X, Saut‘ dans un peti.t noubre de cas ext.rémement spéeciaux, on
ne sait & peu prés risen sur oet anneau, Notons cependant que les cla.sses
de 'ﬂ'-ﬁbréa pur X & fibre de. d.i.mms:.m 1 forment uv groupe commntatif
gx sous 1l'opération @ s qui s'identifie a un eogs-groupe du groupe des
élémente invereibles do Ao Done 11 y a un homonerphisme canonique de
1‘aigébre Z(zx) dn groupe By dans A., qui est d'ailleurs injectir qua:xi _
1es conditions de le prop. 17 (donc de son vorollaire) sont remplies,

Inages réciproques de Pibrés vectoriels. La notion dlimage réeiproque de

V ~Tibrés wct.qriéls ost oléira, étant un cas particulier de par,l n°.l‘.3
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En vertu de la compatibilité de l’opération "image réd.proque" et de
l'opérat:.on "fibré asaocié" 1bs oparatlor_zs tensorielles envisagées
plus.haut su'r lesi f:l.brés vactori§l§; sont compatibles avec l'opé;é;' |
tion image réeciproque, Il faut rel:i.er enfin la notion d'image réeipre-
" que de fibré vectoriel i une p;npim d'image réciproque de faiseean de
modules, commg suit, |

Soit f un morphisme d'un ’l"-e_spacé X dans un a‘ut.ré Y, soit B un
OY-I-’odulo Alors 1timage réciproq_m: f’l(B) (Top.&1ém, Chap.I) est mm -
> 2 (0 )-xuodulo. Dfautre part, on a uwn homomorphi sme canonique de fa.is-
eeaux d'anneamt : !

.1(91) ~> Or

(qui est d‘allleurs un monomorphisie), permetiant de considérer QX
comie une f 1(0 -Algébre, ce qui permét de former le 0. ~Yodule -
et (B)@lL Q-x‘ : , -

Défiriition 6 = SOus lea conditions p:écédentes, le faiscesn Bf est

appeld le ox—hodulef'image réciproque du OY.‘ jodule B par £.

Bien entendu, Bf est un foncteur a.dd:.t:Lf local en B, On a
Q) =9, |
ce qui montreque i B est localement isomorphe & Qys alors B' est
localement iéqinorphe- & Oy, Si maigtenant B est un' V-fibré vectoriel
sur Y, on a un 1somorphisme naturel
(EN = g @°
En effet, la ndbion d'image nsciproque d'u,txe szsetion régul:.ere permet .
de définir de _faqon évidente un hemomorphisme de faisceaux
f"l(Q!(E) )...;Qx(f l(E)) s qui est un homomorphlsme de f"l(gx)-hodules,

et définit donc (le deu:d.ém terms étant un DyHodule) un homomorphisme
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isomorphisme, on est ramend aussitdt au cas ou & est un prodult’ x:x“,

(8)). Pour montrer gue clest un

puis au cas oh B est le produit XxX, au'quel cas clest trivial,
@ reice - Soit X€¥, soit A, 1'anneau d'es % -fibrés vectoriels
sur ¥, Montrer qu'il exists un homoxﬁorphisnié muque r de Ay sur 2,
tel que r prenne la valeur n sur l'image canenique de l'ensemble :
El(X,Gl(n,gx)), dans A, Soit By ™ Hl(X,Gl(l,gX)) l%sngemble des.
classes de ¥-fibrés vectoriels sur X, & fibre de dimensdon 1, muni
de sa structure de groupe bélien, écrite additivement, Sur le grou
pe ahélien g:_c_l_’_x, mettons la structure d'anneau pour laguelle P
est un idéal de carrs mul, le quotient par cet idéal étant 2, muni
. de sa structure d'annesu usuelle, Pour i& Hl(X,Gl(n,gx)), soit.
Cl(F.)- son - image dans H:_L(I,Gl(l,gx) par l'api:lication'qui corres= '
pond & 1'homomorphisume de faisceaux de groupes Gl(ﬁ,gx).»(}l(l,gx)(
donné par u —» dét.u, (Si E est 1a classe d'un fibré vectoriel T
a fibre K%, cH(E) est la classe du £ibré vectoriel R E & fibre K).
Montrer qu'il existe un.homomorphis;ne d'anneaux et-un seul de AX ‘
dans Z + Py qui transforme 1'image d*un ke Hl(x,(}l(n,g_x)) en
(n,cl(i)_). Montrer gue la définition de 1'homomorphisme préeédent
se.généraliae guand on se donne seulement un espace topologique X

muni d'un faisceau Q d'anneaux commutatifs avec unité,

9. = §gus-v-1‘ibrés vectoriels,, PePibrés vectoriels quotients,

?)'-g_i_géa en_drapsaux.

Seit E un ¥-fibré vectorviel de base X. Gn appelle sous- & -fibré

vectoriel de B un ~£ibré" vectoriel F de base X, qul est en tant que
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V-espacé un BOUSs V—espace de T, dont l'applicatioh de projection
est induite paz‘ oeile de B, dont les fibres sont des sous-espace vectow
riels des ﬁ.bres de E, nnmis de la structure K—vectbmelle induite, et
qui est tel que pour tout ouvert Uc X assez petit il existe un ieomor—
phisme de B|U sur le(n appliguant Fa(E(U) sur Uk (o1, pour m¢n, on
identifie K" & un sous-espace vectoriel de K7 4o la fagon bien connue),
Notons d'sbord qu'il résulte de cette définition qu'un sous- V‘-fibré

vect.oriel F de E est détemd.né quand on connailt la partiec de B gu'elle
définit, et qu'une partie F de E provient d'un sous- J*-fibwé vectomiel

si et seuelement si elle satisfait 3 la cendition de la fin de la définde

tion précédents. Ces esserions sont triviales, sauf celle-ct : si F est
une pam‘;ie de E telle’que pour toub -ouvert U asser petit dané X, existe
un isamorphisne ¢ de ElU sur 1 appligeant Fa (2{U) sur Ux(", alors

F est un sous~ 17-fibré vectoriel, On voit aussitdt gu'il suffit de mon-
t;rer qu'slors F est unscus- V-espace de E, ot que 1a 'V’-structure'ip'-;.
duite sur Fa (E|U) a'idemlfie, Par @, & celle de U)d(ln.

Grdce au n 8, prop.8, on est ramené ¥ prouver gue UxK™ est un sous- U - |
espace de UxKn. Or l}'applicat.lon d'injection URK - Uxk” est évidemmenb |
.un morphisme, et il existe un morphisme inverse A droite, déduit de la
projection cancnique de K sur son sQus~2spaee Km, d'eu notre assérbion..

on appelle V-fibré vectoriel guotient de E un ¥.fibyé vectoriel G

tel que G soit un M-espaee quotient de %, 1’applicetion canonique E->G
. étini compatibis avec lea. projectians sur ls base X, linéaire sur les,
fibres, et la conditio.n sui*i;ante éthnt satisfaite : pour tout cuvert UcX
assez petit, il existe un diagramm comt;lutatif de P-fibrés vectoriels
; BV, Glu
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les £18ches verticales étant des ismorohiems, qt ls ﬂeu:tiéine fléche
horizonthle étant 1'application déduu.a de la projection naﬁlreua

ATENSGITTESSN T e

(xl,...,x ) > (xmﬂ’""’ﬁz’ de Kn sur K270 . En tout X€X, J..axibro

G de G.est alors un ‘gspace vectoriel @ot.ient de la fibre By -de £ en x,

'donc de 1s forme E ]F‘x, ol F, est un 50!19-68})6.03 vectomel bien detom ;.

winé de Eye vort.n de ¢ce qui précé.ds, la réunion F des F ast. un ‘sous -
bt-flbré vactoriel de E..00 & alors le résultat : la 2?‘-ﬁbré vactoriel :

g otient G de E est bien détemﬁné_gr la donnée du aoua- V—fibré F de

E qui lui corresggt_g, et toub sogp_- ) b__:g vectox‘}_e F g_ 2:_2 vient
dlun (g -fibré vectorisl @o‘bient de E- (noté E}F) Senl, le fait que tout

sdus~- v".fibré véstoriel P.do g correapond % un Ifhfibré guotient demm-
.de uns démonstration. ‘Soit donc G 1'ensem!xe cpoti»nt aé & défini par F,
i1 faut montrer que G o8t un U’-espacfe quotlant de %, et que mini de la
projection na.turelle G--bx. et des gtxuc_tureg vectoriellee quotient, sar .
- les Pibres, c "esi un*—fi.béé #octoﬁzl sur X .(il réSuiterb:;iors dela, &
définition que G est un V-ﬁbré vmg,onel quotient de &), Or cette assers
tion est’ vrale 2 condition’ -'-&e se restreindre ‘an decsus d'un owert
assez petit U de x, comtie on voit en’ pfocedant comme plus haut én
utilisant l'mjec'bion naturelle de. Kn-m dans Kn inwerse EY droi%e e 1a
projection K iy Kn"?.‘. En vertu de pa.r i, n 7 Prop.9, on en- eoxﬁm. que ¥
‘¢ o6t un 'lf-—espace quotient de E, induteant sur las cuverts GIU les
W ~structures quton’vient d'emsager. Comme ces dernléms, quand cm
considére les G|U comme des fibrés vectorisls sur U, s racollent s 11
sfenspit en vertu de par.l, n %, prdp.?@ (qui s‘applique, puisq;;e 1’ est
x'eeollable) que G est méne dan V-espaca, st wn ’!"-flbré veatoriel surx

.

m les sous~ v.fm-éa st 1» #,ﬁbrsa quotients de E 38 o
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correSpmdent biumiwoqzement On veit de mSme ». S1 B désigne le VYV -£ibré
vectoriel dual de B, que les sous- U ~fibrés veetoriels F ds E et de B!
£ oqrrespoxﬁenb :biunivoqmment par };:ola‘z"i.‘trfég et qulon a oncore les iso-
morphlames habituels : | .

£ = BJF° , (2/R) = F°

Ge serait 1o moment ici de définir les UF-fibrés de drapeaux. (De

fagon général, le- présent '-pa.ragrapha aemble le comtexke naturel pour dé—
rouler les sorites ';éométx"iqu.es. sur des fibrés spdciaux divers dans le »
genre de’ ceu# du pésez‘it. numérp, par exemple sur les fibrée orthogonaux
symplectiques ete,s ). Soit V= (45005 unei7 suite strictement crolssan-
te d'ontiera 7 Qp avec ny = n, Un drapeau de type ¥ (sur 1lespace vecto~
riel K) est un Kscspace vectoriel V de dimension n, muni dfuns suite
croissants (vi)l {igk des aous-espacea vectoriels de diqten_smn n.., On
définit de mbme la ndtion de drapeau de type ¥ sur K défini sur k, encore

appelé 9% -drapeau de type.V. Un morphisme d'un drapeeu (V,) de type?
-drapeau de Lype 0 morphiens i :

dans un autre (Wil est uns spplication K-linéaire Vk--bwk appliquant
chaque V; dans W; ; on définit de méme la not_ion de morphismes de - V'n-;
drapeaux, D'ou les catégories @ ot & = perzettant de construire la ca-
tégorie des fibrés de type (€ ,vQ s Q‘o“) (par.1, n°9). Ces fibrés sont
appelés V-fibrés en ‘drageaux de_type ¥ . Considérons alers le % -
drapeau de type Y

D(9) = (£, x“2 TR !
et le aous-groupe T¢( ) de G€(n,K) formé des K-automorphismes de K
qui invarient D(» ). Ce sous-groups est 1'intersecticn de GE€(n,K) avec
un sous-espace vectoriel défini sur k de L(K°,K"). C'est donc un sous-

\*—groupe de G1(n,X), st en particulier ulgi’-'-groupe, ot K peut &tre
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regardé comse un Kespace & Yogroupe dlopérateurs T8(v ). Je dis que

la structare de }-fibré en drapeaux de type v est équivalente 2 la
structure de V-fibrd & ¥-groups structural T€ (v ) et_fibre K (par .1

n® 10). En effet, TC (¥ ) est le gr.oupe des § ~automorphismes de D(»), .
et on peut appliquer par.l, n® 10 prop.1i. Ca peut encore dire que, si

£ est un VEf1bré vectariel & fibre -type' g la donnée sur E d'une struc-

ture de W-£ibré en drapeaux de typew . .compatible avec sa structure de
Pt ibrs véctoriel, éguivaut & la donnds d'une restriction de son .

groupe structural GE£ (n,R) & T¢ () (voir fin de par.l n°11 bi;s). Pour
pouveir applii;ugr le critére usuel de restrictabilité du group; structye
ral, il nous faut des \préeisions; sur la i’ibratior_x de G¢(n,X) par T&( )
De fagon générale, soit V un Kaegpace vectoriel Ae dimension n, on déneo-
te par Dr(~,V) l';nsémble des dzfa:péa.txx de type ¥ dans V, pa.r'Gr(m,__v)
1'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension m de 7, (qui s'idén- :
tifie a_usﬁ &~ l'ensemble des dra:pe:aux de type (m,n)) par P(V) 1'ensemble
Gr(1,7) des droites de V. m a. des appiicatic.ms' nsturslles
(1) dr(9,v) = ;1 Gr(n; ,V)-——> i\s‘l p( Alv)
ou la deméme f18che est déduite des applications naturelle Gr(m,V)-—>
P( A V), faisant corrsspandre 2 un ‘sous-espace vectoriel ¥ de dlmansion"
m de V l'ensemble des multivecteurs xlh ces A X (xl,..,xme W). Dieutre
" part, le groupe GE(V) opdre dans tous les ensembles précédents, et les
applications (1) sont compatibles avec des opérations. D'ailleurs
Dr($ ,V) (et en parti;zuliér les Gr(m,V)) sont des espacés homogénes sous-
GB(V). . '
Théoréms 1 - Supl;osons qus V soit un l”-es;;ace vectorisl de dimension n,
a) Soit D un V-drapesu de typeV dens V, T mnvstabi.:!.iaateur dans
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G = GL(V). Alors T est un Sous— 1"—groupe fermé dans G, et G fibré par Ta
droite est localemsnt trivial «(par.l, n i b bis, aéf. 7), par suite G/ est unU-
espace guotient de G. Ainsi, par transport de structure & partis de la bijection |
8 «> 8.D de G/T sur Dr(w, V), ce dernier ensemble ss trouve muni d'une struc-
ture de W-espace, d'ai].leux;s indépendante du choix de D, qui en fait au VP —espace
| I?Z-groupe d'opérateurs A gaucha G. Ceeci s'apulique an pa.:'biculler aux variétés
grasamaniennes cr(m,V), et en particulier a sr((l,v) = p(¥), b) la v'-atructure
ainei mise sur P(V) induit sur les sous-espaces affines de P(V) définis par les
hyperplans de V déf:l;nis sur k, une U ~structure isomorphe A celle de e par
' les applications linéaires affines®définies gur » ¥%3e U sur K°7L ( ce qui suffit "
& caractériser cette ) structure). c) Les applicatlons (1) sont des V-xsomor-
phismes sur des sous- 'l’-aspacea fermés.

. La démonstration de de theoréme ne sera pas donnée ici, elle est bien enten~
du tout & fait élémentaire, e th.l est sn réalité un énoncé de Géomdtrie Algée
brigue ¢ il faut cmstruiré.trois ‘]"f-ngorphismes, on construit pour cela des appli-i
cations polynomiales définie.a sur k, L'explication & prieri du th,1 (velsble pour
 toute 2 ) est dans le fait que toutes les variétés aloébriques qui y int.emenned
sont des varigtés rationnelles, et mbme dont tout point admet un voisinage iaomr-'
phe & un ouvert dtun Km, et pour cette raison sont munies de P-structures de
fagon naturelle, quel que solt P . (Ce qui n'aurait pas é6té _posgd.ble si elles
n'avaient pas été rationhelles, ;;xisque les (k,K)-ensembles aléébriqués non sine
guliers dont legcomposantes connexes s;ont des varidtés rationnelles sur k forment‘
une ' “catégorie de variétés sur X ", dont le "corps de définition" est k),

Nous pouvons maintenant '.--a.ppliquer par.1, n°11 bis, prop. 1% bis, cor.2, et
nous obténons ; compte tenu de th.i, a) : : S22

Corallaire 1- Soit &un Wofibré vectoriel sur X, & fibre-type K", soit P le fibré
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|principal associd, a groupe structural (}].(n;K). Alors P/TE(V ) est un V=
espace quotient de P et est le fibré associé a T et la représentation na-
turells de G €(n,K) dans la variété de dyapeaux Dr(¥,K"), Ses V-section
a'idbntifient aux rostrio,ﬁons du groupe structural de E & TE({Y )o L.,

aux structures d& F-fibré en drapesux de type ¥ sur B, compatibles avee
la structure de Y'fibré vectoriel,

Fn partieulier, supposons V = (ﬁ,n) » alors il résulte aussitdt des
définitions qﬁe la dohnée' dlune structure de U -fibré :fan drapeaux de
type ¥ sur E, compatible avec sa structm de Vufibré vect&iel , est
équivalente & la donnée d'un soys- V-fibré vectoriel T 2 fibre type K.
Par suite - . -

Corgllaire 2 ~ La donnée d'un sous- ¥'-fibré vectoriel F de E, & fibre-
yoe Km, est dquivalente & la &mné dtune 1 -section du PF-fibné asso-"
¢ié A E, de fibre la variété grassmanienne Gr(m,K ).

~ Notons maintenant ( ¥ étant de nouvesu quelconque) qu'sn vertu du

th,1, ¢), une application u de X dans Dr(V,V) est unv'-morphisme' si et
seulement si il en est de méme des applications correspondantes de I
dens les Gr(ni,v). On en comlut, en conjuguant cor.i et cor.2 1
Corollaire 3 - Une stmct".ure de V-fibré en drapee,.'n.: de type ¥ est équi-~

valente & une structure dé Vo£ibrs vectoried B 2 fibroaaype Kn, i

d*une sx).ite croissante (F'.L’“‘ ,Ek) de souse v -7ibrés vectoriels a fibres

types nl,...nk.
10, - Extensions de flbrés vectoriels,

PROPOSITION 18 - Soit wiE-»F un homomorphisme de ?—.ﬁ.bréa vectoriels »
de base X, et pour tout x€X, soit u, 1ltapplication K-linéaire Ex_.ﬂ‘x
définie par u. Les eonditions suivantes sont é quivalentes i

La)- Rang(n‘)ast une fonction localement constante de x,
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: b) La réunion dés Ker(u:) est un sous- ’V’inbz'é vectoriel de T,
b') ILa réunion des Im (u‘) est un sous- l"-ﬁ.bré vectoriel de 3,
¢) On peut factoriser u en le composé d'homomorphisues

0 S LG ,
ol & est 1thomomorphisme canonique de E sur wn Jifibré vectordel q;qu;nt
{{ 1*homomorphisme canonique d'un sotsm 1 -£ibré vedoriel do F dans F,
et u, un isomorphiene de U-fibrés vectoriels.

Démonstration, Evidesment ¢) implique b) et b'), qul chacun impld-
quent a), reste i prouver que &) implique ¢), On wérifie gussitét que la

question est locale, et gu'on peut donc supposer Bt Z F-XxKn Mors
u ost définle par une application régulidre x —>u(x) de X dans L(K™K®)
Prouvons d'aboid le . ‘
Corollzize 3. Soient V et W deux ’l?'-espacea vectoriels, v une gprlica~
tion régulidre de X dans I.(V;‘W) » telle que ﬁ(x) soit de reng r pour tout
x€X, 5, une applicat’lon lindaive de rang r de V dans W, il existe alors—
pour tout ouverb ch assez petit des apnlicstions régulidres v de X
dens G €(V) et w de X dans G (i) telles qué 1'on ait u(x)mw(x)u v(x)™
Démontrons le ecm'ollaine. Tl est & peu prés trivial si pour tout

x&X, u(x) a mine noyau et mBme image que v i prenant un 'Bupplémertta-ire’.'
Wy de Imu, dans W, 'On peut alors éciriré de fagon unigue u(x)w(x)ur,
ou w(x) est un automorphisme de W induisant 1'identité - sur i, et

x > w(x) sera manifestement. une applicat:.on reguliém de X dans GE (K)
Per suite, i1 suffit de trouver v(x) et w(x) de telle fagén quc
w(x)u v(x) ait m acyau et méme image que u,, ou encore de touver
des applications réguliires v ot w telles qus pour tout x, Ker u(x) soit
transfomédexorurparﬂx), et In u(x) soit tranafomédel‘nu par
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w(x). Ie probléme de trouver v ou w étant des problémes duaux, on se
bornera & établir 1'existence de w, Utilisant th.l, a), ¢n est ramené
& prouver que 1'application x - Im u(x) de X dans la grassmanienne
Gr(r,7) est régulidre (pulsque) GE (W) est fibré localement trivial sur
Gr(r,W)). En vertu du th.1, ¢}, la V-structure de Gr(r,i) est 1!1('1;11“
par celle de P( A W), .ponr' 1'immersion naturelle de Gr(r,!!) dans P( X W)
Soit x € X, solent a, (14 i¢ r) des vecteurs tels que les u(Xo).as:l sont
lindairement indépandgnts; on en conclut facilecent qu'il exiete un
voisinage ouvert U de x, tel qus x&U implique que les u(X)°ai soient
1linéairement indépendants. L'application U-»P( A W) déduite de u est
alors celle déduite de 1'a.pp1ication e o S n(x).alA o Au(x).ar, ot
est donc bien régulidre en vertu de th.1) b). | :

pémontrons alors que a)=>c), en supposant (ce qui est lolsible
gréce au corollaire 1) que u est donné par une application de la forme
x > v(x)urw(x)-l de X dans L(V,!. Faieuwnt dans XxV le changement de
coordonnées défini par 1'applicatlon, et le changement analogus dans
Yxii, on trouve que u est défini par une application linéairs constante
de V dans ¥, ce qui mpuq{ze évideiment c).

=Solent B, et E, deux V-tibrés vectoriels sur X. On appelle V-
pitwé vegtoris) exbension de E, par B, un U ~£ibré vectoriel B, muni
de la structure supnlémentaire définie par une suite exacte d'homomor-
phismes de Votitrés vectoriels 3

0 —alan ity B a0 |
("exacte" signifiant : emacte sur chaque fibre), Utilisant la proposi-
tion 18, on voit que ceci impliqus que E, est isomorphe a un sous-V*

f£ibré vectoriel de E et E, ost isomorphe aul’i-ribré vectoriel quotient
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E[E. I1 en résults aussitdt, en vertu des définitions, que' sur tout
ouvert U assez petit de X, E est isomorphs zu produit B,%E,, 1 ot 3
étant {fxranaformées par cet ieomor;ihisme en les applicgti&s d'injections
e£ projections naturelles 51-°E1ng sl Ez. Considérons alors ies exten-
sions de 22 par El sur des ouverts non précisés de X comme une catégorie
topelogique sur X, en Mt coumme morphismes les isomorphismes (le fait
qu'on .obtieut bien une catégorie topologigue et nen seulement prétopolo=-
gique résulte de par.l, prop.13), Comme les objets de cotte catégoris
sont tous localement isomorphes & B8, 11 s'ensuit (Top. Rlem, chap I)
que l'ensemble des classes d'extensions de E2 par Ey sur X s'identifie

2 Hl(x,_G_) ou G désigne le faisceau des germes d'automorphismes de By %Bse
Or un automorphisme de EyxE, sur un ouvert U est un automorphisme de sa
structure de V-fibré vectorisl, invariant le sous-fibré 2 et induisant
1'identitié sur le sous-fibré E, ot dans le fibré ouotient Bf B, =L,, et
est donc donné par une matrice de morphismes

;L_El u
0 L

ou u est un hou:omorphisma arbitf'a.ire_de Ezi U dans I, {U. D'ailleurs,
comme bien comnu, la multiplication des zatrices de cette forme corres-
porid & 1'addition des tasen 1 correspondants. Alnsi, @ s'identifie dong¢ |
- au falsceau de groupes abSliens des germss d'homomorphismes ds Ez dans E:
i.e, au faisceaun '-Qx(EéQE.‘L) des germes de mct.ions réguliéres du fibré '
vectoriel B} Q E; (oh B} désigne le £ibré dual de E,). On a ainsi prow
Théordme 2 ~ Solent E; et E, deux ¥-2ibrés vectoriele sur X. L'ensembl |

des classes ds V-fibrés vectoriels extension de Ez par E, s'identilie 2 i
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| Hl(x,gx( E}@E,)} (ot Ej désigne le O'-ribré vectoriel dual de E,),
Cela montre donc que 1l'ensemble des classes d'extensions.considé-

rées est muni de fagon naturelle d'une structure d'espace vectoriel sur

K, dont le lecteur trouvera 1'intérprétation géométnique, en s'inspirant

de constmction. faites en Algébre Homologique. - L'élemsnt de

Hl(x,gx(EZQEl)} qui correspond 3 une extension T de E, par El est app.;.

16 classe fondamentale de gg.ezgtgensi n £, Son annulation est nécessaire
et suffisante pour que T soit isomorphe 3 l'extension (dite "triviale")

s S A :

Il importe aussi de donner la définition de la classe fondamentale
de 1'extension B par un eobord ; transformant la suite exacte i
owszl.»s—aEz.,OparEéo,ontmu#ela suite exacte g

) "'@El il 3293 —> 5 @F, 0
) d'au une suite exacte oom&pondante sur les faisceaux de germes de
sections réguliéres, d'ou un homomorphisme cobord
2+ P (EI0E,)) _, I (X0 ( E3eE )

Lo premier terme s'lidentifie au groupe des endomorphismes de E2, et on
montre facilemest, en montant oux défini‘t;ions , que 8(lE ) ntest autre
que la classe fondamentale de l'extensd.on E, (2 moins qu'il n'y ait le
signe -1), : :

31 E est -une extension de Ez par El? alors E' est une sxbenslon de
E{ par & ..2, sa classe fondamentale est 'alor's.un é1ément, de H:.l(x,gx(.?l‘@Ez')}
Ide.ntii‘ian_t abusiveuent E,®E} et E,",@El’ on constate alors que c(Et) =
8 - c(E) (c désignent la olasse foﬁdamﬁtale). Ie signe - provient du
fait qus la contragrédente de la matrics
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s'obtient en remplagant u par -u et interchangeant l'et p 5
SiEestuneext.end.mdeE parl!‘.l,etaiElet ént les fibres -
types K™ resp, Kn dlors E est ausst muni d'une structure sous-jacente de
V-sfibrés en drapeaux de type (n,n+m) (th.1, cor.3). ¥ais on fera atten-
tion que (mdmp si E; et E, eont constents et A fibre~itype K) deux exten-

slons E et F non i ;gx_a_s de E F’.l peuvent svoir des structures

sous-jacentes de fibrés en dramg_ux 1somorphes, - De fagon precise, le- grou
pe Aut(E) Jxiut(E,) opbre dans Hl(x,ox(zzarin, ot les §léments P

orbite sont éxactement les classes d'extensions donnant unes mdihe classe
de £ibrés en drapesux, (N.B. - Gette remarque permot en mime temps de
classifier les fibi-ég en drapeaux de typs (n,ntm) dont les “facteurs" By
et E, sont chacun dans une classe dennée de fibrés' vectoriels), |
Prims aw lecteur - Si- X est _paracospact et Oy .ﬁ.n ‘alors tout.: 'axtenaion.

de Witibrés vestoriels est triviafs, (i effet, podr tout 1"-fibrs vec~
toriel L, D,(t) et fia, done H(Z0,(1)) = 0 pour 1> O). |
. Exercices, a) Solent E.L et E, deux V-fivrés vectorie].s sur X, Mon-
tres que la catégorie locale sur X des Ufibrés sectariits diten de
E par B, ek équivalonte a la cabégorie locale des O.~lodules extension
de Qx(Ez) par _Qx(tl). b) Soit X un espace topologique muni d'wn faimau;
dtanneaux 0, solent ¥, ot i, deux g_-;l\iodule's. Hontrer que 1'ensemble
des classes de O-modules extensions lgcalerent’ v£rivia1.es de 1-12 par I‘l
s'identifie A H]'-'(I,ﬂ__g(mz,ﬁl)). ¢} déduire de a) et b) une nouvells
den-onstration du th, 2,

--------



