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Rédaction
CHAPITRE II par 5 - Modules projectifs n®346
de type fini, idéaux fractionnaires

inversibles

l. Généralités sur les modules projectifs.

Rappelons la définition suivante, cas particulier d'une définition valable
dans toute catégorie abélienne :

DEFINITION 1.1 - Soit A un anneau, P un A-module 3 gauche. On dit que P est

est un module projectif si pour tout homomorphisme surjectif u ; M—> N de

A-modules, et pour tout homomorphisme v : P N, il existe un hormororvohisme

w i P=>Miel que uw = v
Cela signifie aussi que pour toute suite exacte de A-modules
O=->Mu- M >N 0
la suite correspondante d'homomorphismes de groupes abéliens

0 - HomA(P,M') -3 HomA(P,M) - HomA(P,M") - 0

est exacte *ou encore que le foncteur M — HomA(P,M) est exact e

Nous laissons au lecteur de vérifier les faits suivants, cas particuliers
de faits analogues relatifs aux catégories abéliennes, et qui résultent faci-
lement de la définition :

PROPOSITION 1.2 - Pour qu'une somme directe d'une famille de modules Mi soit
projectif, il faut et il suffit que chacun des Mi le soit.

COROLLAIRE 1.3 - Tout facteur direct d'un module orojectif est projectif.

PROPOSITION 1.4 - Soit P un module. Pour que P soit projectif, il faut et

i1 suffit_que pour tout homomorphisme surjectif u s M -» P, il existe un

inverse 3 droite v : P—> M (ou, ce qui revient au méme, que le noyau de u

soit un facteur direct).

Dtailleurs, compte tenu de 1.3, s'il existe un homomorphisme surjectif
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u ¢ M- P admettant un inverse & droite, et si M est projectif, alors P
est projectif.

PROPOSITION 1.5 = As est un module projectif.

En effet, la donnée d'un homomorphisme u : A,~> M équivaut & la donnée
d'un élément x de M (savoir x = u(l)), et la proposition résulte alors
aussitdt de la définition 1l.1l.

COROLLAIRE 1.6 - Tout module libre est projectif. Pour qu'un module soit pro-

jectif, il faut et il suffit qu'il soit isomorphe & un facteur direct d'un

module libre.

La premiére assertion résulte de 1.5 et 1.2, Il s'ensuit qu'un facteur
direct d'un module libre est projectif par 1.3. Réciproquement, si P est
projectif, considérons un homomorphisme surjectif dfun module libre L = A(I)
dans P (défini a 1l'aide d'un systéme de générateurs (ei) de P) ; en vertu de
1.4, i1 existe un homomorphisme inverse & droite, ce qui prouve que P.est
isomorphe & un facteur direct de L.

COROLLAIRE 1.7 - Soit ‘M un A-module, et ¢ : A—> B un homomorphisme dfanneaux.

Considérons le B-module B®AM° Si M est projectif, il en est de méme de

@
BAM.

COROLLAIRE 1.8 - Tout module projectif est plat.

2, Modules projectifs de type fini s propriétés générales.

PROPOSITION 2.1 - Un module projectif de type fini est de présentation finie.

En effet, soit u 3§ L—>M un homomorphisme d'un module libre de type fini

sur le module projectif M, alors le noyau R de u est facteur direct dans L ;

i1 existe donc un homomorphisme surjectif v de L sur R, d'ou une présentation

finte L Y5 L 2 M50 de Mo

La proposition gui suit est un remords au paragraphe des modules fidélement
plats




-3 - n%36

PROPOSITION 2.2 - Soient A-—+>B un homomorphisme d¢ anneaux faisant de B un
A-module 3 droite fidélement plat, M un A-module 3 gauche. Pour que M soit

de type fini (resp. de présentation finie) il fant et il suffit que le

B-module B@AM soit de type fini (resp. de présentation finie).

M est limite inductive de ses sous-modules de type fini M;, donc B@AM est
limite inductive des modules B®A 5> qui s'identifient & des sous-modules de
B@AM (puisque B est un A-module & droite plat). Pour que M soit de type fini,
il faut et il suffit qu'il existe un indice i tel que Mi = M, ou, ce qui
revient au m8me puisque B est fiddlement plat sur A, tel que B &M =~BRN,

Cela .signifie donc que B%M est de type fini. Reste 2 prouver que si B@AM

est de présentation finie, il en est de m8me de M (la réciproque, vraie
d'ailleurs sans hypothése de platitude, a déjA été signalée, réf). On sait
déja par ce qui précéde que M est de type ”i‘iﬁni , done qufil existe un homomor-
phisme surjectif u .L-> M, avec L libre dé type fini. Soit R le noyau de u,
alors B®AR s'identifie au noyau de 1'homomorphisme surjectif

1du : B®AL——> B&,M, donc est de type fini (réf). Il s'ensuit d'aprés ce
qui précéde que R est de type fini, donc M est de présentation finie,

PROPOSITION 2.3 - Soient A —> B un homomorphisme d'annesux, avec A commutatif,

faisant de B un A-module & droite fiddlement plat, M uwn A-module. Pour que X
soit un A-module projectif de type fini, il faut et il suffit que B®AM soit

un B-module projectif de type fini.

La condition est évidemment nécessaire (sans hypothése de platitude) prou-
vons qu'elle est suffisante. L'hypothése entrafne que B®AM est de présenta-
tion finie en vertu de 2.1, donc il en est de méme de M en vertu de 2,2 ;
par suite (réf) pour tout A-module N on a un isomorphisme canonique

B @, Hom, (M,N) &5 Homg(B @) M, BRN)
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I1 s'ensuit que si N-—>N' est un homomorphisme surjectif de A-module,

alors l'homomorphisme correspondant HomA(M,N) ->HomA(M,N') tensorisé par B
est surjectif (B@AM étant un B-module projectif), done (B &tant fidélement
plat sur A) est lui-mdme surjectif. Par suite, M est un A-module projectif,
d'ailleurs de type fini, cqfd.

PROPOSITION 2,4 - Soit M un A-module A gauche de type fini.

a) Le A-module A droite M' = Hom,(M,A) est projectif de type fini, ot

1'homomorphisme canonique
M o> M® (M’) !

est_un isomorphisme.
b) Pour tout A-module & gauche N, 1'homomorphisme canonique

M? @AN -—-bHomA(M,N)

est bijectif.

Comme M est isomorphe & un facteur direct d'un module libre de type fini L,
M! est isomorphe & un facteur direct de L!, qui est libre de type fini, donec
M! est projectif. Posons pour abréger, pour tout A-module 2 gauche M,

S(M) = M (sic) s T(M) = M" (resic)
et notons que L est isomorphe & MXP, donc S(L) est isomorphe a S(M) X S(P) et

T(L) est isomorphe 2 T(M)x T(P), 1'homomorphisme canonique S(L) —> T(L)
s'identifiant alors & 1'homomorphisme

S(H) x S(P) —=> T(M) X T(P)
déduit des homomorphisces canoniques S(M) —> T(M) et S(P) —> T(P). Or il est
bien connu (réf) que S(L)~> T(L) est un isomorphisme, d'ou on econclut que
S(M) —> T(M) et S(P) —> T(P) sont aussi des isomorphismes. Cela prouve a). Un
prouve de la méme fagon b), en posant maintenant

S(M) = MI@N , T(H) = Hom,(M,N)
COROLLAIRE 2,5 - Supposons A commutatif. Soient M et N des A-modules projec-




tifs et de t fini, alors HomA(H,N) est un A-module projectif de type fini.

C'est en effet le produit tensoriel de deux A-modules projectifs de type
fini (et on aurait dd dire aprés 1.6 que le produit tensoriel de deux modules
projectifs est projectif ses)e

ot
COROLLAIRE 2,7 - Scit M un A-module & gauche. Pour gue M soit Erojectiffde

type fini, il faub et i1 suffit que 1, & HomA(M,N) soit dans 1'imape de

W®AH par 1‘homomorphisme canonique M! ®AM é.:HomA(M,M) ; %.e. qu'il existe
des x, & M et des xi@. M* (1<i<n) tels gue pour tout x& M, on ait

x= T <. DN

La condition est nécessaire en vertu de 2.4, b). Elle est suffisante, car

considérons alors l'homomorphisme u : L—>M de L = A" dans M défini par les
Xjo Solent e, les éléments de la base canonique de L, et soit v 1'homomorphis.

me de M dans L défini par v(x) = 2-<xj'_,x> & o On voit aussitdt que ce der-

nier est un inverse A droite de u, donc M est isomorphe & un facteur direct

u .
de L; d'ou la conclusion,

3. Caractérisation locale des modules projectifs de type fini. Rang.

A partir du présent numéro, les anneaux sont supposés commutatifs. A dési-
gnera en particulier un anneau commutatif.

PROPOSITION 3.1 - Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont égquiva-

lentes

(1) M est projectif de type fini,

(11) IL existe une famille (f;), oy d'6léments de A, engendrant 1'idéal
unité, telle que pour tout i€I, M‘i soit _un module libre de type fini sur A

5

(i11)  Pour tout idéal premier p dans A, il existe un f& A-p tel que M,

soit un module libre de type fini sur Af.

(iv) M est de présentation finie, et pour tout idéal maximal m de A,
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Mm est un module libre sur Ag’

[J1ai oublié de préciser au début du numsro que M, désigne le localisé de M
par rapport a la partie {f} de A

Si (fi) est une famille d'éléments de A, elle engendre 1l'idéal unité si et seu~
lement si pour tout idéal premier p de A (ou aussi pour tout idéal maximal m de A),
il existe un i tel que f; ne soit pas dans p. Cela prouve 1'équivalence de (ii) et
(iii), et on peut d'ailleurs dans (iii) se borner & considérer des idéaux p masdi-

maux. De plus, la condition (ii) n'est pas modifiée en y supposant la famille

gfi)iG.I finie. Comme alors l'anneau B = '1T Afi est fiddlement plat sur A, et

comme (ii) implique que M@AB est un module projectif de type fini sur B, (un peu
sec), il s'enseuit que M est un module projectif de type fini sur A en vertu de
2.3, donc (ii) => (i). Supposons M projectif de type fini, il est donc de présen~
tation finie en vertu de 2.1, d;autre part pour tout idéal premier p de A, MB est
est projectif de type fini sur AB en vertu de 1.7, donc libre en vertu de ... En
particulier (i) => (iv). Reste 2 prouver que (iv)==>(iii), et nous pouvons nous
borner & prouver (iii) lorsque p est un idéal maximal m. Soit u ¢ L—>M un
homomorphisme tel que

u®k : LOKk —> UDk (k = Ajm)
soit bijectif, L étant un A-module libre de type fini. (On obtient par exemple un
tel homomorphisme en relevant arbitrairement dans M les éléments d'une base de
Mk = M/y_z_M). Soient R le noyau de u, Q son coﬁoyau (i.e. le quotient de M par
1'image de L) La suite exacte

O33R L~sM—nQ=—>0
donne par tensorisation avec k

L®k —>HR®k —>QRk—>» 0
ce qui prouve que Q®k = 0, donc (puisque Q, est un A -module de type fini) Q =0
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par le lemme de Nakayama, denc (Q étant de type fini) il existe un £,& A-m
tel que Qfl = 0, On a denc une suite exacte

0 —t>Rp ~> Lr, —> Mg —= O
et cemme Mfl est un Afl-module de présentatien finie (puisque M est un A-
medule de présentatien finie), il s'ensuit (réf) que Ry est un Arl-module
de type fini. Seit m; 1'idéal maximal de Afl dont 1l'image inverse dan‘s A est
m ; lecalisant la suite exacte préoédente en m, on obtient une suite exacte
qui s'identifie a la suite d'homemerphismes de Am-modules

0 RE - Lg-—) Mg—) 0 -
déduite, par localisation en m, de la suite d'homemorphismes de A-modules
0->R->L-~> M ~> 0, Or comme Mm est un Am-medule libre de type fini,
ainsi que L '’ et que l‘homemorphisme ;éduit de ; -—:>M par tenserisatien

avec k est bd.ject:.f par censtructien, il s‘enauit que L Yo M est bijectif

3

au'il existe un élément f, de Afl m, tel que (Rf )f = 0. .On en conclut

(réf), dene R = 0, Comme R, est de type fini et (Rp )ml = 0 il s'ensuit

facilement qu'il existe un f, & A-m tel que R = 0, denc Ly o>
3 fl f3 tlf3 3

est un isomerphisme. Posant f = flf , i1 s'ensuit que f& A-m st que Mf est

un Af-module libre de type fini, cqfd.
COROLLAIRE 3.2 - Soit M un A-module projectif ds type fini. Pour tout

p€Spec(A), soit rgp_(M) le_rang du AE-mod_u;Sa libre de type fini MR - Alors la
fonctien p —>rg D(M) est localement constante sur Spec(A).

Avec les n:tations de (ii), cette fonction est en effet constante sur
chacun des ouverts xfi =X - V(f;) de X

DEFINITION 3.3 - Sous les conditions et avec les notations de 3. 2, 1l'entier

rgE(M) s'appelle le rang du module projectif de type fini M en 1'idéal pre-
mier p. On dit que M est do rang n si rgE(M) = n pour tout p.
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Bien entendu, le rang de M (s'il existe) est uniquement déterminé, pourvu
que Azt Oo Quant & 1'unique module sur l'anneau nul (savoir le module nul)
il est non seulement projectif de type fini, mais méme libre de type fini,

et de rang n qusl que soit n.
COROLLAIRE 3.4 - Soient M un A-module, n un entier. Conditions Squivalentes 3

(i) M est un A-module projectif de r n

{1i) 11 existe une famille (fi)ieI d?éléments de A, engendrant 1'id&al

unité, st _tel que pour tout i, Mri soit libre de rang n sur Afi,

(11i)  Pour tout idéal premier p de A, il existe f& A-p tel que M, soit

libre de rang n sur Apo

(iv) M est de présentation finie, et pour tout idéal maximal mde A,

Mm est un module libre de rang n sur Am‘

Cela résulte trivialement de 3.1 et de la définition 303,

FROPOSITION 3.5 ~ Soient M, N deux modules projectifs de rang ‘m et n. Alors
MxN est_un module projectif de rang mn, M! est un module projectif de rang

m, M®N et Hom(M,N) sont des modules projectifs de rang mn.

On est en effet ramené aussitdt au cas de modules libres, ou la proposition
est connue. On prouve de méme :
COROLLAIRE 3.6 - Scient M un A-module projectif de rang n, alors pour toute
algdbre B sur A, ¥® B est un B-module projectif de rang n.

FROPOSITION 3.7 - Soit A un anneau semi-local, M un A-module. Pour que M soit

projectif de rang n, il faut et il suffit qu'il soit libre de rang n.
I1 suffit de prouver que =i M est projectif de rang n, il est libre de

rang n. Soit r le radical de A, de sorte que R = A/_z; est le camposé dfun
nombre fini de corps Ki° Comme M@AR est projectif de rang n, les espaces
vectoriels MQRki = (M ®AR)®R1‘1 sont tous de dimension n, d'ou résulte
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aussitdt que M@AR est un module libre de rang n sur R, Comme M est plat et

de présentation finie, il s'ensuit (réf) que M est libre de rang n.

Exercice 1. Soit M un A-module projectif de type fini, Prouver qu'il
existe des anncaux Ai, des Ai-modulea de type fini Hi, un isomorphisme
d'anneaux A—-—)TTAi et un isomorphisme (compatible avec le précédant)
M—>"1T Mie Prouver 1la réciproque. Donner une propriété d'unicité, quend
on suppose les Ai#-' O et les rangsdes M, tous distincts.

Exercice 2. Soit K un A-module projectif de type fini, u un endomor-
phisme de M. Définir le déterminant de u, et le polyn8me en t

dét(l + ut) =1 + (tru) t + .... Généraliser & cette situation les iden-
tités classiques pour les modules libres, en supposant au besoin M lde
rang donné n.

Exercice 3. Soit M un A-module projectif de type fini. Prouver que les
puissances extérieures et symétriques de M sont des modules projectifs
de type fini, dont le rang se calcule & partir de celui de M (si ce der-
nier existe) par les formules habituelles.

Exarcice 4. Soit M un A-module projectif de rang n. Prouver qu’il existe
une algébre B de type fini sur A et fidélement plate sur A telle que
¥M®,B soit un B-module libre de rang n (la réciproque étant d'ailleurs
triviale). [Indicat.ion ¢ construire une algdbre B sur A, déterminée 2
isomorphisme unique prds, et une base <ei)1.".i$n de M@AB, de telle
fagon que pour toute algébre C sur A, 1l'application naturelle déduite de
(ei) de l'ensemble des homomorphismes de A-algébres B —> C dans 1'ensem-
ble des bases de C-module (fi)l <ign 9 M@AC soit bijective. Pour
faire cette construction, utilisant l'unicité, se ramener au cas ou M
est déja libre sur A.] Cet exercice, au point ou on en est, mérite le
le signe de la difficulté.

Exercice 5. (pouvait venir au n°2). Définition et sorites divers sur
1'anneau K(A) des classes de modules projegtifs de rang fini sur A, le
cas échéant en incluant les opérations A . Peut se développer ad libi-
tum suivant la bonne volonté du rédacteur d'exercices.
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4s Modules inversibles.

PROPOSITION 4.1 - Soient A un_anneau (commtatif, on le rappelle), M un

A-module. Conditions équivalentes :
(i) M est un A-module projectif de rang 1

(i1) M est de type fini, et il existe un A-module N tel que M@AN soit

isomorphe & A.
(4i1) M est de type fini, et pour tout idéa) maximsl m de A, M est

libre de rang 1 sur Am.

Sous les conditions de (ii), N est isomorphe au module dual M, et 1" homo--

morphisme canonigue M'@,M —~> A est . un isomorphisme.

(1) = (ii). Soit M un A-module projectif de rang 1, M' son dual, on a
donc (M étant de présentation finie) (!('):e B (MB)' pour tout idéal premier p.
Prouvons que 1'homomorphisme canonique H'QAM—» A est un isomorohisme. Il
suffit de prouver que 1l'homomorphisme localisé en tout idéal maximal m est un
isomorphisme ; or cet homomorphisme sfidentifie, grice & la formule précé-.

dente, 2 1 'homomorphisme canonique (Mm)' ® Ay Mm - Am , qui est un isomor-

phisme puisque Mm est isomorphe 2 Amo Soit dfailleurs N un A-module et

u g M@AN —=» A un isomorphisme, alors u définit un homomorphisme
u' ¢ N M!

prouvons qu'il est bijectif. On est ramené encore & prouver que pour tout
1déal maximel m de A, ul 3 N —> M = (Mm)' est bijectif, ce qui nous ram§ne
comme ci-dessus au cas &1 M ;st iso;orphe-a A, ou l'assertion est immédiate.
Cela prouve donc la dernidre assertion de 4.l.

(41) =3> (i). Soit m un idéal maximsl de A, posons k = Afm. L!isomorphis-
me M @ ,N—> A définit, par tensorisation par k, un isomorphisme M @ N, —> k

ce qui prouve que Mk et Nk sont des espaces vectoriels de dimension 1. Soit
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x un élément de M dont 1'image dans M@ k = M/mM définit une base de cet es-
pace vectoriel sur k. Comme Mm est de type fini, il résulte du lemne de
Nakayama que x est un générat;ur de Hm i.e. que le conoyau Q de 1l'homomor-
phisme A~> M défini par x est nul en.g. Comme Q est un A-module de type fini,
il s'ensuit qu'il existe un f& A-m tel que Qf = 0, i.e. tel que 1l'homomor-

phisme Af - Mf soit surjectif. Tout élément du noyau de cet homomorphisme

annule M, donc annule M@, N, = (M@ N)_, , donc est nul puisque ce dernier
f £ Af £ AT

module est isomorphe a Af., Done Mf est isomorphe 2 Af., Cela prouve que M est
projectif de rang 1 en vertu de (3.4 (iii)).

(1) et (ii) == (iii). La démonstration de (iii) ==> (i) est laissée au
Congreés.

DEFINITION 4.2 - Un A-module M est dit inversible s'il est projectif et de

rang l.
PROPOSITION 4.3 ~ Soient M et N des A-modules inversibles. Alors ME&N, M,

'Hom(M,N) sont_des A-modules inversibles. Si B est une A-algdbre, alors M@AB

est un B-module invsrsible.

C'est un cas particulier de 3.5 et 3.6.

Remarque 4.4 - Soit M un A-module inversible. On pose parfois, pour tout
entier n <0 ;

&0 wr S(=n)
ol 1l'exposant ®m (avec m >0) désigne le produit tensoriel de m modules
identiques au module qu'il affecte. On pose de plus, pour tout A-module M,
Hgo = A . Avec ces conventiong on a des isomorphismes canoniques, valables
pour tout couple d'entiers n, n! ;

n@“@u Gn_‘ __r:/_> M@(n + n')

PROPOSITION 4.5 - Soit Pic(A) l'ensamble des classes (3 _isomorphisme prés) de

A-modules inversibles, et pour tout A-module inversible M, soit cl(M) 1'é61é-
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ment de Pic(A) qu'il définit. Considérons la loi de composition (notée addi-

tivement) dans Pic(A), définie par la formule
cl(M® N) = c1(M) + c1(N)
(M et N étant deux A-modules inversibles ; of. 4.3). Muni de cette loi de

composition, Pic(A) devient un groupe ablien, et on a
c1(d) =0 am®-L

) =« c1(M)

Démonstration. Il "est immédiat (d'aprés les propriétés d'associativité et
comautativité du produit tensoriel) que la formule écrite définit bien une
loi de composition associative et commutative dans Pic(A), et que c1(A) en
est un élément unité (en vertu de 1'isomorphisme M@‘A‘A’-?;SM)‘> Le fait que
cl(M@ -ml) scit symétrique de cl(M) résulte alors de 1'isomorphisme

M@ M Pl 4

DEFINITION 4.6 - Le groupe Pic(A) s'appelle groupe de Picard de A, (ou groupe

des classes de modules inversibles si le premier nom est vomi par Bourbaki).

* marque. Le critére (3.1 (iii)) pour que le A-module M soit pro,)ectlf de

type fini peut aussi s'exprimer en disant que le faisceau de modules M
Awe - Spec(A) associé A M (réf) est localement libre de type fini, et peut
par suite s'interpréter comme le faisceau des sections d'un fibré vecto-

riel sur Spec(A). 5 résulte d'ailleurs de la caractérisation des fais-
ceaux de la forme M que tout faisceau localement 1ibre de type fini sur
X = Spec(A) est isomorphe & un faisceau de la forme M ou M est déterminé
4 un isomorphisme unique prés. De méme, les modules inversibles sur A
correspondent aux faisceaux de modules sur X qui sont localement isomor=
phes a OX lui-m8me. Comme le faisceau des automorphisn;:s de 0 (considéré
comme faisceau de modules) est isomorphe au faisceau OX des unit.és de OX’
(dont les sections sur un ouvert U de X sont les éléments inversibles de
1ll'anneau des sections de 9—X sur U) il s'cnsuit que le groupe Pic(A) des
classes de A-modules inversibles, ou encore l'ensemble des classes de
faisceaux de modules inversibles sur X, s'identifie au premier groupe de
cohomologie H (X,O )
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5. Sous-modules de 1'anneau total des fractions.

Soit A un anneau (commutatif,on le rappelle), S 1'ensemble des &léments
réguliers de A, c'est une partie multiplicative de A. Rapoelons que 1'anneau
K =52
est appelé anneau total des fractions de A. S est d'ailleurs la plus grande
partie multiplicative T de A telle que 1'homomorphisme canonique A —> 71y

soit injectif, A
Remarque 5.1 -~ Pour que A soit intdgre, il faut et il suffit que K soit un
corps. Supposons plus généralement qu'il existe un nombre fini d'idéaux pre=-

miers p; dans A tels que S soit le complémentaire de (:{ By (i.e. tel que les

diviseurs de O dans A soient exactement les éléments de A qui sont contenus
dans un au moins des B; i nous verrons plus tard qu'il en est ainei en parti-
culier si A est noethérien). Alors K est un anneau semi-local dont les idéaux
raximaux sont parmi les Bj_K (réf.)

PROPOSITION 5.2 - Soit R un K-module isomorphe & K, x un élément de R. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(1)  x est une base de R sur K.

(i1) x est un _générateur de R sur K.

(i1i) L'homomorphisme f .p fx de K dans R est injectif (i.e. x est libre
sur K).

(iv) L'homomorphisme f.p fx de A dens R est injectif (i.e. x est libre
sur A).

Si R = K, ces conditions équivalent aussi aux suivantes :

(v) x est un élément inversible de K

(vi) x est un é1ément de la forme f/g , aves £, g €S

On peut évidemment supposer R = K, ce qui montre éimmédiatement 1'équiva-
lence de (i), (ii), (v). De plus on a trivialement (ii) =2 (1ii) =) (iv).
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D'autre part x est de la forme f[g, avec g& S, donc g est inversible dans K.
Si (iv) est vérifié, alors h&€ A-(0) implique que hx = (hf)/g:# 0, done hf:f: 0,
il s'ensuit que f est non diviseur de O dans A donc £&S, d'ou (iv) => (vi).
Enfin (vi) => (v) car si f, g& 5, alors £/g admet 1'inverse g/, cafd.

COROLLAIRE 5.3 = Tout élément régulier de K est inversible.

(C'est dtailleurs 1A une condition nécessaire et suffisante sur un anneau
pour gque l'homomorphisme canonique de l'anneau dans l'anneau total des frac-
tions soit un isomorphisme).

PROPOSITION 5.3 ~ Soit M un sous-A-module de K. L'homomorphisme canonique

sty =n@ K> K

déduit de 1'homcmorphisme d'injection M ~> K est injectif, et 11 est bijec-

tif si et seulement si M rencontre S; ou encore si et seulement si M rencone
3

tre l'ensemble 2?6 des &léments inversibles de K.

Comme 1'hormomorphisme M—> K est injectif, il en est de m8me de 1'homomor-
phisme S“]‘M - S“lK = Ko Pour qu'il soit surjectif, il faut et il suffit que
1'idéal engendré par M dans K soit 1'idéal unité, il suffit donc que M ren-
contre K# et & fortiori qu'il rencontre S, Inversement, si S"]'M = K, alors

il existe x& M et £& S tel que x/f = 1,d'ou x = £, donc M rencontre S

DEFINITION 5.4 = Un sous-A-module M de K est dit non dégénéré s'il enmendre

dans K 1'idéal unité, i.e. 8'il rencontre S.

Evidemment tout sous-module de K qui contient un sous-module non dégénéré
est non dégénéré. Si K et N sont deux sous-modules non dégénérés de K alors
M.N et MAN sont des sous-modules non dégénérés : en effet, si fEM, gE€N,
sont dans S, alors fg est dans S et dans M.N et dans M{\N. De mme, M+ N

sera un sous-module non dégénéré, puisqutil contient M.

Soient M et N deux sous-modules de K (par quoi nous entendrons toujours ;
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sous-A-modules). On appelle transporteur de M dans N, et on note (N : M),

l'ensenble des f& K tels que fM C N, C'est évidemment un sous-module de K.

PROPOSITION 5.5 - Soient M, N deux sous-modules de K, considérons 1'applica-

tion naturelle

(N: M) — HomA(H,N)

qui fait correspondre 3 tout f & (N:M) 1'homomorphisme g —» fg de M dans N.

Si M est non dégénéré, c'est un isomorphisme.

Comme NC. K, on a HomA(H,N)CHomA(M,K) = HomK(MQAK,K) ; or si M est non
dégénéré, on a M®AK = K, donc HomK(MQAK,K) stidentifie 2 K. Cela signifie
que tout homomorphisme u ; M —>N est défini de fagon unique par un f€X,
comme induit par 1'homomorphisme g — fg de K dans K. La proposition en

résulte. .

N.B. - En plus de la condition de non dégénérescence sur M (qui signifie
que M n'est pas trop petit) on pourrait introduire la condition habi-
tuelle que M est contenu dans un (1/£)A avec £€ S (qu'on exprime parfois
en disant que ¥ est un idéal fractionnaire de A) ; on pourrait dire aussi
que M est modéré si il satisfait aux deux conditions symétriques précé-
dentes, i.e. si il existe f&S tel que A.f<C M C (1/f)A. Cela obligerait
moralement & dérouler un sorite de stabilité de ces notions pour les
opérations M.N, (N:M), M("\N et M + N, dont la nécessité ne semble pas
s'imposer ici. On pourrait en faire un exercice tout au moins.

Désignons par i (resp. m le groupe des éléments inversibles de A (resp.
K), donc A* est un sous-groﬁpe de K%. Désignons par G 1l'ensemble des sous-
modules non dégénérés de K. Il est immédiat que la loi de composition
(M,N) —> M.N fait de G un monoide unitaire, 1'élément unité étant le sous-

module A de K. Dfautre part, l'application f—> A.f de K'X'da.ns G est un

homomorphisme unitaire, dit canonique :

X —> ¢

Le noyau de cet homomorphiame est évidemment A , donc son image est un sous-
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groupe de G contenant 1‘'unité, isomorphe a K*'[ &, Etendant une tsrminologie
introduite plus haut, on peut résumer cette situation en disant qu'on a une

suite exacte canonigue d'homomorphismes
0— oK, 0

PROPOSITION 5.6 - Soient K et N des sous-modules de K, avec M non déxénéré.

Pour que M et N soient isomorphes, il faut et il suffit gqu'il existe un XK

tel que xM = N, L' isomorphisme défini dans 5.5 induit une bijection de

l'ensemble des x&€K tels que xM = N sur 1l'ensemble des isomorphismes de M

sur N.
I} suffit de prouver la dernidre assertion. Si x& K¥ est tel que xM = N,

1'homomorphisme M~ N défini par x est injectif (car x& K*) et surjectif,
donc bijectif. Réciproquement, soit x& (N:M) tel que 1'homomorphisme M —> N
qu'il définit soit bijectif, on a donc xM = N, prouvons que xeﬁ"’, Soit, en
effet, fE&SMNM, alors 1'homomorphisme composé A—> M —» N, ou le premier homo-
morphisme est donné par f et de deuxiéme par x, est injectif, donc fx
définit un homomorphisme injectif A —> K, donc est inversible en vertu de

5.2, donc f étant inversible, il en est de mBre de x, cqfds

COROLLAIRE 5.7 - Soit M& G, Les sous~modules de K isororphes & ¥ sont les

éléments de la classe Im(K*),M, ou Im(K*') désigne le sous-groups de G

image de K par 1'homomorphisme canonique KX—>@ .

Par suite :

COROLLAIRE 5.8 - Le mondide quotient G[Im(K*) stidentifie A 1'ensemble des

classes (3 isomorphisme prés) de A-modules ¥ tels que M& AK soit isomorphe &

Ket que M=> S H = NS JK soit injectif, la loi de composition dans ce der-

nier ensemble étant défini par la formule

el(¥)c1(N) = 1 (M® N
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Eh.B. - Si Bourbaki ne se sent pas tenu par d'éventuelles définitions
antérieures inopportunes, il pourrait saisir 1'occasion pour donner une
définition en forme : un module M sur un anneau commutatif A (non néces-
sairement intégre) est dit sans torsion si M- s'ln est injectif, i.e.
si tout élément régulier de A est non diviseur de O dans M.}

Remargue 5.9 - Lorsque K est un corps i.e. A intégre; les modules M dont il
est question dans 5.8 sont exactement les A-modules sans torsion de rang 1.
(I1 ne semble pas qu'il vaille la peine de s'évertuer & élarzir la notion de

rang de telle fagon que 1'énoncé soit encore vrai sans supposer A intdgre).

6. Idéaux inversibles.

PROPOSITION 6,1 = Soit M un sous-module non dégénéré de K. Les conditions

suivantes sont écquivalentes :

(1) Il existe un sous-module N de K tel gue M.N = A.

(11) M définit un élément inversible du monoide G des sous-modules in-
versibles non dégénérés de K.

(1ii) M est un A-module projectif.

(iv) K est un A-module inversible.

(v) M est un A-module de tyve fini, et pour tout idéal maximal m de A,
Mm est un Amfmodule monogéne.

Sous ces conditions, il existe un seul sous-module N de K tel que M.N = A,

c'est l'inverse de M dans G, égal & (A:M) et canoniocuement isomorphe &
HO!D.A(M, A) L]

(1) => (ii) si on note qu'il résulte de la relation M,N = A que le sous-K-

module de K engendré par N est K, donc que N est non dégénéré. Cela prouve

en méme temps que N est uniquement déterminé comme 1l'inverse de M dans G.

Posons de plus M' = (A:M), on a donc N M! d'cu M.N = AC M.M'C A, d'ou

M.M! = A, d'ou N = M' par le résultat d'unicité précédent ; enfin on a un
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isomorphisme canonique M'Z2%, HomA(M A) en vertu de 5.5, ce qui prouve 1a
dernidre partie de la proposition. D'ailleurs en vertu de 5.5, on a pour tout
sous-module P de K un isomorphisme (P:M) 5 Hom (H P) CM'.P, d'0u en faisant

P = M une inclusion
(M:M) = HomA(H,M) T MM = A

ce qui prouve que 1'application identique 1M€ HomA(M,M) est contenue dans
1l'image canonique de M'@AM, donc en vertu de 2,7 il s'ensuit que M est
un A-module projectif de type fini, Donc (ii) => (iii).

(iii) = (iv). Soit S ll'ensemble des &léments réguliers de A, Par défini-
tion, on est ramené & prouver que pour tout idéal premier p de A, MB est un

E ]
plat sur A, S' est formé d'éléments réguliers de A2 (car les f&S sont non

A -module libre de rang 1. Or soit St 1'image de S dans AE. s comme AP. est

diviseurs de O dans AB’ réf), donc S'-lAB n'est pas nul. Comme S est isoe

morphe & S“lA, i1 s'ensuit par localisation que S"']'MB est isomorphe 2

S'-]'AE donc est libre de rang 1. Or on sait que ME est libre de rang n pour
n convenable. On en conclut n = 1, ce qui prouve (iv).

(iv) => (v) est trivial, il reste donc & prouver (v) => (i), Soit J
l'annulateur de M, corae M est de type fini il s'ensuit que pour toute partie
miltiplicative T de A, T™1J est 1'annulateur de T *A-module T-LM, Op J =
puisque M est non dégénéré, donc pour tout idéal maximal m de A, l'annulateur
du A -module M est nul, et comme ce module est monogdne il est libre de
rang 1. On conclut alors de 4.1 que M est un A-module inversible. A fortiori
M est de présentation finie, donc pour toute partie miltiplicative T de A,
on a T'l(A:M) = (T'lA : "lM), ol dans le deuxiéme membre le transporteur
est pris dans T"]'K. Par suite, pour prouver que M.(A:M) = A (ce qui impli-
quera (i)) 11 suffit, de prouver que pour tout idéal masximal mde A, on a
Mgo (AE;ME) = Ag’ ou le transporteur est calculd dans KE. Or comme M est non
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dégénéré on a M.K = M d'ou en localisant Hm.K - l( 0 Soit x un générateur du
A -module H on a done xK - K i.ec x est un 6lément inversible de K donc

(A .ll)-Axletpar suitaM.(A M) = (Ax). (A" )-A , cqfd.

OOROLLAIRE 6 2 = Supvosons que K soit un_annean semi-local. Soit M un sous-

module de K. Conditions égquivalentes :

(1) (ii) Comme avant

(1i1) (iv) Comme avant, mais en exigeant M non dézénéré.

(v) M est un A-module de type fini, et pour tout idéal maximal m de A,
Mm est un Am-module libre de rang 1.

I1 est immddiat que (i) implique que M est non dégénéré, donc (i), (ii),
(1i1), (iv) sont équivalents, et impliquent évidemment (v), tout revient a
prouveg??v) implique également que M est non dégénéré. On sait par 4.1 que M
est un A-module inversible, donc M@AK est un K-module inv?raible , et comme
K est semi~local, il s'ensuit que c'est un K-module libre de rang 1 en vertu
de 3,7. On achéve grice au
Remords 6.3 = (qui aurait dfi figurer dans 1'énoncé de 5.3) Pour que le Sous~
module M de K soit non dégénéré, il faut et il suffit que u@Ax soit un K-
module libre de rang 1l.

En effet, il n'y a qu'd prouver la suffisance, or soit x une base de M@AK
sur K ; considéré comme élément de K i1 est régulier, donc un élément inver-
sible par 5.2, donc M engendre l'idéal unité dans K.

Remarque 6.4 - On peut construire des exemples (K n'étant pas semi-local)
d'un idéal M de A qui est un A-module inversible, mais un sous-module dégéné-
ré de K (cf. exercice).

DEFINITION 6.5 - Soit A un annean commutatif, K son anneau total des fractions
On appelle idéal fractionnaire inversible de A tout sous-A-module M de K tel

qu'il existe un soﬁs-module N de K tel que M.N = A, i.e. un sous=-module M non
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dégénéré de K satisfaisant aux conditions équivalentes de 6.}

On notera au'un idéal fractionnaire inversible de A n'est pas nécessaire-
ment un idéal de A (puisqu'il n'est pas nécessairement contenu dans A), et
qu'un idéal M de A pesut fort bilen &tre un A-module inversible, sans &tre un
idéal fractionnaire inversible (cf. 6.4), lorsque K n'est pas semi-local.

I1 résulte aussitdt de la définition 3

PROPOSITION 6.6 - L'ensemble des idéaux fractionnaires inversibles de A est

1'ensemble G¥ des éléments inversibles du monoide G des sous-modules non dégé.

nérés de K, et est par suite muni d'une structure de groupe.

Ce groupe contient évidemment l'image canonique de f‘, formant un sous=
groupe isomorphe A K*-/A‘. Les éléments de ce gsous=-groupe, i.e. les sous-
modules de K de la forme A.x, avec x ex*, sont appelés les idéaux fraction-
naires inversibles principaux, ou simplement (par abus de langage) idéaux

inversibles principaux.

DEFINITION 6.7 - Une classe du groupe G:’F des idéaux fractionnaires inversi-

bles de A modulo le sous-groupe des idéaux inversibles principaux s'appelle

une classe d'idéaux de A, et le groupe quotient d [1m(k¥) s'appelle le groupe

des classes d'idéaux de A.

[N.S. -« I1 n'est pas absolument certain s'il y a lieu de conserver cette
terminologie, car a) il y a des gens qui étudient des classes d'idéaux
non inversibles, et b) pour des relations d'équivalence distinctes de |
celle introduite ici. Bourbaki jugera.]

Désignons par P le groupe des classes d'idéaux de A, on a donc une mirifi-

que suite exacte :
0 —> A*'-> K*..-.> ¥ P~—0

PROPOSITION 6.8 - Avec les notations précédentes, 1l'application M- cl(K)

définit par passace au quotient une application injective du groupe P des
classes d'idéaux de A dans le groupe de Picard Pic(A), dont 1'image est 1'en-
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semble des classes de A-modules inversibles M tels gque MGAK soit_isomorphe

Ak
Cela résulte aussitdt des définitions et de 5.8,

COROLLAIRE 6.9 - Supposons que K soit un annean semi~local. Alors 1'homomor-

phisme précédent est un isomorphisme du groupe des classes d'idéaux sur le

groupe de Picard.

Exercice 1 - a) Soient A un anneau, I un A-module. Montrer qu'il existe
sur B = A + I une structure d'anneau unique pour laquelle A soit un sous=-
anneau, et I un idéal de carré nul, dont la structure de A-module induite
soit la structure donnée.

b) Supposons que tout élément non inversible de A soit diviseur de O dans
I, Montrer que les éléments réguliers de B sont inversibles, i.e. que B
est identique & son anneau total des fractions.

c) Soit (m;) une famille d'idéaux maximaux de A telle que tout élément
non inversible de A soit contenu dans un des o et soit I la somme direc-
te des ki = AI%o Prouver que la condition de b) est satisfaite.

d) Soit M un A-module. Pour que M soit libre (resp. projectif, resp. de
type fini, etc) il faut et il suffit que le B-module M@AB le soit. Con-
clure de ceci et de c) que 8'il existe un module inversible non libre sur
A, alors on peut construire B de telle fagon que B soit identique & son
anneau total des fractions et admette un module inversible non librs.

(A fortiori, l'application canonique du groupe des classes d'idéaux de B
dans son groupe de Picard n'est pas surjective).

e) Utilisant c), construire un anneau B identique & son anneau total des
fractions, mais dont un localisé B s convenable soit un annean local inté-
gre qui n'est pas un corps -~ donc distinct de son anneau total des frac-
tions. (Partir d'un anneau A et dfun idéal maximal m de A tel que pour
tout x &m, il existe au moins un idéal maximal m' de A distinct de m
contenant x. Prendre alors pour I la somme directe des A/g , avec m' # m).
f) Dane la construction précédente, supposons que mA soit un idéal prine-

cipal et A intdgre, Montrer qu'on peut alors dans dT prendre pour B-
modul.e con‘t'.'ra.ria.nt 1'idéal mQAB =mB de B, *0n peut construire des
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anneaux de Dedekind A dans lequel il existe un idéal maximal m dont aucune

puissance n'est un idéal principal, et qui satisfait donc aux hypothéses
envisagées ici, X

Exercice 2 - Si possible un exemple d'un anneau de Dedekind non principal,
pour montrer que le groupe des classes d'idéaux n'est pas toujours nul &

PROPOSITION 6,I0 — Soit M un idéal fractionnaire inversible de A, et soit N

un sous-module quelcongue de K.

a) L'homomorphisme canonique

H@AN —> MN

est un isomorphisme.

b) M!' = (AsM) est inversible, et on a

MI.N = (N:¥) Z5 Hom, (M,N)

Soit m un idéal maximal de A, et x un élément base de Mm ; alors l'applie

cation y — x®y est un isomorphisme de NQ sur M2 ®A§N2 - (MQAN)Q , dont le
composé avec 1'homomorphisme canonique de ce dernier dans (M.N)m = Mm.Nm est

induite par 1l'application y—» xy de K dans K s Or K' est contenu dans
1l'anneau total des fractions de A et l’appllcation y—? xy de A dans K
est injective, d'ou il résulte en vertu de 5,2 que x est un élément régulier
de K.‘_n’ & fortiori lfapplication ME | AQN.’Q - ME°N§ est injective. Comme ceci
est vrai pour tout m, il en résulte que 1'application MOAN = M.N est injec-
tive donc bijective, ce qui prouve a)e. [NoBo on ne s'est servi que du fait
que M est un A-module inversible.]

On sait déja que M' est inversible, puisque M.M' = A par 6.1. Eviderment
M'.NC (N:M), dlautre part de M. (N:M) C N on tire M'.M. (N;M) C M'.N dion
(NsM) C M*.N puisque M'sM = A, d'ou b).

COROLLAIRE 6.11 - Soient M, N des idéaux fractionnaires inversibles de A,

alors M.N et (M:N) sont des idéaux fractionnaires inversibles, et sont iso-
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morphes respectivement 3 N® N et Hom, (M,N).

7. Ensembles polaires et ensembles divisoriels.
DEFINITION 7.1 - Soit M un A-module, et soit x un élément de S~ j= M® XK (&
S est l'ensemble des éléments réguliers de A, et K = .lA)o On définit alors

trois parties de X = Spec(A) :

a) L'ensemble P(x) des p& X tels que 1'image % de x dans M.'Q@A KE =

= (M3 AK)E ne soit pas dans le sous-module ME est_appelé 1'ensemble polaire
de x.

b) L'ensemble Z(x) des p& X tels que xBeBHE i.e. tels que 1l'image x(p)

de x dans M®AK(B) (K(p) = ABIBAB)‘ existe (i.e. B¢ P(x)) et soit nulle, est

appelé l'enssmble des zéros de X.

c) Liensemble D(x) = Z(x) \J P(x) s'appelle l'ensemble divisoriel de x.

[J 'ai oublié de préciser qu'on suppose que M soit "sans torsion® i.e. que
1'homomorphisuze M —> M ®AK soit injectif ; sinon, il faut dans a) et b) rom-
placer ME et P'MR par leurs images dans (M@ AKE)’ ce qui semble plus raison-
nable.] |

I1 résulte aussitdt de la définition que D(x) est réunion disjointe de P(x)
et Z(x), que l'on a
P(x + y) < P(x)\2 P(y) P(fx) C P(£f) U P(x)

o\fx dans la deuxiéme formule, f es't un élément de K et ou 1'ensemble polaire
de f est pris relativement au module de départ A. En particulier P(x) =
= P(= x) - On a plus généralement la formuile

P(x.x') C P(x) U P(x!)

Z(x.x') C Z(x) JU2(x')
d'ou D(x.x') < D(x) U D(x')

chaque fois qu'on a un accouplement de A-modules M X Mi—5> N, et x €@ M@K,
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x'e Mf ®AK° En particulier, on a aussi
2(£x) < 2(£) U Z(x) D(£x) C D(f) V D(x)
Pour que 1'ensemble polaire P(x) soit vide, i1 faut et il suffit que x
appartienne & Im(i -9~M®AK).

PROPOSITION 7.2 - Supposons M de type fini. Alors 1'ensemble polaire d'un

x@M@AK est fermé. Si M est de plus projectif, 1'ensemble divisoriel D(x)

est également fermé, et X - D(x) est 1'ensemble des P& X tels que 1'élément

xE fasse partie d'une base du module MH sur AR’ i.e. tels qu'il existe un

f€ A-p tel que x définisse un isomorphisme de A, sur un facteur direct du

A f--module M pe

Comme P(x) est le support de (Im M + on)/ Im(¥), la premiére assertion est

un cas particulier de ... La caractérisation donnée de X - D(x) résulte de
pare3, prop.7 (un peu sec). Il en résulte aussitdt que D(x) est fermé corme

complémentaire d'un ensemble ouvert.

COROLLAIRE 7.3 - Supposons M projectif de type fini. Alors 1'ensemble Z(x)

des 26ros de x est une partie localement fermée de X = Spec(A). Elle est

fermée si x & N,

COROLLAIRE 7.4 - Supposons M inversible. Alors X - D(x) est 1'ensemble des

PE X tels que % définisse un isomorphisme de A.E sur MB, ou encore tels

qu'il existe un f& A-p tel que x définisse une base de M, sur A ;
PROPOSITION 7.5.- Soit M un sous-module type fini de K. Alors 1l'ensemble)des

p€ Spec(A) tels gue K # A, est ouvert. Si ¥ est non dégénéré, il existe wn

f&S tel que I-if = Af : A fortiog_j; 1'ouvert précédent contient 1'ensemble |
Xf =X - V(£), et est dense dans X,

L'ensemble U considéré n'est autre que le support de (M + A.x)fA, donc
fermé puisque ce module est de type fini. Si M est non dégénéré il existe un
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f&MS ; d'autre part, X tant de type fini, il existe un g@S tel que
gMC A, soit h = gf ; on voit aussitdt que Mh = Ah, avec h&S. Il reste 2

prouver le

COROLLAIRE 7.6 - Soit f&S, alors X, =X - Z(f) est dense dans X = Spec(A).

Soit en effet a un idéal de A tel que V(a) contienne X, i.e. tel que tout
idéal premier p de A ne contenant pas f contienne g ; alors a est contenu
dans le nilradical de Af, dans (corme A est contenu dans Af) formé dféléments
nilpotents, i.e. Z(a) = X, dfou la conclusion.

DEFINITION 7.7 - Soit M un sous-module de K. L'ensemble des p & Spec(A) tels
cue | HB $ AE s'appelle le cosupport de .

C'est donc une partie fermée de X si M est de type fini, dont le complémen.-

taire est dense si de plus M est non dégénéré.

PROPOSITION 7.8 - Soit M un sous-module inversible de K, ¢ 1‘/isomorphisme

canonique H® K=K, et x= :a']'(lx). Alors le cosupport de k est égal a

l'ensemble divisoriel de x

Cela résulte aussitdt de 7.4 et des définitions.
Remarques 7.9 - a) Soient L un A-module inversible, et x une base de L@AK
sur K, Soit W: K—> L@AK 1ltisomorphisme défini par x, et 1 : L L@AK
1'homomorphisme canonique (évidemment injectif, puieque L est plat sur A).
Alors u = W.li est un isomorphisme (bien déterminé par L "muni de x") de L
sur un sous-module M de K, &videmment non dégénéré, et qui est par suite un
idéal fractionnaire inversible de A. Soit i.' un deuxidme A-module inversible

muni dfune base x' de L'@AK sur K, u' ;: L'=> M' 1l'isomorphisme correspon-
dant de L' sur un idéal fractionnaire inversible de A, Alors HomA(L,L') est
canoniquement isomorphe a (M!:M).

b) Inversement, partons d'un idéal fractionnaire inversible M de A, soit
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¢ 1'isomorphisme canoniqge de M®AK sur K et soit x = ".1(11()' L'idéal inver-
sible associé dans a) & (M,x) n'est autre que ¥ lui-méme.
*On peut donc dire que la catégorie C des couples (L,x), ou L est un A-
module inversible et x une base de L@AK sur K, et ol on définit

Homc( (L,x),{L',x")) comme étant HomA(L,L') (la composition des morphismes

dans C étant la composition habituelle des homomorphismes de modules) est
éguivalente A la catégorie C! des idéaux fractionnaires inversibles M de A,
ol on définit Homy,, (,H') comme étant (k':M), la composition des homomorphis-
mes étant définie—par la multiplication d'éle‘ments de X. Dans cette équiva-
lence, le pmduit d'idéaux inversibles s'interpréte en termes de produit ten-
soriel de modules inversibles L, L', muni de 1'é1ément x®x de (L@L')@A -
= (L@AK) ®K(L'® AK). La proposition 7.8 donne une interprétation du cosup-
port d'un idéal fractionnaire inversible en termes d'ensemble divisoriel du
couple (L,x) correspondant. De nmére, l'ensemble polaire 'P(x) est 1'ensemble
des p &€ Spec(A) tels que ME soit non contenu dans AE s 11 est donc vide si

et seulement si MC A, i.e. si et seulement si K est un idéal entier de A.%

8, Changement d'anneau.

Si A est un anneau (com'nu’catif), nous dénoterons par SA 1l'enserble de ses

éléments réguliers, par K A Son annean total des fractions, par GA le monoide

des sous-modules non dégénérés de KAo

PROPOSITION 8.1 - Soit u : A~> B un homomorphisme d'anneaux. Désignons par

Ku 1l'ensemble des xGKA tels qu'il existe un f& A, avec fxEA et u(f) C—_-S.B.

Alors Ku est un sous-annesn de KA contenant A, Il existe un unique homomor-

phisme de A-modules

u K, K

prolongeant u, et cet homomorphisme est un homomorphi sme d'anneaux.
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I1 est trivial que KuD A ; solent d'autre part x, y& Ku’ et soient
£, g€ A tels que fx, gy&A, u(f), u(g)e Sg, alors on a
(fe)(xy) = (fx)(ev) €A , fg(x+y) =g(fx) + f(gy) E A
et d'autre part u(fg) = u(f)u(g) < Sg» ce qui prouve que x * y et xy sont

dans K o Donc K est un sous-annean de K,. Soit U : K,—> Kp un homomorphisme

de A-modules prolongeant u ; soit x& Ku’ et soit £ & A tel que fxE A,
u(f)& Sg. On a done u(fx) Au(f)a(x) = u(f)alx) d'ou alx) = u(£x)/u(f), co

qui prouve 1' unicité de u. Prouvons 1l'existence. Soit f' un deuxiime &l&ment
de A tel que f'x& 4, u(f")& Sg» on a alors

u(fx)/u(f) = u(f'x)[u(f’)
car cette relation est équivalente A la relation u(f')u(fx) = u(f)u(f'x), qui
est vraie car les deux membres sont identiques a u(ff'x). On définit ainsi.
une apolication bien déterminée u de K, dans Ky par u(x) = u(fx)/u(f) qui
prolonge évidemment u. On vérifie facilement que cette application est un
homomorphisme d'anneaux, & fortiori elle est A-lindaire. Cela prouve la pro-
position.

Soit maintenant M un sous-module de KA" Si K est contenu dans Ku’ alors on

peut possr
uf(M) = B,u(M)

qui est un sous-module de K-Be On aura évidemment, avec cetté notation :
w'(M+ N) =ut(M) + u'(N) , u/(MN) = u'(M).u'(N)
D'ailleurs si K< A, on aura . aussi
u'(M) = B.u(M)
i.e. u'(M) est 1'idéal de B engendré par u(M). On fera attention que si M
est un sous-module non dégénédré de KA contenu dans Ku’ on ne peut affirmer
en général que u'(¥) soit un sous-module non dégénéré de KB. Par exemple si

M= A.x, 11 se peut que u(x). soit diviseur de O dans B donc que
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ut(A.x) soit un sous-fiodule dégénéré de KB‘

Si ¥ est un sous-module de K , & induit un homomorphisme A-linéaire

M—> u'(K), d'ch un homomorphisme canonique surjectif
HQAB -> ut(M)

COROLLAIRE 8.2 - Supposons que M soit un idéal fractionnaire inversible de A |

contenu dans K . Pour gue le sous-module u'(M) de K; soit un B-module inver-

sible, il faut et il suffit que 1'homomorphisme canonique précédent soit in-

jectif (donc un_isomorphisme) ; pour que u'(M) soit un idéal fractionnaire

inversible de B, i1 faub et il suffit gue ce soit un sous-module non dégénéré
de Ky
Comme M QAB est un B-module inversible, la premiére assertion résulte du
fait qufun homomorphisme surjectif de modules projectifs de type fini est un
isomorphisme (comne on voit en localisant, ce qui reméne au cas de modules
libres de type fini ot ocela a été wvu). La deuxidme assertion résulte du cﬁ-
tére 6.1 (v). [N. B, de 1'éditeur : cette démonstration semble aurprenante] -
COROLLAIRE 8,3 - Supposcns u(SA)C. S (i.e. gue B soit un A-module sans tor=

sion, si on a introduit cette notion). Alors i1 existe un unique homomorphis-

me de A-modules u : K, ~> K, prolongeant u, et c'est un homomorphisme

d'anneaux. Pour tout sous-module non dépénéré M de K A2 u*(M) = Bu(M) est un

sous-module non déménéré de KB, et _on obtient ainsi un homomorphisme u' du

monoide 6" dans le moncide GB' indui t par suite un homomorphisme du groupe
G* des idéaux fractionnaires inversibles de A dans le groupe G: des idéaux

fractionnaires inversibles de B.

N.B. On rencontre en théorie des schémas, notamment & 1'occasion des

changenments de base, des cas importants ol on n'est pas sous les condi-
tions triviales de 8.3, Il est vrai qu'il y a intérét d'étudier alors la
situation directement sans passer par le cas affine, et que m8me dans le
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cas affine (si on ne fait pas d'hypothése noet.hérienne()—;e formalisme
qu'on obtient est plus général que celui développé ici, du fait qu'on
peut falsceautiser d'emblée. Néanmoins, le cas des anneaux noethériens
ou intégres me semble suffisant pour justifier ce petit nunéro, qui a
le mérite par surcroit de ne pas cacher au lecteur que 1'image inverse
d'un diviseur n'est pas toujours définie ...




	image18375
	image18377
	image18379
	image18381
	image18383
	image18385
	image18387
	image18389
	image18391
	image18393
	image18395
	image18397
	image18399
	image18401
	image18403
	image18405
	image18407
	image18409
	image18411
	image18413
	image18415
	image18417
	image18419
	image18421
	image18423
	image18425
	image18427
	image18429
	image18431
	image18433
	image18435

