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Comuentaires.

La présente rédaotion est censée contenir l'escentiel du
formali sme algébiique différentiel sur les variétés, 3 1'exelu-~
gion de ce ocui se rapporteaux groupes de DLie, ou 3 la géométrie
riemannienne ou kfhlérienne, Elle se¢ placerait indifféremnent
avént ov. aprds le dépotoir différentiable.rcomparée aun
"Chapitre O", ol il étuit question de varictés mais jamais de
calcul différentiel, le présent Chapitre I se distingue en ce
qu'il n'y est janais question de variétés, Les Chapitres 0 et
I sont dqno des préliminmsires, qu'on espére néoessa;;és et sufe
fisants, pour un Chapitre 2 de synthéso; {"Varigtés différen-
tidées®), et dont le but trds exact serait de dérouler les rou=-
leaux conpuns® aux variétés différentiables, algdbriques, ana-
lybtiques, etces Le rédacteur a comscience que o'était précisément
wn Chapitre de cette mature, et aussi court que possible, qu’til
avait pour nigsion de rédiger. Nous agsisbons ici, au regretta~
ble phénomeéne d'enlisement dans les sables fonetoriels, qui
sera sans doube le cawohemar quobidien de notre Naitre pour les
années & venir,

Le point faible de la rédaction est le pa-r.4. ilovs que la
faisccautisation des résultats des paragraphes précédents n’est
visivlenent qu'une cuestion de traduction btriviale, il n'a pas
été possible, malgré l'escamotage le plus brubtal, de la réduire
& moins de £0 pages. Um espdre cu'um prochain rédacteur

escamotera avec plus d'élégance,
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Le rédacteur n’a pas tenté de mettre au point un formalis~
me exhaustif qui engloberait les "Zierres”, Il a l'intention
de faire & ce sujet une rédaction dans lo wBue esprit que le
présent rapport. Il pourra le faire d'avntant mievz si un Té-
dacteur beénévole veut bien le décharger du Chapitre 2.
Liste decs notions algébrigues ubtilisées dane la présente

rédaction, et ne figurant pas dans des Loues publids de
Bourbaki ': :

Hotion de dérivation d’un anncau dans m nodule (cas gra-
dué ou nonj, crochet ¢e dérivations en ast une, notion d’al-
geébre de Lie, Algdbre différentielle graduée, prodvit tenso-~
riel gauvche de telles algdbres, Notion de aaehin Piltxé et de
gradue associé A un tel machin. Rabiots d'algdbre lindaire ;
algdbre syumétrique d'um module, caruotérisations uriverselles
des algebres extérieures et synétriques, structurse 2altipli-
catives dans les CP(L,H) (applications multilineésiras alternées
en p arguzents de w® dane N), les opérations :x dans les
C{4,N), Notion d'algdbre et @ 'annean augmenté, amneguw local,
Entin, dans par.3, n°lc (qui sers certainement repcorté & un
autre endroit) on se sext de 1la notion de dirensicn 4 'une
localité, et de la notion d'annmean loeal régulier, 4 1'cxoep~
tion de ce dernier point, on ne se sert aue des faits sorito-
fonctoriels relatifs aux notions citées, 4 1a riguen», on pour-
rall les résuner (ainsi que les aubree rabiots dont on aurait

bescin dans les Chapitres suivants) dans un petit rzarographe
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prélininaire d'une vingtaine de pagess (Si onm fait les Pierres,
on é.nra certainement besoin aussi de pas mal de sorites sur
les hyperalgeébres),
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VARISTES DIFFERGWTIABLES
CHAPITRE I
LE FORMALISUE DIFPURENTIEL
(BTaT 0) -

& 1 ~ Dérivations et formes différembielles,

vans tout ce Chapitre, les anneaux ont une unité et les
homomoxr phi smes d'anneaux appliguent unité dans unité, lss
modules sont wnitaires, Dans les paragraphes l,:,5 on désigne
par /Ev uh anneau commubatif, par A une algeébre commutative
aur &. Si M et N sont deux A-modules, nous distingusrons tou-
jours soigneusement, dans la terminologie, entre applications
A-linéaires et applications k-lindaires de M dans H,

1., Le module -Q}_ (4). |

Rappelons (s.4) la

DSFISITION 1 - Soit % un module sur la A--algdbre i, On

appelle b -aérivation (ou ginplement dérivation gi_aucune
confugion n'est 3 crainmdre) d&e A dans M foube application

k-linéairve D de A dans X, telle gue 1'on ait

t1) D(£g) = £D(g) + gd(f) (£,5€4)
Bien entendu, lo® dérivations de 4 dans ' forment un module

sur i, Si D est une dérivation de 4 dans M, u uwne application
A-linéaire de X dans uwn a-module N, alors uDd est une dérivation
de A dans N, Ceci améne A4 se poser um probléme d'applications

universelles, résolw par la
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PROPOSITION 1 - Soit A ume algdbred commutative sur 1'anneau

%. On _peut trouver um A=module P, et ume k-dérivation d de 4

dsns P, tels cus pour toub s-module M, 1'application u ~_7 2 ol

80it uvm isemorphisme de I‘(P,M) gur le A-module des k~dérivations

de A dans ¥, Le eougld (2,8) est wnigue 3 isomorphimmes pras, et
on peut premire pour P leé quotient de A 0;& A, considéré comme

A-module par £(g@h) = (£g)@h, par le sous -s-module engendré

par les éléments de la forme 1®fg - £@g ~ g &, et pour d

l*application composée dg' £—>1@1f et de l’application canonigus
de i tS;Z A sur_son guotieént 2, :
I.'a.ssertion d'unicité résulte de Ens.Ohap.IV. Reste & woiz

que le couple (P,d) indiqué dans 1’énoncé & les conditions vou-
luess On a bien d(fg) - £dg - gdf = 0 poxr £,864, ot 4 est
«#’-linéaire, done 4 est ume ,‘e—-dérivation‘, ie plus a(i). engend.re
le a-module P, domec 1l'application u —> ued de LA(P,L-E) dans le
module des dérivations de a dans ¥ est injeotif, reste & voir
qniu est surjectif, Ox soit D une dérxivation de A dans }, consi-
dérons 1l'’application a‘"-linéaire de A @, A dane U dont Ia valeur
pour £&g est fDg (elle existe puisgue fug est /&';bilinéaire en
(£,8)), 1'hypothdse sur D signifie qu'elle s'annule sur les élé-
ments de la forme 1&Sfg = :f“.Og - g@f, conme elle est ds plus
A~lindaire elle déﬁnif par passage au quotient une application
A-linéaire w de P dans 4, et on a évidemmen? D=nuod,
DEFINITION & ~ Le A-module défini dans prop.l g'appelle le
module des H--dirférentielles (ou simplement module des diffé-

A
o
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rentielles, s8i aucune confusion n’est & craindre) de la %’-- :

algdbre 4, et_est noté .Q.k\‘(a) ou simplenent -QF(i). Si fea,

son image par la dérivabion canonigue A —> .Q.l(A) est notée

a ’&’f ou simplement df, et avpelée différembielle de f.

Ainsi 4 est une dérivation de & dans .0.1(11), tout éléwent
de Ql(4) est une somme d'6léuents de la forme fig (f£,8<A) .
toute dérivation de 4 dans un s-module ¥ s’écrit sous la
forme u cd, ol u est une' application a-linéalre bien déterminde
de ﬂl(A) dans s

2 - L'algdbre différentielle .Q,g (a).

DEFILITICH 3 - Soit A ume algdbre commutabive sur fr, On

appelle algébré des formes différentielles de 4, eb on note

ﬂ%‘ﬂ) (ou simplement (i) si avcune confusion n'est &

craindre) l'algdbre extéyieure dun s-moduls ﬂ}ﬁ.. (L), Ses élé~

ments sfappellent formes différentielles de 4, ses éléments

homogdnes de degré p g'appellent p~formes différentielles gde

D
A, le module A A.Q}Q,(A) des p-formes aifférentielles de A

dé D (4).

ge_désigne par ﬂ/& (s) o
On a done Ofa)=2_ NPL) , Qefa) =a
PROPOSITION & - Considérons 1’algdbre extéricure /\ ,ﬂ"

du }-module A, et le produit tensoriel de k-algébres

P=A 8}3\, /\lg‘n, congidéré comme algdbre sur 4 grice au premicr
facteur. Soit J 1’idéal de P engeniré par les éléuents de la
forme 1®fg - £®g ~ gBL (£,8€a = ,ﬂ.,‘*)' alors il existe
un homomorphigne de A-a_lﬁébrgs unioue w de P dans (Ma), ap-

pliguant 1®f (£€A = /\/2-‘1) dane df; et cet homomorphisme
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définit un isomoiyhisme d’algdbres graduées de P/J et ()(a).

L'unicité de w est évidente, Pour 1’existence, on note que
£ —»4f eab wae application k-lindeirs de i dass wae .- -algdbre,
0 {a) tolie qué out éigmamt de ifimage 80it de carré mul, elle
se pzolonge done (.;.) el un homomorphisne de k-algdbres
A k&-—*>.fl(a), Comme 1%injection de A dans () (i) ast un homo=
norphisme de k-algébres, et gue l'image de A par cet homomorphis-
me comnmute & 1l'inage de /\ka, ces deux homomorphis.és définis-
gsent wn homomorphisme de A ébk /\EA dana.il(u), §n1 est mani-

festenent un homoﬁorphisme de A-algébres, compatible avec les

. graduabicns, Comme il s'annule sur les éléuents du bype

1®fg - £Pg - g @Ff em vertu de d(fg) - fig - gd? = 0, 11 s’an-
nule sur J, D’ailleurs J ¢st um 1déal homogdne (engendré par des
élé:ents de degré 1), done P/J une algeébre graiude sur A, ét on
obtient ainsi un homomorphisme de us-algébres gradﬁées B/J——all(A),
montrons gu’il est bijectif, Il est évident qu’il est bijeot;f

en degrés O et 1, De plus, les éléuents de degré 1 de P donc de
P/d sont de varré nul, done (+..) l'application naturelle de
0O%*{a) dans (P/J)1 ge prolonge en um homomorphiesme v de A-algdbres
de 1l’algsbre extérienre Qi) de Sll(h) dans 2/Jd, On vérifie aus-
sitft qu§ vu et uv somt 1'identité (i1l suffit ae le vérifier sur
les générateurs de P/J images des L®FL, et sur les générateurs de

(L) de la forme 4f, pour lesquels c’est immédiat), ce gui

- achéve la démonstratione

THEORME 1 - J1 existe sur 1'anneau gradué (1(i) une

antidérivation et une seule de degré + 1, de carré nul, g ré=-

-
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duisant 3 £ af gur A = CP(i), On a (si d désigne 1'anbi-

dérivation en cuestion) 3

(2) - algdfy AL, Nees /\drp) =dgNaty N ...I\d.fp (g,2; &4)
Cette dernidre foyxmule résulte du fait que d est une
antidérivation et, oue ddf;, = 0. Comue tout élément de 0P(4)
est vne sorme G'6élé ents de la forme gdflA o I\dfp, 1'wnicité
de d est iuwédiate, Pour prouver 1l'existence, om note que le
deuxisme membre de (2) est um élément de NP (a) qui dépend
de fagon (p+l) fois k-linéaire des argucents g,tl,...,fp qui
y interviennent et est alt.rné em les f,, il définit donc une
application k-linéaire de A ®k/\PkA. dans .Q_P"'I(A). Faisant
varler p, on obtient une application k-linéaive D de
P=a®, /\kA dans L2(s), de degré + 1. Considérons ()(4)
couue un P-module & gauche et & droite (gréce & 1'homomorphisme
envisagé dans prop.Z), om vérifie alors avssitol cue 1'on &
(2 vis) D(Fed) = o) e + (-1 ote) (P, derd)
Il en résulte que l'ensemble des éléments de .P dont 1’image par
1’homomorphisue U de prope« 8t par D est nul, est un idéal houo-
gine de P, Or cet idéal coatient les élé:ents de la forme
12fg -~ £ @z - g®T (£,6€4A = /\i&), done 1'idéal J qu'ils on=-
gendrent, done D passe au cuotient em une application 4 de degré
1 de LYs) en lui-mBme satisfaisant par construetion 1a Formule
(2)s De (« bis) résulte gue d est une é.ntidérivation, on voit

aussitbt sur (z) que dd = O, Cela achdve la Gémonstration,

DIFINITICN 4 - L'opérateur introduit danms la proposition &
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+1, antlcomunbative, dont les éléments de degré 1 sont de carré
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g'appelle 1la différentielle extérieure dans ((s) § si F est
une forme différentielle do"L,‘ dF slappelle sa dérivée extézjiev:re.

¥upi de la différentielle exbérieure, (1 (L) devient une al-

gbvre difiérentiielic gradude; & opérateur de dériiation de degré

nul, se réduisent & A en degré O, .Q(A.) est d'ailleurs "universel~
le" parmi les elgdbres ayant les propriébés précédentes, de fagon
précise & ‘

PHOPOSITION 3 - Soit B wm annean différentiel gradué, & opé=-

rateur de dérivation de deg;'é + 1, et dont les éléwents dc degré

1 sont de carré nuvl st les éléments de depré O sont dans le cenbze,

Soit un homonorphisme d’anneaux de oA dans B°, alors il existe
|

un_homomorphisme d’anneaux différentiels et um seul 't?_d_e_ Qta)

dans B gui prolonse (3 ? regpecte lew gredustions,

L'unicité résulte de co que & = 0O°{L) et d(u) = ..Q_l(u) Sn-
gendrent L'anneau L:(s).- Pour 1’existence, om note gue l'applica~ -
tion @ d¢finl% sur B une structurs de a-algébre, et cue 1l'applicae
tion £—»d\@(f) de 4 dans Bl est une Av-dérivation (B étant cone-
sldéré comue A-algdtbre domc comme /{Z'-algébre grfce & 1’homomorphis '

ne L3 A—> B°), eb par suite d¢finit ume application A-linéaire-

.QI(A)—«-%BI, appliquant 4f dans d Hp(f). Comme les éléments de- Bt
sont de carré nul, on en déduit un homomorphisue de A-algbbres %

0. (4)—>B, se ré¢duisant & P on deg;:ré.O, et donné en degré > O 4

.P&I' L—P.(gdfll\ vae '\dfp) := &P(g)d‘-e(fl) cen dLP(fp)c Il e¢st alors

imnédiat cue 'Cf' est ooméa.t;lble avec les graivabions et les OpETE~ i
teurs différentiels (oe dermier fait sc vérifiant par exemple 3

: |

Dty MRS NS S e B el A _ﬁ
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1'aide de la forzule £), .
3 - 5L'algdbre de fle %(A).

" DEPFINITION 6 - Do h~module dual du A-module Qx(“ ot_noté
%(A) ow simplement 'l}(n). 11 sst domo canoniouement isomozphe
aw icodule des k-iérivations de 4 dans lvi-mBue ; la déxrivabion
assogiée & un X € Q}(g) Sexra notée By,

Comse le crochet de deux dérivations est une dérivation

foesls ‘l}(a) se trouve mumi pai' transport de strmoture d‘*une
structure d'algsbre de hie sur k, définte par la condition que -
3) [6y,04)= Oz g  txyeYay

Hotons gu'’on & évidemuent )
(4} Byyle) = (£ 6 )(a) txe Ya), 2es, gea)
Miais on fera atbention cn'en général, g(n) n'est pas une algd-

bre de Lie sur i, op a en offet les formules
) [ex,¥] = 2[5,7} -Optnix , [x,27] = 2[3,7] + Bylo)¥
dont la premidre résulte immédinbement de la définition dn

erochet et des dérivations, et la denxidme se dcduit de la pre-
migre par échange de X ob X,
‘D}(A).étant le dugl du A-module ﬂ.l(A); on note conns
d *habitude £02,X> ou mieux (X,w> le produit scalaire ¢Twm
€ DMA) ot a'm xé& W(h). Rappelcne le fait suivant a'al-

gébre linédatze (aes) ¢
PHUPUSITION 4 - So:lt xé\}(u), alors il existe vme anbi-

dérivabion s-linéuire et ume seuls iy de de (fa), de dsgré E
gul en degré 1 solt donné  paxr '
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(6)  1;(w) =(xwy
L opération i, dépend A-linéairement de I, eb om a .s
)4 2-—0 d¥od ipdy +igly =0 (x,¥e Yla))
(8) <!’P RETE JARSNTD2 4% I AP
(e Ya), ¢ A% ), e AT GLy - m*l(m
CGozue par aéfinition, om 2.
(8) <KZXafy=4,4f= exf
les preprléiés de i impliguent qua ‘!.'on doit avoir

{10) 1x(gdf1/\.nl\afp) eé (-0 0402,5 a2, .. mri..mn:

ol 1le signe © a la signification usuelle.
THEO 415 2 ~ Pour tout X € v}(u), il exicste wne dérivabion
et une seuls O, de (2(a), gomntant & la ditférentielle extié-

rieure 4, ob suéunisant gogré O A la dérivakion € do A

définie par X, I-a. c".é:civatidn ‘Gx est de degxré 0, et 1'application
b4 —-'&6 de W(A’ dans la zl“-algébre de Lie des k~iérivations de

degre 0 de L1{4) est une représantation d‘'alsdvres de Lis, en

paxticnlier 9 2,9 ~ [BX, 9;} énfin, on g la "fozuule a’homotopio"
s

(11) &, = di, + i (XE }(a))

L‘unioi’cé Té sulte de oe qu'on devra avoir, em vertu des pro-

pri¢tés énoncées pour Bx v
Pour l’exisbence, songiddrons l'opérateur 11‘,‘r d.éfiu rr la formule = _
(11), comne 4 est vme anbidérivation de degrd + 1 e ix wne anti-
dérivation e demré = 1, 41 a'emsuit ({...) oue Dy est bisn une

dérivabion de dee’ré 0s On a évidenuent 4D D 7‘-3’“ x& (pulsous dtl:()),

.
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dono nxpemte ad, euﬁnoomixcstnul.endegre 0, on a
Dyt = 134 pour £€4, 1.¢ Dx:! = 63f, ainel Dy a toutes les
propriétém voulues, on peut 1'sppeler O, ividerment 9
dépend »g'-linéairemnt de X, prouvons enfin oue
GB.!] [e 2 9!] t en effet, le deuxidne membre set vien une
dérivation de QYx), perzutent & 4, et se réduisant 3 OB‘ 7
én dogro U Ceecl achéve la dmnltrstion.

CORCLIuIRE - On & 1a fomule
(1) [B.,1 ]2 ‘5.9

. En effet, le premier membre est ume antidérivation de
degré -1 de LU(5) (ses), olle s'annule dono sur i = -Q.'(a),
et est donc a-lindaire. Il reste A monirer seulement qu’elle
ge réduit &4[1,!],w> pour wde degré 1, et om peut ce bormex
& une ¢y de la forme df, ¥ais om a
Opiydf = 1y8;af = Oy Oyf = 4yd 052 = 0,09 -~ Oy Oy = O 2 =
=< ﬁt!]nif)

ce gui achove la démonstration,

RESARQUS - Bien embemdu, 1’inepection de (11) montre que
ex ne dépend pa9 em géng'al A-linéeirement de X (la formule {4)
n'est valeble oue si om comsiddre € oom:e une dérivation dams
A unimenent), Hous verrons au paragraphe suivamb, dans un
oonbexte plus général, com:emt les opérateurs ©; peuvent
g'étendre 3 biem d'autres A-modulos cue LUu), Povr 1'instand,
bomons nous & noter qu'il convient de poser, suivant 1'usage

relatif aux algdbres de Lie
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(24) oY= [5,¥] (X3¢ ?g,m)
Aingi, pour tout X¢& ‘q(a), Bx est une dérivation de la ,f"-elgbbre
de Lie Q}(A), et I——-’ex 88t wne représentation de la zfr'-algébro_

de Lie %(A) dans la k-algdbre do Lio des dérivations de 1}’(“
(+os)e Do plus, la définition des opérations Oy dane QM4) et
dans son dual Vy{s) sont Tcompatibles” dams le sems suivant 3

(16) O3, w)= O3F,w> +£¥, 0 w> (x¢ Yla) 5 1€ I a)
wen *a))

Pour vérifier cette formule, on peut supposerw de la forme gif
(£,864), alors le premier membre esh 91(3'9!1’) = (Gxg) (Brf) -
+ 86,0,f, le deuxiime membre est {[X,¥],gaf >+ T,(6g)as? +
+ glydfd = Sefx,y]f e (618) (65%) + g0y %, et la fomule 3 démon- ¢
trer se réduvit & geﬁ.!]f = ggxe«rf - gezexf, elle est done vraie ‘
en vertu de la formule (5). | |

4 -~ Llalgébre aifférenticllc ﬂ%‘u) eo.me fonoteur de i,

(Co numéro pourrait venir avant le nuuézo 3, cur 11 n’est pas <

question iei de dérivations). Soient A une k-algddrs, A’ ume k'- |
algdbre, on appelle morphisme de » dens »® la donnée de homomor= ‘
phismes d’anneaux A—> A" et k> k', tels que le diagramne suivanmt
goit conmutatif

A ——mp j

A \

|
X o> k¥ ‘

o les fléches verticales désignent le# homomorphisses définis par
les structures d'algdbre.de 4 resp., 4%, On convient de désigner
par une mme lettre un morphisme de A dams A’, eb les homomorphise

mes A—>A’ ot k —> k' quils définissent, 51 =k’ et £i on se



- 16 ~ n°z70
borne & oonsidérer les morphismes qui correspondent 3 1’appli-
cation identiocue de k sur k', on retrouve les homonorphismes
de k-~algdbre. Bien enbendu, los morphismes d’algdbres se com-
posent, de telle fagon gue les algdbres (3 anneaux d’opératcurs
non précisés) Ffornent uvne catégorié.

PROPOSITION & - Soiemb a une k-algdbre co.xvubative, i une
ktalgébre coumutative, u eme de « dans a?, alcxs il
existe un homomorphisme d'‘'snneaux différentiels et un seul u

de £ (a) dans Q. ,(47), se rédnisant 3 w gar Qels) =2, et
cet homomorphigme est compatible avec les gradmvations, Les

Ponetions A -—}Qk(.a) et u—>1u définiscent Q,(4) comme un

foncteur de 4, d¢éfini sur la catégorie des algdbres commuba-

tives, & valeurs dans la cabtigorie dos anneaux différentichk

g_:_'adué Se

L'homomozrphisme U s8'appelera le prolongeuent sanonicue

de u aux algdbres de fornes différentielles, Les propriétés
fonetorielles de @ r¢sultent imédiatement de 1'assertion
d?unicité. Or, l’exisbence ot 1'unicité de 1 sont des cas

particuliers ée proposition 3,

PROPOSITION 6 - Soient A,." deux /@‘-algé'uraa coimutabives,

eongidérons los honomorphismes-(L(.)—> () {4 %A") et
ﬂ(u‘*)———»ﬂ(a%ﬂ) prolongenents canomiques dss hororioxphis—

mes naturels a —>»a®l et a'—>1®a' de 4 resp. 47 daus A%’ﬁ'.

Alors il existe un homogorp_hisuo éu produit tensoriel gauche

ma)ggﬂ(n') des k-algdbres différentielles Qla) st O (a?)
(eeee) dans Q(A%&’), prolongesant les homomorphismes !
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précédents, et o'est 13 um isomorphisme de ()(a) @;@‘Q.In') sur
Q(a %:*). |

L'existence ds l'homomorphisms en guestion résulte de (...), -
compte fenu que toutes les algdbres différentielles ¢ul inter-
viennent ieli sent graduées anmticourmtatives, Pour womtrer gue
c’est 1d uwn isomorphisme, nous considérons 1'homomoxphisme
Q(a®@ar) —> Ofs) B D-(A'), obtenu em appiiquant la propogition
3 & l'algdbre A @ A® et L'application identigue de cetbe dernidre
dans la parbtie de degré O de Q(ﬁ)@.ﬂ.(ﬂ'). Il est alors imné- |
diat gue les deux homomorphlsmes construits sont inverses 1'un
de lTautre, _ _

Bien entendu, le dlagramme suivanb

D (aBLY) ———> O (4) @ (st

91 .8

L @ 4) > O{8?)® Q. (4)
est comuutatif, ol les fldches horizontales désignent les homo-
morphismes canoniques de la proposition 6, ol 8y est deduite de
d "homomorphisgne de l*-algébres AU u*@ 4 (symébrie du
produit tensoriel), ot 8p est d¢rfinit comme la symétrie dans wm
produl’ Yensoriel gauche d'algdbres graiuées, i.e,
5, (F® ) = (- dar,
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é ¢ « B-Strucbures et counexions.
1= ouggébres' de Lie suw A, Dérivations d'um i-~odules
DIFINITION 1 - Soit ? we algdbze de Lie sur 4, on dit gue
\?omre dans la jv-ayebre A si on s'est domné une royréaanta;-
tion X—>By de ‘?aaas 1’algdbre de Lie des Jfr'~iérivations de A

(ou, oo cui vevient au mbme, dans 1'algdbre (e Lie g(u), 0L

par.l, défimition 5) 3 '

(1) Byz=h8; » PBp®yl= Py (NE Sy 276D
On a3t uuo'?eet une B-glgdbre de Iie sur a, gi c'est uwne f-
algdbre de Lie opérant sur 4, et si glle est munie i’une sbruc-
ture de A-mocule, satisfal eant aux conditions exprimées dans
leg formules

(2) Bp =205 [x,£%] = 2[x, 1] + O{)Y  (£€ 4, x,téy)

On appelles moyau ie '“}l'ensemble feg X€ 7? tels gue ex =0,
Ls premidre fomule (&) exprime que X —% Oy est une appli-

cabtion is~linéaire, ou encore gue ll'applieation cerrespondante
1% --->‘(g¢(u.) est n-linéasire, Posant, suivant 1'usage,

9x1= EX,I_-] (X,7¢& 2«), le deuxidne foxmule (z) a'éorit aussi
(¢ vis) By (£Y) = B(£)T + £6(¥) (£&i, X,Y¢ 1))

On feirs atbenbion cu’mme P -algdbre de Iiec suxr 4 n'est pas
en général une algdbre de Lie sur 4 'l il vésulte de la deuxisdue
formule (2) cm’elle 1'est si eb senlement sl les Py(£) (X& ‘g,
P& 4) annulent le a-module ‘g, par oxemple si y,opére brivizle-
ment dans s, wals dans Hous les cas, le noyau %o ie gaeat une

A-algdbre de Dies
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: Un homomorphisme d'une & -algdvre de bie ¥/ sur & dans une
antze Wv' est une application A-~lindaire u de YLdans U qui est
wn homomorphisme de ,@\'-ca:l.gébres de Lie et satifait &eu(x) = 91
pour tout X& y.». Le composé de deux homomorphismes ess wm

homomoxphisme, d'oh une oatégorie.
fxemple 1. W(A) est wne O -2lg3bre de Bie sur i om vertm

de par.2,n°3, Si @est me € ~algdvre de Lie gur i, 1'applioa~

tion canonique ‘\g,--?'l}(ﬂ) esh évidemment un homomorphisme de
8 ~algdbres de Lie SUT L,y

Bxemple £, Soit M uwn A-module, Soit X€ %(A}, on appelle
X~dérivation de M tout endomorphimme k-lindaire D de¢ M tel que
1%on ait
(3) D(fm) = £ D(m) +Oyl(f)n (f€i., m&d)
On oonstate aussittt cue la comme d'ume X-dérivation ot 4 "une
Y-d¢érivation de i est une (X+Y)-dc¢rivation, et cme leur crochet
est une [X,Y¥}-dérivation, enfin le produit 4'une X-érivation per
une g &a est une gX-dérivation. Soit alors D(M) 1'ensemble das
couples (»,X), o X & g{.@.} et okt D est une X-dérivation de i,
D{i) est Gonc un soug-iA-module I-k(M,M)xy(a) (:BEt (4,%) étent consi=
46ré comme hA-module en posanbt (gu)(m) = glu(m)), et en wlmq tenps
une gous-aigdbre de Lie, enfin on = une applicabion i-lindaire
naturelle, compatible avec ie eroehet, (D, X) —=> X de D(Y) dans
?e((n). L'application correspondante de D(M} dans 1talgdbre des
dérivabtions de 4, satisfait 3 la deuxidme gondition (2) ‘:
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[(n,x),f(n',x-'ﬂ = (0,07, [x,22°]) = (£[p,07] +Eu(2)07 ,
| 258 L RERCHEP )
= 2[{0,%), (0%,30)] +O4(2) (07,3

Par suite, D{if) est une B-algdbre de Lie sur i, appelée algdbre
des dérivations du A-module M, Le noyan de D(1) eet 1’ensemble
des O~dérivations de M, i.e, dea sndomorphismes i-linéaires de
¥, muni de sa structure ueuelle de A-algdbre de Lie.

sxemple 3, Soient Wo, 13! deux 6 -algdbres de DHie sur i.

Compte tenw de la notion de homomorphisme de G-algdbres de

Lie définie cl-dessus, il s'impose d’appeler produit de ‘get g'

ls eoun-.?memble de 7: ?1’ forné dee couples (X,X*} tels que
O3 =Uz: t o’est 12 wm sous-A-module et une sous-k-algdbre de
Lie, et muni de ses strmetures, et de l'spplication

(2,X%) —> 6, = 0,,, on constate aucsitdt que c’est uue

O -algdbre de Lie sur A, La donnée d'un homomerphlsme d’une G-
.algdbre de Lie Waans lo prodvit de U}et W,” est éouivalente 5
la donnée d*un homomorphisme de Ul dans ?et & *un homomorphisie
de UL dans 7?'.

ixemple 4, On appelle £ibré infinitésimel sur A me 2 -

algdbre de Die ?.g,snr A telle que l'application camonigue

1? —--9-14,(1{) soit surjective. Lia raison de cetbe terninologie
apparaitra plus tarde Alnsi vau) es8t vn fivré infinitésimal,
Le produnit (exemple 3) de deux fibrés infinitési-aux est wa

fivré infinitésical.
dxemple 5, Soient M un A-wodule, X une q@v-—dérivation de A,
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on appelle X-dérivation affine de il une application F'de ¥ dans

¥ qui est de la forme F(m) = D{m) + a, ol D est ume X-dérivation
de X (of, exemple précédent) et a un élément fixe de i,
Bien entendw, a = P(0) et D sont bien déterminés par la donnée de
F, Définlesons le "crochet" de deux applications «Kv-a.fﬁnos F et
P* de ¥ dans lui-mBue solent F(m) = D(m) + a et Mm) = 0% (m) + a*
paxr [(D,a), (07,2']] = ([2,0¢], Der- D'a) 1,6, mebbons sur . '
1%enceuble A(Y) des applications M—afﬁnes de ¥ dans i la strue-
ture de ﬁv-algébre de DLie, produit .se_mj,-direot de 1lg .j'-algébre
de Lie L /g(d M) et de la }-ﬂgébre de liie abéliemmne M, On congbate
alors gque la partie UL(M) du produit A() x y(fx) Tormé des couples
(?,X), ot F est une X-@érivation affine de Y, est ume sous-algébre
de m.e et mn sous-i-module, Xuni de la projeetion

6 Olx)—> ‘lg(ﬂ), VL(Y) devient ume O ~algdbre de GLie, sppelée

algébre des dérivations affines de Y, Son noyau s'identific & la

Awzlgdbre de bie des applications L-aifines de I dans X, produnit
sezi-direct de b, (4,4) eb de 1'algdvre de Lie abélienne i,

£ - Iy-dérivations.

Dans ce numéro et les suivants, on suppose donnée une O -
algdbre de Lie VU sur 4 3 dane les cas les plus importants, om
aura ?)}: \9/(1;).

DAFIWITION 2 - Soienb & ume k-algdlure, Vs O-algebre de
Lie sur i, Soit M, wme O-algdvre de Lie sur A, on_sppelle g-

 @érivation sur L toute applicabion k-lin¢aire D ¢ X —>Dy de 7

dans O pelle gue er = Oy pour tout xeb}. On dit cue D est wme



W)}u-coxmexion 8i D gob de plus A-linéaire, cue D esb vne ’g.'- O~

struoture (ou mme Y}-dérivation & courbure nulle) i D est_une
représentabion de 4" -algdbres de Lie, Soit ! wm s-module, on

appelle pax abus de 1%' 26 ?dérivation, £6 5D g-oonnexion,
e 5D, w -8 - strucbure sur M, e w-dérivation (resp....) sux

la 0 -algébre de DLis (i) des dérivabions au s-nodule M (cf,

n°l, exemple z), Dans le cas ol 'g: ?ga(a), on parlera simplenment

de connexion su licu de "J(-A.)-cennexion, de O-structure au lieu

de (1) =B~ structure.

Bien entendu, les Y -dérivations sur ULne forment pas un
groupe, lJais gi D esh me‘l} ~dérivation sur Pl{zesp. une yx
ooxmexion sur JL) toute autre ?;-dériva’fion (resp. 79« g-oonx;exion)

ge met de fagon unicue soue la forme 24w, ol u est une appli-
cation ﬂ-linéaire (respe £=linéaive) de ?g/da.ns 12 noyau UZ,O

de UL, Aingi, 1’ensesble ges Ul =dgrivations {zesp. dea M-

connexions) sur ., s’il n'est pas vide, est un cspace affine

sons I%‘zgz Ub) (resp. 20u8 % (‘% DY,))

Une ??-connexion ssmg torsion sur Jlnlest subre chose

qu'ur homomorphime de & -algdbres de Tie sur i de r@cla:ms o
Explicitons 1z notion de ‘&-dériva*‘ion sur vn L-wmodule i ¢

e’eat ‘la donnée pour toubt X& g}/d'un k~-endomorphi sme Dx ie M,

dépendant %-linésirement de X, et satisfaisant & la condition

(4) D (fu) = 2D.m + O (f)m (fci, m&u, ZE y/)

Geste g.-démvat:.on cet une ?—o-onnexion (reap?ﬁa oourbure nulle)

#i et seulement si om a Dpy = fDx pouxr £€&4, X€ % (resp, si et
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seulement si [I)X,Dﬂ = .D[x’!] pour I,Ié?/).
Bxemple 1, Soit M un h-module muni &’une y-dérimtion D,
¥ uwn sous-s-module stable par les opérations Dy (xe—l}). Alors
on définit de fagon évidente dans N et M/N les ?-dérivations
induites, Si I est ume ?-coxmexion {resp, est & courbure mulle)

il en 28t dc mbmo de N et ¥/H, (Wous verrons su n°4 d'autres
procédés pour définir des Vj~dérivations & partir de g/c-dériva-
tions données). Considérons ume O-algdbre de Tie U sur i munie
d*une ly-dérivation D, pour tout xey on a dono wm Dy €& Ao
Soit D} = ad(D,) le k-ondomorphisme de U a6fini par

D*i(Z) - fDx,Z:I. On constate aussitdt que Df est mne 9x-dériva~
tion du A-module UL, dépendant évidecment k-linéairement de X,

de sorte que DM est nuni canoniquement, en tant oue A-rodule,

a'une g-dérivation D' appelée associée & lu g-dérivation don-
née D de la O-algddbre de Lie UL, D'uilleurs, si D est 2 cour-
bure nulle, il en est de méme de ', stnfin, coume le moyau YT
de Jlest un idéal de cette k-algdbre de Lie, il est stable sous
les opérations DF et est domo mumi d¥uue g-&érivation induite,
appelée oncore assooiée § on vérifie que ocette dernidre est une
connexion si D est une connexion, Identifisnt U/ %, & uvne sousw
algdbre de Lie de W“)' la qy-dérivation cuotient ést évidenment
induite par la ?-O-ltrnotue de g,(a) ascociée & 1’homomorphise
me canonique ‘]ﬂ' ——ﬁ.}(a). - lotons qu'une T(’}-aérivation D? sur le
s-mocule UL, associée & ume g,-dérivation de 1a O -algdbre de Lie
DL, satisfait & la propriété suivante, (due aw fait que pour toub
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Z€ 0, ad(z) est une dérivation de 1'algdbre de Lie J) .x
(6) Dp([5.5.)) = [Pgz,%,)+ [zl’n‘izz_] (26 U, 29, 2,6 N)

Exemple 2, Soib xe-g,(n), alors la #-icrivation Oy de &
agsocide 3 i est une X-dérivation de i, considéré com e L-module,
de sorte qu'en posant Dy = Gx, on définit sur le i-module A une
\g,(n)-dérivation, gui est méme une conmnexion & courbure mulle,
appelée la connexion canonigue de 4., Il en résulte qus tout €lé-
ment de 1l'algébre des dérivations V(.) dw A-module & se nmet de
fagon unioue sous la forme O+P,, ol X¢& ?«(L) ot ok P, est un en-
domorphisme du s-module u, i.e, une applicution de la fomme
g—>Pog = fg (oh £€4), Ainei, en tant cue A-module, D(A) s’iden-
tifle & 4 + U, (s), tandis qu'um caloul immédiat montre que la loi
de Tiec est donmée par :

{6) [_.Pf + QX’ Ps +9!] = PexB - 9!f - 9[_3{,!]

Bien entendu, la connexion camonique sur 4 permet de déduire, pour
toute € -algdbre de Iie D}/m A, we ?-oonnexion.a courbure nulle
sur A, appelée encore gcanonique.

Axemple 3, Solent i uwn A-module, V wn k-module, conpidérons
M'@;@F commue un A-module par £(m@®v) = (fu)@v, Soit X¢& g«(A),
goit D vne X-dérivatioa de X, alors le /@'-andomorphi sme DL
de M@/&V est une X-dérivation de .‘.Ie% V, et 1'application
D —>D®F est un homomorphisme de O -algdbres de Lie de D(¥) dans
D(.‘.-i@z]). I1 s'ensuit que toute 1}-dérivation sur ¥ définit, par
composition aveo 1'homomorphisme précédent, une % ~lérivation sur

M@/gj, qui sera méme une ?-eonnox:lon (resp. & oourbure nulle) =i



AL

- 25 ~ n*z7C

la ?-dérivation dormée eur M 1’est, in particulier, la comne~
zion canonique de A définit sur tout A-module de la forme
A@/@’V une commexion D‘o & courbure nulle, appelée encore cano-
nigue, Toute 'g}-connexion D sur A @)V se met done de fagonm
unigue sous la forme D +u, ot'uénk(?,nk(u,m)..

& ~ Invariants infinitésicanx, :

DEFIRITICN 3 - Soit M wn A-module muni d’ume ?'-dérivation
D, Soient xé'q/,‘ n&M, on dit aue m est invariant par X (ou
encore gue X invarie m) si Dym = O, On dil que m est un inva-

riant de la "g,-dérivatiog D, si m est invariant par boubt X€ ?.

Solent 11 ;eee B des A-modulcs munis de - Gérivations, u
Solent ¥y seessliy, - & ;

une application n fois k~linédaire de F;—]l{i dans N, on dit gque m
est invariant par un X€ 81 on a

(7) - .DxlI(ml,...,mn) =§ nml"”Dxmi""Bh) (nié}'{i)

On dit qgue u et wn inveriaant pour la qg-vdénva.tion, 5w
est invariant par tout X€ ..

Le mot "covariant® ssb classigue dams le cas 4 "une appli-

cation, mais le rédacteur sugedre de garder le mot "invariant®
pour tous les c¢as, car sinoam on ne sait jamais s*il faub dire
1nvaria.njs ou aovariant. ha Justification de cette tercinologie
apparaitra an n® suivant, |
Soit par exemple i uvn A~module nuni d'une etructure de #«-
algddbre (nom nécessairenent associabive), et d’une ?’-dériva-
tion, soi% u l*application de multiplicabion u ‘a MM —>2 3
alors dire que u est invariant par un XE-??/ signifie que Dy esb
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une dérivation de la k-algdbre i,
PROPOSITION 1 - a) Solent 2 ,N,u conce dans la dc¢finition 3,
ngé?. m &M (1€ikn) g}_n et les m, sont invariants
par X, il en est de mlme de wimyseee,my)e

b) Sous les conditions précédentes, supposons de plus Sonnés
des A-podules n (141<n, lgiLny) ot poux tout i {lcizn)

application n1 fois k-linéaire v, d¢ de | l ki 4 dans dang i dge On

gupposs les ;4 Bunis chacun d’'une ? -dériva.gion, st les v, inva-

riants par X. sloxrs l'application mulbilinéaire composée
ul{v preeea¥y ) de r? ¥%;y dans ¥ gst invariante par X,
La démonetrafzion ne présente pas de difficultés essentiallos. .

COROLLaIRS - 51 am lieuw de dire invariant par X, on dit in-
variant par la tgmdérivation donnée, los conclusiouns précédientes

subsistent.
Si M est wmni A’une %/-dériva.tion, les invariants pour cette

g'-dérivation forment un sous-—%-moéule $ 81 m€X est donné, les
xc—D}/ gvi invarient m forment wn sous-,@'-moaule de %, .et mlne
un sous-is-module (resp, une souns-algdibre de Lie sur A@") g8¥il gli-

git d'uwne /Y-comnexion (resp. d'une ?-B—etruoture).

4 - Prolongecents camoniques de '7-dériva‘bions.
Soit (351)161 une faille de a-wmodules, XI€ %(ﬂ), et 6oit,

pour bout i, D; une X~dérivation de Y. Soit D 1'emdomorphisne de
4= _{I\_ni resp. 1;[11 défini par la fanille des Dy, on vérifie

alors iucédiatecent gue D est wne I-icrivation de & Cela peruet,
8i chague ¥; est muni d'une %dériv&tion D;, d'en déduire cano-
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pigquement sur ¥ une y.dérivation D, définie par ¥'|Il 5 x
reep. szT’TDi,x. Pour gque D soit ume ly/-oomexion {resp,
une ?-9~ntmcture) i1l faut et il suffit cue les D; le soignt.

P.OPOSITICH & ~ Solent M; (0cign) des A-modules,

LeYia), Ly (0<i<n) ume X-dérivation de iy, considérons les
fg--endomorphims;g_e_ Lékﬁi‘ (resp, I%{Ml,...,lﬁi;l)) aéfind
par les formules

2
‘8) Il‘mlsoco @nn’=é1 ﬂ18.. ®I'imi ..Gnn
(resp, par la formule 3 :
(9) (Tu) (lnlgooo ,mn) = I'o(u(ml""’"n)) "'Z-:__:l n(ml’oognin’.’oo’mn»

4
Choisissons un des indices 1, 1Ligsn (fesp. 0<idn) poux d6£i-

nir wne structure de A-module sur 1? k“ﬁi (resp,
Bk(Ml....,lﬁn;Mo)). Alors I est ume X-dérivation, induisant ume
7

X-gérivation de @ a¥y (zeeps do 5, (30),000,% 3H)). L'applica-
tion (Ljseee,ly) L est ume représentation de Se-slgdbres de
Lie du produit (n°l, exewmple 3) des O-algdvres de Lie D(i;)
dans D(é ¢ %), et un bomomorphisme de O-algibres de Iis du
produit&zse‘s D(Idi) dans D(éA M), £ 1'application

(3, s0q000,5iy) —>0 du produit dos Owglgdbres de Iie (i)
{0<ign) dans DLyl seee,d 3H) (zespe DIy (0, 000,30,0)) 885
une représentation de 1~'-a__13§bres de Lie (resp, un hom, de¢ O~

alzdébres 4¢ Lie sur 4),
Véritions par exemple ¢ue l'opération L dé¢finie par (8) est
2

une X-dérivation, quand on comsidére @ . Y ocomme un a-module
Py X0
par £(m; @,.08m ) = (f1y)@eeePm, : 00 &
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(@ @my) = Ll(fmi)Onza..an + é (2xy )Bmo &, o &lls; my o o By
On a x.llrml) = fr.lm1 +0 (f)nl, de sorte ¢ue 1o deuxidme membre
est égal 2 fé& BBe oD Bsomy + (Oglf) my)@0 0@y =
= FE{m a0 my) +9x(£)(310...®mn).‘:be caloul pour 1'cpérabenr
(9) est tout analogue (i1 faut distinguer deux cas, suivant que
la structure de A~module sur lk(l‘ﬁl,...,.‘ﬁn,fﬁo) ect défini pax celle
de M, ou par un des &, 1&1<n), I1 faub emsuite momtrer cume
l'oparation’(a) {resp. 9 ) J.c;isao stable le noyau de l'application
canonique @k g @ % (resp. laisse stable le sousw=i-

modale & (A.'L_'_,...,Mh;M ) de I'k(‘ﬁ""’Mm dy) s vcrifions per exemple

le deuxidme point : supposoms gue u soit A~lindaize par rappoxt &
m,, prouvons ¢ue La l'est ausei, On a
(Lu) (£my oM 50 00, 1y) = T (falmyeee,m)) - n(llifml),nz....,m )

- - r:»: Wiy gee o5 10y pae )
Les deux premiers termes du second merbre dozment
Thg iy 2o e ymy) ) - wllgm, , mz,....mn)+ x{fiulmy ee,my) =

= u(@ 22 my om he0u,m ),
on trouve donc
(T} (£ 41 g0 e, } = 2 (Ul 000, )) -2 ;__ln(m ves 3530 00,7 )
= £(In) (ml"" ’mn)

La vérification des dernmidres assertions de la prop, £ offre
encore noins de difficultés,

CO0hiuIkg 1 - Sous les condibions précéddentes, supposons les
My munis chacun d’uae ?—dérivation, notée D, alors om définit des

I%-dézivations sur %& > @ 4 g0 %.ﬁl,...,%,hﬁo) 2Bal 000, 3l )

i=
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23.1' les formulei , y ;Ln
(8 bis) Dy(m,..6m) —é nlé..bxmis..

(9 bis) (Dgu)lmy,ee,m) = Dx(“("l'""”n”"g“‘m.l"ﬂnx“’p"’”n)

En perbionlier, si M est uwn A-moduls runi o ’ume 'g-«iériva‘aion,

alors son algdbre tensoriells %3:) _g_nz_u{fvg_u_ Tﬁ.‘-&) Bur 4 esb

muni d'une 1} -dérivatioﬁ, définie en chaque degré par la formule

(8 bis), De plus, cette %a’dérivation pagse aux algdbres quo-

sients Ay, Ay, Spd), 8,00,

Seuls la dermidre acsertion exige une vérification. Il suf-
£it de vérifier les asserblons rela tives A A II et 5,¥, car
celle relative & Ak" et S, en est un cas paz-tioulier, obtenu
en prenant A = k, et faisant opérer y‘trivialement dans k, On
sait déjd que les Dx pascent au cuovient TAL,.', d’aubre paxb il

est iumédiazt sux (8 bi.a) gue ehacue Iy est une dérivation de

1’anneau TAEE. Boit J 1'idéal de T Aﬂ, noyau ds 1Thomomorphisme
danonfque de 2, ¥ suf son quotient A i vesps 5,M; il suf2it de
prouver gue Dy(J) < J;, Comme Dy est ume dérivation, il suffit de
pron- er que Uy appligue uwa aystéme convenable de générateurs de
1%idéal bilatdre 7 dams J, Or dans le cas de /\AE.{, on prendra les
générateurs de la forme m@®m, gui sont transformés en

nxax@m + n@Dxmé-J, dans le cas de Shii on prendra les généra-~
teurs de la fome m@m' - m’@®m, oui sont transformés par Dx

on (Bn@n’ - .Dxm'®m) + (a®Dy -~ u’ &Dym), €lévents qui sonk

encore Gans J4, ce cui achdve la démonstration. On a prouvé en
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nfne temps 3 o
COROLLAIRS 2 - Lies opérations Dy dens les ammeaux T2,
T U A, A M, S of S, définies dane le cor,l sont des déri-

vations de ces anneaux,

DAPTHITION 4 - Les '} -3érivatl-ns définies dans le coz/l

ci-dessus sont appelés les pr%longez_ents ocsnonigues des ?(7-

dérivabions données, Guand 1%um des iy est 4, 11 est entondu {sauf

spécification du combrairs) qu'il est suni Ge sa cozmexion cano-
nigue (n°2, exemple £).

PROPOSITION ¥ - Les prolongeients oanonigues de y-ddrivati.onu
3 gourbure nulle est & gourbure nulle, Si om s des 7-00 exion

gur des modnles J iy leurs prolcngements canoniques aux modules
n
8 A Uy By (iyseee iy, i), P4, 5,4, Ay} sont encore des connexions,
Cela résulte aussitot des déPinitions et de la dermidre pare

tie de prop.Z. '

La proposition suivente assure en particulier gue les diversed
fagons de définlr une ?«_-ﬁérivation prolongée sur un edpace tenso-
riel, comple tenu\ﬁea :I.somorphismea canoniques usuels, sont toue:
jours les ndmes, |

Notons encore que 8i U cst une Z-dérivation danc vn A-module
M, et si 3&651@e gon prolonzement cancmioue & I:,{L( i,) on a pour
tout ué%(:@)

(10) Dlu) = [p,9]
P.iOPCSITION 4 - Considérons des A-modules by, (o_é izn), me~

| a
nis de %—déri,vationa, muni esone 1% 2 My st I.A(iﬁl,...,lzngx) de la
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%érivation prolonsement camonicue. Les applications linéal-

res et multilinéaires suivgﬁos sont alors invariantes pouzr les

1}-&erintuns env_c.sggécs '
2 n
a) tmlpouo.mn)"'?ﬁ@oooﬁn de d&bnﬂ jg in .

b) (,07500s ,mn)—_)u(ml..u 0y) de I-A(x‘.&,..,linzlio)xilfa
dans Yoo
¢) L’'isomorphisme canonicue de L (M, 3000,y )) Bur Iy ®Adi,do)
d) Les opérations de syuétrie sur Aml
e) Llapplication B, (£ ,.Jz)ﬂk(l%,lia) —I; (Y ,1,) de composibion
des ap:lications linéaires.
£) L'homorioxphisme canonioue éﬂq e (iéﬂlg)t'. |
Ces assertions résulbtent i médiate ent des définitions, in

les combinant avec la prop.l b), on voit gue mtinmporbe guoi esh
invariant, (la définitiom de "n'i: porbe cwol" est laissde au
lecteur),

On peut maintenant interpréter la d6£,3 d'une application
multilinéaire invariante paxr une %dérivation .: clest un élé-
ment de Ty (I yeee i 3id ) ipiariant par la V}-dérivation prolon-
genent canoniquee

svbomorphismes infinibtdginanz, Soit M un i-module, muni

é*une structure algébrique définie par la donnés d’un élément
S dans un module P comsbrult & partir de A par une suite
d-‘dpéraﬁ.ona tensozrielles élémentaireces du type de cellee envie
gagées dans la Proped et ges corollaires. S5i D est une X-dépri-
vation de M, on peut oons:ldérer gon prolengenent D & P, Si

DS =0, on dit cue la structure envisagée cst invuriante par
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la dérivation .f, ou encore que D est un gubomorphisus infini-
téeimel de M (muni de S), Si Y est muni d'une W-dérivation,
on dit -cue cette 'g,-d_ériva.tion est compatible avec la structure

S, ouw encore gue la structurse S est invariante par cotte Wr-
dérivation, si tous les DI (Ye 1?,) gsont des aubtomorphisues infi-
nitésinanx de , Notons gwe les auntomorphismse infinitésimaux
de i forment une fv-algdbre de Lie, ob, dans le oas ol P a 6bé
eonstrult par des opérations tensorielles sur i exolusivement
(telles que &, L, eto), c'est mlme mne O -algdvre de Lie sur
4. L'enserble des couples (D,X), oh X& ‘9«(“) et ol D est un
X-gutomorphisme infinitésimal de A, est ap elde 1'glgdbre des
antomorphismes infinitésiueux de ¥ (muni de 8), Cloct wne BO-
algdbre de Lie dams le cas parbioulier eavisagé plus hdub,
Bxeuple .x si ¥ esl muni d'une structure de ﬂ-—algébre (resp. do -
h-algdbre) on a P = LyfU @I,1) (resp, P = I (18,4,1)), Une
dérivation D du A-module ¥ est un aubomorphisne infinitésimal
de 1'algebre M si et genlememﬁ 8l c'est wne dérivation de 1l'an-
neau (non nécessairement ascoeiatif) 4, i.e, sa’aisféi‘s a
D{m) = (Dm)n + m'(.Dn).

Le‘s opérations Bx. Dgns par.l, prop.6, nous avons pour Houb

Ié—u(‘}) defini une dérivationOy de degré 0 Gs 1'algibre L)(a),

obtenant ainsi wne O -structurs naturelle que (.(s) = AAQ.]'(A).
Cette dernidze n'est autre cue le prolongerent camoniquse de la
B -gtructure sur .Q.J'(h) définie par les Bx. Bm verfu de par,1,
formule (i5), la O -strueture rrolongeuent eanonique de ia prés=
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cédente 2 %A) % LA(Q.:'(A),L) e'st oclle donnée pax 9x1= [i,f_l.
De plus, ce cui précdde permet de définir des P -structures sur
les algébres tensorielles, extérieuree, syuétricues (sux A pé.r
ex.emple) de Q.J'(u), 10'((3) on 1}(1;) + ﬂl(i;), les produits ten-
sorisls de telles algibres ebe, Toules les opérations tensoriel-
les usuvelles sur ces espaces (multiplications temsorielles,
syuétries, composibions d'applications, contractions etc,) sont
invariantes par les @ g» 8ingi cue les opérations (telles le
crochet d’¢léments de Y[{s), la différentiation exbéxrisure d
ete.) se définissant en tefs:es structuraux & parblr de la
donnée de A,
. § - Différenticlle extérieure définie par une 1g--»cmzma.'xziu:m.

Pour pouvoir énoneer avee toutes les précisions nécessaires
les résultats de ce nuaéro, il 1mporte de ralpaler quelques
faits éléuentaires d'algdbre linéaire,

Soient V), ¥ deux A-medules, Pour abréger, nous désignerons
par CP{ '?,;v’-) (ou, si une eonfusion est & craindre, mr
02(7)},:{)') le iA-modunle des aplilications P fols A-linc¢aires al~
ternées de @p dans ¥, par c(,lg.,.‘i) la somme directe des
cp (79, M) pour p>0' (en convenant gue c°(t} M) = M), Pour tout
Xe‘ig’ iy est wn endomorphisme de degré -1 du LA-module gradué
G('%L,.n), Aéfini par
(20) 1,2%(% 00,8 1) = AKX 000 ) (5,16 Uy 2600 Y50
‘Bvide ment, si p>0 fp = 0 égquivaut & 1xfp = 0 pour tout X€ ?

Soit § un aubtre s-module, on #6finit des applications A-
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bilinéal res canonigues (fP;g‘l) —EP gl
(1) ey, R x)—->cmng; X &, X)
de fagon bi.n conmus, (2P0 %) R P+<1) s'obbonant pax antis
symébrisabion “partielle®™ & parbiz de la fomotion {pig)~Lois
linéaire (parbiellement alioznée) £P(X, 002 X 06N G000 X

Cette multiplication est "aasociative” et "anbicommutative”

)e

dans le scns bien connu expligué da.n: le multiplodoque hOmolo-

1

glque, de plus on a la formuld ‘3\ 4 i ‘~
1) 1 (P0gY = (1,29 vl + ( 1)":%{ SR
S”‘l oh s donne uno applieatioi -b&inéaﬁe u's uxﬁ ——>P, 1&: .g' 7N
d applioa.t:.on A—lméaire i mage de £ ug‘l pa.r ‘
mzapplic}dtxon aorrdapondg.ntq %q(@mi B) ~3 o2 q(%f) s;rﬁ
notés fp Jgl ol 3Emp1ement fpd g HET con,:CuaionY ‘wbest &
oraindre. En partiouhez-; 8d 4 est wne isalgdbre comuuati‘ve,
alors C(‘)},m) est une n-glgébre graduée anbicommubative, et (L)
prouve (compte tenu que iy commube asux applicaiins :
Gn(’lg Q) *—? Cn('\g, ?) définies par des a-homomorphlenes G —>F)
que iy est we ambidérivation e desré -1 de cobbe algdbre, En

particulier, G(l?,zl) est uns algéore graduée anticommutative,
qu'on notera simplement O(W«) {od GA(?” g%l v a lieu), Comme
cas particulier des accouplements (11), om a wme applicabion Aw
linéaire cunonique I

(13) M @AW? ) —> c(ly,,:

gui se définit aussi directement de fagon évidente, et qui esd

un isomorphisme 81 X est wn A-module ayant une base finmie,
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L'homomoxrphisme (13) est oompatlblo avee les struotures mul-
biplicabives, ol Ja sultiplication

P- q h \M ¥ 4

(568 0P 1} ))x( B e U)) —> (4 @B, ¢ (Ul
est définie par (m@?) Vin@y = (n@a}® (&? Ui (Cebte as=

sertion est un cas parbiculier de 1'associabivité ot 1'anticorgme

tatlvité de la mulbiplication, compte tenu de la définition de
{(13))e Soit d'aiilanrs ¥ Je dual dm A-moduie U s Xapplication
identicue "#" -'-301(‘\?) = ‘!}’ ge¢ prolonge en un homouorphisme de
A~glgébres gradudes ;

(14) AA%}.' —> ch})

d’oli, comple tenu de (13), des homomornhismes vanoniyues

(13 vis) ¥@ Ay “l}' —>0(Y,x)

compatible avec les struetures wmuitiplicabives matuselles l;our les
foncteurs dans les deux meubres,

Supposons malntana.ntrqno g seit une F-algdire de Lie sur i,
Aloxs l'application i-linéalre cancmicue Udl -——y‘g'(.a) définit par
trensposition une applisation A-linéaire canonique (F(a) —> %‘,
d'od compte tenu de (13 bis) uwae application islindaire canonicue
(15 ter) 80 Os) G(\},:&)
compabible avee les struotures multiplicatives., C'est 138 unm iso=
morphisie ei Ql(n) a une base finie sur A et %: ?{7(3). D'autre
part, l'application idemtigue de g. sur lui-méme &éfinit sur la
O ~algebre de Lie y une %fdérivation (déf, Z) et on peut consi-
dérer la U] ~-dérivation agsociée du LemoGule sous-jacent & %
(n°&, exemple 1), ainsl le A-zodule %eut muni 4'ume y«-e-

-~

:.L‘
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structure, dont les opérations me sont autres cue £ ¥= &,¥].
Cette 'g ~8 -structure se prolonge done cancnicuement A /\4 gl
(a6f. 4), Si domc I est muni d‘une '?-&Criva.tion D, il en est
de gl‘e'me des CP(.W,.".Q)_ - IA(APA'I},M) (re~-déf, 4) 3 pour éviter
des coafusions regrettables dans le cas ob P est une "différcu-
tiation absolue™ (e¢f, n°7) mous noterons l’opération définie
par xeg dans c(gl,a) non par Dy, mie pus .

THEORSYE 1 - Mlg,m O -algzdbre de Lie sur &, M un
h-module muni &’'une %omﬁon D, munigsons c(g,m:&A(AAg(/,M)

de la 7()},-dér1va.tion définie par les opéreteurs gx {x éy,)
gonnéa pax

- 4) OB (Ey e een ) fbx(fP(xl,..,xP)+ 1%:& b AR T IR

.‘ ¥4 oa ’XP)
(:fpé-cp(‘%l,l&), x5 € ‘Ig,). Il existe sur c(%}i) un opérabeur
k-linéaire de degré +1 et wn seul, satisfaisant & la conditvion
(18) d,= diy + 1.2

Cet opérateur satisfait de plus la relabtion (si N ast un aubre
A-module muni d’une (g»oonnexion D) - | :

(16) a£®v ) = (arP)ual 1) ruag’ (2Pe0®(%0,6%0% T, )
Il est domné, em desxré p >0, par la formule %

(17) (a2 (Xypen X )= 2 (1) R CTOPH R S

leispil ~
+ Z—-—— (d)h?;p( [xi’le'xl’“'xi""xj""Xp+1)

lei<jsptl
Hotons, en petites divensions, les cus parficuliers sui-

vants de {17)
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(am) (X) = - Dym
(18) 4 art({x,7) = Dg2(Y) - Dytix) - 2(x,¥))
af (x,7,2) = E02(¥,3) - 5 2 g,ﬂ.z)
(dans 1la dernidre formule (18), les signes & indiq ent une som-
mation sur les peszutations eireunlaires en leg trois lebtres X,¥,%)

Jémonstration, fious prouverons 1l'existence et unicité de d
satiofaieant & [15) par réouryence sur le degr¢ p de 1'argument
£P, Pour p=0, la formmle (i5) se rcdult & la prenidre des for-
mules (18), ce qui assure 1l'unicité en degrs 0, et suassi 1° exig-
tence, puisgoe X ;—>Dxn est blen une application A-lindaire de W
dans M, dépendant k-linéairement de m &M, Supposoms 1'existence
et 1l'uniocité de 4 prouvée pour les degrés £ (03‘1 p»0), prouvons

~le pour p. La formule (18) s'éorit, en degré p 3

(@29) (e s £pyq) = G 28 = a1y 29) (Xg,00 Xy )

formule cul débernime sens a.mbignité afP, 11 suffit de momtrer
que la fametion de (11,..,Xp+1) définie par le second membre sst
hien P+l fois a-linéaire eb a.lternée (il est é&'auvitre part évident
gu’elle dépend k-linéairement de £ ). Or elle ast aéja p fois
A-lindaire et albtemmée em X ,,.,X pr1? il suffira alors de prouver
guiellie s’annvie si on y vemplacs xz pazr Xl (car il s'ensuivra gpe
la fonetion emvisagée est pil fois k-linéaire alternde, et étant
A-linéaive en les X,, i £, ells le seva aussi en X ). Oz, fai-
sant xz=x1. on trouve la valeur

(ixl ‘gx'.l o dixlf ”(1300- :xpﬂ,)o

1l suifit donc de prouver uue 1x xl « iy dixlfp = 0, Oz
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d’aprds l'hypothése de récurrence on & ‘
Aplaxt®) = (6 1) (1,2 =832 2P (puisoue 1. = 0)

Il euffit donc de prouver oneg i - i S = 0, ce gvl zésulte de
ia forxmule génerale (uprimant gue 1'application oilinéaire
(X,fp) — ixfp s8t inveriante par le ) -dérivation S') z
(19) § gligh) = 1@@1 + 1!8-11'.' iees { ; ;_} ‘
La foruule (17) résulte ausslidt de la formule (15) pa.r 2EGUY~
rence sur p, ie détail du eglonl est laiseé an leotem-.
Nous établirons la fommule (16) par réourrence sur (piq),
pour p=u=0 cebte fomn.;l.e atest autrs, ‘compte tenu de la fro-
midre form.le (18), que 1a définition @.ee opéra“‘c,ions DX d;ns
M@A_l (déduites deg opération_s DX dans i et H) 3
Dy(n®s) = (Dxm)®n + n@Dxn.- Soit ptq = n %0, supposons ia
formele (18) ¢tablie pour d'e‘;l degrés p’,q' tals gue p'+a'4m,
Pour. ébablir (18], ifl. suffit dé prouver gue pouxr Ltoub XC—% ‘
i, appliqué aux deux membrég'de cette relation donne la méue B
c¢hose, Ox on a ' ' :
1;8(20g) =5 (fug) a1 (2U8) =5 (£)ug + 25 ¢ - e.(ixfblgkz»(-l)l’fvixg)
{on utiliae {12), et 1a foxmule analogue pour 2. xr qul csb en
principe contenue dans les comeidérabicns dw m°4) 3 applicuent
'l'hmothése de réowrrence aux deux dexniéwy bteimes dum second
~ membre, on obtient
$ (21 a5 gedt g (1) 2% i~ (-1)%af 1g- (-1)P*P2001 g

X b e
Un caloul tout amalogue mountre gue iy appliqué au deuxidme menm- .

Adae bt

bre de (16) est domné par la m8me expreseion, ce qui achédve la



- 39 - n®270

démonatraﬁon. ' ..

On se gardsra de 'croire, tronpé par une notation abusive,
@ on alt en général dd = 0, Ainsi, les formules (18) momtront
qg’on 8 * |
-19 Dbis} (ddn){X,3) = K(X,Y),m
ol on pose
(20)  E(X,Y) = [_'Dx,n;_\ E‘ ﬂ
Ainai pour qu’on alt 4d=0, 11 faut gque X(X,¥)=0 pour X,Yéiy»
ive, gue la connoxion D sur M soit "& courbure nulle", Cebte
condition est d%ailleurs suffisante ‘x

COROLEAYLE 1 - Four oug 1'opérateur de différentiation

extérieure d défini par la connexion D asur )M soit de carrs nol,

il Feubt ot il suffit que la cenmexion soil & courbuve nulle, ou

encore que & permute auvz opsratenrs 'b’x (Xelg).

On & vu que d8=0 impligue que D est & courbure nulle,
prouvens cue si D est A oourbnig nuile, on a dfy « 5xd =0, Toub
d’abord; on aurs =

[P08s] =05,
(prop.3), nous prouverons alors la formule ddy -Sxd = 0 par
récurrence sur le degré de liargumant fp, la relation étant
triviale si-p = -1 (d'ok £° = 0)s Il suffit de prouver
1r(d5x -'-Sxd)fp = 0 pour tout Y& Ol ox on a
1y Sy ~ 188, = iyDyd # a1y 8.~ 5, 5; S
d'autre pars em vertu de (19) s OO0 & ooy gx = bxii - 1[X,I] ol
en substituant dauns l’expression ci-~dessus, et tenant comple

-
o
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que i!d *g di,, di[-x 9-5&’; 1£‘x 'I]d l‘expreesion
0 50y 51ch <1z gt - + By ~3 g+ i, 7 =
= (a3 ;- S5a)iy

Or la valeur du dermier wmembre pour 2P est nulle, en vertu cie
rl'hypothése de récurrence, Prouvons enﬁn gue 8i & permube aux
5 x» @lors dd=0, On procédera encore par récurrence & parbir de
=1, il suffit de prouver gue 11dd(fp) = 0 pour i€ g. Cr
comptie tenu de (15), 1'hypothdse de commubation signifie ausel
que les iy permutent & dd, on a dome ixddf? = aa(i,f®), qui
est nul d*aprés 1’hypothese de réecurrence, '

Tenant comﬁte ¢ue L est mumi é’une oonnexio.n canonique 3
gourbure nulle, on Lrouve ‘z :

COROLLAIRE Z -~ C(Y)) esht une algdbre différentielle produde,

Lhomomorphieme camonigue (i) —-eﬂrc('\ga) est un homomorphigme

@falgdbres différentielles, guand L(4) esb runi de gg 4iifé-
rentielle exbtérieure (parel, déf.4),

Pour vérifier cette dernisre assertion, il sulfit, conipbe
tenu de la formule (2) dum par,l, de la vérifier en degré O, ce
qui revient en vertu des définitions & vérifier gue sl £64 et
gi daf e-,Ql(n) est sa différentielie, on a pour toub
XE ‘: Lu(X), a2 = 91(1’) fu étant 1'’homonorphigme canonique -
de gdans ‘B}«(n)). or cethe formule est on effet vraie,

COROLImMIKRSE & = Sﬁgg_o_sons gue 03(4) admette une base ﬁn:.e

sur & et gue 3}: 1}(3), alcrs 1'homomorphisme canonigue {13 ter)

L) .O..(u)-écﬁ)},ﬁ) est m.isomogghmme de w-modules, eb
1'1somorph1m réoigocn@ tranaformo l'ogération d en 1'unigue
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opération 4 gur MPy (k) sabisfaisant la condition
(21)  dneP) = On)@F + ned® (ne¥, Pe OP))
ot Pm est 1'éléuent de ¥ @ Q}(A) gorresponiant 3 l’apgicafion
i-linéaire X ~>Dom de ?«(A)* dame ¥, ot ohi a¥P désigme la dif-
férentielle extérieuve usuelle de M),

La formule (21) résulte emelfel :;ussith de la premidve
formle (18) et de la Formule {16).

Remargue, Nous avons anppoaé’ que D étzit une 1% ~-connexion
sur Mo Si D était seulement ume U ~-dérivation, 1l serait encore
vrai qulon peut définir dana‘%lg,m = I%’( /”2/1},1&&) w opérateus
¢ défini par l'une des ‘formules équivalentes (15) ou (17) (mais
cet op rubeur ne vransforme une cochaine A-multilinéaire ea ume
cochaine s-mulbilindaire que si D est une connexion, comme on s'enm
assure 46jd en degré O sur la premisre formule (18))., Pour véri-
fier cette asserbicn, il suffit de¢ faire abstraction des st:cu.p
tures de A-module sur i et imr ,,L’ ne congidérer I gue comme
k-module ef ?eommo ©salgdbre de iie sur k, en falsanb opérez ﬂ.

trivialement sur k. Hotons d’ailleurs cue ie théoréme 1 subsiste,

gous ia fomme énoncée, en gsupposant seulement que gxes‘b‘ une £ -
algdbre de Lie munie d'une atructure de A-module {compatible

avee ga structure de kemodule), i un i-module, X —»Dx une appli~-
cabion A-linéaire de %dana wiﬂ,l&). {Pas héoessaire de faire

Lgf sur A, et de parler de dérivations dans ), iais le zédacteur
. n'a pas envie de réécrire le théordme 1 sous cette fom e"plus
raisonnabie, | » |

Pour Timir, signalons gue 81 N sont doux A-modules munis
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d':me% -gonnexion D, et =i u ; Y¥—>N est wn A-homoworphismo-
inveriant par Y., alors l'application A-lindaire correspondante
de C(?;M) dana»c(%,ﬁ) set compatible avee les cpérateurs d,
comue on voit par exemple aussitt sur la formule (17).

6 - Forme courbure d’une covnexion, Identité de Bianchi,

Dans ceé numére, \%désigne encore wne £ -algdbre de Lie sur
A fixée,
DEFINITICN 5 - Soit Olune &-akgébre de Bis, Ul, son moywu

(d6£,1) , supposons R wunie d*une ?—dérivation D, On éppeué
foxme de courbure (on simzleinemt courbure) de la g-dériva.tion
D, 1'application k-bilinéaize albternée X,¥ —>K(X,¥) de 9:7'
dans (1., définie_paxr |
{z0) K(2,7) =[Py, D5} - D(x,5] (x,Y€ %

I1 esb évident sur 1la formmle (20) que R(X,Y) est bien

k-bilinéaire alterné en X,¥, d'autxe part elle prend biea ses

valeurs dans Uy , puisque fu désignant 1'applioation canonigque

de UZ ou 1% dans %(A)) on a

w(E(X,Y)) = fn(nx) ,u(D!)J - n(DB’,ﬂ) - Ez{X),u.(’Y_)] - u{[Z,7])=0.
Bn particnlier, si D est uwme (J ~d¢rivation sur va a-nmodule M, i,
e, une U -dérivation sur la & -algébre de Lie D(¥) (n°l; gEeM-
ple 2), sa oourbtu:a est une application k-bilindaire alternée de
(gx?? dans T, (i,1), dounée par la formule (20). On motera aussi
gue la terminologie inbroduite dane la G6f.5 est oompatible aveo
la notion de Uy -dérivation F&|ecourbure mulle™ pour une g,- [

strucbure (Aéf.2)«

o /
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PROPOSITION 5§ - $i D est une 19/-:;onnexion sur wme O -algdbre
de Bie 0 gur 4, sa_forme courbure K(X,Y) est i-pilinéaire alteg-

née en X,Y,

I1 suffit de prouver qu'elle esb A-linéaivs em ¥, or on a

E(X,£7) = [Dy, 0y - f['g,ﬂ+31(f)z = £[B, Bp}+4, (£) Dy~2D &,7"
..Q((f)Dg
= P (@x,u!] - D[x’!]) = K(X,¥).

Compte Tenu de ia Prop.d, on parlera souvent du tenseur
gourbure d‘une connexion, et on identifiera X 3 un éléuent de
a,(,@.ﬂ.z(a) dens le cag oh gz lg’.(.ﬂ.) et ot NLE{a) et ()Zo ont
chacun une busge Linie sur A,

PROPOSITION 6 - 1) Soient 0L o(F deux @-slgsbres de Lie sux

A, v un homomoryphisue de e-algbbres do Lie de 02 dans 06?, D une

‘U}-dérivation sur O, geésignons par D' la % ~dérivation suz o

définie paxr Df = n(DX) 3 80it K (resp, X') la forme courbure pour

D (resp, D*) alors on a K¥(X,¥) = u{fk(X,¥)) (X,I1¢ y«) .

) Soient iy (0L 1£n) des A~modules munis de %-dériva‘sions

Dy, gongidérons le prolongement cononigue D deg U, au A-module
g AMi tzcED, IA(E:TI....,Mn;MO), goient K et X les formgs CONT=
bures des b, et D, alors om & les Formules

(il} K(X,Y) (mléooogmn) = ix m]_@co@-xi(x,!)migoo 8%

=2
(respe

g : : n :
(21 vis) (X(X,%)w) (ml,..,nn)zdco(X,Y)(n(ml,a.,mn))—é_lu(ml,..
' .c,Kl(x,Y)migoo"mn))
pour x,!&%‘ miﬁ‘ Mil -‘Q_I‘(ul’ooo ,anmo)o
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La preuidre assertion est triviale sur les définitions, La
deuxidme résulte de la premiére et de la derniére asaertiqn de
la prop.2 j bien enbendu, les formules (:1) et (Z1 bis) restend
valables pour Ges broduita tensoriels sur k et des applications
u gui sont n fois k—linéairea = gu lien de A-1incaires =,

Soient touwjours ‘7/01: O deuz & -algévres de Lie, Ol étant
muni d4'une V) ~connexion D. Soit P ls produit (m°l, exemple 2)
des O-algdbres de Iie 516# ?«, nous allons maintensnt précisexr
la structure de P enm Lermes de %, dn noyan (L, de OL, de 1g
"g,-connexion suE Olo indnite-par D (n°z, exemple 1) yue nous
noterons DY, et enfin de la forﬁe de courbure K(X,Y) (& valeurs
dans ao) de D, Pans le cas important ol g: lg’(A), avoh = %
cela déternine donc la structure d’un Ffibré infinitésiual JL
muni d’une comx'exion D, en fonetion des données que nous veaons
dténumérer,s - Il est dtabord évident cue ltapplication
(8,X) =2 (a+Dy,X) st un isomorpﬁisme de a-modules de (A x
sur P; moyennant leguel nous identifierons r;zaintemnt Pa Jboxgl
L%application cancnique P Y (i) est alors ceslle gui se déduit
de 1’application cenonigue de lgaans g(u). snfin, la loi de
Lie dans P est donnée grice A 'Ea+DX,X);(b+D§,Y)] =
= (f(a+Dy) ,(MDI):‘ . [:X,ﬂ) or
Bawx) ,(MDYU = [e.,lj+]_5x,t_)] ~ [Py, 2} +[Dx, Dl ~Dp, 2 &1

= [Byb] + -n}b = Dla + K(X,Y) + DEX’IJ 3

d%oh la structure de hite sur P identifis 3 a.oxl}: ,
(:2) [Za,X),(b,g)J = ([a,0]+ Db - DPa + (%1, [X,1))

f

SR a0
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Dfailleurs, dans le cas ol ? = ly,(.&) d'oh P =L, 1a.eonnexion
donnée sur {Lcorrespond & 1'application X —(0,X) de ?(A) dans
P, et est done gussi débterminée dans notre cdnstruction. ads -
en tevs les cas, cette aprlication X —3{0,X] est une ?-connexion
gur P, ayaat K comme forme courbure,

Suyposone réociproguement dommés ‘:
a) vee A-algdbre de Lie 0&0'
b) une "g.-eoonnexion D% sur 0L,
¢) wne application aebilinéalre alternée X,Y -»» K(X,Y) de y.dans

q

(i
composition k-bilinéaire, de plus l’applioat;on canonicue

’Ué..,‘i)}(a) définit une applioation'?——a'\g,(:a), enfin on considaére
1’spplication X -~ (0,X) de ;l dang P, Quand ces données définissent

o Alors la formule (Z2) définit dans P = mox? une lol de

elles. P comue une &-algsbre de Lie sur i, muni d'une %-connexion ?
Les conditions suivantes sont wmanifesteent nécegsaires ;
{1) =£ D0} g p¢{fa) = £Dla + 0 MES T

2»!(& n}) = [D'a b] [2 D”t_:] (£¢4, XEY, a,b€ UZO)
(1) [Dt' 03|~ o3 &, 7] = ea(E(z,7))
(Les deux prenidres formules dans (1) sigpifient simplement ¢ue les
D} définissent ume W—c(mnexion de (7(/0, la deiniére ;E‘omule (i) si-
gnifie que les D;[ sont des 8érivations de l'algdbre CLO -~ la
néceseité de cette condition avait déjJA ét¢ signalée dans n°:,
exouple 1 -~ ; enfin (ii) peut auesi s'dcrire K'(X,Y) = ad(K(X,Y)),
sa nécepcité est dvidente et résulbe auvssi de la prewidre assertion
dane prop.6). %

La¥.B - Pour gue les données «),b),c) envisagées ci-Gsssus
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définigsent sur P = Ol,oxly, une ;tructure ae O -algébre ds lLise
sur A, muni 8’'upe ‘?abonnextpn, il faut et il suffit cue les

conditions (1) et (ii) ei-dessus soient wérifiges, ainsi gue

la condition

(1ii) ‘dE =0

ol dK est la différentielle exbérieure définie dans le thel,
ectest~t~dire {(formule (18)) est l'applioation troie fois b

linéaire albernde de v} dans L, définie par
K(X,Y,2) = S DE(%2)) - S x((X,1],3) |
Il reste & vérifier la mécescibs de {(iil), et la suffisance
de (i), (ii), (iii). Ia premidre formule {2) de la déf,1l eat

triviale, un caleul i:rmédiatb montre gue la devxidme foxmule (2)
résulbe de (1) 3 de mBme i1 est trivial cue 1llapplication envi-
gagée I’-:;»'?, (1) est compatidle avec le cwrocheb, Il reshe 3
exprimer que la loi (:2) est ume 1lc¢i de Lie, nous allons voiz
q:ae {compte tenu‘ dée (ii)) cela signifie précisément cu'on a (iii)..
Tout d'abord, on a
To,%),(2,5)] = ([s,al+ Dfs ~ D2s + X(X,%),[5,8)) =0

(puisque X est alternde), reste & examiner 1'identité de Jooodi,
Or on a E:(a Z) 4 (b, 0)] .(B,Z)] =
-([[a i, cl+ﬁ) b o] ﬁ)za,o]-!-[x(x 1) é]-#-l)'[-x ]c -Dé(\ja,b]) -

~ DIDJODIDa-DIR(X, ¥)+K( [K,¥1,2) , [, 1 ,7] )
L'identité de Jacobi signiﬁo gue ls somre des permulés circu=-
laires dn deuxidme membre est nmile, Or, d’aprés 1'identité de

Jacobi dans Qo ot ?, <1ea‘.'aommoa Z[[:a,b],;l et Z[[;,I],Z]

T ——
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sont nulles, il reste dome & exprimer la aullité de la somme
suivante Z + 22 * Zz dans 0(,,, ol les &; sont explicibes
ci-degsons,

Z, =C oy v,0] = 2 [Bgese] - sztb-b]’ |
D&ns le deuxidwe memdre, on pevt rouplaser la premidye gorme
par Z_ED}_a.’o] la deuxidme somme par Z[a,ngj il s'ensuit que-
Zl est mul puisque on a D} [é,'r?] []5 a.,bj @,D‘é} en vertu
de (1)
2, =- 2 I3K(X,Y) + 2 E([X,7],2) = -ax(z,7,2)
2 ; = 2[xlx, 2),0] +ZD'[I’,30 - 20010 + 2 Data
Les deux . derniers termes du deuxidme nembre g'écrivent respece
tivensent -ZDID.;O et +ZD!D'io, de sorte gu'il vient
2., = (ad(Kiz,Y) = (BpoE] = Ppy ) @ = © on vertn de (11).
L'identité de Iacobi pour P se ‘wéduib donec A la wslation
-Z = AK(X,Y,%) = 0- ce qui achdve la démonstraticn, On g °
prouvé en particulier le

THEORIZE 2 - Soit K la forme courbure d'une Wwomexion

8ur une G~aledbre de sie OL - » 2alore om a 1l'Tdentité de Bianchi
€ = 0, i.es o0 3 . : '
(23) & [, &(%,2)] -2 E([X,7],2) =0 (x,%,2¢7)

De plus 1o lemme cli~dessus montre cue 1'Identité de Bianchi
est la seule relation mon triviale vérifiée par le tenseur cour-

bure d'ume ocmnexion srbitrairze,

Remarous - L'identité de Blanchi est emccre vraie si D est

une %-dérivation (et non nécessairement une 2?/--oonne:zion). Poux
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le voir, il suffit de faire abstraocbtion deé streetures de
A-module, et faire opérar-g ,aL trivialement dane 1'anneam
d"opérateurﬁ k, puis appliquer 1'identité de Bianchi en rem=
plagant A par k., iais em faib, bn a va que dans l'idont;ite en
question (touj; oomue dans le th.l), il n'y a pas plus de A,
9~a1gébree etc, que de Tohqlni, ot gufon ﬁent sizplement d¥gE~
primer ie comdition pour cu'une application bilindaire E(X,Y)
d’une algebre de_ma dang une aubtre définisse une extension
d’algdbres de Lie grace & (22) ‘3 ¢a doit 8Lre un "cocycle™
alterné coume chacun sait, et satisfaire (ii). Ca aura pout
8tre été f2it dans le mulbiplodogue homologigue (oh em anxrait
alors avantage ée ne pas se borner de prime aboxd aum cas ol le
noyau 020 de 1'extension est abélien), ainsi gue le th.l,

' Exercice 1 - lontrer que la donnée sur un enssuble ‘?g'
d'une gbruecturs de Qalgbb_re de Lie sur &L vevient & la doanée
' suw U}/de:a) une structure de k-algébre de Lie D) ume struoturé
de s~poduls compatible avec la structure de k-module ¢} une
dérivation f-—-—‘-)&g,f de 4 dans le dual 1}' dn s-module %, avac

les aziomes sulvants § -

(1) [x,27] = 2fx,Y] +(x,a.? £\Y  {f€a, LYE y)

(i1) L'opérateur 4 défini sur cA(U}) % 1'aijde de la formule (17)
(o on fait Dxf =<I,d.0}ﬂ ast de carré nul, ou enoore 1’appli-

eation s-linéaire naturelle de S}{i) dans cﬁﬁg,) ésfinie pax
1%application s-lindaize (2(4) __7‘%;' déduite de By goicis

aux opérateunrs d.
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ixercice &i Soib '\yune 9’-algébre de Lie sur 4, M un A~
module, lontrer que 8i q’s une base finie sur A, la donnée d'une

w-connexion D gur ¥ est éguivalente & la Gonnde G'une applica-
tion k-linéaive D : M saaM@A %" telle que D{fm) = f() + mGAdf
(E&h, meM), ol est 1'élément de UL® défini par '
iyt y = 9X(ff, (voir exercice 1) 3 alors m est invariont par la
?-oozmexion gl et seulement si D(m) = 0. Yonbrer que (sans hypo= .
thése sur Z} j une appiication D H——)H@A %" comme Ci-dessus
définit une ?«-co’nnexion sur A,
sixercice 3. (Images réoiprogues de fibrés), Soit ‘f“ A —>B
un homomorphisme de k-algébres, Pour tovt A-modulé M, soit
Wit = B@AM le B-modunle déduit de M par extension des sealaires &
% : ,
a) Déﬁmr un B-homomorphisme ecanonioue q& de U (B) dans
HomA(-Qlla),B), done dans‘”g«(a) sl ..(21(11) adnet une base PLinie :
gur A, ce ¢ue nmous supposerons dorénavant pour simplifier,
b) Mombrer gue pour toube commexion D sur le A-module M, défini
{exex £) par une appl‘ication D ': _M = aA:).l(A), il existe une
application unigue o 3 }&-—)‘1"}& @B.(ZI(B) ayant la propridéié envi-
gagée dans exercice 2 (et définissant done une connexion sur ‘PLE),
telie que le diagramme "
x> M@A.O.l(n)\l/
B —9?}533_0.1(3) |
soit eommubatif, :-ontrer.q’a.e 1'application canonigue GA(%(A),':‘:)

CB(WB) ) acdvite de 1'application camonigue
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G‘(g,(jx),ﬂ)«—-—y GB&%(‘&_};(?M) ;.:e'b des a;gplicafions canoniques
¥ —pCu et y.(B) ——?‘PI;Z(Q. est 4compatib'lo avec les opéra‘eeurs
i‘déi‘inia par les eonnexit'or_u mv;aagées. et. cue L'appliéétion '
canonigue GA‘y(“ ,LA(:&))-'-—'-? cB( (B),‘QIB(‘f'M)) définie de fagon
analogue (grfioe & 1'application LA(LQ)-—-;-‘? Iﬁ(‘PM)) tranafo;m
forme courbure en forme courbure, ,
o) Soit lg un Pibré infimitésimal sur &, Définir wne appliocation
B-linéaixre oanéniqua u de ‘P?}dans HomA;LO}(A),B)'= ‘?y (a), soit
Wle souB-B-niofule de QP? x\y(B) formé des couples (X,%Z) tels
gue uX =LT>(2;), (cfe 2) pour_la dafinition ds T.P), "es’a wme
extension de g(B) par ‘{)go, o lg’d eat le noyaﬁ ‘de gf + Yontwer
cu’on peut netitre 6’une seule fagonm sur gtme structure o fie
bré infinitésimal sur B, de tellq faqu_: que pour toute connexion
guxr }., identifiant le A-moduley»é. goxg(a) done ?“é
“Pgox {8), la loi de Lie dans ce dertier soit ¢ouné pax 1la
formule (z:), ol (P%) est muni de la loi de B-zlgdbre de Die
prolongeant celle ﬁe‘?’o
dans b) de la connexion sur go assosiée & la connexion domnée,
et ol liapplieation B-bilinéaire altegnéo K de Jg(B)x WJB)

. dans ‘P% est celle déduite de la forme céurbure de la connexion

» et de 1a connexion déduite conmue

dommées (Le rédacteur a visiblement la flemme de cherchsr nue

. caractérisation plus Jolis), dombrer gue ?y—eet un foncteur engZ,
compatible avec les produwits, .

d) En se servanb de ¢), réﬁmner les énoncés de bl_en ¥ rempla-~

gant les connexions par des ?monnexions,et des g -Connexions,

-,
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7 « Différentiabions absolue, ,

_ DASINITION 6 - On appolle difféventiation absolue sui la
aQV-alggbre A ume coznnexion {déf,2) sur la module '#(A) vd.ual de
ol 1S O

Cfect done par @éfinition la donnée, pour Gous X& U (4),

d'une X-dérivation Dy de \94’5), dépendant A-~linéal rerent de X g
(24) D (£7) = £ .7 + Gx(frx Bk =0, X (x,n’-W;m,fem
Conforméuent & déf.4, il y a lieu de considérer les prolon~
gements canonigues de las comnexion D aux divers eapaces tensoriels
congtruits suxr 19,(11), prolongcmente encore notés D, Um se rappels
lera que D,f = (91f 8i £& 4, 8m partioulier LA(g(u) J) = g(np
est muni d'une comnexiom D, dome dans le cas ol ﬂl(k) a une
base finie sur A (et s’identifie par suite au module dual de son
dual l(f}(is)) .O.l(k) eat avsel muni d’une coz.uexion D, (N.B, 11 |
gerait peubt-etre plus indicué de definir ume différomblation
absolue opmme vne cormexion sux -Q.l(ii), d'olr on déduit- alors une
connexion ewr som dual V[ (&), alors que 1’'inverse n'ect pas
tounjours vrai, Mais alcrs 18 définitlen "niturelle™ de la cours~
bure de D différe par ume transposition et le signe de la cour-
bure usuelle), dAlora on a nma connoxion sur 1lTalgdbre
_T(b}(ﬂ) - _Q. {£)) des "tensceurs mixbes" de A (algdbre temsoriells
de U}(L) + .Q.l(.;)) compat:lbla avec les opérations de conbraoction
ete, Im vertu du n°b, #i ¥ est un s-wodule pour lequeld on a pu
définir le prolongement uanoniqv.e de D (par excuple le A-module
des tenseurs mixtes) om définit un opérateur d de différentiation
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_suivant les conventiong générales i'algdbre tensor@ille (voir

- 5 - : - B%T0

- extérioure & (de Ourzd en gén‘éral aca nul si D a'est pas &
courbure nuile) de degré 1 dens O, Qfs) = A(g,(a),i{), -

par la fo mule

ol Dm é:é&@ Q.I(A) est l’éltmont de ce produit tensoriel COTEEH=
pondant & 1l'application linégire X—>Dym de y(n) da.ns s
vuand M n'est pas explih]!,td 8 1'avance et quand PEUA A.QP_(A) _

est domné, il y a ume mitﬁité gur le aené de dF, dont ls = ;‘\:

signification osh &1&##@1}6 suivant que P est regarié commd .

‘oi-dessus corme wme p~forme & vaeleurs dand i, oD Comme DO

O-forme & valeurs dans I = MEA o (o) (om quol«ine A-mofm-le.

plus grani}e & moins cue le oontexte n'indlque clairement la
gignification de cs2 ﬁgﬁboié 13 favfdra prendre soin de 1Tez-
pliguer chagus foid, (On peut songer & mettze en exposank
(d(P’), g'il § a lieu, ls dogré extérienr de oe cu’on éif.ce.cen-'

tie, mais on est baisé guand 8 e si on veut dsriver wme foxie

NoR houozdNe.es )« Le wédastenr ajoute cu’il ignore absolumend

le degré d'utiliteé de ceﬁ:i opération Rpydride d, 8l el Bourbakl
ge doit d'en cGodifisr la motation, |

Rappelons {déf.5) que la forme oourburg de la diffsérontia-

tion abeolue D est \me'appl_id‘ation s=bilinéaire allernée K de
(A)xtg(n) dans 3‘3‘?“‘}4 (4)) defini par

(28) K(%,Y) = [y, 9] = - D13, 1] (%,1¢€ %A))
83 ﬂl(n) adret uvne baes finie sur i, X sera aussl idenbifié,

g " i - . =N o ) LTS 3
e e PSS g s . > A S Y 4 s, MR O —
R R e e " o R o LS e - USSR G O T TR PRt ch v ' "5 T & LS Pty =
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complément s tensoriels) & m dlénant de (W(A) @A-@'(A_))Q Q—-(A},
is0s uNe i~fomme 3 valeurs dans ?}(419 o (£} Ta proposition
6 donne la régle DOGT détaminer les formes courbu:ces ies con=-

pezions Erelk mgcmenta omoniqnee de 1y s
 DEFTHITION 7 = Soig D Ee différentiation abeolus sgur i,

. On appelle fozme &6, ta;eg,___ fou simplsuent torsiom) de T,

1‘appiioabion A-bilinéaige utegée T de «61 {A)x %a) dana
4) déFinie par 3 : LS

(Z6) ?{X,¥) _nxr »!x Lx.zg (x,réy&a))
Il st évident swr ia formule gue T est biam k-biliﬁé_a;ire

altemee en £,Y, i1 suffit de verifiex qu'eilo est A-linéaire S
en X, or on a en sffeb T(ﬂ,!):fﬂxf-oinlb-ﬁrtf)x-tix ;]-;-F!(f)x,.

N ":7:‘.' LaL %

gexra angsl considéré cemc BA tensenr éléz ent de lg,(.u@ .O.‘?(A).

S50i% ¥ un A-(‘.’.Od'ﬂl& po'a.r leguel on puigse deéfinir le prolom= '
' M
gement canonigue de la connexicm donnée, on désigne par Kk 1la

formeé courbure de oe prolmge@ent (cui' s'ezprims doxc facileuent

.,',-f‘

en fonotion de la foma oom'bura K de D), Comue m ——3Dm est wwe
application A-—l:.néairtd& 3 dens I’h(g(“ »') st que D se prolonge | :
aunssi canoniqu@azenﬁ aﬁ-ﬁéﬁbdﬁle Iq,(?(h),,i;),_ on peut amssi d6finir
| o) 3, ) 00) =

=1 (13(3),‘}(11) 34) 5 adpsl p'ou: 7 411, D eat vne application‘_h_-"i' .
bilingaire Ge g(n)x %(4) dane ¥, o on s i
Dom{X,Y) = (D(ﬂm))(X)(!’) =D ((Dn)('I))'O(DﬂiD I} = DyDgm 133 Ym |
En général, Dim{X,¥) n'ea‘b paa ay 6trigne en X,¥, et on a de
faqon préoise DDm(I,Y)-.DDm{! X) = (-Dxli-i)!ux)n - DDXI 5 l‘x

- o 4 PR I . 4- K= ~ Sl
KT SRl L s SN i B * 89 T Sl B welss 513 Dyt
WAL AT QTR = R F AT 3L ST F‘»\ . . " o< v
e S R A L TR TR T : > s o qn T b
. e A - i loae oS e R S R . -~ ¥ >4 o — - sl ML
Fos = LA B A 2t T ] - ke - . . et
el - L ® N Dt e T s . T e e -y < el T i B e D i i S

1'application m~>Dbm de M Gans &y




i Bk : Aa°% 70

Or de '(Ls) on tir‘c !-Dxl X, ) + Lx lj dfol on oonclut
tensnt compbte gue (DXDI Dby ~ DEI f_])“ = X’ (1 Tr ¢
(7) ~ DDm(Z, I) - DBn(I,x! =IM(1,Y).M - Dpg,¥)® (A.Yégm),

| | m& )
Ainsi, l'antismétriséql Ge 1a fo:me DBm{X,Y) s'exprime simplo
‘ment en fonctiom de Ia "éoﬁrbnro et de la borsion clevla. connd.-
wion D & 'particulm, fn_i % =2, on ovtient {puisque = 0) '
{7 vis) DDE(X,X) = an(!,x) = ZDT(X I)
Gone DD:E(X,Y) ect Bmét:cj_.gga sn X, pour toute fei i eb

gedenent si la -to:ns:lon !*eaﬁ nulle 3 ot pouw gu'on'ait on plus ¥
. DDZ(Z,Y) syzébricue an I,!‘ pouzx tout %€ y(ﬁ.}, 11 faub e §3

guffit que de plus la cour‘bnre X de n aoit nulle. :
Houvs allons maintenmf: exptiner 1'identité de Bia-nohz

- {th.2) & 1'azide de 1a t'orsiem On a (les slgnesz signifiant

des sommatiqng sur le'a-p'ez;;m‘béa ciyveulalres de X,Y,74) 'z -

(B, (T,2) = ZDxtx(r.zn = 2 E(0,7,5) » S X(Xeya)

La premlei"e sonu_o an aeoon& membre sot ¢gale A ZK([&,Y} yZ) em

vertu de Bi.mohi, la dernisre peud augid g écrire

- ZK(Z D !) =z -ZI(-DII,Z), 10 dguxiduo meunbre est done
égal &ZK(EI,I_] ~ DR BX 7)), atoh .

(28) (24 (T, -«-mex.n, {842 (x Y% € YAa))
(dcuxidms J.dentité de M__) Dotons ‘ausst la Tormule Fuie
vanbe (premidre idmtité de Bianchi) :

(29)  K(X,Y)(%) —u(,;,ztz; | SoRE .uéﬂm))

ol dams le deuxidne meﬂbﬁl on prend la Q.iii’éxentielle el é-

.-1,..

= smlilalM,



. f... SO ‘ ‘ nes Y0
»leuye de T oonsméréa comng ~-foxme & valeurs dams g (i)e Bm
ei‘fet, ie premiexr mmbre est par cléﬁnition
‘Z‘DXDI“" SDYDLZ ZDB ﬂz' or la Geuzidme somme peut aussd :
gtécrire ~ ZD)!:DZI et la troigitme = ZBE Z}X de sorte gqulonm "
obbient 2 (Dg(D 5-Dp%) = n[z,'z_'}x’ ZAn (2(T,%)) + Dl [T, 2]) =

“2g 8 = 2Aagln(T,a)) + 2Ux, ma +§ {r,41), Tenent
compte de Ll'identité de Jaseobi, on’ “gbbient enfin

ZQX(T(I,Z))- +ZI(I, ['I,Z]g)., 1,04 1o douwidume uembre de (29), e
Cornmexion affine gsaooiée & une différentiabion gbsolue.

. R0it X wm a-wodule, on appelle connsxion affine sur ¥ wae con—

nexion dzns la e-algﬁbro de Iie OZL‘L) des dérivations arﬁnea :
¢ ¥ (n°}, s;-;émple 5)s Par.,aéﬁnition, une connexion affine ser

M ent L'OJ].O. donnée par wn couple (D, W) 'a"une ¢onnexiocn gur M et '
d'une appiication s-lindaire fo %(n; dans ¥ (un tel couple Gox=
regpondant A l'appuoation -—?'((D sef X)) ,X) ds zg,(n) dans

GUiE) }e T courbure d*une telle conmeEion aL..me awbh donnée pax
(50) K'(X,Y) = (K(XT),2MX,7)) e
ol K(X, Y) esh la courbure de 1u coarexion D et ol T(X,'Sf) esb donxu
par

(8)  7(%,%) = D7) = n,m(x) -l [5Y]) = (e tz,Y

comne le monbre un oalon! imuédiate Si maintonent i % et si on
glest donnée ume aiﬂérmtiation absolue dans n, i, e ume oonne-

xion'D dans l? , on appene gonnexion §7¢ine assooide & la dif:.féu,-:;

rentReblon absoluve D, 1a comuexion afvine (D) dans %, ol

w(X) = X, Sa sourbure * & pouz composuabes la conrbure e la

v

~ - . £ :
‘ B P 5% 3 - -
, et ey YIS Ny » ?
> 5 L em, s s i ) Lo = ‘ ;

= \ X vt R B 1 o = . e i
e 3 2T il 3 = A e < ) i : s

> ~7 SV d o7 —da Sy ) "X N T I X .. - * WS i~3 e ¥ o LIRS
o / R, D e = S LSO SR 2T e e 4 - ¥~ e TS LA
o ¢ P s TP Rt i P Ee 25l hA® T3 g Mo B ISR J N § Sy e B i O R av s




‘ b= TR . n°: %0
torsion de la coxin'exian Dy Zorivent 1'identité ¢e Biasnchi pour
1s connexion a.fﬁnav.('.'ﬂ, M,on retron'v\e ies J‘SoAm‘aJ.es {=z8) ot :
(29)u ' '

8 - w_gontiation_ g; golue définie par wne métrig_ﬁ_g..
Soit ..inn k-:;aoduh. guno forme A-bilinéa.—irq syuébricue .

sur ¥, faisaub dome de ﬁ_'m A=nodule métricue, Une oommexien .
gur ¥ est dite pgbrigue ®i elle iovarie g, is0s 51 0D a
(3z) ~ B.altz) = atnx!.z) + gl Y,D,2)

THEORZIE 3 - Soit 8 ane forme bilinéalre Bmu briove guy ‘
lg(n)x‘?(u), déi’iniaaant m isomorphisme ie y(.u) gor le modulc :
u.nal. Supposons cge & ___y:f inve;es:.ble deng A, hlors 41 emiste A

~ Ime dzf‘féren’oiauion gbsolus D ot une seule sur A, guk doib ume -
. gamnexion mébrique @s t.o:g gions flle est carsptérigée pawrz 1a

formule \
(33) glby¥,2) = g(@,’f] Z) - g(B ] X)+g([ Z] %) :
+88l%, 204022, 0) -G a(n,Y)  (E,%5 C‘%{A”
Ltunicité vésultera évidesnent de (oé), qul Géternine em

effet gld I,a) pour tout 2 6'1}(“, done gui d¢teraine DX en
“vertu da l’hypothésc faite sur g, Pour prouve;. {32) pouzr toute

D nét:ique sans to"nion, fs6e une D sabisfed saub (32) e

(34) By - Dy = FI] (5,76 W)

on 'écrit les formules suiwvarbes {qui résultent alternativer,wnt

X
'-,L‘

d_e (22), (54), et des formules ¢ud &'én ddduisemt par permubade B

-

 tions cireuwlalwves)s ,
5(DIY.Z) = %‘(I’Z) - gl{Y,Dy%)




S 87 ~ S n‘;;:_?O
~g(¥,0.2) = -gl%, [x,z:}) - g(¥,0,%)
~8{¥,0,%) = = e(¥,X) + g(d,¥,x)

8l2,%,%) = el[5, %3} + alo.2,%)
- 8{Dgh,E) = Ooglz,%) = g(z,5.%)
~8{7,Dyk) = ~glZ, [i,;]) = BlZ,DX)

Ajoubant voubtes oes :Bom'miés mepbre & mewbre, on trouve {35)e | °
Pour prouver 1'existence de D, il suffit de prouver cue le delue

zidne wembre e (33) est’i&-linéaire sn 7 (oo omdl pernet de Qb= :
Zinizr un Dx!é‘%(a) pour x,!(- g}m pazr 1a formule (%)) et A~
linéaire on X (oe cui pzonve que 0xY esb n—lmem re en X}, enfin
que en y remplacant ¥ ps:r £Y, il est malviplis par £ ot a.ugmonﬁ
Qx(f)s(!f,a) {ce ¢ui prouve gue T —>D.y o5t uns x-aerivatiqn;_
Le détail deg calonla*(‘oﬁte’nns em copiant dw zapgort Bozel) est
laissé au 1ectenr, d'sﬂm plus cve Bom*bqki a'amplc.sﬁera. {&
toxrt) Ge vider 1le prumt NV r0e
Excreices Soit # um i-module wumi ('ume fomue. A-b;lzneaLre_i
pyaétrigue g, Soib xé'}(n), une a-dsrivation de I ogh dite .58
méjbrigue #i elle inyazie g S01it _Dg(.a) le . sous-onpemble du zzzoduie;-'_
| D) é.ea dcrivebions 1‘6.9,1\& '(-n‘l, exemple &) foxmé dea dérivaﬁidng
nétriques, wontrer qus 0"36‘[‘-.'0110 goue~ O-algbvre de bie de D{¥)e ;
Te8 conNoxine mé‘bri‘uuéa gur ¥ glidentiPient aux comnexions de Ia._
3-algé'bre de Lile D (lﬁ). Ie noyau Ge D (“f) est le modula des

endomorphisnes an‘cihemitipna de 5 - Géné:ealiaer cos profondes

b o

 romargues au oos ob g mleat plus néocseairsrent synébrigue,
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é 3 - Qp_&toura dﬂf&rmtiola
1 - Définition ded opérafieurs ;‘rﬁi.i’fé.rentiele.-_
DAFIRITION 1. m-ﬁ eb ¥ deux a~mofulos. Pour tout en-
Giex X220, on définil lcs opérateurs différentiels d'ordzre L k

de i dans B, de la fagom g‘ui guit.

(i) povxr k = 0, os_sont les applioatbiond A-llnéa:l.res de M Gsns 3
(14) Z Pour k>0, une ml&cgtion Dde M dews F ogb vn opérabens

différentiol dlozdre LK, ai olle esh zf}-linéaz'e, et oi _poux

4 bout £&4, l'applicablon m--ayn(fm)-ﬂ)(m) ge M da.ns B ost va

opérateur différenbisld d"oﬁ.z‘e < k-1,

I'ensemble des opérateurs différentlels dfovive &Lk de M
it s dang K sera noté D (”I,JS) oz, ™41 y a lism, B (.u,!i) ou u/k(’m
(caxr on fera attention que la strusture de ,gv-algrsure de A
mtervient dans la défim.tion 1), On voit immédistement que
- Dk(é:"z,ﬂ) < Dk'(IvE,N) g1 X<ok? (véourrence sur k, 1’;Esertion dtant

2

triviale pour k =0}, On appelle opérateur @ifféremiiel do &

‘dans B une applloatiotb de ¥ dane ¥ spparbenant A. 1'un des
D (u,ﬁ) $ e plue pet.i.t des entiera k Lels gue Dénkm,m oat
appelé 1'ezdve de l'omatou di;fférazrbiol Do Adnsl D est wn
opérateur d.ifférontiol-d‘;'ordre <k 8l ot qouleuan‘c gtil ea-h' un
opérateur différentiel @Jozdre 4k, o Hourbaki briomphe, ’ |
S4 W ¢st mn sont-modulo d'un A-nrodule 31’ ¥ un module quo-,
tient dwm u-n.odule Ml, » uo applica.‘baon de M dans W, &* 1'apali- :
cablion oorreapondantc ﬁo lﬁl dens Bqy alors D esh un opérateur

aifférentiel atordre Lk &i ot soulsment sl D! 1'est, Une

ST AP i &




¥ - 59 < e o (08
application k-linéaize D d'mo sosime directa Z i Gens un proe-
duit direet l"]ﬁ ost un opérateur ﬁ.ifférentiel dtordve ¢ k 8i

at seulement si lea spplioskiona torzesponiantes i —> N 3 le

‘sont. La gomme de deoux opémtenra différentiels d'orive £ k en

~est un, {Les aémonabutiona aom; immédintes par xéourzence sur k).

.-

P‘?OPO.:ITI(W X = Soient M ll' P Grois u-modulee. D {renmp, D?)

opérateny dlfféren'bi*el "oﬁreﬁk {retpe £k*) do ¥ dans W

(resp. dg ¥ dans P). g.llog 3'3 est un opérateuy différentiel®

@lordre L ktk! de i &g g P, | - : ‘
Soit f&i, et poaona' Mfm‘) = {n) =B(m), D*{2n)-20"(n)=L"{n)

{done & 3 M—>>H ot &* 3 3-—:9? sont des opératenrs différentiels g

d*ordre Sk (resp. dYoxd ze £k?}j. On a alors 2

~ (ﬂ’J)(fm)-f{D'D)(ﬁ") =D'(ﬂ(n))+D’II-(m))-fD‘D(m) = LY (D{m) )42 (5(m))

Dr 1a prop.’f.; S eat trl:ﬂalo gl k¥ = k* = 0, supposons la prouvée.
pour des coupled: d’enbiers ‘dont la somue est {n (ol & ost m entier

>0) prouvons-id pour.nn oouple i’entiors (K, k’f ée gomme mny 11

faut -done prouver que da.nn Ge cae le pr\,mer memure de la formule

01~des"'ax3 est un dpérateny d.i.ffézanuiel d%ordre /.m-k'-—l or .cela
ge voit imedzate&nent Bur ohmun dea c“evx texries an eecond cerbre,
ce gui prouve la prop.l par Té0urrence Hur lc-rlr’

GORCILAIRSE - Soit D w&r&teu différontiel a Tozds 343:: de M ‘
dene N, s0it pove boud i’éh ﬁ) (rae?. Df) 1'application do d.mﬂ

-~

¥ déFfinie par | By .
§1) @) {a) = ftmnn' - Tesp. (D) (m) = {fa) (2€h, mew)
Alora £D et 0f sont ddeoua dii’f‘rentiols d?ordre £k,

% -ty + el E - . .
Sy & P b - oA . : o y .“g
Ao~ » . . . . .
ha vt e, : : : r- Ve ORI

FITON TSy > e . R o E s e
. i At PR DY e R (R Y g
- TS e U S sy Lt Al RN S L . RN v = Ao RS D A R . T

Y,



- D®(,4) comue wn s-medule sans aubre spéeification, il dera

"

Aol

I1 auf®it de remqua:s gue 3 = PID, DL = DRgy oh I’f dégi-

gne 1'ayplicabion s-linéaire ie i dang ¥, ou de P daus P, défi-
nie par I’fz fx s on appllq,uo la prop, 1 aves k= 0 reap.
X' =04 e

hingi, ies opémnong D10 ot DI (pour £gh) aéfi-
nisccnt Dk(M,ﬁ) comge uh&__;_m dule sur &, Cuand on comgidize

sous-enbendu qu'il s'a.git;_-de‘ sa sbructure défimle per les mul-
tiplicabeurs 2 gauehe, déﬁ‘k ies homothéties sont les D —=fD,

0n fera sbtienbion qu‘en giu:cal, si k 20, la compesitbion des '
opérateurs différentiols. n'est bilindaive pouy sucime &aa de'ax |
structures de A-mofiule anviaagées (& gaucho, ou 2 droite) j

on 8 les Zormules évltl'éﬂ'he'_:a f'z

(z) (@05 =200) , D1D2) = (D)2, (B'2)D = 57(20)

2ais en géndral 1les deux m&nb re8 e 1 aemxére for .,ule gont -

" différents de (D'D)E oF 66 £{b1D),

& ~ L'alzabre Pt(kl ot 186 modules Pk(.m).

Ba pelons cu'ume ggg z_g avguantée sur L esb une A-algdbre
B, muni &Tun houomozph:[m de A-algsbres B 3k, {(appeise 1'_35--

mentation, et noté &). Be noyaw de & est apralé 1'iddal d'ang- -
mentatien, ot nobé par 1a suibe I(B), B est dite dlozize Lk ol i
1(B)® = 0, 1%orave da B et le plus petil entier k agant cebbe

propriété (ow 1%infini, si aucun tel entier n'oxishbe)}, Ua.
modnlo a.m enté P mgg 3 A~z lgé’oro sugmentée B est Formé d~'ub', 4
gouple (P,¥) d'wa B-module 2, aven u-module My entin dfune



: vél - ne270
application P ««}iﬂ' (a.jpo’iéc" ereore 1'angmentabion et notge €),
surjective e telle gv.e é NPX) = £(F) E{X) pour B‘é-B,Xe imfing
#l By ob :Ba sont dsux A-‘a&géhv'ea avgmenlides, on apreile homouor.-
phim,e dlaledbmep am de 131 dons Bt oa hamo:aomhiane de

A-algdbres de By dans Bz gni conzube awx augnentabions, ou ce
qui reviemt au néme, oqui apphque 1{B) cdns I{C),

=
X
-
—‘

DEFPIHITION =2 - Scit .& Ise x:--algébre comutatzve. COnsidérm‘b

F s

A %_A CONME VHE A=)
T{g@n) = {fg)R8, et mgg;_ ag~ie ds 1'anzmentation définie&
E{2@g) = fg, aoit 8 | mal de 1lauwgmentabion. Soit ¥ un egticg

¥
9

>0, On appelle algébro des paxties prineipales d%oxdire k de 1a.;

,,&-—algébrs Ly, et on notg ?{n {i) om 1e eas éckésnt %(u), da

f-c.lgeb:ee Bugronuée AMIMI. Pouzr ‘bovte £&L, on atpalle
partie prinecipale d'oxdre k de £, gt on note d(k)f on ie cas

éc,néanu dj‘)i’ l’imago c&onigue de 1822 dans i’glgdbre Pu"(A)

ba terminologie a&cptée s8¢ juptifie du fait gue P ”(k) {A) etrb

bien, em tent qu alg&bre augnen’o(e, Toxdze £k (¢t méne a'oxdro k
dsns les cas les pl‘ﬂfl inyor‘ban»a, ainel gue mous le verwons pak :
1z enibe). \_"

DIFIRITION 3 = §__§_ H . module sur la k-___g_ébz'a Ay conriné..
zoms i @1 comne un module sur la A-algdbre A %A i conaiuérée

dang 467,2) paz 1a formule (£2g)« (b @Pe) = (in} @{ga) (&’m} ne

shzueture sous jacente o hemodule, d¢finie aumel par *‘"—?‘5

3 -
xS

2(a@u) = (£n)Sn)s MA ,ﬁf‘q de 1’awtat:on 8, valeugj“"
dang le A-peodule i, zmg gar &(f®n) = fn, falsant de A%A




- est Gang le A-module em q‘aestion. Or om aura par bkypothdse g

A

e ' RPETO
wm motule augwenté gur I‘a{._ifglgébre suguentée 1By 4. 20it k mu
entiar >0. On appellie miﬂo des parties principales d%cyxire &k

de U ot oz note P(k, (), gg::lo oas éohcent }.’“"({) on P(I kl)g A) ,
le guotient A&JL/IBJ' (A%M) (eh T st 1f1d6al d'augnemtati

ds & %A}, gonsidéré oomme wn rodule sugmenté sur 1'algdore
augmentée P‘k) (a), gﬁco D. l’auggentation ”P(k) (#) X Gaéduite par
pagsage au guobienty de llammtation envisanée sur A&k? ¢
Four touf mé:ﬁ on aggelle partie prinoipale dTowxlve k &e n

et on note d(k’m (om &‘f’n ou a‘&,g) 1lipage gononigue 46 _' :
I®m dsns le wodule P‘k’&ﬂ)
I1 résulte aueaitot-,des définitions cue -

(5) a¥(ze) = ckrid¥e = 6EA = N (hetqza60)
(4) « a¥(om) = (a¥2)(a%m) {2é4, ey
(5) Efi%) =m en-»paz'momez sla¥s) =2 (né&y, &L

Bien enbendu, il ne f&mrz pa.a cron’e Gue 1'1’:~11cat*on

i¥ 3 4 »qp(k) {4) Boit A—-linéazre fee gui implicuerait

kf = (f.l) =2 f.dhl. =T, ce qui ne pewt ee produlee que Bi- |

I = Ik'*'l a%ou P(k’ (L) - P(O’(n) = iy cas gui s-mqne a2y ntuﬁt). j
LEMNE 3 - L'idég I ae 1'au,menta.tion de A%A esh le

s -module engendré pg 168 élements de lg forse £®1 ~ 1V

(£&4), clest oono anssi, 3.'1&69.1 enpendré par legdilis éléu enu_&

11 suffit de rontrer gue tout ¢lément x = =2.f;@g dans 1
Zfigl =0 d%on Ztigiﬁl =0 dlod
x = Z(f &gy - (fg_giwz) —Zfﬂl@gl - g3 ®1) ce qud ucmontre

) SR R R T T G S Ay - -1t i o
v r . - W7




~(f1...., k-l-lé“' mé-J)a Posons your aoréger 2-(£1,...,fk+1), b

-
~
=3
gt
<

- pour toule partie H d:o ‘L‘mseuble [_i k+:g det enbiere®
'1,...,3:1-1, 80i%

- v--i."‘-'-'sﬁ- : n°:70
notre aa'sertﬁn. = :
TRE.ORﬂIuE L -~ Seient M¥ deux Asmodules, k un enbior >0,
4lors I'Gmlioation n--}n od(k) gab wm isomorphim..e da n.-moaniea

de &, ("{K)(l) , B} sur Dk‘ag,i). e :
ge théordme oamttrim done 1e coupls du A-wmodvle B(k)("’)

st de 1’application a“" = 8 E-—?P‘k)(*‘) comre solubicm d'un prc-

bléme unmivorsel cue 1e Iecfou.. se ferp ta plaisir de foruulers :
Démounstration du-th‘_eﬁm I, & priori, dlapplication emvi..aaa-;
gés ast ane applicu-‘bi:oi-&b L (P(k)(iﬁj,ﬂ) daas L (}&,N), ‘vide:aﬁc}l‘é
A~iinéaire {guand om .uet m % (.L,E ] la. structure de A-module d.6~
finie paz (£D) (1) = t.;)(n}), eb de plo.s 1njnot1're, oar il esk , ',.\Li
elair par oonatructign gls P‘ ) {#) est engeniré, om tant uue ‘
semodule, par l'ansamblo a(k)(i) {puiajue le A-moﬁule L&l est
engendié par l'maemblo hs 1@m, n €d)a 211 reste & prouver cue

i’ioage cab forude oz-aotmon‘b des opéreteurs différentiels d'or-»»

dve £ke O, pour ou’una applioa’clon&-linéaue D de ¥ dans

‘soif de la Lorvme @ oa('k) 11 faut et 1l suffit memifectonent guo

J.’apphoation k-lo'néairo .D' K] A%& ~>0 gui s'en deéduvit par la
formule DY (f@m) = £0(m) (.'l.aquelle DY o8t dtsilleurs auboniti-
quenent u.-ln.aéalro), a'ammia gur IMl(A%--), ou encore, em
vextu du leume 1, s'sanule m les ¢lémentas do la fone

(f‘I (fy®1 - 3.911)) (1@n) : 3

il e ST

L ==" 12 } 17é1léuent envisegé ei~dessue

ok




rateur uifférentiel dlordre <k,

;:'- “ e ; lPE:?‘O
sTéorit aussl Z_. (-sl)h fh@fnm, (o b désigne le nombre

HEA
. @'éléments de H), et h condition envisagée sur D (8&?011' que

D* glaynule suxr 186 é‘ltnonta en caeation) g%éorit 1

(6) e -1)‘fcnn{tlm) =0
) ;
(fl'“"fhl-l) = 2 ‘fi €4} ot bout meil, Do ‘bh.

pour bHoube il
1 sera done.une conséqws du

Lali's 2 ~ Sodt B me g@l.ioa‘bion k-lindaive ¢'un .A-:xnodule
¥ dans un aut;-e e I'oﬁ.t g D soit un opgrauev.r di:fférentie;

dforire £k, 11 faub eb Q ei!ffit gu'lon ait (6), wuels cwe

goient n&d et la suitg ﬁ:(fl,.... k:+l’ fe (k+l) élémente ia n. e

La démonsiratlon so fo:ta par réeurrence say k l'asse-r-
tion étamt trivisle si h-;Q. ‘Supposons la prouvée pour lés

k' <Lk, prouvone la pbnr"k.'"i)'apr‘és la 861,32, 31 Zaut éoriwe

~qua pour btoule fk_ﬂéa,‘ ~Af1-'a.pulication k-lindairs

m-—;pbfkﬂ(xfr) = DlE 11!5 kﬂ. D{m) eat un opérabeur diffé=
renbiel a*ordre 4.1:-1, co qui ’aprés ‘1'hypothége de réouxs
rence signifle ausal cus pOur tou‘o ayetaue i"—(i’l,...,fk) de,

k ¢léuents de_ i, ok Touk me.‘, on &

= (-1) Lo €8 um) =C, Or un ¢aloul zwédiat
"c}{:‘] Fpwte, i

~ wmontre que le premler membre osb, au signe prés, égal su Pre=~

mier membre de (G), LCE q‘n:l prouve le leme 29 8t pox I8 le th.l

COnOLIuL.m - I-'aggnoatlon o.(k) $ K -—}P“ﬂ{ M) est un Gné~

5 = Do u_g_iene oté;iaation ‘a.nivexselle de P J(k:) (n) et
(k) (), ou s De. Rotou gu Flexzes,

IDnna:I.a rédm aebubue, ce mméro aet isolé et ne
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‘servira vnére. Il n'a. 6t6 conservé gue pourxr inoiter o..rtalns 8
traduize les pier-rea daua le prégeat contexte §-le rédacteur est
persuadé que alest Ja sen!le faqon oui obliga 3 les dévigser agces

- pour les comprena*a. Tgu..m, rester dane le oadre éléuentaire -

gui lui ét‘ait asni@&, et C'a.illsh;rp brease par ls Gemps ;3 il -
a Tenonod d exariner ces questio, B ici), .
PROPOSITION & = Boim B e s-algdbre augneatée d'ordre
4’.1: & son homomorphumo at mentat&on. R{s,8) l’e.nsemble des -
homomorphisues (()do i k-gggbre 4 dags 1a keal gdbre B tols aue

@ire que Q provimt d’m mliaation A=l inéa.ire d- (k) (A.) dana

E(p s M(P‘k) (A),B} }_Mbla dee homemorphlsaes Y ie u-algd- /
bres auvgumentées &6 P(k’ (a) dms Be Alors l'applicatbion 2

"V »-?Lrvl(k, ogt une bi]oation fe 1‘(;-( )(l-) 4B} sar Rla,B).
Cette propoaition o&mc‘bériee la u-algébxe ausuantée E(k) ( )

d' oxdre Lk conwe uolution d'zm probléz:e &'applications univev'sal-‘

les dont 1'énoncé esh 1&1'86 au lecteur, qui tm uvera ausci 1121

mlee la v.riante moduléo d.e Gette proposition. 3

Démonstration, Il o_e_*b i_médiat cus lfapplicution enviéagée
est uvne injection du ,‘pmlgiofr; ensewble dang le scconds S0it alors
WER{L,B) un homombrz)hiﬂm de k'-algébres de s Cans B tel cue

, &&(’— 1, tout revidnb i pzonver quse .?’ provient d'wme applicas..
" tion A-lindaire yrae 2lE) ). dans B, cir Getbe dernidze s'ﬂbtient

a.lore nécegsairvement’ par ‘passage an cuoblent 2 parti:c de k-homo=
mcrphieme G A@Ea dm 3 de:tini par Yo ltDg)= 2 cp(g), ot comme:
o?eat 12 un hcmomor;hiam de s-algdbres aug.entées en vertu de 53'

1'hypothdse sur \?, *m ara. de ulwe de y& Ur, en verbu du th.l,
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B signifie ¢ue c'est mn o;pérateur différentiel dTozdre PR
0n le prouvera pa.r rtenu_gnee sur J."ecntier k, 1l'ascertion
étant triviale gl =0, Sitpposona doﬁo k>0,' et l'aasertion_
prouvée pour k'~ 1:. Hous d._-aivons montrer que pounr toube f&a,
1lopérateur Lplg) =‘(’(£8) - f(p(g) egt M opdrateur différen~
tiel d’oxdre 42-1, or om a\l»f(g) = ((?(f)-f.)(fz(g), ot conme

P(f) - :E e une augmln'baticn nulle dono est dans I(B), et due

: I(B)k‘ﬂ

de P(g) mol I(b)t, soit @'lg), Ox (@7 egt une représcutation
de k-algdbres de A clans 13 A-a.lgéors augrentdée B/I(B)k qui
est d'orirve gk~1, b £ = 1 § d'aprés 1'hypothdse de FEOUT=

rence ¢'est domc tm opératenr dif;.erem:iel dlorive k-1, il en

est donc de ~8me de-lf gui s obtient en le composant avee bme

application u-linééi're;' eqfd.
4 - Dé.L1n1tion dee Pm(m), ?ao(»).
PROPOSITICH 3 = Soxggt ¥ ma a-modmle, X, 2L deuz entiera

tels cue Oc'.k <£. ; gsta uR hogomorphlmne de A-mooules
unioue (?kf. t P (Ei) -—3@‘”(&) (k)

tel guesf E(dw’m) = &'~ m pour
tout m&i. Ceb homomgrphisme est surjectif, ob on o
PrhT) =@, ) @ g0 pour 7¢ 2001 2D,
Y AR) = EX) pour X €201) (), nfin on afxx =1, gt
l?k:ﬂ ‘Pﬁm Y Rour trois entiers 0 £k < lcm. : y

Cette proposition résulte aussdibt de la &éf.a, 1’app11-

oation '@, pest oclle obtea.uo em notant gque P( & () ef I “’('C’) ()
| gont tous les deux d.oa A—modulea guotients de i ,ﬁ\- -

G, son produit ka(s) ne dépend gus de la classe 2
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voit que lest& gonb deo ARomomoxphismes de s-algdbres augnen=
%ées P"z’ (A)_,Pu‘) (n), et di¢s homomorphismes de nodules
augRentés sur ces derniéros de P(L’( ) denps P‘k’t 1), compatibie

avee l'nomomOrphiame précédent gux les anneoux de goalaircs, -

Enfin, les’ darnidzess reht:&ona de la proposition mombrent gque

les P(k)(x) (k}O) forim wn systame pyojestif de A-mod.ules,
on posera salors

(- 20 =1 Pt w

¢e modula sera appelé le gg e fe8 parties principales d'ordre :

infini de i, ses hmanrp;f_@z canonigues dans les P(k)(ﬁ)

seront notés ioi (?,., ;0 «ofont des dpimorphismes, Bu partionlier
2P40) st une A-algbbre augrentée, ob =i I aésigne moore gon
idéal maximal, on a :

(7 bis)  2PrayaER o 20y

1’homomorphisne Pre- s’mm‘bifian‘b & l'homomorphisue gancaice -ae
P”O(A) sur gom a]gé’nre quotient. De plue, L’m(.n) ost yn wodule
augnenté sar la A-a.lgébre augment e P”o(n), et.on a

(7 tem) P@(M)jﬁﬂ)?mm = 2l 1)

Enfin, ?"O(M) ash oomplet-et aéparé pour la topologie IT-adigue,
dont 1 systdme fondamental do voisinages de O est fowné dos =
sous-modnles JEFTIp ”O(M) '

Soit m&¥, alors 18 Zanille dos xl(k)m dcfinit um 616 ant de
Pm(}zx}, appelé pa rtie gr;noipale d'orire infini de m, el noté d"oﬂ!

pi {i7) ebant v moiu_.lb filt»é obmplet aur la s-algdbre file

trée complate #2 (a)_, i) ‘e'irpose de considdrer les raduéE aG80e

=5
2
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ciés, nobés suivant J.éa-':cqn;ventiona génsrales (2™ (4)) ot
6(27 (1)), ou plusamplement e27(4) ot 2% (1), ainsi
(Sj gp % () =£ G‘k’im avec
(9) elkly) = - ¥R '

(10) &) (u) = ger(2(®) i&)—-yb"“f"(%)::k(a%m /1*‘*?(1%,&)
(Dans la :formula £8).:3 j)eizt s'interpréter indifférenment
coume 1'3déal cl'augmentation de u®’&_A, ou ae P® (1)), n paze:
tioulier, on a ' Evig:
(11) ey =2 |, @ =u
eP® (i) est wm qu‘le gradué sur 1l'emncau gradué GP® (4).
5 - Structure d.e-'Pu')(&) .8t »i1) (5. ; _
Btant uvne L~algdbre augmentéc dToxdzre £1, i’(l)(ix) est la
gonme dirccte de sonlidé-.al d'augrentation G"(fﬁ), cul est de
carré nul, et su sous-module des scalaires, ainsi sa sbtructure
egb connue guand om oopna:.t le u-module Gl(li.),
THZORE:E & - L'application x --yd(nx -~ x ost une A~
 dérivation de . dang 9161;:), et 1'upplication a-iincaire asso-

cige de QY(4) dahs G"(A)_ {par.1, n°Y, déf,2) est va isonorphig=

1,

La prewidre assertion résulte du fall que x ——?d‘u)x est wa

(1)

homomorphisme de k-algébres de A dans B=7 4), et que
b —~>b - £(b) est wne A=dérivation de B dems le B-module I{B),
ceci en verbu du résulbabt géncral 3

LOLE 3 - Soit B une k~glpdbre augmenitée 37ordre <1, i.0

dont 1'idéal d'agmn‘baﬁon I est de carr< nul. Alozs 1lappli-
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cation b —>b ~ £(b) gst ume i-d¢rivation de B dans le Bimodule I

Comne on & évidemuent b- £(b) €I, 11 faub soulement verifios
cue be« £(be) = ble~&(o))+e(b~ £(b)) ce cvi s'écrdt aussi
bet+ £({bc)-b E{c)~0 £(b} = 0 soit (b—- E(v)) lc= E(c)) =0 et résul-
te donc'ds I =0, : |

0n obtient done biea f=homomorphisme u de _0.1{11) dane Gl(n)
dé’finie par wif = d‘”f—t (£ &i). Botons maintenant que
i 3 A-—*}.ﬂ.l(ﬂ) est m:i;opératenr différentiel d'ordire £1, car
i(fg)«fig = gif est linéaire en g. On a dGonme, on vertu de th.l,
af = v al1)2, ot v est wn A-homomorphibume bien deberminé de
pl1) {L) dans _Q.l(n), d’a.:lllours nul sur 1 puieque
¥(1l) = v(d(l)l) = @{1) = 0, Scit v' sa restriction 3 GJ'(A), on
avmumwm“&f)=m“%_afetmnﬂ”ﬁmmﬁﬂh-
= udf = d(l)f-:f ce gul prouve que v'u = idenvité et uv?® = idenbi.
€ (compte tenu cue les af engendrent le r-module .ﬂ.l(n), et les
a(lle.p engendrent le A-moa.ule qa'(li) en vertu du lemme 1 du »eL),
Cela achéve la &émonatration. Hous ident:.fmrwons dorénavant
é(a) & OMa), on e par suite
(1) ar=afllee (fes) -

COROLLAIRS 1 - Soit D ume spplicabion de 4 dems un A-modnle

Ye Zour cue D soit une dérivation de A dans 2, il faut ob il

suffit gque D soil un opératenr différentiel dlowire <1, et que
2{1) = 0, _ | :
in effet, il faut eb il suffit (par définitiom de *(n)) qu

D puisse se mettre sous la forme wod, ok u est une application



. h-modules éfini par ilm @w) =wi

A-linééirfe ie .Q?'(A) = G"(M dans i, ou encore 4'spras (11)
que 170n ait 02 = w(@'M2-2). comme a!Veoz = 2 alllg, oy »

- o8b ia projection de P‘“ (1) sux 5(1) (L), de noyau 4,1 ceci

signifie aussi cue 1%om a Df = v(d(l)f), ‘ol v est une appli-
cation a-linéaive de Pu') {a) dans X s’annulant sor 1, ¥aie
e vertm du th,l, oelg giguifis bien qu:,e D est vn opérateuny
différemtiel d'ordre£l, s'anannlant sur 1,

COROZLATIRE 2 - On o um homomorphisue canonicue surjeatisf
ds h-algbbres .z 8‘.(-9-1(3” —> 6p% (A)
(ol 5, désigne 1'aigdbre symébrious).

in effet, comme GP”(L) o8t 1'algdbre gfcaduére'aasoeiée_é.

wme 4-slgdbre I-adique, 41 est bien connu cue GP® agh engendrée
par ges éléuents de degrq"f) et 1, ce gui impligue cu'on a un |
homomozphisme surjectif canomique da SA,(GJ'(;L)) é.an.e 'e.:e"o(a), ‘ge
réduisant & 1*identité em degrés O -e% 1, Tonant compbe de 1'idem
tification de -.(7}(.&) avoo.'\G]'(A)', on trouve 1thomomorphigme &u
corollaire, Nous vera;ons aﬁ n°9 un oas imporbant ol cel Nomonor-—
phz:temu est un isomorphisme, -~ Une eztension-immédiate du corole

laire précéient donne le

COiCLLLIRS 3 - Spib 2 mn A-modules I y 2 i .'~.-homoxhnozg\hitng_
cancnigue surjectif de SA(IE‘(A)‘)@Am dans Cedadd ¥ I

PROPGSITICH 4 - Soib M un s-podulg, On & une suite sxuche

(1%) M@kﬂl(a) ....L-,»P‘i’ {4) ..5—-3.-2-.4-—90
ol & est'l.‘homomorphisme‘&'au@entation. et i 1'homomorphisme &
' ' (1}

m, ol dans le deuxidme men-

bre «w) gab_counsidéré coume un ¢lément ds 1'idéal d'aungueniabion

1. ds
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de pl3) (8)e Dens le cas oh U eut Aibrs, 1 osb injectify
Notong d'abord gue comme went dane 1%idéal d’augnentation

I ds P( )(s.), ‘Bon produit par um élément X de T’“')(”f) ne dépond :
que de la claese de ce d.ernier mod. IP(M {3d), 3.0, yue de &(X),
¢s qui monbre em iar&ioulier, puisqne E,nu)m ='m, que
( 3 m egl biea n-li:aéaire eu n (et non aemenen‘b en W), ce
ouli Gonne un send B-ig déﬁn:ltion de ie Comme &€ est mn épimor- ;
phisme, il reste 4 preuver gue lo noyau IP(l’ (¥) de g ost égnd
& Im(i); cé gul est anéa! immédiat, la oonsidération précéiente
monfrant em effet que 1?‘1’)1 cot 6gal 3 1'ensenble des sommes
 d%élérents wd( )m, aveo wel = .Q?‘(,u) et mey, Infin, prouvons,"‘ ‘
que 1 esb injectif si & est libzre, Comme lse fonotenrs
f&-—‘-%::&@ ﬂ}( ) et ,1-.;1’(1)(‘5) gomaubent aux sommes dneobel
(voiz mumére suivant pour is G6f1niticn du Qeuxidme Tonoteur), ..
on est ramené auseittl am vas o M =4, et slcre i ntest ' autre
que 1 'homenmorphisme canonidus ot {2} “-9?(1) (L) consifiéré dans
le theZ, 3ok 1a comelusioms. - Bien entendu, 1l n'exlste pus

en gdnéral de supplévenbaive osnonique de I?u)(g;z) dansg P( -)(:fi).

v

De fagon préclse, on a @’

COROLDATI RE .1 - Sugggsonu que .0.1(1..} 801‘1. w s-wodule aymb

gé Daste finies Soib i mm Awmodule libre, ol o7a 1'ensemble des.

oounexiocng sur & (pazeé, n‘z aéfm) s zocmtixic sunonioueuent, &

1'ensenble dosg priections v &u a-mOuulo pﬂ)(dj sur le no x ae

gon. hon;omorph:.sme u.'augmentation (ou encore, 2% on préfére a
1'ensemble des A-homoggmm g ude o dane P(”(_I) tels cuve
En: = icentité).
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fn efiet, la donnée d"une application a-lindaire v de
P} (1) aans %®; QA1) revient, em vertu du th.,1, & la donnée
d'un opérateur diffézemticl D d'oxdve ¢l de M dems ¥ & DH(u),
(défini par Dm = vd(l)m), et la conditiom que v soib une
projection i.es cue v-(df.du’_m) = af.&('”m pour £ €4, né&il
s*écrit, compte tenu de 4af = d(l)f-f aton df.d(l)mudu) (fm)‘-
- f&(l) m ':

D fm)~£0(m) = af,afd)m |
et comme le deuxidme wenbre n-'idantifie ié. 1'6161§ent n®df de
MQA.Q}(&), on o‘nt:l..em; la- oondition
(13) b{fm) = f,2{m) ey n®if
D'ailleurs, si ume appltoa.tion k-linéa.ire D 3 .-=;a® ﬂ.l(».)
sabisfait cette ooniition,, 6?est visiblement wn opdrateur
. @ifférentiel d’orxdre £1. OF -Q-J'(A) ayant une base finie sur 4
peut s'iaéntifier an dual ae lg'(n), dong U@ Sl.l(ﬁ) g'identifie
aussi & & (?(u) ¥M)e Unoe D satisfaisant & (13) peub &k: e g1in-
terpréter conme vme appIieation i-linégive X 7Dx de y«(ﬁ)
dans By (3,1}, sabisfaicant la condition
Dylfn) = £Dy(m) + m £ X,a5

i.e, n'est pa.s a.utra ohoae ov.'une connexion sur i {(car
<X, ﬂf) (f)), eela prouve nobre intéresssnte proposition,

6 - Du Faux, du Fone, du Eonotenr.

Couné walheureuseuent le terue P(k’( )..P( l&(d) fait inter~
venir les trois arguments m,.&,zz"(e.,\.ns pa~rler de k, cui a éGé

liguidé, si on peubl dire, au n°4), on ne peut gs dispenser d'en
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indiguer les propriétés .fonotoriolleg (quelgue déplaieir qutea
alent réd,éeteur et lecteur), conformément & une rdgle d'or trop
longtemps ignozée de 1'Sme qui trotte. | =

Tout d'abozd, iaiscant A,}‘fixes, on note que PIE) () .;at
vn foneteur ¢ovariamb du sL-module 4, & valevnrs dans la catégo=--
rie des pli) (A)-mod.‘ule's, & uwh homomorphisme de L-modules
a ’x M —p4? gorrespondant 1'umicue A-horomorphisue de plk) {1)
 dans P(k}(d’), goit P(m (u), transfornant d‘“)m en d(k)n(m). '
Alors les homomorphisues canonigques P 'e (‘d) P{k)(k) de la
proposition § soat fometoriels, ce ¢ui permet de congidérex
E°°(1i) comne unl fonotein- de M, & valeurs dans la catégoriec des

-VP"O(A)-n‘lodules.. Par snite-; &e"o(lf) est un foncteur de M A va-
leurs dumt la catégorie Viea modules gradués suz l'a’nnez;u gradné .
@' (a), l’,honiomorphie’iﬁ_@hsn(ﬂ.l(a)) — G2 P(i) du coryd au
thi& étent un homomorphisme fonmetoriel, ;

Les homomorphis es fonotoriels préoddents peuvent oe g,én‘-
raliger (toujours peur & ﬁ‘ﬂxéa). Sodt D ¢ ¥—PN un opérateu
différentiel dordre £k de i dans N, alors dr ) 0D est un opéra-
teﬁr différgntiel (i’brdlje k+d de 1 gang 2 en vertu ds prop.l

? (X}

{puigoue d est un epératevnr différentiel d'ordre_gﬁ en vexrtu
de thel)y denc on vertm de th.l il exisbe wne application A-lie
néaire unique de P(k""e’(ii) da.ns 1(3) {N), transformant d(k"'&m en
d.(Q’)D(m). On voit a.v.sa:ltﬁt g_ne ced applications, pour ,e variable
definissent uwn homomorphieme de (1) dans 2% (N), entidroucnt

dfterminé pur la comdition d.'Stre continu, ¢t de transformer
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d% m en & Du) (condition oui ne fait pluvs inbervenmir 1'en-
$ler k), om le note PP{D) 13
(14)  22()(a%m) = a% (0(m))
Bien entendu, 2"0 (D) est n-l;n.néalre, nais en général plus
P® (i)-2inéaire (i D n'est pas d'ordve U), Om a les fornmule®
(14 vis) 2%(identite) = identite, 2°(D0")=% ()2 (1)

PrOPOSITION 5 « Soiemt M,B deux s-modules, D un opérateur

difféxentiel d'ordrve Lk de M dans N, alurs 2™(D) est ua opé-~

rateur différentiel d"ofdro &k de P’o(;ﬁ) dans Pw(l), ooneidé=
rés comme modules sux 1a ‘A-algdbre PO(i),

Démonstration.' Aveo le® notations ta 1émme = du n°Z, on a.
pour tout systéme £=(£;,444, £+1) de k+l éléments de &
Z:(-l)h‘fcnb(fxm) |
ou emcora, en aésignant par P, l'opération de mulbiplicabion
parfdansiﬂonH.: '
2t Pfc P =0
dTol on conclut, em appliquant le fonoteur P¥, ot notant que

2®(p,) = -(conséqmnoe imédiate des aéfinitions) 3

Kk
St-1he enroo(n)r =0

o P=(a® fl,...,d fk-l-l" Par zaison de A-linéaribté, cebbe ve-
lation reste vraie ei P est recplacde par un systdme guelcomque
(Fl""'jkﬂ’ d'éléments de P®(4) qui somt com‘o;naisona.ﬂ-
linéaires d'élévente du type a%g {g &h). Comunme ces éléuents
sont denses dans Pm.(j:._), ‘ot que la valeur du premier membre de

la relation précédente pour un Gé‘Pw(A) est uwne fomction con=-
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titue du systime k‘?p@‘""k-u)’ il 8'snouitb ou'il est iden-
Yiquembnt nul, co cvd (en verbu du lesmme &) achdve la démons-
tration, | ‘

COROBLATRE - 81 X @ ﬁ g .ic-dc:civation die .u dans wWn A~m0-

Gule &, aleoxs P m(X) ¢st une u-@.eriva.tion de 1’m(za) dansg le
PP (.)-module PP(M), |

Il suffit em effet d'appliquer la propbsition précédente,

et la cavactérisatlon des dérivations donnée dans le cor,l du
thacs
' Considérons maintena.nf w moxphisme d'une k~algdbye A dsns
une k’-aigébre At .!
k —Z4A
bl
alors tout a-module & d.éﬁ.nib w ul-podule ' = u'@AZ_.i, qni st
un foncteur de I, :
PiCROSITICH 6 - Sous .lee dondikions précsdentes, il existe
pour tout s-module ¥ 6t uont entiex k, un x-homomorphlame unigue

dae j,;lj{.,u) dansg p(]fi&’l.ﬂ, transformant d i/ #vm) en

}}&V.(l @m), £i N=4, o'ost 13 uwn homomorphisme deo L-algdbres
et dans 1e cas général, l‘homomorphisre envigagé eeb oompdtible

avee 1'homomorphisme correspondant pour leg annesnx ¢ 'o;aératema'
) e 28, |
Lt'unicité est imédiate, pour 1'existence, on mete ¢'abord
que 1'homomorphisnme Lf: A—Di? 36 .E’mit wa diagramme commubatif &
de A~algdbres - | w ey 3& 4 AT®
O i B2
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Done 1*idéal d'sugmentation I de ABp A sera appliqué dens

- 1%idéal d'augmonbation I'T ds A"@/evlﬁ", done Ikﬂ' est appliqué

I,,k+1’ d¢*olr par passage au cuvoblent 1’homomorphisme

dans
cherché 1’“‘)(;.) —-bfg) {£7), qui e¢st biem wn homomorphisme
de A-algébrea; De mSme, on a un homomorphisme naturel de
A %A&algabres.c
%M 2 i 42"'&3’

appliguant £ %n en :p(f)%,(l & m), anpliquant done
13""1( @/g}ﬁ) dans I'kﬂ(w'% ?ﬂ') .G%ol par passaige au ¢uobient
l'homomorphisme cherché de L&_ J) dans P“f}%,(h e

I)l est imuédiast cus pour k Variable, les homomorphisnes
précédents pascent & la limite progeo tive, d’ol un hopop@l= -
Phisme canonigus : |
(15) 7 )&”«u —>B% )
gn particulier, l’homomorphisme Pﬁ(h) —-93323(1&') est un
honomorphisme de L-algdbres, ¢t (15) ept compabible avee ‘
1 "homomnozphi ame précédent sur les =zpuneaux dlopirateurs, L'homo-
morphisne (15) donne awesl un homonorpiiisme pour les g;;'adués
associés 1 ‘ .
(16)  e2®(u) —>a%P(%r)
et lee homomorphismes ganoniques du thez oV de ses cor, = b
3, ot de prop. 4, doyment tieu & asubent de diagramnes de
compa‘bibilité que le leoteur dcrira sur eon papier & lui,

Les homomorphisnea précédents satisfont la propriéié de

transitivité bien connue, guand on se c‘onne deux moxphisnes
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i, k) _ag,(u',k’)—-?(z;',k"), et un n.-module ¥, et gu'on eonsi-

* ~ddre les modules RAS A obtenna par extension des ecalairesd &

(k)
‘@‘,(*ﬂ) —>POZ"/4-'( % o )

est leo oompoaé dos homomorphimnes canonicues

A% respe. AP § l’homomorphiama oa.nonioue

A pix e
A/,&,(-" IL}(&&’) e o J{V}'g‘ﬂ(“ )0

infin, considcrona un A-homonorphisme u d'un LA-module M
dans un subre N, soit w' 1'homouorphisme correspondant de 17 .
dans N', et considérons les homomorphismes associés P(k’u {resp,
P(k)u') on a alors le dia.grame commutatilf g

() ""ﬁ? s 79.0(21%)
20— 23,

() ¥
A/jv(y)“""?‘? : ’#"(N )

PROPOSITION 7 = S_gi ent A et B deux keazigdbres conmubtabives,

I (resp, Ip) 1'idsal d'amgmentation de PP (i) (resp. ¥ (B)), 2
1'alpdbre 2%(u)@y BO(B), T 1'idéal 1  ®p.290(8) + Pu)®y 1
"'"""6"7\"' : %" ‘ Syt 2 lddad N ) 5 %Va
de P, P la k-g__:!.gé‘ore gog;pléte géparée agsociée & P poni de la

togologie I=adicue. Cg nsi&é;gns jes homomor phi snes continus
P® (4) __;gp”o(n@/&,m rese Pw(B)—%’Pw(h%B) applicuant ies
¢léments &% £ (vesp, 4 g) dans 4% (£@1) (resp. dans 4© (18g))

(pour toute £&4, gé&B) N et 1 'honomoitphi sme sorreepondant ¢e P

dang PW(A%BH sloxrs ﬂget'homomorphiame ¢st continu (P ¢bant

&)

muni de ga topologle I-adidme), et déiinit vn isomorphisme de T
dans Pw(a@/gp).
(3, Bs Dane leo cag ok k est un coxps, on vérifie facilemend

gue la topologie I-adlque sur P cet séparée), Llexistence des
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applications envisagdes da 2P (4) et ?’“’(B) dans Pm(&@’ﬁ‘p)
¢st wm cas pa.rticulier des laius fonctorie..s préoédentse
L’homomorphismc oo:resyonﬂax&t P — P04 ®Af‘?) applicue évidem—
ment I dans 1'1d.éa1 d’augmont&tion, et est paxr suite continu,
Conme Pw(n %B) est séparé et complet, il em résulte un homo=
morphiene contlau u de ? dans PV (A $))8), montrons que c'est
wn iscomorphisme. Pour ceod, nous allons définir um homomor-
phisme continw v en sems inverse, et il sers i-wédiat que wv
et vu somb les applications identigues, ce cml achdvera ia
démonstration., On a 3 = 2.3 P/I", on dqit dene @éfinir
des homomorphismes continus ¥y p»P (L@Q_B) -—-?P/I‘n, gui
sstisfont aux oconditions de cohérence évidentes. Or B/I® est
une A@&;B—algébre augmenbée ﬁ"ordre fini n-1, alaubre part

on a un homomorphisme maturel de 4®&) B dens cetle ;&emiére,

‘appliquant f@g dans 1la clasce do a? sRa® g, homonorphisme

dont le composé avec l'augmentation est l’i&entité. in vertu
de prop.¥, cet homomorphisme provient d'un homomoxphisme de
A%B—algébres de Ph"l) (A-%B) dans 2/I®, d'ou un horiomo rphi 6~
me de L-.B;e@-algébrea de Poo(ix%) dans P/In, continu, eb
appliguant L (f®g) dans ﬁ."o £@a% g mod 1%, Appelant cel

homomorphisme v, on cvnstate uussitdt que les vyont les

n’
propriétés qu'il faubts ~ be lecteur dommera la variante modu-
lée de 1la prop.T, et le proohain rédacteur {s'il y en a) zee
gardera 8%l n'est pas plus court de &émontref la proposition

directement & partir de la d46f.2,
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Bien emtemndn, 1'isouorphisme de la prop.7 a les propriétée

‘fonotoriollos. désirables, il s'étend av oss de plusieurse face

_ teuxs etc,

fzereice 1, a) Soign'!;- 4 tne k-algdbre ccmuutabive, @ann
idésl de A aistinet de Ay B/OL 1'a1gdbre quobient, Honbrer
gue 1'homomorphisme canonique ?fé‘l (A) .--a-Pfgé(B) est un épi-
morphisme, dont le noyan.oat 1%idéal de Efzﬂ(ﬁ) engoendré par
svat®s, ob 5 oot me morbie do 4 emgendrant Itiaead 0L,
(Ubiliser propes pour définir un homomorphismé de P4E) (B} dang '
le qu_oti‘a‘nti env:ls;a.gé ée' i’lk’ {A}),

") PFaisant k=1, comolure de &) que .I).J-‘(B) stidentifie au Qv.oti‘eaii

1

ie .Q.J'(A) par le cous -a-iiodwle cugendré pazr SUA(E).

0) Selent i wn module sur la k-slgdbre 4; K un sous-module, mosi

trer que 1'hemomorphisme samomicuve de PUX) (i) dsms oK) (/m) est

un épimorphigme dont le noyam est le sous-A-modnle engendré par
Sv&‘.k)s, od 8 est un syetdue de générateurs du s-module N,
Exercice Z, Solenmb i ei: B deuxz hA-modwles, définir um igomorphisme
tent canomigue gﬁo fonctorield de plk) (i) -podules a :

| 2w g L2y g () 2lE) )
bransformant d(k_) (m@An)__ om alk)y ®2‘~k’ (j’d(k_’n. Prouver les
propriétés maturelles d'associativité eb de comnubativité pour
ces isomorphismes, 8n comelure gus sl ¥ esh une A-alpsbre (non :
néceasal renent aaéocia.tive) alors P(k) {i1) est une p(k) (A)-algzébie;'
qui est associabtive (zespe comrutaive, resp, de Lie ste) pi ¥ :
ll'oat, Donner aTaubres oxeﬁplés de structures ¢ui se prol nsent

aux P(k) (), Dédnire de cé oul prévdie wa homomorphisme ¢amonigue.
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et fomctoriel :
2{X) (Hom (u )} ~—>Hom e M(P(k)('vz) D”" (5)) 3
0% montraz- cue clast un Isomorphiame gi N admet une baee finie
sur A ‘ ; | h
7 ~ Prolon en.emt ganonigue dog dérivu‘tions aux (k’(ﬁ).
PRCPOSITICON 8 - Pour tout /"-uérivatlna te 13., définie pazx
m X¢€ 'g&\!a), 11 existe wne dérivation 9‘ st une soule ig la
Je-zigevze 205N (a), belle quien ait ' '
(17) em(f.n Bel2) =x,ar>, OFaM) e = g () (£€4)
E'application X --99 "est une represqntatmn de la /‘:'-algébrtf

de Bie %&Jh) __g__;gﬂ"-gggbre e Tie yﬁ"! 2UE) (3)) e ¢

(On fsra atbenbiocn qu‘on n'a pug en perfru.l Q(k)-f (k) pou""
£E4) ' ’
@ome 1'amwau Pu‘) (n) edt engend:eé par les 6lécents Gu
yae fei b af¥) e (L&A) Y'unicitc de Q(k’ est évidente, et de

‘fagon préeise, si 9?:’ eziste elle osrg donnée par
(17 bis) B;Qfd(k’g = 2(2)a g + 22'F z(g)
(on écyivant pour simplifier X(h) au liewv @e &(h) si néa).

Considéromns alors Lleadouorphisme de kemodule de aﬁ%ﬁ dé2ini

par - B iz®g) =if@s + Ox(e)

¢lest 13 whe ﬁ*-dérivat;on fe 1lagnean A%@., de plue (I d¢sl-
gront 1'idéal d"augméntgfio'n de set anneau) on a 91(1) Ci, comize
il résulte aussitft dm fait qw I est 1*id¢al engendzé par les
6lénents Ge lu forme £@L = 1B {n°Z, lemwne 1), e qu'un tel

élément est transfo:mé.'ag x‘(f)@l - 1@1{(1’). On en sonclut, pax

e



~ seuie DVE) de plk) £ 'sg;‘}.:l_sfa;lsant & la condibion
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réourrends sur k, que 91‘ ipplique Ik""l dans Ih"'l. d'oh résulte

- que par passage anx guobients ex déZinit une dérivabtion dans

chague anneaun plk) {i)e #nfin, le fait qne _X——?Bék) goit une
rai;fésentation d’algdbres de Lie rcgulie auositft du fait qutil 2
en est ainei pour I—-—P9x foh €, ach emvisagé comme un endomors
phisme du k-module 4 %A) ~DATeZ 4N 4, PTODZ) o _
PROPOSITICHN 9 - Soit M um A-module, Pour toub X € 3(}) et
Goute X-dgrivabtion D de M, il exisbe ume i-derivation et une

S

{1s) plEda ikl g = ai{k)pm B :
C'est mBme 18 unme GXQd§iitat;on aw P(k) (a)-moduls PE) (), (9 : -
ébent le dérivation de .Pv"k);l:n) définie dans prop.8) @

) 3 (o =@+ 8P ipu  ert® ), epl® )

Eafin 1’application (D,X) -—_)Du"’ eal une représentation de la
-alegdbre de Lie des ﬂngggrimtions gu s-module M {par.z,a°1,
exauple &) dans la g'-ggém"e'-de Lie pur » des -éz-dérivaziona'du

amgotule 2 (), 51 X =0, on a 2'8 = 2By oy 255 aeuspme

L6 Brolongement‘ canonigue A P(k) (%) du s-spiomorphisce D de

cls n°6’.

Démonstration, Hluniedte de 0% rerulte aussitét o la
formule |
(z0) o1 (0%l = xpyal®la 4 2 a1 F)pn {2€h, néu)
Pour 1l'existence, on proddde colze plus hauly en conpidérant le
Ag'-ondomorphi sne .I:D de @%n-a.éfini ~pau.-
L (2@n) = Igﬁ@m + £&Dm {f&a, m €l

6¢*osh __ 2 ana ex-gﬁriyatién dn ,A,%,A-l.aoﬁnle A%M,‘ somre on voib .

T
X .
- v -

L S Lo . »’ b adly . it — . L e e Sy "N
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n'i.porte comnent, ‘et i’ai.i;glioation (D,x) ——>»by est uﬁ:}e TOPLEe
senbation de .. “algtbres de bie, {on peut par exzenple invo§ner ;
par.k.,n%,prop.?, en pienéx‘tt powy ?ia 9-'algébre isa ;I,ie des ,
/ﬁ'-ldérivations du h-module i), Gomme lek*'lclhﬂ; on aure
I.D(Ikﬁ. {a @zvm)clk+1.a%x, dono Lj passe au guotlend E(,k, M,

et toutes les ascertions de prop.? deviennent évidentes, On .
notera gue Jla prop.¥ est un cas parbiculier de prop.%, &
condition de modifier légdremant 1'énonocé de prop.'e,‘ ma:-l's i ’

n's pas semblé opporium :de lga bloguer ensemble,

'COROLLAIRE 1 - Sous les condibions précédentes, IMapplie

gation (B,X) ——9(3(&) 2&) est wm opérstewr différenbiel dloz~
dze ¢k du a-module Vg—,-;(m' des %‘*—déri,vations du A-module M, -~ -

dens le i-module analogus A(?(k)(’ﬁ)). #m particulier, 1'ap~

plication X >0 {®) de prop,s ost mn operatsur différembisl
d*orire &k R
Conme (D,X) —»X est Aheliréaire, il suffit de prouver

que (D,X) ~=> ka) est vm opérabenr difféyontiel d’oilre {:k,

et pour ceti, en vertu deé sorites 4y n°;, il ‘suffit {e monbrer
».que les epplications {D,X) -—?D(k) (f’i(k)m) le sont (pour £&4y:

méu £ixén), Cr cela ;'é-'anlto auesitot de (20) ot de n°l propak. -

puisque les applioations {D,X) —7Z(£) et (D,X) —» Lm sont 3 :

A-linésirves, el cue 3.(k) est un opérateuny différentiel dforize

£k (corolialre au thel)e

GCROLL:IRE ¢ -~ (Erolomge~ent canonigue des ?-&érivations)

Solent i um k-module,.?gg:ﬁ ~alpdbre sur A (par.2,B°1,déi’,1). o

>al) ‘
- ‘ ; s
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Suppogons i muni d’une.y-’-dgrivétion (pars&,n®2,d62,2) D, aloxs
il exigte suy P‘k?k g :?«-dérivatién unicue D(¥) te11e gue
D‘k;'(d‘k’i) =a®pm  (wey

¢t alors om a 4 R < : :

5% oy = 2 s O .. ¢ € 2% (a), ez,
Si D egt & eeu;bure(igzlla ‘1¢e'. D %3] = @X’D!] bour X, Y& y, 1l
ea est de mBme de D ’. S3 1'application X—>Dy ggyg_qg_a_
L gy(:fr,l;;) est um opérateur différentiel d'ordxe 5/2, alors .
D —0t®) oot un opérateur differentiel dlorire £kt de W dans
I /&(P,‘k’m,r"k’m.

Sauf la dernidre asserbion, ce corollaire r:culte aussitdt
de prop.? et fc"ess dgi’initions - on fera attgntion qQua pour abré-—
ger, on g déeigné par 9}” le prolongement canonigue 2 (k) (a)
de la dérivation de A définie par X, Dans la dernidre assertion
du 0ore,Z, om peut remplacer I./@/(;:I, ) par le a-module %A(M’ des
»z'-&érivations du h-module ¥, et alors il.mi’ﬁt d'appliqu_er le
corsl of la prop,1 dm m°l, au composé des appliocabions
X > ‘(DY,.K") et (0,4} --;),D(k) (ol pour Xe %, on désigne par
X' gom i:;age dans ’g&“(ﬁ), et o. (D,%) désigne une Z-dérivation de
M, Z& %@,(‘*”- 3

Paseant & 1a linide projective des l"k)M, on voit cue. tboube
X-iérivation D de i déPinit upe X~déwivation D™ de P®(1), carap-
$érisée par la condition d’6tre conbinue et de sabisfaire & 1la
fﬁrmule :

(18 vis)  pioPi(alPdyy — 390 (pm)
On se gardera bienm entemdu de confomdze D® gvec le prolonzenent
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s=linéatre P ®(D) a6fini @ n°6, sauf dans lo cas ol X=0
(ol les Geux prolongements coincident),

€ - Prolongapents des fibrés infinibésicaux,

Lg fibre l%”‘,’ (s)e
DEFINITICH 4 - Soit 4 ume a&"-algébre commutative, k __ug_

gntier = 1. On appelle fibré infinitésimal camonique d’ordre

k gé_‘ A la ,KV-g.]._gghro de Lie g’(k) {s) formée des ﬁ“-dé:i'vationa
de 1'alsdbre P(k) {2) gu:l. laissent 5.1 eb 1%idéal d'augmenta~

tion iavarlant, numi em outre de la struglure de a-medule &~

duite de 1a struet'uz_l.a dé P‘k) (»)-module sur 1'ensemble de

toutes les /g'—dériﬁaif'ione de P(;: (8), gt de 1'application D-#p{D)

de A) dams i) gui & une dérivation i
De.:y(k) (i) oFSocie la AEFTVTLion 4 %'Q'mmt sur
LA, identifié 3 wn sous annenv. Ge P(k) {i)e

Ces donmnées font de (k) (L) une B-algébre de Tie (par-,;fa

n°1,d67,1), et mBme un £ibré infinitésim:l (loc.cits, exenple
4), cn d'aubtres Termes Y( 3 ?(k,)(z;)._.»g(u) est surjective,
Pour le voir, il suffit d'exhiber unme & -structure sur y(k) {4)

(parei, n°z,0674%), o i1 suffit de prehdre ltapplicabion

X—-—?@ék) définie dans pfcop.B_, appelée la B -struchure canonione

sur %(k) (n).: On comviendra, pour k=0, de poser y‘o)(ﬁi)z y(a).‘

On notera gu’en général v(x) (i) n'est pas un module sur

plk) (A), car le pz'odnit ¢o pour&f? er‘k) (i), DE y(k)(a) est uwne
dérivation qui en général me laisee pus invariant le sous-
ennean A ae () {5)s Cepemdant, le poyam ((,I)(.f.) de l?,(k) (),
formé des &’—dérivatiom de P(k) (4) qui induisgat O "suz- A et
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appliquant 1'id¢al d’augmedtation dans lui-nBme, est évide ment

wn wodule sur 2¥) éa).

(N, 8, Henr.’t’si"iquo"nent, 81 4 eet L'unneau deog fometions
réguliéras %X une ;rariété V, done (L) 1o a-module des champ®
de veoteurs sur V, les _ {x) (1) sont les fibzés Anfinit ésinaux
qui correspondent sux fibrés P‘k)(V) des réepdred d'ordre k suzr V

THEORR(E 3 - Solent I} mme &'-glgdbre do Iio sur la 44gladve

L {parez;n°l,def,1), k wa emtier 0, |
1) I1 exisbe sur P(k’(ﬁj.) une unique structure de e-a_}gébr'

de Lie sur A ayant comme structure de A-moinle sous-jzcente oell
de P(k) (1), dont 1'application canomicue Pﬂ‘)(%)«-—a 7%(.0.’ e‘st-

da composée de 1'applicationm d’augmentation € ¢ P(k)(ig,)-—-—-—-y %
et de 1iap131:i.uation ganonique ?: |g -»Td,(a), en formules

(21) @ () (£) = Ogls) v (€7, 2e4)
et dont la structure de /l"-algébre de Die sabisfait &
(z2)  Jat®ig, aBly] = d(k’]fx,xj qx,xe )

Alowrs 1hemomorphigme d'ausmentation £ est wa horomorphisme de

G~zlgdbres de Lie de !?(k)(?)}) aans: Up,
£) Pour xc—i% soit OYF) 14 aerivation as ') (4} proionge-

ment -canoniave de la dérivation Gx de & (prop.8), 1l existe une
application s-linéaire et unmc senle de E(R)(%) dans ?(k) {s)
(ééfinition 4), notée ‘.§ -yQi(k), et telle que 1 'on ait -

: () _ plk} e (k)
(z) B (@ =837y (x €y pert™ia)
ou encore

: (k) (al®lg) = al®i(o (£ x€V, tea
(5 vis) 6Ly 1ap) (B (£)) (x€Y, zea)
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Cette application est un homomom_)hisme de &a;_gébres de Lis,
en artiou] er on a 0

= e k _
e§k) fe.jE %4 ek, een)
snfin, on a avesi les formules '

{dk) = 9(31;)
(25)
[‘g)vx] ({)[1% %]*-9 (t{?)x

- Yalablss si tpE-P(k) {i), x y,é P(k)( 'g) avec3.‘ a augmentat:.on
aulle, (Grfice & quoli le deuxidne membre de la p*emére i’ormule
(25) est bienm damns ‘ly“k) (A))

La démonstration consiste en des vérifications aussi pé-

nibles que triviales, Les assertions di’unicité ébant de toutes

fagons trivialés, on est ramené & l1vexistence des opéra;tions

da;n;a 1) et 2) ot leu:i's proprisétés formglles, Pour ceci, on

introduit sur A /e\ly,nne 101 de composition/g"-»bilinéane Q6 i

nie pa.r 24

(1) [Fex, g@1] = :fg@[i xj + £X(g}®Y - gV(E) OX (fgéa, x,xey

et on "fait opérez" A%l#mu' A%A par la foxrmule .

(B) Qf®x(n®v) = £2{X(n) ®v + u@i(v)) (u,v,f ea Xe %)

et on vérifie successivement les points muvants g

(1) (Compatibilité avee les augmentations) 3 E([% ;ﬂ)" EE(Bé) é(y)

18, @ =Cryy Elp), O (8.1)= 8 o ()41 (aé,gemgf,goeam te

(1i) @E,g]est /{V-bilinéaire et glberms em £, y

(111) Ba loi [3e, W satisfait 1'identité de Jacobi,

(iv) o =26, (2€4),8 ‘995“(? % lpes®p i Xéa% %3 dts _@__
Yation 0), -
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(v) [:-a 2= f[a&,91+9 (v (fén.l‘,ljéa
E’&-‘?ﬂ ‘f’[&"}] (tp? (pea®y s, Ié?ggg X d’'gug- :

. menta.tiog )
{vd) e[fﬁjl =[9E.ag] (1,7#6 AD, g) :

“(vid) e&? est dans Ix'"l si %“f dansg IB:+1‘A%y oo lPéI

(vis2) [, Gler™Hiagy, %11}‘: 9_&? ost_dans 15,0 e Y

Ha vérification de (1) et (i1) est iumédiate sur les Lore

1

muien (u) et (B), celle de (i1i) est framchecent pémible eb
idiote, ’ (iv), {v) et {vi) se dévontrent aussi par des petits
calouls directs iunéﬁiata. Dtailleurs 10’:419‘;lg sont éviae'went

" des dérivations die la «&‘dgébre A%A, appliqua;at I da.as I on
Il B4

» 90 cuil prouve une molbié de
o

.A%%) est

imnédiate pour k.= O gréce & (i), et s'en déduit a.u.ac-itSt pour Ik

vertu de (i), dome I d.ans I

(vii), 1’auvtre moitié (relative aw cab ol Fel

qnelconque grice & la deuxidme formule (iv). De uGne, (viii) est
i.nédiat ¢ : : . pour k=1 grdce & (1), et 8t en dg-
duit faeﬁiement dan; ie cas géhé:cal par réiprremce sur k, en
wbilisant la deuxiémﬁ formule {(v)., Lez Pormules (vil) et (wiii)
per:»:-;_etﬁont do pPasser aux éuotienta les lois {(u) et (B}, d'ol
aussitos les diversed assertions du theds e rédsoteur a vaine=
ment chorché une dé& onstration plus aympathiqﬁe, ¢'est facile
powvr la partie :3), wails i1 ne veit coument faire pour 1),

COROLuaIRSE 1 - Solent ,OL dgeux & -algsbres de Lie sup A,
¢t soit v uwn _@Morphiame de B -algdbres de Lie de Z dans Oy

alozs 1'appiication Pu’ (u) de P(k’(‘yb dans }?(k)'(m,) ¢st un ho=
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momorphisme de @ ~-algdbres de Lis, et l'ap.pli'cation canonigqub
P(k)(%) @W(k)(a&) cié:ﬁig_ié dgns le the3, ° esh compoéée. de
p(E) () ot de 1'appl iéation ganonique anslogue
2t (o) > Yl S

Ce corollaire .résulte immédiatemnt des définitionse
COROLIAIRE 2 = m?ﬂ et O geux © -aigsbres de Iie
pour toube 'lgl-d..ériva.tiop. x-—>nx sur 0, (par,&,n°:,d62,5),

telle que 1'applicabiom X —>D, soit vm opérvateur différen-
tiel d'orire £k de Wg_ggob. gongidérons 15agglication e
linéaire “D.“ ?(k)(g,_,.a‘ toll; gue Dx = nD(d‘k’X) {n°z,
the2), aloxs on a yup =1 (oh ) désizme 1'application camoni-
gue ds P(k)(lg) g_galg_a_q_g 'UJ(A)), 6t inversement, toube ap-

. (k)(i%) =20L telle gue fu =1) pro

plicabion A~lincéaire uw ¢ P
vient d"une mnigue. -dérivation D eur 02. Pour gue D soitb &

courbure nulle (i.o, soit une ?ue-atrmture) il faut et il

suffit gue u soif compatible avec le crochel, i,c. gue u goil
bn homomorphisiue de Bw‘ores de Lie*

Ce oor_oliaire résulte sussitdt des d¢finitions,

Remgrgues l. Le cas le plus intéressant ol 1le cox s &'ape
pligue est celui ol '4: (L), et od 1*homowmorphisme canonique
P(k)(']g(ﬁ)) ——‘71?,(1) (L) est un isomorphisme (ce cui esbt vrai
comze nous verrons, dans les cas les plus inportants), On yoil
done alors qué pour towbe B -algdbre de Lie OL, la donnée

d'une 9~strunture dTordze % k aur M équivaut 3 la donnée d’une

représentation de a-algébrea de Die de fibré imfinitésimal
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canbniqne d'ordre k,s0it 19«“’-) (A). dane 0L, (Duns le cas d'une
vgriété»diffé:entiablc ¥, Oela montrera qu'il revient au méne,
pour un fibré differentiablc § & graupe structural G et de buse
¥y, de se domner sur # une gbructure de Pibré assoeié 2 ua P(k)(v)
ou d¢ se donner, pour toute transformation infinitésivale X de V,
une transformetion infinitésimale Dy de E compatible avee X, de
fagon que D[i,!]" [ox,n;j et gue X -~>DX soit m opérateur dife
férentio) dTordire Lk), -

Ze Es lecteur aura deviné cue, si ‘% est 1o fibré infinitési-
mal ¢ul corresvond 3 un oerta..n £ibré principa.l B, dlors le nOyau
de P“‘)(U}) —»’7 (k) () est ansai le "noyau" du Pfibré infinitéoi~
mal gui correspond au fibré E(k) des $lézents de section dtordre
k de & '

Remarquons aussi {aves les notations du the3) gque 81,6
1*homororphisme oanonigue P('e’( )-?P(k)(?{b est wn homomorphism
de é;-algébres de ule, et que ie diagravnie quivant o8t comrutabif

J' P‘L)( )—-—'91’(]:)' ’\L
%M‘ )—»ﬂy“(a) |

%5 Aol homormorphismed werticavx sont ceux définis dems le bh,s ot
ol le deuxisme’ homomorphieme horizontal est défini en remhrguant
gutuae D&igw’ (=) étant ume dérivation de P(’e’}(A) laissant sbable
1%'idéal d'auvgmentation I, applique Ik i dans lul mbme ot pasce dome
au cuotient j“‘)(A), d%od ume derivation D' de P‘k,(n) qui est en
fait dans U}(k) {2)e -~ Om Poun-ait dono pascer & la liunite Pr0 jective

8l on voulait, ce qui m tost pas le cag 3 1'énoncéd dlaulfes compati-~

bilités, relatives & des homomor hiames de G-nlgevres, est laigcé.
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.

au lecbeur,

9' - Structuz:b de oerte.inee»algébres a,ugmentég;s.

Hous allons préciser maintenant 1 st:mcture de T"k) (4} ot
b}(k) (A) ot dans ce bub lonable imtroduisons la
DAPINITION 6 = Solent B §1me A-algbbre sugnentés commubative

§’*idéal &’'avgmentation I(B), 'w un A<nodule de type .W. 0n appelis

vepdre o B toub isomorphlsme de W sur un supplémentaire de

I(B)2 dans I(B) le ;enére est di1t imberne si W -—I(B)/I(B)z |

donnéc 4 'un repare teme~ éguivaub dop_g celle d'un sup~

piemmtaire. ae_I'(B)a.dm'I(B)), baslgue si W est identicue &

un_rodule du bype 4(1) ot I egt un ensemble d'indices convene~

ble, appelé emserble a'iniices du repdre baéioue. {Doze 1z

dean¢e d'un repdre had@e d'enserble d'indices I ot équiva-

lent & ls donnée d’ume bage (e;); . y 4'un supplémentaire de |
I(B) -dans 1{B)). Si & gst une /@/-.-a,lgéb_rg, on appelle zepdre - .

diffcrentiel (resp. repdzre 8ifférenbtiol inbernme, reep. Zepdze

différentiel basigue)} d%oxire k de 4 (k ¢hant un embisx >1) wma

repare différentiel (resp. 6es) @& 1a A-aledbre . amenuée
(k)
{A)e

On nobera que lo. puissance de 1’enseubls dvindices a'un

repdre baslque est blem déterniné par B, évand ia. puisssnce

d'une base de V =I(B)/I(,B)2. Quand ellé ost finie, on prénd

le plus souvent I =.E.5n s Soit » ‘t W -—91(3) w repére de B,

r §6finit un homomorphisme de A-algdbres 2
“(z7). 5, (§) —>8 - !

compatible a.vec los angmntations, done auasi aves les filbtra~ 1

ARt

S e e \ =t v e
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tions définies par les puaaamos d& 1%id¢al d'augmentation, d'od
ea pasgsant aux gz'ia&u“ asgoeiés un izomomorphismo
{28 8, (W) 2B} | :
Supposons que I(B)x"‘l = 0;_ $e0. que 4 moil uvme algddbre awguentée

d'ordre ék, alors led homonor:pliismea précédenﬁs définissent des

homomo rphisnes
(27 vis)  ug 3 0 S w/A(NET s
(28 bis) 8, {7 /2 (M ()

(I(%) désignant pour abréger 17idéal 4 augmen‘bation dans SA(YJ)).
On notera que si r est un rapére inberne {d%ol W:I(B)/I(B.)z) les
homomorphismes (58) et (28 bis) sont indépendants an,&bu de z.

PROPOSITICN 10 - Soisnt B une a-aledbre augﬁentée comrubative
dlordre cit, et r ¢ W —=I(B) un wepdre de B, Al rs 1‘homomorohisme

U, défini par (27 bls) est un épimorphisme, et clest un isomowphiss
me si et ceulement si (28 bis) est un lsomorphiere, i.e, Bi

1'applicabion canonigue S‘(V)/I(V)m'l —»&(B) est_un igomorphisme

(o Vv = I{B)/1{B)%), 8'11 em est aingl, 1l'application r —>u,, "
gbablit une bijection de 1'enseuble des repdres dg B de type W, sur

1'engemble des 1somoghiamca de A-algébres augmentees de

A(H/:[(V)k‘"1 de 3 3 et étant donnd um repdre r 3 W—-?I(B), Tap=

plication N —0r est une bijection de l'ensewble des i-dérivations

de la A-gledbre auvgmentée B {i.e, des A-dérivations laissant stable

1'ideéal d'auvgmentation) Sur l'mseﬁble Ly {(%,1(B)).

Démonstrations Le fait q_ue {28) donc (28 bis) est surjectif

est une conséquence biea connue du falt que I{B)%x(v) = I(B), &
fortiori (z7 bis) est surjectif pulsqu’il slagit d9 ~filtzations
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finieb (Lilg.Hom, )e Pour la méme ré.iaon, il vevient au mbne

que (£7 bis) ou (28 bis) sbit bijeotif. L'application x—> u,
éat une applicatbion dea repéres vexrs les lsomorphlsmes, évi-
demment injective puisgue ¥ ongendire l'algdbre SA(F)/I(W)k"'l,.'
et aunssi éurjeotivé puifjue toute applicution A-linéaire T —>I(B)
définit w vnique homomorphisme de s~algdbres S, (V) ~»B, qui
ost’compatible aves les aughentatione, et slannule dons sur

k+1
I(V) (pu&sone I(B) = 0), et passe done au quotient., Pour

k+1
la dernidre ascertiom on peut supposer B = SA(V)/I(V)

1'application #—nbr est ume injection pour ia m@ne raison ‘: W
engendre la A-alg&bre B, c'est ume surjection puisqu'uno appli-
cation L-linéaire u s W —91(B) d¢2init (compte tenu que I(B)
est un wodule sur _SA(I)) we s-dérivation D de A-algdbres Su(W)
dans le SA(W)-modnlo I(B) (d'aprds la carvactorisabion des dérie
vations d;une algébre s;m&trique dang un module sur icelle,
donb ia. plaoe serait probable:ent au par,l, avec lcssorites
enalogues pour les algébros exbérieures; tensorielles, joxrda- .
nienned etc, § 2 ceci pr&s que ces dernidres me sont plue con-
muta’cives et gue ocela semble in&lauer qu'il faub le nettre aves
les sorites non commutabtifs sur les dérivations), Alcxre D
applicue évidemment I(W)P Gans I(“!)P']'I(B) = I(B,)p, done &%ane

nule sux I(E’)PH', done passe au cuotisnt, Oos

COROLLAIRE = Soiemt 4 ume /gv-glgébre commutative, k un
entier >1, FPour gue P(k’ (A)_ polt isomorphe, en ‘bas.ﬁt qu'algdbre
sugmentée sur s, & une algdbre dn typs SA(\".’) /1(\’.?)1‘*'1, il faub




- 93 = B0 70

ot 1} ouffit que 1'upplication canonigue §,(Q*(a)) —> 62 (a)

(th,2, cox,2) so0ift un igomorphisme pour les Gegrés &k:; Duns ce

éa.é, les isomorphigmes de‘S'L(r)/\?Jk"']' sar 9(1) {4) oorrespohdénja

canoniovemeat zux rdpdres differentiels d'crdre k sur A de
bype Ve 8i de plus -0.1{.&)- admet une base finie, 1'homomorphisne

camonigué
(29) P“"(vgun. i '{]“" ¢ % R
défini dans thy 5, £2° est um isomorphisue,

Sauf la deraidre assertion, le corollaire cobt un 0as paxr=

ticulier de propil0, compie tenu de TheZe Pour yrouv?ér’ la der~ -
nidre a.esorf'ion, notone que (k) () eat Piltré par lcs noyaux
des homomorphisnes oam:l.g.néa 'g(k)(,&) —e‘g(kﬂ)(.&) {02kt 2k),

et en vertu de la comwubativité de (Z6), 1'homomorphisme (29) est
compatible aveec les filtrations, Pour prouver cue ¢’est un isomore
phisme, il auffit de prouver cue 1'homomorphisme pour les grudués
ascoeiés en est un, Or_v"}(n) adiet une base finie comme duval de
oalt(s) qui admet une base finie par hypothdse, el pour t;)ut L
module M admettant ume base finie, 1 'homomorphisme canonig:e
_SA(.O.]'(A)) @AM N W bijeetif em degrés ék, prisou*il en -
est aimsl ei M= A; Done le grudué assooié au premier wembre de
(29) s’identifie & BQAW(‘*) o B = SA(M(A))/Ik+1._ D*aprds la
Prop.10 donnant la struotnre' da codule des dévivations de la A=

algdbre aug-entée P‘k) (A),Q’,SA_(_()_I(A))/IR+1 = B, le gradué assooié

s

au @éméme membre de (29) se’identifie & IALQ.J'(A),B), {sa compo=
- sante de degré 0, cui n'étaill pas envisagée dans 1'énoncé de la
Prop.10, étant blem l'emseible des ,gvudérivationa de L, i,
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s*identifiant 3 5, (QMu),8%) = 3, (1) ,4) = y(n)). Gomuze
Ol (4) admet une base finie, Batil-(n) B) s’identifie 2
B®,V(i), Ainsi les graduss asuooiée 3 (29) 501G 1somorphes,
et 1'1somorphisme eu'on vient dvexpliciter est bien 1 'homomo v
phisme d6avit de (29), oar Plus généralemant on a (sans auane

condition sur 4) commubabivité dans le mirifique diagremme g
5,002 @, TUs) — 3, (P (a) 5, (R (a))

3, (.03 (4),62%(4))

e2®P(V(4)) —> & [7(a)

Il alimpose done de domnmer des comdibions sur A moyernant
guoi les hypothéses du cor,l sonb: vérifides, C'eat‘oe gue nous
allons faire dans les muméros ¢ui suivent, “osons pour 1Ytinstab
une définition (qui aurait dﬁ venir avanx 1'énoncé de prop.lO).

DAPINITICN 6 - Soient A UB anneau eonLuLatzf B un anneau .

augmenté ayant A pour anmeau &'auvementation, I(B) 1’idésl dtaug-
mentabion de B, On di¥ que B esb un anneau sugrenté régulier

(zesps zégulier tromgué d’orire k) si OI(B)2 = {0) et si 1a
s-glpébre grajuée associée G(B) -;E I(B)n/I(B)nﬂl est isomox-

phe A& une algéore du type §,1(¥) (resp. & une algdbre du Lype
5, (V)/1(v) i

Hous utiliserons cette notion surtout dans le cas ol B est

), o ¥ esb um a-module projectif,

une A-algdbre augmentée, Il résults ds prop.lé gue dans ce 6as,

B est régulidre tromguée d'ordre k si et seulement si elle est
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isomorphe 3 ume algadbre BA(V.’)/I (Y)k+1

Jeetbif j si 611 s'eat donné déja um repére de type W sub B, B est

oi Vi est un A-module pro~

ri}guliare troiqmée d*ordre k si et seulement si ¥V est projectif
et 81 {28 bis) ¢st wu isemorphisme, Remargucne sessi qud pout
gue 1'acnean A-sugrenté B godb régulier, il faub ob i1 sufrit
qu’il soit ééparé pour sa topologie I1{B)=adique, et gne son cont=
plété soit régulier, ou enmcore que B soit séparé et que les »

kA goient réguliers trénqné a? oxdre

anneaux A-augmentés BfI(B)
k, .Si B ost ume A-glgébre augnmentée séparée compldte, il revient
aussi au nfme de dire que B est isomorphé & 14 L-algdbre SA[CI])
complétée de SA(W) pour sa topologie I(V)-adiqus (la nécessité
se voyant en prénmant wi repdre de type GI(B) gur B, qul existe

puisgue Gl(B) eat um L-module préjectif).‘

10 - Premier cas Lype ol ‘Pco(u) ast une s-alzébre augmentée

rcguniidre,
Dans o0e numéro, noul éuppoacns gue .Q-lia) adnette une base

de la forme {dx'), agh OB (=)

je3 ©%% wme fanille d*éléments de

A Posgons

i i

(29) 8" = dx" {e,;ej‘)-_-sgi (indice de¢ Kronccker) -

ej désigne donc la Pforme A-linéaire sux .Q.]‘(A) égale & 1 sur

ed =dxd, 3% 0 sur log e+

avec i # jo 51 I est Zini, (e;) ect
done lo buse duale de la base (o) de _Q.:f(n), mais 81 I est in-
£ini 168 o, ne Jorment pas ume base de dual 1?.(11) die .ﬂ.:-l'(A). Oon

pose aungsi

(50) o ---s%.
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done par définidion 5%1. ea‘b me ,Z’-d.érivatlon de LA donnée par

(30 bis) . sé.xizs;i

Hous idemtifierons parféis les oy avec les B

PROPGSITION 11 - Sous lss conditions et avec les notations
préo¢dentes, on a ls formule R

(31) Lei"JJ"o ie@e ‘-SF 2—,- =0 (i,3 1)

en d‘antres termes les dérivations 5% (i-éI) commutent entré

elles.
En effet, on ‘a pour tout X ¢l .x
<[oaelse K> = (B, 0320853 = B, Logu0x" 5 - Loy Gy iz -
Or le premier tessme du dernier nmembre est nul car
<ei,dxk> 5 est annulé par toute uérivc*.uon; et de neume 10
deuxisme ‘berme et nul car 9 axK = d{e xk) = u(sj_ ). =5 0, done
le premier membre est nul, .et gomme k& éuait arbitraire, (al_)
en résﬁlte. '
11 résulte de prop.il que pour tout polyntme P en des
indéterninées Xy (ié’i) on peunt définiz 1topérabeunr
2 (3%1-)1(__1) dans A, qu'on note aussi Sfimplex.xent ?(23;), ol on |
pose |
(32) =2y » O0h 2 = 22y )
C?est un opérateur différentiel de A dams A d'ordre £ deg.P,
en verbu de n°l, prop.l
Le formalisme sulvant sera commode pour la suite. appelons
indice monomial relabif é. I un éléneat a = (ng)yo1 de Zlu)_,
appelons ordze de 1’indice monomial n 1'entier (=] 32"1 3 81
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o:‘& identifie les imioég m@nomié.ux awx monomnes correspondants
et des 1ndéterminéet'xi-, 4fordre d’un indice monomial ost done
le degré du moBnome correspondans, Si (y, )iC 1 est wae famille
d*élément s oommuté.nt doux & Geux dans un ameat B on poSe

(38) = l“"lyi“i F= fyi)“,__l » B = (ni)lél)
étant entendu g_ue 71 31, et oue par suite le deuxidue membre
de(33) a un sens, tous leaff,acteurs sauf wn pomobre Lini ébant
identiques 3 1, Nous fposeions auBsl, pour Geux indices momomiauX
m = {my) etn=(n.1!fx :

() W =Tad @ = 1?1(:1)

fous les faoteurs des secomds membres sauf uw nombre ini sonb
égaux A 1);. :

Posons, pour f& A eb wn entier k)l clonnés H

(35)  SEle_gl®p_ 5. (2&s)
nota.tion gui vaut a.ussi pour k = + O3 1'image de S(k)f dans

g“D”Ut) { pour k> «Q)l} ert 5('2)13 sussi mous écrirome le plus
souvent §f ae lisu de é{k)f guand k est soas-antendu. Nous
PO SOTERE : '

() dx=(5xh)y g =a¥x -2y nrE
e’est donc une fa:ille d'élénents dTaugmentation nulle dans
P‘O(A),' ou le oas échéant la famille de leurs images dans wm
m8ne P(k) {s)e B2 notation générale (53) s*applicue & cette
famille d'¢léuments, alnsi qui& 1o famille 5% = (.P._)iel :
dérivations coumutan‘b deux & deux dans &, de sorte gue pouxr tout

indlce monomial n, on a
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(37) 9" F‘\(ﬁr)‘i R NP L o PO P R W R

PRO”OSITION 17 - Sous les conditions et avee les notations

précédentes, on a leg :Eomules suivantes, ou m et n Lési@

ueux indices monomigux QBQIOOBGHBB 4813&118 &1 3

{38) .§xm= M a3 mem 4 0 ginon
P} me) 1 ,

(39) < c O xB=u §

Démonstmtion. Ca vériﬁe d’abord la formule (38), qui :
g*écrit explicitement, em "posant % = 'z |

e A MR () -r‘t(.(.__..r (=%)"Y
Al n; £m, pour tout 1; et O sinon. Cela résulte aussitbt dm
fait que les Xy sont des dérivatioms de l'anneaw A, coumubant
deux & deux, et sabtisfaisant & Xi.xj - 513 (formule (30 bis)),
ce ¢ui nous raméne en effet aussitdt au ods oh I esh méduib
& un seul élément, olt la formule evb bien connue, ou se démontze
par récurzence immédiate :‘em' m, Pour prouver (39), on note que
le péemier nembre esb l’augmentation ae 1'61é:.én‘b
Pao(s‘;_i" (gx) de 1""’(1&) (cfen° s, formule ), or on g

9 - (P"°(9)) =, AP Dy = P'O(S; F
Or les 15 gont des dérivations de l'azmeau B = 2%{5)
(n°6, prop.d, corolla.lre), conpubant doux & deux (puisque les
é%f oommutent Geux & deux), eb satisfaigant &
1” =51,

en posé.nf yj .—-.Sxa.' (2n .Q:E-tet, on a Dj‘yJ = Did"o B e Di(_'xi.i),

dans le dernier membre le preuler terme est par définitiom

—
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d‘o(% xj) = dIOS. S-Q le deuxidme térme eat nul puie que

Dy

que, pogant D = (Di):lél’ on o
2" = Fl-l%ﬁ. 72 singm, O sinon

d'oh vésulte (59), en premant la valeur des deux membres pouzr

est une s~dérivation)., D*aprds ce qui precéde, on en coneclut

l'augmentation'?oo(ﬁ)—-?n, oozﬁpte tenu gue les yJ sont d’aug-
mentation nulle, .

Wotons raintensnt que pour toube fE—A, on a
(40) 9\ g = az
(n*5, th.,2), donc cue les 3(1)::1 = dxi forment une base de
.Q}(i ), et par suite que les ;‘ ) ‘ {ici) engendrent la. A-—algébre.
E(k) {8), i.0¢ que les éléments (S(k)x)n, pour \n‘_a_;_!, engendzrant
-le a-module P(x) (8)s Lu formule (59) prouve, lorsque les ml pour
n Lk sont inversibles dans.,l‘x, gque les éléuments envisuges sont ’

aussi linéairement indépemdants sur A, Zu parficulier t

THIORZYE & - Soif A ume ﬁ“«algébre conuutabtive contenant le
eorgs 0] belle aue _Q.l(n) advette une base de la forne (ax ), o

(x )16-1 est uvne famille d’éléments de A, Alors pour Loubt entier-

k>1, les éléuem;e (S-x)‘ I i (§x ) 1 ol n p_a.rcourt l'onsemble

deg indices mbnopiaux &?omre é.._k relatifs & I, foruent une base

: : a
de olk) (4£), 1a bade duale ébant formée dgs %1. .gli., n parviculiex,

P(k’ (1) est une A-algdbre susmentdée rég:uliére tronguée dlordre Ik,

et PP(L) ost une s-algdbre avgaentés zéguiidze, (deéfy6), isomoz-
phe & 1'alpgébre AU__( J-xi)ied} des séries Formelles en los xi.‘ =
COROLLAIRE - Sous les oconditions précédentes, boub

opérabeur différentiel dlordre £k dams i s'éorit do faconm umigue

-
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sous la forme -

(41) D &

mi<k

o les :En sont des élévents de A,

in efiet, les opérateurs différentiels dlordreLk dans A
s'idenﬂﬁent aux éi;memta du dual du s-module P(k)(a) {nez,
thel)s Ainegi, les 53-1-;l forment une base du A-module des opé=
rabeurs différentiels dans A, 1l'ordre d‘'un opérateunr diffé-
rentiel o fn 5-!-1- étant le plus grend enbier k tel qufil
existe un indice monomial n aveo \n| =k, £ # 04 :

 La proposition suivanbe, essentielleuwent contenue dans le
the4 8i A contient le oorpaaz des rabtionnels, est surtout inté- ;
rescante lorsgue »g"est wm Corps de caractdéristicue # O 1

THEORE.E & -~ Soient A ume ﬁ'—g_lgggbre com-utative, (ri)i &T

une famille d'éléments de 4 telle gue les ax> enpendrent le

A~zodule ..O}(ix). Alors les conmditions suiventes somb écuivolenteg
(k étant wn entier ‘ﬂozmé';l)' 3
(1) Les ax' forment une buse ds aty, et o8 (4) o5t ume

\

A=-glgdbre sugmentée regulisre tromoude dfordrs k (0.6£46)
(ii) Les (S x)n = ‘ HSx )ni forment uzs base du u-mor.ule

(K) (n), ns= (ni) garoourt les indives monomigux 4loidire

<4 k relabifs & I.

(111) On peut trouver wne famille (D)) nj g3 &lapplica-
tions A =lindaives de 4 dams A, patisfaisant aux conditions

guivantes : D/ est l'endomorphisme identigue de i, et on a

les formules

(42) _nixjasg ‘  (aé1)




: = 101 - : n® =70
: : : ( S . ‘ l,X&(I) AR
(43) Dy fg) = Dp(2)Dglg) (ne » 0| <k, £,8¢€4)
g=n .
S5i ces conditions sonb vérii'iéea. l)n est mn opératenr Gif-
férentiel dtordre \ \ les 'Dn (ldentifics a des élénents du dual

du s-module 2(¥)(y) grice au th.J, dz 1°2) fomment 1a "base dusle”
de ls basge ((S _.)n\ de P‘r) (n) 2t o8 2 les formules

{44) px"= (M).oea {|=}], B|<X)

{45) !ﬂD -g (‘3[5 k)

(46) ' DD '(1‘2'2{'2'3"' Donim {tu| + jn|g k)
(47) (0 Smm=S B (ol spmlex)

Démonstration “ﬂndemment (i1) implicue (i) ‘/réciproque est

un cas particuliexr de promlO ear la premidve hypothése faite dans
(%) sigmfie aussi oue les Sx‘ forment une base ¢'un supplémentaize
de J dans J, J désignant 1'idéal d‘augmentation de P(k)( L) e .O’au—
tre part (ii) implique (ui), comme on voit en prenan'b ponzr (D )

la base duale de la basge ((b x) )\n} x 4o P( )( ) $t cm a bien
Do endomorphisne ulentz.que de &, vérifions les iormules (4&) et
{43)s Par de¢finition, em a {47), qui pour n=4ié&I et n= Jé-I se
réduit & <J)1 d(k) I x’.l}z 51'7 3 em wobtant alorxrs que (Dl,l) =0
(en vertu de (47) o on Tait m=i, n=0) on obtient (4z), reste 3
vérifier (43)s Comme les’ dsux menbresr sont.des fonetions /g‘ﬁbili-
néaires en £,g qui éo.nt_ dea‘ opératetrs ﬁifférentiels dYordre Lk

e\h chague argucent, et .a’identiﬁent par evite {par wm argu.ent
facile) & des formes A~bilinéaizes sur %) {u)xe!™ (1), 51 euspsy

a3 vérifier que ces dermidres sons id.entiaues, or ces formes sonb

respectivement ( e W}aﬁ
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Z_L%,(p( ,qz) (@, ver® (), 11 sur1t do jrouver
%elles prennmt les unes valeurs pour (k? W) = ((x)T, (x) x
ce gui est trivial sur la formule (47),

Prouvons cue {iii) impligue (ii), Tout dbbord, une wécur-
rence immédiate sur 1'entiex r)e prouve oue (45)’ implicue la
formule plus générale
(63)  Byl2,0.02y) = p%;% e ey ]
(fl,...,f éA). D’aiuours, la formule (43) prouve aussltot
' par récurrence sur -\n] s Que D o8t un opérateur différentiel
dtordre £ \n\, ot peut done s'envisager comme um 6léu ent du dual
d&u Aumodule P(k) {&), Te raiaonnement ci-dessus déduisant (43)
de (47) montre que la -fomv,le (<3 bis) cisdesous peut aussi
s'écrizre _ e -
(45 ter) <Dpa'fyGuesip>= Pl%\@l’l’q’]} vou LDP,"'Prv
Appliquant cette formule au produld ;

(Sx) r_\ (ij’)m" (oonsidéré comie ua produit de T = \m\
termes J.denthues & eertains des in) et utilissnt la foxmule

(D 5 SIJ>-‘ 1311:J = S ,, on trouve la Fowxuule (47), Cecla prouve '

que lesd (5— :r:)n (\n\<k) sont linéairecuent mclépena.mte fur A,

et oorme ils engendrent 13 A-module P(k) fL) (n°5, cox,2 d@u th,2

en §e rappela.nt cus les dx> engenfizent le a-module .0.1(1,)), ils

en forment ume base, Cela prouve l*éguivalence dcs conditions
(1), (i1) et (iii), il reste & prouver les Formules (44), (48)
{46) pour achever la démonsbration, La formule (44) pe déduit

de (45 bis) en appliguant cette &emiére au produitb

y P =
< Il
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2 = ﬂ(x‘l)m’- cle r = |m| facteurs identicues 3 certains des
xl, ot utilisant D, = identite et DyxI = 9,9, Ta formuie (45)
est une comséguence de (39) eb (47), Pour vérifier (46), il

guffit de vérifier gue les deux uembred ont ls mSme valeur

gur les éléments xB (jm} £ k), car les d(k)(xm) = (d(k)x)m

engendrent le A-module P(m (), puiscue les (Jx)mz(d(k’ x«x).m
1’engendrent et s'ezxpriment commeé combinaicons A~lindaires en
les (d(x) x)® (foruzule d¢ Newton), Or la vérification cue les
deux membres de (46) ont méme valeur pouz- 1 *argunent xp est
immédlate gur la formule (44). Cela achdve la démonstration.

GO sOLImIm 1 - Sous les conditioms do la prop,l3, les

opérateurs différentiels Dy (\n\g k) eozmm;ent. ¢t ei I g8t

£ini toub opérabeur différenticl d'ordve <k dume A se umeb de

facon unicue socus la forme

'(48) D-—Z, fD

Inl< k
avec des £, £h,

La premidre aseerbion résulte de la formule (46}, la

deuxidme du fait que (‘Dn) est, cous les conditions eavisagées,

une base du dual du J_l-_bmodule. plEl (2)e Plus généralement, si U

ost un A-module, un opérateur différentiol D d’oxdre & k de A

‘dans M se met alors de :'taqon uwnigque sous la forme

(48 pis) + D(£) = Z—-’n" (£)
pour des a, e convenables.
COROLLLIRE € » Soi‘b"e"g anneas oom._utatif X = (x )161

ane famille d"indétemi.née-s, A 1%algdbre de polyndmes

A.=,,~2r E(;il.é‘ I]-':‘- #__fc’-[:x‘].‘ngora les condibions de 1g Propeld
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eont vérifiées pouz tout entier k> 1, Les opéra.teurs différeﬂ-

tiels D, aont ca.:aotérisés par la Pormnle

(49)  2Aziy) = 2 02 (@) (2¢ 2 =4 [}

ot y est vm autre _s'xatéme y= (Yi’ie-z d’ineerminéea, disti_ctes
des z, : :

COmne 18 x> engendrent s, /f"-algébre A, il s’ensuit in-
médistenent que les axt engend rent le A"mﬁdule!)__(i.)‘ Dlaubre
part, em verbu de 1'isomorphisme -ev[r;y] —‘-@[x] @], p-our toute
fE4 La formule (49) aeﬂm,t bien sans awbiguité des D fGA

(nuls sauf wn nombre fini)e Il est immédiat que les D £ aépement
,Q" ~lingairsment de £, gue Dy = £ (comre on voit en faisant 1a ‘
spécialisatiﬁ.n y—70). % e.t gue (42) et (4%) sont vrais, Cela
prouve le eorcllaire, On motera cune 1a formule ~45) implicue en
particulier D; 3'5% 3 (';1{.';‘.)%. étant défini par la fornfulo {30 )
oun (40 'pia)), einsi B = ' _?_ egt ume «4"-&ériva.tion de 1a
,gv-algébre i, et daxig le cas a% uel oh A =r£1_‘_k], elle .coi.. cide
avee la ;g'-dériva'bion @tro&uite paxr Ix}o‘czfe Yaitre dans A’lg.'.
Chap.IV Darads | | | :

11 - Pagcage aux anneg.jx de frachions ; erbensicn des

acg,}ﬂrea'.

¢ numéro ot le suivant, gul ne pourroat probmsblezeat Li-

guyer & cet endroit, ont été .mi's pour 1“111&31;1*1101;1011 de Bourbaki
-qul pourra les exhumer am moment voulu, probablémen‘b en Algébre
Commutative, Le rédsat'enr proefite de 1l'occasion pour suggéwer-

gufon mette dans les wShruobures Fonfa-entales® un livre de
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"TGéométrie ulséqriqné ilémentairé“ comprenant eaaentieliement
l'Algébrg Gommutétiye, ia ééométrié Algébriqﬁe 'quaiitative"de
chevalloy,’(et peuﬁlﬁtro 1a théorie des intersections), Il
sTagit blen 13 d’une dtrn@tﬁre fondanentale am m8me Hitre que
n'importe gue lle gubre figurant dens la Premiére Partie, et la

. seule ralson gu'on n’zit pas envisagé dds lo débub A lul assi-

gner celie ﬁiace, étéit gang doute que la théorie n'em était pgs 
encore au stade bourbachisable, Si, comme tout le monde en con=
vient, on ne peut ss dlspenser de donmer dans la Premidre Parbie
w livre d'ilgdbre Homologigme, {cul traite d’une technique
fondamentale, mais.nqp‘a*une stracture fonﬁamentale),;il semble
bizarre qu'on se permetts ﬁiexclure la géométrie algébricue,
Solent 4 une»a]gébre ooémutative sur 1%annean J%; S une

parble multipliicativement stable de & me conbedant pas O, om
noters AS™F 1'annesn des fractions de A relabif & &, eb pour
toubt s~-module ¥, MS“;‘le‘is'léwodule:MQQKAS“I. Lgs homonorphise
mes Canoniques ) '

PRI e
définissent des homomorphismes non ©w0ins cunonigues

P('k) {L) ._..>P(k’ (AS“‘I) | Pik’(?ﬁ) ...—?Pi:ll(;‘fs”l)
(n®6, prop, 6}, compatibles avec le s structures de rodules sux
A Teupe A87H et 1 "homomor phi sme A.-§>LS‘1. On en Géduit,
d'aprds la théorie de 1'extension des scalaires, des hcmomox-.

piaismes (foujours canonigues)



‘0

‘ - 106 - | " n°E70
(30) 208 (x)5=t —plhl (ag-2; o) (315 ——9?(k) (x5-1)

On notera d'ailleurs que P‘k) (A)S"l est en fait une algdbre
gur AS“]' et le premler homomorphisme {50) est compatible avee .
celte strucilire, que ';P‘{k)t:.i)'s';l est un module sur 2iX) (a)s-t
et que le deuxisne homomo xphl swe (56) est compatible avee les
struoﬁui'eé de modules sur les srneeux fipurant dans le. pre-

mier horiomorphisme {50),

PLCPOSITICH 13 -~ Les homosorphismes (5C) sont des isomor-
phisuess

11 suffit de prouver gue le deuxidme homomorphisme (50)
admet um AS"]'-homomorphiane inverse., Or pour se donner un
homomorphi sue en sens imerse; il revient osu umlume de se donmer
une applicatbion A--lin¢aire D c ' —a--)P(k)(‘i)S oui soi%
. opérateur différentiel d’oxdre £k (de modules sur 1&/4"’
algdbre as” ). On a env}e de poser D(ms 1)=d(k)(m)d(k)(s)
mais il faut verifier qg’.\eI d(k’(s) eongidéré comme élénent de
(k) (n)S"l, est invereible. Oz, on a g

alB)g =8 + O (g = s(14s2 5(1‘)5)
et P(k) (A)S"l est une AS":‘-algébre augnentée d’ordre finl Lk,
S(k)a done s‘1§(k)a esh dama‘l son iddal &’augmentatioﬁ, éone
1+8~L g(k)s est inversible, et comme 5 est ausel inversible,

(k)

il en est de mfue de & "8, 6% de fé.gon' précice on a
k .
(61) al®) (o)t = 4ot é (1) $18) ()52

Wous poserons done
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I1 faut vérifier»que le -d-'euxiéme meinbre ne aépend gue de l'élément
me"1 de 35%'1 et non du oholx de m, &, la vérification est trie
féoile gréce & la propriété multiplicative de d(k) (se garder -

dfutiliser la formule exp;l.ioite {62} 3+ 11 faub verifier que D
est un opérateur difféventiel d'ordre Lk, c'esb aieé par réour-
rence sur k, Ainel D provient é’un homomorphisme As'l-linéaire,
transformant &ﬁgh(u"l) en (d(k)m) (&(k) s)"l, or ce dernier 6lé=-
ment est transolfrmé par le deuxidme homomorphisie (50) en
djfgll(in)d(k) {s) “1, ou maintenant p.(k,(s)"l désigne l'inverse de
d“ﬂ(s) dansg P(k) (As'l), on retrouve donc bien d(kll(me"l), ot
on voit de mEue en c;omposa.nt le deuxisme homomor;iisme (50) avec
D qu.'oﬁ .t:couve 1%identité, Cela achdve la démonstration, gui est
un peu emb8tente, mais on y voit encore moing en revena.ﬁt aux
définitions du n°2, '

COEZOLLAIRS 1 - ﬂl(AS-1) glidentifie 3 -Q}(A)S'l, donc

{d'aprds les p:copriéfén gonnues de 1l’opération '!S"l")

Quas=) = A, Pas™h) stigentizie 3 O(s)s™,
Cela résulte de prop.ld et th.2, n°sH,

La proposition 13 est avssi essentisllement équivalente au
COROLLATIRE £ ~ Soient M et ¥ deux s-modules, D un opérabeuxr

différentiel dTordre ék de M dens N, alors il exigte un opérateur

différentiel et um geul Dy g_g_AS":"-modulea de 8L dans NS"]', tel

gue le diagramme suivant soit commutatif g
o b

M.%'.'l.—‘....,_..-—-;D'S"J‘
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{ow lea homomorphmr:es verticaux sont les homoggorphismea ca.no-

nigueﬁ) Y

(On notera que la formule exzplicite pour Ds(ms';l) ntest
pes trés simple, on (_iovit utiliser la fomule (51)), Si on

applicue ¢e corollaire au cas ob D &sb l'opérateny de Aiffé-
rentlation exb:rieure dazis C(4), et si on tient compte de
1licentification donnée dans le corollaire 1, on trouve 1'opé=
rateur de différentiation extérieure dens .ﬂ(ns"l).

COROLEATRE 3 - Supposons gne Q}u) soit um s-module de

type fini, ALoxS pour tout a-molule de type fini ¥ ef Loub

eutier k>0, le s~module BUX)(u) est de type fini, et cette

propriété de la %‘-g;gébre A Be oonserve'par passaée sk .8

anneauvx de froctions AS"'". Supposons de plue 4 noethérien,

solent M st H deux A-mod'ale-s, M gbant de type Fini, soif

D(k)(‘é_,m le A-module des ogéra.teura diftérentiels d'oxdzre <k
de ¥ dsns §, définissons de facon analogue D(k) 1(M3'1 NS"]')

2lors on a ¥n isomor_.bhime ganonigue

(52) . o {umst = (kll( g+t 5571
Faisant M =N = A, cet 1801!102‘1)1118 me indvit vn i somorphisme
(53) 1?(,1)3"1 2 g(as"l)

Lia premidre assert:lon résulte aussitft du coz.d au theg,

n°5, la deuxidme vésulbte de la prop.lé, On & {sansg conditions
sur 4, i, W) un homomorphisme canonio_ué (32), déduit de
1'application D - Dg envisgagée dans 00Fe Zy D'ailleurs lcs ‘

deux membres. de {52) s'identifient reepectivement &
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HomA(PEE)( %) ,N)S"l at Homﬁ-z(P‘k) (‘ﬁS -1), ﬁs"l), grﬁoe ) prop.lsv
le deuxiéwe membre geut_uors 87602 re aussi
Homﬁs.ﬂrik')(M)S"l,lS‘i); 11 s’iaentg.:fie done bism au premier
nmenbre si A est noothéridh_et P(k’(ﬂﬂ_do type fini, Enfin, A
éta'nt de nouveau quelcongue, 1'homomorphisme (53) induit bien,
pour M=li=iA, un honomorphisme (53), si on se rappelle due les
dérivations dans 4 sont les opcérateurs différentiels dlozdire £1
slonnulant sur } (th.'z,-oor.l), et ai (52) est un 1soﬁorphiane
elest 1% un isomorpl’u'me,‘ en vertu de la strueture connue Ze
(1) (i), done de som-duals {0n peut anmsai invoguer le coxe.l

direchement),

COROLIAIRE 4 -~ § p_pouﬁna gue L soit unenl gdbre de type fini
sur 1'anneau A’; ou un snneau de froctions BS™E d 'une tolle al-

gebre, iLlors les A-mod.ulaa P(k) (L) sont dc tyvwe fini,

La proposition 13 nous ravdne en effet av ocas ol A est ume

algdbre de 'type fini, Pour une telle algdbre, engendrée par des

générateurs xi'en nombro. find, les ax* engendrent manifestensnt
le B-module .Q}(B), qul o8t Gone de type fini, d’od résulte irnmée
dlatement gue les P(k)(n) sont asussl de t.ype fini (the2, cox.2),
Bien entendu, sous les conditions du cor,5, si i est wn A-module
de type fini, les P‘k)(d) sont des L-modules de typs fini, Ceei

8 a")pllc ue par exsmple A &es algdbres affines, et des annssux de

fractions de tellesalgdbres, en particulier anx looahtés.
COROLLLIRE & - Solent Ivun COTps, X = (:rx:i)161 wne famille

d'indéteruinées, soit X = ki(x), Alors les ax* formentd une bosge

-
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de %(K), et et _la K—algébre amentée Pﬁ(l{) ash rogulidre,

Il suffit d"appliqusr th.s 00T,2 & 1l'anneaw A = -Qvtx],
et d'appliguer la yzop.lﬁ,l

S;)iﬁ toujours A une 4 '-'-algéb:ce oomu?tatixfe, et comngldéronsg
un homomorphi ane - d'anneauz commutabifs /gv -——}«g" considérons
AV = A j;’é‘ e, pour tout A-module ¥, le A'-module
= M@AA’ = M ﬁ,@’ On a définil su n°6 Prope 6 des homomor-
phismes

rfé‘}m——ag‘#’w) , }L’/‘j@(m——?r‘,ww)
gri donnent naissance & des homomorphisues

) 2P el r‘j} wal), = mgfr —-me(k) #,wm%ﬁ

donnant lieu aux mBmes vewaroues générales cue les

homomorphisues (50) (remargues qui auraient 4f figurer au n°6)e

PROPCGSITION 14 « Les homororphiszes (54) gsont des isonior-
phigic Se ‘ | : :
La démonstration ea‘b immédiate & partir des définitions
dﬁ n°zZ,

~ Biea entendu, les homomomhls n68 (50) et (52) sont conpa-
tibles avec les homomorphlsz:es ganonicues P( )--——->P ).

12 - Btude différemtielle des localitée et des algdbres

affines.

THIOREE 6 =~ Soientlz'tm corps comubatif, X une extensgion

ge_type finig de /3\‘ 0 1'aoneau iocal de 1'id¢al d'auementabion F

‘x de X%K. Alors [}&(x) est wn espace vechboriel sur K de
dimension finie >a = aeg.t%(x), ot boubes les conditions

suiventes sont ¢ nivalezn 88 3 ' | =

h
= : T

9 e " o, : - o B r ¥
- -3

”» o e = Sl L Al g - - o v\ w =2 F )
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(1) dimx%(x) =n
(1) K eat wme extenaion géparable de ré'
(141) P}a_(K) o8t me K<alcdbzre au@entée régulidre

(iv) () est un ammeaw local réguliew, (i,°, s snnean K=
o b : -

AVZaenté réaulicr),

{2ovz {iii) et (iv), voir m°S, 46%,6),

Que l& dimension de m(K) Boit finie, et majorée par exome

Ple par le nombre d'éléments 6'un systine de généiuteurs de 1'exz-

tension X de k, véeulbte de cor.4 & prop,13, Le fait que cebbe
dimension soit > m, et‘l‘éq-nivalenoe de (i) et (ii) ont ét¢ faits

dans une rédaction uwlbtérieure de Llg, Chap.V, par.9 (en attendant,

voir exposé 13 du _sém;na;i-e Cartan-Chevalley). Rz;'ppelons {n°2, et |

n°4) cue p® () est l’algébre augmentée complétée de P = x.s/‘_x,
comne X est un corps done l'idéal d 'augmentution /f est maximal,
k+1 k+1
on sait que P est isomorphe A {gr
que: Bf4p 33/ ¢

blier én slgdbre Commubabive ), dome P“’(K} g'identifie au com-

plété de U, ou encore les algdbres gradudes associées A oes
deux anneaux augmentés sonb 1som§rphes, %ol 1%écuivalencs de
(ii1) et (iv), éguivalenter aussi & la condition gue 1’homomore ,
phisie AR 3
(6B} - g s,(c‘w-n — §{O)
seit bijectif, O on @ le

LELE 4 - Soit K ume exbennioa de type fini et de ﬁegré de

trra.hsoendanoe n du corps ;ﬂv, yl‘idéal a‘avementation de X /g_K
et U= (K %K)? » alors U est un anneauw local de divension n,

S

(ne pas l'ou~ -
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Il s’emsuit que i & ost régulier, on a nécessairement .

dim.Gl( 6‘) = n, done (iv) impllque (1), rcciproguement &i on a
(1) i.es s8i dim.Gl((f) =m, (55) est néeessairement injectif (donc
bijectif), car si son noyaw B était # 0, le polyndme caractézige-
tique de G(0) ,QjSI( GJ'(O'))/I serait de degré Ln, combrairement
au lemme 4, I1 reste & pwouver le lemue 4, Pour cecl, on note qus-
K est une extension algébricue d’une extension transcendante pure.
Ko de AZ’, et K%K est un sur-annesu de 'Ko J@’K qui est un module_
de type Tini eur ce dernier, et dont 1'idéal d'augmentation 04&
induit 1’idéal ¢ 'sugnentation ’fo de K, %0. fn vertu do Cohen~
Seidenberg, les idéanx yet }eo ont uBre rang, ce ¢ui anous raméne .
aw cas ol K est une exbenai.on transoendante puré, Mals alors, em
vertu de prop.13, cored, &( () est isomorphe & une algdbre de poly
ndmes & n indéterninées, ce cul prouve le lemue,

COROLTAIRS 1-‘Soib A mme algsbre d'inbégrité sur un corps s

telle cvue son corlﬁe des fracbions X soit une extension séparable -

de type Fini de k, de degré de transdendance me .1ors Ql(ﬁ) 25

In s-wodule de rang n, ob le noyau du homomorphisme cancnigue
(65 vie) 5, (QYa)) - @®(a)

est contenu dans le sous-module de torsion de SL(_O_I(A)).
B e A e S =5 W = e W Bl

I1 suffit de conjuguer le théordre 6 et o prop.ls.
COROLLAIRE Z - Soit A une alszsbre intdzre sur le COrps zﬁ\'/,

telle gue Son corps des fractions K goit une extension de bupe
fini de k. S4i SA(,Q}(A).) 88t _sans bYorsion, les comditions suivanbes

sont dcuivalentes g
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(i) tll: est_séparable
(4i) 1'homomorphisme (55 bis) est bijeobif,
i effet (i) ent:raiii.é'(ii) en vertu du cored, inversement

]

(2i) impligue, en vertu de prop.l13, cue (55) est anasi bigeotif.,

d%ol (i) en vertu de Th, 6,
CORCLLAIRE 3§ « Soit A une alwdbre intégre sur le corps 4;
telle que som corps des fraotions X soi¥ une exbension de type

fini de ,E“' de degré de transcema.noe n. Les oonditzons sUivan=

tes sont_¢gquivelentes

{i) _Q_l(a) 28% un A-module projectif de i'a.ng n,
(11) P®(a) est une a-algdbre auguentde régulidre.

Ces conditions 1mpqunent gue K est ume extemsion sépa.ra-

ble dg jé-

Démonstration. Dhes comditions (i) et (i1} impliguent

chasune gue S {,Q.l(h)) oot sans torsion, (donc le coz.2 .g'ap-

plique), e% que K est une ezxteneion séparaple dezé'en vertu
@e th.6 et prop.ld, Donc.' ex vertu de sor.2 (i) implique que
{65 vis) est bijectif, dolr (1i) puisque I)_l(u.) ést projeotif,
ef inverseuent {il) implicue que ._Q.l(a) o8t projectif, ot 'pour
roison de séparabiliteé gue son rang esht n (coril) ; dfol (i).

BiH & - Soient 0‘@0 localité intdgre sur um corr;sxz‘;

m-gon idéal maximal, b = U/ son corps résiduel, K son corps

des fractioms rationnelles; m le dearé de Lranscendance de K

sur k, Alors ,Q_J'(()"), est un O -rodule de type fini, de ra.ng),'n,’ g

on a uwne suite exzacte canonigue

(56) H0) —>3 8, 0H0) —> (2 11) —»o0
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et les conditions suivantes sont dguivalentes 'z

(i) a= dimxél(f)' + @imy, d(L)

(i1) L'extension & g._’g_4'cs’c séparable, et 17ammesu local O
est @kgulier, |

(1ii) I.'exbension K ae,z"est géparavle, o) (d‘) est libre,
et _le premier homomoxrphisme dans (56) est igiectii’.

(iv) Llextension X g_o_'sz‘b géiarable, _Q.l( ) est libre,

et il exishe un sous-corps Ge gomplété de ¢ applicué sur L

par 1'homomorphisme canonigues
Démonstration, La premidre aeserbion régulie de Hh.6

et prop.l3s Le premier hotnonorpﬁ_iame dans (56) est déduit de
1’h0momor~§hi 08 X swipdX a'eM&an'B QYo ) (a.ppliquant/upz
dans /m.d(O') en vertu de d(xy) = %y + yix), lc deuxisme
esh déduit de 1'homomorphisme ,Q.J'(U') ——%_Q.J‘(I:) qui 0OTTEeS=
pond 3 1’homomorphisme &'algdbues 7 —= 1, L'exactitude de
(56) est triviale (voir_ 1;. ex,i°6, exercica 1, a),A oll pros=
oédér directement par dualité, en notant gue leg A ~dériva- .
tions de 0 dane I qui proviennent de z@'-dériva’ciona d¢ L sont
exacterent celle gdi s'amnulent sur #4}), On a la suite
d'inegaliten 3 -

: A Tten xyain. o
(57) n_grangoﬂ. (O-)édimz(lu%_ o))< ﬂimL.Q.( ) L& (0)

La premidre rsulte de la premidre assexrblon du thyb,
conjugué avec prop.id, '1a seconde rcégulte du levwe de Nakaw=

 yane {compte tenw gue NM0) est wn O -module de type Fimi

en vertu de prop.l1d core4), ia trolsidme résulte de la suite
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exacte (56), La condltiocn (i) gignitiec l'égalité des meubres
extrémes de (5%), et équivaut done au systdue dlégalités g

n = rang QL (07) = aamg (B8, OMON) = arng HB(n) + ain 6N )

Tia premiére égelité signifie cue K est wne exbonsion séparable

de f(tn.6 et prop.13), .I_a deuxiéne que QOMYU) adnes.. wm sys-
teme do généralours §gal & son rang (Nakayama) donc est libwe,

ia tioisiéme gignifie que (56). roste exacte en zajoutant O & |
gauche, d'ou l‘équivalénée de ti) st (iii}A. Soit p la dimension
de 1’anmsau lceal 0’,.9.101'9 le degré de transcendamce ds I sur '&‘
est n-p, et les deux bermes du deunxiéme wmembre dans 1'égulité (1)
sont minorés vespectivement par p (Alge. Coumm,) et n—p~(en vertu

de the6), done (1) éqﬁinub aun falt que ces inégulités solent ‘

’

des égalités, oe gui eignifie respectivement que 0 est un annean

local réguiier (ilg.Comie), et aue I est une extension géparable
do k (the6) d%od 1%éguivalence de (i) et (ii), dome dss condi-
bions (4), (i), (1i3). Onjé.ait bien que la aeu‘lc'e' condition que
I soit séparable sur,&- Implicue déjd cue L adnel un corps des

‘représentants dang le complété de  (voir Algdbre Gommmubative),

done {iv) est impliqué par les aubtres cozlitions, Iaversement
{iv) impliquse (iii), car i1l suffit de wonbtrex qli;e L/ﬁ" géparable

iupligue que ke prenier homomorphlsmﬂ oa.ns {b6) est injectid,

* Or 1l'hypothdse implique gu'il exlste un corps de repréann’caats

pour & dans O'//Wv- , alors la projection corvespondante de
g //mf‘ suy son 1dédal waximal .«m/ME = 61(.0) définit une déziva= .

' tion e U dans lo () =uodule G (&), d'od un homomorphi gme
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_O}((_)’) — 61(0'). ovd définit par passage au cuotient un |
homomorphisme b @5.0.1(0' ) = ‘et (), dont on vérifis aussitot
gu*il est inverse A& ganche du premiex homomorphiame dans (56),
qui est bien injectif., Ta démonstration du lemme 5 esh achea

vée, Hous pouvons maintenant prouver le

TEEORELE 7 - Soient U une localibé inmtégre sur un corps /;f |
K gon corps des fractions, a le @.agré do tra.nsoandapce ie K
sur »Zr Les conditions suivautes sbnt équivalentes :

(1) QM O) esh 1ibre Ge zeng n (ow 317.1(0') esh libwe
eh K/,@v est_séparable)e

(ii) P’D(J) oot mme (J-algdbre angmentée ré-ulidzes

Ces conditions impliment cuo X/k est séparnble, eb si

le corps résiduvel L de 0 ost une exbension séparable de '%",

elles sguivalent & 1s comdition 3

(iii) Jest un anneau local régulierx,

Comme pour vm wodule de type fini sur (f. il reviemb 2u
mérne d’Stre libre om ?i"a'tro_ projectif, 1l’'écuivalence de (i)
ot (1i) et leo Ffailt que ﬁsa conditions impliquent cgue K est
une exbension séparable de :g" eat contenu dans le cor.d au
th.6, Supposons cue I soit une extension séparable de -K‘
alors la suibe (56) resbe exncte en rajoubant wn zéro & gauche,
Dono la condition (i) égwivaub 3 la condition {iii) dm ecme
5, ot (iii) équivaut B la condition {ii) du lewme, dome ccs
conditlons sozrb écuivalentes en vertu dudit lemme,

COROLLAIRE 1 - Si/g' est parfait, les conditions suivambes

» o



e N = Y s Sy
NI 2

- 117 = 0° 270

sont éguivalentes pOuZ mg lgoalite lutogre J sux va

(1) DY(0) est livre
(i:i_.) POO(O') ¢sh une (;T«i@bre avgrentéa rclﬁa.liére
{1i1) O est wn anneau local régullor.
CORCLLAIRE 2 = Soit .og’m co?pd parfait, A une algdbre inté-

gre affine sux ,&' om_une algebre de Fracbiona d'une telle algé-

bxe. Cond:ltiona éguivalentes :

{1) Q3{i) est un wemodnle projectifl :
fii) .PGQ_(L) ent_uma Aealgébre sugmentée régulidrs

~.

(iii) A est un annean'i'ré'v.lier" ise. 568 anneaus des fraotims

A?g (7 ;ga.roogarrtf isg 1dégux premiers, ou seulement maximaux,
de A) sonb des angeaux lonaax régulisrs,

On applicue le cor.‘,ﬁ av th.6, 1a prop.13 et le coz,.l,
COROLLAIRE & - Boid J sne localité rézuildre sur.%f, donb

le corps résiducl B est m extengion algébrigue _

géparable de,g* 50i% (xl,...,xn) une sulte Linie é'éléments de
1'sd¢al maximal dude § . Pour que o8 axt Pomment une bage

du 0 -podude .111(6' )', g:fa'a’o et il suffit que les i_ages cemo-

niques &es x dans MM Gl((f') formant vne base 4o et o8-

pace vecboriel sur I, d.€. guo (xi) goit wn ggstome wégulier 4o
peramdbres de U, | |

Bn effet, la suite (56) st exacte cuvand on rajoute un
zéro & gevche, eb compte tenu de -Q’-‘(I.) =0 (puisgue I est algé=
brigue séparavle mn'/z'! ‘elle moutre que AT ) =7 I:@O_ QMo

est un isomorphismes Le Goxollaire résulte alore dw leume de
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Hekayanae 3 |

Remarcus, J'ignore €l la condition que L/%' soit sépara~
ble est inubile pouxr 1a vﬁl:ldité de la deuridue parbie &ﬁ'tlu'l
{je saspecte que non), On notera er tous cas cue les comlitions
(1) ot (ii) plinmpliquent pas cue L/,z* goit sépa.ra.ble, conmie on
voit em pionant pon:c/a"un earps non parfait et pour ¢ 1'annean
local de 1'idéal premier 3Pes dans kfx]; a tant wn element de
k gul n!eét‘ pa:s puissance Dp.2ns, 48 tout état de cause, i1,
gemble raisonnable de Gistinguer dans laz terminologie entre une
localité cul est »¢ guliére (notion cul ne fait intervenir cue
ia struoture d‘a.nnean) et une looalité cui satisfalt aux condi-
$ioas éonivalentes an leime 5, 1s0s aux conditions du the7 (¥ °
inclus la géparablilité. de In//&f) -~ mobion qui faib eusel inter--
venir la sbructure de _oa"-algéb;e sup ! Ao

DEFINITION 7 - Une loealibé Jsur . OOI‘LB/Q', Ge coxps
des fractioms K eb_de corps résidusl L =0 [i# st dibe
simple, si elle Bd\-isfgj.ti? conditions équivaleabes du lemue

5, ou encore g8l x./,él- eat séparsble sh si elle sabisfait aux
eonditions éguivalenbes (i), (1i), (iii), du th7, i.e, 8% elle °

sablesfait aux conditions éguivalentes suivanted 3

(1) }‘k) {0) est va (J -nodule sugnenté réguiior, eb 1 homomorphis-~
me_gaacmique anf anF —=0N O o 2 O) est_injectis

fii) Ql(d) est_libre de rang m = dag';tr%x, ot 1'homomorpii ga
me envisagd dang (i) est injeetif, |

(131) O sat r¢suliexr et I./,e“ est_séparable
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(i bis) P(k)((f) egt_un J-algébre augmentée résnlidre et I./Qr

est séparable.

On observera gue liénoz_mé de.s eonditions (i) et (ii) ne £3it
pas intervenir des considérations de séparstlité, et s’exprime
directenent en tammes de Géométrie Différentislie,

Lia proposition suivante auvrait pu venir déa -1e n°l on n°z,
meis olle me seuble a'insérer nulie part de Zagom trés nabturelle,
PsOPOSITION 16 & Soit A une g'-alfzébre comimutative, 02 wm
idéal 6o A, D un opérateur différentiel d’ozdrs £k d'un s-module
¥ done un subre M. slcrs pour toub enbtiex k’;k, D applique ()Lk'aﬂ

dsns DU° 3.

Démonstration par récurrence sur k, 1l'assertion est txiviale

pour k=0, supposons dono i)O et 1'aseertion démonirée pouxr les
ordres (k. Un procdde alors par v .currence sur k'-k, lVassertion
étant triviale poux k’-ﬁ = 0, supgposqus done k'-k> 0 et llasser-
tion démonbrée pour les couples (k,ki) tels gue kR&kjLXk', Solent
2e OL; ge OLk,"l, nEi g on s

.. Difgm) = f(gm) + & (gm)
ol Lp est un opérateur di:tférentiel d'ordre &Ek~ls Des deux Lexmes
du second membxre sont, em vexin des hypothéses de réourrence,
dans 0L, @v(k,-]‘)-tﬂ ragps dans Ov(k'!‘l)“(kd)ﬂ, done dans
m,k"'kﬂ, done D{fam) & OLE"&N, ce gui prouve la proposition =
Lppliquant cette proposifion aux opérateurs diffé‘z-entiels a(x)

en trouve le
COWUBLAIRS 1 - Soib & um 4-module, k unm_smbiex >0, alors 1o
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/e"-hOmomorphisme d“‘) 1 M-—-)Pu)(‘ll) déLinit par paaeago auUX

guotients un k-homomoz $ s

(57 /P u —>pEy 02,3“‘) X

en particulier, pour M=d, om trouve un homomoxphisme de #-
algdbres .: :

(7 vig) A/ —s2lE) e s,

Ceg deux homomorphisued somb compativles avec les shruobures

de modules 058 GBuxR memhfqa— de (87) sur les deux nembres de
(57 bvis),

Cette dernidre apnér‘bion résulbe de la formule
a8 (2my = o &) (90 (B g,

COROZLAIRE & - Sous les condibioms du corel, supposons

que 1'homomorphi sue naturel dezg*&ans AfOV soit un isonorphi -

me, Alors (57) eb en particulier (57 btis) est un i somo zpli gue,
i

Soit' & 3 & —>f- 1'avgmenteticn aéfinie par 1tia¢al O ,
et mettons suxr D-‘.VULH'J'E{ la strusture 83 L-module déduite de -
ga structure de »&modﬁle,-&’étant identifié & wn cuobtient de
A 'z 2,{7) = £(£)F pour ’cowb Eé.wak+lﬁ. Bous allons définir
une appliaabi on a-linéaire

vi 2P ugrar® o —s wortiy
ow ce (ui ¥evient an mBme, une application A~lindalzre de
p(E) (1) dans M/OZ,k+1M. I.’or;r ceci, on note cue 1l'application
ganounigue m-;-—p‘ﬁ' de X sur M/Olk"’l.é est un opérateur diﬁféreﬁ—
biel d'ordre £ k, comme le wombre une ré¢urrence irmédiate

sur k (of, démonstration de propss), il existe donc une

-~
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application A~lindaire mdue de P(k)(:ﬁ) dana. M/OLk+1M trangfor=
meot al®)ln en & Coms YO est annulé paxr O, I'appliéa.tion
précéiente s'asmnule sur 07.2“"(“) "ot 1’homomorphisne v cher-
ché, Solt u 1'homomorphisme (67), prouvons que vu = 1. wy =31
{ce qui achdve la démomsbration du cor.2)., In s?fet
va(m) = v(d(k)q ®og P“’-(M)) = 'E, d'ot vu=1, ef uv = 3 en
répuiteras si nou.e Prouvons gue w omt surjectif, Or eela résulie
de la formule fd(k)(n) = é(f}d(k)(m) mod 5ZP(k)(m. |

Toub coci a asses pewm 3 voir avee les looalités simples,
8i ce n’est que dans le eas desdites, on a une généralisabion pae
tielle du cor.Z (em ce gu'on suppose seulement Lf0L algévricue sul
,&1. grice au corollaire suivent (dont 1’utilité, ainsi que de
celui qui le sui®, est douteuss)

COROLLAIRS 3 - Soua les cordivtions du cor.l, FAPPOSCnS que

{ )(.&) goit ume a-algébre au@entee tronguée régplidre d'oxdre k,

gue R =4n goib un idéal Daximal de A et que .L'ﬂomomorghnmo
i —-9.0..3'(13.)/&1. ﬂl(.&) ipdnit per {57 bie) soit un isowmorphis

me, iloxsg 4 'homomorphisne. {67 bis) est wa :lsumorphism; et il en
est de mEme de (57) si M est libre.

Conme An-eat ma.xi.mal,' le# deux menbres de {57 bis) ne changent
pas si on ramplaoe A par ot ¢ grice 2 la formule générale
(&} (%)
B/wiE =X s, (Alg.Comm,) ot 1a fommuls P (a), =2 (a, )
_ (propy13). On pout dome sapposer que 4 est wd anmean local d’idéal
maximal Mr, Soit L = Aftw-, soient B et C les Le-andeaux Rugmentée

des deux membres de {57 hia), il euffit de montrer que 1'homomer-
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phisme corresponient sur les gradués assccids est un isomore

phisme, Or on a uwn diag:;ammo commutati?
sgn/ist € sy

!
g iw) e .c-%c)&

ot ¥ = GI{B) et W= 31(-0)., D’aprés Vthypothdse & et @' gont des

igomorphisnes, donc (3% és‘b un isomdrphiswe, et oomme @ est

surjeotif, il o'ensuit que (3 est uwm isomorphisme, La dernidre

esserbion du cor.Z en résulde immeédiatement, En particulier ‘z"
CORCLLAIRE 4 - Supposons gue#+goit wn idéal maximul

d'une algdbre affine A gur /4’, et gﬁe le_corps A goit al-

gébrigue suzwig"et que A, soit simple (déf,7), Aloxrs 1*homomoze
phisme canonlque A»lmk"’l -—a&‘k) (&) /Ml’(k) (L) est bijectif,
13 - Dual d'un opératenr différentviel,

Dang ces doux nupéros finaux, le rédacteur s’est pemmis do
se borner & inmdiquer le résulbal suns démonstration, &’auntant ,

plus gu'il n'en aura pas bescin pour la suite de sa rédaction.

THECREUE 8 - Soit 4 mne Jfv-algdvre telie gue P™(4) soit
une i-algdbre sugmentée régulidre (d6f.6), b conbenant tme

famille (=) de m gléments telle gque des dx' forment wne

1£ign
base de Qi) (of, theB)e Pour tous i-module M ayenb wne base

Zinie, M° = * ® Q1%(4), ok M* est le i-module dmal de i, On a

un_igomorphisme oanomigne M°° = 1, Il et pogsible, et d'ums
geule facon, d'associex & Houb opératenr différentiel DiM —>H

d'un A-module ayant vne base finie dans un autre, va opérabeur
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difeerentiol D° 1 B —¥°, do fagon gue les comdibions (1),

(11), ot (41i) pi-dessous soient satisfaites,

(i) (D-}-D")?‘:: b2t o ? (333)033,02‘0

(13) 51 P est limésive, en o 2° =¥ @3 5 .

(ii1) Pour tout imdjce monowial k = (g30003k) zelabif 3
Llensenble d’indicen [i,xa (cZim°10), gl _on §éfdnit les opéra-
Sours différentiels O, dams 4 comme dans le th,5, on a

(58)  (0)°(£ax N vue Aax®) = (1) Kl (n 0)aadA .0 n et
De plus, cette appiication D ———>D° Be dépend pas du choix parti-

i
,1'51 5_1' et _on o les yropridtss 3

gulier du sysidme (x
(1v) 0%)° =02
{v) Oxdre de D = Oxdre ds D° |
(vi) Suppogons que e A-module ) gyant wme base finie goit
muni @'vne & -structure (bu.‘a, n°z, déf,2), nunigoonsg

w2 = @_sz(“ ie la 9~g}3uetu.re prolongenent canonicue de

oelle ée M (parei, n°&), &b pour X 6‘}(&) goient gX,M’ TEED,

61,3&0 los opérateurs dens M resp, 4% agPinis par X, Llozs on g
(69) (QX’M)O = -ew‘ ‘ |
Le rédaoteur se connalt pas de jolie déwonstration, &t la
démonstration bébéte -est franchement pénible. Pour {(x) donné,
1l'existence et 1'unicité de D —>I° satisfaisent aux conBitions
(1), (41), (1ii) se fait par des calouls directs agsen imunédiate,
il en est de wBume cleé propristes {iv), (v) ot (vi)., La vérifido-
tion de 1'invariance est pénible, C'est inmédiat .veui.j~ contient le
corps (5,, car il suffit de wvérifier lvinvariazce de D° gquand D
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est un opérateur différentiel dans A, et conme les opérateurs
Qx:engendrent 1s L-algdbre dee opéreteurs différenbiels dang

A (n°10, th.4), 1l*invariance r.sulBe de (1), (ii) et (d), On

se réméne ensuite au eas précédent par des arguments de "Lormu-
len universelles®, Le rédacteur a veinement chexché une carace
térisation inbrinsdque de D° vslable sans conditions de carac~
téxriostique. '

On aura d'aiileurs intéxet probablement a rejeter ce numéro
et le suvivant au par.4, car on aura besoin surlovné de la veriune
te évidente du th.8 dans le cadre faolscoautizé du pared, or
cette variante ne wréeulte pas du th.8, dien que sa dénomnstration
directe soit identique,

14 - Prinitives d'opérabenrs différentilels.,

Soit, comme auw n° précéicnt, i une ,g-'-a.lgébre suai d%ua
msegxblo (xi)lf_is-,;n
de _0.1(11), et que PP {4) goit xrépulisdre, i.es (the5) 62% (&)

d*éléuents tel que les ax* fomment ume base

slidentific & A[_yl,;..,yn_}. eb grace & 1'spplication transfor-
mant yi en xi:= da°x},:}, P°°LA) g*identifie A l'aunean de Bé~
#ies formelles complété de A[};,...,yfj. Il s'ensuit, plus
généralement, que si M est un A-module aysmbt une bose finie
(m’)sﬁ, alors GP ¥(}) ‘s'identifie au A[3,e s, 7" |-module

libre ayant pour base le aystéme des doo(m-"), et PPO(1) s'identi
fie au ocomplété de ce module pour sa bLopologio naturelle, Soitb
alors B 1l'annean de polyndmes /g’fyl‘....,ynj, on & A[yl...,y‘]-.-:
= A%B, dlol des iaomoxrph’.tuﬁos
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(66) { P"Z(A) = A%B(” (8 = A [y(;;..,y‘f])
GP V() -A&’&'B 81 M= A ;
S0it alors N’ un Lemodule gueloongue, les opirateurs différenw
Tiels de ¥ dans N s’idendificnt sux applisatione A~lindaires ;

continues de “‘0(.\{} Gans W, ou encors de P”( i) dang N, qui
d'aprds la formule précédente s'identifient svx applications

,ﬂ-' -linéaires conbinues de B”) dans N 3 les opérateurs diffé-
rentiels d"ordre £ m oorresponient aux applicztions #-linéau'ea'
de B(‘” dans F qui s’annulent sur les élénonts de B(‘T) dont
toutes lee compfsantes sont dem polynbmes dlordrve 4L mtl, Nous
allons appliquer ces remargues au cag od M = .Q(A), an. pmmt
dans N la base formée des dxt = axilA,., /\dxiP ol I=(11,'..,ip)
avec 1 4.114... <1p$n. Les élénents de la buge 6orrespon§a.nte
de GP*O(M) mont em correspondance blurivooue avec les éléuents
d.yI ae () (38), ausei nons identifierons dans (60) B(J’ 8 ..QjB),
et obbtenons 1'isomozrphisme

(61) @ (0(n)) = 48) -0(3),

Supposons donné un opéreteur Gifférentiel D de 0P(4) eans m,
noug nouvs propcsons dlétudier les conditions noyenaant lesguel-
les on peut écrire D Eous la fowme D'od, ok U? est un apérateur
différenticl de .Q.P"l(n) dane 4, et 4 :,,()_P( )_.7._()_1"'1(11) 1la
différentielle extérieure, In‘be.rprétant D‘ et D! cormme des
applications linéaires de Pw(-Qp(a)v) TeEBD,s P'“’(.Qp"'l(k)) dans
N, et considérant 1l'application A-linéal re P7°(d) de P”o-(.(Lp(A)')
dans P°°(_Qp+1(n)) défivie par d (n°6), la conditlion précédente
s’¢éorit aussl D = D's P¥(d), Or on constats fueilement gue.
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Pm(d) invarie GE”(I}(A)) et se réduit sur ce A-module &
1'endomozphiame 18 d, ob maintonant & Gésigne la différentielle
exbérieure dana (){B), Par suite si on interpréte les opératenrs
différentiels des {1P(L) dans N coumme des epplicetions #-nnéa;-
red des .Q.I’(B), cette idemtiTication est compatbible avee la *
composition & droite avec & (considéré comme opératevr soit
dans ()(L), soit dans L){B)), On en cong¢lubt Ffacilement ‘z

PROPOSITION 16 ~ Soit 4 uyne alpabre commutative sur wm

corps £~ aeyant uoe suite (x )1*&1 <n a'élénents telle g_e ies
axt :forment une base de .Q.:."(A) 0N FAPPOSE GUe P"’(.u) g5t une

A--algébre sugunentée régulidére, Soit D un opérateur différentiel

dloxdre & m de ﬂ.pUsJ' dans dans wan s-module ¥, Les coerditions gud -

vantes sont éq uivalentes

(i) D est de la forme D'od, ol D' est un gpérateur dif~

férentiel de QWPHI(A) dams e

( 1 bis) Comue (1)', en suppogant de plug D' dlordre Lmel,

(ii) {w,D) g5t nul o'liggue foig .que w est un cyels de :
- QP(/&“ fyl,a u,?n_])o ) :

{11 bis) D est mul ohague fois que wesk un oycle de
QP(«Q" Ey .....ynJ) dont les coefficients sunt dos polyndmes

de degré <,
Démonstrations (i) impligue (ii) grace aux réflexions gui

précddaient, (ii) implicue (ii big) trivialement, prouvona gue
(if bis) implicue ( i bis), ce cul schivera la démonstrabion,

puieque btrivialemen® (1 bis) implicue (i), Or les éléuents de
- Q)P(B) dont les coefficients sont des polyndnes de degré L m
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foxrment un aupplémenta.iro Iﬁ de l'espace des formes donb les .
coefficients sont dep polmames d%ordre > m, done les opérateurs
differontiels aforaye £ de (QP{B) dens H g'*ldentifient aunsel
aux spplications ﬁ‘-zmcé_z'éu de I.} dans H, Dlzubre panb,- 4

appiique &P' cang l”':}, ot (1 bis) signifie done nue 1'application

j“-linéaire dennée Lm =N ge factorise en &m ——--91-1”' 1-—-—-"?12.
Comme r&'esi wn oorpa, oela slgm.ﬁe biem gque 1’application
w,._:,(w,n) s'annule sur les oyoles de I."

GOROLEATRE = Sott BN wa enssle de ovo}.es as 02(3) for-
mant wme base d'um supplémenbeire de 1'encenble dee différen~
tielles exactes de QP(B). Alora les oond:u.tions (2] pro_p.le G0 Wiw

valent & la suivante 3
(313) D od =0, et:g (w,n): 0 pouzr w SHP.
La néoessité eal évi-d,‘ecéxte compbe temn de (i) ot (il), et

la sufiissnoe autsl puisque D 2d = 0 inpligue 46Jd que {w,D> = 0
81 wesb une différentielle exacte de (1°(B) s dono en vertu de la

‘deuxidme condition (ﬁ.ﬁ.) on anve méme &w,D% =0 & w est mn

cycle de Q.p(B).
Il y a donc liem de chercher lfemzecu de cohomologle

I“(_D.IB)), 1] z,&&[yl,.‘.. ,-f]. in vertw de la formule de Euni;o*bh,

" om &

BN 048)) = BOLL (7)) |
Ox E"(O_(ﬁ” Ey_'])) TS cdcﬂo trivialement le résulbat dépend de
ls caractéristigue 0.048' 81 cslle~oi est nulle, on trouve O en
toutes dimensions, sguf un dimens‘on 0, ol on trouve .e-; il em



AL
ik,

“ 1i8 - a°zZ70
o6t donf) de méme pouwr Jla cohomolozie dw complexe Q(B), %ol
résulte aussitbt ¢ ,

' THEOREI® 9 - Solt 4 oe ‘algabre commubative @ur un coxps J}»

de cavaptérigtigue 0, ‘ho:l-;\’re-,;gue .Q_l(k) adnette 'une base fie le

forue (dxi)]_&isn, od_les x> gont des élémenta de Ay Soit D

un opératevr différenticl &loxdre m ds 0OP(4) dans un A-moduls

E (p>0). Pour cue D puisse 8’6crize sous la Lorme D=D'0 4,
ol D? sst um opérabeur différenticl de of* 1(B) dans N, il faub
et 11 suffit g1 p>0 gue Ded = 0, ek s1 p=0 gue D(1) = 0, &4l

en est ainsi, on Jpént choigir pour D? un opérateur dificdrenbiel

m-l, fafin, si D!,D0* somt deux opé_vmtenr‘s différentiels de
P(s) gans ¥ tele gue D=Da et D=0"d, on a D"-Di=0¥'4, ob
D™ est um opérabenr d;ifférgntiﬂ DPHE (L) dans N,

Les copditions préliminaires de ls prop,15 sont bien

vérifiées, grice am th.4, de sorte ‘qu'il suffil d’appliguer le
corollaire & prop.l6, La dernidre partie du th,? s'obtient en
appliquant la premidre pgrtio & DEDs

Appliguant le th.8, on peut G.ua,li.rser le résulbat précddent
et on trouvs le

COROLIAIRE 1 < i ¢bant comme dsns le th.9, Soit N ua i~

module syanbt ume base finle, "et golt D um opérateur dii’féreg_-

ticl dordre m de N dang mn —Q.p(A). Pour awe D puisse glécrire

goug la Forme D=3D%, od DY gst un opérateur difrfdérentiel de N

dans (3P-1(2), il faubt et 1} suffit, si p # n, gue 1'on ait

dD=0, et i p=n, gme D1) = 0 (o p° 3ésigne 1'opératenr "dual®
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de D, iéfinl dans le j:h.B}. 511 en est Aiﬁai, on peut mlme
gren&re pour D' un oggram giff¢rentiel dlordye me~i, et de plus ]
est ddterming A vm g grée §'un opéretenr différentisl de 1z
forme db™, o BY set ua oﬁ_gg_ienr gifférentiel de ¥ m_.().? ‘(A’.

{0m_suppese p<n},

Ii faub encore g(néraliéor ie ¢ox,l A des cpératevrs A1LPfé-.
rautirela en piagsionrs argumnbs. uuient Moy 12 €£004») 8 N des

a-mouulea, une a;apliesti:m B | deans E egt d4it opdzateur

aiffézentiel » fols limésize i o’oet wie applicabion fr-multilis
fiéaire gui est un opérateunr différontiel par rapport & ohague ’
argument, quand los aubres arguments oub des valeurs £ixdss. (m

définit de Lagon évidéntq do8 oxdres partiels de D par rapport a

ges r arguments {ils sowb finie el les My, sont 3 a:ngcmdrement find,
ef on conshtate que led o;i’éia#enz's différentiels U dontt les ozdres
partiels dont wajorés respeativenent paw ml,...,mr glidenbifient
aux applicaticns A-linéalres de @m) () taas ¥, ou eBSEL aum
opérateurs diffsrentislsn {#=1) Tois linéaives do ﬂxm dogng 1o mo=
dule & l(Ml,l‘i) Gep opérateurs gifférentiels a’axam .431 de M
dans ¥, eyant des ordzes partiels pajoréé respectivement par
Moyees M o 51 Gouo "1 advet ume buue {at )5 o1 permstiant d'iden~
 bifier M & A.(I), of #1 & patiefai? aux co_r.lz.tsio.ae générales dn
the 8, alove avee les motations ds oe théoxrdue, Uk opératevr Gif-
Pé¢rentisl de M dans ¥ se meb de fagoa waigue sous la forme

i Zf,_si) Z g 'i Dty

ot les ¢ sant des m'bs de § § dome um opéra.%our différentie

Pyd
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B fou linéaire ie rzbﬂg(' d.ana N dont 1o degré parilel on Ny est

fini' se met de :Ea.qon nniqna gous la forme

(62) BT 20 P )= Z O 3 (F5e00asf) 02,

gkéik Pour &Lk Lr), ob J.ea op,i e:nt des opéra.tauxs 1L 6
rentiels »-l fois linéaizes de F“'\Mq_,dans N 3 dire que les
ordres partiols de D sont Lm, si@aiﬁe que Los ¢,y sant nulg
pouy p)ml, et ont dem or&rea partlela < Ho,eeesl s f2is on

peut augsi, conjngna,nt. de corel au thy% et lo th.:, doxire
tout opérateux différénti_jél'-ﬂ_e 121 dame N=i do fagon unique
sous la forme ;

Dl 2.2, ai) Z:.n (b’ TR
oi les bp’ s;nb dane .E.. Done un opératenr dlfferentiel r fois
linéaizre de \"'\M“_dna A pon:h s'écrire de fmgon unique sous la

Lorne

s {63) D(Zf 8' v 8 ,..-,8"') "'.Z; B (Bp i(g goes 3 & )fi)

ol les B sent des oyératourz différenbiels r-1 fols lingaires

i
de rl:"}dwp;ans Ae I3 hnporbe -gepeniant d.v reparquer que, 1e passiw
ge du systéme {e i) aun nystéme(b ). on Bl on veub d'um opé-
ratbeur @12L% érentiel a som d‘ual étant loin a38tze n-lméaire,
les ordres partiels ues opérateuvss d1fféranticls B 4 Be COYLose
pondent plue aux ordres parbiels de D par rapprort aux nbmes

arxgumente, Il convient alors d'iuvbtroduvire 1"0rﬂre total d'un

opdrateur différentiel » fois lindsl re de f”'\l% dans vn A=module
¥, gui est défini si tous les B, admettent aea basges finieg, e

domnée de btelles bases iﬂ.e;ntiﬁe un opérateur diffcérentiel T
fois lindaixve D de r:]ll‘dansl 4 wn sysbime dlopérabeuvys

A

4o’ . =7 8
: N >
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différentiels r Tois liﬁ-éairei ée A? dans ¥, O wn tel opérat'eni';
s'écxrit de fagom mgne;'g' : -

(68) - Dighseen,6%) =20, Liiyp, Py (1)0eaDy (6%)

o les epl'. s sont des 616}.>em'ca Ge B, Par (iéﬁmtion 1fordve
fotel de D est 65&1 28 sup des ®umees |pg|+ 4ea + |p |Dour

Oy seens Py F 0, vesp. & 0 ®i D=0, E¥ l‘ordra total d'mwm opé-
rateur différentiel r fois linéaire de F‘]ﬂmdann ¥ est par
8éfinivion le sup des ordres des opératonra différentiels »r fois
linéeires de A¥ dans N qui 1'expriment (lorsque des bases ont été
choisden dans leg M:l)‘ Il est 1mméaiat que ced ordre total me .
dépend pas des bases choisies, Cetlte notioa étaut posde, om
consbate facilement que éi wm opérateur Aifférembticl r fois
linéaire de f"]Mo(,dana A esbt éorit mous la foime (63), sor owire
total est ésra.l 20 GNP des gommes |pl + orire tobal de Bp

Nons pouvonrs maintengnt énomoer le

COROLLAIRE £ w4 & __gt corme dang le” th.e, goient M, -
{14 & <x) des A-modules, et soit D un o;._émueur gifférontiocl =
Lois linéaire de T"\I‘i“,g_.gs_ _D.q(ll). On supposs_gue My admeby -
une bass finis, et auo____gMi eont & engerirenent finl (de sorte

cue log ordres partiels de D sent finin). Pour (g s8] € ﬂh.q,

on désigne paxr D(g° ....,gr) 1lopérabeur aifférsubiel
gl——-—‘y-'m(zl,....gl) de J‘ﬁ deng ,Qf(n). Pour cue D soit de la
Zorme dD*, oh D’ est ua opérateur différembiel r fois lin¢alre :
Tx\ny,_g_ ¥k, 1(&) 31 faub ob 31 suffil, gi q#n, gie o e
D = o, et st c=n, que 1'm ait DigE, .00 ,5¥)000) = 0 pour bou

s
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. r .t :
(ga,...,g’k:r']M“, DY g8 blem d¢hierming A aidition prés &lva
) ratemv"ixfzéreutiel o. - tom dD¥, ol D¥ o3t wm opérabeur

differentiol * fols linsaize. de r‘m,, dgaps 037" (1). S1 3
eondltion énoncée oi-deaggg eeb aatisfa.zte, et i chzcua des

My glmet wne basg Pinie, OB peut cboisir pour D' um opérateur
différentiel dTordze total m-l, ob m esb 1'oxdre tobal de Ds-

On se ramdne sussitdt au cag ol W, =k, Powr la prenidre
assertion, on arcive é, 86 ramer &% CoTel, ent écrivent les
opérateury différentiels ¥ fgis linéaixes de f':] Ny, dans w
' _Q_ku) gong la fozrme ' .

Dlglyees,87) = 50D, (B, I(gz,....g )g) aat
et em wermarcuant cue avee cette éoriture, des coefficieunts
B} g de 4D 8 Texpriment & l'aiée de ceux By 1 de D pax des
formules linéaires & coefficients Qane/ﬁv
' Renarques, 1° Il Iamlrs. quelque paxt v petit numéro sur
les opérateurs dlfférentiels » fols lindaires, pour youvoir &'y
référer dane le present muiéro,

£° L8 enoneés précédent s, convenablement falsvceauvtisés,
donnent un résuliat :_l_gg_g_l_..pou lee opérateurs différenticls
sur une variété mom singuiidre (différembiable, ou amalytique,
et0)es la guestion si wn oj‘rateu.r différentiel D & valeuwrs dans
Qe peut se mebtbre globalcument sous lé forme dD?, gquand les
copditions looales somb vérifises, est donc une question 6
eohomologie § il y a une qbshmtic;n dang HJ'(X,Z q-lJ' oft zq_.l
est le faiscean des ge@l d'opérabeurs différentiels I dans

e
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Q%Y ye1a cus ¥ =0, Bfest 18 un faiscean do modules sux le

N b ks e T

 faisceau des annesaux m;n {opérant par multiplication & droite)

draillsurs localenent nb:o pl les My correspondent 3 fes fibrés
veehoriels, Deng le oas des variétés 41fférentiables paradcompacs

tes, l¢ faiscean des aumeaux locaux étandt fin, cetbe obstruetion
eat nv.llo,' et le th.? ot ses corollaires donnert en fait des

résulbata globgux, Pemarqnons ausel gue dans le Gas dos variétél'
aiffézentia bles, la comdition DR yere g®)® (1) = 0 éguivant A la
suivante 1 .D(gl,...,g') = 0 chaque fois cue g est & suppar?t
gompacts, :
3°. Le cas le plug my&ftmt ol e cor.2 s'applique et le
suivazt, Solent M et I deux A-modules ayanbt chac¢un une bapge finle
D un opératenr différentiel ée X dans §, 0° 1Yopbrateuns différen~
tiel dual, considéroms 1’application k-bilinéaire de xU° dane
ﬂn(a) dormée paxr

DI£,5%) = LBy g p = {£,0°6°>
Clest wa opé;atem' difféze#biel bilinéaire d’ordre total
m = ordre de Dy, Om wirifie aue la gondition du cor2 eab vérifide,
dome il existe ume "primi@iye de Gxeen” B(f,go), opérateur dif‘fé-
rentiel (gu’on peub snppoﬁer,ﬁ'ordre total m-1) bilinéd ve de
¥xB° dans O272(4), tel gue

(£,8%) = aB(£,e°

Deux prinifives de Greem B et B' diffdrent par uva opérabeur di:ffé-
renbicl de la fome du(i’,go), ol 0 est wm opéraiteur différentiel
bilinéaire de Mzl dans D-""(A)- .
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é’i - Eapaoes différentiés,
1 ~ Aspace meni G'un faigoean d’algdbres,

Soit X wn egspace topolegique, muni d'un fajiscean J ae Jﬁa

alg&bres conmutatives (J&:ltént un anneau cormutatif avec unité)
81 A désigne un objet wariable de la catégorie des-él-algébfes
commutabives,fzgjﬂj peut €tre conmpidéré, on vertu de par.l,n°4,
coume un fonebeur em A, & valeurs dans la cabégorie des alge-
bres graduées anticoumubatives (sur dss acmeawz non préeigés),
1'anneau @ 'opérateurs d.‘IE@}A) étant 4 {identitéd fonoctoriells).
D'aprds la convention générale relative au prolonmgerment des
foneteurs covariants em des fonebeurs sur dee faisceaux (Top.
Blém,, Chapel), on~aﬁ déiuit pour tout faisceam Jae jL-algb-
bres ocomuutatives sur X, un faisceaw d'alggbrea anticomiutatives
134'(0") sur X, dont le faisceau d’'szneaus d’opsrabeurs est 4,
d'sprés ls conservation des identités fometorielles par prolon-
genment des foncteurs aux faisceaux (loc,cité), Rappelons gue
j}ﬂ@((f) egt le falsceam d'algébrecs associd au préfaiscean
d'algdbres sur X qui, & um ouvert U, associe IZ@(I“(U,CT))

(gui est bien wme 1' (U, (7)~a1gebre). Toujours d’aprds le prin-
eipe de conservation des 1deqtlué& fonctorielles, on a des

identités fonetorielles 3 -

1 Qo) = /\P(/ﬂjb‘n

en parbiculier

(21 %0) =68

wuant & I};}Cf), clest un faisoeau de J ~modnles ¢ui peut se
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saractériser par ume propriété pnivéraelle analogue & cells de
PaTyl,n°l prop,l 3§ on a un howmomorphisme (@’ailleurs fomotori 01,—
car d.éduit‘ de 1’homororphisme fonctoriel 4 ': A —-ﬁﬂj‘u))

13) a3 U*—?ﬂi(;b") |
(homomorphisue de faisceaunx de lﬁ'aaodule 8}, oui est tel gue pour
tout (-module M, 1%appiication u 3004 est wn isomorphisme d
groupe Ges (. ~homomozphignes deo ‘Q}},( J) tans M, eﬁ:r le gi-oupo det
»é“-'d&rivationa de U dans M ;"me telle ,ﬁ”-dérivation étant pa:é |
définition (oommformément aux convenbione gémérales relabives aux

prolongements des dofinifions diverses aux fajisceaux, - Chovallej
demerdotur) va homomorphisme de faisoeaux qui, sur chague arneau

de sections sur un ouvert, est une z&"-dérivation au sens 4e par,l

. m°1y Le foit que 1’homomorphisme {3) jouit bien de la propriéhe

universelle qu’en ﬁ.‘ent @%6énoncer zc vérifie facilevent 2 parbir
des définitions § on n'ese remvoyer 3 m prinoipe’général de
prolongenent des solutions de preblinss u;xiveraels (ou autrés) &
des categories de falsceaux, fn appliquant 1'énonsé précéient,
pour tout ouvert UCX, au faisceau de A-algebres U )U, et nobant

gue (em verbu des propriétés générales wvues dans loc.cité) om a

'Qj“((} |U) = ﬂ/é_(()’) |U, on voit que li’homomorphismo > aod

définit um isomorphisme du faisceau Hom G'in’«‘ ) 3) ades gervies
de 0' -hqmomo:ephismes de fi((f ) dans ¥, gur le faisceau decs
germes de ‘Q‘&dé'rivations de U dans Y, faisceaw Gont Iss sechbions
sur un ouvert U sont par 4 finition les «&“-&érivations. d§ O']U
cans lfx}U. Lorsgue M = 0','09 faisceau se d(signe par {(0),
e’est le fais Aoea.a.dcg,_.ﬁ"—‘dé'nva}iona du faiscean fe j"-algébrea

0 e ‘,M.nai,.‘ }i"a‘p‘;{éq ce gui préedde, on & un izoworphisme (fonctori
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(4) Hom (.%(0 1,01 % Oy L 0)
On notera cqu'on ne peut' paa définiy y&(U ) directemant comme
on a fait pour _Q'@_g 0’), pour ls simple raison gue y&_(zl) n'est
pas un. foncteur e A (quand on envisage coxie morphismes dans
la cabégorie des ,Q"-algabres commutatives A, les homo wrphdines
queleconcues de ,&‘-algébrea).

Comre la différemtielle extérieure ﬂ’&_(ﬂl -—>,Q'£~(A) est
fonchtorielle, elle définit vn homomorphisme de faisceaux, non
woins fonebozriel .:

(5) @10y (0) —> Qo)
gui est wme smbtidérivation de degré +1l,; de carré nul, se rédui-
gant  sur Q,EJ.&’ 3 L'opérateur (3}, Linsi Q_Q_(G") devient un

‘faisceau de (J-algdbres différventielles awnticommubatives,

‘Démormais, quand atcune confusion me sera possible, nous
omettrons ﬂ'dans le8 not;ations com:e .(2@(0‘) et0, Il est ¢vident
que le erochet de deux ﬂ'-dénvations de ( Yon est ume avbue”,
de sorbe que lg((f). eat un faisceau d’alpdbres de Lie sur L,
La loi de erqohet ef 1a loi de (J -lodule sur 1}7( J) somt iides
encore par ls formule
(6)  [2,¥] = 23] =Ogtn)x , (T,23) = 25,9 +Cplo)y
pour boubte section ¥ de U gur wn owvert U et des seetions X F8 4
de 19(0') gur le mGme ouvert, 91 désignantb l'enuomorphxsme de
O‘IU aéfini par X, 0éla se déduit de la «Bme formule (5) du
par.l, en remonbtawh aux d¢fimitioms, Interprétant W(O' } comne

mo(al(o ),0), on introduit comme an par.l, n°3 le produib

’

-

3

2)

i

=
Sy
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gealel re {w,X ) pour wme Section w de O J) et une sectiom X
ie 9(0') sur un mdme ouvert U, o'est une séctiom de & sur U,
- Plug généralenent, ume sectio:i X d; 1j(O" ) sur U définit un en~
domorphisme i, de Q40) ’U, cul est une anti’aér_iva“eion de Gegré

-1 ccineidant sm degré 1 avee w .. {w,X%, Par définition, ell
ast déduite de 1l’endomorphisme de préfaisoean gui, pour toub
ouvert ¥CU, est 17endomorphisne ip de QT (V,07)), X* désigna:
la dérivation de ' (U, J) définie par X, Los propriétés de iy

énoncée dans parel Prop.4 #'étendent imuédiatement am cas actuel

iy dépend A-linéairvoment deo X, aat ds oarre nul, et iy et i.!

'antioommnten‘b etce Om posera éncore_

(7} | Qx;-:dlx+ixd =& |

et om obtient ainsi ume dérivation de {L(J)|U, permutant A &,

et ae réduvisant em degré 0 & la dérivation de O"{U déaignéé par

1e utne symbole, Om a encore

{8) 9[5(’?] = [gx- 913

pouxr deux secticns X, ¥ de ?(O’) sur U, comme on déduit facilemex

de la méme formule étaﬁho dans le parel, th.Z, De fagon généxale

toutes les formules de par,l n°3d pgardent un cens et.reatmt vrale

dans le conbexte plus général du présent mmé:ﬁo. Bien entenmdu,

pourr tous les opérateurs tels gue ix,éx elice , Prendire la restrid

tion de cet opératéur & uvm ouvert V< U revient 3 vemplacer X m2

ga restriction & Vo 7
Oa voit sur la prop.l du par.i gue le fonctenr A-—->.Q_(A) 3

pemﬁ’ce sux limites inductives, pur suite (Tops Bléms Chap.I) om

-

i
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(9) QU0 =010,
pouxr tout x &X; D’antre part, comme’ y(U) = o_(ﬂl(O’) O),
on & wn homomorphicme cenomigue :
o) Yto), —> Yo = -’-‘-‘i‘-‘%o'x‘ﬂl‘@"x' o)
On sait (loc.cité) que ceb homomorphisme cst bijectif chague
foig gue _0.1(0') .est wn (J-Yivdule cohérent (clest ce cul aura
licu en Géométric Algébrigue), ou cue c’est un -Module loca~
" lement isomorphe &0, (ce qui aura lieu en Géomébric Diffé-
renbielle). l

Congidérant le fonctsur A —-)P(k) (4) de l1a ég“-a.lgébre Ay
2 valeurs dans la catégorie des A-algdbres sugmentées (par,3,
n°6), on ep déduit comme plus haut, pour toub faiscean J ae ﬂ’-’
algéores commutatives avec unité, um Ffaiscesw ds 4. ~algébres (f -
augmenté désigné par P(k’ (0 ), qui est par définition le fais-
cean assopié au préfalscean U -f%(k) {(1T'(u, (j)). 0n & en

part;culior

{11) (°’(c5’) = 0‘ S frm(O‘) = O+ I).l((}') '

la deuzidme relabion résultant dn par.d, ﬁ°5, the?s Les honczﬁoré-
phismes fonetoriels ?(k"(ﬂ) —%P(’e) (L) (poux k> E) tonnent

i

licu A des homom?rphiame_a de falsoeaux, également fonctoriels g
w9y 1 2®e) — o

qui sont encore surjectife, Flus généralement, si X est wn U=
Mogule, on @éfinit, toujours selon ls ubne principe, le faisceau
P‘k)(zfi) (qui est un 1’“)(6 ) =¥odule) et los homomorphisres SUr—
jectifs | |
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(12 pis) @), : ptEh gy ———»P‘e’(:ﬂi
qui est compa-tible aveo 1'homomorphisme (12) sur les faisceaux
d Tanneaux d’opéra‘benrn des deux membres, Znfia, I1'homomorphisme
fonctoriel d(k', s M --’?P(k’(.ﬁ) (défini pour teut module M sur

une ﬁ*‘-mlgébre i) définit pour tewt 0 ~iivdule ¥ wn homomorphiems
de faiscesux d'e /g'-modules a3

(g  a® yu gy

D'aprés le prinaeipe de comservation des iaentitéa: entre houmomor-
phismes fonetoriels Par pagcage aux - ocatégories des falsceaux,
on & d(’e) = ?&d(k’. Le Uﬁ'lo&ule P(k’(iﬁ), nuni déu homonorphism
de faisceaux (13), peub. Stre carastérisé par une pmpriété‘ '
"universelle™ analogue & celle du pax, s, 11°a, thel, Disons qulun
honomox phi gue de faisceaux de 'g’-moaulea Dt H—>N (ol et B
sont des O’-.uodules) est ua opérateve aifférontiel d'ordre Lk

#i pour toube section £ de M sur wn ouvert U, 1'opérabeuw

B —s»D(fu) = £D(m) sur M'U est un opérateur différeatisl &’ordze
£ k-1 (¢bant convemn yu'un opérateur différentiel a’omire LU est
l'opératevr nul), Alors d(k) 's M —r-ar(k’(m) est un opératcur
différentiel d'ordre £k, et pour tout ( -iodnle N, 1'application
n—2 uo d(k, est um isomorphisme Gu groupe des homomorphi swes
de U-dodule de P(k)(M) dans H, gur le groupe des opérateurs
différentiels d'ordre £k e ¥ dans N, (Cet énoncé se déduit sans
diffioulté du par, thel)e On en cone lub aussitft que le fuiscear
'\%(M ) des gexnes G_'opéra.teurs différentiels d'ordre <k de i
dens N est oanonicvesent isomorphe au faisceau Hom G(P(k’ (1) ,N)

des germes de. 5 -ho;oﬁorphimes die P‘k) {_I:i} dans MW,
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On voit comme pour (9) que 1’0n a un isomorphisme cuance
nigue | £ i
R s e g < ) |
(14) P (C")_x -_--?; (O'x)
et wn homomorphisme camonigue, analogue & (10) 3
as)  Fm, >0,
Cet homomorxphisme ©8b un isomorphisme ehaque fois ou'on 52i%
gue P( ' (i) est un J “iodule cohérent ou um §-Yodnle locale~-

i

ment isomorphe & um 0B,

De fagon généra}.e, tous les développements des paragras
phes pr’&oédents g%étendent au cadre plus générsl du présent
nunéro. Donner A ce smjeb tous les énoncés utileé reviendrait'
praticuenment & réécrire les paragraphes em ciuestion, les
démonstrations étant remplacées par de persuasifs “oﬁ vérilie
encore aisément gue®s Om peut 8tre Tenté d’corire A'emblée ces
parographes dans le ﬁnt,éxte des fai Fosaux, mais & ce corpbte
on aurait bien pu éeriré toot le livee dtalgdbre (et d’aubres)
en termes fe faisceauxs Bm tout ¢hat de caugse, l1e aconbexlie du
présent nuﬁéro n’est pas encore asuez général, car dans des
cas irporbantas le fé.iqqaéwfﬂ(O‘) est beaucoup trop grosy ev
il faub s'@re domné vam falscesu quotient de O ) pour faire
du caleul aifférenﬁial raigonnables C'est ce qu'on va examiner -
- maintenante '

4

£ = Zopaced difféxentiés définition et exerples.

D FTHITI OF 1~0n ,apgéile espace différentié sur 1'snnean

s L'oojet formé E. r‘m-.eva'gaoe'topolngigua £, mlmi dTun faisg~
oeauﬁ g.-o_ 42-'~a1 'Qbm‘;pbmmnggivea_ unitaires, et ume funille
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ie fa.isceanx d’algébres qnot.tmts P( )(X) = P(k)(ﬂ)la' avse
0}, ces donpées &t t assu;etties 3 l'axiome 4§
E:D) 51 pou d.eux ent:l.ers k> «e>0 on désigne par ‘Pﬁk 1 *homomox
('C;(Ul. om & o tdy) =3p .
De LPe (g )C{é on comelut que ), Padce an quotient en un

phisme canonigue P‘“(()’ ) -—:-_':,:.)?

homomo:mhleme de fa.iboeau de U-algébres
(14)  Poy 3 25 (x) 2 ()
évidemnent sar:}ec'bii’. Lingl les P(k)(X) forment un systine pro-
JeeVif de faiscsaux de U -algdbres, on peut done comsidérer le
Paiscean de (fé-algébres g:éaduées as80¢ié

(15)  e2Pix) = .U_ & (x)

ot @5(X) est le noyau é.e ‘Pk-l 5 3 P(k) (X)——»—?P

Dornons une conditiem équivalente & ED) 13

(k) 1y

D7) Pour deux entiers k;ﬁ;o, 1 ‘homomorphisme (Lo, PASLe au

quobient em un homomoxphisme (14), eb s on désigns som ﬁo;au
£+

Bax Ty pyy » SR8 18 Zelablon Ty p; = Uy o)

11 suffit de prouver 1l'équivalense de 2D) et #D') guand on

guppose les relé,tions (Pﬁk(‘k)cqe vérifiées, i.¢, l'gxistence“
des momomorphismes (14) ascurée, En regardant les fibres des
Paidceanx envissgés en chsque x& %, ot utilisant (14), on est
Tanené au oas o X est réduit 3 wn seul poink, et ol par suite C
s'identifie a uneaa"-algébre Ay Soit P = p© {i), et soit I
1%icéal de 1'augmentaticn de Z, On e done plE) (A)-P/Ik+1, et la-

donnée de 1'idésl Jy de P(k’ {A) équivast 2 la donnée d’unm 1aéal

o P



e
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dans P contenant Ik"'l, que 1'om tiésignera encore par Jye Alors
D) signifie gwion a
(16) ip = =1fy - T
pour tout couple d‘eutiert k> £ 20. D'antre part 1ridéal
Te,1 dz.ns B/3y nlest aubtre que I/ done _
(Ty 1) +1 (1-2"'1+.7 )/.1 » bandis que Ik,&{-l = gg/.‘o‘k. Done BEIY)
s'exprime ausei par la zelatiom (16), d*ol l'écuivalence de
ED) et 3D')4 :
Pogons mainbenant

(17) ,(1; = GI(X.) = idéal d'augmentation de P(l)(x)
On a 6videmnmt’ un isomorphisme canonigue

ae) 2P = e QL

Dlavtire part, de ED")< résulte immédiatement L'énoncé suivant 3
PROPOSITION 1 ~ Soit X un espace différentié, O sen fais-

gean G'alsdbres, Alors 1%om & un homomoxphisue Camoniope BUT=

Lty

Joctif de Ffaisceaux d.e’ D"-oalgébrea graduées 13
(19) m}) -~ @2?(z)
(ol S o désngne le faigcean 6.os alsébrea syr.étricuﬂs dw

_Teilodule ﬂl).

Bxemples 1)« On prend P(‘k’ iX) = P(k)(O'). Ce-okoix n'a
d'intéret ¢u’on CGéomébrie adgébrique, ha bthéozie dos espaces
aifilérentiés du type précdédent se riduvit, lorseue X eé’c réduit
a un polnt, & la théorie des paragraphes précédento,

é)e Soit X m espace munl d'un faiﬂoeauo.'de ,&”-ngébrea
commubatives unitaires, Domnons nous une fapille (Fi) de‘
J-iodules suz X (le fg’:_.avaf; 19;..9;.% inﬁénqssant ébant celui ol

~~~~~~~~~~
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cebve famille ost réduife & l‘uriique é1lémennt lO;')). Pour teut
q;ntier k>/0. 80it :E 18 soums-faisceau de P(k‘)‘(()"_) dont les
éeotiona, eur toub oﬁveﬂ_; U, somt les sections % de P(k)(O')

su‘r U telles que pour touk %uvert ¥<U et tout O ~homomorphisme
u g (S/v "'"71’,_‘7:' on a.;t w(f) = 0; Le sous~faisceau aingi cons~
truit est ¢évidemment wa sous-faisceau abélien, c'est mBume wm
sous~faisoean d’idéaux, car si f est comme ci-dessus, et si g
eot vne seotion gunelcongue de P ‘ )(O") sur U, a.lo.fs g est ume
seetion de Jk. Bn d’aubres termes pour tout w 3 o']v —>r| v
eomme ci-dessus, on a u(gf) = Oy in effet, il svffit de noter
que u(gf) =n (:E), ol n H U‘V -——é,»Fih‘ est 1'homomorphisne
composéd de ¥ —»Lg et de u. Ainei les Jk sont des faisoeaux
d*idédux, et on vérifie auaaitot cu'on a ‘f’,e_k:uk) C.}e ¢« On ne
reut vas affimmer en’ généra.’!. cue . eette inclusion esh en falt une
égalité, ou, ce cul revient au mBme, ue 1'homomorphimie canoni-
que L’(O‘) (ﬂ)(a’)/‘f‘akwk, s'emmule sur J, ; mais ce
sera le cas chague fols gu'en pourra montrer gue tout x&X admet
w voisinage ouvert m lequel le cuotient g’iu deuxldme membie
egt 1aomqrphe‘ a un-d,oi:; .,31‘.“ '*B’eg‘b g0 ¢ui sura lieu dane les doux
cas suivants g

a) ﬁest an corps valmé complet, X eat une variéteé anslyticue sw
.Z' (J 1le faisceau des germes de fonobions analybicues sur X, (l‘i]
esh la famille (si on pent dire) des faisoeaux analytiques cohé-
rents sur X, -
b) X est une variété mé£Mmmt différemtiable, 0 le faiscean
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deg germc'as‘ de fonctions imdéfiniient différéntiabdles sur X,
| (If'i) ge réduit au faiscean 0 "5
fixdreice Boit A ume t&'-algébre sommutative, Pour tou‘ﬁ A
moduie M, soit® ,.?Jk(m l‘iintersebtion des appliéations A
lindaires de ?‘k)(x) dans les L-modules de type fini. im
particulier, Jk(A) est ua idéal de PiK) (L), et |
2% (10 /5 (1) .ost m modnle sur 2(%) (1) /3 (), |
a) Supposons que"Ptk, (a)/Jk(A) goit de tyre fini pour boud
k. ZIn conclure gue P‘k)(}l)/Jk(m est wn s-module de type
fin:l.pour tout k et toub A~module de type Ffini M (of, paz.
5,n°6, exercicé 1 @), Hontrer que sous cce condi tions,

(%) () aans

si @k déeipzne l’application canonigue de P
20y, ona 300 = pp(3,00).

b) Supposcas cue A ﬂoi’; noethérien, et soiemb xl,...,xn

des éléments de A tels gue 'Qvtxl,...,x‘} soitl dense dons

A pour la Topologie linéaire sur A pour laguelle mn systéue
fondamental de voisinages de O ot foxmé par les produibs
finis de puissances d?’idéani maximaux, Soib (pour toub entié:
k fixd) ‘§ A d“"x‘ - (1&£4i &n), dMonbzer gue les g p,,o&
p pavoourt les indices monowiaux d4'oxrdre &k, for-ont vn ayéa
tdqe de générateurs de P(k) (£) mods Jplh), (Hober que si 1*0;
munit tout f= od.ule’dg tyfpe Pini U de .la topologie linéal re |
dont uwn systdme fondamental de voisinages de O ogb forué des
goug~-nodules Olu, ol Olest wn voisinage de O dans A, dlozs M

est sépard, et tout opérateur différventiel i —>F est conbim

A
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pour le‘s f;opolqglea’ onvisagges 3 en partionli‘er. um opéra-
teur différentiel‘do L dans wa L-module 6§ type fini est
copnu quand on oéimait ga pestriotion & j“-[xl,...,x'?. in
sarbiculier, sous les conditions préeédentes, a) s’applique
¢) Supposons 8) vérifié, A noethérien, et cue pour tout
auneau quoblient B = a/0L qui ést d*Artin, le B-module
?(k)(B) soient de type i’illli.. {I1 suffit par exemple que A
solt un a.mﬁean gemi-local noethérien, et que£“ soit mm
corps tel gue ﬁ./r(ﬁ) goit de dimension finie sup -—4').
;ﬁon‘:brer que pouxr ;hou‘!; A-module-de type fini X, on a
Jk( }) -“ﬂ OL, ]?(k)(m), oua,paroourt l'ensemble des idéaux’
tels que A/O’L goit wn anmeau d'artin, (Conclure de 1'hypo-
thase sur les quotienta artiniens gue pour tout idgal 00
tel que 4f(i, moit azbinien, P (k)(x)/JZ.P(k)(m) ect de type
£ini, d'oh Jyp{i) c oL, '™
111‘?‘61‘66 de L’hypothese a), qui implicue que P‘k)(..‘é)/i

1), ot déduire 1l’inclusion

est de type fini domne aéparé pour la topologise déﬁni par
1es 0L, (2 (a3, )y,
i) Suppocons que & aoi{s tn anneat semi-local, ﬁ"un QOTpP8,
L{K (s) de dimemsion finie eur j“. Pour toub A-moduld de
type fini, w©oit P'(k)("") le a-module de type fini
(n(‘i)/d (24) , muni de la topologle [{4n)~adigue,. lﬁontrer
que le complété de P‘(k)(g) slidentifie a T"(k)(.i) ou 1
est consgidéré comme Wn module de type fini sur 1'ennoau

A
local A (qui satiefait eux wlumes conditions que i)
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e) Calculer les P(k’ (i) dans le cas ol A .-zﬂ»[[x ,...,x“]]
3 » 00 il faut (en principe) Houbt réexplicuer.
Il est doutienx c¢ue lss laiug cui suivent slent un intéx8%

en dehors du cuf ol X est um espace différentié nonm singulier
(c2. n°4), Dans le cas 1A, les aziomes £D 2) et ZD 3) cue nous
serons amenés & poser iel seront aubomabiouement satisfaits,
COmMe NOUS Verrons.

Dauns toul o0e numéro, X déalgne un capace différentié fixeé,
U son faiscean de ,Q'-algébroa. Seit D ‘: 0 —>Y¥ opérs;teur
difféventiel dTordre gk'di O gans un (-fodule ¥, nous avons vu
qu®ll s*identifie & uwn (f-homom‘)rphisme de P(k)((f) dans M

(n°1), Nous dirons que D est un gopérateur diffcrentiel &'owdire

£k sux X, de {J dane M, #i D est dsfini par un homomorphisme de

P(k)(x) dang M (i,6e 8i 1'howomorphisme ’f?(k)(O”) ~>» M glannule
k

) 5y 2T @),

Doxénavent, quand mous parlerouns {’opérateurs différentiels

sur lemoyan Jy de l'homomorphisme P

'5 -->7JI, il s’agira d'opérateuvrs différentiels sur X, au sent
préoédeht. Cette notion est évidemment de mature locale, a'ol
le faiscoau des gesmes d'opérateurs difidérentiels dforireck
de dane M, qui s'iden‘bi:fiv done an i’a.iso‘eau g@'(f(?(k) () M)
Nous supposerons l'axio.e sluvant vérifié i

ED £) Pour toutb ogvert UCX, le composé de deux opérateurs
différentiels, d'ordx'a_{—_k'r'aep. dordzre é_k; aane f [U, eat wn
opéra.teur différentiel d'ordre Lk+k', Si i est un J -iodule éur

U, D un opérabeur différentiel U\U —> i d'ordre £k, alors le



.
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Gomposé de D avee un endomorphisme U-linéaire de 0 lU 88t sncore
wn opérateuwr diflérentiel d'ordre <k,
Seient mlors M ef I'-den.i U—Modulea, 9 um homomorphisme de
faigceaux de ag'-moduzqa‘ae ¥ dens N, nous dirons que D esh um

opérateur différentiel!di’ordre £k 8i, pour tout homonorphi eme

U ~linésize u H O“U -2y le composé Dowm est wa opérateur diffé-

‘zentiel d’ordwe £k de O|U dans N, Dans 1s cas oh I = 0, on

retrouve la nobion précédente d'opérateur dlfférentiel de ¢ dans
¥ [grace & 1'axiome &D 2)}e Soiemt D 'x M—>H et D .: F—>P des
opérateunrs différentiecls dlordre ¢k regp. d'ordze £k', et suppo~
sona ¥ localenent i’soﬁoqhe a (jn s alora D'D ecst un opérateur
différentiel d'ord;*e_ékﬂ:ﬂ comme il réeulte facilement des

‘deéfinitions et de & 2,

Soit ¥ wn (Tmodule, .considerone lo (J-Module 2V%) (i) epims
au n°l, et pour tout ouyu'-t UCX et tout 0 ~homonorphisue
w ‘x -ﬁi'ﬁﬁ—? 0}!7 considérons l*homomorphi ame coumposé -
9“"(}5) w.__3“3(33
déaunit ¢e u, On désigne par pl¥) (X34) de plus grané U -lodule

{(U) P‘k’ {X); ol le premier homomorphisme cst
—» '

quotient de P‘k’(m tel que les homomorphisrs s précédents se
fa.ctorisenf en P‘k)(;‘é) —-——*,]?‘m (X;30) a._»P‘k)(X), -ieey le guotient
de P(k) () par e sous~falscean dont les sections, sur un ouvert '
V, sont les sectione £ de P‘k)(hﬁ) gur V telles gue pour toub
om;ert UV ob tout v comme ol-depsus, 1'image de fIU dans

plk) (X) s0it nulle, Paisant M =, on constate aussitds gue

P(k’ (X, 0) = p(E) (X), @¥autre part P(k) (Z3-~) pernute au spmumes
directes finies, et. ausei & 1'opératiom de restriétion A un
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'iuverb, ce qui yemet'ﬁo:ibalouler plk) (g n’ = ¢ (%) (X)n

P“‘)( 4) lorsgue M eat IMmen'b igomorphe & I I7homoiorphis-
me fonchoriel a“" 3 un-a.r‘k’(m définit un homomorphisme
fonctoriel, encore noté d( ’, de M dene P (k)(X~"). Les proprié~
tés formelles de &(‘k) notées daus le parsd restent valables dans
ie contexte actuel, De plyzs; on constate e_nooré facidenment, &
llaide des. &efini‘tions, gue les opérateurs diffdrentiels d'or=
G.z'e‘ £k du § <iodule M localemeat isomorphe 3 O'n, deng J -lodule
quelcongue H, s'identifient de la fagon bien connue aux 5 whQ -
momorphicues de P (k) (x;ﬁ) dans .
Les dérivations de O ébant dos opérateurs difféxenticls

dfordredl au sons du n°l, noue réserverons ioi 1¢ mot de
dérivetion sur l’gagaee différentid X avx dérivavions de 50_111
sont dee opérateurs différembigls “'ordrc./-’-l suyr X, Définiscant
‘OI par la formule (17) du n°2, on voit done que les dérivatione
gur X stidentifient aux . (r-homomorpm gmes de ,(' ;_x daas Cf « Hows
désignerons par jl}(x)» le » faiscenu des zerues de dérivati-zs sur
X, par suite on a un isomorphiaue oauoniciie

(1s) s = o OB, )

B vertu de ED Z£) le crochet ie deux dgrivations sur X egb enscie

‘ una Gérivation sur X, ae cue psr:et do coneidérez g(i) corL:e unr

falscean de /&'-algébrea ie Lie, et as fagon plus pr.oise oom® un'
faisoeau de Q-algabres de Lie sur le falsceau de »g"-algébres 5.
Botons d*ailleurs gue dans tous les cas oue nuug aurons & oonsi-
déz'er, on awra en faib V}(I) ]g( Oy,

Hous dé'sj,m:o_n.g_ﬁp..r.gz le Zaisteau algdtre exbérieure de

W 2 s Y 2 Rl S
¥ SIS e R L W 51 3 - 7 - als NS
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_()_1 on dessus de ¢ On a done ;
(20) -_)__[n.’ 3 ﬂl’ /\p _(21 particulier 09 sl
Clest wma Laiaceau de O--algébrea grad.uées, g*ldentifiant au
faiscesu guotient de L2(U} par le faiscean ¢'idéaux engendré
par le noyauw N de l’homomor_phzeme canonicue ﬂ-"‘( 0) -—'?,(11
Comme les dérivetions ¥ sur X sont les dérivabions de O tellea
que 1!(3) = 0, i1 s'ensuit que lesopérations iy (v e I‘(X,%(X))
padasent au cuotient eon des antidérivatione de degré ~l, encore
ngtéeshi!;, de faiscean .Q.r Les propriétés fcrmolles usuelles

de ces opérations sont conservées, Four ddefiniy l'opératenw dd

2 o

différentiation extérieure d dans {1, on a besoin @e 1’axiome g
#D %) Soit N le soua-faisgeaun de J.).]'(O' } moyau de 1‘hcm6morphis~
me ounonig ue .&1‘1(0') -%Q-;. Alors om a a(N) CH, .CE‘(O‘).
Woyenmant cet axiome, on constate immédiasbemvmt que 17opd=
rat'eur d défini dans O {J) passe am quotient, d'ol lao diffé-
ventielle extérieure & dans ‘Q’X' gui bian entendu joulra encore
des mbues propriétés formelies. fnfin, il wrsulbe de la f@muie- ‘
a*homotopie Oy = digtiyd {par,1) (formule (21) que si ¥ ect ume
dérivation sur X, alors 1'opéraiony 3! dans Q(J) pasgse A
quotient em un opérateur, moté par le méme syumbole, dans ﬂ-x.
Toubez les propriéide fomellca établios dans le paTel pour les
opéraieurs .BY restent évidermment valables. Dxomincns rapidement
corwent B'étendent iei les considérubions du pare e Une 8.
algdore de Lie swxr X est un fai asoan de e-modulei 7/, mani -

d'une styvebture de faiscean de z&"-—algébrea de Lie, et d’un
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homouorphisme b 4 *—9 B de - (T -modules et de k-algdbres deé Lie de
dans (x), ces dozmies évant aasujetties 3 satisfaive aux

Pormules (1} et {£) dw persZ. Om peut dire aussi cue ovest un |

faisosan 0o E-algdbres de Iie dont le faiscean i 'anneaux 2880=

cié est O: et tel que les dérivati-ns de O—)U définies par des
sectiona de %sm; U soient des dérivatioms sur U, Si par exemple
¥ ost wn O ~lodule, et si pour toub ouvert UCX, on considdre
les couples (D,Y), ol ¥ est une dérivation eur U et D une Y-

dérivation de M]U, on trouve ainsi les scobions d'ume O -algdbre |

de Lie, appelée B-algébro de bie des d_ériva‘t:i-;.ns de 1 mirx.

Toubtes leg aubres déi’_initiona et résultats du par,2 se trange~
posent de facom analogne, gans qu'il éoit d'ailleurs néAoessai're'
de faive appel & 1%um 'de‘ﬁ axiomes ED 1), ED £} ou @D 3),

$i nous voulons bremsposer dane le cu.dre actuel los :é-éul-
tate du par.d, ‘S48 acounuler encors des axiomes ED 4) oetc,
canularesques, nous devons nous hiter d'introfuire les eajadas

différentiés non sivguliers,

4 ~ Bspaces dif‘fémtiés non singulisxrs,

DEFILITION £ - On ddt gue 1'espace différentisé X ost non

singulier s8'il sabisfait aux conditions suivantes

(i) Leg enneaux _0; {x €EX) sont dos anneaux lovaux,

(i1} Pour towb XE€X et toub enbiei k0, 1'algdbre ([ 4=

augmentée P(k) (X)x est régulidre tronguée d’ordre Ik ‘Paha;ié9- \

A6y 6)s

(iii) .Q.% esh_wm {féﬁidule locsloment libre Ge Sype finmie j
e S 24 A-'*:..
e R

=
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On dit qu'un point x€X de X est simple, s'il existe un voisinags

ouvert U e x tel cus U goit vm espace différenti¢ nom singulier

Is'enaemblé des points simples de X esh Gone wme partie ouve
> i <
be de X, savoir la plus grande parbie ouverbe Ue X gui soit ma

espase Gifférentié non sindiier, Notoms qu'il se trouve cuc fdans

" les seuls ¢as, on prabique, ol on ait affdire & des espaces dif=-

férentiés avee singilaritu, savoir en géométrie algébrique sur
un corps de définition parfait ,,Q», ou en géométrie analytique,
le fait que xei goit . point simple de X se vérifie par inSe
pection de 1l’amneau loeal 6 \miquoment {gui doit Gtre 'eimplo' ’
ofs parTed, m°lZ) ¢ om pourrait Gomd renverser la vapeur, ob :
définir @'abord led poimts simples, (mais la comiition (iii) ne
sera pes purement pbnctuello), pois déf'inir les espaces diff'é-
ren¥iés non singuliers commeé cesux domb tous les points sonb.
gimple s, T_On obtient ainei wme noﬁion plus large de point sim-
ple, mais, la mbue notiom dvespace différenbié non singulier).
Supposons gue X satisfaeee a (1) et. (iii), Soit =&X, alors
,Q.l/ Qx est un espace vectoriel de Gimension finle engendré
par les clasces dos af (fé(jx). On ceut domc trouver wne Lanilli
f£inie (xl):!'.e:,l’ d*éléments de Oy telie que les dx* forment une
base de Ql mod /mxﬂ.x, En vertu de Nukayama, los ax* fornent
alors uvme base de ..(L‘. D'autre part, il existe mm ouvezt U tel
pue les = prov;ennnt de sections, encore nobées xi, de O_emr U,
et il résulte alors aussitot du fait gue 0N gst isomorphe & 0‘1

sur um voisinage de x, et du fail que J est un fai sgeau d'annea.na

%
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locaux, tll.lt%.leta.dx"l forment encore ume base de .Q%. pour y¢&U
voisin de x. (Ce fait général méritérait d’ébre Aégugé en lemme
iei ol ailleurs), Aimsi, il zésuvlbte de (i) ot {1ii) que 1'om
peut trouver, sur unioiginage ouvert U ascez petit de =, des .
sections x* de ( telles gue lss ax* forment une hese. o000 =
Module .Q.1 (U. Fizonz-nous un tel systéme de seciions sur vn
ouvert Us Nous désigenrome pay (%) oun {e;) la base duale dm
O -oaule U(Z), Paz définition, on & done :
(22) 361 = % :_l.re.. 3% = =S;3 (indice de xroneclger)v
On trouve,v exsctenent comme dans prop.ll, que l'onm a 3
(23)  [y.el'=0 dees [5%,,5.9;.] =0
en d'aubtres ter.es les % sont des dérivations sur U deu?r. 5.
deux permiutablesy |

Soit maintenant k um entier 1, pboons
(26) Ox=(Sat)yog= W oy
Les calouls de pared, n°1l0, prop.12 prouvent cu'on a encore les
formules ('oﬁ les notations son’ les meues que dand 10Ce-.0ité,
en parbticulier n et m désignent des indices monomiaux relatifs

& 1'ensemble d’indices I)

(28) 53;; " = T_"‘Ln. -5 s.i n<m, 0 sinon
man
(z8) <£ 2 (SX)m):f mls;m

Raisonnant comze dans pared,n°l0, th,10, end tenaat compie de

la prop.d du n°l (qui implique que les (gx) poux \m[.g k
engendrent le 0 <odule ]?(k) (X) fu), on en conclub que si «2’



' =153 - n° =70
contient le corps 0} dea rationnels, alors les ({ x)" (‘m|4k)
forment une base dug-lmdue P(k)(x) sur U, Zn 0'aubres ternes
sv&‘f contient 9 » la condition (ii) de le d46f,2 est conséquence
de (1) et (iii)., Si on me suppose plus nécescairvement que -&"

contient Q, mais si om suppose les conditions (i), (ii), (iii)
de la déf,2 vérifiees, Irm’ particulier 8i X est wn espace dife

férentié non singulier), il résulte encore imédiatement de

{ii) que les (gx) {{m] <k) fomment wme base du O’-modulo

‘k)(x) sur U, (Notoms d'aillsurs gu'om mn'avait pas besoin pour
cela de l'axiome ED 1), guiest done ume congéguence des condi~
tiome (i), (ii), (iﬁ)). S04t alors (D ) 1a base ‘an J ~Module
Hom (P( ,(I) , () duale de 1z base ((51)“1)‘&‘ cx» les Dy

' ’iaentifient donc & des opérateurs différentiels d'ordreé__k

dauns O'IU, et on vérifie que les formules (422) 3 (47) du par,3
sont encore valables. {Cela semble implicuer cue les résulbabs
du par,d, n°l0 et aubtres, n'ont pas ¢té énoncés avec la pénéra=
1lité suffisante, puisgu’il sezble gu’on soil obligé, en toute
rigueux, de les dduonbtrer ioi par exackment leos mlues calouls,
Wext Redactor ~), Cels donme en parbticulier la forme générale
des opérateurs &1ff§rontiels de 0 dans un o ~Yodule ¥ suy Ue E
Ba parbiculier; la formule (46) au par.d implicue facileuwend
qus le composé de ’deu:x opérateurs dlfférentiels dans 0 en osb

encore wm, d?ol ausaitot l'axiome 4D £}, L'axiome £D 3} se

. vérifie de méme par quwnu explicite, car la base (dx’-) de ..0.1

d¢finit ume base (ax?) de (L(J parcouraat 1’ensemble des par-
Gies finies de I)..:v on définit alors l'opérateur d par la

-
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formule explicite bien connue, utilisaut cette base, et on
eonsﬁate aveo sabisfaetion que llopérateur ainsei constrnit osh
bien défini pdr passage au qubtient Y parﬁir de 1'dpérateqz a
du n°l, L

Les conditipns (ij, {11) et (iii) des espaces Aifférentiés
non si.guliers suffisent aussi pour reprenire, dans le contexbe
actnel, les définitioms eb rcsultats du par.3, B°7, 8, 13, 14 ;
on procdde comme pour l'opsrateur différentiel_d. Le rédaoéeur>"
n'a pas priver som sucQQaseur dn plaislr de faire les choses
plug propremente

§ - Bapaoe tangent et cspaos cotansent en un pointe -

Dans ce nuné¥0, Nous supposons rue l'espacs sifférentié X
esb tel cue les 5; goient des anneaux locaux, Lh'idéal raximal-

de 6; ost désigné par i,

DEPILITION 3 -~ S03f x un point de 1'espace différentié X,

On _appelle espace cotaﬁgént en x llespace veoboriel

Q_i/,mrxﬂi sur 1e oogggwﬁ"x = U fen ., L'espacs vectoriel

dual_est appelé espace tamgent 2 X en x.

Ce dernier sera nobté T ou simplerent Ty, #i sucune confum

B
siom n'est 2 éraindre. Dans~;ous leg 048 gWe TOUS BUIXrONS & eAvis

sager, l'espace cotangen®t sera de dimension finie {e'est le cas _
par excuple si X esh un espace différentié non singuiier) 3 alorg
i'sspace cobangent eah cancniquenent isomorphe au dual de 1505- f
pace tangent, et sera dome nobé par T&,x ou gimplenent Tg, Les

éléuents de 1'9apace,veotoriel tangent (rsap., cobangent) en x ?
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a'appellent los vecteurs tangents (resp, les vecieura cotan~

geats) 3 X eu point X,
I1 zémulte aussitot de la définition cue 1l'on g

_{E’I) = Hom('r (.Q.i,eg’x} = Hﬁm/&-’ (.Q.i/?b@ .s.* AV)
x X+

Noug allonsg définir des homomorphisgmes canoniquss
(:8) VLD sy YRy —> 2, —> N0 £
ol le¢ dermier membre dée:lgne le »&"x-espaoe vestorlel des ﬂ'-
dézxivations de (f dans levff -modole /1(0":. Le premier homomoxs=
phisme aans {28) zésulte aus it8t de la formule {27) et de la
formuls (19) ?(X) = Homo.(—Q- (7). Le deuxisme homomorphiame
{z8) assceie 3 tout § €%, 1a dérivation :

£ — 3L (aR) (=) >
ae {7 dana,rk > ot (62)(x) dé¢signe 1'élément de Q-x/w .Q1
aéduit de 17'¢lénent df de -Q-1 z zédustion uod M _ ().1
(Cette notation uériterait_ d'etre imtroduite s,ysté-ﬁatiq_uémnt,
pour toul faisceau de moﬁuies suxr en faiceean d'am_aeaux locaux) -

PROPOSITION 2 « 83 _()_,;' est localement isomowrphe & mn ()’.._

tiotule (F 2, en partisculies si X est nom singuiler, le promier

homomoxphisme (28) gst bijectif, i.es on a um isomorpiisue

ganonicus
(28 bis) ?_= Zg(x)x//w&x ?mx
~ Beweis klaaz, puiaqn'on aurs Gans ce cas
Quan'b au uen‘xiéme hemomotphlsx“e (28), il est en tous cas

injectif, puiscue les 4f (£ € 0;) engendrent 1e Ux-module
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_Q_i, D'aillenrs on a MG ,—ig‘x) = Komd (f).]'(d ) v@’x) =
= fom 5 (OHMO) .= Hom 4, (QUG ) Joy o) o). et
le aeMéme homonorphisne (c8) apparait coinme transposé ae
1'homomorphisme dYsspuces veotorielﬁ sur «4"
(29) QMO ) Jr g OHE)_ —> Q3 ane Qk
déduit de 1lThomomorphlisme canmonigue _(}.1((7 )--—-‘>.Q_;. I} est
done bijectif si et sculement si (79} est bijectif, Cela eat
le oazs évidemment si _Q.x Q.l(()‘) {géométrie algébrigue).
Ce sera encore vrai pour toutes les ospdces ds "varictés®™ que
nous aurons & considérers Bm effet, les espaces diffé::entiés

gue noug rencontrerons satisferont & l'axiome suivant ¢

8D 4) Les snneaux ()'x gomt des anmeaux logaux, Soif 4

1'idébl maximal de (Jge Bour touvt ‘gntier k, 1'homomorphisme

oanonigup
P(k’(()‘)x/,owxp“.‘)(()‘)x = ptE) (x;x/mxp‘k’ (%),

est mun isomorphisng.

Cette dernidre comndition signifie aweci, visiblement, que
le noyau Jk de l'homomorphlsme canoaigque P(k) {U) ~>> P(k’(a)
egt conbenu dens wfiP(k)((ﬁr Bn faisant k = 1, elle 1:-p110ue
que le deuxidme homomorphisme (:8) est un isomorphisme,

PROPOSITION 3 - Supposons oue 1'axiore 3D 4) soit vérifié,

et soit x€X un point tel cue 1'howororphisne canonigue

ﬂé' g j‘v g0it un 180mMOTi hime; Solt ¥ m Owiodule localerent

isomorphe & O%, On & alorc, pour tout entier k>0, an igomor~

phisme canonigue d'esgacu veotoriels sur %‘:
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{30) mx//m» “‘“‘m —-—->P“" (x;m)x/»thru’ (X32)
Il suffit de conjugusr par.,3 prop,15, cor,.2 avec 1'u.xi.ome
&> 4), ovi implicue que le deuxidme mewbre de (50) est icenti-
e pl¥) 'M)J/"WIP&’(M) = pik) (Hx)/’””"xe(&]mz)
: CORCLLAIRE - Sujposoms que les J'x soient des anmeaux logcaw

gv_cus les homomoghismoa canonigues /- ----—“ft-()',,//"*"i’x soient des
isomorphisnes, Pour que l'aziome @D 4) soitb vérifié, il Paub ot -

il suffit que pour tout xEX, et toubt entier k70, l'homomorphis-

me canoniocue a’esEoee voctprlels surﬁ"

{209 o / k+1 0' plk) (%) x/mx}‘,(k) ‘x,x

goit um iaomorphime.

Par définition implioite, 1'homomoxphisme 20) est celui

déduit par pascsage au cuwotient de 1 "howororphl sne d‘k’ de M,

dang E(k){x;M)x. G'éat donse le compoué des homomorphlsmes

canonicues ' ; |
Of 1 O BB G f 101 r‘k’ (022" (x) s 2B gy
(aoter, pour la défimition du deuridme homomoxphisme, cus
[k)((f) P(k“()’)x} Or, en vertw de par,3, prop.lf, cox.z

ie premiex homom_orphisme._eat uwa igomorphisme, d'ol la conclusion,

COROLLAIRE 2 = Supposons que X solt un espace différentié ,

Aox singuliex, et gue les homomoyphisues canonicues

Ae ~>» ,{va = (J f mey soient des 1son;orphismes. Pour oue 1liaxiome
‘8D 4] soit véedfié, 11 Faub ot i1 suffit yve pour tout x&X,
boub_eabier x>0, #b bouk eystdie (x');.y 4'6léments de e, el
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" gue les (dxi)(k). foxment ﬁne bage de l'espace cotangent en X,

;es-x“, oL m = (mi’iéi parcourt l'éncepble des iddices mono-
misux par rapport 3 I &e degré < k, :Eorment wne base de 1'es-

pace : vachoriel O—x//ﬁ{/ k4l O’x.

in efi et, il résulte o.es songidérations du n°3 cué leurs

images dans P(k) (m,/,m&r(k’ (.x)x forment une base de oo

dernier @spacde Yactoﬂ el, On notera ¢u'il exi ste toujo rs,
pour X &X donhé, une famille (xj') du tyge envisagé.dané le
COTe< s _ . |
S.- liopphisgnes d’espaces dii’férenﬁes. spplication tgggon‘l‘_n

Soient X,X' deux espades topologioues, £ vne application

continue de X dane X', P (zesp, F') mn préfaiabean sur X (reqp.

sur X') & valeurs dans ume catégorie O, Rappelons (Top., Elém,

Chap.I) ¢u’on appelle homomorphisae de P dans T compatible

avee £, la Gomnée d'une famille g = ‘gU)U' d *honomorphisnes,

U parcourant la famille dee parties ouveries de X', et peur
tout U, gu désignant un homomorphiame (dans C) de ITu,™)
dans T‘(f (U),F} 3 cette famille étant de plus assujebbtie 3
la oondition que, pour um ouvert YCU, leo diagramie
(U, #) ——-=> 1“(v 71)
&y i \i’ Sy
Tt u), 5 — TieHT), B

goit commubatif (les fldches horizontales désignant les homenoz-
phisnes de restriction)s (N.B. Dans le cue des falsceaux les ‘

homonorphismes de M dans F compatibles aveo f peuvent aussi
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3 s'interpréter oonm 198 lmnamorphiaz.ea nevels du faisoeau im:ago

. falsoeaux d'snneaux (51‘ A-%»U' gonpatible aves Z, et atun homa..

'oorrespomi‘mto, cus m abna de langage nous noLerons pa.x' ia i

- méme ledize ¥). Hous a.llans ae ces fomuéss & auiro ded honomo :Z

'
% .
e PV

nez7c ,
3

inverse £ (P'; daua ?, u;a ce point de vus ne gemble pas X
commede i61)e Bn paxtnmo:. on a la nobion d'homomorphisno '
as. faiawaux\de /@-ﬂgibﬂa, et la notiomn a'homemorphiame dc
de fai soea.ux de modﬂ.ee % % ﬁnit an i‘aiaoeau de medules sur m’-}"
.L‘;isoean d'meaux G"tmz ZZ. soiont de meéme P ¢t O gup > 4t :
un ho;.zomorphiamg de. faianmzx de-modules de {01, 77) ‘Gans (O'.P}

compa.uibla avee £, oona&dm en le donnde &'m hemomorphime d-e

e 1Y,
Dnt e

" .

morphisme de faisceant &e grovpes abéliens P? —p T compatibl

.‘. .‘ n/r_i‘,.

aveo £, cece Geux koqc;néaghiamee ueva.ut (5 plue Stre compat-ioles
a,vec les opérations de“gﬁnr F zespe 20 (5" am w (le sena

préow ie cshte expresﬁircm ébant clair), Davs les 6as cus me vs <33
aurons 3, envisagez 101, l’homozzorrhlame o) wD’ gern uozzmi sfh

on cons:ldérerz. dea homoszSmsa de falgceans 06 mow.lea l"‘-«?l‘

s "oomratihles' avee l‘mhcrnorphi-sma en gnestion. S=oar, ;

Suppoeons donc aemm:, gLy 18 eapaces topolog quea p ¢ vesp..

X, des ?aiscoanx de _'gbb:rea oomntativee unitelires 5reap.

O, et un homomozpmm :E E 6'~=p O aseoold 3 amd ap qllcatioﬁ

- .‘.‘\‘u-'.u!(:‘-

. continue fGe X dens I' v@ona admcﬁi;one qze la aomés élun homo-

mornh;sme de fai sceau tmmt 18 {onnée s l’aPyl.LGuti.On s,ou;:xmﬁ

phimee ae fa,iscea.ux d'algebres sur OF % O' :




Iy

- '1‘5.0??_ A ‘ 0e 70
8% plue généralement, ponr Lous hosomoxrphisme u 'l M > 3
d'un - (Melodule M? dans m Jwliodule ¥, nous allons déZiniw
das hOmOmOI?hismeh de fa&gpedux.ab me@ules sur cee falsoeuux

d'algébres 2

(22 bis) | why r""wi -—»P‘k)(‘%
Pour définde (oﬂ. bis)y anotons qus w d¢: "inﬁ; des homomorphis:.;ea
CTHO ) e T TN tv = (),
compa.uibles a"'eo lea hompmoxphismes 4'algdbres
v, 6*)-—-}1:(715‘3 : %
6’0111 sn vertu ds. parlz; nié dee-)nomomo:phvianeh
2B s 2 (0 ivin)

_ qui est un homomorphisue 46 préfazséeau&:, eompatible avee £,

3

»

oh# (3 bz.s){ cela déﬁn.’t'l: én por tieulier {31) ° L8t %L.,i'.'alt
‘ 2004

gue (u&.) ﬁ'oh: v hoaomorphisﬂe de Yalceseux a's r?ébréa} et
gue 45 vis 503.1; compatible uvee lse opératlone des doux
me;:brds, he {31} su.r lea deux mebt}res de (351 bzc), 58 vér}.ﬁe

nty ,.&'
tﬁvlalement: T len déﬁnitiom On verifle ie mbme cue lés ;

aonf b;.fg ‘“&%’ (51’ b%BJ 'dténu aus}hg L35 (0 gt m{éﬁes da .ﬂns-j ‘
ceaux d ?: avx hemomorph smeséae z(&ﬁcti ] T’(ej e P(k) eto. ¥

(H.B. On s'unefqoi'b 101 Ju g.i ne suffit pas de Paire lecso
sorites au px olon eL.en‘b a—’es

ceaux,-’ dans le eas}: g’espa Ve d@ base es t *xé, wais (u‘ﬂ.
P

oo
Laut le fa.ire sussi pouz. des morphiémes a.veo un espuse de

base qul se balladey .Ceﬁ &mplique qufen définissant le

d ot pi‘ pasidge nux i’alageaux a.sociéa 1*}101102 10 2phlems chu-—

s TR

g nc foeurs auE oatégoﬁea Go Pais=




: homomorphiamw (o:u 7@1&% bien pasaer au unotient, en des

e 14 atmotu.re de wmean a'algébres rle U On vérifis snse

L)
P IT MG v

Aasd

"“{;&”151 G =, A
Peiscean & asvoele h m yﬁzai soes.n i comme fensteur par rayo S

-poxt A A, 11 us "a.nt xaa aq bozner - pou définly cetie ddpens

dauee fonctoriello - i i‘a:lre varisr - dans la oatégorio &el

ety
-

fas sceaux anz' m ﬂme as base ﬁxe, Y a de 1a ;o:le pmu-

e |

Lhevalley). e B ‘, ’ e ‘ = 3 2

. .

Snpposona mznni;thmt que o vl; .&' poient fes espasas alffé-u

v \l{.i-j OV s %

rentiés, eb 0' &b o lm; Ea!.soeaax i'azmea.ax. Alozs 1'homoso

‘
s

phisme £ est &mnelé ﬂ Wm@ d”es;gaees Giffevontics sl les

.....

homomo Tehd Bmea %
(32)  2%; r‘k’(mq_.ga.i‘*’ ()

=

\

Dans o€ Cas, on vériﬁé a.uaitat Gug, 8l 9 et loealemant iﬁﬂ“;":

-~

en un homomor;hs.ssm iy e . -

{22 bia)’ a* ?(kf {Ii’;ﬁ‘i ~—~=;72(k’ (3., ’&)

- moxphe & (J" 'hommrg‘ﬁ.me (él ‘vis) PA5ES augsl an qnotien% *s“.’
R

évidomment vide =i é?-z#&i’) 'P{k)((?'), ge qui KurR hen em

géonétrie aig,ébriqac. !m 1ea autres 0as gue nous anrons &
envisager J;'ent;eronﬁ am 19 cas de A%exenple © 4w no2 ,‘ od v
"(k’ {3} se oonﬂtmit mmséauemn* %. pazére & () en hormos 5

,comme daas l'exempu wqueaticn, 1'homomo='phim {31) x&su

-—.i‘r

subomatiguevent au q,ncﬁimf &n un homoﬁorphismc (321. % .’
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- dans tous les cas qup nom aurons & envisager par la suite).

SRR - B L0
ai£cérontios. Fuisons dens 1'homomorphisne (52) kel liobant
que 1'zomomorphisme £ esh 7'oaﬁpat1ble' avec les éu@en%ations,
on en déduit w homoﬁoﬁhiame gur les noyaux desdites aug-
mentations 3 | | :
(s5) % Ol o n1
Toujours en vez‘bn éu prim;ipe dw prolongeient des fonobeurs -
anz catégories de faiaoeanx {base variaocle ), on en déduitb
des homomorphismes de-‘ f@iueé.u d'algdbres diflérentielles
gra&uééa ‘: ? : |
(36) %90, =G

Biecn entendu, l:8 homomorphismes d'espaces différentiés
g8 composent {les espac;sv@ﬂférantiéa forment donc une cabé- 3
gorie conue '!;out ie mon&'ei,- et 8i £ et g sonb deux homomoi'lmia'f
me8 oorposables, slors on a ' :
(s8) (e =gt 0 |
ou £ o g sont définig soit par (52), soit pax {54),
Supposons main‘bem:& qf_te Oet OF ‘soient des faiscesux

L

dtanneauz loCalx, Soit X EX, pocons x* = £(x), L'homomorphisme

caaaiPles ol TN, 5

(33) définit un homomorphime i
{55 bisg) f* t Ql ;*'?ﬂl | iy
compatible avec 1'homomorphisme Ugy —F (8] x G67ini par £, ‘
Supposcas cué o8 deraier applique 1'idéal vaximel Ade., de '07‘

fans 1’1d6a1 waximal 4‘0" ie - O;. {I1 en eers ainsi trivia.leman‘h

Aiore (35 'b:.s) déﬁni‘h pu Passage au guotient wun homomorphissno

,'l
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(3e) Ok, /mx,(),. — Q‘/w e
ie 1'sspace cota.ngeat o X’ b. X' dans l'espase cotangent em x
ax, homomorphisme aﬂditit gompatible aveo I‘hOmomoztphimc

-’&‘k' -—%JZ" déf:l.ni pa.r £ sur lourg corps d'opérateurs. Gotte

appiication est appﬂia 1’application sotancente ds f sn xe‘-&
Da.ns g cag ol I’hemomn'pmﬂms ‘%’x" *-'9"4‘ ‘o8t wma iBOEOI’yhim
{ paz ezenple sl 168 ,& oh Wt stidentifient tous c’.eux & @'),
on peut aussi eonsidérer lfapplication tranaposée &e 1’appli= {i
sation sotangente, e’eet une appliea.tion unéaire. nobée le
plus souwent f'(x} on-t’ : R
(1) - ) e -—Mx, P ' P
ie 1' eHpavse bangen'b & X em x dencs l'espace tangent 3 XY en x' =

— A~k

et appelée ap Qlicau,ioa.-.-_ggrnhente 3 £ an point % €%,
%ient x, x;, X® troin espaeée dif2érenti 66, £y XXt

et g 3 L= X" des homomo:rphimea glespaces aixiéventiés,

gofent x& X, x"-' f(xi e‘b ¥ = g(x"}, aloxre on a

(38) (gf) '(3) = 8"(3“) o £7{x)

Getbe relation,. appelu Wcreme des wnotions conposées, eab -\§

-3

e conaéquenee 1meuate de la relation (35).

7T - infin vne egssg &9 cohlgmol ogie.

Solt X wa espace différentié nom singulier, Cela imphqne }
dono gue le {F wioante %(X) eat localement isomorphe . tmgn
Soit d'autre pazt Ol.u:n _;_.bré infigitésimal sur X, i.c, une S.s

algdbre de Lie sux .I telle que 1'homomorphisne 63 oL %y(x}

~%
~m2
>

s0i% sur;ectif. Par ml*be, en tsat que J—mo&n}.e, aeat wme -[_{"Z R

N v
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oxbencion de ly(x) par le noyau O?' de Ol, Gomme gL(X) seb W
U-doaule loealement livre, on sait (référence ?) c¢me 1’ensem~
ble des olastes de (J-Mo&ules extensions is g(X) par UL
stidentifie 3 WH(Z 59_20(%(1), Olg))e D'ailleurs, on a

Hom (%(x} a. o)) = -Ql@Ol {le produit tensoriel stant prs'.-rs ‘

sur U). Ainesl la ola.eae de l'ex*enaion Ol de %(X) paxr a
s'ldentifie &4 wm Clément

(38) Tl EE0lo )

appelé classe de abiyah du fibzé infinitésimal (O, slle est

nulle ei ot seulemeat 81 l'exiension est triviale, o’ost-:.:.aaire..’i'*

6i et seulement si on peut trouver un homomorphisme de -
& ~iodules Zg(x) «—>0L inverss A gauche de la projection ;
S 07, —_— q}(x). Mails uwn tel homomorphicme n'est auvtre chose

gu'une conmexion sur le fivwé infinitésinale Par suite t

P.OEOSITION & ~ Soib A wn fivre infinitegimel sur 1Yespacs

iPférentié non 92252&! x X, Pour que (] admette ume eomnsuiom,
il faub et il sulfit: m_:.e ga clasce de itiyah soit pulle,

B ¢



