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Avertissement au lecteur

Le texte de cet ouvrage correspond au Séminaire dirigé par Claude Cheval-
ley, a I’Ecole Normale Supérieure de Paris, pendant les années universi-
taires 1956/57 et 1957/58. Il prend naturellement la suite du Séminaire
Cartan-Chevalley (ENS, 1955/56) consacré aux fondements de la géométrie
algébrique et auquel il sera fait référence par le sigle SCC ; il s’appuie aussi
sur la classification des algebres de Lie simples complexes, qui est un des buts
du Séminaire S. Lie, tenu a 'ENS en 1954/55. Tous ces Séminaires ont été
multigraphiés et diffusés par les soins du Secrétariat Mathématique (P. Bel-
godere et D. Lardeux) a I'Institut Poincaré.

La réédition de ce texte supposait des choix délicats. Tout d’abord, des
quatre rédacteurs, deux sont décédés (Chevalley et Lazard) et Grothendieck
s’est muré dans une retraite inaccessible ; ’éventualité d’une simple repro-
duction en fac-simile! était a écarter vu les progres de 1'édition scientifique
en 50 ans.

Une premiere option, fortement appuyée par A. Borel pendant plusieurs
années, consistait a reprendre les textes signés de Chevalley (chapitres 8, 9,
10, 15 & 24) et a les inclure dans le volume de ses “(Euvres compleétes” ou
seront rassemblés ses articles sur les groupes de Lie. L’inconvénient majeur
était de défigurer ’ensemble ; en particulier, les chapitres 11 a 13, signés par
Lazard, ont été rédigés en suivant de tres pres les notes fournies par Chevalley,
et constituent une partie importante du développement de la théorie. Le
chapitre 14, sur la structure du groupe de Weyl, était une commande de
Chevalley & Cartier?, et constituait un des résultats-clés.

Les chapitres 9 a 24 forment l’essentiel de la création de Chevalley, et
représentent un des sommets de la théorie des groupes. Quant au reste du
volume, en voici le contenu :

— les chapitres 1, 2 (par Cartier) et 5 (par Grothendieck) sont consacrés aux
bases de la géométrie algébrique ;

— les chapitres 3 (par Lazard) et 4, 6 et 7 (par Grothendieck) contien-
nent un exposé détaillé des résultats de Kolchin et Borel sur les groupes
algébriques ;

! Comme cela fut 'option retenue pour la réédition du Séminaire Bourbaki en
1996 !
2 Nous ignorions tous deux le travail de Coxeter, paru vingt ans plus tot !
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— le chapitre 8 est une nouvelle démonstration, par Chevalley, du théoréeme
d’existence des espaces homogenes de groupes algébriques di & A. Weil et
M. Rosenlicht.

Une fois prise la décision de publier le tout, nous hésitAmes un moment
a en faire un des volumes des “(HEuvres completes” de Chevalley, vu la part
importante des autres rédacteurs?. Chevalley lui-méme avait insisté sur le fait
qu’une publication de ses (Euvres supposerait une révision tres soignée. Un
texte, écrit et frappé semaine apres semaine, par quatre auteurs différents,
pour étre distribué aux auditeurs au fur et & mesure, n’a pas le méme car-
actere qu’un livre. Beaucoup de collegues consultés m’ont exprimé 1’opinion
que, malgré un large choix d’excellents ouvrages sur les groupes algébriques,
le Séminaire Chevalley représentait, cinquante ans apres sa rédaction, un
des endroits ou apprendre la théorie. J’ai été pris dans l’engrenage de la
révision, a 'image d’un restaurateur d’une toile de Vinci ou de Rubens, rem-
pli d’admiration pour le chef-d’ceuvre, inquiet quant & ses choix et a ses re-
sponsabilités, et désireux de servir 'ceuvre sans la trahir. Le lecteur jugera !

Voici, en tout cas, un catalogue des principales modifications (en dehors
de la ponctuation, I'orthographe et les coquilles?) :

e Aux chapitres 1 et 2, on dispose de deux corps k C K, et ’on est en train
d’étudier les K-points d'une k-variété. Ensuite, il n’y a plus qu’un seul
corps k = K ; les notations k et K alternaient selon les chapitres, et ’'on a
choisi K de maniere uniforme.

e La terminologie a été unifiée et rendue conforme aux usages actuels ;
quelques exemples : réflexion, sous-groupe invariant, composante neutre,
isomorphisme spécial attaché a une isogénie,. .. Pour les notations, Cheval-
ley introduit les excellentes notations X@(T'), et (7, a) pour la dualité entre
v € I'(T) et a« € X(T) ; mais il ne 8’y tenait pas systématiquement.

e Pour Chevalley, les variétés algébriques étaient irréductibles, mais les sous-
groupes fermés (irréductibles ou non) d’un groupe algébrique étaient des
groupes algébriques. I1 a donc fallu vérifier (et corriger a loccasion) les
hypotheses de connexité. En particulier, les groupes semi-simples doivent
étre connexes dans ce cadre, et ce point était assez ambigu sous la plume
de Chevalley.

e La notion fondamentale de groupe algébrique semi-simple simplement con-
nexe était utilisée sans aucune définition.

e La rédaction d’un texte semaine apres semaine amene a des reprises et des
errata ; cela a conduit a déplacer quelques sections, en particulier la section
6.1 se trouvait au chapitre 5, & une place peu naturelle. La section 4.6 est
dans la méme situation.

3 Pour des raisons analogues, le séminaire H. Cartan a été publié indépendamment
de ses “(HEuvres completes”.
4 Les notes de bas de pages sont nouvelles.



Préface VII

e Chevalley avait I’habitude d’écrire de longues tirades sans la moindre res-
piration. En particulier, les chapitres 8, 17, 18, 19 et 24 n’étaient pas frac-
tionnés en sections. A quelques endroits stratégiques, on a inséré le mot
“lemme” ou “proposition”, pour mettre en exergue un énoncé intermédiaire
qui se cachait dans un tres long paragraphe.

e La modification la plus substantielle concerne la démonstration du premier
théoreme fondamental de Chevalley : “Un groupe de Borel B est son propre
normalisateur”. Cette démonstration était obscurcie par la prétention de
traiter simultanément le cas d’un élément semi-simple et celui d’un élément
unipotent du normalisateur de B. La récurrence finale était assez peu con-
vaincante. Le texte de Chevalley a été remplacé par une version nouvelle,
beaucoup plus détaillée.

Nous avons dit procéder a une nouvelle saisie en TEX, dont Cécile Cheikh-
choukh s’est acquittée avec 1’égalité d’humeur, la diligence et le soin méticu-
leux dont elle est coutumiere.

J’aimerais dédier cet ouvrage a la mémoire de notre ami commun a Serre
et moi-méme, Armand Borel, décédé quelques semaines avant la complétion
de ce travail, qui lui tenait extrémement a cceur.

Enfin, je remercie Jean-Pierre Serre, qui m’a donné I'impulsion nécessaire,
au printemps 2003, pour reprendre ce travail ingrat ; il s’est aussi chargé de
la premiere lecture de la nouvelle frappe, et de la confection de I'index.

Paris, octobre 2004 Pierre CARTIER
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1. Définition des variétés algébriques1

On a suivi de pres 'exposition de Serre (Ann. of Math., 61, 1955, p.197-278)
en privilégiant les systémes locauzx de fonctions, c’est-a-dire les sous-faisceaux
du faisceau des fonctions scalaires. On fera dans le prochain exposé le lien avec
la théorie des schémas de Chevalley-Nagata. Conformément a une tendance
récente, on a mis ’accent sur la topologie de Zariski, qui fournit un langage
géométrique plus intuitif que le langage équivalent des spécialisations.

1.1 Espaces topologiques ncethériens

On appellera espace neethérien un espace topologique E, en général non
séparé, dans lequel I’ensemble des ouverts vérifie la condition maximale ou
encore ’ensemble des fermés la condition minimale.

Un espace topologique E tel que, de tout recouvrement ouvert, on puisse
extraire un recouvrement fini, sera appelé quasi-compact. Un espace compact
est donc un espace quasi-compact séparé. Dans ces conditions, un espace
neethérien est un espace dans lequel tout ouvert est quasi-compact. En effet,
soit E un espace ncethérien, U un ouvert de E réunion des ouvert U; ; si V
est un élément maximal de ’ensemble des réunions finies d’ouverts U;, on
a VuUU; C V pour tout ¢, donc U; C V pour tout i et par suite V = U.
Réciproquement, soit F un espace topologique dans lequel tout ouvert est
quasi-compact, et soit (U,,) une suite croissante d’ouverts de E ; comme la
réunion des U, est quasi-compacte, elle est réunion d’un nombre fini de ces
ouverts, donc égale & 'un d’eux, et la suite (U,,) est stationnaire, ce qui
prouve que E est ncethérien.

Proposition 1. — Soit E un espace topologique. Si E est neethérien, il en est
de méme de tout sous-espace F de E ; inversement, si E est réunion d’un
nombre fini de sous-espaces nethériens, c’est un espace nethérien.

Supposons E noethérien, et soit (V;,) une suite croissante d’ouverts de
F.OnaV, = FNU, avec U, ouvert dans F pour tout n ; comme E est

neethérien, il existe un entier m tel que U, C |J Uy pour n > m, d'ou
k<m
V.. C Vi, pour n > m. La suite (V},) est stationnaire et F' est noethérien.

! Exposé de P. Cartier, le 5.11.1956
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Supposons E réunion des sous-espaces neethériens E; (1 < i < p), et soit
(Uy,) une suite croissante d’ouverts de E ; puisque FE; est ncethérien pour
chaque 4, il y a un entier k; tel que U, N E; soit indépendant de n pour
n > k;. Comme U,, = J (U, N E;), on a U,, = U,, pour m,n > sup, k;, et E

1
est neethérien.

On dira qu'un espace topologique F est irréductible s’il est non vide et
s’il n’est pas réunion de deux sous-espaces fermés distincts de lui-méme. Ceci
signifie que l'intersection de deux (et par suite d’'un nombre fini) d’ouverts
non vides est non vide, ou encore que tout ouvert non vide est partout dense.
Il est clair que tout sous-espace ouvert non vide d’un espace irréductible est
irréductible.

Proposition 2. — Soit E un espace topologique.

a) Pour qu’un sous-espace F' de E soit irréductible, il faut et il suffit que
son adhérence F le soit.

b) Supposons E réunion d’une famille d’ouverts non vides E;. Pour que
E soit irréductible, il faut et il suffit que E; soit irréductible pour tout i et
que Uon ait E; N E; # @ pour tout couple (i, 7).

c) Si E est irréductible et si f est une application continue définie dans
E, f(E) est irréductible.

L’assertion a) résulte de ce qu’un sous-espace F' de E est irréductible si et
seulement si I'intersection de deux ouverts de E' qui rencontrent F' rencontre
aussi F, et de ce que les ouverts rencontrant F' sont les ouverts rencontrant F .

La condition énoncée est nécessaire dans b) ; inversement, supposons-la
satisfaite et soient U et V deux ouverts non vides de E. Comme E est réunion
des E;, ona UNE; # @ et VNE; # < pour ¢ et j convenables ; comme
E; et E; sont irréductibles et que E; N E; est un ouvert non vide de E; et
de Ej, il rencontre U et V, et donc U NV, puisqu’il est irréductible comme
ouvert de l'espace irréductible F;. On a donc prouvé que UNV # & et E est
irréductible.

Enfin, supposons F irréductible, et soit f une application continue définie
dans E ; si U et V sont des ouverts non vides de f(FE), les ouverts f~1(U)
et f~1(V) de E sont non vides donc f~1(U) N f~1(V) # @ et par suite
UNV # @, ce qui prouve que f(E) est irréductible.

Proposition 3. — Soit E un espace topologique. Les parties irréductibles
mazimales de E sont fermées et leur réunion est E. Toute partie irréductible
est contenue dans une partie irréductible mazimale. Si de plus E est nethérien,
les parties irréductibles mazimales de E sont en nombre fini et pour tout sous-
espace F' de E, les parties irréductibles mazimales de F sont les adhérences
des parties irréductibles mazximales de F'.

Soient {F;} une famille totalement ordonnée de parties irréductibles de
FE et F leur réunion ; si deux ouverts U et V rencontrent F', ils rencontrent
I'un des Fj, et comme F; est irréductible, U NV rencontre F; donc aussi
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F : Pensemble F' est irréductible. Il résulte alors du théoreme de Zorn que
toute partie irréductible est contenue dans une partie irréductible maximale.
La premiere assertion de la proposition résulte de ce que ’adhérence d’une
partie irréductible est irréductible, et de ce que tout point de E étant une
partie irréductible est contenu dans une partie irréductible maximale d’apres
ce qui précede.

Supposons E ncethérien, et soit A I’ensemble des parties de E qui sont
réunion d’un nombre fini de parties fermées irréductibles ; si 'on avait E ¢ A,
on pourrait trouver une partie fermée G de F, minimale parmi les parties
fermées de E qui n’appartiennent pas a A. Comme A contient & et les parties
fermées irréductibles, G n’est ni vide ni irréductible, donc G = G; U Ga,
G; # G étant fermée pour ¢ = 1,2 ; de la on tire G; € A par le caractere
minimal de G ; mais on a alors G = G; UGy € A, d’ou contradiction. On
peut donc écrire E = E; U ---U E,, les F; étant irréductibles fermées ;

n

si F est irréductible, comme on a F =] (F N E;), il est contenu dans

I'un des E; et par suite lui est égal s’il es‘zs ilrréductible maximal. Les parties
irréductibles maximales de E sont donc certaines des parties F; et sont en
nombre fini.

Enfin, si F est un sous-espace de E et si F; (1 < i < n) sont les parties
irréductibles maximales de F',ona F' = Fy U---UF, et F; ¢ F; pour i # j ;
on en déduit F = F; U---U F,,. On voit comme plus haut que toute partie
irréductible maximale de F est I'une des F; ; mais comme F; ¢ Fj pour i # j
et que toute partie irréductible de F est contenue dans une partie irréductible
maximale de F, il en résulte que les parties F; sont les parties irréductibles
maximales de F.

Les parties irréductibles maximales de E se nomment en général les com-
posantes irréductibles de E.

1.2 Systemes locaux de fonctions

Définition 1. — Soit A un ensemble auxiliaire. Un systéme local de fonc-
tions sur espace topologique E & valeurs dans A est une fonction F qui a
tout ouvert U de E associe un ensemble F(U) d’applications de U dans A
satisfaisant auzr conditions suivantes :

(SL1) Si U et V sont des ouverts tels que V- C U, pour tout f € F(U), la
restriction f |V de f a 'V appartient o F(V).

(SL2) Si louvert U est réunion des ouverts U;, toute application [ de U dans
A telle que f | U; € F(U;) pour tout i, appartient o F(U).

Un homomorphisme du systéme local F sur l’espace E dans le systéme
local F' sur lespace E' est une application continue ¢ de E dans E’' telle que
pour tout owvert U’ de E' et tout f' € F'(U'), on ait f' op € F(p~1(U")).
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Il est clair que le composé de deux homomorphismes est un homomor-
phisme, que 'application identique de ’espace E est un homomorphisme de
F dans F pour tout systeme local F sur E ; de plus, pour qu'une bijection
¢ soit un isomorphisme, il faut et il suffit que ¢ et ! soient des homomor-
phismes.

On va donner deux procédés de définition de systemes locaux. Soient F
un systeme local sur 'espace topologique E et T un sous-espace de F ; pour
tout ouvert U de T', on notera G(U) I'ensemble des fonctions f de U dans A
qui vérifient la condition suivante :

Pour tout x € U, il existe un voisinage U, de x dans E et f, € F(Uy,)
tels que f et f, coincident sur T NU,.

Il est immédiat que l'application U — G(U) est un systeme local sur T,
appelé restriction de F a T et noté F | T. L’application identique ¢ de T'
dans F est un homomorphisme et, si 7’ est un systeme local sur I'espace E’,
les homomorphismes de F’ dans F | T sont les applications ¢ de E’ dans T'
telles que 7 o ¢ soit un homomorphisme de F' dans F. De la, on déduit (cf.
Bourbaki, Ens. IV, paragraphe 2) que si 77 est un sous-espace de T', on a
(F|T)| Ty = F | T.
Le deuxiéme procédé est fourni par la proposition suivante :

Proposition 4. — Soient F un systeme local sur E et F' un systéme local
sur E', tous deux & valeurs dans A. Si, pour tout ouvert U de E, M(U) est
lensemble des homomorphismes de F | U dans F', Uapplication U — M(U)
est un systéme local M de fonctions sur E d valeurs dans E'.

Soient U un ouvert de E, f un homomorphisme de F | U dans F’ et
V' C U un ouvert ; comme ’application identique iy, de V dans U est un
homomorphisme de F | V dans F | U, lapplication f | V = foiyy de V
dans E est un homomorphisme de F | V dans F' ; (SL1) est donc vérifié
par M.

Soient maintenant U un ouvert de E réunion des ouverts U; et f une
application de U dans E’ telle que f | U; soit un homomorphisme f; de
F | U; dans F' pour tout ¢ ; soient U’ un ouvert de E' et h € F'(U’). On a
Y uUnHnU; = f[l(U’) et (hof)|U;i=hof; € F(f~X(U')NU;), ce qui
prouve que f~H(U’) = f; (U!) est ouvert et que ho f € F(f~H(U')NU)

K3
d’apres 'axiome (SL2) pour F ; autrement dit f est continue, et est un
homomorphisme de F dans F’ ; (SL2) est donc vérifié par M.

Nous allons maintenant montrer comment on peut “recoller” des systemes
locaux :

Proposition 5. — Soient E et A deux ensembles et (E;)ic; un recouvrement
de E. On suppose donnés pour tout i € I un systéme local F; sur l'espace X;
et une bijection f; de X; sur E; de sorte que pour tout couple (i,7) on ait les
Propriétés :

a) fi_l(Ei NE;) = X;; soit owvert dans X; ;
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b) lapplication f;l o(fi | Xsj) = fij soit un isomorphisme de F; | X;;
sur Fj | Xji.

1l existe alors un systeme local F sur E et un seul tel que pour tout i € T
E; soit ouvert dans E et que f; soit un isomorphisme de F; sur F | E;.
Dans ces conditions, soit F' un systéme local sur l’espace E' ; pour qu’une
application f de E dans E’ (resp. de E’ dans E) soit un homomorphisme
de F dans F' (resp. de F' dans F), il faut et il suffit que pour tout i € I,
Uapplication f o f; de X; dans E (resp. f[l o(f | f7YE;)) de f~1(E;) dans
X;) soit un homomorphisme de F; dans F' (resp. de F' | f~*(E;) dans F).

Démontrons d’abord la derniere assertion et notons qu’appliquée a I’appli-
cation identique de F, elle démontre I'unicité de F. La condition énoncée est
nécessaire, puisque le composé de deux homomorphismes est un homomor-
phisme ; si elle est remplie, pour tout ¢ € I, 'application fo f; o f[l =f|E;
de E; dans E’ (vesp. fio fi o (f | f~YE)) = f| f~Y(E:) de f~'(E;) dans
E) est un homomorphisme de F | E; dans F’ (resp. de F' | f~(E;) dans
F) et la proposition 4 montre que f est un homomorphisme puisque les E;
(resp. les f~(E;)) recouvrent E (resp. E').

Pour démontrer I'existence, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 1. — Soient E un espace topologique et U une base d’ouverts de E.
On suppose donné pour tout U € U, un ensemble Fo(U) d’application de U
dans l’ensemble auxilizire A, de sorte que les aziomes (SL1) et (SL2) soient
vérifiées pour les ouverts de la base U. Il existe alors un systéme local F sur
E et un seul tel que F(U) = Fo(U) pour U € U.

Soit, pour un ouvert U de E, F(U) 'ensemble des applications f de U
dans A telles que f | V € Fo(V) pour tout V' € U contenu dans U. Si U € U,
il est clair que F(U) = Fo(U) ; de plus si U’ C U et si f € F(U), il est clair
que f | U € F(U"). Soit alors (U,) une famille d’ouverts, U leur réunion,
f une application de U dans A ; supposons que l'on ait f | U, € F(Uy)
pour tout « et soit V' € U contenu dans U. Si U, est ’ensemble des ouverts
appartenant & U contenus dans VN U,, on a f | W € Fo(W) pour W € U,
puisque f | Uy € F(Uy) ; comme V est réunion de la famille Y U, d’ouverts,

laxiome (SL2) pour Fy montre que f |V € Fo(V). Comme ceci a lieu pour
tout V € U contenu dans U, on a f € F(U) et F vérifie 'axiome (SL2).

Revenons a la démonstration de la proposition 5 ; transportant par f; a
FE; la topologie de X; et le systeme local F;, on se ramene au cas ou F; = X,
fi étant I'identité. La condition a) signifie que E; N E; est ouvert dans E;,
et donc dans E; et la condition b) que F; | E; NE; = F; | E; N E;. Soit
alors U l'ensemble des parties de F qui sont ouvertes dans 'un des F;. La
condition a) montre alors que U est une base d’ouverts d’une topologie T
sur F pour laquelle les F; sont ouverts et qui induit la topologie donnée sur
chaque F;. La condition b) montre que si U € U, I'ensemble F;(U) ne dépend
pas de l'indice i tel que U € E; ; on notera Fo(U) cet ensemble. On peut
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alors appliquer le lemme 1 car la vérification des axiomes (SL1) et (SL2) ne
fait intervenir que des ouverts contenus dans un méme E; et F; vérifie ces
axiomes. C.Q.F.D.

1.3 Résultats préliminaires d’algebre

Rappelons le résultat classique de Hilbert sur les anneaux de polynoémes (tous
les anneaux sont commutatifs avec unité).

Théoréme 1. — Soient A un anneau, a un idéal de A et K un corps
algébriquement clos.

a) Six € A, pour que x appartienne a tout idéal premier p contenant a,
il faut et il suffit qu’il existe un entier n > 0 tel que z™ € a.

b) Supposons A intégre, et soient A" un sous-anneau de A et x un élément
# 0 de A. Supposons que la structure d’algébre de A sur A’ admette un
ensemble fini de générateurs. Il existe alors un élément x’ non nul de A’ tel
que tout homomorphisme de A’ dans K qui n’annule pas x’' se prolonge en
un homomorphisme de A dans K qui n’annule pas x.

Pour les démonstrations des assertions a) et b), nous renvoyons & SCC,
exposé 2, proposition 5 et exposé 3, lemme 1.

Corollaire. — Soient A une algébre sur le corps k engendrée par un nombre
fini d’éléments et K une extension algébriquement close de k. Soit a un idéal
de A ; pour que tout homomorphisme f de A dans K qui est nul sur a annule
un élément x € A, il faut et il suffit que a contienne une puissance de x.

Supposons que a ne contienne aucune puissance de x et soit p un idéal
premier tel que p D aet x € p (th. 1, a)). La classe T de = dans algebre
integre A/p n’est pas nulle et le b) du théoréeme 1 montre qu'’il existe un
homomorphisme f de A/p dans K tel que f(T) # 0, d’olt un homomorphisme
f de A dans K tel que f(x) # 0.

Nous rappellerons la définition des anneaux de fractions dans le cas
général : soient A un anneau commutatif, S une partie de A. On note A[S™1]
le quotient de I’algébre de polynémes A[X;]scs par I'idéal v engendré par les
éléments s X, — 1 pour s € S. Soit €5 ’homomorphisme canonique de A dans
A[S71] ; 1a classe de X mod t est Pinverse de eg(s) dans A[S™!] et les homo-
morphismes f de A[S™!] dans un anneau B correspondent biunivoquement
par la formule f' = foeg aux homomorphismes f’ de A dans B tels que f(S)
se compose d’éléments inversibles de B.

De ce qui précede, on déduit que si S C ', il existe un homomorphisme
€s,s et un seul de A[S™!] dans A[S"7'] tel que €55 0 €s = €g/ et l'on a
€sr.97 0 €550 = €g,g7 pour S C S' C 5" ;si S est ensemble des produits
de suites finies d’éléments de S et si S” se compose des éléments x € A tels
qu'il existe y € A avec zy € S’, ceci montre aussi que €g s et €/ g~ sont des
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isomorphismes. De plus, si S est réunion de la famille filtrante croissante S,
A[S7] est limite inductive des A[S, '] par rapport aux homomorphismes

€s. 5. Enfin, on notera que A[(S U S’)71] est isomorphe canoniquement &
A[STH[S" " et Al y7 "] & A(zy) ']

Lemme 2. — Supposons que le produit de deux éléments de S soit dans S.
Tout élément de A[S™1] est alors de la forme a/s = es(a)es(s)™! (a € A,
s € S) et les opérations de A[S™'] se traduisent par les formules :

(1) a/s+a'/s' = (as' +a's)/ss’
(2) a/s-a'/s' =aa'/ss’

(3) a/s=d'/s" équivaut a Uexistence de s" € S tel que s”(as’' —a's) =0.

Les formules (1) et (2) se démontrent par un calcul facile ; les éléments de
la forme a/s engendrent dans tous les cas "anneau A[S™!], mais si le produit
de deux éléments de S est dans S, ils forment un anneau d’apres les formules
(1) et (2), d’ou la premiere assertion. Nous allons démontrer que lorsque S
est quelconque (i.e. méme lorsque S n’est pas stable par multiplication), la
condition eg(a) = 0, qui signifie que a - 1 appartient & l'idéal de A[X;]ses
engendré par les éléments 1 —s X, équivaut a l'existence de s; € S (1 < i < n)
tels que s1...8, - a = 0. On se raméne immédiatement au cas ou I’ensemble
S est fini et possede m éléments, puis par récurrence sur m en tenant compte
de la formule Afz{",... 2,1 = Azt ... 2, ][z;,'] au cas ot m = 1
et S = {s}. Si as? = 0, on a eg(a)eg(s)? = 0 d’ou eg(a) = 0 puisque
€s(s) est inversible ; inversement si eg(a) = 0, il y a P(X) € A[X] tel que
a-1=(1-sX)P(X),dou P(X)=a(l-sX)"t =3 as"X" dans A[[X]] et

n>0
par suite as™ = 0 pour n assez grand puisque P est un polynome. L’assertion
(3) se déduit immédiatement de 1a et de la formule (1) en se rappelant que
€s(s) est inversible pour s € S.

Remarque. — Le lemme 2 fournit un nouveau procédé de définition des an-
neaux A[S~] ; il montre aussi que lorsque A est un anneau integre et lorsque
S = A—{0}, A[S™1] est le corps des fractions F de A et que pour tout S C A,
I'anneau A[S™!] peut s’identifier & un sous-anneau de F.

On rappelle aussi que lorsque S = A —p, p étant un idéal premier, on écrit
Ap au lieu de A[S7Y et que Ap s’appelle 'anneau local de I'idéal premier p.
1.4 Spectre des algebres de type fini

On se donne, une fois pour toutes, un corps k et une extension algébriquement
close K de k. Une algebre de type fini est une algebre sur k engendrée
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par un nombre fini d’éléments, les homomorphismes d’algebres sont des
k-homomorphismes.

I’ensemble 24 des homomorphismes de algebre de type fini A dans K
se nomme le spectre de A. Pour tout homomorphisme f : B — A, B étant
une algebre de type | fini, on note f I’application h — h o f de 24 dans 25 ;
on a (f = f’ f pour f': C — B.Soitx € A;sieest]’ homomorphlsme
canonique de A dans A[z 1], € est une bijection du spectre de A[z~!] sur le
sous-ensemble V(z) de 24 formé des h tels que h(z) # 0 ; on identifiera ces
deux ensembles par €. On a alors :

(4) VO)=2, V({)=02a, V() =V()NV(y);

donc si I'on pose V(H) = |J V(x) pour H C A, les ensembles V(H) sont
x€H
les ensembles ouverts d’une topologie sur {24, dite topologie de Zariski. Pour

tout homomorphisme f: B — A, on a

~

(5) fTHV(H)) = V(f(H)) pour HCB,

ce qui prouve que ]?est continue pour les topologies de Zariski de {24 et {25.

Pour z € A, on notera ¥ la fonction h — h(z) de 24 dans K. On a
alors pour f : B — A ety € B la formule : o f = f(y). Lapplication
z — T est un homomorphisme de A sur une K-algebre A de fonctions de
24 a valeurs dans K ; le corollaire du théoréeme 1 montre que le noyau de
cet homomorphisme est 'ensemble des éléments nilpotents de A. De plus, on
notera que V' (x) est 'ensemble des points de {24 ol ne s’annule par T, et par
conséquent la topologie de Zariski ne dépend que de I'algebre A ; de méme,
si on identifie V(z) au spectre de B = A[z~?], l'algebre B de fonctions sur
V(x) est engendrée par les restrictions des fonctions de Aet par 'inverse de
la restriction & V(x) de la fonction Z qui ne s’annule par sur V(z).

Proposition 6. — Soit U un ouvert de 24 ; si U est de la forme V(x) pour
x € A, lalgebre O(U) de fonctions sur U définie par lalgebre Alz~!] ne
dépend pas de l’élément x € A tel que U = V(x). De plus, il existe sur 24
un systéme local de fonctions a valeurs dans K et un seul, soit O, tel que
OAU) = OU) pour U de la forme V(x).

Soient (z;) une famille d’éléments de A et © € A ; pour que V(x) soit
contenu dans la réunion des V' (x;), il faut et il suffit que tout homomorphisme
h de A dans K tel que h(x;) = 0 pour tout ¢, on ait h(z) = 0. Si a est I'idéal
de A engendré par les x;, le corollaire du théoreme 1 montre que ceci équivaut
a dire que a contient une puissance de x. Ceci montre en particulier que V (x)
est contenu dans la réunion d’un nombre fini d’ouverts V(x;). Par exemple
si V(z) C V(y), il existe a € A tel que 2" = ay (n entier > 0), ce qui
implique que ¥ est non nulle sur V(z) et que son inverse est dans ’algebre
de fonctions sur V(z) définie par Alz~1]. Autrement dit, les restrictions &
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V(z) des fonctions appartenant & Aly—!] sont dans A[xz~1] ce qui prouve & la

fois la premiere assertion de la proposition 6 et 'axiome (SL1) des systeémes

locaux. Vérifions maintenant I’axiome (SL2) : soient V(z) = U V (z;) et f une
3

fonction sur V(z) dont la restriction & V(x;) est définie par un élément de
Alz; ] pour tout i. Il existe donc des entiers n; > 0 et des éléments a; € A tels
que fZ}" =a; sur V(z;) et donc f@?i‘H = a; T; sur {24 puisque Z; est nulle en
dehors de V(z;). Posons b; = a; x; et m; = n; + 1 ; comme V(x;) = V(z]"),
le début de la démonstration démontre l'existence d'un n > 0 et de ¢; € A
tel que 2" = > ¢z, dou fz" = > fez" =Y bi¢ sur V(x), ce qui
signifie que f appartient a l’algebre A/[ac-—\l] : axiome (SL2) est donc vérifié.
On acheve la démonstration de la proposition 6 en appliquant le lemme 1.

On vérifie immédiatement que si f est un homomorphisme de B dans A,
I’application continue f de {24 dans {2 est un homomorphisme du systéme
local O4 dans OF. Inversement, supposons A sans élément nilpotent, de
sorte que I'application A — A est bijective ; si ¢ est un homomorphisme de
04 dans OB, on peut donc définir un homomorphisme de B dans A par la

formule f/(;) =yop doupour h € 24 :
h(f(y)) = f(y)(h) = y(p(h)) = @(h)(y)

soit donc p(h) = ho fet ¢ = ]?; dans ce cas les applications ]?sont donc
tous les homomorphismes de @4 dans OF.

Etudions maintenant l’effet sur le spectre de diverses constructions sur les
algebres :

1) Soit a un idéal de A et m ’homomorphisme canonique de A sur A/a ; T
est alors une bijection du spectre de A/a sur ’ensemble F'(a) complémentaire
de Touvert V(a) ; comme 7 est surjectif, la formule (5) montre que 7 est
méme un homéomorphisme si 'on munit F(a) de la topologie induite par
celle de 24. De plus, la formule A[z~1]/aA[z™!] = (A/a)[x(x)"!] montre
immédiatement que 7 est un isomorphisme du systeme local O4/% sur le
systéme local sur F(a) induit par O4. On identifiera le plus souvent F(a) au
spectre de A/a par 7 ; on notera que tout fermé de 24 est de la forme F(a).

2) Soient z € A et e 'homomorphisme canonique de A dans A[z~!].
L’application € est une bijection du spectre de A[z~!] sur I'ouvert V(z) de
4. On vérifie immédiatement que c’est un isomorphisme du systeéme local
04" sur le systeme induit sur V(z) par OA. Dans ce cas, on identifiera le
spectre de A[z~!'] & V(x) par I'isomorphisme €.

3) Soient A et A’ deux algebres de type fini ; on pose f(a) = a® 1 et
f'() = 1®d. Lapplication u — (f(u), f'(u)) est alors une bijection du
spectre de A® A’ sur £24 X {24/, mais ce n’est pas un homéomorphisme si 24
et 24 ont plus d’un élément. On munira toujours dans la suite 24 X 24/
de la topologie obtenue par transport a partir de la topologie de 24ga,
strictement plus fine que la topologie produit.
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Remarque. — Le systeme local O4 sur £24 ne dépend que de Palgebre de
fonctions A sur {24, et non de A ; de méme, comme 'algebre (A ® A’) se

compose des fonctions h(z,a’) =>" fi(x) gi(2') (x € 24, &' € N4, fi € A,
=1

g; € //1\’), la topologie de Zariski sur 24 X 24 ne dépend que des algebres A
et A'.

1.5 Définition des ensembles algébriques

Définition 2. — On appelle ensemble algébrique (ou plus précisément, (k, K)-
ensemble algébrique) un ensemble E muni d’une topologie et d’un systéme
local OF de fonctions a valeurs dans K vérifiant les conditions suivantes :

(EA1) I existe un recouvrement ouvert fini (U;)icr de E, et pour chaquei € T
une k-algébre de type fini A;, un ouvert V; de §24, et un isomorphisme ¢; du
systeme local OF | U; sur le systéme local O4i | V;.

(EA2) Pour tout couple (i,5) € I x I, Uensemble des (p;(z),¢;j(x)) pour
x € U; x Uj est fermé dans V; x V; muni de la topologie induite par la
topologie de 24, X 24;.

Une application réguliére (ou morphisme) de l'ensemble algébrique E
dans Uensemble algébrique F est un homomorphisme du systéme local OF
dans OF .

Ezemples. — 1) Si A est une algebre de type fini, 'ensemble {24 muni de la
topologie de Zariski et du systeme local O4 est un ensemble algébrique ;
le premier axiome étant trivialement vérifié, le second résulte de ce que la
diagonale de 24 x {24, étant 'ensemble F(H) ou H se compose des éléments
a®1—-—1®ade A® A, est fermée. Un ensemble algébrique isomorphe a un
ensemble du type précédent est dit ensemble algébrique affine. Sa structure
est entierement déterminée par 'algebre OF (E) de fonctions sur E. Pour que
l’ensemble algébrique affine E soit irréductible, il faut et il suffit que l’algébre
A = OF(E) soit un anneau intégre : en effet, comme tout ouvert non vide de
E contient un ouvert de la forme V(f) = ensemble des = € E ou f(z) # 0
pour f € A non nul convenable, 'irréductibilité de F signifie que si f et g sont
des éléments non nuls de A, l'ouvert V(fg) = V(f) NV (g) est non vide, ce
qui signifie que fg # 0. Un ensemble fermé irréductible est donc I’ensemble
des points ou s’annulent les éléments d’un idéal premier. Les composantes
irréductibles de E correspondent aux idéaux premiers minimaux de A.

2) Supposons 'algebre de type fini A graduée (les degrés étant > 0 et
les éléments de degré 0 étant les scalaires). Soit ¢ I'unique homomorphisme
de A dans K nul sur les éléments de degrés > 0. Soit h € 24 et A # 0
dans K ; il existe un homomorphisme hy de A dans K bien déterminé par
la condition hy(a) = AN"h(a) pour a homogene de degré n. On définit ainsi
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le groupe multiplicatif K* comme groupe d’opérateurs de 24 ; soit X le
quotient de 24 — {zo} par le groupe K* et 7 lapplication canonique de
24 —{zo} sur X. On définit un ouvert de X comme un ensemble U tel que
7 1(U) soit ouvert et on note OX (U) I’ensemble des fonctions f de U dans
K telles fom € OA(7m~1(U)). Si A est engendrée par ses éléments de degré
1, on vérifie immédiatement que 1’on définit ainsi une structure d’ensemble
algébrique sur X. Un ensemble algébrique isomorphe & un ensemble du type
précédent est dit projectif.

Soit F un ensemble algébrique. On appelle carte définie sur un ouvert U
de E un isomorphisme de OF | U sur le systéeme local O4 | V| A étant une
algebre de type fini et V un ouvert de £24. Un ouvert affine de E est un
ouvert U tel que le systeme local OF | U soit isomorphe & un systeme local
de la forme O4, A étant une algebre de type fini.

La topologie définie sur E s’appelle la topologie de Zariski ou la k-
topologie.

Proposition 7. — Tout ouvert de E est réunion d’un nombre fini d’ouverts
affines et lintersection de deux ouverts affines est un ouvert affine. L’espace
topologique E est naethérien. De plus, si p et @' sont deux cartes définies
respectivement sur les ouverts U et U’, Uensemble des (p(x),¢'(x)) pour
xeUNU est fermé dans o(U) x @' (U’).

Supposons d’abord E = {24, A étant une algebre de type fini. Soit F(H) =
E—-V(H) (H C A) un ensemble fermé de 24 ; il est clair que si H engendre
l'idéal a, on a F'(H) = F(a), mais si a est engendré par les éléments z1,...,x,

(noter que A est un anneau noethérien), on aura F'(a) = ﬂ F(x;) et par suite

Vouvert V(H) est réunion des ouverts affines V(z;) (1 < i < n) et on peut
supposer que z; € H. De la résulte aussitot que 24 est noethérien. Dans
le cas général, 'existence d’un recouvrement ouvert fini (U;) de E ayant les
propriétés (EA1) et (EA2) prouve que E est noethérien (prop. 1) et que tout
ouvert U de E est réunion d’un nombre fini d’ouverts affines puisqu’il en est
ainsi de chacun des ouverts ;(U N U;).

Si ¢ et ¢ sont deux cartes définies respectivement sur U et U’, Paxiome
(EA2) montre que I'ensemble des (p;(z), ¢;(z)) pour x € UNU'NU; NU; est
fermé dans o;(UNU;) x ; (U’ NU;). Comme la restriction de po ;! (resp.
po goj_l) aUnNU,; (resp. U NUj) est un homéomorphisme, 'ensemble des
(p(x), ¢’ (x)) pour z € UNU'NU;NU; est fermé dans o(UNU;) x o' (U'NU;).
La derniere assertion de la prop. 7 résulte de 1a immédiatement.

Si enfin U et U’ sont des ouverts affines, on peut supposer ¢(U) = 24 et
@' (U") = 24 ; soit A Uensemble fermé de 24 x 24 formé des (¢(x), ¢’ (x))
pour z € U NU’. La restriction de ¢ & U N U’ est composée de 'application
Pz — (o), ¢ (x) de UNU' sur A et de la projection de 24 x 24/ sur
4. Comme @ | UNU’ est un isomorphisme, il en est de méme de ¢ et UNU’
est isomorphe au sous-ensemble algébrique affine A de 24 x £24.. L’ouvert
U NU’ est donc affine. C.Q.F.D.






2. Schémas des variétés algébriques’

2.1 Sous-ensembles algébriques

Pour simplifier le langage, on dira qu’un sous-ensemble d’un espace topologi-
que est localement fermé s’il est intersection d’un ouvert et d’un fermé, ou,
ce qui revient au méme, s’il est ouvert dans son adhérence.

Proposition 1. — Soient E un ensemble algébrique et T un sous-ensemble
de E. Pour que T muni de la topologie induite par celle de E et du systéme
local OF | T = OT soit un ensemble algébrique, il faut et il suffit qu’il soit
localement fermé, ou encore que pour tout x € T, il existe un voisinage U de
x dans E et f; € OF(U) (1 < i < m) telles que T NU soit l’ensemble des
points de U ot s’annulent les fonctions f;.

Soit (U;) un recouvrement ouvert de E ayant les propriétés énoncées dans
les axiomes (EA1) et (EA2) du n® 1.5.

Si U est un ouvert de E, on a OF | U;NU = (OF | U) | (U;NU) et UNU;
est ouvert dans U ; comme ¢;(U NU;) est ouvert dans {24, le recouvrement
ouvert fini (UNU;);er de U vérifie Paxiome (EA1). La vérification de ’axiome
(EA2) est immédiate, et ceci prouve que le systeme local OF | U définit une
structure d’ensemble algébrique sur U.

Soit maintenant F un fermé de E ; on a OF | (FNU;) = (OF | F) | (FNU;)
et F'NU; est ouvert dans F ; de plus F; = ¢, (FNU;) est fermé dans V;, donc
F,=V,NF; (Fi désignant I'adhérence de F; dans §24,) et F; est un ouvert
de F; : mais on sait que F; peut étre identifié au spectre d’une algebre de
type fini B; et que OB = 04 | F; ; ceci prouve que la restriction de ¢;
4 F'NU; est un isomorphisme de OF | (F N U;) sur OB | F; = 04 | F,.
Autrement dit, le recouvrement ouvert fini (F N U;);er de F vérifie 'axiome
(EA1). La vérification de I’axiome (EA2) repose sur le fait que la topologie

de 2, x £2p; étant définie par les fonctions de (B; ® Bj) est induite par la
topologie de 24, X §24;.

Enfin supposons que 'on ait T' = FFNU, avec F fermé et U ouvert dans F.
Comme FNU est fermé dans U et que OF | T = (OF | U) | (FNU), ce qui
précede montre que le systeme local OF | T' définit une structure d’ensemble
algébrique sur T'.

Réciproquement, supposons que le sous-ensemble T de E soit tel que le
systeme local OF | T définisse une structure d’ensemble algébrique sur T.

! Exposé de P. Cartier, le 12.11.1956
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Soit T l’adhérence de T dans E : il suffira de prouver que T est ouvert dans
T, car il sera alors de la forme U NT avec U ouvert dans E. Mais T est
un ensemble algébrique si on le munit du systéme local OF | T et I'on a
OF | T = (OF | T)| T ; on est donc ramené & prouver que, si T est dense
dans F, il est ouvert dans F.

Supposons donc 1" dense dans F et soient T; les composantes irréductibles
de T, donc T'; les composantes irréductibles de E (n°® 1.1, prop. 3). Comme
T; est fermé dans T, le systeme local (OF | T) | T; = OF | T; définit une
structure d’ensemble algébrique sur 7} ; mais, Tj étant fermé dans F, le
systeme local OF | Tj y définit une structure d’ensemble algébrique. Comme
OF | T; = (OF | T) | T}, on est ramené & prouver que si 7' est dense dans
E irréductible, alors T est ouvert dans E, car alors T; = T N T sera ouvert

dans T; et T =U Tj sera ouvert dans E =U T;.
j J
On peut donc supposer E irréductible et T dense dans E. Soit (V%) un

recouvrement fini de E par des ouverts affines ; comme (Vi N T) est un
recouvrement ouvert de 7', et comme le systeme local (OF | V4) | (T NV,) =
OF | (TnVy) = (OF | T) | (TNVg) y définit une structure d’ensemble
algébrique, il suffira de prouver que T'N Vj, est ouvert dans Vj, pour prouver
que T est ouvert dans FE. Autrement dit, on peut supposer E affine. Enfin
comme T est réunion d’ouverts affines W,, de T, et que le systeme local
OF | W,, = (OF | T) | W,,, définit une structure d’ensemble algébrique sur
Wi, on peut supposer T affine.

Supposons donc que F et T soient des ensembles algébriques affines, que
E soit irréductible et T' dense dans E. Soit f € OT(T). D’apres la définition
du systeme local OF | T, pour tout x € T, il existe un voisinage U, de x dans
E et une fonction f, € OF(U,) telle que f et f, coincident sur U, NT ; mais
E étant irréductible, pour tous x,y € T, 'ensemble T'N U, N U, est dense
dans U, NUy, donc les fonctions continues f; et f, coincident dans U, NU, ;
par suite si V est la réunion des U,, il existe g € OF (V) induisant f, sur
U, pour x € T et par conséquent induisant f sur T. Si (f;) est un systéme
fini de générateurs de I’algebre OT(T'), on peut par suite trouver un ouvert
V contenant T et des fonctions g; € OF (V) prolongeant les f;. Soit A la
sous-algebre de OF (V) engendrée par les g; ; comme T est dense dans V et
comme les éléments de A sont des fonctions continues, Vopération f — f | T
est une bijection? de A sur OT(T'). Soit alors z € V ; 'application f — f(x)
de A dans K étant un homomorphisme, il existe puisque T est affine 2’ € T
tel que f(z) = f(2') pour tout f € A et en particulier pour f € OF(E) ;
comme E est affine, on en déduit x = 2’ donc z € T et T = V. On a donc
prouvé que T est ouvert dans FE.

2 Cette application de restriction est surjective par construction. Montrons que
son noyau est réduit 4 0 : si f € A est telle que f | T = 0, ’ensemble f~*(0)
est fermé dans V car f est continue et {0} fermé dans K, il contient T et T est
dense dans V; on a donc f~1(0) =V, c’est-a-dire f = 0. C.Q.F.D.
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Pour achever la démonstration, il reste a démontrer que, pour que 7T soit
localement fermé, il faut et il suffit qu’il vérifie la derniere condition de la
proposition 1. Supposons d’abord T'= FNU avec U ouvert et F' fermé dans
E ; pour tout & € T, il existe un ouvert affine U, contenant z et contenu
dans U d’apres la proposition 7 de I’exposé 1. L’ensemble TNU, = FNU,
étant fermé dans U, est de la forme C U V(f;) avec f; € OF(U,), et c’est

1

donc I'ensemble des points de U, ou s’annulent les f;.

Inversement, supposons que tout « € T ait un voisinage ouvert U, tel que
T N U, soit 'ensemble des points ot s’annulent des fonctions f; € OF(U,) ;
il s’ensuit que T' N U, est fermé dans U,, et comme T est recouvert par un
nombre fini d’ouverts Uy, il est fermé dans I'ouvert LZJ Us;. C.Q.F.D.

Si T est un sous-ensemble localement fermé de I’ensemble algébrique F, on
appellera sous-ensemble algébrique T' de E, 'ensemble T muni de la topologie
induite par celle de F et du systeme local OF | T.

Remarque. — Chevalley a démontré que si T est un sous-ensemble d’un en-
semble algébrique E sur lequel existe une structure induite au sens de N.
Bourbaki (Ens. IV, §2), T est localement fermé, ce qui justifie la terminolo-
gie introduite. La démonstration précédente montre qu’on peut se limiter au
cas ol F et T sont affines, ot F est irréductible et T dense dans FE.

2.2 Produit d’ensembles algébriques

Remarquons pour commencer que, si U est un ouvert d’un ensemble algébrique
E, I'ensemble OF (U) est une k-algebre de fonctions sur U et quesi f € OF(U)
ne s’annule par sur U, son inverse appartient & OF(U) : ces assertions
résultent en effet du cas out U est un ouvert affine d’apres 'axiome (SL2)
et la proposition 7 du n°® 1.5, tandis que dans le cas affine elles résultent de
la proposition 6 du n° 1.4.

De plus, 'algebre des fonctions polynémes sur K a coefficients dans k
définit sur I'ensemble K une structure d’ensemble algébrique affine pour
laquelle les ensembles fermés # K sont les ensembles finis invariants par
le groupe des k-automorphismes de K. On peut donc identifier K au spectre
21x7 de l'algebre de polynémes k[X] en une variable.

Proposition 2. — Soient E un ensemble algébrique et A une algébre de type
fini sur k ; pour qu’une application f de E dans 24 soit réguliere, il faut et
il suffit que, pour tout x € A, on ait To f € OF(E).

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, supposons-la vérifiée
par f et soit z € A ; I'ensemble U = f~1(V(z)) est 'ensemble des points ot
ne s’annule pas T o f, donc est ouvert, ce qui prouve que f est continue. De
plus la fonction 7 o f ne s’annulant pas sur U, son inverse est dans OF (U) et
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évidemment égal & 27! o f. Comme O4(V (z)) est engendrée par les restric-
tions & V(z) des fonctions appartenant & A et par 2!, on a ho f € OF(U)
pour h € O4(V(z)) ; ceci prouve que f est réguliere, puisque les V (z) forment
une base d’ouverts de 24.

Corollaire 1. — Les applications réguliéres de E dans K muni de la structure
définie plus haut sont les éléments de OF (E).

Corollaire 2. — Pour qu’une application © — (f1(x), f2(z)) de Uensemble
algébrique E dans 24, X 24, soit réguliere, il faut et il suffit que fi et fo
sotent réquliéres.

Ceci résulte immédiatement de la remarque du n° 1.4.

En vertu du corollaire 1, les éléments de OF(U) pour U ouvert dans E
peuvent s’appeler fonctions (numériques) régulieres sur U.

Proposition 3. — Soient E; et Ey deur ensembles algébriques. 1l existe sur
F1 X Es une structure d’ensemble algébrique et une seule vérifiant la condition
sutvante :

(P) Si pour i = 1,2, ¢; est une carte de ouwvert U; de E; sur l’ouvert
Vi de £24, (A; étant une algebre de type fini), ’ensemble Uy x Us est ouvert
dans Ey x Ea et Uapplication @1 X o est une carte de Uy x Uz sur louvert
V1 XVQ de -QAl X .QAQ.

Dans ces conditions, pour qu’une application x — (fi(x), f2(x)) de
l’ensemble algébrique F dans E1 x Ey soit réguliére, il faut et il suffit que les
applications f1 et fo soient réguliéres.

Soient pour i = 1,2, des cartes p; : U; — Vi C Qa, et ¢} : Ul — V/ C Q4
définies sur des ouverts de E; ; 'ensemble T; = ¢;(U; N U}) est ouvert dans
V;, donc dans §24, et, comme la topologie de 24, X 24, est plus fine que la

topologie produit, I’ensemble
(1 % 2)((Ur x U2) N (U] x U3)) = @1(U1 NUY) % (U2 NU3) =Ty x Ty

est ouvert dans £24, x £24,. De plus 'application ¢; ngg_l est une application
réguliere de T} = ¢ (U; NU]) sur T;. Comme T} est ouvert dans V;' donc dans
{247, il résulte du corollaire 2 de la proposition 2, que

P = (p1 X p2) 0 (9] X Ph) Tt = (1o ™) x (p2095™")

est une application réguliere de 77 x T4 sur Ty x T». Inversant les roles de ;
et ¢}, on voit que 1! est réguliere, donc que 1 est un isomorphisme.
Comme F; est recouvert par un nombre fini d’ouverts admettant des
cartes, ce qui précede permet d’appliquer la proposition 5 du n® 1.2 pour
démontrer 'existence et 'unicité d’un systeme local sur E; x Ey vérifiant
la condition (P), et ceci montre aussi que E; X F5 est recouvert par un
nombre fini d’ouverts admettant des cartes. De plus, pour qu'une application
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x — (fi1(x), f2(x)) de F dans E; x Fs soit réguliere, il faut et il suffit d’apres
la proposition 5 du n°® 1.2 que pour chaque carte y; définie sur 'ouvert U; de
E; (i = 1,2), Vapplication  — (¢1(f1(2)), pa(f2(z))) de fi ' (U1) x f5 ' (Ua)
dans 24, x £24, soit réguliere, donc, d’apres le corollaire 2 de la proposition
2, que 'application p; o f; de <p;1(Ui) dans 24, soit réguliere. Cette derniere
condition signifie d’apres la proposition 4 du n° 1.2 que f; est réguliere.

Il reste & démontrer que E; x FEs vérifie axiome (EA2) si Fy et Es
vérifient ce méme axiome. Les notations étant les mémes qu’au début de la
démonstration, il faut montrer que 1’ensemble A formé des

((1(21), pa(22)), (1 (1), 93(2)))
pour (x1,22) € (Uy x Uz) N (Uy x Uj) est fermé dans
(Vi x Vo) x (V] x V) C (24, X 24,) X (247 X Na) =G

Or léchange S des deux facteurs 24, et 24, dans le produit G est
un homéomorphisme et 'on a S(A) = Ay x Ag si A; est Pensemble des
(pi(xzi), i (x;)) pour x; € U;NUJ. Comme A; est fermé dans V; x V; puisque
E; vérifie Paxiome (EA2), Pensemble A est fermé dans (V1 x Vo) x (V{ x V3)
et par suite Fy X Ey vérifie axiome (EA2).

Remarques. — 1) Lorsque E; (i = 1,2) est un ensemble muni d’une topologie
et d’un systeme local vérifiant 'axiome (EA1), la démonstration qui précede
montre qu’il existe sur £ X E5 un systeme local et un seul vérifiant la condi-
tion (P) et ce systéme local vérifie la condition (EA1). Dans ces conditions,
laxiome (EA2) signifie que la diagonale A de E x E est fermée.

2) Soient E; (i = 1,2) deux ensembles algébriques affines et A; 'algebre
des fonctions régulieres sur E; ; il résulte du fait que E; est isomorphe & (24,
et de la définition de la structure de £24, x 24,, que les fonctions régulieres
sur B X Ey sont les fonctions de la forme

h(z1,2) =Y fue(@:) far(wa)  pour fix € A;.
k=1

En particulier, les fonctions régulieres sur K™ sont les fonctions polynémes
a n variables a coefficients dans k. Comme toute algebre de type fini sur k
est isomorphe & une algebre de la forme k[X1,...,X,]/(P1,...,Py), on en
conclut que tout ensemble algébrique affine est isomorphe a un sous-ensemble
de K™ défini par des équations P;(x1,...,2,) =0 (1 < ¢ < m) pour un n
convenable et des polynémes P; € k[X1,. .., X,] convenables.

Le critere sur les applications régulieres contenu dans la proposition 3
montre que la structure définie sur F; X E5 est une structure produit au
sens de N. Bourbaki (Ens. IV, § 2) ; il en résulte que le produit d’ensembles
algébriques est une opération associative et commutative, que si f; est une
application réguliere de F; dans F; pour ¢ = 1,2, Papplication f; x fo de
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Fy X Es dans Fy x Fy est réguliere, que la projection p; de E1 X Fy sur E; est
réguliere, et que si f est une application réguliere de F dans F dont le graphe
est I', la projection p de F x F' sur E induit un isomorphisme de I" sur E (on
notera d’ailleurs que le graphe I' de f est fermé comme image réciproque de la
diagonale de F'x F' par I'application continue (z,y) — (f(x),y) de Ex F' dans
F x F). Enfin, comme la topologie sur F7 X Es est plus fine que la topologie
produit (puisque les projections sur les facteurs sont continues), le produit de
deux sous-ensembles T7 et T5 localement fermés de Fy et Es respectivement,
est localement fermé dans FEq x Fsy et il résulte de N. Bourbaki (loc. cit.)
que la structure induite sur 77 x Ts par la structure produit de E; x Fs est
identique a la structure produit des structures induites sur 73 et T5.

2.3 Extension des scalaires

Nous allons d’abord démontrer un résultat préliminaire affirmant la possi-
bilité de construire des ensembles algébriques par “recollement des morceaux”.

Proposition 4. — Soit (E;)ic; un recouvrement d’un ensemble E dont on
puisse extraire un recovvrement fini. On suppose donnés pour tout i € I un
ensemble algébrique X; et une bijection f; de X; sur E; de sorte que pour
tout couple (i,j) :

a) f7H(E; N Ej) = Xi; soit ouvert dans X; ;

b) Uapplication f;l o(fi | Xij) = fij soit une application réguliére de X;
sur Xj; ;

c¢) Uensemble R;; de X; x X; formé des couples (z,z") tels fi(x) = f;(z’)
soit fermé dans X; x X;.

1l existe alors sur E une structure d’ensemble algébrique et une seule pour
laquelle les E; soient ouverts et f; soit un isomorphisme de X; sur E;. Dans
ces conditions, si E' est un ensemble algébrique, pour qu’une application f de
E dans E' (resp. de E' dans F) soit réguliére, il faut et il suffit que pour tout
i € I, Uapplication f o f; de X; dans E' (resp. f~1(E;) soit ouvert dans E’
et que I'application f; ' o (f | f~1(F;)) de f~1(E;) dans X;) soit réguliére.

Cela résulte immédiatement de la proposition 5 du n° 1.2, la condition ¢)
assurant que la diagonale de E x E est fermée et Paxiome (EA1) résultant
de ce qu'un nombre fini des F; recouvre E.

Les ensembles algébriques envisagés jusqu’ici étaient des (k, K )-ensembles
algébriques. Soit &’ un sous-corps de K contenant k ; nous allons montrer
comment tout (k, K)-ensemble algébrique peut étre muni d’une structure de
(k', K)-ensemble algébrique.

Soit A une k-algebre de type fini et A’ = k' @, A lalgebre déduite de A
par extension des scalaires. A tout k-homomorphisme f de A dans K asso-
cions le k’-homomorphisme i4(f) : A®@ z — Af(z) de A’ dans K. L’applica-
tion i4 est une bijection de 24 sur 24/ et elle transforme un ouvert (resp.
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un fermé) de £24 en un ouvert (resp. un fermé) de 24/. Autrement dit, i’
est continue.

Proposition 5. — Soient E un (k, K)-ensemble algébrique et k' un sous-
corps de K contenant k. Il existe sur E une structure de (k', K)-ensemble
algébrique E¥ et une seule telle que tout ouvert U de E soit un ouvert de
E¥ et que pour toute carte p : U — V C 24 de E Uapplication

iacop:U—=pV)—= Qa,

soit une carte de E*. Pour qu’une application [ dun (K, K)-ensemble
algébrique F dans E* soit réguliére, il faut et il suffit que f soit un ho-
momorphisme du systéme local OF dans le systéme local OF .

On va appliquer la proposition 4 & la classe (qui n’est pas un ensemble) de
toutes les applications (i40p) ™! pour toutes les cartes ¢ de E. Les conditions
a) et ¢) sont remplies du fait que i4 transforme ouvert en ouvert et fermé
en fermé et que c’est une bijection. La condition b) sera remplie en vertu du
lemme suivant :

Lemme 1. — Soient A et B deux k-algébres de type fini, f une application
réguliere d’un ouvert U de 24 dans 2p. Il existe une application réguliére
1" et une seule de U' = is(U) C 24 dans Q2p (avec A’ = k' @ A et
B' =k Qi B) telle queipo f = f' oia.

Comme i4 et ip sont des bijections, 'application ensembliste f’ existe
bien. Comme tout ouvert de 24 est réunion d’ouverts de la forme V(x)
avec © € A, la proposition 7 du n° 1.5 montre qu’on peut se limiter au
cas ot U = V(z). De plus la définition de i4 montre que si z € A, on a
x = (@) oi4 et par suite i4(V(z)) = V(1 ® x). Nous allons appliquer la
proposition 2 ; il suffira de montrer que, pour y € B, (1®y)o f est réguliere
sur U’, mais on a ((@) ofoiy= (@) oigpof=7yof. Comme f est
réguliere et U = V(x), la fonction g o f est de la forme Z’/Z™ et par suite
(@) o f est de la forme (@)/(@)m, donc est réguliere sur U’.

L’existence et 1'unicité de la structure de E* sont donc démontrées. Soit
f une application du (k’, K)-ensemble algébrique F' dans E. Pour que f soit
réguliere de F' dans Ek/, il faut et il suffit d’apres la proposition 4 que pour
toute carte ¢ : U — 24 de E, Papplication is o po f de f~1(U) dans 24
soit réguliere. Comme les fonctions régulieres sur {24/ sont les combinaisons
linéaires a coeflicients dans k' des fonctions h o z';ll avec h € A, ceci signifie
d’apres la proposition 2 que pour tout b’ € OF(U), la fonction A’ o f est
réguliere sur f~Y(U), i.e. que f est un homomorphisme de OF dans OF.
C.Q.F.D.

On notera que si U est un ouvert affine de F, les fonctions régulieres sur
’ . . . . N .
louvert U de E* sont les combinaisons linéaires & coefficients dans &’ des
éléments de OF(U).
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La topologie sur E définie par la structure de EF s’appellera la k'-
topologie de E. On parlera ainsi de k’-fermé, etc. De méme, on dira par abus
de langage qu’une application f de F dans un (k, K)-ensemble algébrique E’
est une application réguliere de E dans E’ définie sur k' si c’est une applica-
tion réguliere de E* dans E'F.

On dira de plus qu'un ensemble algébrique est absolument irréductible
s’il est irréductible pour la K-topologie. Il résultera en fait des résultats
démontrés plus loin (corollaire 3 du théoréme 1) que I'absolue irréductibilité
signifie I'irréductibilité pour la k’-topologie, pourvu que &’ soit algébriquement
clos.

2.4 Applications rationnelles

Soient E et F' deux ensembles algébriques ; si f; (i = 1,2) est une application
réguliere de 'ouvert U; de E dans F', nous dirons comme d’habitude que “fs
prolonge f1” si Uy C Uy et si fo | Uy = f1. On définit ainsi une relation
d’ordre entre fonctions régulieres définies dans un ouvert (variable) de E.

Lemme 2. — Toute fonction f réguliére définie dans un ouvert U de E a
valeurs dans F admet un prolongement maximal. Si U est partout dense ce
prolongement est unique. Pour que deur fonctions f et f' réguliéres définies
sur des ouverts partout denses admettent le méme prolongement maximal, il
faut et il suffit qu’elles coincident sur un ouvert partout dense ot elles sont
toutes deux définies.

La premiere assertion résulte du théoreme de Zorn, applicable ici car
Paxiome (SL2) des systémes locaux montre que ’ensemble des applications
réguliéres d’un ouvert de E dans F', ordonné par la relation “f> prolonge f1”
est inductif.

Supposons donc f réguliere définie sur 'ouvert U partout dense et soient
f1 et fo deux prolongements maximaux de f définis respectivement sur les
ouverts U; et Us ; Pensemble D des points x de Uy NU; tels que f1(x) = fo(x)
est fermé® dans U; N Uy et contient U qui est dense dans U; N Us, d’oll
D =U;NUs; ; les fonctions fi et fo coincident dans Uy NUs. L’axiome (SL2)
démontre l'existence d’une fonction réguliere sur U; U U, prolongeant fi et
f2 ; comme les f; sont maximaux, ceci impose Uy UUy = U; = Us et par suite
J1=fa.

Si f et f’ admettent le méme prolongement maximal, elles coincident sur
I'intersection de leurs domaines de définition qui est un ouvert partout dense.
Inversement, si f et f’ sont les prolongements d’une méme fonction g réguliere
sur un ouvert partout dense de FE, et si f et 7/ sont des prolongements
maximaux de f et f’ respectivement, ce sont tous deux des prolongements
maximaux de g, et ils sont donc égaux.

3 La preuve (facile) s’appuie sur le fait que la diagonale est fermée dans F x F.
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Ceci dit, on peut poser la définition suivante :

Définition 1. — Soient E et F' deuzr ensembles algébrigues. On appelle ap-
plication rationnelle f de E dans F une application réguliére d’un ouvert
partout dense de E a valeurs dans F' qui n’admet aucun prolongement strict.
Le domaine de définition de f sera noté D(f). Une application rationnelle
de E dans K sera appelée une fonction rationnelle (numérique) sur E.

Démontrons d’abord un lemme sur la topologie des ensembles algébriques :

Lemme 3. — Soient E un ensemble algébrique et E; ses composantes
irréductibles. Pour qu’un ouwvert U de E soit partout dense, il faut et il suffit
qu’il rencontre chaque E;. Dans ces conditions, U est réunion d’un nombre
fini d’ouverts affines partout denses U; et si I est affine, on peut supposer
U; de la forme V(f;) avec f; € OF(E).

Supposons qu’'on ait U N E; # & pour tout i et soit V un ouvert non
vide de E. Il y a un indice io tel que V N E;, # &, d’ou comme E;, est
irréductible U NV N E;, # & et a fortiori UNV # @ ; U est donc partout
dense. Supposons inversement U partout dense et soit F = Q []E C E; ;

comme Fj; est un ouvert non vide, on a F; N U # @ et donc E; NU # @.

Supposons U partout dense dans F. Soient z € E et V C U un ouvert
affine contenant x ; pour chaque 4, soit GG; un ouvert affine non vide contenu
dans F; N U et soit W la réunion de V et des G; qui ne rencontrent pas
V ; alors W est réunion d’ouverts affines disjoints, donc est lui-méme affine,
comme on le voit avec 'axiome (SL2), et il est partout dense car il rencontre
visiblement chaque F;. En vertu de la quasi-compacité de U, 'ouvert U est
donc réunion d’un nombre fini d’ouverts affines partout denses.

Lorsque F est affine, on peut supposer V et les G; de la forme V(f). Or
on voit facilement que toute réunion d’ouverts disjoints de la forme V(f) est
aussi de cette forme. C.Q.F.D.

Soient f et g deux fonctions rationnelles sur I’ensemble algébrique E ;
d’apres le lemme 2, il existe des fonctions rationnelles f+ g et fg bien définies
par les conditions :

(f+9)@) = f(x) +9(z),  (f9)(x) = f(x)g(x)

pour tout € D(f) N D(g). Le lemme 3 montre alors que les fonctions
rationnelles sur E forment une k-algebre notée k(E).

Soient f et g deux applications rationnelles de E dans F' et F' dans G
respectivement ; si l'ouvert f~1(D(g)) est partout dense dans F, il existe une
application rationnelle bien définie g@® f par la condition (¢® f)(z) = g(f(x))
chaque fois que f(z) et g(f(x)) sont définis. Lorsque h est une application
rationnelle de G dans H, si h® (¢ © f) et (h®g)® f sont tous deux définis,
ils sont égaux et on peut les noter h ©® g ® f. En particulier si F' est un sous-
ensemble localement fermé de E, pour que la restriction f | F' de f € k(E) a
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F soit définie, il faut et il suffit que D(f)NF soit dense dans F ; ces fonctions
forment une sous-algebre O(E, F') de k(FE) et lopération f — f | F est un
homomorphisme pg r de O(E,F) dans kE(F). Si G est un sous-ensemble
localement fermé de F', c’est un sous-ensemble localement fermé de E, et
lon a O(E,G) C O(E,F), 'homomorphisme pg r applique O(E,G) dans
O(F, G) et la restriction & O(E,G) de pr,g o pg,F est égale & pg . Enfin, si
U est un ouvert partout dense de E, on a évidemment O(E,U) = k(E) et
I’homomorphisme pg, est un isomorphisme de k(E) sur k(U). Le lemme 3
montre que, dans les questions concernant les fonctions rationnelles, on peut
se limiter le plus souvent au cas des ensembles algébriques affines.

Théoréme 1. — Soient E un ensemble algébrique et E; ses composantes
wrréductibles.

a) L’homomorphisme canonique de k(E) dans [ k(F;) défini par les res-

K3
trictions pg.g, est un isomorphisme ; Ualgébre k(E;) est un corps, extension
de type fini de k. En particulier, k(E) est une algébre semi-simple.

b) Supposons E affine et soit F' un fermé de E ; on note A lalgébre des
fonctions réguliéres sur E, a l'idéal de A formé des fonctions nulles sur I,
p; les idéauz premiers minimauz de (0) et q; les idéaux premiers minimauz
de a, S = (Q Cp,) N (r; Ca;). Llinjection de A dans k(E) se prolonge en un

isomorphisme de A[S™] sur O(E, F).

Démontrons b) et déterminons d’abord la structure de k(E). Posons T =
N Cp; = C(U p,). Tl est classique que T se compose des non diviseurs de 0

dans A. On peut énumérer les composantes irréductibles de E de sorte que
E; soit 'ensemble fermé associé a 'idéal p,. Un élément f de A appartient
a T si et seulement s’il n’appartient a aucun des idéaux p;, c’est-a-dire s’il
n’induit la fonction nulle sur aucun des E; ; d’apres le lemme 3, ceci signifie
que Pouvert V(f) formé des x € E avec f(x) # 0 est partout dense dans E.
Si f € T, la fonction f~! est définie sur l'ouvert partout dense V(f) et
se prolonge en une fonction rationnelle, inverse de f dans k(E) ; 'injection
de A dans k(E) se prolonge donc en une injection de A[T!] dans k(E).
De plus si f € k(E), 'ouvert partout dense D(f) contient un ouvert de la
forme V(g) avec ¢ € T d’apres le lemme 3, et par suite on a f = h/g™
(h € A, m entier > 0) sur V(g) ; ceci prouve que f appartient & l'image
de A[T™'. On a donc identifié k(E) & l'anneau de fractions A[T'] ; en
particulier, si E' est irréductible, l'anneau A est intégre et k(E) est son corps
des fractions.

Soit f € k(E) ; pour que l'on ait V(g) C D(f) pour g € A, il faut et
il suffit qu’il existe un entier m tel que fg™ € A ; comme V(g) = V(g™),
le complémentaire de D(f) est ensemble des points ol s’annulent tous les
g € Atels que fg € A. Ces g forment un idéal b de A. Pour que D(f)NF soit
dense dans F, il faut et il suffit que D(f) rencontre chacune des composantes
irréductibles F; de F, ou encore que CD(f) ne contienne aucune des Fj, ce
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qui signifie que b n’est contenu dans aucun des q;. Comme b rencontre 7'
lemme 3), il n’est contenu dans aucun des p,. Or on a le lemme :
) K3

Lemme 4. — Soient A un anneau commutatif, ¢ un idéal de A et v; des idéaux
premiers de A en nombre fini. Pour que ¢ ne soit contenu dans aucun des t;,
il faut et il suffit qu’il existe a € ¢ qui n’appartienne @ aucun des t;.

La condition est manifestement suffisante. Inversement supposons que ¢
ne soit contenu dans aucun des t; et supposons, ce qui est licite, que t; ¢ t;
sii# j. Soit a; € ¢, a; € v; et s;; ¢ v; mais s;; € v; (i # j) ; Pélément
si =][ si; n’est pas dans t; mais appartient & v; pour j # . Formons alors
J#i
a=7y s;a; € c;pour i fixé, on a a;s; ¢ v;, mais a;s; € v; pour j # i et donc

i
Clgéti.

Le lemme 4 montre donc que, pour que f induise une fonction rationnelle
sur F', il faut et il suffit que b rencontre S, ce qui démontre assertion b).

Démontrons 'assertion a) ; soit U; un ouvert affine non vide ne rencon-
trant aucune des composantes E; pour j # 4 et soit U la réunion des U;.
Comme les U; sont disjoints, il résulte de 'axiome (SL2) que les fonctions
régulieres définies sur un ouvert V de U sont les fonctions régulieres sur

V N U; pour chaque i ; il en résulte que Papplication k(U) — [] k(U;) est

K3
bijective. Comme U est partout dense dans E et U; partout dense dans Fj, les
fleches horizontales du diagramme commutatif suivant représentent des iso-
morphismes, d’ou découle le fait que k(E) — [] k(E;) est un isomorphisme :
i

Enfin k(U;) est le corps des fractions de OF (U;) donc est une extension de
type fini de k, et il en est de méme de k(E;) qui lui est isomorphe. C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Si E est un ensemble algébrique affine, Ualgébre k(E) des
fonctions rationnelles sur E est isomorphe a l'anneau total des fractions de

OF(E).

On rappelle que 'anneau total des fractions d’un anneau commutatif A
est Panneau A[S~!] ol S est 'ensemble des non diviseurs de 0 dans A.

Corollaire 2. — Soient Ey et Eo deux ensembles algébriques, k' un sous-
corps de K contenant k. Soient* respectivement a et b les idéaux des éléments

4 On note ® le produit tensoriel sur le corps k.
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nilpotents de k(E1)®@k(E2) et k(E1)®k'. L'algébre des fonctions rationnelles

sur By x Ey (resp. EY') est canoniquement isomorphe a l’anneau total des
fractions de (k(E1) ® k(FE2))/a (resp. (k(E1) ® k')/b).

On se rameéne immédiatement au cas ou E; et Es sont affines (¢f. lemme
3). Si A; = OFi(E;), l'algebre des fonctions régulieres sur E; x Ey (resp.
E¥') est isomorphe & (A; ® Ag)/ag (resp. (A1 @ k')/bo), ao (resp. by) étant
l'idéal des éléments nilpotents de A; ® As (resp. A; ® k’). Il est clair que si
lon plonge A1 ® Az (resp. Ay ® k') dans k(F1) ® k(F2) (resp. k(E1) ® k'),
I'idéal a (resp. b) est engendré par ag (resp. bg). Le corollaire 2 résulte alors
immédiatement du corollaire 1.

Corollaire 3. — Soit E un ensemble algébrique. Pour que E soit irréductible
(resp. absolument irréductible), il faut et il suffit que k(E) soit un corps (resp.
un corps extension primaire de k). Pour que l'algébre semi-simple k(E) soit
absolument semi-simple, il faut et il suffit que, pour tout ouvert U de E,
toute famille f; € OF(U) (1 < i < n) linéairement indépendante sur k soit
linéairement indépendante sur K.

La premiere assertion (sur les ensembles algébriques irréductibles) résulte
du théoreme 1, a). Pour que E soit absolument irréductible, i.e. pour que
EX soit irréductible, il faut et il suffit que le quotient de k(E) @ K par 'idéal
de ses éléments nilpotents soit integre. Comme K est algébriquement clos, il
résulte du théoreme 1 de 'exposé 14 de SCC que ceci signifie que k(FE) est
extension primaire de k. Enfin en vertu du lemme 3, I’assertion que, pour tout
ouvert U de E, I'algebre OF(U) est linéairement disjointe de I'algebre des
constantes a valeurs dans K équivaut a la méme assertion pour les ouverts
affines. Ceci signifie que, pour tout ouvert affine U, I'algébre OF (U) ® K est
sans élément nilpotent, donc que k(U)Q K est sans élément nilpotent. Comme
les composantes irréductibles de U sont les U N E; non vides (les E; étant les
composantes irréductibles de F), k(U) est isomorphe au produit des k(E;)
pour les ¢ tels que U N E; soit non vide. L’assertion de linéaire disjonction
signifie donc que k(E;) ® K est sans élément nilpotent, donc sans radical
(SCC, exposé 13, théoreme 3) ou encore que k(E;) est extension séparable
de k (ceci pour tout 7).

Définition 2. — On appelle variété algébrique® un ensemble algébrique ab-
solument irréductible, dans lequel, pour tout ouvert U, l’algebre OF (U) des
fonctions régulieres sur U est linéairement disjointe sur k de l’algébre des
constantes a valeurs dans K.

Dire qu’un ensemble algébrique E est une variété signifie donc que E
est irréductible et que Uextension k(FE) de k est primaire et séparable, i.e.
réguliére.

5 Cette définition équivaut & celle de Weil.
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Corollaire 4. — Soient Ey une variété et Ey un ensemble algébrique ; si
Es est irréductible (resp. absolument irréductible, resp. une variété), alors
Ey x Ey est irréductible (resp. absolument irréductible, resp. une variété).

Cela résulte du corollaire 3 et des propriétés du produit tensoriel d’une
extension avec une extension réguliere (SCC, exposé 14, proposition 3).

Corollaire 5. — Soient E un ensemble algébrique et F' un fermé de E. S’il
eziste un ouvert affine U de E tel que UNF soit dense dans F, toute fonction
rationnelle sur F est la trace d’une fonction rationnelle sur E.

Soit f une fonction rationnelle sur F' ; on peut écrire f = g/h ou h # 0 est
réguliere sur F NU et ol g est réguliere sur 'ouvert partout dense V(h) de
FNU. Comme U est affine, il existe une fonction réguliere A’ sur U qui induit
h sur FNU et comme l'ouvert V(h') de U est affine, il existe une fonction
réguliere ¢’ sur V (k') induisant g sur V(h). La fonction ¢’'/h’, réguliere sur
Pouvert V(R'), induit alors f sur V(h) et se prolonge par ailleurs d’apres le
lemme 1 en une fonction rationnelle sur E.

Remarque. — Le corollaire 5 s’applique lorsque E est affine, ou lorsque F
est irréductible, car il y a au moins un ouvert affine recontrant F. On peut
montrer qu’il en est de méme lorsque F est projectif, mais la variété non
projective de Nagata met le corollaire 5 en défaut dans le cas général.

2.5 Schémas

Soient I un anneau commutatif dans lequel tout élément est diviseur de 0
ou inversible et A un sous-anneau de L ; si p est un idéal premier de A,
on désignera par Ap le sous-anneau de L formé des as™! avec a € A et
s € AN Cp, s non diviseur de zéro.

Définition 3. — Soit L une algébre semi-simple commutative sur le corps k.
On appelle algébre affine de L toute sous-algébre A de type fini de L telle
que tout élément de L soit de la forme ab™' avec a,b dans A. Un couple
(M, m) formé d’une sous-algébre M de L et d’un idéal m de M est appelé
une localité de L s’il existe une algébre affine A et un idéal premier p de
A tels que M = Ap et m = pAp. Deux localités (M;,m;) (i = 1,2) de L
sont dites apparentées si l’idéal m engendré par my et my dans Uanneau M
engendré par My et Ms est distinct de M .

Lorsque L est un corps, ces définitions sont en accord avec les définitions
de Chevalley (SCC, exposé 5). Nous allons étendre au cas qui nous intéresse
des lemmes connus lorsque L est un corps.

Lemme 5. — Si (M, m) est une localité de la forme (Ap,pAp), lidéal m de
M est mazimal et mN A = p. De plus M/m est canoniquement isomorphe
au corps des fractions de A/p.
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Comme I’algebre semi-simple L n’a pas d’élément nilpotent, il en est de
méme de A et 'on peut identifier A & l'algébre des fonctions régulieres sur
E = 24 et p a I'idéal des fonctions régulieres nulles sur un sous-ensemble
fermé irréductible F' de E. Le corollaire 1 du théoréme 1 montre que I’on peut
identifier L et 1'algebre des fonctions rationnelles sur F, moyennant quoi M
est 'ensemble des fonctions rationnelles ayant une trace sur F d’apres le
théoreme 1,b). Pour que f = ab™! (a,b € A, b ¢ p) ait une trace nulle sur
F, il faut et il suffit qu’elle soit nulle sur F NV (b) donc que a soit nulle sur
F N V(b) donc sur F par raison de continuité. Ceci signifie que a € p, donc
que m est le noyau de I'opération de restriction. Il en résulte que m N A = p,
puis que M /m est isomorphe a k(F'), i.e. au corps des fractions de A/p, donc
est un corps (cf. corollaire 5 du théoréme 1).

Lemme 6. — Pour que deux localités (M;,m;) = (Ap ,p;Ap ) de L soient
apparentées, il faut et il suffit qu’il existe un idéal premier q de 'anneau A
engendré par Ay et A tel que qN A; = p,; pouri=1,2.

Soit M T'anneau engendré par M; et Ms. Si nos deux localités sont ap-
parentées, il existe un idéal premier vt de M contenant m; et my. Comme
m; est maximal et v # M,onatNM; =m; dou (tNA)NA =tNA =
(tNM;)NA; =p, et 'idéal g =t N A convient.

Réciproquement, s'il existe un idéal premier q de A tel que g N A; = p;,
soit v I'idéal engendré par q dans M. Les éléments de M sont de la forme
a(s182)7 ! avec a € A et s; € A; N Cp, puisque les éléments de cette forme
forment un anneau contenant M et Ms et qu’ils sont sommes d’éléments de
la forme mims avec m; € M;. Si 'on avait ¢t = M, on aurait 1 € t d’ou un
couple d’éléments s; € A; N Upi tels que s1s2 € q ; mais comme qN A; = p,,
on a s; ¢ q d’out s182 € q, ce qui est une contradiction. C.Q.F.D.

On notera que si A; = As, les deux localités en question ne peuvent étre
apparentées que si p; = p, donc que si elles sont égales.

Nous pouvons maintenant étendre a notre cas la définition des schémas
donnée par Chevalley.

Définition 4. — Soit L une algébre commutative semi-simple sur le corps
k. On appelle schéma affine S(A) de lalgébre affine A de L l’ensemble des
localités (Ap,pAp) pour tous les idéaur premiers p de A. Un ensemble S
de localités de L est appelé un schéma de L s’il vérifie les deux conditions
sutvantes :

a) S est réunion d’un nombre fini de schémas affines.

b) Deuz localités distinctes de S ne sont pas apparentées.

Le lemme 6 montre que deux localités distinctes d’un schéma affine ne
sont pas apparentées, donc qu’un schéma affine est bien un schéma.

Lemme 7. - Soient A une algébre affine de L et S un schéma de L contenant
S(A) ; les éléments de S(A) sont les localités (M, m) € S telles que M D A.
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Si (M,m) € S(A), on a évidemment M D A. Inversement, si M D A et
sip=mnA4, onaM D Ap car tout élément non diviseur de 0 dans M
qui n’est pas dans m est inversible dans M ; on a par suite m D pAp, ce qui
montre que les localités (M, m) et (Ap,pAp) du schéma S sont apparentées,
donc égales.

Avant de faire le lien entre les ensembles algébriques et les schémas, nous
allons montrer que la structure d’un ensemble algébrique est entiérement
déterminée par ses fonctions rationnelles. De maniére précise, on définit une
structure sur un ensemble E en se donnant un ensemble d’applications de
parties de E a valeurs dans K. Nous allons d’abord montrer comment 1’on
peut reconstituer la topologie et le systeme local OF & partir de ensemble
des fonctions rationnelles de F.

Proposition 6. — Soit E un ensemble algébrique ; pour f € k(E), on note
Dy(f) Uensemble des points ou f est définie et non nulle. L’ensemble des
ouverts de E est engendré par les ouverts de la forme D(f) ou Do(f) ;
lorsque E est irréductible, il est méme engendré par les ensembles D(f). Si
U est un ouvert de E, I’ensemble OF (U) est formé des restrictions a U des
f € k(E) tels que U C D(f).

La derniere assertion résulte évidemment du lemme 2 ; de plus, si F
est irréductible, et si f € k(E) est # 0, f~! € k(E) et il est clair que
Do(f) = D(f) N (D).

Soit U un ouvert affine partout dense de E et soient f; (1 < i < n) des
fonctions rationnelles dont les restrictions & U engendrent 'algebre OF (U).

On va montrer que l'on a U :61 D(f;). Soit f € k(E) telle que D(f) D

U ; il existe donc un polynéme P & n variables tel que f | U = P(f1 |
U,...,fn | U) donc f = P(f1,..., fn) puisque U est partout dense. Si l'on

pose U’ :61 D(f;), on a donc D(f) D U’ D U. 1l résulte de ce que 'on a

dit que toute fonction de OF(U) est la restriction d'une fonction unique de

OF(U"). Supposons U # U’ et soit 2/ € U' NCU ; I'application f — f(z') de

OF(U") dans K étant un homomorphisme, comme U est affine, il existe z € U

tel que f(x') = f(z) pour tout f € OF(U"). Soit V un ouvert affine contenant

z' et contenu dans U’ ; ’ensemble des fonctions régulieres sur V x U est formé

des fonctions h(z,z’) =" f;(2)g;(z') avec f; € OF(V) et g; € OF(U’).
J

Pour tirer une contradiction de ’hypotheése U # U’, on remarque que z # x’
puisque =’ ¢ U et x € U et 'on va montrer que toute fonction réguliere sur
V xU nulle sur AgN(V xU) est nulle en (2/, x) contrairement & la proposition
7 de Pexposé 1. Or de h(y,y) = 0 pour y € VN U, on déduit la méme égalité
pour y € V puisque V N U est dense dans V et que OF(U’) c OF(V) (a
un abus de langage pres), d’ou h(z’,2’) = 0 soit > f;(2') gj(2') = 0 ; mais

comme g;j(2') = g;j(x), on en déduit h(z’,z) = 0. ’
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E est réunion finie d’ouverts affines partout denses V; (lemme 3) ; de
plus tout ouvert de V; est réunion d’ensembles ouverts formés de points ou
ne s’annule pas f € OF(V;), i.e. de la forme V; N Dy(f). Ceci acheve la
démonstration.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoreme fondamental
de cet exposé.

Théoréme 2. — a) Soit E un ensemble algébrique. L’ensemble des couples
M(F) = (O(E,F), p(E,F)) pour tous les fermés wrréductibles F' de E est
un schéma S(E) de k(E) (on a noté p(E, F) le noyau de pg r).

b) Soit S un schéma d’une algébre semi-simple L. Soit p(S) 'ensemble des
triples (M, m, x) ou (M, m) € S et x est un homomorphisme de M dans K nul

sur lidéal m. Si f € L, on pose f(x) = x(f) pour les x = (M, m,x) € p(S)
tels que f € M ; les fonctions f sont les fonctions rationnelles pour une
structure d’ensemble algébrique bien déterminée sur p(S). L

c¢) Pour x € E, soit x, Uapplication f — f(x) de O(E,{x}) dans K.
L’application © — (o(E,{z}),p(E,{z}), xz) est un isomorphisme de E sur

p(S(E)) et Uapplication f — f est un isomorphisme de L sur k(p(S)) qui
applique S sur S(p(9)).

Montrons que S(E) est un schéma de k(E) ; soit d’abord U un ouvert
affine partout dense de E et soit A = OF(U). Le corollaire 1 du théoréme
1 montre que A est une algebre affine de k(E) et comme les ensembles
irréductibles fermés F' rencontrent U sont en correspondance avec les idéaux
premiers p de A, le théoreme 1, b) montre que les (O(E, F),p(E, F)) pour
FNU # @ forment le schéma de l'algebre affine A. Comme FE est réunion finie
d’ouverts affines partout denses, S(F) est réunion finie de schémas affines.

Soient F; (i = 1,2) deux sous-ensembles irréductibles fermés de E et soit
U; un ouvert affine partout dense rencontrant F;. Soit D C U; x Us I’ensemble
des (x,z) avec x € Uy NUs ; si A; = OF(U;), on définit un isomorphisme
de anneau A engendré par A; et Ay dans k(FE) sur l'algebre des fonctions
régulieres sur D en faisant correspondre & > f; g; la fonction

J

(@.2) = 3 fy(a) 9y(x)

Si M(Fy) et M(Fy) sont apparentées, en traduisant le lemme 6 en termes
géométriques, on trouve un fermé irréductible non vide F' de D se proje-
tant en F; N U; sur le facteur U; de U; x Uy. Ceci montre que F} et Fy
coupent U; N Us selon le méme ensemble non vide, donc sont égaux puisque
fermés et irréductibles. On a prouvé que S(E) satisfait a la condition b) de
la définition 4.

Soit A une algebre affine de L dont le schéma S(A) soit contenu dans
S et soit U = p(S(A4)) C p(S). Si a x = (Ap,pAp,x) € U, on associe
I’homomorphisme ¢(z) de A dans K obtenu par restriction de xy & A, on
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obtient une application ¢ de U dans {24. L’application ¢ est injective car
p est le noyau de ¢(z) (lemme 5) et 'on a x(ab™!) = o(z)(a)(p(x) (b))t
pour a,b € A et b ¢ p ; elle est surjective, car si x est un homomorphisme
de A dans K, il se prolonge a Ap (p étant le noyau de x) par la formule
x(ab™1) = x(a) x(b)~! pour a,b € A et x(b) # 0. Si D(f) désigne pour
f € L Pensemble des (M, m,x) € p(S) tels que f € M, on va montrer que
e(UND(f)) est un ouvert partout dense de £24. En effet, soit a I'idéal de A
formé des g € A tels que fg € A ; comme A est une algebre affine, a contient
un non diviseur de 0 dans A. Soit p un idéal premier de A ; pour que f € Ap,
il faut et il suffit que a contienne un élément g € p non diviseur de 0, soit
d’apres le lemme 4 que a ¢ p. Il en résulte en particulier que (U N D(f))
est le complémentaire dans 24 de ensemble fermé F(a) et c’est un ouvert
partout dense puisqu’il contient 'ouvert V(g) pour tout g € a non diviseur
de 0.

Le lemme 7 et le fait que toute algebre affine de L est de type fini mon-
trent que si A’ est une algebre affine de schéma S(A’) et si U’ = p(S(A")),
Pensemble (U N U’) est intersection finie d’ouverts de 24 de la forme
e(UND(f)) avec f € L, donc est un ouvert partout dense de 24.

Siz=(M,m,x) € UNU', M contient "anneau k[A, A'] engendré dans
L par A et A’ et x induit un homomorphisme de k[A, A’] dans K ; il en
résulte que si ¢’ est 'application de U’ dans 24 définie comme ¢, pour
tous les systemes f; € A, f/ € A’ tels que Y. f;f/ = 0, la fonction (z,2') —
S fi(2) fi(z') de 24 x 24 dans K est nulle au point (p(z), ¢’ (z)) pour

x € UNU'. Inversement, si toutes les fonctions en question s’annulent au
point (z, 2'), il existe un homomorphisme de k[A, A’] dans K qui induit z sur
A et 2/ sur A’ ; il existe alors un idéal premier q de k[A, A'] tel que p = gN A
(resp. p’ = qN A’) soit le noyau de z (resp. 2’) et (lemme 6) les localités
(Ap,pAp) et (A;J.,p’A’ /) sont apparentées, donc égales ; ceci prouve qu’il
existe z € UNU’ tel que (z,2") = (p(x), ¢'(x)).

La proposition 4 démontre alors ’existence d’une structure d’ensemble
algébrique et d’une seule sur p(S) pour laquelle les applications canoniques
p(S(A)) — 24 soient des cartes pour toute algebre affine A. De plus, comme
dans les notations précédentes (U N U’) est dense dans 24, p(S(A)) est
dense dans p(S).

Le corollaire 1 du théoréeme 1 démontre que l'application f — ]? de A
dans Palgebre des fonctions régulieres sur p(S(A)) se prolonge en un isomor-
phisme r de L sur k(p(S(A))). Le théoreme 1, b) montre aussi que, si F' est
le fermé irréductible associé & I'idéal premier p de A, la localité (Ap,pAp)
est appliquée par r sur la localité M (F') de k(p(S(A))). En particulier, si F'
est adhérence du point = € p(S(A)), ceci montre que x € D(f) équivaut
a “r appartient au domaine de définition de r(f)”, donc lapplication r
est f — ]? pour f € L. Comme p(S) est recouvert par un nombre fini
d’ouverts partout denses p(S(A4;)), on voit tout de suite que 'application
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f— ]?est un isomorphisme de L sur k(p(S)) qui applique S sur le schéma
de p(5).

Enfin, lorsque U est un ouvert affine de E d’algebre A = OF(U), on voit
tout de suite que Papplication 2 — (M ({z}), x.) est un isomorphisme de U
sur p(S(A)), et 'on déduit immédiatement de 1a la premiere assertion de c).
C.Q.F.D.

2.6 Fonctions sur un produit d’ensembles algébriques

Le résultat qu’on va démontrer est un lemme pour un exposé ultérieur.
On trouvera dans Weil, Foundations, corollaire 2 du théoreme 10, p. 241,
un résultat sensiblement plus fort, mais de démonstration beaucoup plus
délicate.

Soit f; (i = 1,2) une fonction rationnelle sur 'ensemble algébrique E; ; il
existe une fonction rationnelle f; X fo bien déterminée sur ’ensemble E; x Ey
par la condition :

(f1 x f2)(x1,22) = fi(z1) fa(z2)  pour x; € D(f;).

Proposition 7. — Soient E; et Es deuzr ensembles algébriques. On sup-
pose que k(E1) ou k(F2) est une algébre absolument semi-simple. Il existe
un homomorphisme unique ¢ de® k(E1) @ k(F2) dans k(E; x Es) tel que
o(f1 ® fa) = f1 X fa ; ¢ est injectif. De plus si U; est un ouvert partout
dense de E; (i = 1,2), ¢ définit un isomorphisme de OF1(Uy) @ OF2(Usy) sur
OFvxEBx(Uy x Uy). En particulier, ¢ définit un isomorphisme de
OF1(E)) @ OF2(Ey) sur OF *E2(B) x Ey).

Tl est clair que f1 x fo dépend bilinéairement de f1 et fo et qu'on a (f; X
F2)(f1 x f5) = fif1 X faf}, Aol Vexistence et 'unicité de ¢. Supposons k(F1)
absolument semi-simple et soient f;; (1 < j < m) des fonctions rationnelles
sur F4, linéairement indépendantes sur k, donc aussi sur K (corollaire 3
du théoreéme 1). Soient de plus des fonctions fjo (1 < j < m) rationnelles

m
sur Ey telles que > fj1 % fj2 = 0. On peut supposer les fonctions f;;
i=1
définies sur un ouvert partout dense U/ de E; (i = 1,2) ; on aura alors

m
> fia(zr) fi2(z2) = 0 pour tout x; € U]. Pour 2 fixé ceci est une relation
=1
iinéaire a coeflicients dans K entre les f;1 ; d’apres 'hypothese faite, on a
donc f;2(z2) = 0 pour 2 € U} donc f;2 = 0. Ceci montre que ¢ est injectif.
On peut donc identifier k(FE;) ® k(F3) & son image par .

Soit g une fonction rationnelle sur £ x E5 dont le domaine de définition
contient 'ouvert Uy x Us et soit V; C U; un ouvert affine partout dense de F;

5 On note ® le produit tensoriel sur le corps k.
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(i =1,2) (lemme 3). Comme g induit une fonction réguliere sur le produit des
ensembles affines Vi et V3, il existe des fonctions rationnelles f;; sur F; dont

le domaine de définition contient V; telles que g | Vi x Vo = (> fj1 % fj2) |
j=1
Vi x Vo, donc g =Y fj1 X fj2 ; autrement dit g € OF1 (V7)) ® OF2(V3). Mais
J

on a OFi(U;) = N OF(V;) (ou V; parcourt 'ensemble des ouverts affines
ViCU;

partout denses dans U;) et la proposition résultera du lemme suivant (utile

dans d’autres contextes !) :

Lemme 8. — Soient P et ) deux espaces vectoriels sur le corps k, (Py) et
(Qp) des familles de sous-espaces de P et () respectivement. On a :

(1) (Q Pa) ® (9 Qﬁ)zar?ﬂ (Pa®QB)~

Supposons d’abord tous les Qg égaux & un méme sous-espace ' de @
et soit (y;) une base de @'. Les éléments de P ® Q' s’écrivent de maniere

unique sous la forme Y, z; ®y; avec z; € P ; pour qu’un tel élément soit dans

P, ® @', il faut et il suffit que l'on ait x; € P, pour tout ¢, d’ou la formule :

2) (nP)e@ =nr.eQ).

On en déduit :

0, (P20 =0 (0 (R ©09) =0 (0 72) ©@s) = (0 72 (3 25).
C.Q.F.D.

Par un raisonnement analoque et méme plus simple, on démontre la
proposition suivante :

Proposition 7 bis. — Soit E un ensemble algébrique tel que k(E) soit une
algébre absolument semi-simple et soit k' un sous-corps de K contenant k.
L’homomorphisme ¢ de k' @ k(E) dans k'(E¥) qui applique A @ f sur \f
est injectif. De plus, si U est un ouvert partout dense de F, ¢ définit un
isomorphisme de k' @ OF(U) sur oF" (U).






3. Groupes algébriques (gélrléralités)1

3.1 Définition d’un groupe algébrique

Lorsqu’on sait définir une catégorie de variétés, les produits de variétés et les
morphismes (applications régulieres), on en déduit par un procédé standard
une catégorie de groupes.

Définition 1. — Un ensemble G est appelé un groupe algébrique sur le corps
(algébriquement clos) K s’il est muni d’une structure d’ensemble algébrique?
(sur K ) et d’une structure de groupe telles que les applications :

GxG— G définie par (z,y) — xy

et

G — G définie par x — x7!

soient des morphismes.

Ezemple. — Le groupe des automorphismes linéaires d’un espace vectoriel V'
de dimension n sur K est un groupe algébrique, que nous noterons GL(V) ;
on posera GL(n, K) = GL(K™). Un élément de GL(n, K) peut étre déterminé
par les coefficients u;; de la matrice correspondante ; GL(n, K) apparait alors
comme un ouvert de K™ (d’ou il faut retrancher la sous-variété d’équation
det (u;5) = 0). On peut aussi identifier GL(n, K) & une variété affine dans
K™ +1 en introduisant une coordonnée v, avec v = (det(ui;)) L.

Les sous-groupes algébriques de GL(n, K) sont, par définition, les groupes
algébriques de matrices (par exemple les groupes orthogonaux, symplectiques,
le groupe des matrices diagonales,. . .).

3.2 Composantes d’un groupe algébrique

Théoréme 1. — Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe algébrique G. Alors
H possede un sous-groupe Hy et un seul qui est a la fois fermé, irréductible
et d’indice fini ; Hy est invariant dans H. C’est la composante connexe de

! Exposé de M. Lazard, le 19.11.1956

2 1] g’agit d’une structure de (K, K)-ensemble algébrique au sens de la définition 2
du n® 1.5. On laisse au lecteur le soin de généraliser les résultats de cet exposé
au cas des (k, K)-groupes algébriques.
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l’élément neutre dans H, et les composantes irréductibles (ou connexes) de
H sont les classes modulo Hy.

Démonstration. — L’ensemble H est la réunion finie de ses composantes
irréductibles. Soient Aq,..., A, celles de ces composantes qui contiennent
I’élément neutre e. Dans G" = G X ... X G, la partie A1 X ... x A, est fermée
et irréductible. Le morphisme G" — G : (z1,...,2,) — ®1...2, applique
Ay X ... x A, sur Ay ... A, qui est par suite irréductible ; cet ensemble est
donc contenu dans I'une des composantes irréductibles de H, soit dans Aj.
Comme tous les A; contiennent e, on a A1 U...UA, C A;... A, C Ay,
ce qui prouve que r = 1 et que A; (noté désormais Hp) est 'unique com-
posante irréductible de H contenant e. Puisque y — xy et y — yx sont
des morphismes, l'unique composante irréductible de H contenant un x € H
est tHy = Hyx, ce qui prouve que Hy est un sous-groupe invariant d’indice
fini. Si H' est un sous-groupe fermé, irréductible et d’indice fini de H, on a
H' C Hy, [Hy : H'] < 00 ; comme Hj est irréductible et est la réunion de ses
classes modulo H’, on a H' = Hj.

Nous dirons désormais que Hy est la composante neutre de H. Les sous-
groupes fermés d’indice fini de H sont les sous-groupes qui contiennent Hy.
Remarquons qu'un groupe algébrique est irréductible si et seulement s’il est
connexe.

3.3 Engendrement de sous-groupes

Rappelons qu’'un sous-ensemble A d’un ensemble algébrique est dit épais s’il
est irréductible et s’il contient une partie relativement ouverte non vide de
son adhérence A.

Si V et W sont des ensembles algébriques, A et B des parties épaisses de
V et de W respectivement, alors A x B est épais dans V' x W.

Si A est épais dans V| et si f est un morphisme de V dans W, f(A) est
épais dans W (pour la démonstration, c¢f. SCC, exposé 7, théoreéme 3).

Lemme 1. — Soient H un sous-groupe fermé connexe d’un groupe algébrique
et A un ensemble épais dense dans H. Alors on a H = AA, autrement dit
tout élément de H est un produit de deux éléments de A.

Soit x € H. Les parties A et zA~! sont épaisses et ont pour adhérence
H ; elles contiennent donc deux parties relativement ouvertes dans H, et
leur intersection est non vide puisque H est irréductible (comme sous-groupe
connexe). Sia; € ANxA~! on a x = ajaz avec as € A.

Corollaire. — Tout sous-groupe épais d’un groupe algébrique est fermé.

Théoréme 2. — Soient G un groupe algébrique, et (Ai,...,A;) une famille
finie de parties épaisses de G contenant chacune ’élément neutre e. Alors le
sous-groupe H engendré par A1 U...U A, est fermé connexe.
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Démonstration. — On voit d’abord en utilisant le morphisme (z1,...,z,) —
1 ...2, que H est engendré par 'unique ensemble épais A; ... A, = A con-
tenant e. On peut de méme remplacer A par B = AA~!. Tout élément de
H est alors produit d’'une famille finie d’éléments de B, soit H = U, B",
ol B"™ est I’ensemble des produits de n éléments de B. Or, pour tout entier
n, B™ est épais (donc irréductible) et B®™ C B"*!. La suite des adhérences
B C ...C B" c Brtl C ... est stationnaire, sinon les dimensions de ces
sous-variétés iraient en croissant indéfiniment. Par conséquent, il existe un n
tel que B™ = Bntm pour m > 0. Il est clair que B® = H, puisque H est la
réunion des B"™™ ; donc B™ est épais et son adhérence est le sous-groupe
connexe H. D’apres le lemme, B*® = H, donc, en particulier, H = B*" = H.

Corollaire. — Soient A et B deux sous-groupes fermés d’un groupe algébrique
tels que B soit dans le normalisateur de A. Alors le sous-groupe AB est fermé.

Soient en effet Ay et By les composantes neutres de A et de B respec-
tivement. Puisque bAb~! = A si b € B, on a bAgb~! = Ay (théoreme 1).
Donc ApBy est un sous-groupe fermé connexe (théoreéme 2). Si aq,...,a, et
b1,...,bs sont des représentants des classes de A et de B modulo Ag et By
respectivement, AB est la réunion finie des fermés a; A9 Bob;, et est par suite
fermé.

3.4 Groupes résolubles ou nilpotents

Etant donnés deux sous-groupes A et B d'un groupe G, leur groupe de com-
mutateurs (A, B) est engendré par les éléments aba~1b~!, ot a € A, b € B.

Rappelons qu’un groupe (“abstrait”) G est dit résoluble (resp. nilpotent)
s’il admet une suite de composition

(1) G=H,D>Hy;D>...DH, D Hp1 ={e}
telle que
(2) (Hi, H;) C Hia (vesp. (G, H;) C Hiy1).

Définition 2. — Un groupe algébrique G est dit résoluble (resp. nilpotent) s’il
admet une suite de composition (1) constituée par des sous-groupes fermés et
vérifiant la condition (2).

Théoréme 3. — Pour qu’un groupe algébrique soit résoluble (resp. nilpotent ),
il faut et il suffit qu’il soit résoluble (resp. nilpotent) en tant que groupe abs-
trait.

Démonstration. — Parmi les suites de composition (1) satisfaisant aux condi-
tions (2), il en est qui décroissent plus vite que toutes les autres. On les ob-
tient en posant, dans le cas des groupes résolubles, Ho = (G, G), ..., Hix1 =



36 3. Groupes algébriques (généralités)

(H;, H;), ... et, dans le cas des groupes nilpotents, Hy = (G,G), ..., Hiy1 =
(G, H;). Le théoreme 3 est alors une conséquence du résultat suivant :

Proposition 1. — Si A et B sont deuzx sous-groupes invariants fermés d’un
groupe algébrique, leur groupe des commutateurs (A, B) est fermé.

Traitons d’abord le cas ou A est connexe. Soient By, By, ..., B, les com-
posantes connexes de B. Pour tout i, 'ensemble des aba~'b~! (avec a € A,
b € B;) est épais, comme image de A X B; par un morphisme ; de plus, il
contient e (faire a = e). Nous sommes donc dans les conditions d’application
du théoreme 2, et le groupe (A, B) est fermé connexe.

Dans le cas général, soient Ay et By les composantes neutres de A et
B respectivement. Nous venons de voir que (Ao, B) et (A, By) sont fermés
connexes. Il en est de méme de leur produit (A, B)(A, By) (cor. du th. 2).
Or [A : Ag] et [B : By] sont finis, et un résultat de R. Baer (c¢f. Appendice,
proposition 2) montre que AB/((Ao, B)(A, Bp)) est fini. Il en résulte que
(A, B) est fermé et que (Ag, B)(A4, Bp) est sa composante neutre.

Remarque. — Soient G un groupe algébrique, A et B deux sous-groupes in-
variants de G, d’adhérences respectives A et B. On déduit facilement de
la proposition 1 que (A, B) est I'adhérence de (A, B). On en déduit que le
groupe A est commutatif (resp. nilpotent, résoluble) si et seulement si le
groupe algébrique A possede cette propriété.

3.5 Homomorphismes de groupes algébriques

Théoréme 4. — Soient G et G' deur groupes algébriques, f : G — G’
un homomorphisme de groupes algébriques (i.e. un homomorphisme en tant
que groupes “abstraits” et un morphisme en tant qu’ensembles algébriques).
Alors :

1) le noyau N de f est un sous-groupe fermé de G ;

2) limage f(G) est un sous-groupe fermé de G', et sa composante neutre
est Uimage f(Go) de la composante neutre de G ;

3) dim N + dim f(G) = dimG.

Démonstration. — Le noyau N est 'image réciproque de 1’élément neutre ¢’
de G'. 1l est donc fermé.

L’image f(Gp) du sous-groupe connexe Gy est un sous-groupe épais, donc
fermé. De plus Gy est d’indice fini dans G, d’ou aussitdt 'assertion 2) d’apres
le théoreme 1.

Pour démontrer 3), nous utiliserons un résultat de SCC (exposé 8,
théoreme 2), qui peut se traduire ainsi dans le langage des variétés® que nous
considérons : soient f : V — W un morphisme de variétés tel que f(V) = W,

3 Dans le cas des ensembles (K, K)-algébriques considéré dans cet exposé, une
variété est un ensemble algébrique irréductible (cf. définition 2 du n® 2.4).
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et e = dimV — dim W. Alors, si W’ est une sous-variété de W et V' une
composante de f~1(W’) telle que W’ = f(V’), on adim V' > dim W’ +e¢ ; de
plus, la réunion des sous-variétés V' de V telles que dim V' > dim f(V’) + e
est un fermé distinct de V. Nous pouvons prendre V = Gy, W = f(Gy),
avec dimV = dim G, dim W = dim f(G), dim N = dim (N NV'). La premiere
partie du théoreme donne, pour W’ = ¢’: dim N > dim G —dim f(G). La sec-
onde partie donne, pour un z convenable de G, dimazN < dim G —dim f(G) ;
comme dimxzN = dim N, la démonstration est achevée.

Enoncons enfin un théoreme qui sera démontré ultérieurement (théoréeme
4 dun® 8.5).

Théoréme 5. — Soient G un groupe algébrique connexe, H C G un sous-
groupe fermé. Il existe une variété G/H et un morphisme w: G — G/H tels
que :

1) la relation m(x) = m(y) est équivalente a x~'y € H (z,y € G) ;

2) si f: G — V est un morphisme de G dans une variété V tel que
x~ Yy € H entraine f(z) = f(y), f se factorise sous la forme g o, o
g: G/H — V est un morphisme. Si H est invariant dans G, G/H est un
groupe algébrique et m un homomorphisme.

3.6 Appendice. Lemmes de théorie des groupes

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Un systeme de représentants
des classes & gauche xH est une application de G sur une partie G de G
(application notée x — ) telle que : 1) siz € G, z~'T € H ; 2) si v,y € G,
une condition nécessaire et suffisante pour que 2=ty € H est que T = 7. 1l
en résulte que T = T et vy = Ty. Un autre systeme de représentants z — T*
est défini d'une maniere générale en posant T = T (), ot ¢ : G — H est
une application quelconque.

Supposons maintenant H abélien et d’indice [G : H| fini. On définit une

application T : G — H (transfert de G dans H) en posant, pour € G,
(1) T(x) = [] @) " ay.
yel@

Le transfert ne dépend pas du choix du systeme de représentants. En effet
Y — Ty est, pour tout z € G, une permutation de G. Si on remplace ¥ par
7 ¢(g), comme plus haut, T'(z) est remplacé par

I e@) ' @)~ ave@) = (]| »@m) " ¢@) T(x) =T ().

el ye@

De plus, T est un homomorphisme. En effet, si z,2' € G, on a
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T(xa') = [[ @'y) " 2’y = [[ (@2'y) " 227y)((@y) " 2'g) = T(2) T(2').
7eG yeG

Supposons maintenant que H soit le centre Z de G et que [G : Z] = n. Soient
x un élément de G et j 'ordre de  modulo Z. Nous choisirons un systeme
de représentants des classes suivant Z composé de n/j familles de la forme
(¥, 27, . .., 2771%). Le produit des facteurs correspondants dans T'(z) est alors
7 'a?y = 27 puisque ¥/ € Z ; donc T(z) = (27)*/7 = z™. On en conclut
que, si [G : Z] = n < oo, Papplication T :  — 2™ est un homomorphisme
de G dans Z ; comme Z est abélien, T'(z) = 1 pour x dans le groupe des
commutateurs de G.

Revenons au cas d’un groupe G et d’un sous-groupe H d’indice n = [G :
H] fini. Supposons que G posseéde un systeéme de p générateurs sq,. .., S, et
choisissons un systeme de représentants 7 de G modulo H tel que T =1 (et
donc T = 1 pour x € H). Alors les np éléments (5;7) 1s;7 (1 < i < p,

7 € G) engendrent H. En effet, soit z = sfl(l)...sffr) un élément de H

(1 <iy,...,i. < p, e(k) = £1), dott T = 1. Posons zj, = sf(k) ...sffr), d’olt

k
_ _ _ =1 e(k) = . _
T1 = T, Try1 = 1. Posons up = T, i, Thk41 ; OL @ alors ¢ = uq...u,,

car Ty = Tr41 = 1. Suivant que e(k) est +1 ou —1, uy ou son inverse est
de la forme (377) 7! s; 7, ce qui démontre P'assertion. On en conclut que tout
sous-groupe d’indice fini d’un groupe de type fini est lui-méme de type fini.

Proposition 2. — Soient G un groupe, et Z son centre, qui est supposé
d’indice n =[G : Z] fini. Alors le groupe des commutateurs (G,G) = G’ est
fini.

Les commutateurs (z,y) sont définis par (z,y) = zyx~ly~! ; le groupe
G’ est engendré par les éléments (z,y) pour z,y € G. Les identités

1

() (z,yy") = (z,9)(y, (z,4')(z,y)
(z2',y) = (2, (@', 9)) (@, y) (2, y)

montrent que (x,y) ne dépend que des classes de z et de y modulo Z ; G’ est
donc de type fini. L’indice de G’ N Z dans G’ est [G' : G'NZ] = [G'Z : Z]
et est donc fini. Le groupe G’ N Z est alors un groupe abélien de type fini
dont tout élément z vérifie 2™ = 1 (d’apres le transfert de G dans Z) ; donc
G' N Z est fini. Comme [G' : G' N Z] est fini, il en résulte que G’ est fini.

Si M et N sont deux sous-groupes invariants d’'un groupe G, nous
désignerons par (M, N) leur groupe des commuteurs, engendré par les (m,n)
oumeM,ne N.Ona (M,N)C MNN.

Proposition 3. — (Baer) Soient M, N, My et Ny des sous-groupes invariants
d’un groupe G. Si My C M, Ny C N et si les groupes M/(Mo(M, Ny)) et
N/(No(N, My)) sont finis, le groupe (M, N)/((M, No)(N, My)) est fini.

Passons d’abord au quotient modulo (M, No)(N, My), i.e. supposons que
(M, No) = (N, My) = {1} ; soit [M : My| =14, [N : No| = j. Il faut montrer
que le groupe H = (M, N) est fini.
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Le groupe H est de type fini. En effet les identités (2) montrent que, pour
m € M et n € N, (m,n) ne dépend que des classes de m et n modulo My et
Ny respectivement.

Comme H = (M,N) C M NN, tout élément de H commute avec tout
élément de My et tout élément de Ny ; les groupes H N My et H N Ny sont
donc dans le centre de H ; comme H/(H N M) est isomorphe au sous-
groupe HMy/My de M /My, il est fini, et on voit de méme que H N Ny est
d’indice fini dans H. Le centre de H est donc d’indice fini dans H, d’ou il
résulte (proposition 1) que le groupe des commutateurs H' = (H, H) est fini.
Comme H/H’ est abélien de type fini, il ne reste plus qu’a majorer les ordres
des éléments de H/H'. Soient m € M, h € H. Montrons que (m,h)? € H'.
On a h! € Ny, d’ot mhim~! = hJ. Or on a

mhm™" = (m,h)h hJ =mh/m™' = (m,h)? h/ (mod H').
Ainsi (m,h)? € H' et de méme, pour n € N, (n,h)" € H'. La relation
(m,n*) = (m,n*~1)(n*, (m,n))(m, n)

montre par récurrence que
k—1

(3) (m,n*) = (m,n)" H(nr, (m,n)) (mod H').
r=1

Pour k = j, (m,n*) = 1 puisque n/ € Ny. Faisons k = j dans (3), puis
élevons & la puissance i. Compte tenu des relations (n", (m,n))* € H', il vient
(m,n)” € H', ce qui prouve que (m,n) est d’ordre fini modulo H’.






4. Groupes algébriques affines commutatifs'

Terminologie et notations. — Pour simplifier, dans toute la suite de ce
séminaire, nous supposerons qu’on s’est donné une fois pour toutes un corps
de base K algébriguement clos (bien qu'un grand nombre de résultats soient
vrais sans cette hypothese) ; un ensemble algébrique sera alors un (K, K)-
ensemble algébrique (exposé 1) et une variété est un ensemble algébrique
irréductible. Un groupe algébrique n’est pas nécessairement connexe, et
n’admet pas nécessairement de représentation linéaire rationnelle fidele. On
appelle groupe algébrique linéaire (resp. groupe algébrique de matrices) un
sous-groupe fermé d’un groupe GL(V') (V espace vectoriel de dimension finie)
(resp. de GL(n, K)).

p désignera 1’exposant caractéristique de K, égal a la caractéristique si
celle-ci est # 0, a 1 dans le cas contraire.

4.1 Généralités sur les représentations linéaires

Soient G un groupe, u une représentation linéaire de G dans un espace vec-
toriel V' ; G opere aussi dans le dual V/ de V par la représentation con-
tragrédiente de u ; le transformé d'un x € V resp. 2’ € V'’ par s € G sera
noté s - x resp. s-z'. Un coefficient de u est une fonction sur G de la forme

Uy zr(8) = (s-z,2") (xeV, 2’ eV seq);

lespace des coefficients de u est 1’espace vectoriel A, engendré par ses coeffi-
cients. Le groupe G opere sur les fonctions numériques définies sur G par les
représentations régulieres gauche et droite, définies par

Lo f(t)=f(s™'t) Ry f(t) = f(ts)
et on a les formules
(1) Ls Uy x' = Ug,s-z’ Rs Uy x' = Us-z,z’

ce qui prouve en particulier que 'espace des coefficients A, est invariant
par les translations a gauche et a droite. Il s’ensuit, si V' est de dimension
finie (donc A, de dimension finie), que 'espace vectoriel engendré par les

! Exposé de A. Grothendieck, le 26.11.1956
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translatées a gauche et a droite d’un coefficient de u est de dimension finie.
Réciproquement, soit f une fonction sur G dont les translatées a droite en-
gendrent un espace de dimension finie V' ; alors f est un coefficient d’une
représentation linéaire de dimension finie de G dont I'espace des coefficients
est I'espace vectoriel engendré par les translatées a gauche et a droite de f :
il suffit de prendre la représentation u induite sur V par la représentation
réguliere droite de G, et l'on a alors uy(s) = Rs f(e) = f(s) (e désigne
la forme g — g(e) sur V). Soit toujours V Dl'espace d’'une représentation
linéaire u de dimension finie de G, soit (x});c; un ensemble fini de générateurs
de V'espace vectoriel V' ; comme pour 2’ € V'’ fixé, x — wuy 4 est une
représentation de G-modules de V' dans A, ou G opere par les R, (formule
(1)), on obtient une représentation de G-modules V — Al : x — (Ug ot )ier,
qui est évidemment injective, et une représentation de G-modules VI — A, :
(zi) =D Ug, ., qui est évidemment surjective. Donc on a le :
i€l

Lemme 1. — Soit V' l’espace d’une représentation linéaire u de dimension
finie de G, et soit A, ’espace de ses coefficients, considéré comme G-module
par les translations a droite Ry de G. Alors V' est isomorphe a un sous-G-
module d’un A7, et A, est isomorphe a un G-module quotient de V™. En
particulier les composantes simples de V' et A, (dans une suite de compo-
sition des G-modules envisagés) sont les mémes, et V est semi-simple si et
seulement si A,, l’est.

Supposons que G soit un groupe algébrique, et soit A(G) lalgebre des
fonctions régulieres sur G. Pour qu’une représentation linéaire v de G dans
un espace vectoriel V' de dimension finie soit rationnelle, il faut et il sufit que
ses coefficients soient des fonctions régulieres, i.e. que 4, C A(G). D’ailleurs :

Lemme 2. — Soit f une fonction réguliére sur G. Alors [’espace vectoriel
engendré par ses translatées d droite est de dimension finie (donc f est le
coefficient d’une représentation linéaire rationnelle de G).

On aeneffet Ry f(t) = f(st) ; c’est 1a une fonction réguliere sur Gx G donc
de la forme > ¢;(s) hi(t) (proposition 7 dun® 2.6), donc R f est combinaison
linéaire des h;, d’ou la conclusion. Conjugant les lemmes 1 et 2, on trouve :

Corollaire. — Pour que toute représentation linéaire rationnelle de G soit
semi-simple, il faut et il suffit que A(G) soit semi-simple pour la représenta-
tion réguliére droite de G ; les représentations simples de G sont isomorphes
a des représentations induites sur les sous-espaces de A(G).

La condition envisagée sur G est vérifiée par exemple si la caractéristique
est nulle et G semi-simple. Dans le cas de caractéristique quelconque, un
exemple important sera étudié dans le n° 4.3.

Proposition 1. — Pour qu’un groupe algébrique soit isomorphe a un groupe
linéaire, il faut et il suffit que ce soit un ensemble algébrique affine.
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C’est évidemment nécessaire, puisque GL(n, K) est un ensemble algébri-
que affine, et qu’il en est donc de méme de toute partie fermée de GL(n, K).
Supposons inversement G affine ; alors A(G) est une algebre a engendrement
fini, et, compte tenu du lemme 2, il existe donc un sous-espace vectoriel V/
de dimension finie de A(G), engendrant I’algebre A(G), et invariant sous les
Rs. Soit u la représentation rationnelle de G dans V' définie par les Ry ; je
dis que c’est 1& un isomorphisme de G dans GL(V), i.e. que toute fonction
réguliere sur G provient d’une fonction réguliere sur GL(V). Or il en est ainsi
des f € V puisque ce sont des coefficients de wu, donc de toute f € A(G)
puisque V engendre l'algebre A(G).

Nous dirons dorénavant groupe algébrique affine au lieu de “groupe
algébrique isomorphe a un groupe linéaire”. Rappelons qu’un tel groupe est
connexe (pour la topologie de Zariski) si et seulement si ¢’est un ensemble
algébrique irréductible.

4.2 Sous-groupes fermés d’un groupe algébrique affine

Théoréme 1. — (Chevalley)? Soient G un groupe algébrique affine, H un
sous-groupe fermé. Alors il existe un nombre fini d’éléments F; de A(G) tels
que H soit l’ensemble des s € G admettant les F; comme semi-invariants
dans la représentation linéaire réguliére droite de G dans A(G). On peut
supposer que les F; sont des semi-invariants de méme poids sous H. Si G
est conneze, il eriste un nombre fini de fonctions rationnelles G; sur G telles
que H soit ’ensemble des s € G tels que Ry G; = G; pour tout i.

Rappelons qu’on dit qu'un élément F' d’un espace vectoriel ou opere un
groupe est semi-invariant sous un s € G si sF' est de la forme A(s)F, ou
A(s) € K est évidemment bien déterminé si F' # 0 ; 'ensemble des s € G
admettant F' comme semi-invariant est évidemment un sous-groupe, et A(s)
est un caractére multiplicatif sur ce sous-groupe, appelé poids du semi-
invariant F'.

Démontrons le théoréme. Soit a I'idéal dans A(G) des fonctions nulles sur
H ; cet idéal admet un nombre fini de générateurs, et en vertu du lemme
2, l’espace vectoriel invariant a droite V' engendré par ces générateurs est de
dimension finie. Soit W = V N a ; ce sous-espace engendre 'idéal a ; de plus
comme a est évidemment invariant sous les Rs (s € H), il en est de méme
de W. Réciproquement, soit s € G tel que s - W C W ; alors s € H car
pour f € Wona R, f €W dou Rs f(e) =0 d’ou f(s) =0, et comme les
f € W engendrent a, on en conclut s € H. Soient d la dimension de W, E

2 Une traduction géométrique est la suivante : il existe une représentation projec-
tive rationnelle de G (cf. n°® 15.2), agissant dans un espace projectif P, et un
point de P dont H soit le stabilisateur.
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la puissance extérieure d-ieme de V, u la représentation de G dans E définie
par les Ry, a I’élément de E produit des éléments d’une base de W. Il est
bien connu que R; W C W équivaut au fait que a soit un semi-invariant sous
u(s). Soit (e;)o<i<n une base de E avec ey = a, et soit (Fj;(s)) la matrice de
u(s) par rapport & cette base ; on a u(ts) = u(t) u(s), d’ou

(2) on(ts) = sz(t) Fjo(S) .

n
Jj=0

Posons F; = Fjg pour 1 < ¢ < n. D’apres ce qui précede, s € H équivaut
a Fio(s) =0 pour 1 < i < n, d’ol en vertu de (2)

(3) R, Fl(t) = Foo(s) Fz(t) (S € H) .

Donc les F; sont bien des semi-invariants sous H, de méme poids Fpo(s).
Inversement, soit s € G tel que 'on ait Rg F; = \; F; pour 1 < ¢ < n, d’ou
Fi(ts) = A F;(t) pour tout ¢ ; faisant ¢ = e il vient, puisque F;(e) = 0 pour
i >0: Fi(s) =0 pour ¢ > 0, dou s € H. Les F; satisfont aux conditions
voulues. Si G est connexe, on voit de méme que les G; = F;/Fy satisfont
aux conditions de I’énoncé.

Corollaire. — Soit H un sous-groupe invariant fermé du groupe algébrique
affine G. Alors il existe une représentation linéaire rationnelle de G de
noyau H.

Avec les notations du théoreéme 1, soit A le poids commun des semi-
invariants F; de H. Soit E l'espace vectoriel engendré par les F; et leurs
translatées & droite par G ; il est de dimension finie (lemme 2). Soit Ey le
sous-espace vectoriel de E formé des f telles que Ry f = A(s)f pour tout
s € H. C’est un sous-espace vectoriel de E contenant les F;, de plus invariant
sous G grace au fait que H est invariant ; il est donc identique a E. Soit u
la représentation linéaire rationnelle de G dans E définie par les Ry ; alors

s € H équivaut & dire que u(s) est un scalaire, ou encore® que (1VL ®u)(s)

est I'identité : on prendra donc la représentation rationnelle U ®u de G dans

E’ @ E déduite de u, elle satisfait & la condition voulue.

4.3 Groupes algébriques diagonalisables
Soit D(n) le sous-groupe de GL(n, K) formé des matrices diagonales ; ce

sous-groupe est canoniquement isomorphe & K*"*, ot K* = GL(1, K) désigne
le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K (noté aussi G, (K)). Un

3 On note « la représentation contragrédiente de u, opérant dans le dual E’ de E.
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sous-groupe de GL(n, K) est dit diagonal s’il est contenu dans D(n), diago-
nalisable 8’11 est conjugué & un sous-groupe de D(n) ; plus généralement une
représentation linéaire d’un groupe G dans un espace vectoriel V' (de dimen-
sion finie) est dite diagonalisable? s’il existe une base telle que 'image de G
soit un groupe diagonal par rapport a cette base. Enfin, un groupe algébrique
diagonalisable G est un groupe algébrique isomorphe a un sous-groupe de
D(n) (il résultera du corollaire 3 au théoréme 2 ci-dessous que, dans le cas
ou G est un groupe algébrique de matrices, cette derniére terminologie est
compatible avec la précédente). Un tore algébrique est un groupe algébrique
isomorphe a K*".

K* s’obtient a partir de la variété affine K en enlevant la variété des
zéros de la fonction X, donc (exposé 1) A(K™*) = K[X][1/X], et A(K*) a
pour base sur K les monomes X* (k € Z), qui sont d’ailleurs des caracteres
rationnels multiplicatifs de K*. Donc A(K*"), isomorphe au produit tensoriel
de n copies de A(K™), a comme base les monomes Xfl X§2 . XEnavec
(ki) € Z™. Ce sont encore des caracteres rationnels de K*™, et il n’y en a pas
d’autres (& cause de I'indépendance linéaire des caracteres). Donc :

Théoréme 2. — A(K*™) a pour base les caractéres rationnels de K*™, qui
sont les mondmes X ... X5 avec (k;) € Z™. Donc (corollaire du lemme 2)
toute représentation linéaire rationnelle de K*™ est diagonalisable.

Utilisant maintenant le corollaire du théoréme 1, on obtient :

Corollaire 1. — Tout sous-groupe fermé de K*" est l’intersection des noyauz
d’un nombre fini de caracteres.

Soient D un tore isomorphe a K*" X(D) le groupe de ses caracteres
rationnels, isomorphe au groupe additif Z™ d’apres ce qui précede. Posons
{z,2} = 2(z) pour * € D, & € X(D). Pour A C D, soit A” I'ensemble
des & € X (D) tels que {z,2} = 1 pour tout € A ; définissons de fagon
symétrique BY pour une partie B C X (D). D’apres le corollaire 1, si A est
un sous-groupe fermé de D, on a A = (A°)°. D’autre part, A® est un sous-
groupe de X (D), tel que pi € A° implique & € A° (puisque toute racine
p-ietme de l'unité dans K est égale & 1). On peut donc trouver une base
(e:)1<i<n de X(D) et des entiers r avec 0 <7 <mnet k; (1 <i<r) tels que
les k;e; (1 <4 <r) forment une base de A° ; les k; sont alors premiers a p.
Les e; définissent un isomorphisme de D sur K*", et faisant 'identification
D = K*, A est défini par les équations sz =1(1 <i<r), donc est
isomorphe au produit de K*"~" et des groupes u(k;) des racines k;-iemes
de I'unité, qui sont des groupes cycliques d’ordre k; (donc premier & p).
Réciproquement, un groupe algébrique ayant cette structure est évidemment
diagonalisable, donc :

4 La définition donnée signifie aussi que u est somme directe de représentations de
dimension 1, donc semi-simple.
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Corollaire 2. — Pour qu’un groupe algébrique G soit diagonalisable, il faut
et il suffit qu’il soit isomorphe au produit d’un tore par un groupe abélien fini
d’ordre premier a p.

Corollaire 3. — Soient D un groupe algébrique diagonalisable, X (D) le
groupe des caractéres rationnels de D. Alors on a ce qui suit :

a) X (D) est une base de A(D), donc toute représentation linéaire Ta-
tionnelle de D est diagonalisable.

b) X (D) est un groupe abélien de type fini dont le groupe de torsion est
d’ordre premier® a p, et tout groupe abélien de type fini sans p-torsion est
isomorphe a un groupe X (D). Le groupe D s’identifie a l’ensemble X (D) des
homomorphismes de X (D) dans K*.

c) Les applications A — A° et B — BY définissent des bijections
réciproques l'une de ['autre entre [’ensemble des sous-groupes fermés A
de D, et U’ensemble des sous-groupes B de X (D) tels que X(D)/B n’ait
pas de p-torsion. Si A et B se correspondent ainsi, on a X(D/A) = B,
X(A)=X(D)/B.

Prouvons d’abord b). On a D = F x Dy, ou F est un groupe abélien fini
d’ordre premier a p, et Dy un tore, d’ou X (D) = X (F) x X(Dg). Comme
F est d’ordre premier & p, X (F) est isomorphe au groupe dual® ordinaire F
de F, et est donc isomorphe (non canoniquement) a F' ; d’autre part X (Dy)
est isomorphe & un groupe Z", d’ou la structure annoncée pour X (D). 1l est

classique que F' = F, de plus X (Do) = Dy comme on voit aussitot en faisant
Dy = K*", d’on aussitot X(D) = F x X(Dy) = F x Dy = D. Enfin, un
groupe abélien de type fini sans p-torsion est isomorphe & un groupe F’ x Z™,
ot F’ est fini d’ordre premier & p, donc le groupe envisagé est isomorphe au

dual de F' x K*".

a) Soit toujours D = F x Dy. Alors X (F) = F est une base de A(F) pour
des raisons de dimension, nous avons déja vu que X (Dy) est une base de
A(Dy), donc X(D) = X(F) x X(Dyp) est une base de A(D) = A(F x Dy) =
A(F) ® A(Dy).

La deuxieme assertion résulte du corollaire au lemme 2.

c) Pour établir la premiere assertion, il suffit de prouver A% = A et B =
B pour A et B comme dans I’énoncé. La premiere assertion se démontre
comme le corollaire 1, en utilisant le corollaire au théoreme 1 et la partie
a) ci-dessus. La relation B = B signifie que B est 'intersection d’une
famille de noyaux d’homomorphismes de X (D) dans K*, ou encore (passant
au quotient par B) que si F est un groupe abélien de type fini sans p-torsion,
alors l'intersection des noyaux des homomorphismes de E dans K* est réduit
4 0 ; ce qui résulte par exemple de b). Enfin la relation X (D/A) = AY est

5 Autrement dit, X (D) est sans p-torsion.
5 Si F est un groupe abélien, son dual F' est par définition le groupe Hom(F, K*).
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triviale”, et X (A) = X (D)/A° se voit ainsi : en vertu de a) et b), X(D)/A°
est le groupe des caracteres rationnels du groupe des homomorphismes de
X(D)/A® dans K, muni de la structure d’ensemble algébrique affine dont les
fonctions régulieres sont les combinaisons linéaires des caractéres provenant
des éléments de X (D)/A° ; or le groupe en question est manifestement A% =
A, muni de la structure induite par D, d’ou la conclusion. C.Q.F.D.

Soient D, D’ deux groupes algébriques diagonalisables, v un homomor-
phisme rationnel de D dans D’. On désigne par ‘u ’homomorphisme y — you
de X (D') dans X (D) ; on a évidemment *(uv) = *vtu, !(identité) = identité
‘(u+v) = 'uw+ ' (en supposant D, D’ écrits additivement). On peut de
méme & tout homomorphisme 4 : X (D’') — X (D), faire correspondre un
homomorphisme rationnel 4 de D dans D’, en utilisant le corollaire 3, b).
On vérifie alors tout de suite :

Corollaire 4. — L’application u — ‘u est un isomorphisme du groupe des
homomorphismes rationnels de D dans D' sur le groupe Hom (X (D'), X(D)).

Proposition 2. — Soit D un groupe algébrique diagonalisable. Alors pour
tout entier n, l’ensemble des éléments x de D tels que ™ = e est un sous-
groupe fini, et la réunion de ces sous-groupes est dense dans D. Si D est un
tore, £ un nombre premier # p, il suffit de faire parcourir a n ’ensemble des
puissances de £.

C’est 1a une conséquence immédiate du corollaire 2, et du fait que le sous-
groupe de K* formé des racines de 'unité d’ordre une puissance de ¢ est
infini, donc dense puisque K* est de dimension 1.

Corollaire. — Si D est un sous-groupe fermé diagonalisable invariant dans
un groupe algébrique connexe G, il est contenu dans le centre.

En effet, pour tout n, le sous-groupe D,, de D formé des éléments d’ordre
divisant n est un sous-groupe fini invariant dans G ; il est donc contenu dans
le centre de G puisque G est connexe, d’aprés un raisonnement bien connu.
La réunion des D,, étant dense dans D, et le centre de G étant fermé, la
conclusion apparait.

4.4 Eléments semi-simples et unipotents

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme = de V
est dit semi-simple si V' est un module semi-simple sur I’algebre avec unité
engendrée par x dans End (V), ou encore (puisque K est algébriquement clos)
si x est diagonalisable. Rappelons le fait bien connu : z peut se mettre de

" Plus précisément, le groupe quotient D/A peut étre muni d’une structure de
groupe algébrique quotient qui en fait un groupe diagonalisable, dont le groupe
des caractéres rationnels est A°. Pour la construction générale des groupes
algébriques quotients, voir ’exposé 8.
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fagon unique sous la forme x5 + x,, somme d’un endomorphisme semi-simple
x5 et d’'un endomorphisme nilpotent x,, qui commutent (appelés partie semi-
simple et partie nilpotente de x) ; ce sont des polynémes en x (donc tout
endomorphisme commutant a x commute a x5 et x,) ; de plus les valeurs
propres de x et de x5 sont les mémes. En particulier, x est inversible si
et seulement si x; 'est. Dans ce cas, on peut donc écrire x = x4 x,, ol
ry =1+, 2, ; 25 et T, commutent, et x, = 14 opérateur nilpotent.

Définition 1. — Un endomorphisme u de V est dit unipotent s’il est la somme
de lidentité et d’un endomorphisme nilpotent, i.e. si toutes ses valeurs propres
sont égales a 1.

Un tel endomorphisme est donc nécessairement un automorphisme.

Proposition 3. — Soit x un automorphisme de V. Alors © se met de facon
unique sous la forme T = g xy, produit d’un automorphisme semi-simple
et d’un automorphisme unipotent qui commutent. De plus, xs est la partie
semi-simple de x définie plus haut. (x, s’appelle la partie unipotente de x.)

L’existence a été prouvée plus haut. Pour 1'unicité, posons z, = 1+ n
ou n est nilpotent et commute évidemment a xs ; on a donc x = x5 + x4 n,
c’est 1a une décomposition de x en somme d’un opérateur semi-simple et d’un
opérateur nilpotent qui commutent, donc x5 est la partie semi-simple de =
et par suite bien déterminé, donc aussi z, = z;tz = 1 + 27 x,. De ces
formules on conclut que tout endomorphisme permutant a z permute a x4
et x,,. Tenant compte du fait que le produit de deux opérateurs semi-simples
(resp. unipotents) qui commutent est encore semi-simple (resp. unipotent)
on conclut :

Corollaire. — Si x ety sont deux automorphismes de V' qui commutent, alors
(l‘y)s =TsYs, (ny)u = Ty Yu-

Notons aussi qu'un automorphisme qui est a la fois semi-simple et unipo-
tent est 'identité.

Proposition 4. — a) Supposons p # 1. Pour que l'automorphisme x soit
unipotent, il faut et il suffit qu’il soit d’ordre fini égal a une puissance de p.

b) Supposons p = 1. Pour que l'automorphisme x soit unipotent, il faut et

il suffit qu’il existe une représentation rationnelle u du groupe® algébrique K

dans V' dont l'image contient x. Une telle représentation est ou bien triviale,

ou bien un isomorphisme de K sur son image, et si x # 1, u(K) est le plus

petit sous-groupe algébrique fermé de GL(V') contenant x. De plus u est donné
o0

par u(t) = exp(tn) =Y. t*nF/k!, ot n est un endomorphisme nilpotent bien

déterminé par u.

8 L’ensemble K est considéré comme ensemble algébrique affine avec A(K) =
K[X]. L’opération de groupe est l’addition (z,y) — x+y de K x K dans K. La
notation actuelle (2003) est G4 (K), ou simplement Gy.
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Démonstration. — a) Si u est d’ordre fini égal & une puissance de p, il en
est de méme de ses valeurs propres, qui sont donc égales a 1, et u est donc
unipotent. Si u est unipotent, on a u = 1 4+ n, n nilpotent, donc il existe une
puissance q de p telle que n? =0, d’ot u? =194+ n?=1.

b) Soit u une représentation rationnelle de K dans l’espace vectoriel V'
sur le corps K ; comme le groupe K est abélien et le corps K algébriquement
clos, on peut trouver une suite de sous-espaces 0 =V CcVy C...CV, =V
de V stables sous u(K), avec V;_;1 de codimension 1 dans V; (1 < i < r).
La représentation de K dans V;/V;_; déduite de u est une représentation
rationnelle de K dans K*, donc donnée par un polynéme P tel que P(0) =1
et P(s+t) = P(s) P(t), d’ou résulte facilement P = 1. Ainsi les u(t) sont
tous unipotents.

Supposons z unipotent, donc x = 1 + m avec m nilpotent ; posons

o0

logz =Y. (=1)*"1m*/k, c’est donc un endomorphisme nilpotent, et on
k=1

peut former exp(logz). Comme on a exp(log(1 + N)) = 1+ N (identité de

séries formelles en N) on a exp(logz) = z. D’autre part, si n est un endo-
e}

morphisme nilpotent, exp tn =Y t¥n*/k! est un polynéme u, (t) en ¢, mul-
k=0
tiplicatif d’apres I'identité bien connue exp(T +7")N = (exp TN)(exp T'N).
Prenant n = log z, on obtient u, (1) = explogz = .
D’ailleurs, si x # 1, on a n # 0, et on a pour tout ¢, on a tn = logexp(tn)
en vertu de l'identité formelle correspondante, d’ou

T

tn =logu,(t) = Y _ (1) (ua(t) = 1)"/k

k=1

(ot r = dim V) ; ainsi ¢tn s’exprime par une fonction polynomiale par rapport
& un(t), donc uy, est un isomorphisme de K sur son image. Il en résulte que
cette image est le plus petit sous-groupe algébrique de GL(V) contenant x :
en effet, cela tient au fait que si un sous-groupe fermé de K contient un
élément non nul, il est identique & K (puisqu’il contient le groupe engendré
par I’élément en question, qui est un sous-groupe infini, et que K est de
dimension 1).

Soit enfin u une représentation linéaire rationnelle quelconque de K ; mon-
trons qu’elle est de la forme u,,, (ot n est évidemment uniquement déterminé
par n = logu(1l)). Soit en effet x = u(l) ; on a vu que x est unipotent, et
posant n = logzx, on a u,(1l) = z = u(l), donc u, et u coincident sur le
groupe engendré par 1, donc sur K tout entier.

Corollaire 1. — Soit f une représentation rationnelle d’un groupe algébrique
linéaire G dans un autre G'. Alors f transforme les éléments semi-simples
(resp. unipotents) en éléments semi-simples (resp. unipotents).

Soit x € G. Si x est semi-simple, = est diagonalisable, donc le sous-groupe
fermé H de G qu’il engendre est un groupe algébrique diagonalisable. Donc
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f induit une représentation linéaire de H qui est diagonalisable (théoreme 2,
corollaire 3, a)) ; en particulier f(z) est diagonalisable. Si z est unipotent,
distinguons deux cas : si p # 1, x est d’ordre fini égal a une puissance de p
en vertu de la proposition 4, a), et il en est de méme de f(z) qui est donc
unipotent ; si p = 1,  est de la forme w(t), ol u est une représentation
rationnelle de K dont I'image est le plus petit groupe algébrique linéaire
contenant x, donc contenue dans G ; par suite, u est une représentation
rationnelle de K dans G. Donc f(z) = (f o u)(t) est contenu dans I'image
d’une représentation rationnelle de K, et est donc unipotent.

Du corollaire 1 résulte en particulier qu’on peut parler d’éléments semi-
simples et unipotents d’un groupe algébrique affine sans référence a une
réalisation explicite de ce groupe comme groupe algébrique linéaire.

Corollaire 2. — Soit x un automorphisme unipotent de V. Alors le plus
petit sous-groupe algébrique G(z) de GL(V) contenant x est égal au groupe
analogue G(x™) pour tout entier m premier & p.

Ceci résulte aussitot de la structure explicite de G(x), connue grace a la
proposition 4.

Théoréme 3. — Soit G un sous-groupe fermé de GL(V). Alors pour tout
x € G, ses parties semi-simple xs et unipotente x,, sont dans G.

Pour tout y € GL(V), soit G(y) le plus petit sous-groupe algébrique de
GL(V) contenant y. On peut dans I’énoncé ci-dessus remplacer G par G(z),
ce qui nous ramene au cas ou G est commutatif. Soit G ’ensemble des parties
semi-simples des y € G ; alors G U G est un ensemble d’opérateurs deux a
deux permutables. Il existe donc une suite 0 = Vg Cc V43 C ... C V., =V de
sous-espaces vectoriels de V stables sous G U G4, avec V;_1 de codimension
1 dans V;. Notons le :

Lemme 3. — Soit 0 = Vo Cc Vi C ... C V., =V une suite de composition
de lespace vectoriel V, avec Vi—1 de codimension 1 dans V; (1 < i < r).
Soit G un ensemble d’endomorphismes de V' tels que pour tout g € G, les V;
soient stables sous g et gs ; supposons enfin l'ensemble G4 des g5 (g € G)
commutatif. Alors il existe une base (e1,...,e.) de V telle que, pour tout
g € G, la matrice de g par rapport a cette base soit triangulaire, et celle de
gs en soit la partie diagonale.

En effet, il est bien connu, puisque les gs commutent entre eux et sont
semi-simples, que l'algebre d’endomorphismes de V' qu’ils engendrent est
semi-simple ; donc pour tout i on peut trouver un supplémentaire L; de
Vi—1 dans V; stable sous les g,. Il suffit alors de prendre pour e; un élément
non nul de L;.

Si G est de plus un groupe algébrique, il résulte alors, sous les hypotheses
du lemme 3, que g — g5 est une représentation rationnelle v de G a valeurs
dans le groupe diagonal D(r). Nous voulons donc montrer que dans le cas
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actuel (G commutatif) on a u(G) C G. Or u(G) est un sous-groupe fermé de
D(r), et en vertu de la proposition 2, il suffit de prouver que tout élément
d’ordre fini m de ce sous-groupe u(G) est dans G. D’ailleurs, en vertu de la
structure des groupes algébriques diagonalisables (théoréme 2, corollaire 2)
m est premier a p. Soit donc x € G tel que x5 soit d’ordre m ; de z = x; x,,
on tire ™ =z’ x' = ', d’ou z];' € G et par suite, en vertu du corollaire
2 de la proposition 4, on a z,, € G, d'ott xs = zz;! € G. C.Q.F.D.

Il résulte du théoreme 3 que si G est un groupe algébrique affine, tout
x € G se met de fagon unique sous la forme z = zsx, du produit d’un
élément semi-simple et d’un élément unipotent qui commutent, et qui sont
donc définis en fonction de x sans référence a une réalisation explicite de G
comme groupe algébrique linéaire : on les appelle encore partie semi-simple
et partie unipotente de x. Si G est un groupe affine, on désigne par G (resp.
G,) l'ensemble de ses éléments semi-simples (resp. unipotents). On a donc

Gy NGy ={e}, Gs Gy = Gy Gy = G.

Corollaire. — Soit f une représentation rationnelle d’un groupe algébrique
affine G dans un autre G'. Pour tout x € G, on a

Tout élément semi-simple (resp. unipotent) de f(G) est image d’un élément
semi-simple (resp. unipotent) de G.

Les formules écrites sont une conséquence immédiate de la définition
et du corollaire 1 de la proposition 4. La derniere assertion en résulte
immédiatement.

4.5 Groupes algébriques affines commutatifs

Théoréme 4. — Soit G un groupe algébrique affine commutatif. Alors G et
G, sont des sous-groupes fermés de G, et G s’identifie a leur produit direct.

Nous avons déja vu, comme conséquence du lemme 3, que x — x4 est
une représentation rationnelle de G dans G, et évidemment de G sur G,
donc ¢z — z, = xxs’l est une représentation rationnelle de G sur G,. Donc
Gs et G, sont des sous-groupes fermés de G ; d’autre part, I’application
naturelle (s,u) — su de G5 x G,, dans G est un homomorphisme rationnel, et
x — (xs,2,) en est un homomorphisme rationnel réciproque. C.Q.F.D.

Remarque. — L’étude de la structure des groupes algébriques affines commu-
tatifs est donc ramenée, grace au théoreme 4 et au n° 4.3, a celle des groupes
algébriques commutatifs unipotents (un groupe algébrique est dit unipotent si
tout ses éléments sont unipotents). En caractéristique 0, il résulte facilement
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de la proposition 4 qu’un tel groupe est isomorphe & un K" (et en particulier,
il est connexe). En caractéristique # 0, un groupe unipotent commutatif n’est
pas nécessairement connexe (exemple : Z/(p)) et méme s’il est connexe et de
dimension 2, il n’est pas nécessairement isomorphe & un K™ (ce sera alors
une extension commutative non triviale de K par K). Chevalley a montré
qu’on peut classifier les groupes algébriques affines commutatifs unipotents
“isogénie pres” comme produits de “groupes de Witt” dont les dimensions
sont bien déterminées (& Pordre pres) par le groupe donné. Notons que la
source de cette différence entre le cas p = 1 et p # 1 semble le fait que si
p # 1, il y a d’autres représentations rationnelles de K dans lui-méme que les
homothéties, savoir toutes les applications du type t — 7" et leurs combi-
naisons linéaires a coefficients dans K (on voit facilement d’ailleurs qu’il n’y
en a heureusement plus d’autres). D’ott dans K™ un grand nombre de sous-
groupes a un parametre d’allure bizarre ; d’autre part, les automorphismes
de K™ considéré comme groupe algébrique ne sont en général pas linéaires.

4.6 Connexité des centralisateurs

Proposition 5. — Soient G un groupe algébrique affine, et N un sous-
groupe invariant fermé commutatif. Pour tout g € G, soit o4 l'automorphisme
n — gng~ ' de N qu’il définit, et sozent Ny resp. Ny le noyau et limage de
Pendomorphisme n — ygn = (ogn) n~t = gng 1n L'de N. Si g est semi-
simple (resp. unipotent) et si N = N, (resp. N = N;), on a N, N/ = e,
et vy est un homomorphisme bijectif de N, sur lui-méme ; si de plus N est
conneze, on a alors N = N;N, et N, et N sont connezes.

Comme N est commutatif, v, est évidemment un homomorphisme ra-
tionnel de NV dans lui-méme, donc N, et N sont des sous-groupes fermés de
N dont la somme des dimensions est égale a la dimension de N (théoréeme
4 du n°® 3.5). Si I'on prouve la relation Ny N N,/ = {e}, il s’ensuit que 7,
est injectif sur N;/, donc bijectif pour des raisons de dimensions : v,(Ny)
est un sous-groupe fermé de Ny’ qui a méme dimension que N/, 'image par
7Yy de la composante neutre N 7 o dans N est donc N/ tout entier, d’on
Y¢(Ny) = N, puisque 7, est mJectlf De plus, l'application (n/,n"”) — n'n”
de N, ; X Ng " dans N est alors une représentation rationnelle injective, dont
I'image a donc la méme dimension dim N, et est par suite identique a N si
N est connexe. Comme la composante neutre de Ny x N est transformée en
la composante neutre de N, on en conclut aussi que N, et N sont connexes.

Il reste donc seulement & prouver, sous les conditions indiquées, que I'on
a N, NN = {e}. Soit donc n € N tel que y,n € Ny, et montrons que
Ygm = e. Soit M le sous-groupe fermé de N engendré par Né et n;ona
alors o,n € Ny n et 7, induit (par définition de Ny) I'identité sur N;. Ainsi
g normalise M, et o, induit l'identité sur M’ = Ng et sur M/M’. Notre
assertion résulte alors du :
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Lemme 4. — Soient G un groupe algébrique affine, M un sous-groupe fermé
de G, M’ un sous-groupe fermé invariant de M, g un élément de G appar-
tenant au normalisateur de M, et tel que l'automorphisme o4 : m — gmg~!
de M induise Uidentité sur M', et sur M/M'. Si de plus g est semi-simple
(resp. unipotent) et si M' = M., (resp. M’ = M) alors g centralise M.

L’ensemble des = € G normalisant M et tels que o, : m — zma ™! soit un
automorphisme de M induisant I'identité sur M’ et sur M /M’ est un sous-
groupe fermé de G contenant g ; il contient donc le plus petit sous-groupe
fermé H de G contenant g. Comme les g™ (n € Z) sont aussi semi-simples
(resp. unipotents) et que H est commutatif, il s’ensuit (théoreme 4) que
H = H (resp. H = H,,). Soit m € M ; nous voulons montrer que tout z € H
centralise m, i.e. que f,,(z) = m~lzma~! est I'identité. Or par construction
de H on a f,,(x) € M’, et on vérifie aussitot que f,(zy) = fin(x) fm ().
Donc f,, est un homomorphisme rationnel de H dans M’. Il transforme donc
les éléments semi-simples en éléments semi-simples, les éléments unipotents
en éléments unipotents (corollaire du théoreme 3), et il est donc réduit & la
représentation triviale en vertu des hypotheses faites. C.Q.F.D.

Corollaire. — Soient G un groupe algébrique affine, M un sous-groupe fermé
résoluble et connexe de G, g un élément de G normalisant M ; on suppose
ou bien que g est semi-simple et M = M, ou bien que g est unipotent et
M = M. Alors l’ensemble des éléments de M qui commutent d g est connexe.

Cela résulte de la proposition 5 et du lemme 4 par récurrence sur la
dimension de M.

Proposition 6. — Soient G un groupe algébrique affine, M un sous-groupe
fermé de G, M’ un sous-groupe fermé invariant résoluble de M, g un élément
de G qui normalise M et M’, o4 Uautomorphisme de M /M’ défini par m —
gmg 1. On suppose ou bien que g est semi-simple et M' = M/ ou bien que g
est unipotent et M' = M. Alors tout élément de M /M’ invariant par o4 est
image d’un élément de M qui commute a g. En particulier®, siint(g) induit
Uidentité sur M’ et sur M/M’, il induit 'identité sur M.

Une récurrence immédiate sur la longueur de la suite des dérivés successifs
de M’ nous ramene au cas ou M’ est commutatif. Soit H le groupe fermé
engendré par g. Dans le cas ou g est unipotent et la caractéristique nulle,
H est connexe ; comme M’ est diagonalisable (étant commutatif et composé
d’éléments semi-simples), H opere trivialement sur M’. En vertu du lemme 4,
il opere donc trivialement sur I'image réciproque de I’ensemble des éléments
de M /M’ invariants par o(g), ce qui prouve notre assertion dans ce cas.

Ce cas étant écarté, H est 'adhérence d’une suite croissante (U,) de
groupes finis ; si g est semi-simple, donc H diagonalisable, cela résulte de la
proposition 2, et si g est unipotent, cela résulte du fait que H est lui-méme

9 On note int(g) Pautomorphisme intérieur de G' défini par g.
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d’ordre fini égal & une puissance de p. Soit M,, 'ensemble des éléments de
M invariants par U, ; les M,, forment une suite décroissante de sous-groupes
fermés de M dont 'intersection est I’ensemble des éléments de M invariants
par H. Donc il existe un n tel que M, soit 'ensemble des éléments de M qui
commutent a g. Cela nous ramene a prouver ceci : si H est un sous-groupe fini
de G normalisant M et M’ et si ou bien H = Hy, M’ = M/ ou bien H = H,,
M’ = M, alors tout élément de M /M’ invariant par H provient d’un élément
de M invariant par H. Soit m € M tel que hmh™! = mf(h) pour h € H,
avec f(h) € M'. Posant 7(h)-m/ = hm’h=1, on a f(hh') = f(h)-(r(h)- f(R'))
si h,h' € H et f(e) = e, i.e. f est un l-cocycle normalisé de H & valeurs
dans le groupe abélien M’ ot H opere. On cherche un m’ € M’ tel que mm/’
soit invariant par H, i.e. tel que f(h) = m/(v(h) - m’)~! pour tout h ; i.e.
on veut prouver que le cocycle f est homologue a 0. Si H = Hy, tous les
éléments de M’ sont unipotents et ont par suite pour ordres des puissances
de p, tandis que H est d’ordre premier & p ; on a donc H'(M, M’) = 0 dans ce
cas. Si H = H,,, M’ = M., H est d’ordre une puissance de p, et on se rameéne
facilement au cas cyclique (qui suffit d’ailleurs pour établir la proposition 6).
Il faut alors démontrer que tout élément de M’ de “norme” 1 peut s’écrire
m/(T(h) -m’)~1, ot h est un générateur de H. Comme M’ est diagonalisable
et comme ’ensemble N des éléments qui sont de norme 1, ainsi que I’ensemble
N’ des éléments de la forme m/(7(h)-m’) =%, sont des sous-groupes fermés, on
est ramené a prouver que I’ensemble N,, des éléments de N d’ordre divisant
un entier donné n est contenu dans N’, ce qui nous ramene au cas ou M’ est
lui-méme fini. Alors on a encore H'(M, M') = 0 car Pordre de H est premier
a celui de M’ ; ceci achéve la démonstration.

Dans le méme ordre d’idées, signalons la :

Proposition 7. — Soient T un tore, H un sous-groupe (non nécessairement
fermé) de T, uw un automorphisme d’ordre fini m de T, induwisant l’identité
sur H et T/H. Alors u est ’identité.

En vertu de la proposition 2, il suffit de prouver que, pour tout entier n
premier & m, u induit I’identité sur le sous-groupe T, de T formé des éléments
ttels que t" = e. Orsit € Ty, on a u(t) = ts, ot s € T,, N H, d’ont u'(t) = ts°
pour tout i, d’ou pour i = m: on a s = e d’ou enfin s = e puisque s est
d’ordre premier a m.
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5.1 Discriminant et séparabilité

On note k un corps (commutatif).

Lemme 1. — Soit T une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un
espace vectoriel V' de dimension finie n sur le corps k. Soient x; (1 <i<mn)
des €léments de V' ; pour qu’ils forment une base, il faut et il suffit que l'on
ait det(T'(z;, x;)) # 0. Plus généralement, soient o un sous-anneau de k dont
k soit le corps des fractions, M un sous-o-module de V' engendrant l’espace
vectoriel V, tel que T(x,y) € 0 pour x,y € M. Pour que M soit un o-module
libre et que T définisse un isomorphisme de M sur le module dual M’, il faut
et il suffit qu’il existe n éléments x; de M tels que det (T (x;,x;)) soit un
élément inversible de 0. Alors ces sytémes (x;) sont identiques aux bases de
M sur o, et M est identique a l’ensemble des x € V tels que T'(x,y) € o pour
tout y € M.

Evidemment la premieére assertion est un cas particulier des suivantes. Soit
(x;) une base de M sur o, et supposons que T définisse un isomorphisme de
M sur le module dual M’. Comme la matrice de ’homomorphisme M — M’
par rapport a la base (x;) de M et & la base duale de M’ est (T'(x;,x;)), il

s’ensuit que le déterminant de cette matrice est inversible dans o. D’ailleurs

soit (2}

;) un autre systéme de n éléments de M, zj =3 ¢z  ; alors on

vérifie aussitot que J

det (T(x%, 2)) = (det (ci;))? det (T(x4, ;)

(2]

d’ol résulte que le premier membre est inversible dans o si et seulement si
det (c;;) Vest, i.e. si (z}) est une base de M sur 0. Supposons réciproquement
que l'on ait n éléments x; de M tels que det(T'(x;, x;)) soit inversible dans
0 ; d’apres ce qui précede les x; forment donc une base de V sur k ; montrons
qu’ils forment méme une base de M sur o. Comme tout x € V s’écrit

x =Y, ¢y, il suffit de montrer que si € M, les ¢; sont dans o, et nous
i
prouverons méme que si x est tel que T(x,x;) € o pour tout ¢, alors les ¢;

sont dans o (ce qui prouvera aussi la derniére assertion du lemme). En effet,
on aura

T(x,2;) = Z i T(xi,x)  (Gj=1,...,n).

! Exposé de A. Grothendieck, le 3.12.1956
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C’est la un systeme linéaire de n équations a n inconnues c¢;, a seconds mem-
bres dans o et dont le déterminant est inversible dans o ; ses solutions sont
donc dans o. Enfin, la matrice de ’'homomorphisme M — M’ défini par T,
par rapport & la base (x;) de M et a la base duale de M’, est (T(z;,z;)) donc
inversible ; on a donc bien un isomorphisme de M sur M’. C.Q.F.D.

Soit R une algebre sur le corps k. On dit que R est séparable si, quelle que
soit ’extension K de k, 'algebre R ® K obtenue par extension des scalaires
n’a pas de radical. Dans le cas ol R est une extension de k, on retrouve la
notion usuelle de séparabilité (SCC, exposé 13, théoreme 3). D’ailleurs, on
montre que pour vérifier que R est séparable sur k, il suffit de vérifier la
condition de la définition pour une extension algébriquement close (ou méme
seulement parfaite) K de k ; nous ne nous servirons de cette notion que si R
est commutative et de dimension finie, auquel cas la remarque précédente se
démontre de fagon quasi-triviale (sans radical signifiant alors : sans élément
nilpotent). En ce cas, R séparable signifie que R est composé direct d’un
nombre fini d’extensions séparables de k.

Supposons 'algebre R commutative et de dimension finie. Soit = € R ; la
trace de 'endomorphisme y — xy de I'espace vectoriel R est notée Trg,; .
(Quand R est une extension séparable de k, cette notion coincide avec la
notion usuelle de trace). Alors Trp/,xy est une forme bilinéaire symétrique
sur R. Si on a n éléments x; de R, on pose

Dryk(21, ... @n) = det (Trg (wiz;5)) -

Lemme 2. — Soit R une algébre commutative de dimension finie n sur k.
Pour que R soit séparable, il faut et il suffit que la forme bilinéaire Trg/xy
sur R x R soit non dégénérée, i.e. que pour une base (x1,...,x,) de R, on
ait Dpyp(x1,...,2,) # 0.

On est ramené immédiatement au cas ou k est algébriquement clos. Si R
est séparable, donc semi-simple, ¢’est un composé direct de corps isomorphes
a k, d’ol aussitot le fait que Trp pzy =) 2;y; est non dégénérée. Si R n’est

1
pas séparable, donc pas semi-simple, il a un élément nilpotent non nul «a ;
alors pour tout y € R, ay est nilpotent d’ou aussitot Trgr/ray = 0, et la forme
Trr/pzy est dégénérée. C.Q.F.D.

Soit R une algebre commutative sur k, n’ayant qu'un nombre fini d’idéaux
premiers m;, supposés tous maximaux. Alors le radical t(R) = N; m; coincide
avec Iensemble des éléments nilpotents de R (qui est en effet 'intersection
des idéaux premiers de R), et R/t(R) s’identifie au composé direct des corps

Supposons maintenant R algébrique sur k (i.e. tout élément de R en-
gendre une algebre de dimension finie) ; alors les k; sont algébriques sur k.
Rappelons qu’on appelle degré séparable de k; sur k, et qu’on note [k; : ks,
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le degré (fini ou infini) de la plus grande sous-extension séparable de k;/k ;
ce nombre est égal a celui des k-isomorphismes distincts de k; dans une fer-
meture algébrique de k et aussi (en vertu du théoréme de I’élément primitif)
a la borne supérieure des degrés sur k des éléments de k; qui sont séparables
sur k. Nous appellerons degré séparable de R, et nous noterons [R : ks, le
nombre ). [k; : kls.

Lemme 3. — Avec les notations précédentes, supposons de plus que k soit
un corps infini. Soit d un entier fini < [R : k|5 ; alors il existe x € R dont le
polynome minimal est de degré > d, et méme > d si R n’est pas séparable.

Si R est séparable et de dimension finie, il existe un élément x € R tel que
R = k[z].

Soit R = R/t(R) = [, ki ; soit, pour chaque i, T; un élément de k; ;
soient f; le polynome minimal de Z; et d; son degré. On va montrer qu’il
existe un élément de R dont le polynome minimal est de degré > 3 . d;.
Soit e; I’élément unité de k; ; si a € k, le polynéme minimal de T; 4+ ae; est
fi(X —a) ; comme k est infini, on peut toujours choisir a tel que f;(X —a) soit
premier a un polynome arbitraire donné a ’avance. Remplacant de proche en
proche les T; par des éléments de la forme T; + a; ¢;, on voit qu’il existe des
éléments T; € k; dont les polyndémes minimaux f; sont de degré d; et sont
premiers entre eux deux & deux ; le polynome minimal de 7 = ), 7 est alors
évidemment [], f/, de degré >, d; ; si « est un représentant dans R de la
classe T € R, le polynome minimal de z est évidemment de degré > > dis
ce qui démontre notre assertion.

Il en résulte immédiatement que si >, [k; : k]s = oo, il y a des éléments
de R dont les polynémes minimaux ont des degrés arbitrairement élevés et
qu’en tout état de cause il existe un élément de R dont le polynéme minimal
est de degré > d. Si R est séparable de dimension finie, ), [k; : k|s est égal
a la dimension n de R ; si x est un élément dont le polynéme minimal est
de degré n, on a R = k[z]. Supposons maintenant que . [k; : ks soit fini
et que R ne soit pas séparable. Supposons d’abord que, pour un certain i,
k; ne soit pas séparable sur k. Il existe alors un élément x; de k; de degré
> [ki : k]s par rapport a k. Soient en effet o1,...,0p, les k-isomorphismes
distincts de k; dans une fermeture algébrique k de k (m = [k; : k]s), et
soit y un élément de k; séparable sur k tel que les o;(y) soient tous dis-
tincts. Soit x un élément de k; non séparable sur k ; comme k est infini,
il existe un a € k tel que les o;(x + ay) soient tous distincts ; le corps
k(x + ay) est alors une extension non séparable de k qui admet m = [k; : k],
k-isomorphismes distincts dans k et qui est par suite de degré > m, ce
qui démontre notre assertion. Pour tout j # 4, il existe un élément de
k; de degré [k; : k|s par rapport & k ; il existe donc un élément de R
dont le polynéme minimal est de degré > . [k; : k|s. Supposons main-
tenant que les k; soient tous séparables sur k mais que t(R) # {0}. Soit
x un élément de R tel que le polyndéme minimal f de la classe Z de x
modulo t(R) soit de degré >, [k; : k];. Ce polynéme est évidemment sans
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racine multiple. Si a € v(R), le polyndme minimal de z + a est divisible
par f ; il suffira de montrer qu’on peut choisir a tel que f(z + a) # 0 ;
si f(z) = 0, f(x + a) est de la forme ca, olt ¢ appartient & la classe
T(E) modulo t(R) ; comme 7/ est premier a f, T(w) est inversible dans
R/t(R), donc ¢ inversible dans R, d’ol ca # 0 si a # 0, ce qui démontre le
lemme 3.

5.2 Ramification et normalisation

Théoréme 1. — Soient 0 un anneau local intégre et intégralement clos, L son
corps des fractions, L' une extension algébrique de degré fini n de L, o' un
sous-anneau de L', entier sur o, dont le corps des fractions soit L', m l’idéal
mazimal de 0, m} les idéauz premiers de o' prolongeant m (ils sont en nombre
fini et maximaux et 'on a m; N o = m d’apres SCC, exposé 1), m’ = o'm,
R=0o'/w, k; =0 /m}, k =o0/m. Alors R est une algébre algébrique sur k,
et ona [R:kls =3[k kls <n;sio est un module de type fini sur o,
on an < [R:k|. De plus les conditions suivantes a) et b) sont équivalentes,
entrainent ¢) et sont méme équivalentes a c) si o' est un module de type fini
sur o :

a) [R:kls=mn,ie Y [k kls=n;
b) il existe n éléments x; de o' tels que Dy (x1,. .., x,) soit un élément
inversible de o ;

¢) R est une k-algébre séparable.

Corollaire 1. — Si a) et b) sont satisfaites, L' est une extension séparable
de L, o' est un o-module libre de type fini et est la fermeture intégrale de o
dans L'.

Cela résulte des lemmes 1 et 2, tenant compte de ce que la trace par
rapport & L de tout élément de L’ entier sur o est dans o.

Remarque. — La condition de finitude sur o’ est automatiquement satisfaite
si L’ est séparable sur L et 0 noethérien ou si 0 est une localité de L (SCC,
exposé 4, théoreme 1). La condition ¢) peut se formuler comme suit : on a
mo’ = N;m} et les k; sont séparables sur k. La premiere de ces conditions
signifie aussi que v(R) = {0}, et implique manifestement que moy,, = m} oy,
pour tout i. La réciproque est vraie, d’ou, si k est parfait, la forme Classiqué
de la condition de non ramification.

Démonstration. — Nous ferons la démonstration en supposant k infini (suffi-
sant pour ce dont nous aurons besoin), mais on peut se débarrasser de cette
hypothese. Comme le polynome minimal de tout élément de o’ sur L est a
coefficients dans o (o’ étant entier sur o), il s’ensuit aussitét que tout élément
de R est algébrique sur k de degré < n, donc que R satisfait a toutes les
conditions envisagées pour le lemme 3. Si 'on avait [R : k], > n, il existerait
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donc un élément T de R de degré sur k strictement supérieur a n, il en serait
a fortiori de méme du degré du polynéme minimal d’un représentant dans
o’ de cet élément (les coefficients de ce polynome étant dans 0), ce qui est
absurde. Donc [R : k]; < n.

Prouvons a) = c¢) : en effet si R n’était pas séparable, il résulterait encore
du lemme 3 qu'il existerait un élément de R dont le degré sur k soit > [R : k],
ce qui est absurde puisque [R : k|, = n.

Prouvons a) = b) : en effet, en vertu du lemme 3, il existe un générateur T
de R (qui est séparable de dimension n) ; on aura donc Dg/, (1,7, . .. TV £
0 (lemme 2) ; si & € o est un représentant de T, son polynéme mini-
mal réduit mod. m est multiple de celui de T sur k, donc identique a ce
dernier pour des raisons de degré. Or on constate facilement que le dis-
criminant, pour une base d’une extension monogene formée des puissances
1,€,...,€" 1 d’un générateur, s’exprime en polynéme universel, & coefficients
indépendants de la caractéristique, en les coefficients de 1’équation mini-
male de ce générateur ; d’ou résulte ici que Dp/.(1,7, ... ,T”’l) s’obtient
en réduisant mod m 'élément Dy, (1, z,. .. ,x"~ 1), qui est donc un élément
inversible de o.

Prouvons b) = a) : soient n éléments x; de o tels que D/ (z1,. .., %)
soit un élément inversible de o ; il en résulte d’abord que L’ est séparable sur L
(lemme 2), et 'on peut alors appliquer le lemme 1, (car Try, /L2y € osiz,y €
0’) qui nous apprend que o’ admet (x;) comme base sur 0. Les T; forment donc
une base de R sur k, et on constate aussitot que leur discriminant s’obtient
par réduction mod m de celui des z; ; il est donc non nul, et par suite R est
séparable (lemme 2). Donc [R : k]s = [R: k] =n, d’ou a).

Prouvons enfin que 'on a n < [R : k] si o’ est un module de type fini sur
o ; il en résultera aussi, sous ces conditions, que [R : k] = [R : k]s implique
n = [R : k]s, ol ¢) = a). Soit (T;) une base de R sur k ; il suffit de prouver
que les z; € o’ engendrent le o-module o’ (et a fortiori engendrent le L-espace
vectoriel L’). Soit M le sous-o-module du o-module o' = M, engendré par
les z; ; on a My +mM = M, i.e. en posant QQ = M/M; on a m@Q) = Q ; or
@ est un o-module de type fini, d’ot @ = 0 (SCC, exposé 1, appendice), i.e.
My =M. C.Q.F.D.

Définition 1. — Soient o un anneau local intégre et intégralement clos, L
son corps des fractions, L' une extension algébrique de degré fini de L, o’ la
fermeture intégrale de o dans L'. On dit que o est non ramifié dans L' s’l
satisfait aux conditions équivalentes a) et b) du théoréme 1.

Corollaire 2. — Soient A un anneau intégre et intégralement clos, L son
corps des fractions, L' une extension algébrique de degré fini n de L, A’
la fermeture intégrale de A dans L', 04,4 lidéal de A engendré par les
Dypijp(1,...,2,) pour tous les systémes de n éléments x; de A'. Soit p un
idéal premier de A ; pour que Ap soit ramifié dans L', il faut et il suffit que
p contienne D ar/a.
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En effet, Ap est ramifi¢ dans L’ si et seulement si, pour n éléments quel-
conques de la fermeture intégrale (Ap)’ de Ap, qu'on peut supposer écrits sous
la forme z;/a (z; € A’, a € A — p) d’apres SCC, exposé 1, proposition 5,
Iélément Dy /p(x1/a, ..., o, /a) est dans I'idéal maximal de Ap. Ceci signi-
fie (en multipliant par a®", qui est inversible dans Ap) que Dprjp(w1,...,2n)

appartient a p.

Corollaire 3. — Soient V une variété® normale sur le corps algébriquement
clos K, L = K(V) son corps des fonctions rationnelles, L' une extension
algébrique de degré finin de L, V' la variété normalisée de V' dans le corps
L', f Vapplication canonique de V' dans V. Pour que l’anneau local 0, d’un
point x de V soit non ramifié dans L', il faut et il suffit que f~1(x) contienne
exactement n éléments. Si L' est extension séparable de L, l’ensemble des
éléments de V' qui ont cette propriété forme un ouvert dense.

Précisons d’abord qu’on a défini dans SCC, exposé 7, théoreme 1, la
notion de schéma dérivé S’ dans L’ d’un schéma S de corps des fractions L,
et qu'on appelle en conséquence variété normalisée de V dans L' la variété
définie par le schéma dérivé dans L’ du schéma de V. Le morphisme canonique
S’ — S (loc. cit.) définit alors le morphisme V' — V de I’énoncé (cf. n® 2.5).
Si x € V, les points de f~!(x) correspondent donc aux idéaux maximaux de
la fermeture normale (0,)" de 0, dans L’ (loc. cit., théoreme 2). D’ailleurs o,
est normal, donc le théoreme 1 s’applique, et comme le corps résiduel k£ de
0, est K, donc algébriquement clos, les k; sont identiques a k, de sorte que
la condition [R : k], = n signifie précisément qu’il y a n idéaux maximaux
dans (0,)" ; ceci prouve la premiére assertion du corollaire.

Pour la seconde, on peut se borner au cas ou V est affine, donc défini
par une algebre affine A, de sorte que V' est définie par lalgebre affine A’
fermeture normale de A dans L’ (loc. cit.). Comme L’ est séparable sur L,
il existe n éléments x; de L tels que Dy p(z1,...,2,) # 0 (lemme 2), donc
on a, avec les notations du corollaire 2, 9 4/,4 # 0. L’ensemble des z € V' tels
que 0, se ramifie dans L’ s’identifie & ’ensemble des idéaux maximaux de A
qui contiennent I'idéal non nul 04//4 ; c’est donc un fermé de V', distinct
de V. C.Q.F.D.

Corollaire 4. — Sous les hypothéses du corollaire 3, soit n = [L' : L],. Alors
pour tout x € V, f~Y(x) a au plus n éléments, et l'ensemble des x € V tels
que f~1(z) ait n éléments est un ouvert dense.

Soit L’ le sous-corps de L’ formé des éléments séparables sur L ; alors
L’ est séparable de degré n sur L, et L' purement inséparable sur L. Soit
V! la normalisée de V dans L/, ; alors (loc. cit.) f se factorise en produit des
applications canoniques
v Iy v

S

2 (est-a-dire un ensemble (K, K)-algébrique irréductible.
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(V' g’identifie & la normalisée de V dans L’). Compte tenu du corollaire 3,
il suffit de prouver que f; est une bijection de V' sur V/. Pour ceci, on est
encore ramené au cas ol V est la variété affine définie par une algebre affine
A. Si A est sa fermeture normale dans L/, nous voulons donc démontrer
que tout idéal premier de A’ est trace d’un unique idéal premier de A’. Or
L' étant une extension normale de L’ dont le groupe de Galois est réduit &
I'unité, il suffit d’appliquer le lemme 3 de SCC, exposé 1.

5.3 Forme géométrique du “Main theorem” de Zariski

Le théoreme 2 de SCC, exposé 12, est essentiellement équivalent (dans le cas
de schémas correspondant & des variétés sur K) au cas particulier suivant,
de forme plus “globale” :

Théoréme 2. — (“Main theorem”) Soit f une application réguliére bira-
tionnelle d’une variété X dans une variété normale Y, telle que pour tout
y €Y, f~Yy) soit fini. Alors f est un isomorphisme de X sur une partie
ouverte de Y .

La référence ci-dessus dit en effet que l’application rationnelle f~! est
définie en tous les points de f(X), donc dans un ouvert U contenant f(X).
Soit g la restriction de f~' & U ; c’est une application réguliere de U dans
X, et on a évidemment fg = identité et gf = identité partout (puisque ces
identités sont vraies dans des ouverts denses, et que gf et fg sont continues),
d’ou résulte que f est un isomorphisme de X sur U.

Corollaire 1. — Soit f une application réguliére d’une variété X dans une
variété normale Y, telle que f(X) soit dense dansY . Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) X est normale, et f~1(y) est fini pour tout y € Y.

b) Le morphisme f est composé d’un isomorphisme de X sur une partie
ouverte d’une normalisée Y' de' Y dans une extension finie de L = K(Y), et
de application canonique Y’ — Y.

Evidemment b) = a) ; réciproquement supposons a) vérifiée. Soit L' =
K (X) le corps des fonctions rationnelles sur X ; grace & f on peut considérer
L' comme une extension de L. Comme les f~!(y) sont de dimension 0, il
s’ensuit que le degré de transcendance de L’ sur L est 0 (SCC, exposé 8,
théoreme 2) donc que L’ est une extension finie de L (puisque L’ est une ex-
tension algébrique ayant un nombre fini de générateurs). Soit Y’ la normalisée
de Y dans L'. Comme X est normale, f se factorise en X — Y’ — Y (SCC,
exposé 7, théoréme 1) ; or application X — Y est réguliere, birationnelle,
et les images réciproques des points de Y sont finies, donc, Y’ étant normale,
on peut appliquer le théoréme 2 : X — Y’ est un isomorphisme de X sur une
partie ouverte de Y. C.Q.F.D.
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Corollaire 2. — Soit f comme dans le corollaire précédent, et satisfaisant a
la condition a). Soit n le degré séparable du corps des fonctions rationnelles
de X sur celui de Y. Alors pour tout y € Y, il existe au plus n éléments
dans f~1(y), et l'ensemble des points de Y tels que f~'(y) ait n points est
un ouvert dense.

En vertu du corollaire 1, on peut supposer que X est un ouvert d’une
normalisée Y’ de Y. La premiere assertion résulte alors du corollaire 4 du
théoreme 1 appliqué & f : Y/ — Y. Soit Z le fermé complémentaire de X
dans Y ; son image f(Z) est une partie fermée de Y car Y’ est “complet au-
dessus de Y” (SCC, exposé 6, paragraphe 7, et exposé 7, théoreme 1) donc
f transforme fermés en fermés (SCC, exposé 8, théoréme 1 bis). Soit d’autre
part F' ’ensemble des points y € Y dont I'image réciproque dans Y’ contient
strictement moins de n points ; c’est une partie fermée de Y distincte de Y
(théoréme 1, corollaire 4). Alors ’ensemble des y € Y dont I'image réciproque
dans X contient strictement moins de n points est égal & F U f(Z) ; c’est
donc un fermé distinct de Y. C.Q.F.D.

Corollaire 3. — Soit f une application réguliére d’une variété normale X
dans une variété normale Y, telle que f(X) soit dense dans Y, et que pour
tout y € Y, f~1(y) ait un nombre fini de points, indépendant de y. Alors f
s’identifie a application canonique Y' — Y de la variété normalisée de Y
dans Uextension K(X) de K(Y), et par suite (SCC, exposé 7, théoréme 1)
st'Y est compléte (resp. projective), X est compléte (resp. projective).

(N.B. — On dit qu’une variété est compléte resp. projective, sile schéma associé
lest au sens de SCC, exposé 5.)

11 suffit d’appliquer le corollaire 1 ; X s’identifie & un ouvert de Y’ qui
est nécessairement tout Y’, en vertu du théoreme 1, corollaire 4, puisque
autrement il y aurait des points de Y dont I'image réciproque n’aurait pas le
“bon” nombre d’éléments.

Remarque. — En passant a la normalisée de X, on voit facilement que la
conclusion “X complete si Y complete” du corollaire 3 est valable méme si X
n’est pas supposée normale. Il est cependant essentiel que Y le soit, méme en
dimension 1, comme on voit en prenant pour Y une courbe complete ayant
un seul point double ordinaire, pour X la normalisée de Y privée d’'un des
deux points au-dessus du point double.

5.4 Variétés projectives

Nous venons de convenir qu’une variété est dite projective (resp. compléte) si
le schéma associé l'est (SCC, exposé 5). Une variété projective est complete

(loc. cit., proposition 7), mais la réciproque est fausse?.

3 D’apres un contre-exemple connu de Hironaka.
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L’espace projectif P(V'). Soit V un espace vectoriel de dimension finie n
sur K, L = K(V) le corps des fonctions rationnelles sur V. Le dual V' de V
est un sous-espace vectoriel de L ; soit S(V') le schéma projectif qu’il définit
(loc. cit.), i.e. le schéma défini par les algebres affines K[V’ 2/~1], ou 2’ € V’
2’ # 0. Soit S, le schéma affine défini par K[V’ 2'~!], P, la variété affine
correspondante, ensemble des homomorphismes de ’algebre affine envisagée
a valeurs dans K. Prenant une base (X1,...,X,) dans V' avec X; = 2/, (les
X; sont donc des générateurs algébriquement indépendants de L), V' z'~!
est l'espace vectoriel ayant pour base 1, Xo/X1,..., X, /X1, donc lalgebre
affine qu’il engendre est 'algébre de polynomes engendrée par les éléments
algébriquement indépendants Xo/X1, ..., X, /X;. Par suite, un élément de
P,/ s’identifie & un systéeme de n — 1 éléments de K (valeurs du caractere
associé sur les X;/X;, 2 < i < n) ou plus intrinsequement, & une forme
linéaire sur V' z/~! prenant la valeur 1 sur 1 € V'a’~!. Soit alors z € V
tel que (z,2’) # 0, soit T le point de P,/ associé a la forme linéaire X —
(z, X)/(x,2') sur V'2'~1 ; si H,, désigne 'hyperplan de V noyau de z/,
alors x — T est manifestement une application de V' — H,, sur P, et deux
éléments de V' — H,/ ont la méme image dans P, si et seulement s’ils sont
proportionnels. Soit Lg le corps des fonctions rationnelles sur la variété P(V)
définie par S(V) i.e. le corps engendré par V' '~ (ou encore le sous-corps de
K(Xy,...,X,) formé des fractions rationnelles homogénes de degré 0). Par
construction, pour tout x € V — H,/, T est caractérisé par la condition que
pour tout f = X/z' C V'2'~1 C Lo, f(T) soit défini et égal & X (x)/a2’(x). 1l
en résulte que si ¢’ est un autre point non nul de V', et siz € V—Hy — Hy,
alors les points de P,/ et P, définis par = sont identiques (car si T est le
premier, on aura pour f = X/y": f = (X/2')/(y'/2'), et comme y'/x’ est
défini et non nul en T, et X /2’ défini en T, f est défini en T et f(T) =
(X (z)/2'(x)/ (¥ (x)/2' (z)) = X (z)/y'(z) C.Q.F.D.). Ainsi pour tout = non
nul dans V', T désigne un point bien déterminé de P(V'), et 'application x — T
est une application de V —(0) sur P(V'), deux points z, y ayant la méme image
si et seulement s’ils sont proportionnels. Donc, en tant qu’ensemble P (V)
s’identifie & “I’espace projectif” défini par V', ensemble des droites vectorielles
de V. Quand on considérera cet ensemble comme variété algébrique, il sera
entendu qu’il s’agira de la structure qu’on vient de définir.

La vérification des points suivants, qui ne sont pas plus difficiles que ce
qui précede, est laissée au lecteur. La structure algébrique induite sur les P,
est aussi celle associée a la structure d’espace affine bien connue sur P, ; il
en résulte en particulier que l'application x — T de V — (0) dans P(V) est
réguliere. La topologie de P(V') est la topologie quotient ; en d’autres termes,
une partie de P(V') est fermée si et seulement si son image réciproque dans
V — (0) Pest ; il en résulte que les parties fermées de P(V') correspondent
aussi bijectivement aux cones fermés non vides de V' (les irréductibles corres-
pondant aux cones irréductibles, la partie vide au cone (0)), ou encore aux
idéaux homogénes de Valgebre affine K[V] = K[Xq,...,X,] de V, distincts
de K[V], qui sont intersections d’idéaux homogenes premiers (ces derniers
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correspondant aux sous-variétés de P(V) et a la partie vide de P(V')). Une
variété X est projective si et seulement si elle est isomorphe a une sous-
variété (fermée) d’un espace projectif P(V') (en effet, la définition par schémas
signifie exactement, apres traduction en langage compréhensible, que X est
isomorphe & une variété f(Y), out Y est une sous-variété d’un espace vecto-
riel V et f Papplication canonique de V' — (0) dans P(V)). Les applications
rationnelles d’un espace projectif dans un autre sont celles qui s’expriment,
apres introduction de coordonnées projectives, par des polynémes homogenes
tous de méme degré (et les points ol une telle application est définie sont
précisément ceux pour lesquels tous ces polynomes ne s’annulent pas simul-
tanément) ; résultat analogue pour les applications rationnelles d’un produit
d’espaces projectifs. Le produit de deuz espaces projectifs P(V') et P(W) est
une variété projective, et s’identifie méme canoniquement a une sous-variété
de P(V @ W) : il suffit de passer au quotient dans l’application (z,y) — 2 ®y
de V xW dans V@W. Il en résulte que le produit de deux variétés projectives
est une variété projective.

Définition des variétés grassmanniennes. Soit toujours V un espace vec-
toriel de dimension n ; nous allons mettre sur 'ensemble G4(V') de ses sous-
espaces vectoriels E de dimension d une structure de variété projective (pour
tout d tel que 1 < d < n). Nous pouvons supposer 1 < d < n. Il est bien
connu que pour tout E, le produit extérieur des éléments d’une base de F
est bien défini a une multiplication par un scalaire pres, et que 'application
f:Ga(V) — P(AYV) ainsi obtenue est injective. L’image en est d’ailleurs une
sous-variété fermée de P(A? V). Considérons en effet une base (e;)1<i<, de V,
soit Ey I’espace vectoriel sous-tendu par les e; avec 1 <1¢ < d, F' I’espace vec-
toriel sous-tendu par les autres e;, U 'ouvert affine dans P (A?V) correspon-
dant aux multivecteurs dont la composante suivant e; Aea A...Aeg est # 0 ;
il suffit de montrer que U N f(G4(V)) est une sous-variété fermée de 1’espace
affine U (car les U en question recouvrent P(A?V)). Or les E € G4(V) qui
correspondent & des points de U sont ceux qui se projettent sur Ey par la
projection parallele a F', cette projection étant donc un isomorphisme de F
sur Ey. Soient alors z;(E) (1 <14 < d) les éléments de E images inverses des e;
(1 <i <d). L’espace vectoriel E est compléetement déterminé quand on con-
nait les x;(E), donc quand on connait leur projections y;(FE) sur F, et ces pro-
jections peuvent étre prises arbitrairement : on aura alors z;(E) = e; +y:(E),
dott f(E)=e1A...Neg+ > (=1)F gy (E)YAer A A& A...Neg+. ...

1<i<d
Il en résulte, identifiant U & Iespace des multivecteurs dans A4V dont la
composante suivant ey A ... A eq est 1, que les composantes de f(F) peu-
vent s’exprimer comme polynomes bien déterminés en les composantes sui-
vant les ej Aer AL AE A A Neg (ol < i< d d+1<j < n)et
que ces dernieres (dont la donnée correspond a la donnée des y;(F)) peu-
vent étre choisies arbitrairement. Ainsi, identifiant U a un produit de deux
espaces affines convenables R et S, f(Gq) N U s’identifie au graphe d’une
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application polyndéme de R dans S, et est donc bien une sous-variété fermée
(d’ailleurs isomorphe & un espace affine). Nous avons ainsi prouvé que G4(V)
s'identifie & une sous-variété de P(A?V), (d’ailleurs “rationnelle”, i.e. bi-
rationnellement équivalente & un espace affine) et nous munirons par suite
G4(V) de la structure induite. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
que, si 1 < d < d < n, 'ensemble des (F,E) € G4(V) x Ga: (V) tels que
F C F est une sous-variété fermée du produit, d’ou résulte plus généralement
que pour des entiers donnés 0 < d; < dy < ... < di < n I’ensemble des
(B1,...,Er) € Gg, (V) x ... x Gq, (V) tels que By C Ey C ... C Ej est
une sous-variété fermée du produit (il suffit de noter qu’elle est fermée, elle
sera automatiquement irréductible et non singuliere, puisque le groupe con-
nexe GL(V) y opére transitivement) ; on Pappelle la variété des drapeauz de
type (di, . ..,dr). On appelle simplement drapeau dans V un (1,2,...,n—1)
drapeau de V ; ils forment donc une variété projective appelée variété des
drapeauz de V.

Rappelons enfin qu'une variété affine complete est réduite a un point
(SCC, exposé 5, numéro 4), et que I'image d’une variété complete par un
morphisme est une variété complete (résulte du fait que cette image est fermée
— SCC, exposé 8, théoreme 1 — et qu'un schéma dominé par un schéma
complet est complet — trivial sur les définitions —).

5.5 Appendice I. Localités non ramifiées +e

Soit L/K une extension de type fini d’un corps K ; soient o’ et o des localités
de L, m’ et m leurs idéaux maximaux, k' et k les corps résiduels o’ /m’ et o/m
respectivement. On suppose que o’ domine o ; on dit que o’ est non ramifiée
par rapport d o si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) le corps des fractions M’ de o’ est algébrique sur celui, M, de o ;
b) le corps k" est algébrique et séparable sur & ;
c) 'ensemble m est un ensemble de générateurs de I'idéal m’ de o’.

Dans ces conditions, o’ domine o régulierement (SCC, exposé 11) ; il en
résulte que o’ est anneau local d’un idéal maximal M d’un anneau O con-
tenant o et entier sur o (SCC, exposé 12, théoreme 1). L’anneau o est an-
neau local d’'un idéal premier d’une algebre affine A sur K ; la fermeture
intégrale A* de A dans M’ étant un A-module de type fini (SCC, exposé 4,
théoréme 1), la fermeture intégrale o* = o[A*| de o est un o-module de type
fini, et il en est de méme de O ; il en résulte en particulier que k&’ est de degré
fini sur k. L’anneau O n’est en général pas déterminé de maniére unique ;

4 L'hypotheése que le corps K est algébriquement clos n’est pas utilisée dans cet
appendice.
® Les deux appendices sont de Chevalley.
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nous allons montrer que, sous les hypothéses faites, on peut toujours prendre
O de la forme olu] ot u est un élément de o’ qui est racine d’un polyndme
unitaire F' a coefficients dans o tel que F'(u) ¢ m’ (ot F’ est le polynéme
dérivé de F).

Puisque m engendre m’, le transporteur a = mO: M de M dans mO n’est
pas contenu dans 9 ; on a donc a+ M = O ; soit donc u un élément de a tel
que la classe @ de v modulo m’ = 9o’ soit un générateur # 0 de I'extension
k' /k. Posons O1 = ofu], My = M N O, ; soient 0 Panneau local de M et
my; = MMyoy. 11 est clair que o’ domine 07, est non ramifiée par rapport a
01 et que o'/m’ = 01/my ; on va montrer que o; = o. Il suffira pour cela
de montrer que o’ C o07. Tout idéal maximal M’ # M de O contient mO
et par suite aussi a, donc u, et engendre par suite I'idéal unité dans 01[O]
(car u~=t € 01 puisque u ¢ ). Comme 01 [O] est 'anneau des fractions de la
partie D1 — My de O, on voit que 01[O] n’a qu’un idéal maximal, donc est
un anneau local ; c’est 'anneau local d’un idéal maximal de 9, qui ne peut
étre que M, d’olt 01[O] = o’. De plus, on a m’ = myo’ et o'/m’ = 01/my ; il
en résulte immédiatement que o’ = 07 + mjo’. Comme o’ est un module de
type fini sur 0y (puisque o’ = 01[9D]), il résulte de la formule o’ = 01 + myo’
et du lemme de Nakayama que o’ = 01.

Comme £’ est algébrique et séparable sur k, il existe un polyndme unitaire
G & coeflicients dans o tel que G(u) € My, G'(u) ¢ M;. Puisque u € a, on a
uG(u) € mO et, puisque O C o1, il existe des polyndémes A, B a coefficients
dans o tels que les coefficients de A soient dans m, que B(u) ¢ My et que
uG(u) B(u) = A(u) ; on peut manifestement supposer B unitaire. Soit d le
degré du polynéme unitaire XG(X) B(X) ; alors, si O = o+ou+...+oud"!
on a1 =9 +m9; ; appliquant a nouveau le lemme de Nakayama, on voit
que D7 = 9. Ceci montre qu'on peut supposer que A est de degré < d ; si
F(X)=XG(X)B(X)— A(X), F possede les propriétés requises.

Soit réciproquement o une localité. Soit u un élément d’un sur-corps du
corps des fractions de 0 qui est racine d’un polynéome unitaire F a coefficients
dans o ; s’il existe un idéal mazimal M de o[u] qui ne contient pas F'(u),
Ianneau local o' de M est une localité non ramifiée par rapport ¢ o. Soit
en effet G le polynéme minimal par rapport & k = o/m de la classe @ de u
modulo M, et soit F le polyndéme déduit de F' par réduction des coefficients
modulo m. Il est clair que F' est divisible par G’ mais que T’ ne Dest pas ; soit
G un polynéme & coefficients dans o qui donne G par réduction modulo m ; il
résulte alors de ce qu’on vient de dire qu’il y a un polynéme H a coeflicients
dans o tel que H(u) # 0 (mod M) et que GH — F soit & coefficients dans m ;
G(u) est donc dans 'idéal mo’. Or il est clair que 90t est engendré par m et
par G(u) ; on a donc mo’ = m’. Par ailleurs, comme 7 (u) # 0, on a aussi
@/(ﬂ) # 0 et il en résulte que W est séparable sur k. Ceci montre bien que o’
est non ramifiée par rapport a o.

Soit maintenant o une localité normale ; soit O un anneau contenu dans
un sur-corps du corps des fractions de o, contenant o et entier sur o ; soient
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m l'idéal maximal de o, M; (1 < i < h) les idéaux maximaux de O et o; leurs
anneaux locaux. Pour que o ne soit pas ramifiée dans le corps des fractions
de O au sens de la définition 1, il faut et il suffit qu’aucune des localités o;
ne soit ramifiée par rapport @ o. La condition est en effet nécessaire d’apres
le théoreme 1. Supposons-la satisfaite. Le transporteur de 9t N ... N My,
dans m O n’est alors contenu dans aucun des 9M; et contient par suite 1, ce
qui montre que mO = My N ... N My, donc que O/mO est somme directe
des O /9M; qui sont par hypotheése des extensions séparables de o/m ; alors
D /mO est une algebre séparable, ce qui montre que 0 n’est pas ramifiée.

Soient o’ et o des localités telles que o’ domine o et soit non ramifiée par
rapport & o ; soient p’ un idéal premier de o’ et p = p’ No ; alors o /p’ est
non ramifiée par rapport & o/p, et 0;3, non ramifiée par rapport a op : cela
résulte immédiatement du critere que nous avons établi plus haut.

On notera que la condition ¢) dans la définition des localités non ramifiées
peut aussi se formuler comme suit : ¢’) application naturelle de m/m? ®y, k’
dans m’/m’? est surjective. En effet, il est clair que c) entraine c’) ; si ¢’) est
satisfaite, soit n = mo’ ; on a m’ = n+ m’2, d’oit m’ = n + m’™ pour tout n,
et par suite m’ = n.

5.6 Appendice II. Une variante du “Main theorem” de
Zariski

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant, qui nous sera utile
dans la suite :

Proposition 1. — Soit f un morphisme d’une variété U dans une variété
normale V' tel que f(U) soit dense dans V. Soit x un point de U qui est un
point isolé de l’ensemble f~1(f(x)). Alors l’image par f de tout voisinage de
x dans U est un voisinage de f(x) dans V.

En remplagant U par sa normalisée (dans son corps de fonctions ra-
tionnelles lui-méme), on se ramene immédiatement au cas o U est normale.
Comme f~1(f(x)) a une composante irréductible {z} de dimension 0, on a
dim U = dim f(U) d’aprés SCC, exposé 8, théoreme 2, d’ou dimU = dim V'
le corps K (U) des fonctions rationnelles sur U est donc algébrique sur celui,
K(V), des fonctions rationnelles sur V. Soit U’ la normalisée de V' dans
K(U) ; lapplication f se factorise en f/og, ou f’ est Papplication canonique
U’ — V et g un morphisme birationnel U — U’. Soit 2’ = g(z) ; comme x est
isolé dans g~ ('), il résulte du théoreme principal de Zariski que anneau lo-
cal de x est anneau local d'un idéal maximal d’un anneau entier sur I’anneau
local de z’, donc est identique & ce dernier. La fonction sur U’ & valeurs dans
U réciproque de g est donc définie en z’, d’ott il résulte tout de suite que g in-
duit un isomorphisme d’une sous-variété ouverte convenable de U contenant
Z sur une sous-variété ouverte de U’.
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Il suffira donc de démontrer la proposition dans le cas ou U est la nor-
malisée de V' dans K (U). Dans ces conditions, I'image par f de toute partie
fermée de U est fermée dans V' (SCC, théoréme 1, exposé 7 et théoréme 1
bis, exposé 8). De plus, si Y, Y’ sont des sous-variétés fermées de V telles
que Y C Y’ et X une sous-variété fermée de U telle que f(X) =Y, il existe
une sous-variété fermée X’ de U contenant X et telle que f(X’) =Y. Soient
en effet 0(X) et o(Y) les anneaux locaux de X et Y respectivement ; o(X)
est donc l'anneau local d’un idéal maximal ¢ de la fermeture entiere O de
o(Y) dans K(U). La variété Y’ est déterminée par un idéal premier ' de
o(Y) ; puisque o(Y") est un anneau normal, il existe un idéal premier ¢’ de O
contenu dans r et tel que t' No(Y) =y’ (SCC, exposé 1, théoreme 4), ce qui
démontre notre assertion.

Ceci dit, soit U; un voisinage ouvert de z dans U, et soit A =U — Uy ;
on a f(U;) =V — B, ou B est l'ensemble des 3’ tels que f~1(y') C A ;il
suffira donc de démontrer que y = f(x) n’est pas adhérent & B. Or, supposons
le contraire ; y est alors adhérent a une composante irréductible B; de B,
dont 'adhérence est une sous-variété fermée Y de V passant par y. Comme
x € f~1(y), il y a une sous-variété fermée X de U passant par z telle que
f(X) =Y (voir l'alinéa précédent). Si X est une partie relativement ouverte
de X, f(Xo) contient une partie relativement ouverte Yy de Y et rencontre
par suite B; ; l'ensemble X N f~(Bj) est donc dense dans X. Or on a
f~Y(B1) C A et Aest fermé ; on a donc X C A, d’ol contradiction puisque
x ¢ A

Corollaire. — Soit f un morphisme d’une variété U dans une variété normale
V. On suppose que f(U) est dense dans V' et que l’ensemble A des points y
de V tels que f~1(y) soit fini est non vide. Alors A est ouvert dense dans V.

En effet pour y dans A, chaque point = de f~1(y) = f~1(f(x)) est isolé
dans cet ensemble fini.



6. Les théorémes de structure fondamentaux
pour les groupes algébriques affines’

6.1 Espaces de transformations

On appelle espace de transformation algébrique le systéme formé par un
groupe algébrique G, un ensemble algébrique FE, et une application réguliere
G x E — E, notée (g,x) — g - x, satisfaisant les conditions bien connues
e-x =xetg-(¢ x) = (99) 2. Si H est un sous-groupe invariant
fermé de G qui opere trivialement sur F, alors par passage au quotient
G/H opere sur E ; en utilisant les méthodes du n° 8.6, on prouve que
lapplication correspondante G/H x E — FE est encore réguliere (quand on
munit G/H de la structure de groupe algébrique décrite dans le théoréme 4
du n° 8.4), de sorte que E devient un espace de transformation algébrique
de groupe G/H.

Soit (E,G) un espace de transformation algébrique ; on appelle orbite
d’un point z € E l'ensemble des g -z (g € G).

Lemme 1. — Une orbite est ouverte dans son adhérence.

Si f est une application réguliere d’'un ensemble algébrique G dans un
autre E, alors I'intérieur de f(G) dans f(G) est dense dans f(G) : cela résulte
de SCC, exposé 7, théoreme 3 dans le cas ou G et E sont irréductibles, et s’en
déduit aisément dans le cas général. Prenons, dans le cas actuel, f(g) = g-x;
on voit donc que l'intérieur de l'orbite de x dans son adhérence est non vide,
or cet intérieur est évidemment invariant sous G, et comme G est transitif
dans l'orbite, la conclusion voulue apparait. Ainsi une orbite est un ensemble
algébrique sur lequel G opere transitivement ; ¢’est donc un espace de trans-
formation algébrique transitif par G, et en particulier tous ses points sont
simples (et a fortiori normaux) (puisqu’il existe des points simples dans un
ensemble algébrique non vide), et toutes ses composantes irréductibles ont
méme dimension. Si ’orbite n’est pas fermée, alors son complémentaire dans
son adhérence est une partie fermée de V', stable par G, de dimension stricte-
ment inférieure a celle de l'orbite. Il contient alors une orbite, nécessairement
de dimension inférieure & celle de G - x, d’ou :

Corollaire. — Une orbite de dimension minimum est fermée (en particulier,
il existe des orbites fermées).

! Exposé de A. Grothendieck, le 10.12.1956
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Le théoreme suivant est I’outil technique essentiel de la théorie de Borel :

Théoréme 1. — (A. Borel) Soit E un espace de transformation algébrique
complet de groupe G affine résoluble connexe. Alors il existe au moins un
point de E fixe sous G.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe distingué fermé de G. Alors I’ensem-
ble des points de F fixés par H est une partie fermée de E stable par G ; par
suite si elle n’est pas vide, c’est un espace de transformation algébrique sous
G, et méme sous G/ H puisque H y opeére trivialement, et tout point fixe de ce
dernier par G/H est un point fixe de E par G. Considérant alors une suite de
composition de G par des sous-groupes distingués connexes fermés a quotients
successifs abéliens, et tenant compte qu'un groupe algébrique quotient d’un
groupe algébrique affine est affine (¢f. exposé 3), une récurrence immédiate
sur la longueur de cette suite de composition nous ramene au cas ou G est
abélien. D’apres le corollaire au lemme précédent, il existe une orbite fermée
X =G -x ;s H est 'ensemble des g € G tels que g - x = x, 'application
g — ¢ - x définit alors une application réguliere bijective de G/H sur X.
Comme X est complete, il résulte du théoreme 2, corollaire 3 (compte tenu
que X est normale) que G/H est complete ; or H est un sous-groupe distingué
du groupe affine (abélien) G, donc G/H est affine, et par suite est réduit a
un point. Donc l'orbite X est réduite a un point, évidemment fixe par G.
C.Q.F.D.

6.2 Le théoréeme de Lie-Kolchin

Théoreéme 2. — (Lie-Kolchin) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie
sur K, et soit G un groupe algébrique d’automorphismes de V. Si G est
résoluble et connexe, il existe une base de V' par rapport a laquelle les éléments
de G s’expriment par des matrices triangulaires.

Il revient au méme de dire qu’il existe une suite de composition du G-
module V' dont les quotients successifs sont de dimension 1, i.e. un drapeau
de V invariant sous G (n° 5.4). Comme G est un groupe résoluble et connexe
opérant dans la variété des drapeaux, qui est complete, I’assertion est un cas
particulier du théoreme 1.

Corollaire 1. — Un groupe algébrique affine résoluble et connere admet une
suite de composition dont les facteurs sont connexes et de dimension 1.

Tout d’abord, ce résultat est immédiat pour le groupe T'(n) des matrices
triangulaires de degré n : en effet, désignant par T (1 < k < n) ’ensemble des
matrices triangulaires qui n’ont que des 1 sur la diagonale principale (et en
particulier T}, = {e}), et dont les coefficients a,; sont nuls si i < j <i+k, et
posant Tp = T'(n), on voit qu’on obtient ainsi une suite de composition dont
les quotients successifs sont T} /T;11 ~ D(n) = K*" sii =0, T;/T;41 ~ K"~*
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pour 1 < i < n. Raffinant la suite de composition précédente, on obtient une
suite de composition dont les quotients successifs sont isomorphes a K* ou
K. Si G est affine résoluble et connexe, il est isomorphe a un sous-groupe
fermé d’un T'(n) d’apres le théoréme 2 ; prenant la trace sur G d’une suite
de composition convenable de T'(n), on trouve une suite de composition dont
les facteurs L; admettent des représentations rationnelles fideles dans K* ou
K, et sont donc de dimension 1. Remplagant les L; par leurs composantes
neutres, on trouve une suite de composition formée de sous-groupes connexes,
a facteurs de dimension 1.

Corollaire 2. — Soit G un groupe algébrique affine résoluble et conneze. Alors
l’ensemble G, de ses éléments unipotents est un sous-groupe fermé invariant
nilpotent, et G/G,, est commutatif.

Comme G est isomorphe a un sous-groupe fermé d'un groupe T'(n), il
suffit de remarquer que les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont
ses éléments diagonaux, et qu’une matrice triangulaire est donc unipotente
si et seulement si sa diagonale se réduit a des 1. De plus, les sous-groupes T;
(1 < i < n) forment une suite centrale pour T'(n),, qui est donc nilpotent ;
il en est donc de méme de G,,.

Corollaire 3. — Soit G un groupe algébrique affine résoluble et connexe et
soit H un sous-groupe de G formé d’éléments semi-simples. Alors H est
commutatif ; son centralisateur et son normalisateur dans G sont identiques.

L’hypothese implique que 'homomorphisme de H dans G/G,, induit par
I’homomorphisme canonique est injectif ; comme G/G,, est commutatif, il en
est de méme de H. Soit ¢ € G normalisant H ; on a donc, pour h € H,
ghg=th™' € H ; or on a aussi ghg~'h~! € G, en vertu du corollaire 2, d’out
ghg ' h~! =e, et g centralise H.

Remarque. — Le fait que G soit connexe est évidemment essentiel pour la
validité du théoréme 2 (prendre G fini!). Cependant, on voit directement, par
récurrence sur la longueur d’une suite de composition a quotients commuta-
tifs, et utilisant le fait qu’un caractere rationnel multiplicatif sur un groupe
algébrique affine formé d’éléments unipotents est égal a 1, que si G est un
groupe algébrique linéaire formé d’éléments unipotents et si G est résoluble
(on verra en fait que la premieére hypothese implique déja que G est nilpotent),
alors il existe une base par rapport a laquelle G soit triangulaire.

6.3 Structure des groupes algébriques affines nilpotents

Théoréme 3. — Soit G un groupe algébrique affine nilpotent. Si G est con-
nexe, Gy, et G5 sont des sous-groupes invariants fermés connexes, G4 est dans
le centre de G, et G s’identifie au produit direct de G5 et G,,. En tout cas (G
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connexe ou non) deux éléments de G dont l'un au moins est semi-simple, et
l'un au moins est dans la composante neutre Gog de G, commutent.

Supposons d’abord G conneze ; en vertu du théoreme de Lie-Kolchin, on
peut donc supposer que G est un sous-groupe fermé d’un groupe T'(n). On
sait déja que G, est un sous-groupe fermé invariant (corollaire 2 au théoreme
2). Prouvons que Gy est dans le centre de G par récurrence sur dim G,
I’assertion étant triviale pour dim G = 0. Supposons donc dim G > 0 ;
alors le centre de G est de dimension > 0, de composante neutre C ; on
sait (n° 4.5, théoreme 4) que 'on a C' = C, x Cy. Si Cs # {e}, soit f une
représentation linéaire de G de noyau Cy (n°® 4.2, corollaire au théoréme 1),
et soit G’ = f(QG) ; d’apres ’hypothese de récurrence, G, est central dans G,
et de plus f~1(G%) = G5 puisque f(Gs) = G, (n° 4.4, corollaire au théoreme
3) et que G5 = G5C5 ; il en résulte que G est un sous-groupe fermé invariant
de G, et comme il est formé d’éléments semi-simples, il est central (théoreme
2, corollaire 3). Si C,, # {e}, soit f un homomorphisme rationnel de G ayant
pour noyau C,, et soit G’ son image. Alors pour s € Gy, f(s) est semi-simple
dans G’, donc central par ’hypothése de récurrence, donc pour g € G on a
gsg~ !t = su (u € Cy) ; comme s et u commutent c’est 1 la décomposition
canonique de gsg~! en ses parties semi-simple et unipotente, et comme gsg~*
est évidemment semi-simple, on a u = e, d’oit gsg~! = 5. On a prouvé que
G est 'ensemble des matrices semi-simples du centre de G, ce qui prouve
que c’est un sous-groupe fermé (théoréme 4 du n° 4.5) évidemment invariant.

L’application (s,u) — su de G5 X G,, dans G est donc une représentation
rationnelle, évidemment bijective ; pour montrer que c¢’est un isomorphisme,
il suffit de montrer que I'application ¢ — g5 de G dans G, est rationnelle.
Mais comme Gy est commutatif, on peut trouver une base de I’espace V ou
opere G, telle que par rapport a cette base, les matrices de G soient diago-
nales (n° 4.4, lemme 3), de sorte que pour g € G, g, est la partie diagonale
de g. Cela implique bien que g — g est rationnelle, donc que G est isomor-
phe a G4 x G, d’ot on conclut (puisque G est connexe) que G5 et G, sont
connexes.

Démontrons la deuxieme partie du théoreme, en distinguant les deux cas
possibles.

a) Prouvons que Gos est dans le centre de G. D’aprés ce qu'on a vu,
Gos est un sous-groupe fermé central connexe de Gy, évidemment invariant
par tout automorphisme de Gy, donc invariant dans G. Pour tout g € G,
I'automorphisme int(g) : s — gsg~! de Gos défini par g est d’ordre fini,
puisqu’on a g™ € Gy pour m convenable ; d’autre part, il résulte de la nilpo-
tence de G qu’il existe une suite de composition de G formée de sous-groupes
invariants T;, tels que int(g) induise l'identité dans les T;/T;41. Prenant les
traces des T; sur Gys, et appliquant la proposition 7 du n°® 4.6, on voit que
int(g) est l'identité sur Gos.

b) Tout élément semi-simple s de G centralise Go. En effet, comme on a
Go = Gos X Gou, et que s centralise Gy, d’apres a), il suffit de montrer qu’il
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centralise Gy,. Pour ceci, reprenant les T; comme ci-dessus, on applique le
lemme 4 du n° 4.6.

Remarque. — La structure des groupes algébriques affines connexes nilpo-
tents est ainsi ramenée au cas d’un groupe unipotent connexe. Bien entendu
cette structure est loin d’étre bien connue (méme dans le cas commutatif).
Signalons cependant que nous verrons au n° 7.4 qu'un groupe connexe unipo-
tent de dimension 1 est isomorphe a K, d’ou il résulte facilement qu’un groupe
unipotent connexe admet une suite de composition dont les facteurs sont iso-
morphes & K. Appliquant un résultat de Rosenlicht (qui implique que la
“fibration” d’un groupe algébrique par un sous-groupe fermé résoluble est
toujours “localement triviale”), et le fait qu’un espace fibré algébrique locale-
ment trivial sur K, de groupe K, est trivial (car la base K est un ensemble
algébrique affine), on trouve qu’un groupe algébrique affine nilpotent connexe
unipotent est isomorphe, en tant que variété, a un K™ (et sa loi de compo-
sition est donc donnée par des polynémes). La réciproque a été prouvée par
Michel Lazard.

6.4 Structure des groupes algébriques affines résolubles
et connexes

Théoréme 4. — Soit G un groupe algébrique affine résoluble et connexe. Alors
G, est un sous-groupe invariant fermé connexe nilpotent, les tores maximauz
de G sont conjugués par automorphismes intérieurs, et si T est un tel tore,
G est le produit semi-direct de G, par T.

(Cette derniere assertion signifie, par définition, que l’application
(s,u) — sude T x G, dans G est un isomorphisme d’ensembles algébriques.)

Les assertions concernant G,,, sauf la connexité, sont déja établies (corol-
laire 2 au théoreme 2) ; le fait que G,, est connexe résultera aussitot de la
derniere partie du théoréme. Le groupe G/G,, est un groupe affine commutatif
(théoreme 2, corollaire 2) dont tous les éléments sont semi-simples (car un
élément unipotent de G/G,, doit provenir d’un élément de G,, d’apres le corol-
laire du théoreéme 3 du n® 4.4 ; donc G/G,, est diagonalisable et connexe, c’est
donc un tore @ (n° 4.3, corollaire 2 du théoréme 2). Nous voulons prouver :

(i) Pextension G de @ par G,, est triviale, i.e. il existe un homomorphisme
rationnel f de @ dans G dont le composé avec G — @ soit 'identité.

Alors T = f(Q) est un tore dans G, et le fait que T soit un tore maximal
et conjugué a tout autre tore maximal revient alors a dire :

(i) pour tout tore S de G, il existe un g € G tel que gSg~! C T.

Au lieu de (ii), nous prouverons le résultat plus fort :

Lemme 2. — Soit G un groupe résoluble connezxe produit semi-direct du tore
T et de Gy, et soit S une partie semi-simple commutative de G. Alors il
existe u € G, tel que uSu=' C T.
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Pour démontrer (i), (ii) et le lemme 2, on est ramené au cas ou G,, est
commutatif, grace aux deux lemmes suivants, qui se démontrent par une
récurrence évidente :

Lemme 3. — Soit G un groupe algébrique, extension d’un groupe algébrique
Q par un groupe algébrique U, et soit (U;)o<i<n une suite de composition de
U par des sous-groupes invariants dans G. Pour que ’extension de @ par U
soit triviale, il suffit que, pour tout i avec 0 < i < n — 1 et tout sous-groupe
L de G tel que LNU =U,;, L-U =G, et tel que la bijection L/U; — Q soit
un isomorphisme, Uextension L/U;11 de Q par U;/U;y1 soit triviale.

Lemme 4. — Soit G = T - U un groupe algébrique produit semi-direct du
groupe algébrique T par le sous-groupe distingué U, et soit (Us;)o<i<n une
suite de composition de U par des sous-groupes invariants par T. Soit S une
partie de G, V un sous-groupe de G. Pour qu’il existe un v € V tel que
vSv™Y C T, il faut et il suffit que pour tout i avec 0 < i < n — 1 et tout
v €V tels que vSv~! C T -U;, limage S’ de vSv~! dans G/U;y1 (identifié
au prodwit semi-direct T+ (U; /U;+1) ), soit conjuguée d’une partie de T & l'aide
d'un v' € V' (o0 V' est limage de V dans G/U;41).

Nous appliquerons ces lemmes en prenant U = G, et la suite de com-
position de G, formée de G, et des dérivés successifs de G, enfin V = G
dans le lemme 4 (bien qu’'on pourrait raffiner en prenant, avec Borel, le terme
terminal de la suite centrale descendante de G). Nous supposerons donc G,
commutatif. Montrons qu’il existe un tore T' dans G appliqué sur @), par
récurrence sur la dimension n de G, 'assertion étant triviale si n = 0. Si
Q@ opere trivialement sur G,,, G est nilpotent et notre assertion résulte du
théoréeme 3. Sinon, il existe un élément de @) opérant non trivialement sur
Gy, et cet élément provient d’un élément semi-simple s de GG, n’appartenant
pas au centre. Donc le centralisateur Z(s) de s est # G ; d’autre part, en
vertu de la proposition 6 du n° 4.6, Z(s) est appliqué sur Q@ = G/G,, il en
est donc de méme de Z(s)g. La dimension de Z(s)g étant < n, ’hypotese
de récurrence s’applique, ce qui prouve l’existence du tore T en question.
Comme évidemment 7 N G,, est réduit & {e}, G s’identifie au produit semi-
direct T - G, en tant que groupe abstrait. Montrons enfin que I'application
naturelle (t,u) — tu de T x G,, dans G est non seulement réguliere, mais un
isomorphisme pour les structures d’ensembles algébriques. Or, G étant iden-
tifié & un groupe algébrique triangulaire (théoreme 2), cela se prouve comme
dans le théoréme 3. Cela prouve (i).

Pour prouver le lemme 2, on peut supposer que S est un sous-groupe
fermé de G, nécessairement diagonalisable ; S est donc ’adhérence de la
réunion d’une suite croissante de sous-groupes finis S,,. Soit M,, I’ensemble
des u € G, tels que uS,u~! C T ; c’est une partie fermée de G, et les M,
forment une suite décroissante de parties fermées de G, dont l'intersection
M est 'ensemble des u € G, tels que uSu~! C T. Pour montrer que M est
non vide, il suffit de le montrer pour chacun des M, ; on est donc ramené au



6.5 Sous-groupes de Borel, théoréemes de conjugaison 75

cas ou1 S est un groupe fini. Soit G/ = S -Gy, 8" =T NG’ ; alors G’ est le
produit semi-direct de S par G, et de S’ par G, et pour prouver que S et S’
sont conjugués par un élément de G, il suffit, comme il est bien connu, de
montrer que 'on a H*(S,G,) = 0 (ot G,, est considéré comme groupe abélien
sur lequel S opere). Or, si la caractéristique est p > 0, chaque élément de G,,
est d’ordre une puissance de p tandis que G est d’ordre premier a p, d’ou la
relation voulue, tandis que si la caractéristique est nulle, G, est isomorphe a
K™ et K étant de caractéristique 0, on a encore H*(S,G,) =0. C.Q.F.D.

Corollaire. — Soient G un groupe algébrique affine résoluble et connexe, S
une partie de G semi-simple et commutative. Alors le centralisateur de S est
connezxe, et S est contenue dans un tore maximal T de G.

La derniere assertion résulte du lemme 2. Supposons donc S C T ; alors le
centralisateur de S est identique & T'- G2, olt G est I’ensemble des éléments
de G, qui commutent & S. Il s’agit de prouver que G2 est connexe ; lorsque
S est réduit a un seul élément, cela résulte du corollaire de la proposition 5
du n® 4.6 ; le cas ou S est fini se démontre facilement par récurrence sur le
nombre d’éléments de S ; enfin, le cas général se ramene comme ci-dessus au

cas ou S est fini.

6.5 Sous-groupes de Borel, théorémes de conjugaison

Définition 1. — Soit G un groupe algébrique affine connexe. On appelle sous-
groupe de Borel de G tout sous-groupe résoluble connexe maximal de G.

Bien entendu, tout sous-groupe résoluble connexe de G est contenu dans
un sous-groupe de Borel de G (en particulier, il existe des sous-groupes de
Borel de G).

Théoréme 5. — Soient G un groupe algébrique affine connexe et B un sous-
groupe de Borel de G.

a) Les sous-groupes de Borel de G sont conjugués.

b) G/B est une variété projective, et pour qu’un sous-groupe fermé H de
G contienne un sous-groupe de Borel, il faut et il suffit que G/H soit une
variété compléte.

c) Les tores mazimauz T de G sont conjugués dans G ; un tore mazimal
de B est aussi un tore mazrimal de G.

Démonstration. — On peut supposer que G est un sous-groupe fermé de
GL(V). Soit F la variété des drapeaux de V' ; comme G opere sur F, il existe
donc une orbite fermée W = G - d (corollaire au lemme 1), ot d est un dra-
peau convenable. Considérons le stabilisateur By de d ; ¢’est un sous-groupe
fermé de G, résoluble puisqu’il est isomorphe & un sous-groupe d’un groupe
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T(n) (qui est résoluble) ; soit B la composante neutre dans B;. L’application
g — ¢ - d induit une application réguliere de G/B dans W, telle que I'image
réciproque d’un point de W ait toujours le méme nombre d’éléments (savoir
[By : B]). Comme W est projective, il en résulte que G/ B est aussi projective
(corollaire 3 au théoreme 2 du n° 5.3).

Soit R un sous-groupe résoluble connexe de G, et soit H un sous-groupe
fermé de G tel que la variété G/H soit complete. Alors R, opérant sur G/H,
admet un point fixe (théoréme 1), ou ce qui revient au méme, il existe g € G
tel que R-g-H =g-H i.e. g-' Rg C H. Appliquant ceci au cas ou H = B
et ot R est un sous-groupe de Borel, on voit qu'on doit avoir ¢! Rg = B,
d’ou résulte que B est un sous-groupe de Borel, et que les sous-groupes de
Borel sont tous conjugués & B ; ceci prouve a).

Prenant R = B, on voit ensuite que si G/H est complete, H contient
un sous-groupe de Borel de G (savoir g~!Bg). La réciproque est évidente,
puisque G/ B est compleéte, et qu’une image d’une variété compleéte par une
application réguliere est complete ; ceci prouve b).

Soit T' un tore maximal de B, et soit T’ un tore maximal de G ; comme
T’ est résoluble et connexe, il est conjugué & un sous-groupe de B, qui est
encore un tore maximal de G et a fortiori de B, et est donc conjugué a T
(théoréme 4) ; ceci prouve que T est aussi un tore maximal de G, et en méme
temps que deux tores maximaux de G sont conjugués, c’est 'assertion c).

Corollaire 1. — Tout élément g de G centralisant le sous-groupe de Borel B
est dans le centre de G.

En effet, Iapplication # — zgz~! de G dans G passe au quotient et
définit une application réguliere de G/B dans G. Or, G/B étant connexe et
complete (théoreme 5, b)) et G étant affine, cette application est constante,
ce qui signifie que g est dans le centre de G.

Corollaire 2. — Soient B un sous-groupe de Borel de G etT un tore maximal
de G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) G n'a qu’un seul tore mazximal ;
b) T est dans le centre de G ;

¢) G est nilpotent ;

d) B est nilpotent.

Si ces conditions sont satisfaites, on a B = G.

¢) implique b) en vertu du théoreme de structure des groupes nilpotents
(théoreme 3), b) implique a) en vertu de la conjugaison des tores maximaux.
Prouvons que a) implique d) : les tores maximaux de B sont des tores maxi-
maux de G, donc B n’a qu'un seul tore maximal, qui est donc invariant dans
B donc dans le centre de B (corollaire a la proposition 2 du n°® 4.3). Dans ce
cas il en résulte que B est isomorphe au produit direct T' x B,, (théoreme 4),
donc que B est nilpotent. Prouvons enfin que d) implique c), en prouvant que
d) implique G = B, par récurrence sur dim B. Si dim B = 0, i.e. B = {e},
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G = G/B est complete, donc G étant affine connexe on a G = {e}. Si
dim B = n > 0, la composante neutre H du centre de B est de dim > 0
(puisque B est connexe nilpotent) ; or H est dans le centre de G (corol-
laire 1) donc invariant dans G, B/H est un sous-groupe de Borel de G/H
puisque c’est un sous-groupe résoluble connexe tel que (G/H)/(B/H) = G/B
soit complete. Comme B/H est nilpotent, il est identique & G/H d’apres
I’hypothese de récurrence, d’ou B = G. C.Q.F.D.

Signalons le cas particulier suivant du corollaire 2 (compte tenu du
théoreme 3) :

Corollaire 3. — Pour que l'on ait T = {e}, il faut et il suffit que G soit
nilpotent et identique a sa partie unipotente.

Corollaire 4. — Soit T un tore mazimal de G. Alors le centralisateur con-
nexe C de T est identique a son normalisateur conneze, et C' est son propre
normalisateur connexe. De plus, C' est un sous-groupe nilpotent de G, et tout
sous-groupe de Borel de G contenant T contient C.

Soit N le normalisateur de T' de composante neutre Ny ; le groupe T
est invariant dans le groupe connexe Ny et il est diagonalisable, donc il est
dans le centre de Ny (corollaire & la proposition 2 du n° 4.3). Ceci prouve
I'identité du centralisateur connexe et du normalisateur connexe. Comme T’
est un tore maximal de C, c’est l'unique tore maximal d’aprés ¢) appliqué
aux tores de C, compte tenu que T est dans le centre de C'. Donc tout g € G
qui normalise C' normalise 7', la réciproque étant triviale ; les normalisateurs
de T et C coincident, donc aussi leurs composantes neutres, ce qui prouve
que N(T')o = C coincide avec le normalisateur connexe N(C')y de C. Enfin T’
est un tore maximal de C' et il est dans le centre de C, donc C est nilpotent
en vertu du corollaire 2.

Corollaire 5. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, B un sous-
groupe de Borel de G, R un sous-groupe fermé résoluble et connexe de G.
Soit X ladhérence de RB dans G. Alors X est un sous-ensemble fermé
irréductible de G et il existe un élément x de X tel que R soit contenu dans
xBx~ 1.

Comme R et B sont des ensembles algébriques irréductibles, il en est de
méme de R X B ; comme X est 'adhérence de I'image de R x B par le
morphisme (r,b) — rb a valeurs dans G, c’est une partie fermée irréductible
de G. Soit f lapplication canonique de G sur G/B ; la topologie de Zariski
de G/B est quotient de celle de G comme on le verra au n® 8.5, et 'on a
XB = X ;silon pose E = f(X), c’est une partie fermée irréductible de
G/ B, donc une variété complete. Le groupe G agit sur G, et X est stable par
le sous-groupe résoluble et connexe R de G; on en déduit une action de R
sur E. D’apres le théoreme 1, il existe un point de E fixé par R, de la forme
f(x) avec x € X. On a bien R C xBz~*.
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6.6 Théoremes de densité

Lemme 5. — Soient G un groupe algébrique connexe, H un sous-groupe
fermé conneze de G, N son normalisateur, e = dim N/H, A la réunion
des conjugués de H. Alors A est une partie constructible de G de dimension
< dimG — e, et pour que sa dimension soit égale a dim G — e, il faut et il
suffit qu’il existe un x € H qui ne soit contenu que dans un nombre fini de
conjugués de H. Si G/N est une variété compléte, A est fermé dans G.

(L’hypothese de connexion sur G et H n’a été faite que parce que SCC ne
traitait que des variétés irréductibles.) Soit X la partie de G/N x G formée
des couples (g,z) (g désigne la classe de ¢ € G dans G/N) tels que = €
gHg™ ! i.e. g7'xg € H (condition qui ne dépend que de (g,z)). Comme
I'ensemble des (g, ) dans G x G tels que g~ 'xg € H est évidemment fermé,
X est une partie fermée de G/N x G. De plus, X est irréductible, car c’est
I'image de la variété G x H par 'application réguliere déduite par passage
au quotient de l’application (g,h) — (g,ghg~!). Considérons la projection
X — G/N ; c’est évidemment une application réguliere surjective, dont les
“fibres” sont isomorphes a H, d’ou il résulte que X est de dimension égale a
dim G/N +dim H = dim G—dim N +dim H = dim G —e. Soit f 'application
de projection de X dans G ; on a évidemment A = f(X). Soit A; ’ensemble
des points de A tels que f~*(z) soit fini. Il en résulte que A est constructible
et de dimension < dim X = dimG — e, et que sa dimension est égale a
dim G — e si et seulement si A; n’est pas vide. Si G/N est complet, on montre
que G/N x G est complet au-dessus de G (SCC, exposé 6, paragraphe 7)
donc f(X) = A est une partie fermée de G (loc. cit., exposé 8, théoreme 1
bis). Cela prouve le lemme.

Supposons maintenant e = 0, i.e. H = Ny, et que A7 soit non vide, i.e. A
est dense. En vertu d’un théoréme de Chevalley (corollaire & la proposition 1
du n° 5.6) compte tenu que G est normal, on trouve que A; est ouvert dense,
et méme le résultat :

Corollaire. — Les groupes G et H étant comme dans le lemme 5, supposons
H identique a son normalisateur conneze, et qu’il existe un g € H qui ne soit
contenu que dans un nombre fini de conjugués de H. Alors 'ensemble U des
points g € G tels que l’ensemble E(g) des conjugués de H contenant g soit
fini non vide, est un ouvert dense. De plus?, il existe un entier r > 1 tel que
pour tout g € U, l'ensemble E(g) ait au plus r éléments, et tel que I'ensemble
V des g € G tels que E(g) ait exactement r éléments soit un ouvert dense
dans G.

Théoréme 6. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, T un tore
mazximal, C' son centralisateur connexe, B un sous-groupe de Borel de G.

a) La réunion des conjugués de C' contient un ouvert dense.

2 Utiliser le corollaire 2 du théoréme 2 du n° 5.3.
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b) Tout élément de G est conjugué d’un élément de B, i.e. est contenu
dans un sous-goupe de Borel.

¢) Tout élément semi-simple de G est conjugué d’un élément de T, i.e. est
contenu dans un tore mazximal.

d) L’intersection des tores mazimauz de G est identique a la partie semi-
simple du centre de G.

Pour prouver a), appliquons le lemme 5 avec H = C ; on a e = 0 en
vertu du corollaire 4 au théoréeme 5 ; on est ramené a trouver un élément
de C' qui ne soit contenu que dans un nombre fini de conjugués de C' ; nous
allons méme construire un =z € T tel que tout g € G tel que gzg~t € C
normalise T donc C' (ce qui implique que x n’est contenu que dans un seul
conjugué de C). Comme T est isomorphe & K*", il existe une suite croissante
de sous-groupes finis cycliques U,,, de T dont la réunion est dense (prendre n
nombres premiers qi, . . . , ¢, distincts et distincts de la caractéristique, et pour
tout entier m considérer le sous-groupe Z/(q7*) x ... x Z/(¢*) de K*™). Le
normalisateur de T est l'intersection des ensembles N, formés des g € G tels
que gU,, g~! C T, et comme ces ensembles forment une suite décroissante de
fermés, N est identique a I'un des N,,, de sorte qu’il suffira de prendre pour x
un générateur de U, (N.B. si on savait que K est de degré de transcendance
assez grand sur son corps premier, on aurait pu prendre plus simplement pour
2 un élément de T engendrant un sous-groupe dense). Cela prouve a).

A fortiori la réunion des conjugués de B est dense (puisque 'un d’eux
contient C' d’apres le corollaire 4 du théoreme 5) ; or elle est fermée en vertu
du lemme 5, compte tenu que G/B est complet (théoreme 5, b)) donc elle
est identique & G, d’ou b). Soit s € G, ; on vient de voir qu’il est contenu
dans un sous-groupe de Borel B, donc (corollaire du théoréme 4) dans un
tore maximal de B, qui est aussi un tore maximal dans G (théoreme 5, ¢)) ;
ceci prouve c¢). Soit s un élément semi-simple du centre de G ; il est contenu
dans un tore maximal comme on vient de voir, donc dans tous en vertu
du théoreme de conjugaison. L’intersection des tores maximaux est un sous-
groupe invariant fermé diagonalisable, donc central puisque G est connexe
(corollaire de la proposition 2 du n°® 4.3), d’ou d).

Corollaire 1. — Soient R un sous-groupe résoluble connezre de G, et x un
élément du centralisateur de R ; alors il existe un sous-groupe de Borel B de
G contenant R et x.

Soit B un sous-groupe de Borel de G ; il faut prouver qu’il existe un
élément de G/B invariant & la fois par R et par x. Or lensemble X des
éléments de G/B invariants par = est fermé et non vide puisque G/B est
complete et que z est contenu dans un sous-groupe résoluble connexe en
vertu du théoreme 6, b), de sorte qu'’il suffit d’appliquer le théoréme 1. Or X
est invariant par R, de sorte qu’il suffit d’appliquer le méme théoréme pour
trouver un élément de X invariant par R.
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Corollaire 2. — Soient S un tore de G et x un élément semi-simple de son
centralisateur ; alors il existe un tore maximal contenant x et S.

D’apres le corollaire 1, il existe un sous-groupe de Borel contenant x et
S, et en vertu du corollaire du théoréeme 4, il existe dans ce dernier groupe
un tore maximal contenant x et S, d’ou la conclusion.

Le résultat suivant sera renforcé plus loin (n® 9.3, théoreme 1).

Corollaire 3. — Tout sous-groupe de Borel de G est d’indice fini dans son
normalisateur.

Soient B un sous-groupe de Borel de G, et N son normalisateur ; posons
e = dim N/B. La réunion des conjugués de B est égale a G d’apres le
théoréme 6, b) ; elle est de dimension au plus égale & dim G — e d’apres
le lemme 5 appliqué & H = B. On a donc e = 0, d’ou le corollaire 3.

6.7 Théoremes de centralisation et de normalisation

Théoréme 7. — Soit G un groupe algébrique affine connexe.
a) Le centralisateur d’un tore S de G est connexe.

b) Soit T' un tore mazimal. Son centralisateur C' est connexe et identique
a la composante neutre du normalisateur N de T, donc W = N/C est un
groupe fini opérant fidélement par automorphismes dans T.

¢) C est un groupe nilpotent mazimal identique d son normalisateur con-
neze.

d) Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T ; alors NN B =C.

Soit g un élément du centralisateur d’un tore S ; d’apres le corollaire 1
au théoreme 6, il existe un sous-groupe de Borel B de G contenant S et
g. Or le centralisateur de S dans B est connexe (corollaire au théoreme 4)
donc g appartient a un sous-groupe connexe du centralisateur de S dans G,
et ce dernier groupe est connexe. Dans le cas ot S est un tore maximal T,
le corollaire 4 au théoreme 5 prouve donc b), ainsi que le fait que C est
nilpotent. Soit M un sous-groupe nilpotent contenant C' ; prouvons qu’il est
égal a C'. On peut supposer M fermé ; alors T est contenu dans la partie
semi-simple de la composante neutre My de M, donc est dans le centre de M
(théoreme 3) ; par suite, M est contenu dans le centralisateur C' de T', d’out
M = C' ; ceci prouve ¢) compte tenu du corollaire 4 au théoréme 5. Enfin d)
résulte du corollaire 3 au théoreme 2, appliqué au sous-groupe T de B.

Corollaire 1. — Le centre de G est égal a celui de son sous-groupe de Borel
B, et identique au centralisateur de B dans G.

Compte tenu du corollaire 1 du théoreme 5, il suffit de prouver que si g
est dans le centre de G, il est dans B. Or g appartient a un sous-groupe de
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Borel de G (théoréme 6, b)) donc & tous en vertu du théoréeme de conjugaison
(théoreme 5, a)).

Corollaire 2. — Soit g € G. Alors g est contenu dans le centralisateur con-
nezxe de sa partie semi-simple gs. Si s € Gy et u € G, commutent, u appar-
tient au centralisateur connexe de s.

Démonstration. — Pour la premiere assertion, on écrit g = g5 gy, gs est contenu
dans un tore (théoréme 6, ¢)), donc est dans le centralisateur connexe de g; ;
il reste a prouver la méme chose pour g,, ce qui nous ramene au deuxieme
énoncé.

Si la caractéristique de K est 0, le groupe algébrique engendré par un
élément unipotent u étant connexe (proposition 4 du n® 4.4), u est contenu
dans la composante neutre de tout groupe fermé le contenant. On est donc
ramené au cas de caractéristique p > 0. Il existe un tore maximal 7T de
G contenant s (théoreme 6, c)). Supposons d’abord que s normalise T ;
Pensemble des éléments de T' qui commutent & u est connexe (proposition 5
du n° 4.6) donc est un tore S ; alors u appartient au centralisateur de S qui
est connexe (théoreme 7, a)) et contenu dans le centralisateur H de s (puisque
s € 5), donc u appartient & la composante neutre Hy de ce dernier groupe.
Dans le cas général, comme T est un tore maximal de Hy, ainsi que uTu"?!,
il existe d’apres le théoreme de conjugaison appliqué & Hy un v € Hj tel que
vu normalise T, on est ramené a prouver que vu € Hy. Or w = vu centralise
s et normalise T', donc w, et w, ont les mémes propriétés ; on est ramené a
prouver que wg et w, sont dans Hy. On I’a vu pour w,, ; pour ws on utilise le
fait qu’il existe une puissance ¢q de p telle que w? € Hy (car, H' désignant le
groupe algébrique engendré par Hy et u, les éléments w, donc ws et w, sont
dans H', d’autre part H'/Hj est cyclique d’ordre une puissance de p). Il en
résulte que x; € Hy, car de la structure connue des groupes diagonalisables
résulte aisément le fait suivant : si M est un groupe algébrique affine, t un
élément semi-simple de M et ¢ une puissance de la caractéristique p, il existe
un t' semi-simple unique dans M tel que t'7 = ¢.

Remarque. — Contrairement a ce que pourraient faire croire ce dernier corol-
laire, et le corollaire au théoreme 4, il n’est pas vrai en général que le central-
isateur d’un élément semi-simple de G soit connexe (ni qu’une partie semi-
simple commutative de G soit nécessairement contenue dans un tore), comme
on voit par exemple en considérant la matrice diagonale (—1,—1,+1,+1)
dans G = SO(4) (ou 'ensemble des matrices diagonales dans SO(n)).






7. Sous-groupes de Cartan, éléments réguliers.
Groupes algébriques affines de dimension 1'

7.1 Sous-groupes de Cartan

La définition qui suit, valable pour tout “groupe abstrait”, est due a Cheval-
ley :

Définition 1. — Soit G un groupe. On appelle sous-groupe de Cartan de
G tout sous-groupe nilpotent mazximal dont tout sous-groupe d’indice fini est
d’indice fini dans son normalisateur.

Dans le cas ou G est un groupe algébrique, un sous-groupe de Cartan
C' est nécessairement fermé (puisque ’adhérence d’un groupe nilpotent est
nilpotent) ; d’autre part, si C' est un sous-groupe fermé de G, la condition
“tout sous-groupe d’indice fini dans C' est d’indice fini dans son normalisa-
teur” équivaut & “Cy est d’indice fini dans son normalisateur?”. En effet,
la premiere implique trivialement la seconde. Supposons réciproquement la
seconde vérifiée, et soit H un sous-groupe d’indice fini dans C' ; alors H est
compris entre Cy et C' (d’apres le théoreme 1 du n° 3.1), et admet donc Cy
comme composante neutre ; donc le normalisateur de H, évidemment con-
tenu dans celui de H, est contenu dans celui de Cy, d’ou résulte que H N Cy
est d’indice fini dans N(H), et a fortiori H est d’indice fini dans N(H).

Théoréme 1. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, C' un sous-
groupe de G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) C est un sous-groupe de Cartan.

(ii) C est le centralisateur d’un tore maximal.

(iii) C est nilpotent et identique & son normalisateur conneze.

En particulier, compte tenu du théoréme de conjugaison (théoréme 5, c)
du n° 6.5) :

Corollaire. — Les sous-groupes de Cartan de G sont connexes et conjugués
entre eux.

Démonstration du théoréme 1. — Admettons un instant (iii) = (ii) et prou-
vons (ii) = (i) et (i) = (iii). Soit C le centralisateur d’un tore maximal ;
nous savons que C' est nilpotent maximal et identique a son normalisateur

! Exposé de A. Grothendieck, le 14.01.1957
2 Ou Cp désigne la composante neutre de C.
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connexe (théoréme 7, ¢) du n° 6.7) ; a fortiori il est d’indice fini dans son
normalisateur, donc C' est un sous-groupe de Cartan d’apres ce qui a été
dit plus haut. Supposons que C' soit un sous-groupe de Cartan ; alors C' est
nilpotent et Cy est d’indice fini dans son normalisateur, donc d’apres (iii)
= (ii), Cy est le centralisateur d’un tore maximal, donc un sous-groupe de
Cartan et par suite nilpotent maximal ; on a donc C' = Cy, et C' est bien le
centralisateur d’un tore maximal.

Reste donc & prouver (iii) = (ii). Soit C' un sous-groupe nilpotent de G
identique a son normalisateur connexe ; prouvons que c’est le centralisateur
d’un tore maximal. Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant C' ; C est
un sous-groupe nilpotent de B identique a son normalisateur connexe dans
B ; il suffit de prouver qu’il est le centralisateur dans B d’un tore maximal
de B (car en vertu du théoreme 7, d) du n® 6.7 et du théoreme 5, ¢) du
n°® 6.5, c’est alors aussi le centralisateur d’un tore maximal de G). On est
donc ramené au cas ou G est résoluble. En vertu du théoréeme 3 du n°® 6.3
et du théoreme 4 du n° 6.4, on a C =S x C, ou S = (s est 'unique tore
maximal de C, et si T désigne un tore maximal de G contenant S, on a
G =T -G, (produit semi-direct). Soit M le centralisateur connexe de S ;
alors M contient T et il est donc de la forme T - M,, (théoréme 4 du n° 6.4),
ou évidemment M, D C, ; je dis qu’en fait M, = C,. Pour ceci admettons
un instant le :

Lemme 1. — Soit M un groupe affine nilpotent connezxe, et soit N un sous-
groupe connezxe de M distinct de M. Alors N est distinct de son normalisa-
teur connexe.

Si l’'on avait M,, # C,, le normalisateur connexe N de C,, dans M, serait
donc # Cy, et alors S - N serait un groupe connexe non contenu dans C'
et normalisant C, contrairement & I’hypothese sur C. Ainsi C,, = M, ; or
M, est évidemment normalisé par T (puisque T' commute a S), donc C est
normalisé par T et par suite T C C, d'ou S =T, donc C =S5. C, =T - M,
est bien le centralisateur connexe (= le centralisateur) du tore maximal 7.

Reste a démontrer le lemme. On procede par récurrence sur dim M, le
cas ou dim M = 0 étant clair. Soit dim M = n > 0 ; si N ne contient pas
la composante neutre H du centre de M, le lemme est clair ; autrement on
applique 'hypothese de récurrence & M/H (qui est de dimension < n) et au
sous-groupe N/H.

7.2 Eléments réguliers

Définition 2. — Soit G un groupe. Un élément de G est dit régulier s’il est
contenu dans un sous-groupe de Cartan et un seul de G.

Théoréme 2. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, g un élément
de G. Les conditions suivantes sur g sont équivalentes :
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(i) g est régulier i.e. (définition 2) g est contenu dans un sous-groupe de
Cartan et un seul.

(i bis) L’ensemble des sous-groupes de Cartan contenant g est fini non
vide.

(ii) gs est contenu dans un seul tore mazimal.

(iii) Le centralisateur conneze de gs est de dimension minimum.

(iv) Le centralisateur connexe de gs est un sous-groupe de Cartan.

(v) Le centralisateur conneze de gs est nilpotent.

Soit T' un tore maximal contenant g, (il en existe, d’apres le théoreme 6,
¢) du n° 6.6) et soit C son centralisateur (C' est connexe, nilpotent, et c¢’est
un sous-groupe de Cartan, d’apres le théoreme 1) ; C est contenu dans le
centralisateur connexe Z(gs)o de gs. Comme il existe des éléments s de T
tels que tout = € G satisfaisant & zsz~! € T normalise C' (cf. démonstration
du théoréme 6, a) du n° 6.6), et que C = N(T)o, il existe des éléments
dans T dont le centralisateur connexe est réduit a C. Donc la dimension
minimum envisagée dans (iii) est celle de C, et (iii) équivaut a Z(gs)o = C,
donc & (iv) et & (v) (car un sous-groupe contenant un sous-groupe de Cartan
C' est un sous-groupe de Cartan si et seulement s’il est identique a C, ou
encore si et seulement s’il est nilpotent !). D’ailleurs, les tores maximaux de
G contenant g, sont évidemment les tores maximaux de Z(gs)o, donc (ii)
signifie que Z(gs)o a un seul tore maximal, ce qui équivaut a (v) en vertu du
corollaire 2 du théoréme 5 du n° 6.5. Ainsi les conditions (ii), (iii), (iv) et (v)
sont équivalentes ; elles impliquent de plus (i), car d’une part g appartient
a Z(gs)o (corollaire 2 du théoréme 7 du n°® 6.7 démontré tout expres pour
¢a) donc & un sous-groupe de Cartan, d’autre part si g appartient a un sous-
groupe de Cartan C, C' est le centralisateur d’un tore maximal T" en vertu
du théoreme 1, et comme 7' = C on aura g5 € T, donc T et par suite C' est
uniquement déterminé.

Comme (i) implique (i bis) trivialement, il reste & prouver que (i bis)
implique que Z(gs)o n’a qu'un seul tore maximal. Soit C' un sous-groupe de
Cartan contenant g ; alors g € C' C Z(gs)o, et, comme Z(gs)o contient un
sous-groupe de Cartan C, les sous-groupes de Cartan de Z(gs)o sont des sous-
groupes de Cartan de G, ce qui nous ramene au cas ou G = Z(gs)o, i.€. au
cas ou gs est dans le centre Z de G. Il est immédiat sur la définition 1 que les
sous-groupes de Cartan de G sont les images réciproques des sous-groupes
de Cartan de G/Z, donc 'image de g dans G/Z est un élément unipotent
satisfaisant a (i bis), ce qui nous ramene a prouver ceci : si G est un groupe
algébrique affine connexe ayant un élément unipotent v = g satisfaisant & (i
bis), G est nilpotent. Comme wu est contenu dans un sous-groupe de Borel
de G (théoreme 6, b) du n° 6.6), et que les sous-groupes de Cartan de B
sont des sous-groupes de Cartan de G (théoreme 7, d) du n°® 6.7) u satisfait
a (i bis) dans B ; prouvons que B est nilpotent, il s’ensuivra que G lest
(corollaire 2 du théoreme 5 du n°® 6.5). Cela nous ramene au cas ou G est
résoluble. Soit C' = T - C,, un sous-groupe de Cartan de G contenant u ; nous
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voulons prouver C,, = G,, (ce qui prouvera que G est nilpotent). Dans le cas
contraire, en vertu du lemme 1 appliqué aux groupes nilpotents connexes G,
et Cy, le normalisateur connexe L de C, dans G, serait # C,, et, comme
LN N(C) = Cy, les vCv~! pour v € L forment une infinité de sous-groupes
de Cartan de G contenant u, contrairement a I’hypothese. C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Pour que g soit régulier, il faut et il suffit que g, le soit.

Corollaire 2. — Soit G un groupe algébrique affine connezxe. L’ensemble des
éléments réguliers de G est un ensemble ouvert dense dans G.

Cette assertion résulte aussitét de I’équivalence de (i) et (i bis), de
Pexistence d’éléments réguliers (visible sur la condition (iii)) et du corollaire
au lemme 5 du n° 6.6 appliqué & H = C, compte tenu de ce que N(C)y = C.

Remarque. — Soit m le nombre de sous-groupes de Borel de G contenant un
sous-groupe de Cartan C' ; on verra plus tard que m est 'ordre du groupe
de Weyl N(C)/C, mais dés maintenant il résulte facilement du théoreme de
conjugaison que les sous-groupes de Borel contenant C' sont conjugués par
des opérations du groupe de Weyl, en particulier il n’y en a qu’un nombre
fini. Soit g un élément régulier de G, et soit C 'unique sous-groupe de Cartan
le contenant ; alors les sous-groupes de Borel B contenant g sont exactement
ceux contenant C' (et il y en a donc exactement m). En effet, si B contient
g, il contient gy, donc l'unique tore maximal T de G contenant g,, donc
aussi C = Z(T) en vertu du théoreme 7, d) du n® 6.7. Dans le cas ou G est
semi-simple, on peut démontrer la réciproque, du moins si g est semi-simple
(condition d’ailleurs nécessaire, dans ce cas, pour que g soit régulier, comme
nous verrons plus tard) : si g est contenu dans exactement m sous-groupes
de Borel, et est semi-simple, il est régulier. (Résulte facilement du fait qu'un
tore maximal est alors l'intersection des sous-groupes de Borel de G qui le
contiennent.)

7.3 Théorémes de conservation

Théoréme 3. — a) Soit f un homomorphisme d’un groupe algébrique affine
connexe G sur un autre G'. Alors les sous-groupes de Borel (resp. les tores
maximaux, resp. les sous-groupes de Cartan) de G’ sont les images par f des
sous-groupes de Borel (resp. ...) de G,

b) L’application f transforme élément régulier en élément régulier.

c) Soit H un sous-groupe connezxe invariant de G. Alors les sous-groupes
de Borel (resp. les tores maximaux) de H sont les composantes neutres des in-
tersections avec H de certains sous-groupes de Borel (resp. tores maximaux)

de G.
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La derniere assertion est triviale, car un sous-groupe de Borel (resp. un
tore maximal) de H est contenu dans un sous-groupe de Borel (resp. un tore
maximal) de G, donc contenu dans la composante neutre de 'intersection
de ce dernier avec H, donc identique a cette intersection en vertu de son
caractere maximal. Pour la premiére assertion, il suffit de prouver que f
transforme un sous-groupe de Borel (resp. ...) en un sous-groupe de Borel
(resp. ...), les théoreémes de conjugaison impliquant alors qu’on obtient ainsi
tous les sous-groupes de Borel (resp. ...) de G.

Soit B un sous-groupe de Borel de G, et posons B’ = f(B) ; on a une
application réguliere surjective G/B — G'/B’ ; comme G/B est compléte
(théoréme 5, b) du n°® 6.5) il en est de méme de G'/B’, donc B’ contient un
sous-groupe de Borel de G’ (loc. cit.), et étant lui-méme résoluble et connexe
est un sous-groupe de Borel. Soient 7" un tore maximal de GG, B un sous-
groupe de Borel de G contenant T ; posons T’ = f(T), B’ = f(B). Pour
prouver que T” est un tore maximal de G’, il suffit de prouver que c’est un
tore maximal du sous-groupe de Borel B’, ce qui nous raméne au cas ol
G est résoluble. Mais alors on a G = T - G, (théoréme 4 du n° 6.4) d’ou
f(G) = f(T)- f(Gy), ce qui prouve que f(T') est un tore maximal du groupe
résoluble G’ = f(G). Soit enfin C le centralisateur de T' dans G, et prouvons
que son image C’ est le centralisateur de 7" dans ¢’ ; utilisant le théoréme
7, d) du n° 6.7 on est encore ramené au cas o G = B, G’ = B’, i.e. ou G
est résoluble. Il faut montrer que si g est tel que f(g) centralise f(7'), alors
on a f(g) € f(C). L’hypothese signifie que ¢Tg~* C H, ot H = f~Y(T")o ;
en vertu du théoreme de conjugaison appliqué aux deux tores maximaux 7T,
gTg~' de H, il existe h € H tel que hTh™' = gTg~! i.c. tel que g~ 'h =z
normalise T', donc soit dans C' (corollaire 3 du théoreme 2 du n°® 6.2), d’onr
résulte aussitot que f(g) = f(h) f(z)~! est dans f(C).

Soit g un élément régulier de G ; prouvons que g’ = f(g) est régulier.
Comme f(g)s = f(g)s et qu'un élément est régulier si et seulement si sa partie
semi-simple l'est (corollaire 1 du théoréme 2), on peut supposer g semi-simple.
Soit N le noyau de f ; l'application f se factorise en G — G/Ng — G’ (Ny
est la composante neutre de N), ce qui nous ramene & envisager séparément
le cas ou N est connexe, et celui ou NV est fini.

a) N est conneze. Soit S un tore maximal de G’ contenant g’ (théoréme 6,
c) du n® 6.6), soit H = f~1(9) ; c’est un groupe affine connezre, et d’apres la
premiere partie du théoreme 3, il contient un tore maximal de G s’appliquant
sur S, donc par conjugaison tous les tores maximaux de H sont maximaux
dans G et s’appliquent sur S. On sait que 'un d’eux contient I’élément semi-
simple g (loc. cit.) ; or g étant régulier est contenu dans un unique tore
maximal T, et comme S = f(7T) il n’y a quun seul tore maximal de G’
contenant ¢’, i.e. g’ est régulier dans G’ (théoreme 2).

b) N est fini. Alors, G étant connexe, N est nécessairement dans le centre
de G, donc les sous-groupes de Cartan de G sont les images réciproques des
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sous-groupes de Cartan de G, et la conclusion résulte aussitot de la définition
des éléments réguliers.

7.4 Groupes affines de dimension 1

Théoreme 4. — Soit G un groupe algébrique affine connezxe de dimension 1.
Alors G est isomorphe ¢ K ou a K*.

Supposons que G ne soit pas isomorphe & K*. Alors pour des raisons
de dimension, un tore maximal de G est réduit a I’élément neutre, donc
(corollaire 3 du théoréme 5 du n® 6.5) G est nilpotent et G = G,,. Comme le
groupe des commutateurs de G est connexe et # G, il est réduit a 0, donc G
est abélien unipotent. D’apres la démonstration du théoreme 2 du n® 6.2, G
admet une représentation rationnelle non triviale dans K ou K*, et comme
G est unipotent c’est donc une représentation f de G dans K, de noyau N
fini puisque G est de dimension 1 et f #£ 0. Si la caractéristique est nulle, le
groupe fermé engendré par g € G, g # 0 est isomorphe a K (proposition 4 du
n° 4.4), donc G est isomorphe a K. On peut donc supposer la caractéristique
p # 0. Alors le noyau N de f est un p-groupe (loc. cit., compte tenu que
G =G,).

Nous allons prouver que G/N est isomorphe a K, puis en conclure que G
est isomorphe a K par récurrence sur 'entier n tel que N soit d’ordre p”, ce
qui nous ramene a prouver les deux lemmes suivants :

Lemme 2. — Soit G un groupe algébrique connexe affine admettant une
représentation rationnelle bijective x dans le groupe K. Alors G est isomor-
phe a K. (Mais en général x n’est pas un isomorphisme !)

Lemme 3. — Soit G un groupe algébrique affine connexe abélien unipotent
admettant un sous-groupe N d’ordre p tel que G/N soit isomorphe a K. Alors
G est isomorphe a K.

Démonstration du lemme 2. — En vertu du corollaire 4 du théoreme 1 du
n® 5.2, le corps K(G) des fonctions rationnelles sur G est une extension
algébrique finie purement inséparable du corps des fonctions rationnelles sur
G’ = K, qui s’identifie & 'extension transcendante pure K (z) de K engendrée
par I'élément 2 de K(G). Ainsi K (G) est une extension radicielle de K (), son
degré sur K(z) est de la forme p™ ; or il est bien connu que, K étant un corps
algébriquement clos, il existe a un isomorphisme pres une extension radicielle
L et une seule de degré p” de K(z), savoir K (z)? "~ = K(zP "). (Pour le
voir, une récurrence immédiate nous ramene au cas ou n = 1, mais alors
K(z) C L C K(z)P ', et comme K(z)P " est de degré p sur K(z), car K (z)
est de degré p sur K(2)? = K (2P), on a nécessairement L = K (z)P ' .) Ainsi
2P~ est un générateur de K(G) sur K ; or  étant une fonction réguliere
sur G, il en est de méme de xP " (puisque G est normal), qui est donc
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une représentation rationnelle de G dans G’ = K, bijective et birationnelle.
Comme G’ est normale, c’est donc en vertu du Main Theorem (théoréme 2
du n° 5.3) un isomorphisme de variétés algébriques, donc un isomorphisme
de groupes algébriques.

Démonstration du lemme 3. — Soit = un isomorphisme de G/N sur K ; alors
K(G/N) s'identifie & L = K(x), et M = K(G) en est une extension galoisi-
enne de groupe de Galois N. De facon générale, si un groupe fini N opere
dans une variété G, de telle fagon que toute orbite de N soit contenue dans un
ouvert affine, il est facile de définir la variété quotient G/N, par la condition
que sa topologie soit la topologie quotient, et que les fonctions régulieres sur
un ouvert soient les fonctions régulieres invariantes sous IV sur 'ouvert ima-
ge réciproque. Et on prouve aisément que les fonctions rationnelles sur G/N
s’'identifient alors aux fonctions rationnelles sur G invariantes par N, de sorte
que K(G) est une extension galoisienne de K (G/N), ayant N pour groupe
de Galois. Ici N est isomorphe & Z/(p) = Z/p une fois choisi un générateur
o de N. En vertu de la théorie de Galois des extensions galoisiennes de degré
p (“extensions d’Artin-Schreier”), une telle extension M de L s’obtient en
adjoignant a L une racine d’une équation de la forme X? — X = u, ou u
est un élément de L tel que cette équation soit irréductible, ¢.e. non de la
forme v¥ —v (v € L). (Ceci résulte de Trp;/r1 = p-1 = 0, qui implique en
vertu d’un théoreme bien connu de Hilbert qu’on peut trouver f € M telle
que o(f) — f = 1, et posant alors u = fP — f, on aura u € L.) D’ailleurs,
lextension M ne change pas si on remplace u par u+u’, ot v’ est de la forme
vP —v (v € L). Dans le cas actuel, le groupe N opérant sans points fixes dans
G, G/N est non ramifié dans M (corollaire 3 du théoréme 1 du n° 5.2). On
en conclut facilement qu’on peut choisir w fonction réguliére sur G/N, soit
directement en utilisant le fait que G/N = K, et la décomposition canonique
des fonctions rationnelles en “éléments simples” ; soit mieux en invoquant
la suite exacte générale, donnant le groupe H'(X,Z/p) des revétements
non ramifiés (irréductibles ou non) d’une variété normale X, a l'aide du
groupe H°(X, ) des fonctions régulieres sur X, du groupe H!(X,0) (O
désigne le faisceau des anneaux locaux sur X), et de l'opération déduite de
I’endomorphisme f — fP — f du faisceau O :

0—Z/p— H°(X,0)— H'(X,0) - H(X,Z/p) - H'(X,0) - H' (X, 0)

(cette suite exacte s’établit élémentairement a l’aide de la théorie d’Artin-

Schreier, et du critere de non-ramification par le discriminant, donné dans

Pexposé 5). Dans le cas actuel, X = G/N = K est une variété affine, donc

HY(X,0) =0 ce qui implique bien qu’on peut prendre v € H(X, O).
Utilisons le fait que G est un groupe ; le diagrammme
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GxG@ — G

l l

XxX - x

(o X = G/N, les morphismes horizontaux étant donnés par les lois de
groupe) définit un homomorphisme du revétement produit G x G de X x X
dans le revétement image réciproque du revétement G par h, compatible
avec ’homomorphisme Z/p x Z/p — Z/p des groupes structuraux. Si D est
le noyau de ce dernier homomorphisme, on en conclut un isomorphisme du
revétement G x G/D de X x X sur le revétement h~!(G). Or ces revétements
sont définis respectivement par les fonctions u(z) + u(y) et u(h(z,y)) =
u(x + y) sur X x X, comme le montre un calcul immédiat. On a donc :

(*) u(z +y) —u(x) —uly) = w(z,y)’ —w(x,y)

ou w une fonction réguliere sur X x X. Supposons maintenant que u, qui
est un polynoéme en x, soit choisi de fagon que son degré n soit minimum ;
évidemment on a n > 1, et prouvons n = 1. Tout d’abord n n’est pas multiple
de p, car si le terme dominant de u était axz™P?, ou pourrait remplacer u par
u' =u— ((ba™)P — bxz™), ol b € K est tel que bP = a, et on aurait degu’ <
degu. Si on avait n # 1, le premier membre de (*) serait un polynoéme de
degré n exactement, tandis que le deuxiéme membre est de degré multiple
de p, ce qui est absurde. On a donc u = ax + b, et on peut le remplacer par
u = az. Ainsi, K(G) est engendré sur K (x) par une fonction réguliere f telle
que fP — f = ax, et il en résulte qu’on a en fait K(G) = K(f). Je dis que f
est un homomorphisme de groupes, i.e. qu'on a f(g+¢') — f(g) — f(g’) =0
pour g,g' € G. En effet, si le premier membre est noté F(g,g’), on aura
F(g.9')" — Flg.9') = aa(g + ¢) — az(g) — az(g’) = 0 puisque @ est un
homomorphisme de groupes, et cela prouve que F(g,g’) prend ses valeurs
dans le groupe & p éléments engendré par 1 € K, donc est constante (G X G
étant connexe), donc nulle comme on voit en faisant g = ¢’ = 0. Ainsi f est un
homomorphisme régulier et birationnel de G dans K, donc un isomorphisme
en vertu du Main Theorem.



8. Espaces homogenes de groupes algébriques1

8.1 Cohomomorphisme d’une application rationnelle

Soient U et V' des variétés, f une fonction (rationnelle) sur U & valeurs dans
V' ; ¢’est un morphisme dans V' d’une sous-variété ouverte D de U ; pour toute
partie A de U, nous poserons f(A) = f(DNA). L’ensemble B = f(U) est une
partie irréductible de V' ; nous désignerons par o son anneau local et par p
I’idéal maximal de o ; 0 est donc I’ensemble de celles des fonctions numériques
(i.e. & valeurs dans le corps de base K) v sur V qui sont définies en au moins
un point de f(U), et p est ensemble des v € o tels que v(y) = 0 pour tout
y € f(U) en lequel v est définie. Soit g une fonction sur V' a valeurs dans W,
définie en au moins un point de f(U) ; ensemble Uy des x € U tels que f
soit définie en x et g en f(x) est ouvert non vide, et 'application 2 — g(f(x))
de U; dans W se prolonge d’une maniere et d’une seule en une fonction sur
U a valeurs dans W ; nous désignerons cette fonction par g ® f, et nous
I’appellerons la fonction composée de g et de f. Nous exprimerons le fait que
g est définie en au moins un point de f(U) en disant que g est composable avec
/- Tl en est toujours ainsi dans le cas ot f(U) est dense dans V. Appliquons ce
qui précede au cas ot W = K (le corps de base). Les fonctions numériques (ou
fonctions rationnelles) sur V' composables avec f sont celles qui appartiennent
a 0 ; Papplication v — v® f de 0 dans le corps Fyy des fonctions numériques sur
U est un homomorphisme ¢ qu’on appelle le cohomomorphisme de f (pour
toute variété U, nous noterons systématiquement Fyy le corps des fonctions
numériques® sur U) ; le noyau de ¢ est p. Réciproquement, on montre que,
si F/ est une partie irréductible fermée de V', o son anneau local, p 'idéal
maximal de o et ¢ un homomorphisme 0 — Fy; de noyau p (il s’agit toujours
d’homomorphismes des structures d’algebre sur K), il existe une fonction f
et une seule sur U & valeurs dans V' de cohomomorphisme ¢ ; f(U) est une
partie dense de E. Pour que f soit définie en un point x € U, il faut et il
suffit qu’il existe un y € E tel que ¢ applique anneau local o(y) de y (qui
est automatiquement contenu dans o) dans anneau local de z ; le point
y est alors uniquement déterminé par cette condition et I'on a f(z) = y.
Si g est une fonction sur V a valeurs dans W, composable avec f, et v son

! Exposé de C. Chevalley, le 28.1.1957

2 Ce corps est aussi noté K(U) si I'on veut mentionner explicitement le corps
de base K (toujours supposé algébriquement clos). C’est ce que l'on a fait
précédemment.
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cohomomorphisme, I’application ¢ o~y prolonge le cohomomorphisme de g® f
et lui est égale si f(U) est dense dans V.

Proposition 1. — Soit f une fonction sur une variété U a valeurs dans une
variété V telle que f(U) soit dense dans V', et soit ¢ son cohomomorphisme.
Soit u une fonction numérique sur U. Les conditions suivantes sont alors
équivalentes :

a) u est radicielle sur p(Fy) ;

b) il existe un ouvert non vide 2 de U contenu dans les ensembles de
définition de u et de f tel que Uon ait u(z) = u(a’) toutes les fois que x, 2’ € 2
sont tels que f(x) = f(2').

Supposons a) satisfaite ; soit ¢ une puissance de I'exposant caractéristique
de K telle que u? = ¢(v), avec v € Fy. L’ensemble 2 des z € U tels que f
et u soient définies en x et v en f(z) est ouvert non vide ; si z, 2’ € §2 sont
tels que f(z) = f(2), on a u?(x) = v(f(z)) = ui(z'), d’ott u(z) = u(z’).

Supposons réciproquement b) satisfaite. Soit h la fonction sur U a valeurs
dans V x K telle que h(z) = (f(x),u(x)) si f et u sont définies en z, en
particulier pour z € 2 ; h({2) est épais et contient une partie relativement
ouverte non vide W de son adhérence. La projection de V' x K dans V induit
un morphisme [ de W dans V ; il est clair que f” est injectif et que /(W) est
dense dans V. Il existe une partie relativement ouverte W’ de W, non vide,
telle que, pour tout 2’ € W', W' soit normale en 2’ et V normale en f'(2') :
remplagant au besoin W’ par une partie ouverte non vide plus petite, on peut
supposer que f/(W') est une sous-variété ouverte normale V' de V. Soit ¢}
le cohomomorphisme de la restriction de f' & W’ ; pour tout ¢y € V/, f’fl(y)
se compose d’un seul point ; il résulte alors de ce qui a été dit antérieurement
(corollaire 2 au théoreme 2 du n° 5.3) que Fy est algébrique et radiciel sur
@1 (FY,/). En particulier, la projection de V' x K sur K induit sur W’ une
fonction numérique qui est radicielle sur ¢} (Fy-). Il existe donc une fonction
numérique v sur V et une puissance ¢ de l’exposant caractéristique telles
que u?(xz) = v(f(x)) pour tout z € U tel que f et uw soient définis en x
et (f(z),u(x)) € W’ ; ces points z formant un ouvert non vide de U, on a
u? = p(v) par continuité. C.Q.F.D.

8.2 Variétés quotients

Définition 1. — Soient f un morphisme d’une variété U dans une variété V
et @ son cohomomorphisme. Supposons les conditions suivantes satisfaites :
on a f(U) =V ; tout élément de Fy radiciel sur o(Fy) appartient & ce
corps ; si v est une fonction numérique sur V et si p(v) est définie en un
point x € U, alors v est définie en f(z). On dit alors que V est une variété
quotient de U par f.
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Théoréme 1. — Soit f un morphisme d’une variété U dans une variété V
telle que V' soit variété quotient de U par f. Soit g une fonction sur U a
valeurs dans une variété W ; supposons qu’il existe un ouwvert §2 #+ & de U
contenu dans l’ensemble de définition de g tel que les conditions x, x' € 2,
f(x) = f(z') entrainent g(z) = g(a'). Alors il existe une fonction® h et une
seule sur' V' a valeurs dans W telle que g =h©® f ; six € U, h est définie en
f(x) si et seulement si g est définie en x.

Si D est 'ensemble de définition de g, f(D) est épais et dense dans V' ; si
donc h, I/ sont des solutions du probléme, elles coincident sur un ouvert non
vide de V, ce qui démontre 'unicité. Pour démontrer ’existence et la derniere
assertion, on peut supposer sans restriction de généralité que g(U) est dense
dans W. Soient ¢ et v les cohomomorphismes de f et g respectivement ; soit
w € Fw ; sl z,2’ € 2 sont tels que f(z) = f(z') et que w soit défini en
g(x) = g(a’), on a (y(w))(z) = (y(w))(z') ; tenant compte de la définition
des variétés quotients et de la proposition 1, on voit que y(w) € p(Fy) ;
il existe donc un isomorphisme n de Fy sur un sous-corps de Fy tel que
v = pomn. Cest le cohomomorphisme d’une fonction h sur V a valeurs dans
W telle que g = h ® f. Si h est définie en f(z), g I'est en x.

Supposons réciproquement g définie en x, et soit z = g(x) ; soit w une
fonction de I'anneau local o(z) de z ; alors p(n(w)) = v(w) est définie en x,
donc n(w) est définie en f(z) par la définition des variétés quotients ; comme
n(o(z)) est contenu dans 'anneau local de f(z), h est définie en f(z).

Corollaire. — Les notations étant celles du théoréme 1, si g est définie en x,
elle est définie en tout point de f~1(f(x)) et est constante sur cet ensemblet.

Proposition 2. — Soit f un morphisme d’une variété U dans une variété V
tel que V' soit variété quotient de U par f. Soit g un morphisme de V' dans
une variété W, et soit h = go f. Pour que W soit variété quotient de U par
h, il faut et suffit que W soit variété quotient de V par g.

Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration, qui est facile.

Théoréme 2. — Soit f une fonction sur une variété U a valeurs dans une
variété V. ; supposons que f(U) soit dense dans V' et que, ¢ désignant le
cohomomorphisme de f, tout élément de Fy radiciel sur o(Fy) soit dans
p(Fv). Il existe alors une sous-variété owverte U' de U contenue dans le
domaine de définition de f et telle que, [’ désignant la restriction de f a U’,
F(U") soit une sous-variété ouverte V' de V et que V' soit variété quotient
de U’ par f'.

3 En particulier, supposons que ¢ : U — W soit un morphisme et que la rela-
tion f(x) = f(x') entraine g(x) = g(z') pour x,z’ dans U. Alors il existe un
morphisme h : V. — W tel que g = ho f.

4 De maniére plus précise, le domaine de définition U’ de g est de la forme f~* (V")
ot V/ est un ouvert non vide de V, le domaine de définition de h est égal & V',
etl'onag=ho fsurU.
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Remplacant U par une sous-variété ouverte, on peut supposer que f est
un morphisme. Tenant compte du théoréme 4 de 'exposé 8 de SCC et de la
remarque qui suit la démonstration de ce théoréme, on voit qu’il existe une
sous-variété ouverte V' de V qui possede la propriété suivante : si y € V/,
x €U, y= f(z), et si Y est une sous-variété fermée de V passant par y,
il existe une sous-variété fermée X de U passant par z telle que f(X) soit
dense dans Y. On peut de plus supposer V' normale et contenue dans f(U).
On pose U’ = f~1(V'). Or on a le lemme suivant :

Lemme 1. — Soient V' une variété, y un point de V' en lequel V' est normale
et v une fonction numérique sur V non définie en y. Il existe alors une sous-
variété Y de V passant par y telle que v=' soit définie en au moins un point
de Y et prenne la valeur 0 en tout point de Y ot elle est définie®.

Soit 0 'anneau local de V en y ; les a € o tels que av € o forment un idéal
a # o0 ; soit p un idéal premier minimal de a et soit O = oy son anneau local.
Sipsy,...,p, sont les idéaux premiers minimaux # p de a, il existe un exposant
n > 0 tel que p™ - py...p7 C a, dou p” O C a®O puisque p; O = O sii > 1.
Soit donc k le plus petit exposant > 0 tel que p*v C O ; on a k > 0. Soit
v ephlu v ¢ O, dot pv’ € O. Silon avait pov’ C p O, la multiplication
par v donnerait un endomorphisme du O-module de type fini p O ; alors v’
serait entier sur £ ; mais c’est impossible, car, o étant normal, il en est de
méme de O et v’ n’est pas entier sur O puisque v’ ¢ O. Donc pv’ contient
un élément inversible de O, et /"1 € 9. Onav' "t €pO, dotpO =219
puisque pv’ C O. On voit alors que vv'~* est un élément inversible de O,
d’ott v~ € 9. 1l correspond & p une sous-variété Y de V passant par y ; son
anneau local est O ; puisque v~! € O, v~! est définie en au moins un point
de Y ; comme v~ € pO, v! est nulle en tout point de Y ot elle est définie.

Ceci dit, démontrons le théoreme 2. Soit [’ : U’ — V' la restriction de f,
d’ott f/(U’) = V’. Soit y un point de V’ et soit v une fonction numérique sur
V non définie en y. Soit Y une sous-variété fermée de V passant par y qui
possede les propriétés du lemme 1 ; soit x un point quelconque de U’ avec
f'(z) = y. 1l passe par x une sous-variété fermée X de U telle que f(X) soit
dense dans Y. Soit u = ¢(v) ; il existe un ensemble X’ ouvert dense dans
X tel que ™! soit définie et nulle en tous les points de X’ ; cela signifie
que v~ ! appartient & I'idéal maximal de I’anneau local de X, ce qui implique
manifestement que u n’est pas définie en x. Ceci établit le théoreme 2.

Remarque. — On peut montrer que si x € U est tel que V' soit normale en
f(x) et que toute composante de f~1(f(z)) passant par z soit de dimension
dim U — dim V, alors on peut prendre U’ contenant x ; nous n’utiliserons pas
ce résultat plus précis.

5 Autrement dit, si V est normale, le complémentaire de ’ensemble de définition
de v € Fy est réunion des variétés polaires de v ; ’hypothese que V' est normale
est essentielle.
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8.3 Existence de variétés quotients

Soit f une application d’une variété U sur un ensemble A. S’il existe sur A une
structure de variété qui soit variété quotient de U par f, il n’en existe qu'une,
comme il résulte tout de suite du théoreme 1 ; on dit alors qu’il existe une
variété quotient de U par f. Dans I’énoncé suivant, nous appellerons partie
tubulaire (pour f) de U toute sous-variété ouverte T de U telle qu'il existe
une variété quotient de T par la restriction de f a T

Proposition 3. — Soit f une application surjective d’une variété U sur un
ensemble A. Supposons que, si x et x' sont des points quelconques de U, il
existe toujours une partie tubulaire de U (pour f) contenant x et 2'. Il y a
alors une variété quotient de U par f.

Pour toute partie tubulaire T', soit fr la restriction de f a T, et soit Ap
Pensemble f(7') muni de sa structure de variété quotient de T' ; soient ¢
le cohomomorphisme de fr, et Gy = @ (Fa,). Montrons que les corps Gr
sont tous égaux. Soient T et T’ des parties tubulaires et v € G ; si D est
I’ensemble de définition de u, D NT N T est un ouvert non vide de U, et
si x, «’ sont des points de cet ensemble tels que f(xz) = f(2'), on a u(z) =
u(z') (corollaire au théoreéme 1). Il en résulte, en vertu de la proposition 1
et de la définition 1 des variétés quotients, que 'on a u € G/ ; on a donc
Gr C Grps, ce qui montre que les corps Gp sont tous égaux. Soit G leur
valeur commune, et soit 3 I’ensemble des intersections avec G des localités
de Fy qui appartiennent au schéma de U. Si E est une partie irréductible
d’une partie tubulaire 7', on a, en désignant par o(E) et o(fr(E)) les anneaux
locaux de E et de fr(E) respectivement, o7 (o(fr(E))) = o(E)NG. En effet,
soit v une fonction numérique sur A ; si v est définie en au moins un point de
fr(E), pr(v) est définie en au moins un point de E, et la réciproque est vraie
puisque A est variété quotient de T par fr. Les éléments de 3 sont donc des
localités de G. Comme U est un espace noethérien, il peut étre couvert par
un nombre fini de parties tubulaires, ce qui montre que X est réunion finie de
schémas affines (on se rappellera que, si E est une partie irréductible de U,
o(E) =o(ENT) si E rencontre la partie tubulaire T'). Soient t = o(F) NG,
v = o(E') NG des éléments de X, E et E’ étant des parties irréductibles
de U ; il y a par hypothese une partie tubulaire 7" qui rencontre E et E’ ;
t et v/ sont donc images par o7 de localités du schéma de Ar et sont par
suite identiques ou non apparentées ; X est donc un schéma. Si y € A, les
intersections avec G des anneaux locaux des points de f~1(y) sont toutes
égales, comme il résulte immédiatement du fait que deux quelconques de ces
points sont dans une méme partie tubulaire ; si 0, est la valeur commune de
ces intersections, on vérifie immédiatement que y — o0, est une bijection de
A sur I'ensemble des localités de dimension 0 de X' ; cette bijection définit
sur A une structure de variété, qui est évidemment variété quotient de U

par f.
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8.4 Trace d’une fonction

Théoréme 3. — Soit f une fonction sur une variété U a valeurs dans une
variété V. ; supposons que dimU = dimV et que f(U) soit dense dans V.
Il existe alors des sous-variétés ouvertes U', V' de U, V respectivement qui
possédent les propriétés suivantes : U’ et V' sont normales ; la restriction f’
de f a U’ est un morphisme ; on a V' = f'(U') ; pour tout y € V', f'~(y)
a toujours le méme nombre d’éléments.

On peut manifestement supposer U et V normales et affines, et que f est
un morphisme ; soient P et () les algebres affines de U et V' respectivement ; si
 est le cohomomorphisme de f, on a (@) C P puisque f est un morphisme.
Comme dimU = dim V', Fy; est algébrique sur le corps des fractions p(Fy )
de Q' = p(Q). Comme P est & engendrement fini, il y a un élément v’ # 0
de Q' tel que P [v'~!] soit entier sur @ [v'~!]. Remplacant U et V par des
sous-variétés ouvertes, on peut supposer que P est entier sur ). La variété
U est alors la variété normalisée de V relativement a 'isomorphisme ¢ de
Fy sur un sous-corps de Fy, puisque P est la cloture intégrale de p(Q) dans
Fy ; le résultat découle alors d’un résultat établi antérieurement (corollaire
2 au théoreme 2 du n® 5.3). C.Q.F.D.

Soit f un morphisme d’une variété normale U dans une variété normale
V' ; supposons de plus que, pour tout y € V, le nombre n des points de
f~Yy) soit fini et toujours le méme. Soit ¢ le cohomomorphisme de f ;
supposons d’abord Fy séparable sur ¢(Fy ). Soient y un point de V', o(y)
son anneau local, o’ = ¢(0(y)), O la cloture intégrale de o’ dans Fy. Si p’
est I'idéal maximal de o', p’ O est Uintersection de n idéaux maximaux p;
(1 < ¢ < n) dont les anneaux locaux sont les anneaux locaux des points
de f~1(y) ; O/p’ O est isomorphe & la somme directe de n corps identiques
a K au moyen d’un isomorphisme qui applique tout ¢ € O sur I’élément
(t(x1),...,t(x,)), ol les x; sont les points de f~1(y) (cf. théoreme 1 du
n° 5.2). Il existe des éléments t; € O tels que t;(x;) = d;;, et ces éléments
forment une base de Fyy sur ¢(Fy ). Soit alors u une fonction numérique sur
U définie en z1,...,x, ; calculant la trace Tru de u par rapport a o(Fy ) au

n

moyen de la base (t1, ..., t,), on voit tout de suite que (Tru)(x;) = u(x;).

i=1

On en conclut que, si v est une fonction réguliére sur U, la formule :

n

v(y) = Z u(@:)  (ob{ar,... 2} =7 (y))

=1

définit une fonction réguliére v sur V.

Ce résultat doit étre modifié lorsque Fyy n’est plus séparable sur ¢(Fy ) ;
il existe alors une variété normale Uy, un morphisme f; de U dans U; et un
morphisme fy de U; dans V tels que, pour tout z; € Uy, f; (1) se compose
d’un seul point, que, pour tout y € V, f5 *(y) se compose de n points, que
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Fy soit radiciel sur 'image de Fy, par le cohomomorphisme ¢, de f; et

Fy, séparable sur I'image de Fy par le cohomomorphisme de fa. Si g est le

degré de Fy sur 1 (Fy, ), et si u est une fonction réguliere sur U, la formule
n

v(y) =Y. wu?(x;) définit une fonction réguliere sur V.
i=1

8.5 Application aux groupes : construction des espaces
homogeénes

Soient G' un groupe algébrique connexe et H un sous-groupe fermé® de G.
Pour tout t € H, le cohomomorphisme de la translation a droite par ¢ est un
automorphisme 7, du corps Fg ; soit R le corps des fonctions invariantes par
les 7;. Les fonctions de R sont appelées les fonctions H-invariantes (sur G).

Proposition 4. — Si s, s’ sont des points de G tels que sH # s'H, il existe
une fonction de R qui est définie en s et s' et y prend des valeurs distinctes.

Soit Hy la composante neutre de H ; soient g et h les dimensions de G et
H respectivement. Il existe une sous-variété (localement fermée) U de G de
dimension g — h passant par e telle que e soit un point isolé de U N Hy. Pour
le prouver, établissons le :

Lemme 2. — Soient U une variété de dimension m, x un point de U,
Ty,...,T, des sous-variétés de dimensions > 0 de U passant par x ; il existe
alors une fonction numérique u sur U, définie en x, y prenant la valeur 0,
qut n'induit 0 sur aucune des T;.

Soient o I’anneau local de x, t; 'idéal premier de o correspondant & T; ;
puisque dim 7; > 0, les t; sont tous distincts de 'idéal maximal p de o. Les t;
étant des sous-espaces de la structure d’espace vectoriel de p sur K (qui est
infini), il existe un u € p qui n’appartient & aucun des t;, d’ott le lemme 2.

Si U’ est une composante irréductible de I'ensemble des zéros de u qui
passe par x, U’ est de dimension m — 1 et, pour chaque i, U’ N T; est de
dimension < dim7;. Appliquons ceci & la situation qui nous occupe : on
construit inductivement au moyen du lemme 2 une suite (U;)1<;<p de sous-
variétés U; de G passant par e telle que, pour tout 4, toute composante
irréductible de U; N Hy passant par e soit de dimension h — i ; U = Uy
possede alors la propriété requise. On peut de plus manifestement supposer
que U est affine.

L’application (z,t) — xt est un morphisme de U x Hy dans G, soit f ; le
point (e, e) est isolé dans f~1(e) ; on a donc dimf(U x Hy) = dim(U x Hy) =
g—h+h = g,et f(U x Hy) est dense dans G. Il existe alors une sous-
variété ouverte normale W de U x Hj et une sous-variété ouverte (donc
normale) G’ de G telles que, pour tout z € G’, f'~1(z) contienne le méme

5 Le sous-groupe H n’est pas supposé connexe, contrairement a G.
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nombre n de points, ot f’ désigne la restriction de f & W (corollaire 4 du
théoréeme 1 du n°® 5.2). Soit w une fonction numérique partout définie sur
U ; il existe un exposant ¢, puissance de I’exposant caractéristique de K, tel
n
que la formule v(z) = > w¥(z;) (ou (z1,t1),...,(xn,tn) sont les points de
i=1
f71(2)) définisse une fonction numérique v sur G, partout définie sur G’ (cf.
n° 8.4). Cette fonction est toujours Hy-invariante. Soit en effet z un point
de G', et soient (z;,t;) (1 < i < n) les points de f'~1(2) ; lensemble A des
t € Hy tels que (z;,t;t) € W (1 <4 < n) est manifestement ouvert et non
vide dans Hy ;sit € A, on a 2zt € G’ et f'~1(zt) contient les points (x;,t; t),
qui sont en nombre n et qui sont par suite tous les points de f'~!(zt) ; on a
donc v(zt) = v(z) si t € A. La fonction v est donc constante sur zHy NG’
(car zA est dense dans zHp). Soit maintenant ¢ un élément quelconque de
Hy, et soit 7y le cohomomorphisme de la translation a droite par t ; on a donc
v(z) = (1¢(v))(2) pour tout z tel que z € G', zt € G’ ; comme les points z
ayant ces deux propriétés forment un ouvert non vide de G, on a v = 7 (v).
Ceci étant, soient z1, ..., 2, des points de G’ tels que les ensembles z; H
(1 < i <) soient tous distincts ; soient (x;, k) (1 < k < n) les points de
7 Y(z:), Aot x4, € 2 Hy ; les points z, (1 <i < v, 1 <k < n) sont donc
tous distincts, et, comme U est affine, on peut trouver une fonction numérique
u partout définie sur U qui prend en ces points des valeurs arbitrairement
données. On en conclut qu’il existe une fonction numérique v sur G qui est
Hy-invariante et qui prend en les z; des valeurs arbitrairement données.
Soient maintenant s et s’ des points de G tels que sH # s'H ; soient
t1,...,t, des représentants des classes de H suivant Hy ; les st; Hg, s't; Hy
sont donc tous distincts. Les ouverts G'(st;)~!, G'(s't;)™! se rencontrent?,
et il existe donc un a € G tel que les astj, as't; soient tous dans G'. Il
existe une fonction Hy-invariante v, qui prend en tous ces points des valeurs
arbitrairement données ; or, pour toute fonction Hy-invariante vq, il est clair

m
que ) 7¢;(v1) est une fonction H-invariante ; choisissant convenablement les
j=1
valeurs de v en les ast;, as't;, on voit qu’il existe une fonction numérique vy
sur G, qui est H-invariante, définie en as et as’ et telle que va(as) # va(as’).
Soit ¢ le cohomomorphisme de la translation a gauche par a ; ¢ commute
donc avec les cohomomorphismes des translations & droite, et v = o(vg) est
H-invariante ; v est définie en s et s’ et y prend des valeurs distinctes. Ceci
établit la proposition 4.

Théoréme 4. — Soient G un groupe algébrique connexe et H un sous-groupe
fermé de G (non nécessairement connexe) ; soit f Uapplication canonique
de G sur lensemble G/H. Il existe alors une variété quotient de G par f ;
st G/H est muni de cette structure de variété, et que ¢ désigne le cohomo-
morphisme de f, alors o(Fg, i) est le corps R des fonctions H-invariantes
sur G.

7 Par lirréductibilité de G.
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Il résulte immédiatement de la définition de R que tout élément de Fg
qui est radiciel sur R est dans R. Soit X un modele quelconque de R ; c’est
une variété munie d’un isomorphisme ¢’ de Fx sur R. On peut considérer ¢’
comme un isomorphisme de Fx sur un sous-corps de Fg ; comme tel, c’est
le cohomomorphisme d’une fonction f’ sur G & valeurs dans X. Il résulte
alors du théoreme 2 que ’on peut choisir X de telle maniere qu’il existe une
sous-variété ouverte G’ de G telle que, la restriction de f/ & G’ étant notée
/", X soit variété quotient de G’ par f”. Soient s et s’ des points de G’ tels
que f"(s) = f"(s') ; il est alors clair que, pour toute fonction v € R définie en
seten s, onauv(s)=uv(s) (car v = ¢'(w), ot w est une fonction numérique
sur X qui est définie en f’(s) = f”(s’) puisque X est variété quotient de
G’ par f”). Il en résulte que sH = s’H en vertu de la proposition 4. Soient
réciproquement s et s’ des points de G’ tels que sH = s'H : soit s = st
avec t € H. Si v est une fonction de R définie en s', il résulte de la formule
v = 7¢(v) (ou 7 est le cohomomorphisme de la translation a droite par t)
que v est définie en s. Il en résulte que toute fonction numérique w sur X
qui est définie en f”(s") lest en f”(s), d’ou f"(s") = f”(s). Il y a donc une
bijection j de X sur une partie de G/H telle que jo f” soit la restriction de f
a G’ ; autrement dit, G’ est une partie tubulaire relativement & f. Il est clair
que, pour tout a € G, aG’ est encore tubulaire relativement & f. Or, soient
s et s' des points quelconques de G ; comme G's~ ! N G's'~ # & (car G est
irréductible), il existe un a € G tel que as et as’ soient dans G’, de sorte que s
et s’ sont dans une partie tubulaire pour f. Il résulte alors de la proposition 3
qu’il existe une variété quotient de G par f ; la derniere assertion du théoreme
4 résulte immédiatement de notre construction de G/H.

Remarque. — Les notations étant comme ci-dessus, on peut non seulement
affirmer que tout élément de Fg radiciel sur R est dans R, mais que Fg est
séparable sur R, en vertu du lemme suivant :

Lemme 3. — Soient F' un corps et R le corps des invariants d’un groupe I
d’automorphismes de F. Alors F' est séparable sur R.

Soient en effet zi,...,x, des éléments de R tels que les xi/ P soient
linéairement dépendants sur F' (dans une cloture algébrique de ce corps) ;

nous voulons montrer qu’ils sont linéairement dépendants sur R. On se

ramene tout de suite au cas ol x}/ P J;i/f 1 sont linéairement indépendants
n—1

sur F. Soient ay, . ..,a,_1 dans F tels que z/? = > oa; J;;/p. Appliquant un
i=1

automorphisme v de I (qui se prolonge & F'/P), et tenant compte de ce que

les xi/ P (1 <i < n—1) sont linéairement indépendants sur F et invariants

par 7, il vient v(a;) = a; (1 < i <n —1); les a; sont donc dans R, ce qui

démontre le lemme 3.
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8.6 Propriétés des espaces homogenes

Proposition 5. — Soient H', H" des sous-groupes fermés d’un groupe
algébrique G tels que H” C H'. Si f est Uapplication canonique de G/H"
sur G/H', la variété G/H' est variété quotient de G/H" par f.

Cela résulte immédiatement de la proposition 2.

Proposition 6. — Soit G; (i = 1,2) un groupe algébrique, et soit H; un
sous-groupe fermé de G; ; soit f; Uapplication canonique de G; sur G;/H;.
Soit m un morphisme de Gy dans Go tel que m(sHy) C m(s)Hy pour tout
s € Gy ; Uapplication m* : G1/H1 — G2/ Hy telle que m* o fi = foom est
un morphisme.

Comme f3 om est un morphisme, cela résulte du théoreme 1.
La proposition 5 s’applique en particulier aux cas suivants :
a) m est un homomorphisme de G; dans Gs tel que m(H;) C Hj ;

b) on a G1 = Go, Hi = Hy et m est la translation a gauche par un
élément de G.

Dans le cas b), on voit que, si s est un élément d’un groupe algébrique
G et H un sous-groupe fermé de G, l'application z — s -z de G/H dans
lui-méme est un automorphisme de la variété G/H (s-x étant par définition
stH si z = tH). Il en résulte immédiatement que tous les points de G/H sont
simples.

Proposition 7. — Soit G; (i = 1,2) un groupe algébrique et soit H; un
sous-groupe fermé de G; ; soit f; Uapplication canonique G; — G;/H;.
Soit G = Gy x Go, H = Hy X Hsy, et soit f [application canonique
G — G/H ; lapplication g de G/H sur (G1/H1) x (G3/Hs) telle que
g(f(s1,82)) = (f1(s1), f2(s2)) est un isomorphisme de variétés.

Soit R; le corps des fonctions numériques H;-invariantes sur G;, et soit R
le corps des fractions de I’anneau integre® R; ® Ry. Comme Fg, est séparable
sur R;, il est algébrique et séparable sur un corps S; qui est une extension
transcendante pure de R; ; il est alors clair que le corps des fractions S de
S1® S5 est une extension transcendante pure de R et que le corps des fractions
Fo de Fg, ® Fg, est algébrique séparable sur S. Donc Fg est séparable sur
R, et tout élément de Fg radiciel sur R est dans R.

Soit h lapplication (s1,s2) — (f1(s1), fa(s2)) de G sur (G1/H1) x
(G2/Hs) ; il résulte du théoreme 2 qu’il existe une sous-variété ouverte
G’ de G telle que h(G") soit ouvert dans (G1/Hi) X (G2/Hz) et que, b’/
désignant la restriction de h & G', h(G') soit variété quotient de G’ par h'.
Or g est un morphisme (théoreme 1) ; f(G’) = g~ *(h(G’)) est donc ouvert

8 Comme le corps K est algébriquement clos, les corps R et Ry sont des extensions
réguliéres de K (SCC, exposé 14, proposition 3) et lalgebre R1 ® Rz n’a donc
pas de diviseurs de 0 d’apres loc. cit., théoreme 2.
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dans G/H et est variété quotient de G’ par la restriction de f & G'. Il en
résulte immédiatement que g induit un isomorphisme de f(G’) sur h(G’).
Par ailleurs, si a; € Gy, Papplication m de G/H sur lui-méme qui trans-
forme f(s1,$2) en f(a1$1,a2s2) est un automorphisme, et application m/
de (G1/H1) x (G2/Hz2) qui transforme (f1(s1), f2(s2)) en (fi(a151), fa(azs2))
est un automorphisme. Comme g om = m’ o g, on en déduit immédiatement
que g est un isomorphisme.

Proposition 8. — Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe algébrique G.
L’application (s,x) — s-x de G x (G/H) dans G/H est un morphisme.

Soient f lapplication canonique G — G/H et g 'application (s,t) —
(s, f(t)). L’application (s,t) — s- f(t) = f(st) est un morphisme de G x G
dans G/H et G x (G/H) est variété quotient de G x G par g (proposition
7) ; la proposition 8 résulte alors du théoréeme 1.

Proposition 9. — Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe inva-
riant fermé de G. La structure de groupe de G/H et sa structure de variété
quotient de G définissent alors sur G/H une structure de groupe algébrique.

On démontre que application (z,y) — zy de (G/H) x (G/H) dans G/H
est un morphisme en opérant comme dans la démonstration de la proposi-
tion 7. Soit f I’application canonique G — G/H ; s — (f(s))™' = f(s7!) est
un morphisme ; il en résulte (théoréme 1) que z — 2! est un morphisme de
G/H.

On notera qu’il a été établi que, si H est un sous-groupe invariant fermé
d’un groupe algébrique affine G, alors G/H est un groupe affine.






9. Le normalisateur d’un groupe de Borel'

9.1 Un lemme de dévissage

Lemme 1. — Tout automorphisme du groupe additif K (considéré comme
groupe algébrique) est de la forme x — cx, ¢ étant un élément # 0 de K.

Soit ¢ un automorphisme. Si 6 est ’application identique K — K, f oo
est une fonction numérique partout définie qui n’a qu'un seul zéro, a savoir
0, qui est d’ordre 1 ; une telle fonction est de la forme c#.

Lemme 2. — Soit G un groupe algébrique résoluble et connexe ; soient G,
l’ensemble des éléments unipotents de G et T un tore maximal de G. Soient
A et B des sous-groupes fermés connexes de G, dont les normalisateurs con-
tiennent T et tels que A C B. Il existe une suite croissante (H;)o<i<m de
sous-groupes fermés connexes de G, qui possede les propriétés suivantes :
Up = {e} ; pour 1 < i < m, le normalisateur de H;_1 contient H; et T ; il
existe un homomorphisme rationnel 0; de H; sur le groupe additif K de noyau
H;_1 qui définit par passage auz quotients un isomorphisme de H;/H;_1 sur
K ;on a, pour s € Hy, t €T, 0;(tst™!) = x;(t) 0;(s), xs étant un caractére
rationnel de T ; H; est engendré par H;_1 et par des éléments du centralisa-
teur de la composante neutre du noyau de x; dansT ; on a Hy, = Gy, ; A et
B figurent parmi les H;. Si A et B sont invariants dans G, on peut supposer
qu’il en est de méme de tous les H;.

Etablissons d’abord que, si C' est un sous-groupe invariant connexe de G
contenu dans G, et # {e} (e étant I'élément neutre), C' contient un sous-
groupe connexe de dimension 1 invariant dans G. On a déja vu (n° 6.2,
corollaire 1 au théoréme 2) qu’il existe une suite (Go, . .., G;) de sous-groupes
invariants connexes de G telle que Go = {e}, G;—1 C G; et dim G,;/G;—1 =1
sil<i<s,Gs=G,. Si Gy C C,notre assertion est vraie. Sinon, on procede
par récurrence sur dim C. Soit k le plus petit indice tel que C C Gj, ; Gp—1 C
est connexe, contient Gi_1 sans lui étre égal et est contenu dans Gy, d’ou
Gj-1 C = Gy. Soit €' = C N Gy_1 ; Papplication canonique G, — Gi/Gr-1
induit un épimorphisme de C' sur Gy /Gi—1 de noyau C’ ; si C’ est fini, C
est de dimension 1 ; sinon, la composante neutre Cj} de C” est de dimension
< dim C, mais > 0, et il suffit de lui appliquer ’hypothese inductive.

Ceci étant, soit H un sous-groupe fermé connexe # G, de G, dont le
normalisateur dans G contient T et sur lequel nous faisons ’hypotheése sui-

1 Exposé de C. Chevalley, le 4.2.1957
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vante : ou bien a) H C Aet H # A, oubienb) AC HC Bet H+# B ;ou
bien ¢) B C H. Soit N un groupe qui est le normalisateur connexe de H dans
A dans le cas a), dans B dans le cas b), dans G, dans le cas ¢). Ona N # H
en vertu du lemme 1 du n° 7.1. Le normalisateur de N dans G contient T ;
NT est un groupe algébrique résoluble connexe contenant H et N comme
sous-groupes invariants. Appliquant le résultat établi ci-dessus & NT/H, on
voit qu’il existe un sous-groupe fermé connexe invariant H' de NT contenu
dans N, contenant H et tel que H'/H soit de dimension 1. On a H' C A dans
le cas a), H' C B dans le cas b), et H' C G,, dans tous les cas. Comme H'/H
est de dimension 1 et se compose d’éléments unipotents, il est isomorphe a
K (théoreme 4 du n° 7.4). Il existe donc un homomorphisme rationnel 6 de
H’ sur K de noyau H qui définit par passage aux quotients un isomorphisme
de H'/H sur K ; tout autre homomorphisme 6’ ayant les mémes propriétés
est de la forme s — c6(s) en vertu du lemme 1. Sit € T, s — tst™! est
un automorphisme de H’ qui conserve H ; 0(tst~!) est donc de la forme
x(t)0(s), x(t) € K* (le groupe des éléments # 0 de K). Prenant s tel que
0(s) = 1, on voit que x est un morphisme de 7" dans K* ; c¢’est évidemment
un caractere. Soit @) la composante neutre du noyau du caractere x de T', et
soit C' son centralisateur dans le groupe H'Q ; comme Q est un tore maximal
de H'Q, C est un groupe de Cartan de H'Q (n° 7.1, théoreéme 1). Soit 7
I’homomorphisme canonique de H'Q sur H'Q/H ; w(C) est donc un groupe
de Cartan de H'Q/H (théoréme 3 du n° 7.3). Or il est clair que H'Q/H est
un groupe commutatif, et en particulier nilpotent, d’ott 7(C) = H'Q/H, ce
qui montre que H’ est engendré par H et par des éléments de C. Supposons
maintenant de plus que H soit un sous-groupe invariant de G, et qu’il en
soit de méme de A et B. Le groupe N est alors invariant dans G, et N/H
est un sous-groupe invariant de G/H. On peut alors prendre pour H' un
sous-groupe invariant de G. Les considérations précédentes permettent de
construire inductivement une suite (H;) ayant les propriétés énoncées.

9.2 Un lemme de géométrie algébrique

Lemme 3. — Soient G un groupe algébrique, H un sous-groupe fermé conneze
de G, f Uapplication canonique de G sur G/H. Si V est une partie fermée
irréductible de G/H, alors f~*(V) est une partie fermée irréductible de G.

Démonstration. — Posons C = f~1(V) et notons C1,...,C, les composantes
irréductibles de C. On a

C=C-H=UC; H.

Or, pour tout 7, ’ensemble C; - H est 'image par la multiplication G xG — G
de I’ensemble irréductible C; x H, donc son adhérence C; - H est irréductible.
Comme on a C; C C; - H, on en conclut C; = C; - H = C; - H. Comme la
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topologie de Zariski de G/H est quotient de celle de G, il existe des parties
fermées Vi,...,V, de G/H telles que V = U V; et C; = f~1(V;). Comme V

est irréductible, il existe un indice i tel que V; = V', d’ou C; = C'. Ceci prouve
que C est irréductible.

9.3 Normalisateur d’un groupe de Borel

Théoréme 1. — Soit B un groupe de Borel d’un groupe algébrique affine
connexe G. Alors B est son propre normalisateur dans G.

Démonstration?®. — Le normalisateur N de B dans G est un sous-groupe fermé
de G. On sait que B est la composante neutre de N (n° 6.6, corollaire 3 du
théoreme 6). De plus, tout élément du groupe algébrique affine N est produit
d’un élément semi-simple de N et d’un élément unipotent de N (n° 4.4,
théoréme 3). Il suffit donc de prouver que B contient les éléments semi-
simples et les éléments unipotents de V.

Lemme 4. — Soient gy € N et Z un sous-groupe fermé, connezxe et résoluble
de G. On suppose que l’on a gO_1 2"V g0z € B pour tout z € Z. Il existe alors
un élément xo de G avec les propriétés suivantes :

a) le sous-groupe xal Z xo de G est contenu dans B ;

b) les éléments go et g1 = xal go xo appartiennent a la méme composante
connezxe de N.

Soit X l'adhérence de ZB ; on a évidemment e € X, et comme Z et B
sont connexes, et ’application (z,b) — zb continue, X est connexe. D’apres
le corollaire 5 au théoreme 5 du n° 6.5, il existe o € X tel que xal Zxg C B.
D’ou a).

Pour prouver b), introduisons ’ensemble P des éléments h de G tels que
h='goh € N, et 'ensemble N; des éléments de la forme 71 gy z avec z € X.
Il est clair que P est fermé, et comme B est un sous-groupe de N, on a
PB = P. Montrons que Z est contenu dans P. Soit z € Z ; vu ’hypothese
faite sur go et Z, on a 27 ggz € go B, et comme gg appartient & N, on a
goIN C N, dou z € P. Vu les propriétés de P, on a X C P, c’est-a-dire
7 gox € N pour tout z € X. Comme X est connexe, et que ’application
x — x ' gox est continue, N; est une partie connexe de N, qui contient
évidemment go = e 'gpe et g1 = xal go To, d’out b).

Le lemme 4 étant démontré, soit g un élément semi-simple de N. D’apres
le théoreme 6, ¢) du n°® 6.6, il existe un tore maximal Z de G contenant g ;
comme Z est commutatif, on a ¢g~'2z7'gz = e pour tout z € Z. D’apres
le lemme 4, il existe un élément zy de G tel que xgl Zxyg C B et queg
appartienne a la méme composante connexe de N que z, gz = g1 ; comme

2 On remarquera que la démonstration n’utilise par les lemmes 1 & 3.



106 9. Le normalisateur d’un groupe de Borel

onage€ Zet a:gl Zxog C B,on ag; € B, et comme B est la composante
neutre de IV, on a finalement g € B.

Supposons maintenant que g soit unipotent. Soit B’ un groupe de Borel
de G contenant g (n° 6.6, théoreme 6, b)). L'ensemble B’ des éléments
unipotents de B’ est un sous-groupe fermé, connexe et nilpotent de G (n° 6.4,
théoreme 4) et contenant g. Soit (H;)o<i<m la suite centrale descendante
de B'™ ; chaque groupe H; est fermé, connexe et invariant dans B"™, on a
H; D Hiyp pour 0 < ¢ < m—1, Hy = B™ et H,, = {e} ; enfin, on a
(B™, H;) C Hi11 pour 0 < i <m — 1. Notons C la composante connexe de
N contenant g.

Soit i un entier tel que 1 < i < m pour lequel il existe un élément wu; de
G avec les propriétés suivantes :

(a); le sous-groupe Z; = ui_l H; u; est contenu dans B ;

(b); Uélément p; = ui_l gu; appartient a C'.

Appliquons le lemme 4 au cas gg = p; et Z = ui_l H;_1 u;. 1l est clair que Z
est un sous-groupe fermé, connexe et résoluble de G ; pour z = u;l hi—1 u;
dans Z (avec h;—1 € H;—1), le commutateur de p; et z est de la forme

u; (g i ghiot) u

et appartient donc a ui_l H;u;, donc a B d’aprés (a);. Avec les nota-
tions du lemme 4, posons u;,—1 = u;xg, et pi_1 = u;_ll gu;—1. On a
alors p;_1 = x; L pi zo. 11 résulte aussitot du lemme 4 que le sous-groupe
Ji1 = u;ll H,_1ui_1 = a:ngmo est contenu dans B et que p;_1 et p;
appartiennent & la méme composante connexe de N, d’ou p;_1 € C.

Pour i = m, on a H,, = {e} et g € C, et Pon peut démarrer la récurrence
descendante avec u,, = e. On peut donc construire une suite (ug, U1, . .., Um,)
d’éléments de G satisfaisant aux propriétés (a); et (b); pour 0 < i < m. En
particulier, pour ¢ = 0, on obtient les relations ugl HyugC B et ugl gupeC;
on a aussi g € B™ = Hy, et comme B est la composante neutre de N, on
a C = B, d’ou finalement g € B puisque C' est la composante connexe de g
dans N. C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Soit B un groupe de Borel du groupe algébrique affine et
connexe G. L’application qui d tout x € G/B fait correspondre le groupe de
stabilité de x est une bijection de G/B sur Uensemble des groupes de Borel
de B.

Soit f l'application canonique de G sur G/B ; si ¢ = f(s), s € G, le
groupe de stabilité de = est sBs~!, qui est un groupe de Borel. Comme tous
les groupes de Borel sont conjugués (n° 6.5, théoréme 5), application en
question est surjective ; siz = f(s), 2’ = f(s') sont tels que sBs™! = s'Bs'~1,
s~ 1s’ normalise B, donc est dans B, d’olt x = z'.

Corollaire 2. — Tout groupe de Borel B d’un groupe algébrique affine et
connexe G est un sous-groupe résoluble maximal de G.
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Soit H un sous-groupe résoluble de G contenant B ; soient H I’adhérence
de H, et Hy la composante neutre de H ; H est résoluble et connexe d’apres
la remarque du n° 3.4, et contient B, d’ott Hy = B ; H étant dans le nor-
malisateur de Hy = B, on a H = B d’aprés le théoreme 1.

Corollaire 3. — Soit T un tore mazimal d’un groupe algébrique affine et
connexe G ; soient C et N respectivement le centralisateur et le normalisateur
de T. Soit B un groupe de Borel contenant T ; les groupes de Borel contenant
T sont alors les sBs™', o s € N ; si s, s € N, on ne peut avoir sBs™! =
s'Bs'~! que si s = s’ (mod C). Le nombre des groupes de Borel contenant T
est fini et égal a [N : CJ.

Si sBs~! est un groupe de Borel contenant T, sT's~! et T sont des tores
maximaux de sBs~!, donc conjugués dans sBs~! (n° 6.5, théoréme 5) ; si
sTs™t = b'TV =1 avec b’ € sBs™ !, alors b'"'s = s’ est dans N et sBs™! =
s'Bs'~!. Soient maintenant s et s’ des éléments de N tels que s'Bs'~! =
sBs™!; 5715’ est alors dans le normalisateur de B, donc dans B (théoréme
1) ; de plus s7's’ € N. On a NN B = C d’apres le théoréme 7 du n° 6.7,
d’ott s = s’ mod C, et N/C est fini d’apres loc. cit.

Définition 1. — Les notations étant celles du corollaire 3, le groupe N/C
s’appelle le groupe de Weyl de T .

Tous les tores maximaux de G étant conjugués (n° 6.5, théoréme 5), ces
tores ont des groupes de Weyl isomorphes. Un groupe abstrait isomorphe
aux groupes de Weyl des tores maximaux de G est aussi appelé un groupe de
Weyl de G.

9.4 Le radical

Définition 2. — On appelle radical d’un groupe algébrique affine et conneze
G la composante neutre de lintersection des groupes de Borel de G.

Le radical est manifestement un sous-groupe invariant fermé résoluble

de G.

Proposition 1. — Le radical de G est le plus grand sous-groupe invariant
fermé résoluble connexe de G.

En effet, un sous-groupe invariant connexe et résoluble de G est contenu
dans au moins un groupe de Borel, donc dans tous par conjugaison, et par
suite aussi dans le radical.

Définition 3. — On appelle semi-simple un groupe algébrique affine et con-
nexe dont le radical se réduit a l’élément neutre.

Proposition 2. — Soit R le radical d’un groupe algébrique affine et conneze
G. Le groupe G/R est alors semi-simple et ses sous-groupes de Borel sont les
groupes de la forme B/R ou B est un sous-groupe de Borel de G.
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Compte tenu du lemme 3, un sous-groupe fermé S de G est connexe si
et seulement si S/R est connexe. De plus S est résoluble (resp. invariant) si
et seulement si S/R est résoluble (resp. invariant). La proposition 2 résulte
aussitot de la.

9.5 Les groupes a un parametre d’un tore

Soit T" un tore. Nous appellerons groupe a un paramétre de T tout homo-
morphisme rationnel 7 du groupe multiplicatif K* des éléments # 0 de K
dans T ; soit I'(T") 'ensemble des groupes a un parametre de T'. Siy € I'(T),
nous désignerons par Supp~y l’ensemble des v(z), z € K*. Si v et v sont
dans I'(T), il en est de méme de application x — ~(z) 7/(x) ; on a ainsi
une loi de composition dans I'(T') relativement & laquelle I'(T') constitue un
groupe commutatif comme on le vérifie tout de suite. Ce groupe sera noté
suivant les besoins, tantdt additivement, tantot multiplicativement. Soit aussi
X(T) le groupe des caracteres de T, i.e. des homomorphismes rationnels de
T dans K*. Siy € I'(T), x € X(T), x o~ est un homomorphisme rationnel
de K* dans lui-méme, donc de la forme z — x™, n étant un entier bien
déterminé ; nous poserons n = (v, x). Considérant I'(T) et X(T') comme
des modules sur Z, (v, x) — (v, x) est évidemment une forme bilinéaire sur
I'(T) x X(T). Montrons qu’elle définit un isomorphisme de 'un quelconque
des modules I'(T"), X (T) sur le dual de 'autre. On peut se limiter au cas ou
T = (K*)? pour un certain d > 0. Le groupe X (T') est alors, comme on l'a
vu, le Z-module libre de base les éléments y; (1 < i < d) tels que

Xi(T1, ..., 2q) = x; (1<i<d) (ou(x,...,24) € (K*)9).

Par ailleurs, 'application «; qui fait correspondre a tout z € K* 1’élément
de (K*)¢ dont la i-eme coordonnée est x et les autres coordonnées valent 1
est un groupe & un parametre ; on a (y;,x;) = 0; (1 <4, j < d). Si v

d
est un élément quelconque de I'(T), il existe des entiers e; tels que (y— >
i=1

d
ei Vi, X;) = 0 pour 1 < j <d, ce qui entraine manifestement que vy =) e;7v;,
i=1
et démontre notre assertion.
Par extension de ’anneau de base, on déduit de I'(T") un espace vectoriel

I'®(T) de dimension dim 7 sur le corps R des nombres réels.

Proposition 3. — Soit T un tore; soit U un cone ouvert mon vide dans
’espace vectoriel I'®(T) (muni de sa topologie ordinaire). La réunion des
Suppy pour vy € UNI(T) est alors dense dans T'.

On identifie I'(T) & un sous-groupe discret de I'espace vectoriel I'®(T)) ;
tenant compte de la dualité entre I'(T) et X (T), on identifie aussi X (T') a
un sous-groupe discret du dual I'®(T)" de I'®(T).
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Soit F une partie fermée de T', distincte de T, et soit I" ’ensemble des ~y
dans I'(T) tels que Supp~y C E. Nous allons prouver que I" est contenu dans
la réunion d’un nombre fini d’hyperplans de I'®(T). En effet, soit f # 0 une
fonction réguliere sur T, nulle sur E. D’apres le corollaire 3 du théoreme 2

T
dun® 4.3, f est de la forme > ¢;-x; avec ¢, ..., ¢, dans K* et des éléments

1=

1
distincts x1,...,xr de X(T). Pour y € I'(T), et x € K*, on a
f(y(x)) = Zci 2{0xa)
i=1

Si les entiers (7, x;) sont deux & deux distincts, la fonction f o~ n’est pas
nulle, et 'on a Suppy ¢ FE, dou v ¢ I'. Autrement dit, I" est contenu
dans la réunion des hyperplans H;; = {u € '®(T) | (u,x;) = (u,x;)} pour
1<i<i<r.

Pour démontrer la proposition 3, il suffit de prouver que U N I'(T') n’est
pas contenu dans la réunion D d’un nombre fini d’hyperplans de I'R(T). Le
sous-espace vectoriel I'®(T) engendré par I'(T) sur le corps Q des nombres
rationnels est dense dans I'®(T) ; il contient donc un point u € U NCD, et
un multiple entier convenable de u appartient & U NI'(T), mais non & D (car
U est stable par homothéties).






10. Les tores simguliers1

10.1 Cinq lemmes

Lemme 1. — Soient U, V et W des ensembles algébriques, f un morphisme
de U x V dans W, A une partie fermée de V et B une partie fermée de W
telle que f(U x A) C B ; si U est irréductible et si A’ est une composante
irréductible de A, f(U x A') est contenu dans une composante irréductible
de B.

Cet ensemble est en effet irréductible comme image continue de I’ensemble
irréductible U x A’

Corollaire. — Soit G un groupe algébrique connexe qui opere dans un en-
semble algébrique V. Si les applications y — s -y (pour s € G) transforment
toutes en elle-méme une certaine partie fermée A de V, elles transforment
en elle-méme toute composante irréductible A’ de A.

En effet, les points s -y (s € G, y € A’) sont contenus dans une méme
composante irréductible de A (lemme 1) qui, contenant y = e - y pour tout
y € A', est identique & A’.

Lemme 2. — Soient Q et T des tores et U une variété ; soit, pour chaque
u € U, f, un homomorphisme rationnel de Q) dans T. Supposons que, pour
tout z € Q, u — fu(2) soit un morphisme de U dans T. Alors f, ne dépend
pas de u.

Soit z un point d’ordre fini m de @ ; fu(z) est un point d’ordre fini
diviseur de m, donc reste dans un ensemble fini ; comme ’ensemble des f,,(z)
pour u € U est irréductible, il se réduit & un point. Soit A I'ensemble des
éléments d’ordres finis de @ ; il est dense dans Q. Siu,u’ € U, les applications
continues f,, fu/, qui coincident sur A sont égales.

Rappelons que le corps K, muni de sa structure de variété, peut étre
plongé dans une variété complete D, la droite projective, qui se déduit de K
par adjonction d’un point noté oo, et qui est isomorphe a ’espace projectif
associé & I’espace vectoriel K2.

\

Lemme 3. — Toute fonction [ sur la droite projective a valeurs dans une
variété complete V' est partout définie.

! Exposé de C. Chevalley, le 11.2.1957
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Si Dy est ’ensemble de définition de f, a — (a, f(a)) est un morphisme
g de Dg dans D x V ; 'adhérence @ de I'image de Dy par ce morphisme est
une sous-variété fermée de D x V' ; si p est le morphisme de @ dans D induit
par la projection D x V' — D, p~!(a) est fini pour tout a € D puisque & est
de dimension 1 ; de plus, le cohomomorphisme de p est un isomorphisme du
corps Fp sur le corps Fg, car p ® g (resp. g @ p) est Papplication identique
de D (resp. @). Comme D est normale, p est un isomorphisme de @ sur une
sous-variété p(®) de D (n® 5.3, théoréme 2) ; or @, qui est une sous-variété
fermée de la variété complete D x V', est complete ; p(®) est donc fermé, d’ou
p(®) = D ; le lemme 3 résulte immédiatement de 1a.

Lemme 4. — Toute fonction numérique u partout définie sur une variété
complete V' est constante.

On peut considérer u comme un morphisme de V' dans la droite projective
D ; comme V est complete, u(V') est une partie fermée irréductible de D qui
ne contient pas le point co et se réduit par suite a un point.

Lemme 5. — Soient P(V') 'espace projectif associé a un espace vectoriel V' de
dimension finie et W une sous-variété fermée de dimension d >0 de P(V).
Si H est un hyperplan de P(V), W N H est non vide, et toute composante
irréductible de cet ensemble est de dimension > d — 1.

Soit ¢ lapplication canonique de I’ensemble des éléments # 0 de V sur
P(V). Si A, u sont des formes linéaires sur V, p # 0, il y a une fonction
numérique A\/p sur P(V) définie en tout point ¢(x) tel que p(x) # 0 et y
prenant la valeur A(z)(u(z))~!. Prenons pour p une forme linéaire # 0 nulle
sur ¢~ 1(H). Ecartons le cas trivial ot W C H ; comme W ne se réduit pas
& un point, il existe une forme linéaire A sur V telle que A/u (qui est définie
en au moins un point de W) induise une fonction non constante sur W ;
il existe un point de W ol cette fonction n’est pas définie (lemme 4), d’ou
W N H # @. Soit x¢ tel que p(z9) € W N H, et soit v une forme linéaire sur
V telle que v(xp) # 0 ; soit Wy ensemble des points de W en lesquels /v
est définie. Alors Wy N H est I'image réciproque de 0 par le morphisme de Wy
dans K induit par u/v ; les composantes irréductibles de cet ensemble sont
donc de dimensions > d — 1 (SCC, exposé 8, théoreme 2).

10.2 Les groupes de Borel qui contiennent un tore

Soit G un groupe algébrique affine connexe et soit ) un tore contenu dans
G. Soit By un groupe de Borel de G ; les groupes de Borel de G sont donc
les stabilisateurs des points de G/By (n°® 8.3, corollaire 1 du théoreme 1) ;
ceux qui contiennent @) sont les stabilisateurs des points de G/ By invariants
par Q.

Proposition 1. — Les points de G/ By invariants par Q forment un ensemble
fermé E. Soit Z le centralisateur de Q dans G ; il est connexe. Si F1 est une
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composante irréductible de E, les points de E1 sont transformés transitive-
ment entre eux par les opérations de Z ; leurs stabilisateurs dans Z sont les
groupes de Borel de Z ; si C est 'un de ces groupes, on a dim Ey = dim Z/C.
Si T est un tore mazimal de G contenant QQ, E1 contient un point dont le
stabilisateur contient T .

Il est évident que E est fermé et que les opérations de Z permutent en-
tre eux les points de E. Comme Z est connexe (n° 6.7, théoreme 7, a)),
les opérations de Z permutent entre eux les points de E; (corollaire au
lemme 1). Soit f l'application canonique G — G/By ; alors U = f~1(FE)
est une sous-variété fermée de G (n° 9.2, lemme 3). Si u € U, on a
Q C uBpu™!, dott v 'Qu C By. Soit BY le groupe des éléments unipo-
tents de By ; alors By/B{§ est un tore ; si h est l'application canonique
de By sur By/BY, l'application (u,z) — h(u~lru) est un morphisme de
U x @ dans By/BY ; lui appliquant le lemme 2, on voit qu’il ne dépend pas
de u. 11 en résulte que le groupe D engendré par By et u~'Qu ne dépend
pas de u ; les v~ 'Qu en sont des tores maximaux, et sont par suite con-
jugués les uns des autres dans D (n°® 6.5, théoreme 5, ¢)). Soit w; un point
quelconque de U ; posons ()1 = ul_lQul. Alors, pour tout u € U, il ex-
iste un élément b(u) € BY tel que v 1Qu = b(u)Q1 (b(u))~! ; de plus, si
x € Q,onau"tru = uy ‘ru; (mod BY) et par suite aussi (ub(u)) 'z (ub(u)) =
uflxul (mod BY) ; comme ces deux éléments appartiennent & @1, ils sont
égaux, d’olt ub(u) = z(u)u; avec un z(u) € Z. Comme b(u) appartient & By,
ona f(ub(u)) = f(u), dot f(u) = z(u)-x1 six; = f(u1). Comme f(U) = Ey,
on a By = Z -1, ce qui montre que les opérations de Z transforment transi-
tivement entre eux les points de Ej.

Si C' est un groupe de Borel de Z, les opérations de C' laissent invariant un
point z au moins de F4, puisque F; est une variété complete et C résoluble
et connexe (n° 6.1, théoreme 1). Les opérations de Z qui laissent z fixe
sont celles de 'intersection de Z avec le stabilisateur de x dans GG, qui est
un groupe résoluble ; elles forment donc un sous-groupe résoluble de Z qui,
contenant C, lui est identique (n° 9.3, corollaire 2 au théoreme 1). On en
déduit par passage aux quotients un morphisme bijectif de Z/C sur Fy, d’ou
dim E; = dim Z/C'. Tout tore maximal de G contenant Q est contenu dans
Z, donc dans au moins un groupe de Borel de Z, ce qui démontre la derniere
assertion.

Remarque. — 11 faut se garder de croire que les composantes irréductibles
de E sont transformées transitivement entre elles par les opérations du nor-
malisateur de @ ; il n’en est pas ainsi, comme on le voit par des exemples
simples.

Définition 1. — Un tore QQ de G est dit régulier s’il contient au moins un
point régulier de G, semi-régulier s’il n’est contenu que dans un nombre fini
de groupes de Borel de G, singulier s’il est contenu dans une infinité de
groupes de Borel de G.
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D’apres le corollaire 3 du théoreme 2 du n° 7.2, tout tore maximal est
régulier.

Proposition 2. — Pour qu’un tore soit semi-régulier, il faut et suffit que son
centralisateur soit résoluble.

Cela résulte immédiatement de la proposition 1.

Corollaire. — Un tore régulier et, en particulier, un tore mazximal est semi-
régulier.

Si un tore @ contient un élément régulier s, son centralisateur (qui est
connexe) est contenu dans le centralisateur connexe de s ; comme s est semi-
simple, ce dernier groupe est nilpotent, donc résoluble (n° 7.2, théoreme 2).

Proposition 3. — 57 Q est un tore semi-régulier contenu dans le tore mazimal
T, tout groupe de Borel qui contient QQ contient T .

Soit By un groupe de Borel. L’ensemble E des points de G/Bj invariants
par @ est fini. Comme T est commutatif, les opérations de T transforment F
en lui-méme, donc transforment chaque point de E en lui-méme (corollaire
au lemme 1).

Proposition 4. — Pour qu’un tore Q) soit semi-régulier (resp. régulier), il
faut et suffit qu’il existe un groupe a un parametre vy de T tel que Supp~y soit
semi-régulier (resp. régulier).

La condition est évidemment suffisante. L’ensemble Q)¢ des points de @
dont les centralisateurs sont égaux a celui de ) contient un ensemble relative-
ment ouvert non vide dans ). On peut en effet supposer que le groupe G est
un groupe algébrique de matrices et que les éléments de @@ sont des matrices
diagonales ; si t € @, solent a1(t),...,an,(t) les coefficients diagonaux de la
matrice ¢. Le centralisateur de ) se compose des matrices (b;;) € G telles que
b;; = 0 pour tout couple (i, j) tel que 'on n’ait pas a;(t) = a;(t) pour tout
t € Q. Or il existe une partie ouverte non vide Qo de @ telle que, si t € Qo,
la relation a;(t) = a;(t) entraine a,(t") = a;(t') pour tout ¢’ € Q.

Il existe donc un groupe a un parametre v de @ tel que Supp v rencontre
Qo (n° 9.5, proposition 3), d’ou le résultat.

Nous dirons qu’un groupe & un parametre d’un tore de G est régulier (resp.
semi-régulier, singulier) si le tore Supp~y est régulier (resp. semi-régulier,
singulier).

Corollaire. — Soit T un tore maximal du groupe algébrique affine connexe
G. Il existe un groupe & un paramétre régulier (donc semi-régulier) de T.

En effet, un tore maximal est régulier.
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10.3 Groupes a un parametre semi-réguliers

Soient G un groupe algébrique affine connexe et {2 une variété complete sur
laquelle opére G. Soient T un tore maximal de GG, ¥ un groupe a un parametre
de T et  un point de 2 ; d’aprés le lemme 3, le morphisme 6 — v(0) - =
de K* dans {2 se prolonge en un morphisme de la droite projective dans
{2 qui applique les points 0 et co sur des points que nous désignerons par
~v(0) - « et y(00) - x respectivement. Il résulte immédiatement de la formule
~(00") -z =~(0)- (v(0') - x) que les points (0) - z, y(c0) - = sont invariants
par les opérations de Supp~y. Ceci dit, supposons que 2 = G/Bj ou By est
un groupe de Borel de G. Alors le stabilisateur de (0) - « est un groupe de
Borel contenant Supp . Réciproquement, si x est un point de {2 invariant par
les opérations de Supp~y, on a x = ¥(0) - z ; les groupes de Borel contenant
Supp 7 sont donc les stabilisateurs des points v(0) -z, ol & parcourt les points
de £2 ; pour que 7 soit semi-régulier, il faut et suffit que ’ensemble des (0) -z
soit fini. Pour étudier cet ensemble, nous allons utiliser une représentation
linéaire de G.

Proposition 5. — Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe algébrique affine
G. Il existe alors une représentation rationnelle p de G et un point e £ 0 de
Uespace V' de p tels que H soit ’ensemble des s € G tels que p(s) transforme

Vespace Ke en lui-méme?.

Soit P ’algebre des fonctions régulieres sur G, et soit a ’idéal des fonctions
de P nulles sur H. Si s € G, u € P, on désigne par o(s) - u la fonction®
t — wu(ts). Tout sous-espace de dimension finie de P est contenu dans un
sous-espace de dimension finie qui est stable par les opérations o(s) (n° 4.1,
lemme 2). Il existe donc un sous-espace P; de dimension finie de P, stable par
les o(s), qui contient un ensemble de générateurs de a. Soit d = dim (P; Na) ;
soient V' la puissance extérieure d-ieme de P et, pour s € G, p(s) la puissance
extérieure d-ieme de la restriction de o(s) & P ; soit e le produit extérieur
des éléments d’une base de P; Na. Pour qu'un élément s appartienne a H, il
faut et suffit que o(s) transforme a en lui-méme, ou encore transforme P; Na
en lui-méme, donc que p(s) transforme Ke en lui-méme.

Remarque. — Prenant P; de telle maniére que P; contienne 1 et un ensemble
de générateurs de P, on voit facilement que la représentation p construite
dans la démonstration précédente est fidele.

Corollaire. — Soient G un groupe algébrique affine connexe et By un groupe
de Borel de G. 1l existe une représentation rationnelle p de G, d’espace V et
un morphisme bijectif £ de G/By sur une sous-variété fermée 2 de lespace
projectif P(V') associé o'V qui possédent la propriété suivante : si on désigne,

2 Voir aussi le théoreme 1 du n° 4.2, dont la démonstration est essentiellement la
meéme que celle de la proposition 5.
3 Notée R. - u au n° 4.1.
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pour s € G, par p*(s) Uautomorphisme de P(V) défini par p(s), on a, pour
tout © € G/By et tout s € G, &(s-x) = p*(s)-&(x). On peut de plus supposer
que 2 n’est contenu dans aucun hyperplan de P(V).

Appliquons en effet la proposition 5 en prenant H = Bj. L’espace en-
gendré par les transformés de e par les opérations de G est stable par G ; on
peut donc supposer que c’est V' tout entier. Soit ¢ ’application canonique
de T’ensemble des éléments # 0 de V sur P(V) ; le groupe de stabilité du
point e* = ¢(e) est By. Le morphisme s — p*(s)-e* définit donc par passage
aux quotients un morphisme bijectif £ de G/By dans P(V') ; comme G/By
est complet, 2 = £(G/By) est une sous-variété fermée de P(V) ; il est clair
que 2 n’est contenu dans aucun hyperplan de P(V). Si x =tBg, t € G, on a

s & = stBo, {(s-x) = p*(st) - " = p*(s) - (p*(t) - €7) = p"(s) - £ ().

Les notations étant celles du corollaire précédent, soit de plus T un tore
maximal de G. Il existe une base (e1,...,e,) de V telle que l'on ait, pour
teT,

p(t)-ei=xi(t)es (1<i<n),

les x; étant des caracteres rationnels de T', qui peuvent étre considérés comme
des formes linéaires sur le groupe I'(T") des groupes & un parametre de 7. Si
~veI'(T),ona

) - Zaiei = Zalﬂci e; (0e€ K", avec ¢; = (v, Xi) -

*

Cette formule permet de déterminer explicitement 7(0) - z* si a* est un
point quelconque de P(V). Soit ¢ l’application canonique de I’ensemble des

éléments # 0 de V' sur P(V), et soit z* = ap(z a;e;) ; posons g;(y,z) =1

silon a a; # 0 et (v,x:) < (7,x;) pour tout j tel que a; # 0, g;(vy,2) =0
dans le cas contraire. On a alors

=D ai(y,x)e).
=1

On peut de méme déterminer y(co) - z* : on pose alors g}(vy,z) = 1 si
a; 0 et {(v,x:) > (7, x;) pour tout j tel que a; # 0 et &}(y,z) = 0 dans le
cas contraire, et on a

Y(o0) 2" =0 () aigi(y,z)e
=1

On ne peut avoir (0) - z* = vy(o0) - 2* que si les (v, x;) pour tous les i tels
que a; # 0 sont égaux, auquel cas on a v(#) - * = x* pour tout § € K*. On
déduit de la le résultat suivant :
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Proposition 6. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, By un groupe
de Borel de G et T un tore mazimal de G. Si W est une sous-variété fermée
de G/ By invariante par T, et si dim W > 0, W contient au moins deux points
distincts invariants par T'.

Soit v un groupe a un parametre semi-régulier de T' (corollaire de la
proposition 4). Comme il n’y a qu'un nombre fini de points de G/ By invari-
ants par T' (n° 9.3, corollaire 3 du théoréme 1), ou, ce qui revient au méme
(proposition 3) par Supp-, il existe un point z € W tel que lapplication
6 — ~(0) - = ne soit pas constante. Les points v(0) - x et y(co) - x sont alors
des points distincts de W invariants par 7.

Corollaire. — Si G est un groupe algébrique affine connexe non résoluble,
tout tore mazimal de G est contenu dans au moins deux groupes de Borel.

Revenons maintenant aux notations utilisées plus haut, et cherchons a
quelle condition 7y est semi-régulier. Soit x(7) le plus petit des entiers (v, x;),
et soit I I'ensemble des i tels que x(v) = (v, x:). Supposons d’abord que I
ne comporte qu’un seul élément iy. Soit {2y ’ensemble des points de (2 de

n
la forme ¢(>. a;e;) avec a;, # 0 ; c’est une partie ouverte non vide de
i=1
£2 (car {2 n’est contenu dans aucun hyperplan), et on a ¥(0) - * = ¢(e;,)
pour tout z* € 2, et 2 — 2y est stable par v(0). On en conclut que ¢(e;,)
est alors isolé dans ’ensemble des v(0) - * (z* € £2), donc que v est semi-
régulier (proposition 1). Supposons au contraire que I contienne deux indices
distincts ig et i1 ; si ¢ est un élément quelconque de K, il y a des points x* de
n
12 tels que x* soit de la forme ¢(> . a;e;) avec a;, # 0, a;, # 0, a;, # ca;, :
i=1
on en conclut immédiatement que 'ensemble des (0) - x*, z* € {2, est infini,
donc que 7 est singulier. On a donc le résultat suivant :

Proposition 7. — Soient G un groupe algébrique affine conneze, By un groupe
de Borel de G, d la dimension de G/By, T un tore mazimal de G, v un
groupe “semi-régulier” a un parameétre de T. Il existe un point xo et un seul
de G/By qui posséde la propriété suivante : l’ensemble Uy des x € G/ By tels
que ¥(0) - © = xo est dense dans G/By. L’ensemble Uy est alors ouvert ; si
d > 0, G/By—Uy est un ensemble non vide dont les composantes irréductibles
sont de dimension d — 1.

La derniere assertion résulte du lemme 5.

Corollaire. — Si G/By est de dimension > 1, tout tore mazimal de G est
contenu dans au moins trois groupes de Borel.

Observons en effet que, si t € T, t commute avec les éléments de Supp~,
d’ott il résulte immédiatement que ¢ - (v(0) - *) = v(0) - (¢ - ) pour tout
x € G/By. Six €Uy, onavy(0) x=umzy, xg=1t-x9,dout -z € Uy ; chaque
composante irréductible de G/By — Uy est donc invariante par T' (corollaire
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au lemme 1) et contient par suite au moins deux points invariants par T
(proposition 6), & ajouter & o lui aussi invariant par T

10.4 Chambres

Les notations étant celles de la proposition 7, désignons par B(7y) le sta-
bilisateur de zg ; nous avons donc attaché intrinsequement a tout élément
semi-régulier v de I'(T) un groupe de Borel B(v) contenant 7.

Définition 2. — Soit I'y.(T) l'ensemble des groupes & un paramétre semi-
réguliers de T'. Pour tout groupe de Borel B contenant T, soit C(B) l’ensemble
des v € I'sp(T') tels que B(y) = B ; les ensembles non vides de la forme C(B)
sont appelés les chambres de I'(T) ; si C(B) # @&, C(B) est appelé la chambre
associée a B.

Nous verrons d’ailleurs que C(B) # @& pour tout groupe de Borel B con-
tenant 7.

Proposition 8. — Soit G un groupe algébrique affine connexe non résoluble,
et soit T un tore maximal de G. Il existe alors un tore singulier contenu dans
T et de codimension 1 dans T .

Reprenons en effet les notations utilisées plus haut ; soit x* un point
quelconque de {2 et soit W l'adhérence de T - x*. Le sous-espace X de V
engendré par ¢~ (W) est stable par les opérations de p(T) ; il posseéde donc
une base (ef,...,el,) telle que les sous-espaces Ke, soient stables par p(T').
Supposons que W soit de dimension § > 0 : on peut considérer W comme une
sous-variété fermée de I’espace projectif P(X) associé & X ; 'image par ¢ du

!/

sous-espace de X engendré par €5, ..., el est un hyperplan H de P(X) qui
ne contient pas W et qui est invariant par 7. Toute composante irréductible
A de HNW est invariante par T' (corollaire au lemme 1) et est de dimension
9 — 1 (lemme 5). Si § > 1, les points de A, qui sont en nombre infini, ne
sont pas tous invariants par T', et A contient un point z* tel que T - x* soit
de dimension > 0 mais < §. Ce raisonnement montre que G/By contient
un point x* tel que l'adhérence de T - x*, que nous désignerons maintenant
par W, soit de dimension 1. Soit Sy la composante neutre du groupe des
éléments de T' qui laissent z* fixe ; il existe alors un morphisme de T'/Sy sur
T - z* tel que I'image réciproque de * par ce morphisme soit finie ; 7'/ S est
donc de dimension 1. Comme T est commutatif, tous les points de T'- z* sont
invariants par Sy, ce qui montre que Sy est singulier.

Corollaire. — Tout tore singulier contenu dans T est contenu dans un tore
singulier contenu dans T et de codimension 1 dans T.

Soient @ un tore singulier contenu dans 7' et Z son centralisateur dans
G : Z n’est donc pas résoluble (proposition 2), et T en est un tore maximal.
D’apres la proposition 8, il existe un tore S contenu dans 7', de codimension
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1 dans T et qui est singulier relativement au groupe Z. Le centralisateur de
S dans Z est le méme que celui de SQ dans Z, puisque @ est dans le centre
de Z ; il n’est pas résoluble, d’oti* SQ # T ; comme S est de codimension 1
dans T et que SQ est un sous-ensemble fermé irréductible de T, distinct de
T, il s’ensuit que 'on a SQ = S, d’ou Q) C S. Par ailleurs le centralisateur de
S dans G contient son centralisateur dans Z et n’est par suite pas résoluble,
ce qui montre que S est un tore singulier dans G.

Observons maintenant que le groupe de Weyl W de T opere de maniere
naturelle dans I'(T') ; si s est un élément du normalisateur N de T et v €
I'(T), Papplication § — s+()s~! est encore un groupe & un parametre de T,
que nous désignerons par s-+ ; il est clair que v — s-~ est un automorphisme
du groupe I'(T") qui ne dépend que de la classe w de s modulo le centralisateur
de T ; aussi poserons nous w -y = s - . L’application qui a tout w € W fait
correspondre 'automorphisme v — w -y est un homomorphisme de W dans
le groupe des automorphismes de I'(T'). Cet homomorphisme est injectif. En
effet, si w -~ = =, et si s est un représentant de w, s commute avec tous
les éléments de Supp~y ; comme la réunion des Supp~y est dense dans T
(n° 9.5, proposition 3), on voit que, si w -y = v pour tout 7, s appartient au
centralisateur de T', d’ou w = 1. Le groupe W opere donc aussi de maniere
naturelle dans le groupe dual de I'(T"), qui s’identifie comme nous 'avons vu
au groupe X (T') des caracteres rationnels de T ; si x est un élément de ce
groupe et s un représentant de w dans N, on a

(w-x)(t) =x(s""ts)  (teT).

En étendant le domaine des scalaires au corps R des nombres réels; on
déduit de I'(T) et X(T) des espaces vectoriels I'®(T), XB(T) sur R en
dualité I'un avec 'autre, et W opere encore de maniere fidele dans ces espaces
vectoriels. Pour simplifier les notations, nous conviendrons d’identifier les
éléments de W aux opérations dans I'(T), X (T), I'®(T), X®(T) qui leur
sont associées.

Ceci étant, si vy est un groupe a un parametre de T, et si w est une
opération du groupe de Weyl, représentée par un élément s du normalisa-
teur de T, les groupes de Borel qui contiennent Supp w - v sont évidemment
les sBs™!, ot B parcourt ’ensemble des groupes de Borel qui contiennent
Supp~y ; w transforme donc en lui-méme l’ensemble des éléments semi-
réguliers. De plus, on a, pour § € K*, (w-~)(0) = sv(0) s~ !, d’ot, pour

T € G/Bo,
(w-)(0) z=s-(4(0)(s7" - 2)).

Supposons que ~ soit semi-régulier et que v(0) - © = x¢ pour tout x d’une
partie ouverte non vide U de G/By ; on a alors ((w - v)(0)) -z = s - zyp pour
tout x € s - Up, et par suite

4 En effet, le centralisateur dans Z du tore maximal T' de Z est nilpotent, donc
résoluble, d’apres le théoréeme 1 du n® 7.1.
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B(w-7) =sB(y)s™*.

Comme on sait (n° 9.3, corollaire 3 du théoreme 1) que les groupes de
Borel contenant T sont permutés entre eux de maniere simplement transitive
par les opérations du normalisateur de 7', on en déduit le résultat suivant :

Proposition 9. — Pour tout groupe de Borel B contenant le tore maximal T,
il existe une chambre C(B) de I'(T') associée a B ; les opérations du groupe de
Weyl dans I'(T') permutent les chambres entre elles de maniéere simplement
transitive.

Proposition 10. — Soit C une chambre de I'(T) ; il existe un certain nombre
de formes linéaires A1,..., A\ sur I'(T) telles que C soit l’ensemble des
v € I'(T) tels que Ai(y) >0 (1 <i<m).

En effet, on a vu qu'il existe des formes linéaires x1,...,xn sur I'(T) et
un indice 7 tels que C soit 'ensemble des v tels que x;, () < x:(7y) pour tout

i % .
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11.1 Préliminaires géométriques (polyédres convexes)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps Q des nombres
rationnels. On considere sur Q x F la topologie produit de la topologie usuelle
de Q (noter que la topologie de E est déterminée par sa structure de groupe
“abstrait”).

Soit £ lensemble des formes linéaires non nulles sur E (ou des formes
linéaires affines non constantes). Si L € £, nous noterons respectivement L,
LTt et L™ lensemble des x € E tels que L(x) = 0, L(x) > 0, L(x) < 0 ; en
particulier, L9 est I’hyperplan déterminé par L.

Lemme 1. — La réunion d’un nombre fini d’hyperplans de E ne contient
aucun ouvert non vide de E.

Lemme 2. — Soient L1 et Ly dans L. S’il existe x € L(f N Lg et un voisinage
U de x tel que UN L] C LT, alors on a L] = Ly, LY = LY et L1 = aLo,
avec a € Q, a > 0.

Les démonstrations s’obtiennent facilement en se ramenant au cas ou
dimE =1 ou 2.

Proposition 1. — Soient Ly,..., Ly dans L et D = [ L;.". On suppose
1<i<k
que D n’est pas vide et que sa représentation comme intersection de demi-

espaces est minimale ; autrement dit, si 'on pose D; =) Lj', onaD;#D
pour 1 < j < k. Alors : 7]
a) F; = D; N LY est non vide et relativement ouvert dans LY (1 <i < k).

b) Les hyperplans LY sont déterminées par D. Plus précisément, pour
qu’un demi-espace LT (L € L) coincide avec l'un des L}, il faut et il suffit
qu’il existe x € L° et un voisinage U de x tel que UN LT = U N D.

¢) La frontiére de D est la réunion des adhérences des F; (1 <i<k).

Démonstration. a) On note Z;‘_ I'adhérence L UL? de L] ; notation analogue
pour L; . On ne peut avoir D; C L; (car D; # D), ni D; C L] (car D # @).
On peut donc trouver des points € D; N f;r et y € D; N L, . Le segment
[z,y] (ensemble des points tx + (1 —t)y, avec t € Q, 0 < ¢ < 1) est tout entier

! Exposé de M. Lazard, le 18.2.1957



122 11. Le groupe de Weyl : chambres et réflexions

dans D; et rencontre L? en un point. D’ou F; # @, et F; est évidemment
ouvert dans LY.

b) D est ouvert dans F, et il est clair que F; C D— D (1 < j < k). Donc
D—D DU F;. Réciproquement, soit x € D—D ;onax € f;r pour tout j, et
J

T € Lgo pour un indice jo (au moins). Prenons y € Fj, ; alors x est adhérent
au segment semi-ouvert |z, y| (ensemble des points tz + (1 —t)y, 0 <t < 1)

qui est entierement contenu dans Fj,. Donc D — D CU F;.
J

¢) Si LT est I'un des L:r7 la condition est vérifiée d’apres a). Réciproque-
ment, soient x € L°, U un voisinage de x tel que U N LT = U N D. Alors
x €D —D,etil existe un i tel que z € LY et D C L} Aot UN LT C L.
On applique alors le lemme 2, d’ott L° = LY.

Définitions. Une partie D de E sera appelée une chambre (de E) si c’est

I'intersection non vide d’un nombre fini de demi-espaces ouverts L. Si 'on

suppose que {L;} est un systéme minimal (donc minimum, d’apres la propo-

sition 1) de définition de D, les hyperplans LY seront appelés les hyperplans

limitrophes de la chambre D. Les parties F; = LYN N L;‘ seront appelées
J#i

les murs de D.

Chaque mur d’une chambre D est évidemment une chambre dans ’hyper-
plan limitrophe qui le contient ; on peut donc considérer ses murs relativement
a cet hyperplan, etc. On appellera aréte de D toute face de codimension > 2
(i.e. tout mur relatif d’'un mur de D ou d’une aréte de dimension supérieure).

D’apres la proposition 1, ¢), Padhérence de D est la réunion de D, de ses
murs et de ses arétes.

Proposition 2. — Soit {D(i)} une famille finie de chambres de E (1 < i <r).
On suppose que les D(i) sont deuz a deux disjointes et que la réunion de leurs
adhérences est E. Si D et D' sont deuz quelconques des chambres D(i), il
existe une suite d’indices i1, ...,i (entre 1 et r) telle que la suite de cham-
bres D = D(41),...,D(i) = D' ait la propriété suivante : deux chambres
consécutives ont un hyperplan limitrophe commun et leurs murs contenus
dans cet hyperplan ont une intersection non vide.

Démonstration. On se ramenera au cas ou dim £ = 1. Choisissons un z € D
qui ne soit contenu dans aucun hyperplan limitrophe des chambres D(7), puis
un y € D’ qui ne soit contenu dans aucun des hyperplans engendrés par x
et les arétes de codimension 2 de ces chambres D(i) (cf. lemme 1). 11 suffit
alors de prendre les chambres D = D(i1),...,D(ix) = D’ qui intersectent
sur le segment [z,y] des intervalles ouverts non vides, ces chambres étant
ordonnées comme les intervalles correspondants. D’apres le choix de z et v,
les intervalles D(i;) N[z, y] et D(ij41) N[z, y] ont un point frontiere commun,
qui est contenu dans I'intersection d’un mur de D(i;) et d’un mur de D(4;41).
Il résulte facilement du lemme 2 et de la proposition 1 que ces murs sont
portés par le méme hyperplan.
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11.2 Quelques précisions sur T, X (T), I'(T) et I'?(T)

Soit T" un tore de dimension n, i.e. un groupe algébrique isomorphe a
(K*)™. On a étudié au n° 4.3 les relations entre T et son groupe des ca-
racteres X (T) = Hom(7, K*), ou Hom signifie “homomorphismes de groupes
algébriques”. On a vu que X (7T') est isomorphe a Z™, et que T' et X (T") sont
en dualité par rapport & K*, i.e. que T'= Hom (X (T, K*), ou Hom signifie
“homomorphismes de groupes discrets”. On en a déduit, par transposition,
Hom(T1,T>) ~ Hom(X (T5), X (T1)), relation valable pour deux tores T; et
T5 et leurs duaux X (T1) et X (T3).

Par définition, on a I'(T) = Hom(K™,T). Comme X (K*) ~ Z (cano-
niquement), on a I'(T) ~ Hom(X (T'),Z), ainsi qu’on I’a vu au n°® 9.5. Ainsi T'
et I'(T) peuvent étre considérés chacun comme le bidual de l'autre, la dualité
étant prise par rapport a K* puis a Z, ou vice versa. Si 'on a deux tores
Ty et To, Hom(71,T») s’identifie, par bitransposition, & Hom(I'(Ty), I'(T»)).
On peut dire que T' — I'(T') est un foncteur covariant additif qui applique
la catégorie additive des tores sur la catégorie additive des groupes abéliens
libres de type fini ; on a de méme le foncteur réciproque : I'(T) — T. 11
en résulte que le groupe des automorphismes algébriques Aut(7') s’identifie
au groupe des automorphismes de groupe discret Aut(I'(T")). C’est ainsi que
nous ferons opérer le groupe de Weyl d’un tore maximal T sur le groupe
(.

Une décomposition de T' en produit direct de deux sous-tores entraine
une décomposition de I'(T') en somme directe de deux sous-groupes, et
réciproquement. Pour qu’un sous-groupe H C I'(T) soit facteur direct, il
faut et il suffit que le quotient I'(T)/H soit sans torsion ; un tel H est dit
primitif. Le sous-tore de T" qui lui correspond est @, égal a 'adhérence de

U Supp~. Réciproquement, & tout sous-tore @) de T' correspond un sous-
~YyEH
groupe primitif H de I'(T') : v € H équivaut a Suppy C @ ; on dira que
Q et H sont associés. Soient Hy, ..., Hj des sous-groupes primitifs de I'(T"),

Q1,...,Qx les sous-tores associés ; alors (| H; est associé a la composante
i
neutre de () Q;.
i

Au lieu de considérer, comme dans 'exposé 9, 'espace vectoriel I'®(T) =
R ®z I'(T) sur R, nous introduisons l’espace vectoriel sur Q : I'(T) =
Q ®z I'(T), et nous identifions I'(T) & un sous-groupe de I'Y(T).
Tout x € I'?(T) peut s’écrire sous la forme (1/n)y, avec y € I'(T) et n
entier > 0. Soient H un sous-groupe de I'(T), H? le sous-espace vectoriel de
I'Q(T) engendré par H ; alors H = I'(T)NH® si et seulement si H est primi-
tif. Comme tout sous-espace de I'?(T’) est engendré par son intersection avec
I'(T'), on voit qu'il existe une correspondance biunivoque entre sous-tores de
T et sous-espaces de I'®(T).
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Enfin nous pouvons identifier le groupe Aut(I'(T)) & un sous-groupe de
Aut(I'Q(T)). C’est ainsi que nous ferons opérer sur I'®(T) le groupe de Weyl
d’un tore maximal 7T'.

11.3 La décomposition en chambres de I'?(T)

On considére un tore maximal 7' d’un groupe algébrique affine connexe non
résoluble G.

Définition 1. — Soient H un sous-espace vectoriel de I'®(T) et Q le sous-
tore de T associé o H. Nous dirons que H est semi-régulier (resp. régulier,
singulier) si Q est semi-régulier (resp. régulier, singulier). Si x € I'(T),
nous dirons que x est semi-régulier (resp. etc.) si le sous-espace Qu qu’il
engendre est semi-régulier (resp. etc.).

Lorsque x = v € I'(T), cette définition coincide avec la précédente (fin
du n° 10.2). En effet, Supp~ est le sous-tore associé au sous-espace Qz de
r'(T).

Lemme 3. — Si un sous-espace vectoriel H de I'(T) est semi-régulier,
l’ensemble des éléments semi-réguliers de H est dense dans H.

Le lecteur trouvera la démonstration (d’ailleurs facile) développée & pro-
pos de la proposition 3 du n° 9.5 et de la proposition 4 du n° 10.2.

Définition 2. — Soit C(B) la chambre de Weyl? associée au groupe de Borel
B D T dans I'(T). Nous appellerons chambre de Weyl associée ¢ B dans
I'R(T) lensemble CR(B) des v € I'(T) tels qu’il eviste un entier n > 0
avec nx € C(B).

Comme tout élément semi-régulier de I'(T) est dans une chambre de
Weyl, la réunion des chambres de Weyl CQ(B) est I'ensemble des éléments
semi-réguliers de I'Y(T).

Théoréme 1. — A tout groupe de Borel B O T correspond une chambre
de Weyl CR(B) et une seule. On a CR(B) N I'(T) = C(B), et CR(B) est
une chambre dans I'®(T) au sens du n° 11.1. Les hyperplans limitrophes des
chambres CR(B) sont les hyperplans singuliers de I'(T) ; ils sont associés
aux sous-tores singuliers de codimension 1 de T'. Tout sous-espace singulier de
I'T) est contenu dans l'un de ces hyperplans limitrophes, dont la réunion
est l’ensemble des éléments singuliers de I'(T).

Démonstration. D’apres les propositions 9 et 10 du n° 10.4, a tout groupe
de Borel B D T est associée une chambre de Weyl et une seule C(B) dans
I'(T), et celle-ci est définie comme ’ensemble des points ot un nombre fini de

2 Voir la définition 2 du n° 10.4.
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formes linéaires sont strictement positives. Il en résulte que CR(B) est défini
par le méme systéme d’inégalités strictes, et que C(B) = CR(B) N I'(T).

Soit {L;(y) > 0} un systeme minimal d’inégalités définissant une chambre
de Weyl C(B) et la chambre étendue CQ(B). Si I'on se reporte au critere
de semi-régularité pour les éléments de I'(T) (précédant la proposition 7
du n° 10.3), on voit que tout point frontiere de CR(B) est singulier. Tout
hyperplan limitrophe d’une chambre contient un mur, donc un ensemble re-
lativement ouvert non vide d’éléments singuliers. D’apres le lemme 3, cet
hyperplan est singulier.

La réunion des chambres de Weyl CQ(B) et de leurs hyperplans limitro-
phes est fermée dans I'?(T). L’ensemble ouvert complémentaire est vide ;
sinon il contiendrait un élément semi-régulier® qui serait contenu dans 1'une
des chambres. Enfin tout sous-espace singulier est contenu dans 'un des hy-
perplans singuliers, d’apres le corollaire de la proposition 8 du n° 10.4.

La décomposition de I'?(T') peut étre résumée ainsi : soient, comme au
n° 11.1, {L?} les hyperplans singuliers, LZ'.|r et L; les deux demi-espaces ou-
verts séparés par LY. Alors les chambres de Weyl sont les parties non vides
de la forme N L?(l), ot chaque €(7) est 'un des signes + ou —. Il résulte alors

K3
de la proposition 1 que les murs des chambres de Weyl sont les parties non
vides de la forme LIN N Lj-(]), ot chaque £(j) est 'un des signes + ou —.
J#i

L’énoncé suivant en résulte.

Corollaire. — Si deuz chambres de Weyl distinctes CR(B) et CR(B') sont
telles que les réunions respectives de leurs murs aient une intersection non
vide, ces deux chambres ont eractement un mur commun et sont situées de
part et d’autre de U’hyperplan limitrophe commun. Chaque mur est commun
a deux chambres.

Lemme 4. — Soit H un sous-espace vectoriel de I'(T), Q le sous-tore de T
associé. Pour qu’un automorphisme de T induise lidentité sur Q, il faut et
il suffit que l'automorphisme associé de I'(T) induise lidentité sur H.

Résultat évident, si Pon se rappelle que pour v € I'(T) et un automor-
phisme o de T, o7 est défini par (c7)(f) = o(v(0)) et que la réunion des
Supp v pour v € HNIT'(T) est dense dans Q.

Théoréme 2. — Soient H un hyperplan singulier de I'(T), Q le tore sin-
gulier de codimension 1 associé. Il existe une opération et une seule w du
groupe de Weyl W qui est distincte de 1 (élément neutre de W) et induit
Videntité sur H (resp. sur Q) ; cette opération est involutive, et sera dite
la réflexion par rapport ¢ H (ou a Q). L’espace vectoriel T'Q(T) est somme
directe de Uhyperplan H et de la droite “orthogonale” Hy ; on a w(z)+x =0

3 Car l'ensemble des éléments semi-réguliers de I'®(T) est dense dans I'®(T)
d’apres le lemme 3.
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pour tout x € Hy. Le tore T est produit (non nécessairement direct) de @Q et
du sous-tore “orthogonal” Q1 de dimension 1, associé ¢ Hy ; on a w(t)t =e
pour tout t € Q1, donc w(t)t € Q pour tout t € T. Le groupe de Weyl
est engendré par les réflexions par rapport auzx hyperplans limitrophes d’une
chambre de Weyl donnée.

Démonstration. Les opérations de W sur T sont induites par les automor-
phismes intérieurs de G associés aux éléments du normalisateur N de T.
Pour que w :t — sts~! soit I'identité sur un tore Q C T, il faut et il suffit
que s € Z(Q), centralisateur de Q. Suivant que @ est ou non semi-régulier,
Z(Q) est ou non résoluble (n° 10.2, proposition 2), et le normalisateur de
T dans Z(Q) (i-e. Z(Q) N N) est confondu ou non avec son centralisateur
(n° 10.3, proposition 6). De la résulte 'existence d’au moins un élément de
W distinct de 1 et induisant ’identité sur un tore singulier () de codimension
1, i.e. sur I’hyperplan singulier H associé. Soient C; et Cy deux chambres
ayant un mur commun M dans H. On a wC; = C; ou wC; = Cs car on a
wM = M et C1,Cy sont les seules chambres ayant M comme mur (corollaire
du théoreme 1). Mais wC; = C; impliquerait w = 1, puisque W opére d’'une
manieére simplement transitive sur les chambres. Donc wC; = Co. Si w’ est un
autre élément # 1 de W conservant ponctuellement H, on a (ww’)C; = Cq,
donc ww’ =1 ; en particulier : w? = 1 et w = w’. L’espace vectoriel I'?(T)
est alors somme directe de H et de Hp, noyau de 1 + w. Comme H est un
hyperplan, H; est de dimension 1. Si @ est le sous-tore de T associé a Hi,
@1 est de dimension 1, QN Q1 est fini (car HN H; = 0) donc Q@1 est un tore
contenu dans T', contenant strictement @, donc égal A T. Si~v € HiNI'(T), on
aw(y) = —, autrement dit w(y(0)) = (7(0))~! pour § € K*, d.e. w(t) =t !
pour t € Q.

Soient C une chambre de Weyl, Hi,..., Hs ses hyperplans limitrophes,
wi,...,ws les réflexions correspondantes, Wy C W le sous-groupe qu’elles
engendrent. Pour établir que Wy est égal a W, il suffit de prouver que Wy
opere transitivement sur les chambres. Or soient w € Wy, ¢’ = wC, H' un
hyperplan limitrophe de C’ ; alors w~'H’ est un hyperplan limitrophe de C,
soit H; ; de plus, ww; w™! est la réflexion par rapport & H' et ww; C est la
chambre symétrique de C’ par rapport a H’. Il résulte alors de la proposition
2 et du théoreme 1 que Wy opere transitivement sur les chambres.

11.4 Ou ’'on retrouve les schémas de Dynkin

Prenons sur I"Q(T") une forme quadratique définie positive, invariante par W.
Les réflexions par rapport aux hyperplans limitrophes sont alors des réflexions
au sens usuel. Notons (z,) le produit scalaire dans I'?(T).

Soient C une chambre de Weyl, Hy,..., H;s ses hyperplans limitrophes.
Associons a chaque H; un vecteur v; bien déterminé par les conditions sui-
vantes : v; € I'(T) est un générateur de I'(T') N H], on H] désigne la droite
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de I'?(T) orthogonale & H;, et (v;, ) > 0 pour tout = € C. La réflexion w;
par rapport a H; s’écrit alors :

<vi7 x>

w; x—x—2
’ <Uivvi>

En effet, w;(x) — x € H! et w;(x) + 2 € H;. Comme W conserve I'(T), il
(v,,z)

<”l Ut>

€ Z pour tout

en résulte que : —2 <<”“T>> v; € I'(T) pour tout z € I'(T), donc que —2
-2 <7’uva>

est entier pour tout & € I'(T). En particulier, a;; = Torony

couple ¢, j.
Proposition 3. — Pour i # j, on a a;; > 0.
Démonstration. En effet, w; (v;) est orthogonal & 'hyperplan limitrophe w; Hj,
donc (w;(v;),x) = (vj + a;;jv;, x) garde un signe constant pour z € C.
On ne peut avoir (v; + a;;v;,z) < 0 pour z € C, car on a (v;,z) > 0,

(vj,z) > 0 pour z € C et a;; devrait étre strictement négatif. Mais alors,
pour z € I'Y(T), les inégalités :

((—azj)vi —vj,x) >0 ;5 (vg,x) >0 pour kF#i

impliqueraient (v;, z) > 0. D’apres la proposition 1, 'hyperplan H; ne serait
pas limitrophe. On a donc (v; + a;;v;,z) > 0 pour z € C.
Sia;; <0, les inégalités :

(vj + aijvi,x) >0 ; (vg,x) >0 pour k#j

impliqueraient (v;,z) > 0. Pour la méme raison, H; ne serait pas limitrophe.

Montrons enfin que les s vecteurs v; sont linéairement indépendants. Une
relation non triviale de dépendance linéaire > n;v; = 0 (n; € Q) peut
i

g’écrire ) nava =y, ngug, avec des ny et ng > 0, a et § parcourant des
a B

ensembles d’indices disjoints. Mais alors on a (v,,vg) < 0 pour chaque paire
a, 3, d’apres la proposition 3, d’ou

0< <Z na”a»Z”a”a) = <Z nava7znﬂvﬁ> = Znanﬁ(va,vﬁ> <0.
o «a «a B a,f

Donc, > nqave = 0. Mais, pour z € C, on a (3 naVa, ) =Y, Na{Va,x) > 0,
« « @
d’ott contradiction.

En conclusion, nous avons obtenu une famille de vecteurs linéairement
indépendants v;, tels que —2 % soit un entier > 0 pour i # j. Une telle

famille se décompose en sous-familles deux a deux orthogonales, ou chaque
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sous-famille est isomorphe (& un facteur constant pres si 'on veut normer la
métrique) au systeéme des racines simples d’une algebre de Lie simple (en car-
actéristique 0). Le lecteur trouvera la classification de ces familles de vecteurs
dans l'exposé 13 du Séminaire “Sophus Lie” (E.N.S. 1954/55).



12. Racines'

12.1 Groupes de Weyl d’ordre 2

Dans tout ce n°, G désignera un groupe algébrique affine connexe dont le
groupe de Weyl est d’ordre 2.

Lemme 1. — a) Si B est un groupe de Borel de G, la variété 2 = G/B est
isomorphe a une droite projective.

b) Il existe un épimorphisme rationnel de G sur le groupe projectif d 2
variables PL(2, K) dont le noyau est lintersection des groupes de Borel.

Démonstration. {2 n’est pas réduit a un point, puisque G n’est pas résoluble ;
on a dim {2 < 1 puisque le groupe de Weyl est d’ordre 2 (n° 10.3, corollaire
de la proposition 7) ; donc {2 est une courbe. Soit 7" un tore maximal de
G. 1l laisse invariants précisément deux points de 2 (n° 9.3, corollaire 3 du
théoréme 1), et il existe donc un tore de dimension 1, Q C T, qui n’opere
pas trivialement sur 2. Si x1 € {2 n’est pas invariant par ¢ (donc aussi non
invariant par T'), ensemble Qx; des points sz; (s € Q) est épais et non
réduit & un point, donc ouvert dans la courbe (2. Le corps K ({2) des fonc-
tions rationnelles sur {2 coincide avec celui des fonctions sur Qx1, qui est un
sous-corps du corps des fonctions rationnelles sur ). D’apres le théoréme de
Liiroth (v.d. Waerden, Moderne Algebra, 2eme éd., §63) le corps des fonctions
rationnelles sur {2 est donc une extension transcendante pure de K. Comme
{2 est une courbe complete et sans singularités, il en résulte que {2 est une
droite projective.

Notons zy et T les deux points de {2 invariants par 7', et ¢ la fonction
rationnelle sur (2, bien déterminée par les conditions d’avoir un seul zéro
simple en zg, un seul pole simple en ., et d’étre égale & 1 en x1 (qui a été
choisi non invariant par 7', donc distinct de xg et z). Pour g € G, x € (2,
posons (g¢)(x) = ((g~'z). Alors g définit un automorphisme de la droite
projective §2, donc la fonction g¢ est de la forme (a¢ + b)(c¢ + d)~!, avec
a,b,c,d € K. Plus précisément, si ’on note (a, 3,7,9d) le “birapport” des 4
quantités a, 8,7,6 € K (K = K U{c0}), i.e. la quantité (o —v)(8 — 6)(a —

0)"H(B—7)"" ona

9¢ = (¢, ¢(971),C(970), C(970)) 5

! Exposé de M. Lazard, le 11.3.1957
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d’apres l'invariance du “birapport” par les transformations homographiques.
Comme g — ((gx) est une fonction rationnelle sur G pour tout z € (2,
I’homomorphisme g — (¢ — g¢) est un homomorphisme rationnel de G dans
PL(2, K).

Soient By et By, les deux groupes de Borel de G contenant T, qui sont les
stabilisateurs respectifs de g et de zoo. Pour s € Bs, on a: s¢ = a(s)(+b(s).
L’application s — a(s) est un homomorphisme rationnel de B, dans K* dont
le noyau contient BY (partie unipotente de Bo,) mais non T'. En effet, on a
b(t) = 0 pour tout t € T, et T' n’opere pas trivialement sur 2. La restriction
de a a T est donc un épimorphisme de T sur K*. De méme, la restriction
de b a BY est un épimorphisme de BY sur le groupe additif K. En effet,
cette restriction est un homomorphisme, et si ce n’était par un épimorphisme
b(BL) serait un sous-groupe fermé connexe de K distinct de K, donc réduit
a 0, et Boo = BY T laisserait z¢ invariant, ce qui est impossible.

Pour tout o € K*, 8 € K, on peut donc trouver t € T et s € B% tels que
a(t) = a, b(s) = B, d’ou (ts)¢ = af + 8. Autrement dit, les opérations de Boo
sur {2 sont tous les automorphismes algébriques qui laissent invariant x,. Le
méme raisonnement s’applique a By et xg. Comme tout automorphisme de
{2 est le produit de deux automorphismes laissant fixe respectivement xq et
Too, les opérations de G sur {2 sont tous les automorphismes rationnels de
2 ; autrement dit, G — PL(2, K) est un épimorphisme rationnel.

Lemme 2. — Soient R le radical de G, R’ lintersection de ses groupes de
Borel, T un tore mazimal contenu dans un groupe de Borel B, et B*, R",
R'™ les parties unipotentes de B, R, R’ respectivement. Alors :

a) R* = R'™ est un sous-groupe fermé invariant de B“. Le quotient
B"/R"Y est isomorphe au groupe additif K.

b) Soit f un épimorphisme de B* sur K qui, par passage au quotient,
définit un isomorphisme de B*/R" sur K. Pour toutt € T, s € B%, on a
f(tst™h) = a(t)f(s), ou a est un caractére rationnel de T indépendant du
choixz de [ dont le noyau est TN R #T.

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration précédente avec
B = By Le radical R est par définition (n° 9.4, définition 2) la composante
neutre de R’. Comme R’ C B, R"™* = B* N R’ est un sous-groupe invariant
fermé de G et R" est sa composante neutre. Le quotient R™/R" est donc un
p-groupe fini?.

Nous avons introduit un épimorphisme b de B* sur K dont le noyau est
R’ Tl en résulte que B*/R'™ est un groupe connexe unipotent de dimension
1, donc isomorphe & K (n° 7.4, théoréme 4) ; il en est de méme de B*/R",
extension de B*/R™ par le groupe fini R*/R*. Rappelons que tout endo-
morphisme algébrique du groupe additif K est de la forme kK — P(k), ou

2 Ou p est exposant caractéristique de K. Lorsque K est de caractéristique 0, on
ap=1et R, = R, et la démonstration se simplifie, les p-polynémes étant de
la forme cX avec c € K.
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P(X) est un p-polynéme (i.e. un polynéme de la forme X; ¢; XP, ¢; € K).
Tout automorphisme de K est de la forme k — ck, avec ¢ € K* (n® 9.1,
lemme 1). Si f est un épimorphisme comme dans ’énoncé, f est donc défini
a un facteur constant non nul pres. De plus, I’épimorphisme b de B* sur K
de noyau R"™ peut s’écrire P o f, ou P(X) est un p-polynéme non nul.

’automorphisme intérieur associé a un élément t € T laisse globalement
invariants B% et R*. Donc s — f(tst~!) définit un isomorphisme de B*/R"
sur K, d’ou f(tst™!) = a(t)f(s), a(t) € K* et o est évidemment un caractere
rationnel de T indépendant du choix de f.

D’autre part, nous avons avec la définition précédente de I’homomorphisme
a:b(tst™') = a(t~1)b(s) pour t € T, s € B*. Si b(s) = X;c; f(s)P', nous
avons : b(tst™') = Xic;a(t)? f(s)P = Zicia(t™1) f(s)P". 1l en résulte que
¢; = 0 sauf pour une valeur j de l'indice 7. Par conséquent f et b annulent les
mémes éléments de B, i.e. R = R*. D’autre part a(t)”’ = a(t™') ; donc
le noyau de « coincide avec celui de la restriction de a & T, i.e. TN R'.

Remarque. Nous avons considéré l'espace homogene {2 = G/B ; mais nous
aurions pu considérer 'image de {2 par une application rationnelle bijective
sans rien changer aux démonstrations.

12.2 Racines d’un groupe algébrique

Soient G un groupe algébrique affine connexe, T' un tore maximal. Les racines
de G associées a T sont des caracteres de T dont les noyaux connexes sont
les tores singuliers de codimension 1, ou encore des formes linéaires sur I'(T")
orthogonales aux hyperplans limitrophes des chambres de Weyl. A chaque
hyperplan limitrophe correspondent deux racines opposées.

Explicitons d’abord un résultat contenu dans la proposition 1 du n° 10.2.

Lemme 3. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, T un tore maxi-
mal, Q un sous-tore de T', Z le centralisateur de Q dans G. Alors les groupes
de Borel de Z contenant T sont les intersections avec Z des groupes de Borel
de G contenant T'.

En particulier, si @) est semi-régulier, son centralisateur Z est résoluble
(n° 10.2, proposition 2), donc il est contenu dans tout groupe de Borel de G
contenant 7.

Soit maintenant ) un tore singulier de codimension 1. Nous avons vu
(n° 11.3, théoreme 2) que le groupe de Weyl du centralisateur Z de @ est
d’ordre 2 ; les éléments du normalisateur de 7' dans Z induisent (par automor-
phismes intérieurs) I'identité ou la réflexion par rapport a Q. Les groupes de
Borel de G contenant T découpent sur Z 1’ou ou 'autre de ses deux groupes
de Borel contenant T'. Les résultats du n® précédent justifient la définition
suivante :
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Définition 1. — Soient G un groupe algébrique affine connexe non résoluble,
T un tore maximal, @ C T un tore singulier de codimension 1, B D T
un groupe de Borel, B* sa partie unipotente, Z le centralisateur de @, R
le radical de Z. Si l'on identifie (B* N Z)/(B* N R) au groupe additif K,
Vautomorphisme de (B* N Z)/(B* N R) défini par restriction et passage au
quotient a partir de l'automorphisme intérieur de G associé a un élément
t € T s’identifie a la multiplication par o(t) € K*. Le caractére o de T sera
appelé la racine associée ¢ T, Q et B (ou encore a T, @ et au groupe de
Borel A=BNZ de Z).

Comme @ est dans le centre de Z, il est contenu dans le noyau de « ; par
ailleurs, on a vu que « n’est pas une constante ; comme () est de codimension
1, c’est la composante neutre dans le noyau de a.

Proposition 1. — Soient, avec les notations précédentes, T un élément du
normalisateur de T dans G, w, élément du groupe de Weyl défini par T,
a la racine associée o T, Q, A. Alors la racine wra associée & T, TQT7 1,
TAT™L est la fonction t — (wra)(t) = a(r7 7).

Démonstration. Si f : A* — K définit un isomorphisme de A*/A* N R sur
K, la fonction s — f(771s7) définit un isomorphisme de

TA“T_l/(TA“T_l) N (TRT_l)
sur K. On obtient alors, pour t € T et s € TA%r~ L :

f(Tfl(tstfl)T) = f((TiltT)(TilsT)(TiltilT)) = Oz(TiltT)f(TilsT) )

Corollaire. — Les racines associées aux deux groupes de Borel de Z contenant
T sont inverses l'une de l'autre.

Démonstration. Supposons que 7 appartienne a Z et au normalisateur de
T, mais non & son centralisateur. Alors TA7T~! est le groupe de Borel de
Z distinet de A qui contient T. Comme 77 't7t € Q pour t € T (n° 11.3,
théoréme 2) et que @ est contenu dans le noyau de a, on obtient w,a = o~ 1.

Proposition 2. — Avec les notations de la définition 1, la racine « considérée
comme forme linéaire sur I'(T) est négative sur la chambre de Weyl associée
a B.

Démonstration. Soit x le point de 2 = G/B invariant par B. Considérons
Zzs = 2. Nous savons que {2’ est une sous-variété fermée de 2 (n° 10.2,
proposition 1) ; le groupe Z y opeére transitivement, et, comme le stabilisateur
de zo, dans Z est A = ZN B, qui est un groupe de Borel de Z, nous avons une
application rationnelle bijective de Z/A sur {2’. Nous pouvons alors appliquer
les lemmes 1 et 2, compte tenu de la remarque qui les suit.

2" est donc une droite projective et contient un point zg # o, invariant
par T. Si ¢ est une fonction rationnelle sur {2’ qui a un seul pole simple
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en To et un seul zéro simple en g, nous avons pour t € T et z € (2,
C(tx) = a(t~1)¢(x), avec a(t™') = a(t)?’ pour un entier j > 0 (d’apres la fin
de la démonstration du lemme 2).

Soit v € I'(T). Alors, pour z € 2" et § € K*, on a ((y(0)r) =
a(y(0))?' ¢(x) = 6P (@) ¢(x). Tl en résulte que :

¥(0)x =25 pour (a,v)<O0etze 2 —ux
v(0)x =z pour (a,7)>0etz € 2 —uy
v¥0)x =2 pour {(a,7)=0etxc .

Or si v est dans la chambre associée a B, I’ensemble U des x € 2 tels que
¥(0)z = zoo est un ouvert non vide de 2. Comme zo, € 2'NU, 2'NU est
un ouvert non vide de 2’ et il résulte du calcul précédent que (o, ) < 0.

Corollaire 1. — Soient B O T un groupe de Borel de G, A D T un groupe
de Borel du centralisateur Z d’un tore singulier @ C T de codimension 1,
a la racine associée a T, Q, A ; soient A la partie unipotente de A, T un
élément du normalisateur de T dans G. Pour que TA%T~' C B, il faut et il
suffit que la fonction wra soit négative sur la chambre associée o B.

Démonstration. TA%T~1 C B équivaut & TA7~t C B (puisque A = A“T,
TTT~1 =T et BDT),ouencore d TAT 1 = BnrZr7 1.

Soit A’ le second groupe de Borel de Z contenant T'. Alors TAT~! et
TA'T71 sont les deux groupes de Borel de 727! contenant 7. D’apres la
proposition 1 et son corollaire, les racines associées & T, 7Q7 1, TA7~! (resp.
TA'771) sont w,a (resp. —w,a en notation additive). La proposition 2 permet
de déterminer quel est le groupe de Borel de 7Z7~! qui est contenu dans B,
ce qui établit le corollaire 1.

Corollaire 2. — Pour chaque tore singulier Q C T de codimension 1, con-
sidérons la partition suivante de l’ensemble des groupes de Borel de G con-
tenant T : deux groupes de Borel appartiennent a la méme classe si et
seulement s’ils ont méme intersection avec le centralisateur de Q. Alors,
si a est une des deux racines associées a @, la partition des chambres de
Weyl définie par Q est celle définie dans I'(T) par les deus demi-espaces
complémentaires de I’hyperplan orthogonal a o. Deux tores singuliers de codi-
mension 1, Q # Q', définissent deuz partitions distinctes.

Démonstration. La premiere partie de ce corollaire n’est qu’une formulation
affaiblie — & tous points de vue — de la proposition 2, compte tenu du corollaire
a la proposition 1. La seconde partie résulte de ce qu’un hyperplan limitrophe
d’une chambre dans I'®(T') est la frontiere de I’adhérence de la réunion des
chambres contenues dans un méme demi-espace limité par cet hyperplan.
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12.3 Réunion et intersection des groupes de Borel
contenant un tore maximal

Lemme 4. — Soit G un groupe algébrique affine connexe. Tous sous-groupe
fermé H de G contenant un groupe de Borel B est son propre normalisateur
dans G.

Démonstration. On n’utilise que les deux propriétés suivantes d’un groupe de
Borel B :

a) B est son propre normalisateur dans G (n° 9.3, théoreme 1) ;

b) si B et xBx~! sont tous deux contenus dans un sous-groupe fermé H
de G (z € G), il existe y € H tel que xBx~! = yBy~! (n° 6.5, théoréme 5 ;
on peut prendre y dans la composante neutre de H).

Soient alors H D B un sous-groupe fermé de G, et x € G, tel que tHz ! =
H. Alors xtBx~! C H ; il existe y € H tel que zBx~! = yBy~! ; donc y 'z
normalise B, d’ot1 y 'z € B, et finalement x € H.

Proposition 3. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, T un tore
maximal. La réunion des groupes de Borel de G contenant T engendre G.

Démonstration. Soit H le sous-groupe engendré par ces groupes de Borel.
Comme ils sont en nombre fini et connexes, H est fermé et connexe (n° 3.3,
théoréme 2). Le normalisateur N de T est contenu dans le normalisateur de
H, donc H D N (lemme 4).

Considérons I'espace homogene G/H. Si xH € G/H est invariant par
T,on aTrH C zH, dot 7 'Tx C H. Comme T et ~'Tx sont deux
tores maximaux de H, il existe donc h € H tel que 2 'Tx = h~'Th ; on
axzh™' € N, don 2 € H. Cela signifie que T ne laisse invariant qu’un seul
point de G/H.

Il en résulte que G/ H est un point, i.e. G = H. En effet, on peut appliquer
a H la proposition 5 du n°® 10.3, et faire opérer G sur un espace projectif P de
telle sorte que H soit le stabilisateur d’un point v € P. Comme G/H est une
variété complete (n° 6.5, théoreme 5) et que 'orbite de u est 'image de G/H
par un morphisme bijectif, on voit comme pour la proposition 6 du n° 10.3
que G/H est réduite & un point si elle ne contient pas au moins deux points
distincts invariants par T'.

Théoréme 1. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, T un tore
mazimal, S lintersection des groupes de Borel de G contenant T, Sy la com-
posante neutre de S, S§ la partie unipotente de Sy. Alors S§ est un sous-
groupe invariant contenu dans le radical de G.

Démonstration. La proposition 1 du n°® 9.4 montre que le sous-groupe
résoluble connexe Sg§ est contenu dans le radical de G s’il est invariant.
D’apres la proposition 3 ci-dessus, il suffit de montrer que le normalisateur
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H de S§ contient tout groupe de Borel B contenant 7'. Nous savons déja
que H D S D T. Comme B = B“T, il suffit de montrer que H O B*. Or
d’apres le lemme 2 du n® 9.1 (appliqué & B) B" est engendré par ses inter-
sections avec les centralisateurs des sous-tores de codimension < 1 de T'. Les
centralisateurs des sous-tores semi-réguliers sont contenus dans S (¢f. lemme
3). Tout revient donc & démontrer que, si B* est la partie unipotente d’un
groupe de Borel B contenant T, QQ un tore singulier de codimension 1 dans
T, Z le centralisateur de @ dans G, on a ZNB" C H, c’est-a-dire que ZN B
normalise S§ .

Soit S’ I'intersection de tous les groupes de Borel B; D T tels que B;NZ =
BN Z. Notons S| la composante neutre de S’ et X la partie unipotente de Sj.
Nous avons les inclusions : S§ C X' C B*. De plus, BNZ =5"NZ=5,NZ,
puisque BN Z est connexe ; donc B*NZ = XN Z. 1l s’agit donc de démontrer
que X' N Z normalise S§. Cela est évident si X = S{. Sinon nous pouvons
appliquer le lemme 2 du n° 9.1, et introduire un sous-groupe fermé connexe
X vérifiant les propriétés suivantes : on a les inclusions

Sy cXcXcBY;

S¢ est un sous-groupe invariant de X’ (i.e. X' C H) ; X'/S{§ est isomorphe &
K, et X' est engendré par S{ et des éléments du centralisateur Z’ d’un tore
Q' C T de codimension <1 (i.e. X' = S{ (X' NZ")).

Le tore Q' est nécessairement singulier ; sinon son centralisateur Z’ serait
contenu dans Sp, d’out X' N Z' C S¥, X' = S} contrairement a I'hypothese.
Soit R le radical de Z’, R" la partie unipotente de R. D’apres le lemme 3, on
aSNZ DR,douSyD Ret S§ O R" Nous avons donc les inclusions

R*cCc SycxX cXxcB*,
et RC Z' dou
RtcCcSynz' cX¥'nz' cy¥nz cB*nZ.

Comme X'/Sy = SY(X' N Z")/SY est isomorphe & K et (comme groupe
discret) a (X' NZ")/(S§ NZ"), ce dernier groupe est infini.

Donc dim(X' N Z’) > dim R*. Comme d’autre part (B* N Z')/R" est
isomorphe & K (lemme 2), nous avons dim(X’' N Z’) = dim(B* N Z’) ; d’ou

Y’'nz'=xnz'=B"nZz".

Comme S) = T X, nous avons SyNZ' =T (¥NZ')=T(B*NZ')= BNZ'.
A fortiori S'NZ' = BN Z'. D’apres le corollaire 2 & la proposition 2 et la
définition de S’ & partir de @ et de B, la relation S’ N Z’ = BN Z' implique
Q =Q et Z = 27" Nous avons donc B“*NZ C X' C H, ce qui acheve la
démonstration.
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Corollaire.? — Soient Q C T un tore de G et Z le centralisateur de Q. Alors
tout élément unipotent du radical de Z est contenu dans le radical de G.

En effet, nous avons vu que le radical de Z est contenu dans Sy.

12.4 Application aux groupes semi-simples

Théoréme 2. — Soient G un groupe algébrique semi-simple, T un tore maxi-
mal de G. Alors :

a) les groupes de Cartan de G sont ses tores mazimauz ;

b) tout tore semi-régulier est régulier et son centralisateur est un tore
mazximal ;

c) si Q est un tore singulier de codimension 1 dans T', le radical du cen-
tralisateur de @ est Q ;

d) G est engendré par les centralisateurs des tores singuliers de codimen-
ston 1 contenus dans T ;

e) lintersection des tores singuliers de codimension 1 contenus dans T
est un groupe fini contenu dans le centre de G.

Démonstration. D’apres le corollaire précédent, le radical du centralisateur
d’un tore est un groupe résoluble connexe sans élément unipotent distinct
de e, donc un tore. Si @ C T est semi-régulier, son centralisateur (qui est
résoluble) est donc égal & T. Cela établit a) puisque les groupes de Cartan
sont les centralisateurs des tores maximaux (n°® 7.1, théoreme 1). Si z € Q
(semi-régulier) est choisi tel que son centralisateur coincide avec celui de @,
le centralisateur de x est T', donc x et ) sont réguliers ; d’ou b).

Si @ est singulier de codimension 1, le radical R de son centralisateur Z
est un tore contenant ). Si R # @, R serait un tore maximal T ; Z serait
donc contenu dans le normalisateur de T', ce qui est impossible puisque la
composante neutre de ce normalisateur est T ; d’ou c).

Soit H le sous-groupe de G engendré par les centralisateurs Z; des tores
singuliers de codimension 1 de T. Pour montrer que H est égal a G, il suffit
d’apres la proposition 3 d’établir que ’'on a B C H pour tout groupe de Borel
B D T, et méme, puisque T' C Z;, que B* C H. Or B" est engendré par ses
intersections avec les centralisateurs des sous-tores de codimension < 1 de
T (n° 9.1, lemme 2). D’apres b) seules interviennent les intersections de B*
avec les centralisateurs des tores singuliers ; d’ou d).

3 Dans la terminologie actuelle, on appelle groupe réductif un groupe algébrique
affine connexe G dont le radical R ne contient aucun élément unipotent distinct
de e (donc R est un tore). Le corollaire exprime que, dans un groupe réductif
G, le centralisateur Z d’un tore @ est un groupe réductif (appelé sous-groupe de
Levi de G).
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L’intersection des tores singuliers de codimension 1 contenus dans T est
un sous-groupe central de G, d’apres d). Ce sous-groupe est fini car la com-
posante neutre du centre de G est contenue dans le radical, i.e. le centre de
G est un sous-groupe fini car G est semi-simple ; d’ou e).






13. Groupes semi-simples : structure de B et
de G/B'

13.1 Propriétés de certains groupes nilpotents a
opérateurs

Dans tout ce numéro, nous étudierons des groupes discrets a opérateurs (cf.
Bourbaki, Algebre, chapitre I, §4) ; le domaine d’opérateurs T' fixé une fois
pour toutes n’interviendra pas explicitement. Par contre, pour abréger les
énoncés, nous conviendrons de dire “sous-groupe” au lieu de “sous-groupe
stable”, “suite de Jordan-Hoélder” au lieu de “suite de Jordan-Holder en tant
que groupe a opérateurs”, etc... Nous dirons qu'un groupe B est produit
d’une famille de sous-groupes (P;)i<i<n si tout élément de B s’écrit d’une
maniére et d’une seule sous la forme [, p;, pi € P (1 <i < n).

Lemme 1. — Soit B un groupe nilpotent.

a) La suite centrale descendante de B : B =By D ... D> B; D Biy1 D
... D Bey1 = {e} est une suite de sous-groupes invariants dont la longueur
est la classe ¢ de B.

b) Soit C # B un sous-groupe de B ; alors il existe un sous-groupe D de
B qui contient strictement C comme sous-groupe distingué.?

c) Si B est simple (i.e. ne contient pas de sous-groupe distingué propre),
il est commutatif et ne contient pas de sous-groupe propre.

d) Si B posséde une suite de Jordan-Hdlder, tout sous-groupe de B figure
dans une suite de Jordan-Holder.

Démonstration. a) Toutes ces propriétés sont bien connues pour les groupes
sans opérateurs. Rappelons que B;y; est engendré par les commutateurs
zyx~ty~! avec 2 € B, y € B;. Comme la suite centrale descendante est
completement invariante (i.e. f(B;) C B; pour tout endomorphisme f de
B), c’est bien une suite de sous-groupes (stables).

b) Soient C' # B un sous-groupe de B et i le plus grand indice tel que
B; ¢ C. Alors D = B;C contient strictement C, et C' est invariant dans D
(passer au quotient modulo B;41).

! Exposé de M. Lazard, le 25.3.1957
2 Autrement dit, C est distinct de son normalisateur dans B.
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¢) Si B est simple, il est commutatif (sinon By serait un sous-groupe
invariant propre), et tout sous-groupe est invariant.

d) Soit {e} = Hy C Hy C ... C H, = B une suite de Jordan-Holder
de B. D’apres ¢) on ne peut intercaler entre H; et H;11 aucun sous-groupe
distinct de H; et de H;41. Il résulte alors facilement du théoreme de Schreier-
Zassenhaus (Bourbaki, loc. cit.) que, si Cy C Cy C ... C C} est une suite de
composition, c’est-a-dire une suite strictement croissante de sous-groupes de
B telle que C; soit invariant dans Cij41 (0 <¢ < h—1), on a h < n. Partant
d’un sous-groupe C' quelconque, on déduit de b) et du résultat précédent
qu’on peut construire une suite de composition ou figure C' ; il suffit alors de
raffiner cette derniere en une suite de Jordan-Holder.

Définition 1. — Un groupe B sera dit vérifier les conditions (C) si :
C1) B est nilpotent.

C2) B admet une suite de Jordan-Hélder (H;) ; notations® : Hy = {e},
H, 1 CH; pourl1 <i:+<n, H, =B.

C3) La suite de Jordan-Hoélder (H;) est clivée par une famille de sous-
groupes (P;)i<i<n ; autrement dit, pour 1 < i <mn, on a P;N Hi—1 = {e},
P,H,_ 1 = H,.

C4) Les quotients H;/H;_1 sont deux & deuz non isomorphes.

Proposition 1. — Soient B un groupe vérifiant les conditions (C), (P;)1<i<n
une famille de sous-groupes clivant une suite de Jordan-Hélder (H;). Alors :

a) Toute suite de Jordan-Holder de B est clivée par les mémes sous-
groupes (P;), rangés éventuellement dans un ordre différent.

b) Tout sous-groupe et tout quotient de B vérifient les conditions (C).

¢) Tout sous-groupe de B est produit des sous-groupes P; qu’il contient ;
plus précisément, si Py, ..., Pamn) sont tous les sous-groupes distincts P;
contenus dans un sous-groupe C' de B, rangés dans un ordre quelconque,
tout élément x € C s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme x =
Y1Y2 - .- Yn avec y; € Poj).

d) Les sous-groupes P; sont tous les sous-groupes simples* de B.

Démonstration. a) Soit (K;)o<i<n une suite de Jordan-Holder de B. Nous
savons que ses quotients K;/K;_1 sont isomorphes aux quotients H,;/H,_1
de la suite (H;), rangés dans un ordre convenable. Pour tout indice a (1 <
a < n), soit i(a) le plus petit indice i tel que P, C K;. Comme P, est
isomorphe & H,/H,_1, P, n’a pas de sous-groupe propre (lemme 1, ¢)) ; donc
PoNKja)—1 = (e). Comme K(,)/Kja)—1 n'a pas de sous-groupe propre, on
a PoKa)—1 = Kj(a). Il en résulte que P, est isomorphe & Kjo)/Kja)—1 ;
comme les P, sont deux & deux non isomorphes, l'application a@ — i(«) est

3 Et bien stir, H;—1 est invariant dans H; pour 1 <7 < n.
4 11s sont donc commutatifs d’apres le lemme 1, c).
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injective, donc bijective puisqu’elle applique Uintervalle fini [1,7n] dans lui-
méme. Autrement dit les P; clivent la suite (K;).

b) 1l est clair que les conditions (C) sont vérifiées pour tout sous-groupe
H; figurant dans la suite (H;). De méme, si H; est invariant dans B, le groupe
B/H; vérifie les conditions (C). Il suffit alors d’appliquer le lemme 1, d).

¢) Six € H; (avec les notations de la définition 1), on démontre sans peine
(par récurrence sur i) que £ = y1Y2 . ..Y;, avec des y; € P; bien déterminés
par x ; H; est donc le produit des P; pour 1 < j <4, i.e. le produit des P; qu’il
contient. Cette propriété est vraie pour tout sous-groupe C, car C figure dans
une suite de Jordan-Holder clivée par les P;. Pour montrer que l'ordre des
facteurs P; peut étre choisi arbitrairement, nous pouvons supposer C' = B.
Soient alors (P;)1<i<n les sous-groupes P; rangés dans un ordre quelconque.
La propriété cherchée est évidente si B est commutatif. Sinon, raisonnons par
récurrence sur la classe ¢ de B. Soit I C [1,n| Pensemble de tous les indices
i tels que P; C B, (dernier sous-groupe non réduit a ’élément neutre de la
suite centrale descendante de B). Si nous passons au quotient modulo B,
I’hypothese de récurrence nous montre que les produits y; ...y, avec y; € P;
et y; = e pour 7 € I constituent un systeme de représentants de B mod. B..
Comme B, est dans le centre de B et que B. = [[,.; P, il en résulte que
(Y1, -y Yn) = Y1 ... Yn (yi € P;) est une bijection de P, x ... x P, sur B.

d) est une conséquence immédiate de c).

Définition 2. — Soient B un groupe vérifiant les conditions (C), (P;)i<i<n
l’ensemble de ses sous-groupes simples. Si I est une partie de [’intervalle
d’entiers [1,n], nous dirons que I est saturée si le sous-groupe engendré par
les (P;)ier ne contient pas d’autre sous-groupe simple ; ce sous-groupe, produit
des (P;)icr, sera noté Br. Si I est une partie quelconque de [1,n], la plus petite
partie saturée contenant I sera dite engendrée par I. (L’intersection d’'une
famille de parties saturées est évidemment saturée.)

Proposition 2. — Soient B un groupe vérifiant les conditions (C), (P;)1<i<n
l’ensemble de ses sous-groupes simples.

a) Si {I,I'} est une partition de [1,n] en deuz parties saturées, B est
produit de By et de By.

b) Si I et I’ sont deux parties saturées de [1,n] telles que By et By soient
conjugués dans B, alors I = 1I'.

c) Pour qu’une partie I C [1,n] soit saturée, il faut et il suffit qu’elle
vérifie la condition suivante : pour tout couple i,j € I, la plus petite partie
saturée contenant i et j est contenue dans I.

Démonstration. a) est une conséquence immédiate de la proposition 1, c).

b) Démonstration par récurrence sur la classe ¢ de B (la proposition est
évidente si ¢ = 1). Considérons les deux sous-groupes By N B. et By N B,
que nous pouvons écrire respectivement By, et By, I et I étant des parties
de [1,n]. Alors By, et By sont conjugués dans B. Comme ils sont centraux,
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on a évidemment I; = I{. Considérons maintenant le quotient B/B., et
appliquons I’hypothese de récurrence aux images de By et de By : nous en
déduisons que I — I = I’ — I} (différences ensemblistes) ; d’ott I = I'. (Ce
résultat ne signifie évidemment pas que tout sous-groupe est invariant, mais
que, si C est un sous-groupe de B et z € B, zCz~! n’est un sous-groupe
(stable par T'!) que s’il est égal & C.)°

¢) Il suffit de prouver la suffisance de la condition énoncée. Supposons
les (P;) ordonnés comme dans la définition 1, ce qui équivaut a supposer
les parties [1,4], saturées pour 1 < i < n. Raisonnons par récurrence sur le
nombre d’éléments de I. Soient « le plus grand élément de I et I’ = I — {a}.
Alors, si i, j € I’, le sous-groupe engendré par P; et P; ne contient pas P,, et
I’hypotheése de récurrence s’applique donc a I’, qui est saturée. Pour montrer
que I est saturée, il faut montrer que P, B} est un sous-groupe. Il suffit donc
de montrer que PP, C P,P; pour tout 1 € I’ ; or c’est un cas particulier
de I'hypothese.

Signalons pour conclure un résultat qui servira peut-étre : tout sous-
groupe propre maximal est invariant, et le quotient est abélien. On en déduit
qu’il existe une famille minima de P; qui engendre B : elle est constituée par
tous les P; qui ne sont pas contenus dans le groupe dérivé By de B.

13.2 Structure du groupe B*

Dans ce numéro, nous notons G un groupe algébrique semi-simple, T un tore
mazimal, B un groupe de Borel contenant T', B" la partie unipotente de B.

Théoréme 1. — a) Si l'on fait opérer par automorphismes intérieurs les
éléments de T sur B, le groupe a opérateurs B* vérifie les conditions (C)
de la définition 1.

b) Soit B l’ensemble des racines « associées a T qui sont négatives sur
la chambre de Weyl associée a B. Les sous-groupes stables minimauzr de B"
sont les intersections (Py)acp de B™ avec les centralisateurs Z,, des tores
singuliers Qo C T de codimension 1 (correspondant respectivement auz raci-
nes o).

¢) Chacun des groupes P, est isomorphe 4 K comme groupe algébrique.
Si P, est identifié a K par lisomorphisme 7o : K — Py, on a t1,(&)t™ =
Ta(a(t)E) poura e B, (€ K, teT.

d) Tous sous-groupe de B* normalisé par T est fermé. C’est le produit
des P, qu’il contient.

5 Le point de cette remarque est le suivant : si C' est un sous-groupe stable par T
dans B, et = un élément de B, on ne peut garantir que 2Cz ' est stable par T
si x n’est pas lui-méme invariant par 7.
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Démonstration. Appliquons le lemme 2 du n® 9.1 (en y remplagant G par B).
Nous en déduisons l'existence d’une suite de composition (H;)o<i<n de B,
ou les sous-groupes H; sont tous normalisés par T. Pour tout i (1 < i < n)
H;/H;_1 est isomorphe a K ; le groupe H; est engendré par H;_1 et par des
éléments du centralisateur Z; d'un tore Q); C T de codimension < 1.

Les tores @); sont des tores singulier de codimension 1. Sinon, d’apres le
théoréme 2, b) du n® 12.4, 'un des Z; serait égal a T' et ’on aurait Z; N B* =
{6}, d’ou Hi,1 = Hi.

D’apres le lemme 2 du n°® 12.1, le lemme 3 du n® 12.2 et le corollaire
au théoreme 1 du n® 12.3, nous savons que B* N Z; = P; est isomorphe
a K.SiT: K — P;est un isomorphisme de K sur P;, nous avons, pour
EeKetteT, tr(E)t7 = 1i(ai(t)€), onl a; est la racine associée a T, Q;
et B (n° 12.2, définition 1). Comme «; n’est pas nulle, «;(¢) prend toutes les
valeurs de K*, et P; est simple en tant que sous-groupe a opérateurs. On en
déduit P, N H;—1; = {e}, puisque P; ¢ H;_1 ; on a aussi P, C H;, puisque
Pi N Hi 75 {6}

Le groupe B* est nilpotent (puisqu’il est unipotent et connexe) et admet,
en tant que groupe a opérateurs, une suite de Jordan-Holder clivée par les
P;. Reste & montrer que les P; sont deux a deux non isomorphes en tant que
groupes a opérateurs. Or P; est isomorphe a P; si et seulement si o; = «;
(rappelons que «; est indépendant du choix de 7;) ; mais si a; = «;j, leurs
noyaux connexes ; et ); coincident, donc P; = P;.

Nous avons donc démontré a) ; au passage, nous avons établi que 'intersec-
tion P, de B“ avec le centralisateur Z,, d’un tore singulier @), de codimension
1 dans T est un sous-groupe stable simple de B*. La proposition 1 établit les
autres assertions du théoreéme 1 (noter que les P, sont fermés, ainsi que les
sous-groupes engendrés par certains d’entre eux).

Nous allons maintenant étudier certains sous-groupes stables de B“.
Proposition 3. — Soient, avec les notations précédentes, o un élément du
normalisateur de T, w opération du groupe de Weyl W définie par o. Posons
B = B“*NoBY L.

Alors B’ est un sous-groupe de B* normalisé par T. Si o € B est une
racine négative sur C(B), les conditions suivantes sont équivalentes :

a) P, C B". ;

b) wla € B ;

¢) a est négative sur la chambre de Weyl wC(B) ;

d) Uhyperplan de I'®(T) orthogonal ¢ o ne sépare pas les chambres as-
sociées aux groupes de Borel B et wB = 0 Bo!.

. u u , - \
Enfin, si w,w’ € W, B',, = B, équivaut ¢ w = w'.

Démonstration. Comme B" et wB" sont normalisés par T, il en est de méme
de leur intersection B’;,. Il résulte alors du théoreme 1, d), que B’,, est le
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produit des P, qu’il contient. Pour a € B, la relation P, C B’ équivaut
4 P, C 0B~ ! ou encore & 0" 'Pyo C B*. D’apres le corollaire 1 de la
proposition 2 du n® 12.2, cette relation équivaut a w=ta € B. Soit v € C(B) ;
alors w™la € B équivaut a (w™la,y) < 0. Or (wla,y) = (a,wy). Enfin
o est négatif sur C(B) et wC(B) = C(wB) si et seulement si 'hyperplan
orthogonal ne sépare pas ces chambres de Weyl. Cela démontre I’équivalence
de a), b), c) et d).

Soient w,w’ € W, B"t = B’.,. Alors, si nous appliquons d), nous voyons
que les chambres C(wB) et C(w'B) ne sont séparées par aucun hyperplan
limitrophe dans I'®(T). D’apres la caractérisation des chambres de Weyl
(n° 11.3, théoreme 1), cela signifie C(wB) = C(w'B), i.e. w = w'.

Lemme 2. — a) Siy € I'(T) parcourt la chambre de Weyl associée a un
groupe de Borel B D T, (—v) parcourt la chambre de Weyl associée a un
groupe de Borel B O T. La relation entre B et B est symétrique ; ces deux
groupes de Borel, ainsi que les chambres associées, seront dits opposés. Toute
racine B8 prend les signes opposés sur C(B) et C(B).

b) Les intersections respectives de B et B avec le centralisateur Z d’un
tore singulier Q@ C T de codimension 1 sont les deux groupes de Borel de Z
contenant T'.

¢) Il existe un élément et un seul wg € W, tel que wgB = B. On a
w% =1 (élément neutre). Si B = wB est un groupe de Borel contenant T

(we W), on awp =wwgw !

Démonstration. a) résulte du théoreme 1 du n® 11.3. Les chambres C(B) et
C(B) sont situées de part et d’autre de tout hyperplan de I'®(T) qui ne
les rencontre pas, donc en particulier de tout hyperplan limitrophe d’une

chambre (hyperplan orthogonal & une racine).

b) résulte du corollaire de la proposition 1 et de la proposition 2 du n® 12.2.

¢) Lexistence et 'unicité de wp résulte de ce que W opére d’une maniere
simplement transitive sur les groupes de Borel contenant 7' (ou sur les cham-
bres associées). Comme w € W définit un automorphisme de I'?(T), les
chambres wC(B) et wC(B) sont opposées ; autrement dit, wB = (wwp)B =
(wwpw™!)(wB). La relation w% = 1 résulte de B = wpB = w% B.

Proposition 4. — Avec les notations précédentes, posons pour w € W, By =
B’y Alors BY est produit de ses deux sous-groupes BY et B'y,. On a
u
By, =DB" et B, ={e}.
Démonstration. D’apres la proposition 2, a) et le théoreme 1, il suffit de
prouver que, pour tout « € B, on a une et une seule des relations P, C By
et P, C B',, ; cela résulte de la proposition 3, c¢) et du lemme 2. La derniére
partie résulte de ce que (si 1 désigne I’élément neutre de W) on a B’} = BY,
i = {e}-

On peut prouver facilement (c¢f. le corollaire 2 de la proposition 2 du

n° 12.2) que tout sous-groupe P, (« € B) est 'intersection d’une famille de
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sous-groupes B;%. Mais il peut exister des sous-groupes de B* normalisés par
T qui ne sont pas de cette forme.

13.3 Racines fondamentales

Définition 3. — Soit G un groupe algébrique semi-simple, et soit T un tore
mazximal de G. Nous appellerons racines fondamentales par rapport au groupe
de Borel B D T les racines associées a T et B dont les hyperplans ortho-
gonauz dans I'®(T) sont limitrophes de la chambre C(B). L’ensemble des
racines fondamentales par rapport & B sera moté B* (C B, ensemble des
racines négatwes sur C(B)).

Théoréme 2. — Si { est le rang du groupe algébrique semi-simple G, i.e. la
dimension d’un tore mazimal de G, il y a exactement ¢ racines fondamentales
par rapport a un groupe de Borel B. Considérées comme formes linéaires sur
I'T), elles sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Les propriétés énoncées ne dépendent pas de la maniere dont
on a normeé les racines ; autrement dit, ce sont des propriétés des hyperplans
limitrophes de C(B). L’indépendance linéaire des a € B* a été démontrée au
n° 11.4. Pour que leur nombre soit égal a £, il faut et il suffit que I'intersection
H des hyperplans limitrophes de C(B) se réduise a (0). Or le groupe de Weyl
est engendré par les réflexions par rapport a ces hyperplans (n° 11.3, théoreme
2). Le sous-espace H est donc l'intersection de tous les hyperplans limitrophes
des chambres de Weyl dans I'Q(T). 1l est donc de la forme I'®(Q), o1 Q est
la composante neutre de l'intersection des tores singuliers de codimension 1
de T'. D’apres le théoreme 2, €) dun® 12.4, on a H = (0).

Proposition 5. — a) Toute racine est transformée par au moins un élément
de W d’une racine fondamentale par rapport a B.

b) Le groupe semi-simple G est engendré par les centralisateurs Z, des
tores singuliers Qo C T de codimension 1 lorsque a parcourt B*.

Démonstration. a) Soient § une racine, H 'hyperplan orthogonal & 5 dans
I'®(T), B’ un groupe de Borel tel que H soit limitrophe de la chambre C(B’).
Si w € W est tel que wB’ = B, wf est fondamentale par rapport a B ou a
B ; dans ce dernier cas, (wpw)f est fondamentale par rapport a B.

b) Il résulte de a) que tout centralisateur d’un tore singulier de codimen-
sion 1 de T est transformé de I'un des Z,, par un élément de W. Or ces centra-
lisateurs engendrent G (n° 12.4, théoreme 2, d)). Il suffit donc de prouver que
le sous-groupe engendré par les Z, (a € B*) contient le normalisateur N de
T. Or W est engendré par les réflexions par rapport aux hyperplans limitro-
phes de C(B), et I'intersection Z, NN se compose de deux classes modulo T :
T lui-méme et la classe dont les éléments définissent la réflexion par rapport
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a Q- Le sous-groupe engendré par les Z,, contient un systeme de générateurs
de N, donc N lui-méme.

Lemme 3. — Soient G un groupe algébrique affine connexe (non nécessaire-
ment semi-simple) dont le groupe de Weyl est d’ordre 2, T un tore mazimal,
B et By deux groupes de Borel (avec T C B), §2 l’espace homogéne G/By.
Alors, si lon fait opérer B sur (2, {2 se décompose en deuz orbites ; chacune
d’elles contient exactement un point invariant par T'. Cet énoncé reste valable
si l'on y remplace 2 par son image par un morphisme bijectif.

Démonstration. On n’a fait qu’énoncer, sous une forme plus géométrique, des
résultats établis au cours de la démonstration du lemme 1 du n°® 12.1.

Corollaire. — Avec les notations du lemme 3, si o est un élément du normali-
sateur de T non contenu dans son centralisateur, { B, BoB} est une partition

de G.

Démonstration. Si l'on fait By = B, les points de {2 invariants par T sont les
images de B et de 0B ; les images réciproques de leurs orbites par B sont B
et BoB.

Proposition 6. — Soient G un groupe algébrique semi-simple, B O T un
groupe de Borel et un tore mazimal, BY, B, , etc... comme précédemment.
Alors :

a) Pour que BY se réduise a l'un des P,, il faut et il suffit que l'on ait
a € B* et que w soit la réflexion par rapport a Uhyperplan orthogonal a o.
Nous poserons dans ce cas Co, = By (v € B*).

b) C, est un sous-groupe invariant de B*. Son normalisateur contient le
centralisateur Z, de Q.

¢) On a Zo,B = BZ,.

Démonstration. a) Soit w € W. La détermination des Pg C B;} se ramene a
la recherche des hyperplans limitrophes de chambres dans I'Q(T') qui sépare
C(B) et C(wB), d’apres la proposition 3, d) et la proposition 4. L’énoncé est
alors une conséquence facile du théoréme 1 du n° 11.3 (et des développements
qui précedent son corollaire). Il en résulte en effet que deux chambres sont
séparées par un seul hyperplan limitrophe si et seulement si elles ont un mur
commun dans cet hyperplan limitrophe, i.e. si elles sont transformées 1'une
en l'autre par la réflexion par rapport a cet hyperplan.

b) Il résulte du théoreme 1, d) que C, est un sous-groupe stable maxi-
mal de B*. 1l est donc distingué (lemme 1, b)). Soit o, un élément de Z,
appartenant au normalisateur de 7' mais non a T (« € B*). Alors la réflexion
w € W associée a « est définie par 'automorphisme intérieur associé a o,.
Cet automorphisme permute B* et wB". Il conserve donc leur intersection
B’y = Cy ; i.e. 04 normalise C,,. Posons A, = BNZ,, donc A, est un groupe
de Borel de Z,, ; sa partie unipotente est P,, et A, = P,T. Le groupe C,, est
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normalisé par T et par P, (puisque P, C B"), donc par A,. Mais (corollaire
du lemme 3), on a Z, = A, U Ay0,As. Donc Z, normalise C,.

¢)Ona: B=TB*=TP,C, = C,P,T. Donc :

ZoB=72,TP,Cy =2,Co =CoZo =C,P,TZ,=BZ,.

13.4 Structure de I’espace homogéne G/B

Théoréme 3. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, B un groupe
de Borel contenant un tore mazimal T, £2 une variété algébrique sur laquelle
G opére algébriquement et transitivement, de telle sorte que le stabilisateur
d’un point soit un groupe de Borel. Alors, si l’on fait opérer B sur {2, {2 se
décompose en un nombre fini d’orbites ; chacune d’elles contient exactement
un point invariant par T.

Démonstration. Si G n’est pas semi-simple, le radical R de G opeére triviale-
ment sur {2, car il est contenu dans 'intersection des groupes de Borel. Nous
pouvons donc faire opérer sur {2 le groupe semi-simple G/ R, et remplacer B
par son image qui est un groupe de Borel de G/R. Nous nous ramenons ainsi
au cas ou (& est semi-simple, ce que nous supposerons désormais.

Soient (04 )wew une famille de représentants des classes mod. T du nor-
malisateur N de T, et ep le point de (2 invariant par B. Alors les points de
{2 invariants par T' sont les points o,ep (w € W), qui correspondent aux
groupes de Borel de G contenant T'.

Montrons d’abord que 1’'on a Bo,eg N Boyeg = & pour w # w'. Le
stabilisateur de o,ep dans G est wB = o, Bo, L - son stabilisateur dans B
est BNwB = B’ZT. Si Boyep et Boy, ep avaient une intersection non vide,
ils coincideraient (comme orbites par B d’un méme point) ; les sous-groupes
B'wT et B, T seraient conjugués dans B (comme stabilisateurs de deux
points d’une méme orbite), ainsi que leurs parties unipotentes B’., et B’..,.
D’apres la proposition 2, b), on aurait B',, = B’.,,, d’ott w = w’ d’apres la
proposition 3.

Démontrons maintenant que, si ’'on pose 2’ = |J Boyep,ona 2 = (2.

weW
11 suffit de prouver que 'on a G£2' C 2, ou, d’apres la proposition 5, b), que
lon a Z,8 C (2 pour o € B*.

Considérons Z,o,ep C 2. Le stabilisateur de o,ep dans Z, est A, =
Zo NwB, i.e. un groupe de Borel de Z,. Désignons par o, un élément de
NN(Z,—T). Le corollaire du lemme 3 montre que Z, = A, UA400A4, d0u
Zoowep = oyep U Ayon0ep. Comme Z,B = BZ, (proposition 6, c)), on
a: ZyBoywep = BZ,owep = BoyegUBogoywep. Or 0,04, = 0y ep, avec
w' € W. Donc Z,Bo,eg = Boyweg U Bo,eg C (2, dou Z,2' C (2, ce qui
acheve la démonstration.
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Corollaire 1. — (“décomposition de Bruhat”) Supposons G semi-simple.
Alors les ensembles Bio,B = Bo,B, ou w € W, définissent une parti-
tion de G. Pour chaque w € W, Uapplication (b,b') — bo,b' de B! x B dans
Bo, B est bijective.

Démonstration. Prenons {2 = G/B. Les ensembles Bo,, B constituent une
partition de G, image réciproque de la partition de {2 en orbites suivant B.
Comme le stabilisateur de o,ep dans B est B’ T, et que B est produit de
BY et de B’ T, I'application b — bo,ep de BY dans Bo,ep est bijective.
En remontant a GG, on en déduit que tout point de Bo,,B = By o, B s’écrit
d’une maniére et d’une seule sous la forme bo,,b’ indiquée.

Corollaire 2. — Supposons toujours G semi-simple. Alors la dimension de
lorbite Boyep est égale a la dimension de By,. L’orbite de wpep est ouverte
dans §2. La somme des dimensions des orbites Boyep et Bo,ow,ep est égale
an, dimension commune de {2 et de B* (pour tout w € W ). Les orbites par
B de dimension n — 1 sont les ensembles Bo,oy,ep ; avec les notations de
la proposition 6, l’application C, — BaaawBeB est bijective, pour a € B*.

Si G est de rang £, sa dimension est 2n + £ ; BB est une partie ouverte de
G, et Uapplication (b,t,b') — btb! de B* x T x B* dans BB est bijective.

Démonstration. Toute orbite par B est une partie épaisse, et, plus précisément,
une partie irréductible ouverte dans son adhérence (n° 6.1, lemme 1). La
réunion des adhérences des orbites Bo,,ep est {2 ; comme {2 est irréductible,
I'une de ces adhérences est {2, et par conséquent 'une des orbites Bo,e est
un ouvert de 2. Une seule orbite a cette propriété, car deux ouverts de {2 ont
une intersection non vide. Nous avons vu que I'application de By, sur Boyep
est bijective ; la dimension de Boy,ep est donc égale a celle de By, d’ou

dim Boyep < n. L’égalité ne peut avoir lieu que si BY, = B", i.e. siw = wp
d’apres la proposition 4. La somme des dimensions de By, et de By, est

égale & n, puisque B* est produit de BY et de B’ = BY Pour que

ww
dim BY = n — 1, il faut et il suffit que lel By, = 1, i.e. qﬁe wwp soit
une réflexion w, définie par o, (o € B*) (proposition 6, a)). Les orbites
Bogoygzep (o € B*) sont donc les seules de dimension n — 1 ; rappelons
quon a posé Co = B',, = BY .. Prenons 2 = G/B. Si G est de rang ¢,
B = BT est de dimension n + ¢, et dimG = dim B + dimG/B = 2n + £.
L’image réciproque de l'ouvert Bo,,ep dans G est l'ouvert Bo,,B =
0wy (03t Bowy)B = 04, BB. L'application (b,b') — bo,, b de B* x B dans
Boy,, B est bijective ; le petit calcul précédent montre qu’il en est de méme
de l'application (b,b') — bb’ de B* x B dans BB, ou encore de I'application

(b, t,b') — bth/ de B* x T x B* dans BB.
Proposition 7. — Reprenons les notations du théoréme 3, en supposant G

semi-simple. Soit v € C(B) un sous-groupe ¢ un paramétre de T. Alors, si
x € Boyep, on a y(00)r = oyep.
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Démonstration. L’élément x peut s’écrire x = boep, avec b € B, et, pour
t € T,on atr = thoyep = (tht )toyep = (tbt~1)o,ep. Nous allons rem-
placer B" par un espace vectoriel K™ de la manieére suivante. Ordonnons
Iensemble B des racines « négatives sur C(B) (B = {aq,...,a,}). Alors,
avec les notations du théoreme 1, application ¢ : K™ — B" définie par
V(&1 ..y &n) = Tay (&1) .. . Ta, (&) est bijective (proposition 1, ¢)). Le mor-
phisme ¥ de K* x K™ dans K" défini par

CCASTRRNY) (@1 (7(0))Er, - -, an(7(6))6n)
= (Bl ..., 0l

se prolonge en un morphisme de K= x K™ dans K" (K= = K* U {o0}),
en posant (oo, (&1,...,&,)) = (0,...,0) ; en effet, tous les entiers {(a;,~)
sont strictement négatifs. Le morphisme composé ¢ o 1) se prolonge de
méme. Or (théoreme 1), on a v(0)p(O)y(0)~L = (p o )(6,0), pour O =
(&1,...,&,) € K™ et § € K*. Dong, si b = p(0), on a y(0)z = v(0)boep =
(pot)(0,0)o,ep. Dol y(oco)x = gyep.
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14. Groupes finis engendrés par des réflexions

14.1 Réflexions

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n > 0 sur le corps des nombres
réels. Si S est une transformation linéaire involutive de V, c’est-a-dire si
S? =1, nous poserons Ey = (S+1)/2, E_ = (1 —5)/2 ; on a alors

(1) E,+E_.=1 EE_.=E_FE,=0 S=E,—FE_

et par suite EF; et E_ sont les projecteurs associés a une décomposition de
V' en somme directe de sous-espaces V et V_ ; on a alors

(2) Sy +z_) =24 —x_

pour 24 € Ey. Les éléments de Ey sont caractérisés par la condition S(x) =
+x. Inversement, si V' est somme directe des sous-espaces V et V_, la formule
(2) définit un opérateur involutif.

De plus, si I'on a donné un produit scalaire (z | y) sur V, pour que
Popérateur S défini par la formule (2) soit orthogonal, il faut et il suffit que
I’on ait

(21 +a_ oy +a )= (@2 —a_ |22 —a_)
soit (x4 | x_) = 0 pour z+ € Vi ; ceci signifie que les sous-espaces V. et V_
de V sont orthogonaux.

Nous appellerons réflexion un opérateur linéaire S dans V', involutif et
dont l’ensemble des points fixes est un hyperplan.

Si lon s’est donné un produit scalaire (x | y) défini positif sur V, pour
tout @ € V non nul, il existe une réflexion S, et une seule qui soit une
transformation orthogonale et applique a sur —a. En effet, soit H, ’hyperplan
orthogonal & a ; on devra avoir V. = H, et V_ = R-a et la réflexion cherchée
sera de la forme 1 — 2F, E étant le projecteur de V' sur la droite R - a nul
sur H,. Or si Ex = Aa, on doit avoir  — Aa € Hy, i.e. (x —Aa|a) =0, dou
en résolvant par rapport a A, la formule

(la) .
(ala)

11 est clair que la formule (3) définit une réflexion répondant a la question.
S, est la seule transformation orthogonale # 1 qui induise l'identité sur H,.

(3) Sa(z) =2 -2

! Exposé de P. Cartier, le 1.4.1957
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14.2 Systémes de racines

L’espace vectoriel V' restera fixé jusqu’a la fin de cet exposé.

2

Nous appellerons systéme de racines® un ensemble fini A contenu dans V/

vérifiant les conditions suivantes :
1) L’espace vectoriel V' est engendré par A.

2) Sia € A, ona—a€ A, mais aucun autre vecteur proportionnel d a
ne peut appartenir a A.

3) Pour tout a € A, il existe une réflexion S, appliquant a sur —a et telle
que S, A = A.
Il résulte immédiatement de ces conditions que 0 ¢ A et que le groupe

G d’opérateurs dans V' engendré par les réflexions S, est fini. De plus, on
définit sur le dual V* de V un produit scalaire défini positif par la formule :

(4) (f19)=>_ flayg(a).

a€A

Par dualité, on définit donc aussi un produit scalaire (z | y) défini positif sur
V', qui sera invariant par tout opérateur linéaire dans V' conservant ’ensemble
A. En particulier, S, est la réflexion orthogonale changeant a en —a, et
c’est donc l'unique transformation linéaire dans V' changeant a en —a et
conservant A. On en déduit gS,g~ ! = Sg.q pour toute transformation linéaire
g conservant A. On note H, ’hyperplan orthogonal & a € A.

Les éléments de A seront appelés racines ; on posera
u(a,b) = =2(a|b)/(a|a)
pour tout couple de racines a,b ; on a donc :

(5) u(a,a) = =2

(6) Sab=0b+u(a,b)a.

14.3 Racines fondamentales

Comme P’ensemble A est fini, il existe xg € V tel que l'on ait (zg | a) # 0
pour toute racine a ; nous noterons X' l’ensemble des racines a telles que
(xo | @) > 0. Les ensembles X' et —X forment donc une partition de A. Nous
munirons V' de la relation d’ordre (partielle) compatible avec sa structure

2 L’usage actuel est de réserver le nom de “systémes de racines” aux systémes qui
satisfont & la restriction “u(a,b) entier pour tous les couples de racines a,b” (cf.
remarque 2 du n° 14.7).
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d’espace vectoriel réel pour laquelle les éléments positifs sont les combinaisons
linéaires a coefficients > 0 d’éléments de X. Il est clair que X est I’ensemble
des racines positives. On note = > y cette relation d’ordre.

Considérons ’ensemble P des parties F' de X' telles que tout élément
de X soit combinaison linéaire & coefficients > 0 d’éléments de F' et soit 7
un élément minimal de I’ensemble P ordonné par inclusion. On supposera
numérotés les éléments de m sous la forme ai,as,...,a, et I'on posera
S; = S4,. On a alors la proposition fondamentale suivante :

Proposition 1. — L’ensemble 7w jouit des propriétés suivantes :
a) m est une base de V' (donc m =n).
b) Toute racine est de la forme £ A\;a; avec A\; > 0.
c) Les scalaires u;; = u(ai, a;) sont >0 pouri # j.

Le b) résulte de la définition de 7. Remarquons ensuite que 1’on ne peut
avoir A\ja; — Aja; > 0 avec A, Aj > 0 et ¢ # j. On aurait en effet dans ce
cas une relation A\;a; = Aja; + > pray avec des coefficients py, > 0. On ne
pourrait avoir A\; < p;, car on en déduirait Y viar = 0 avec ar > 0, v, > 0
et v; > 0, ce qui est contradictoire ; on ne peut non plus avoir A\; > p; car
il en résulterait (\; — p;)a; =) mpar avec m, > 0, et par suite a; serait

k#i
combinaison linéaire & coefficients > 0 des aj pour k # i, ce qui contredirait
le caractere minimal de 7.

Comme on a S;a; > 0 ou —S;a; > 0, et que S;a; = a; + ui;ja;, on déduit
c) de ce qui précede.

Comme A engendre V, il en est de méme de 7, d’apres b). Il suffit donc,
pour prouver a), de montrer que les a; € 7 sont linéairement indépendants.
Dans le cas contraire, on aurait une relation de la forme

Z)\iai = Zujaj =Uu

il jeJ

avec INJ =@, \j,p; >0et I,J # @ Ona(a; | a;) <0 pouri eI et
j € J d’apres c), et par suite de Y Aipj(a; | aj) = (uw | w) > 0 on déduit
Ai = p; = 0, ce qui est contradictoire. C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Pour qu’une racine a > 0 appartienne a 7, il faut et il suffit
qu’elle ne soit pas combinaison linéaire a coefficients > 0 de r > 2 racines
positives.

En effet, pour que a ne soit pas combinaison linéaire a coefficients > 0
de r > 2 racines positives distinctes, il faut et il suffit qu’elle ne soit pas
une telle combinaison de racines a; (d’apres b)). Ceci signifie donc que a est
proportionnelle & une des racines a; donc lui est égale, d’apres la condition
2) de la définition des systemes de racines.
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Corollaire 2. — Soit ' une partie de X ; pour que toute racine a soit de la
forme £ > Apb avec Ay > 0, il faut et il suffit que ©’ D 7.
ben’
La condition est suffisante d’aprés le b) de la proposition 1 ; elle est
nécessaire, car d’apres le corollaire 1 toute racine a; € 7 est proportionnelle
& une racine appartenant a 7/, donc lui est égale.

Corollaire 3. — Soit a une racine positive ; si a # a;, on a S;a > 0.
Posons a = > Ajaj, dou S;a = a — pa; =Y, Ajaj + (A — p)a; ; mais
i

comme a n’est pas proportionnelle a a;, les scalaires Aj pour j # i sont > 0 et
I'un au moins n’est pas nul. Comme S;a est une racine, tous ses coefficients
en fonctions des a; doivent étre de méme signe ; comme 'un d’eux est > 0,
ils sont tous > 0 et S;a > 0.

On notera que S;a; = —a; < 0, donc a; est la seule racine > 0 dont la
transformée par .S; soit < 0.

D’apres le corollaire 2, la partie 7 de A ne dépend que de X' ; on dit que
les éléments de 7 sont les racines fondamentales ou simples et que 7w est un
systeme de racines simples. On peut caractériser ainsi les systémes de racines
simples :

Proposition 2. — Soient b1, . .., b, des racines. Pour que 7’ = {b;}1<i<n soit
un systéme de racines simples (pour un ensemble X convenable de racines
positives), il faut et il suffit que toute racine soit de la forme £ A\;b; avec
A > 0.

En effet, comme A engendre V, les b; forment une base de V' et par suite,
il existe x; € V telle que (z1 | b;) > 0 pour 1 < i < n ; les racines a de la
forme Y \;b; avec A; > 0 sont caractérisées par la formule (x; | @) > 0 ; la
proposition résulte alors du corollaire 2 de la proposition 1.

Nous caractériserons au numéro suivant les ensembles possibles de racines
positives.

14.4 Relation d’ordre dans V

Nous supposons toujours fixé I’ensemble X' des racines positives et notons 7 =
{ai1,...,a,} Vensemble des racines simples. A cdté de l'ordre déja introduit
dans V', nous considérerons l’ordre lexicographique dans V par rapport a la
base (ai,...,a,) que nous noterons x = y. C’est une relation d’ordre total
dans V' compatible avec la structure d’espace vectoriel réel et les éléments
2 % 0 non nuls sont par définition les éléments de la forme x = Aparp+ >

>k
Ajaj avec 1 < k < n et \p > 0. Notons aussi que la relation z > y entrajine
la relation x 3= y et que pour a € A, a = 0 équivaut & a € X.
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Proposition 3. — Soit x > 0 un élément de V ; il existe un entier i compris
entre 1 et n tel que x > S;x.

Si lon avait (z | a;) < 0 pour toute racine simple a;, on en déduirait
(z | y) <0 pour tout y > 0, d’out en particulier (z | ) < 0, ce qui contredit
la relation 2 # 0 ; il y a donc un entier 4 tel que (x | a;) > 0 d’ou z > S;x
par la formule (3).

Corollaire. — Toute racine est de la forme S;, ... S;, a;, ,, p > 0.

Soit W l’ensemble des racines de la forme S;, ...S; a;, , ; il est clair
que W contient les racines simples et que S;W C W pour tout i. Soit a
une racine positive et supposons que W contienne toutes les racines positives
b < a ; il existe i tel que S;a < a, donc S;a < a ; si a # a;, on a S;a > 0,
donc S;a € W et a € W et si a = a;, on a aussi a € W. De la résulte par
récurrence que W contient X ; de plus si a € W, on a aussi —a € W car
_Si1 . Sipaip+1 = Sil . SipSi On a donc bien W = A.

Proposition 4. — Soient F' une partie de m et x € V tels que x > S,z (resp.
x > Sqx) pour tout a € F. Si H est le sous-groupe de G engendré par les
réflexions S, pour a € F, on ax > g-x (resp. x > g -x) pour tout g € H
différent de 1.

pt1Qippr-

Supposons démontrée 'inégalité © > ¢ -z (resp. ¢ > g - x) pour g =
Sey - Se, # 1 quelle que soit la suite (c1,...,cq) de ¢ < p éléments de F' et
soit h = Sy, ... Sy, # 1 avec b; € F. Posons h = h'Sy, d’ott

-xr = c Oy, T = - xr— .
7 h h Sy, n' AR - by,

avec A > 0 (resp. A > 0) puisque Ab, = x — Sp, - = > 0 (resp. > 0). Dans ces
conditions, si A’ - b, > 0,on aura h -z < h' -z < x (resp. h-z < h' -z < x)
par ’hypothese de récurrence.

Si A - b, < 0, nous appliquerons le lemme suivant :

Lemme 1. — Soient b1,...,b, des racines simples telles que
(8) bZSbl...pr_lbp<0.
1l existe un indice k tel que 1 < k < p et que

9) b=—S, ... S _ b

(10) Spy -+ Sb, = Sty - Shy 1 Spsr - Shy -

P

Posons ¢; = Sy, ... Sp,_,bp dolt cg = b < 0 et ¢, = b, > 0. Soit k le
plus petit indice tel que ¢, > 0 ;0na k > 0 et Sy, cp = cr—1 <0 ; d’apres le
corollaire 3 de la proposition 1, ceci implique by = ¢y, c’est-a-dire la formule
(9) puisque Sy, by, = —by,. De 13, la formule Sy., = gS,g~" pour g € G permet
de déduire la formule
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(11) St = (Styrs - Sby_1)Sb, (Shysy - S, 1) 7"

d’ou Sbk e pr71 = Sbk+1 e Sb
déduit immédiatement de la.

, ; comme on a (S, )? = 1, la formule (10) se

Revenant a la démonstration de la proposition 4, ce lemme montre que si
R -b, < 0, h est le produit de p—2 réflexions associées & des éléments de F, et
la formule x > h-x (resp. x > h-x) résulte alors de 'hypothese de récurrence.
Comme on a x > S,z (resp. © > S, - ) pour a € F, la proposition 4 est bien
démontrée par récurrence.

Corollaire. — Soit x € V ; pour que Uon ait x > g - x pour tout g € G
différent de 1, il faut et il suffit que Uon ait (x| a;) > 0 pour 1 <i < n.

En effet, comme on a x — S;z = 2a;(z | a;)/(a; | a;), les relations x > S;x
et (z | a;) > 0 sont équivalentes.

On remarquera que la relation (z | a;) > 0 pour 1 < i < n équivaut a la
relation (z | a) > 0 pour toute racine a > 0, ou encore a la relation (z | y) > 0
pour tout y > 0.

Venons-en a la caractérisation des ensembles Y de racines positives.

Proposition 5. — Soit Xy un ensemble de racines vérifiant les deuzx condi-
tions :

a) Sib; € Xy (1<j<m)etsiy \bj avec Aj > 0 est une racine, cette
racine appartient a Xy.

b) Si a est une racine, on a a € Xy ou —a € Xy.
Alors, il existe g € G tel que X C g - Xy.

Si Xy vérifie les conditions a) et b) ci-dessus, il en est de méme de g- Xy
pour tout g € G ; il suffit donc de prouver que si X ¢ 3 et si XN Yy possede
r éléments, il existe une réflexion S; telle que 3N S; X ait » + 1 éléments au
moins. Or, comme on a X' ¢ X, il existe une racine simple a; ¢ Xy, puisque
toute racine positive est combinaison linéaire a coefficients > 0 de racines
simples et que X satisfait a a).

Sibe XN Xy est différente de a;, on a S;b € X' N .S; Xy (corollaire 3 de la
proposition 1) ; mais comme a; ¢ X, on a —a; € Xy d’apres la condition b)
et par suite a; € X’ N S; Yy ; comme a; # S;bsi b > 0, on a bien prouvé que
2N S; Xy possede au moins r + 1 éléments. Ceci acheve la démonstration.
Corollaire. — Pour qu’un ensemble Xy de racines soit un ensemble de racines
positives, il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions a) et b) ci-dessus et la
condition

c¢) Si a est une racine, on ne peut avoir a € Xy et —a € Xj.

De plus, si ces conditions sont remplies, il existe g € G tel que Xy = g- ..

Les conditions énoncées sont évidemment nécessaires ; pour montrer la
suffisance de la derniere assertion, on peut supposer X C Xy d’apres la propo-
sition 5. Si 'on avait X' # X, il existerait une racine a € Yy non positive ;
on aurait alors —a € X C Xy, ce qui contredirait la condition c).
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14.5 Génération du groupe G

Théoréme 1. — (Coxeter) Le groupe G est engendré par les réflexions S;
(1 < i < n); siay est Uordre (fini) de Uélément S;S; de G, toutes les
relations entre les S; sont conséquences des relations :

(12) (SiS;)%s = 1.

Introduisons le groupe G défini par les générateurs T; (1 < i < n) et les
relations (7;7;)%% = 1 et ’homomorphisme © de G dans G qui applique T;
sur S;. On notera que a;; = 1, donc que (73;)? = 1.

a) 7 est surjectif : toute racine est de la forme b = S;, ... S; a;,,, d’otil'on
déduit par la formule S, ! = Sy.q que S, = (S;, ... Si,)Si, i (Siy - .S’ip)fl
appartient au sous-groupe de G engendré par les S;. Comme G est engendré
par les réflexions S, on a bien montré que 7 est surjectif.

b) 7 induit un isomorphisme du sous-groupe H;; de G engendré par T;
et T; sur le sous-groupe H;;j de G engendré par S; et S; : il est clair que
m(H;;) = H;j ; de plus si I'on pose U = T;T; et k = a;j, on a U¥ =1 et
T,UT,U = 1, d’ou T;U = U~'T; et par récurrence sur m, ;U™ = U~™T;. 11
en résulte immédiatement que les éléments U™ et U™T; (pour 0 < m < k)
forment un sous-groupe de G, qui contient T; et T donc est égal a Hy;.
Or les éléments w(U™) = (5;5;)™ pour 0 < m < k sont tous distincts et
de déterminant 1, tandis que les éléments m(U™T;) = (5;5;)™S5; sont tous
distincts et de déterminant —1 pour 0 < m < k ; il en résulte bien que la
restriction de 7 a H;; est injective.

c) A toute racine positive a on peut associer un élément T, € G de
maniere a vérifier les relations :

(]‘3) ETaTi71 = TSia pour a 7é a;
(14) 7(T,) = Sq
(15) To, =T;.

Les T, seront construits par récurrence au moyen de l'ordre lexicographi-
que ; supposons donc construits des T, pour 0 < a < b de telle sorte que
les formules (13) & (15) soient vérifiées lorsqu’elles ont un sens (0 < S;a < b,
0 < a < bet a; < brespectivement). Si b est simple, soit b = a;, nous poserons
T, = T; ; dans le cas contraire, nous choisirons un indice i tel que b > S;b,
donc b > S;b > 0 puisque b # a; et nous poserons

Ty = TiTs,pT; "
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d’ott 7(T) = Sp. Pour continuer la récurrence il suffira de vérifier que pour
tout indice j tel que b = S;b, on a TijTj_l = Ts,, (on notera que les relations
b= 5;b,b> S;bet (b|b;) > 0 sont équivalentes).

Si Sy € Hyj, la formule précédente résultera alors des formules 7(Ty,) = S,
et de l'assertion b) qui précede.

Dans le cas contraire, il résulte du corollaire 3 de la proposition 1 que les
racines h-b sont > 0 pour h € H;; et de la proposition 4 que ces racines sont
< b donc < b. De plus, on peut évidemment se limiter au cas ou i # j. Nous
distinguerons alors deux cas :

b > Sjb:onaalors h-b < bpour h # 1dans H;;. Ona S;b = (SiSj)’“*ISib
avec k = a;; et les racines (SiSj)ESib et S; (SiSj)e’lSib pour 1 </ < k sont
toutes < b. De la formule (13), on déduit alors

Ts,p = (L) ' Tsu (L) F =UT,U!

avec U = (T;T;)*T; donc U = T; puisque (T;T;)* =1 et (T;)2 =1. On a
bien prouvé notre assertion dans ce cas.

b = S;b : soit P le sous-espace de dimension 2 de V' engendré par a; et
a; et soit W le sous-espace de dimension n — 2 de V' orthogonal a P. Tout
h € H;; induit I'identité sur W ; de plus de S;b = b, on déduit que b est
orthogonale & a;, donc aussi que la projection orthogonale ' de b sur P est
orthogonale & a;. Les relations h-b=bet h-V = b pour h € H;; distinct
de 1 sont équivalentes puisque b — b’ € W ; elles signifient que h coincide
sur P avec la réflexion associée & un vecteur de P orthogonal a b’ et non
nul, donc que A = S;. On a donc b > h - b pour h € H;; différent de 1 et
de S;. Posant toujours k = a;j, on aura b = S;b = (9;5;)*715;b ; comme
ue = S;(5;9;)°1S; et vy = (S;S;)¢71S; sont différentes de 1 et S; pour
1<{l{<konaus-b<betv-b=<bpourl <¢<Ek, douen appliquant le
formule (13) un certain nombre de fois

Ts,p = (1) Tou (TiT)

et on acheve la démonstration comme dans le premier cas.
d) Sil'onageGetn(g)- X=X, 0onag=1.
Supposons démontré que pour ¢ < p, 'égalité S;, ... S; - X = X im-
plique T3, ...T;, = 1 pour toute suite (i1,...,%4) d’entiers compris en-
tre 1 et n et supposons que l'on ait S; ...S;, - a > 0 pour toute racine
a > 0. Appliquant & a = a;,, on voit qu’il existe un entier & tel que
1 <k < petquedS,, ...5,a;, soit négatif pour k& < m < p mais
que Sy, ...S8;,a;, > 0. Utilisant le corollaire 3 de la proposition 1, on

en conclut que a;, = Sj,,,...S;,_ ,a;, ; mais d’apres ¢), ceci implique
— . . ) . . -1 AN ) . G ) .
Ty, = Ty - Tiy )T, (Tipyy - - Tiy )~ do0 Ty, Ty =Ty, - T,

et finalement Til . Ep = Ti1 . Ek—lTikJrl ..
récurrence, on en déduit bien T3, ... T;, = 1.

.T;,_,. D’apres I'hypothese de

Le théoréme résulte alors immédiatement de d).
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14.6 Chambres

Soit V' le complémentaire dans V' de la réunion des hyperplans H, (a € A).

Une chambre est une composante connexe de V', ou encore une partie conveze
maximale de V' ; comme une forme linéaire conserve un signe constant sur
une partie connexe ou convexe, on voit immédiatement qu’une chambre Cj
est définie par les relations :

e(a)(z]a)>0 pour tout a € A

e(a) étant un scalaire égal & +1 ou —1 et tel que e(a) = —e(—a). Il est clair
que l'ensemble Xy des racines a telles que e(a) = +1, ou ce qui revient au
méme (z | a) > 0 pour = € Cy, vérifie les conditions a) b) et ¢) du corollaire
de la proposition 5, donc est de la forme g- X' avec g € G. De plus, la chambre
C' définie par les conditions (z | @) > 0 pour toute racine a € X, est aussi
définie par les conditions (z | a;) > 0 pour 1 < ¢ < n. Utilisant le corollaire de
la proposition 4 et le d) de la démonstration du théoréme 1, on en conclut :

Proposition 6. — L’ensemble C' des © € V tels que (x | a) > 0 pour toute
racine a € X est une chambre ; les ensembles g - C (g € G) forment une
partition du complémentaire V' dans V de la réunion des hyperplans H,.
Toute partie convexe de V' est contenue dans une chambre et les chambres
sont de la forme g - C'.

14.7 Remarques finales

1) Soit G un groupe fini de transformations linéaires dans V' engendré par
des réflexions et ne laissant aucun vecteur non nul fixe.

Soit S € G une réflexion et soit D la droite de V formée des x € V tels que
S(x) = —x ;si g € G conserve la droite D, comme il est d’ordre fini, il ne peut
induire que 1 ou —1 sur D. Considérons ’ensemble P de toutes les droites D

m
associées aux symétries S € G et une partition P =|J G - D;, choisissons un
i=1

m
élément a; # 0 dans chaque droite D; et posons A =J (G-a;UG-(—q;)) ; on
i=1
définit ainsi un ensemble A vérifiant les conditions 1) 2) et 3) du n® 14.2. Par
suite, le théoreme 1 s’applique a tout groupe fini engendré par des réflexions.
Probléme : Existe-t-il un sous-ensemble P’ ; P stable par G et tel que les

réflexions correspondantes engendrent G 7
2) Soit A un systéme de racines dans V' tel que le sous-groupe de V'
engendré par A soit discret, ou ce qui revient au méme, soit de rang n sur

I’anneau des entiers. Au choix, supposons que A soit un sous-ensemble d’un
espace vectoriel sur le corps des nombres rationnels vérifiant les conditions 1)
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a 3) du n°® 14.2. Remplacant au besoin les éléments de A par des multiples
entiers convenables, on peut toujours supposer que les nombres u(a,b) sont
entiers ; il résulte alors immédiatement du corollaire de la proposition 3 que
toute racine est de la forme +Xm;a; avec m; entier > 0.

3) Dans le cas 2) les racines simples a; (1 < i < n) forment une base de V'
et pour i et j quelconques, I’angle de a; et a; est de la forme m — m/n;; avec
ni; entier > 2 ; on peut?, par une méthode analogue & celle de I'exposé 13
du Séminaire S. Lie 1954/55, classer les systemes de vecteurs a; d’un espace
euclidien linéairement indépendants dont les angles deux a deux sont de la
forme m — 7/n;; (ni; entier > 2). En dehors des cas étudiés dans loc. cit. et
du cas n = 2, on trouve deux systeémes nouveaux notés Hs et Hy.

Probleme : Démontrer, sans utiliser la classification, que pour un tel systeme
de vecteurs a;, le groupe de transformations orthogonales engendré par les
réflexions S,, est fini (si I'on avait la proposition 6, il suffirait d’utiliser une
considération simple de volume).

3 Voir le théoréme 1 du chapitre 6, § 4.1 dans Bourbaki, Groupes et algébres de
Lie, Chap. 4, 5, 6, Masson, Paris, 1981.



15. Les systémes linéaires sur G/B

Notations. — On désigne par G un groupe algébrique semi-simple, par T
un tore maximal de G, par B un groupe de Borel contenant 7T, par B"
Pensemble des éléments unipotents de B, par N(T') le normalisateur de T,
par op un élément de N(T') tel que l'opération correspondante du groupe
de Weyl transforme la chambre associée & B en sa symétrique par rapport
a l'origine, par B le groupe o Y Bog et par B* Pensemble des éléments
unipotents de B.

15.1 Compléments au théoreme de Bruhat

Rappelons que B B est une partie ouverte de G, et que I'application (3, b)) —
b’ de B* x B dans G est une bijection de B* x B sur une partie ouverte de
G (n° 13.4, corollaire 2 au théoreme 3). Nous nous proposons d’établir la

Proposition 1. — L’application (g, b) — b estun isomorphisme de B* x B
sur une sous-variété ouverte de G.

Il nous suffira d’établir que cette application est birationnelle (¢f. théoreme
2 du n° 5.3, les variétés considérées étant normales puisque non singuliéres).
Nous nous servirons pour cela de la notion d’espace tangent a une variété.

Soit z un point d’une variété U ; désignons par o son anneau local et par
m l’idéal maximal de o ; o/m est donc un o-module, d’ailleurs identique a
K. Rappelons qu’on appelle vecteur tangent & U en x toute dérivation (K-
linéaire) de l'algebre o dans le module o/m. Les vecteurs tangents & U en x
forment un espace vectoriel £(z), 'espace tangent & U en x, canoniquement
isomorphe au dual de I’espace vectoriel m/m?, ot m? est Iidéal engendré
par les produits de deux éléments de m ; si x est simple sur U, £(x) est de
dimension égale & celle de U ; dans le cas contraire, £(z) est de dimension
> dim U. Soit f une fonction sur U a valeurs dans une variété V', définie
en un point z, et soit y = f(x) ; 'application L — L o ¢ (ou ¢ est le
cohomomorphisme de f) est une application linéaire D, f de ’espace tangent
a U en z dans l'espace tangent a V en y, qu’on appelle la dérivée de f en x.
Ceci dit, nous utiliserons le lemme suivant :

! Exposé de C. Chevalley, le 8.4.1957
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Lemme 1. — Soit f un morphisme bijectif d’une variété U sur une partie
dense d’une variété V. Supposons qu’il existe un point x € U tel que D, f
soit une application injective ; f est alors birationnel.

Soit ¢ le cohomomorphisme de f, qui est un isomorphisme du corps Fy
des fonctions numériques sur V' sur un sous-corps du corps Fy des fonctions
numériques sur U ; comme f est bijectif, Fi; est une extension radicielle de
¢(Fy) (n° 8.1, proposition 1). Soit y = f(z) ; solent o, et o0, les anneaux
locaux de x et de y, m, et my leurs idéaux maximaux ; il résulte de I’hypothese
que P'application de m,,/ mz dans m, /m2 déduite de  est surjective, donc que
0, est non ramifié par rapport & ¢(o,) (n° 5.5) ; ceci entraine, comme on le
sait, que le corps des fractions Fyy de o, est séparable sur p(Fy ), donc lui est
égal.

On sait par ailleurs que, si g est un isomorphisme d’une variété U sur une
sous-variété d’une variété V', D, g est un isomorphisme de I’espace tangent a
U en x sur un sous-espace de l'espace tangent a V en g(x).

Ceci étant, nous pouvons aborder la démonstration de la proposition 1.
Pour toute racine a de GG par rapport a T, il existe un isomorphisme 7, du
groupe additif K sur un sous-groupe de G tel que t 7, (z)t™1 = 1,(a(t)x)
pour tout x € K et tout t € T. L’espace tangent a K au point 0 s’identifie
canoniquement & K ; posons X, = (Do 74)(1) ; X est donc un élément non
nul de I'espace tangent g & G en e. Si la racine « est positive (resp. négative)
sur la chambre associée & B, X, appartient & l’espace tangent [ (resp. b")
a4 BY (resp. B*) en e. Soit par ailleurs t 'espace tangent 4 T en e.

Lemme 2. — La somme t+ >, KX, (ol R est ’ensemble des racines, que
acR
nous supposerons ordonné d’une maniere quelconque) est directe.

Pour tout ¢t € T, soit (; I'automorphisme intérieur s — tst~! de G.
On a (i(1a(x)) = 7a(a(t)x) ; si ¢ € K, 'homothétie de rapport ¢ dans
K est sa propre différentielle au point 0, d’ou il résulte immédiatement
que lautomorphisme D, (; de g transforme X, en «(t)X,. Par ailleurs,
comme T est commutatif, D, (; laisse invariants les éléments de t. Il existe
un élément ¢ € T tel que les a(t), pour toutes les racines a, soient des éléments
mutuellement distincts et # 1 ; comme des vecteurs propres appartenant
a des valeurs propres distinctes d’un opérateur linéaire sont linéairement

indépendants, il en résulte bien que la somme >, KX, + t est directe.
acER
Soient n le nombre des racines positives et ¢ la dimension de T ; soit

R’ (resp. R”) lensemble des racines positives (resp. négatives). Soit ¢
I'application (za)acr’ — [lacr Ta(Ta) ; on sait que c’est une bijection de
KE sur B* (théoréme 1 du n° 13.2) ; soit Dog sa dérivée a origine 0 de K%'
L’espace tangent & K% au point 0 s’'identifie & KB ; il est clair que lespace
(Dog)(K®') contient tous les X, pour o € R', et est par suite de dimension
> n = dim KF® ; il est donc exactement de dimension n, et Dgg est une
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application injective. De plus, (Dog)(K R') est contenu dans Eu7 qui est de
dimension égale a celle de B%, donc a n. Il résulte alors du lemme 1 que g est

un isomorphisme de K* sur BUetonab = > KX,. On voit de méme
a€R’
que l'application (,(%a)acr”) — t [[acpr Ta(Ta) est un isomorphisme de

la variété T x K®' sur B qui applique KB sur B* et que b = > KX, ;
acR”
lespace tangent b a Ben e estt+ b” Ceci étant, 501t f lapphcatlon

(b,1/) — bl de B x B dans G ; il est clair que (D, f)(b x b) contient b et
b, donc est de dimension au moins égale & 2n + ¢ = dim G = dim BY x B ;
procédant comme plus haut, on en déduit que f est un isomorphisme de
B* x B sur une sous-variété ouverte de G.

De plus, la démonstration a donné les résultats suivants :

Corollaire 1. — Soit R l’ensemble des racines de G par rapport a T, rangé
dans un ordre quelconque ; soit R’ (resp. R") l’ensemble des racines de
R qui sont positives (resp. négatives) sur la chambre associée a4 B. Alors
(Ta)acr — [lacr Ta(Ta) est un isomorphisme de la variété K® sur B,
(Ta)aer” = [lacrr Ta(Ta) est un isomorphisme de la variété KR sur Bv,
(t,b%) — tb* est un isomorphisme de la variété T x B* sur B.

Corollaire 2. — L’application (b*,b') — b"ogb’ est un isomorphisme de
B" x B sur une partie ouverte de G.

On a en effet b% o b’ = ao(ao_l b oo)b’, et 00_1 Bt ¢y = B*.

Corollaire 3. — Soit m 'application canonique de G sur G/B ; posons eg =
w(e), xo = 0 -ep. Alors b — b-xy est un isomorphisme de la variété B* sur
une sous-variété ouverte de G/B.

En effet, B“ 09 B est une partie ouverte de GG saturée par rapport a la
relation d’équivalence définie par les multiplications & droite par les éléments
de B. La sous-variété ouverte w(B" o¢ B) de G/B est donc variété quotient
de B" o0y B par la restriction de 7 a cette variété, et le corollaire 3 résulte
immédiatement du corollaire 2.

Corollaire 4. — Les variétés B*, B, G, G/B sont rationnelles.

Cela résulte immédiatement des corollaires précédents et du fait que T,
qui est isomorphe a une puissance de la variété composée des points # 0 de
K, est une variété rationnelle.

15.2 Les systemes linéaires de diviseurs

Rappelons que, si U est une variété sans singularités, on appelle diviseurs
sur U les éléments du groupe commutatif libre engendré par les sous-variétés
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fermées de codimension 1 de U (variétés que nous appellerons les hypersur-
faces de U). Si D =" e; V; (les V; étant des hypersurfaces distinctes et les

K3

e; des entiers # 0) on appelle support de D, et on note Supp D, ’ensemble
J Vi. Si tous les e; sont positifs, on dit que D est un diviseur positif.
K3

Soit V' une sous-variété fermée de codimension 1 de U. L’anneau local
o(V) de V est alors Panneau d’une valuation discréte wy du corps Fyy des
fonctions numériques sur U, uniquement déterminée si on impose que son
groupe des valeurs soit Z. Si f est une fonction numérique # 0 sur U, il n’y
a qu’un nombre fini de sous-variétés fermées V' de codimension 1 telles que

wy (f) # 0 ; la somme Y wy(f)V est un diviseur, qu’on appelle le diviseur
v

de f et qu’on note (f) ; les diviseurs des fonctions # 0 sont dits principauz.
Si f et g sont des fonctions numériques # 0, on a (fg) = (f) + (g) ; les
diviseurs principaux forment donc un groupe. On dit que deux diviseurs sont
linéairement équivalents si leur différence est un diviseur principal. On appelle
systeme linéaire sur U un ensemble X' de diviseurs qui possede la propriété
suivante : les éléments de X sont tous positifs ; il existe un diviseur Dy
et un sous-espace vectoriel £ de dimension finie du corps Fyy des fonctions
numériques sur U tels que X' se compose de tous les diviseurs (f) 4+ Dy, ou f
parcourt I’ensemble des éléments # 0 de E. L’espace E est dit étre un espace
de définition de X ; tout autre espace de définition de X est de la forme
gE, ou g est une fonction numérique fixe non nulle. Si on suppose la variété
U complete, les éléments de X sont en correspondance biunivoque avec les
points de ’espace projectif P(E) associé & E ; ceci définit sur X' une structure
d’espace projectif, bien déterminée & un isomorphisme pres.

Ceci dit, nous allons étudier les systemes linéaires de la variété complete
sans singularités G/B. Nous désignerons par 7 I’application canonique de G
sur G/B ; nous poserons xg = m(0p), {20 = B* - xo ; on sait que {2 est
une sous-variété ouverte de G/B et que b — b - xg est un isomorphisme de
la variété B" sur {2y ; {2y est donc isomorphe a K™ si n = dim B"*. Soient
ai, ..., oy les racines fondamentales relativement a B ; pour chaque k, soit o
une opération du normalisateur de 7" dont la classe modulo T soit la réflexion
wy par rapport & oy ; nous poserons Iy = o0y - To. On sait que G/B est la
réunion de {2y, des B¥z (1 < k < ¢) et d'un certain nombre d’ensembles
de codimensions > 1 (corollaire 2 au théoréme 3 du n° 13.4) ; chaque B* x,
est de codimension 1 et contenu dans {2 — {2y ; son adhérence, que nous
désignerons par Ag, est donc une hypersurface contenue dans {2 — 2y, et
les A (1 < k < ¢) sont les seules hypersurfaces contenues dans {2 — (.
Le groupe G, qui opere sur G/B, opére de maniere évidente sur le groupe
des diviseurs de G/ B ; il est clair que toute opération de G transforme tout
diviseur principal en un diviseur principal. D’une maniere plus précise, si on
désigne par s le cohomomorphisme de la transformation de G/B définie par
s, et si u est une fonction numérique sur G/B, on a s - (u) = (ps—1 (u)).
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Proposition 2. — Soit D un diviseur quelconque sur G/B. Il existe alors
un systeme et un seul d’entiers e, (1 < k < £) tel que D soit linéairement

équivalent a Y e Ay.
k

Si V' est une hypersurface de G/B qui rencontre 25, V N {2y est une
hypersurface de la variété 2y ; il y a un homomorphisme p du groupe des
diviseurs de G/B sur celui de {2y qui applique une hypersurface quelconque
Vde G/B sur VN {2y si VNI # F, sur 0 dans le cas contraire. 11 est clair
que, pour toute fonction numérique u sur G/B, p((u)) = (p(u)) ou p(u) est
la restriction de u a (2. Par ailleurs, si W est une hypersurface de K", c’est
I’ensemble des zéros dans K™ d’un polynome irréductible w, et le diviseur
W est (w) ; on en conclut que tout diviseur de K™, et par suite aussi de
29, est principal. Ceci dit, soit D un diviseur de G/B ; p(D) peut alors se
mettre sous la forme (v), ol v est une fonction numérique sur 2y, qui est la
restriction & 29 d’une fonction numérique w sur G/B. Le diviseur D — (u)
appartient au noyau de p, qui est le groupe engendré par les A, de sorte que

D est linéairement équivalent & une combinaison linéaire des Ay. Par ailleurs,
‘
si > er Ay est le diviseur d’une fonction numérique u, le diviseur de p(u)
k=1
est 0 ; or il est clair qu’une fonction numérique sur K™ dont le diviseur est
nul est constante ; p(u) est donc constante, et il en est de méme de u, d’ou

er =0 (1 <k <) ; la proposition 2 est donc établie.

Proposition 3. — Chacune des hypersurfaces Ay est invariante par les
opérations de B ; tout diviseur qui est transformé en lui-méme par les opéra-
tions de B est une combinaison linéaire des Ay,.

Sise B% onasBYry = B, dous - A = Ag ;sit€T,onatBYx, =
tBYt 'tz = B%xy, puisque tBUt™! = B¥, txy, = x, dou t- Ay = Ay ; les
Ay, sont donc invariants par les opérations de B. Soit D un diviseur invariant
par les opérations de B* ; Supp D est alors transformé en lui-méme par les
opérations de B* ; or {2y est une orbite du groupe B* opérant dans G/B, et
n’est évidemment pas contenu dans Supp D ; on a donc Supp D C §2 — (2,
ce qui démontre la deuxiéme assertion.

Proposition 4. — Si s € G et si D est un diviseur de G/B, sD est
linéairement équivalent a D.

C’est vrai si s € B en vertu des propositions 2 et 3. Si s est un élément
quelconque de G, il existe un g € G tel que gsg~* € B (n° 6.6, théoreme 6,
b)) ;onasD =sg gD =g 1(gsg™t) - gD ; or gsg~! - gD est linéairement
équivalent & gD, donc sD est linéairement équivalent & g~ '¢gD = D.

Soit (e) = (e1, ..., e¢) une suite de £ entiers e, > 0 ; nous désignerons par
¢
D¢y le diviseur ) ex Ag. Nous allons montrer que les sD.y, s € G, font

k=1
partie d’un systéme linéaire. Pour tout s € G, nous choisirons une fonction
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numérique u, sur G/ B telle que (us) = sD(.) — D(c) ; on peut supposer que
us = 1 si s € B (proposition 3). Par ailleurs, nous poserons pour toute fonc-
tion numérique u sur G/B, u® = ps—1(u) (us—1 étant le cohomomorphisme
de Pautomorphisme produit par s~ dans G/B) ; on a donc s - (u) = (u®).
Comme toute fonction numérique sur G/B de diviseur 0 est une constante,
et comme on a (ugs) = (ug/) + (ug), on a ug s = c(s’,s)ug/usl, sis, s’ €@,
avec ¢(s',s) € K* ; il sensuit que ugrgs = c(s”,8's) (s, s)ui//s/ u;:/ Ugrr, €t
par suite, si b, € B, 0 € G,

Upory = (b, ab’) c(o,b') ul .

Par ailleurs, soit f l'application b — bzg de B" sur {2y ; pour tout s € G,

la, fonction u, est partout définie? sur 2y, de sorte que u;o f est une fonction
numérique partout définie sur B*. Si b € B¥, on a ulo f = (us o f)?, on v®
représente la transformée d’une fonction numérique v sur B* par le cohomo-
morphisme de la translation & gauche par b~'. On sait que, si v est partout
définie sur BY, les v°, pour tous les b € B*, engendrent un espace vectoriel de
dimension finie (n° 4.2, lemme 2). On en conclut que, si o est un élément fixe
de G, les upopy pour tous les b € B, b’ € B engendrent un espace vectoriel
de dimension finie ; comme G est la réunion d’'un nombre fini d’ensembles
de la forme B*o B, on en conclut que les us (s € G) engendrent un espace
vectoriel de dimension finie. Nous désignerons par Y.y le plus petit systeme
linéaire contenant tous les diviseurs sD(.), s € G.

Remarque. — Il n’est pas difficile d’établir (en utilisant le théoréme de
complete réductibilité des représentations linéaires de G) que, si le corps
de base K est de caractéristique 0, X, est I'ensemble de tous les diviseurs
positifs linéairement équivalents a D(,). Il n’en est plus en général ainsi dans
le cas ou K est de caractéristique # 0.

15.3 Représentations projectives du groupe G

Si s € G, nous désignerons par p(.(s) la permutation D — sD de I'ensemble
ey 5 il est clair que p() est un homomorphisme de G' dans le groupe des
permutations de X(.). Par ailleurs, Y.y est muni d’une structure d’espace
projectif ; montrons que les p(c)(s) sont des automorphismes de cet espace
projectif. Soit E I'espace vectoriel engendré par les u ; X)) est donc 'espace
projectif associé¢ a E. Soit D € X, D — D) = (u), ol u € E ; on a
sD — D) = (u®us), et notre assertion résulte de ce que I'application u —
u® ug est linéaire, donc un automorphisme de E. Le groupe PL(X(.)) des au-
tomorphismes de Y.y posscde une structure évidente de groupe algébrique® ;

2 Le diviseur de u, sur G/B est égal a sD .y — D(c), et D est un diviseur positif
porté par {2 — {2 ; ’ensemble polaire de us est donc porté par 2 — 2, et us est
réguliére en tout point de la variété normale (2.

3 est le quotient de GL(FE) par son centre isomorphe & K*.
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montrons que p(e) est un morphisme de G dans PL(Y.)). Nous allons d’abord
montrer que sa restriction a B est un morphisme. Si s € B, on a us = 1,
et il suffira de montrer que I'application qui, a tout s € B fait correspondre
I’automorphisme © — u® de E est une représentation rationnelle de B. Or,
soit f’ Papplication b — bxy de B sur {2y ; pour tout u € F, uo f’ est
une fonction réguliere sur B, et v — u o f’ est un isomorphisme de E sur
un sous-espace E’ de 'espace des fonctions régulieres sur B ; ce sous-espace
est invariant par les cohomomorphismes des translations a gauche de B ; il
est alors bien connu que I'application qui a tout b € B fait correspondre la
restriction & E’ du cohomomorphisme de la translation & gauche par ' est
une représentation rationnelle de B (voir le n® 4.2). Ceci montre que la re-
striction de p(.) a B est un morphisme. On conclut alors au moyen du lemme
suivant :

Lemme 3. — Un homomorphisme h du groupe G dans un groupe algébrique
H qui induit un morphisme de B dans H est lui-méme rationnel.

L’application (b,b") — h(b) h(og) h(b') est évidemment un morphisme. Il
en résulte (corollaire 2 de la proposition 1) que la restriction de h & la partie
ouverte U = B¥ 0y B de G est un morphisme. Si sg est un point quelconque
de G, la formule h(sgs) = h(so) h(s) montre que la restriction de h & so U
est un morphisme ; comme G est la réunion des parties ouvertes sg U, h est
un morphisme.

Nous appellerons représentation projective d’'un groupe G tout homomor-
phisme de G dans le groupe des automorphismes d’un espace projectif X sur
K ; si @ et X sont les seules variétés linéaires de X' stables par G et que
Y # @, nous dirons que p est simple. Avec cette terminologie, nous avons
prouvé que p(.) est une représentation projective rationnelle de G, d’espace
Z(e).

Proposition 5. — Les représentations projectives rationnelles p(.y sont sim-
ples.

Soit X’ une sous-variété linéaire # @ de X, stable par G. Comme X’
est une variété complete, et que B est résoluble et connexe, il y a au moins
un point D de X’ qui est stable par les opérations de B (n° 6.1, théoréme
1) ; alors D est de la forme D(.y pour un systeéme convenable (e’) d’entiers
(proposition 3) ; comme D ./ est linéairement équivalent a Dy, il lui est égal
(proposition 2), d’ou (¢’) = (e), et donc D(.y € X’. Ceci entraine X' = X,
puisque X’ est stable par G.

Remarque. — On notera que le raisonnement que nous venons de faire montre
que X, ne contient qu'un seul point invariant par B.

Si P est 'espace projectif associé a un espace vectoriel E, ’espace P*
des hyperplans de P s’identifie canoniquement & ’espace projectif associé au
dual de F ; de plus, P s’identifie canoniquement au dual de P*. Si p est
une représentation projective de G d’espace P, on obtient une représentation
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projective p* de G, d’espace P*, en associant a tout s € G la permutation
H — sH des hyperplans de P ; on dit que p* est la contragrédiente de p. Si
p est rationnelle (resp. simple), il en est de méme de p* ; la représentation
contragrédiente de p* s’identifie a p.

Proposition 6. — Toute représentation projective rationnelle simple de G
est équivalente a l'une des représentalions p() construites ci-dessus.

Il suffira d’établir que, si p est une représentation projective rationnelle
simple de G, d’espace P, la contragrédiente p* de p est équivalente a 'une
des représentations p(.). Il existe au moins un point yo de P qui est invariant
par les opérations de p(B), puisque B est résoluble (n° 6.1, théoréme 1).
Nous désignerons par @ l'orbite de ce point relativement a G. L’application
s — p(s)-yo définit par passage aux quotients un morphisme f de G/B sur la
variété @ ; O est donc une variété complete sans singularités. La sous-variété
linéaire de P engendrée par © est stable par G, et par suite identique a P
car p est simple ; © n’est donc contenue dans aucun hyperplan de P. Par
ailleurs, il existe au moins un point Hy de P* invariant par les opérations
de p*(B) (n° 6.1, théoreéme 1) ; Hy est donc un hyperplan transformé en lui-
méme par les opérations de p(B). Il est clair que deux hyperplans quelconques
de P sont des diviseurs linéairement équivalents sur la variété P, et que les
fonctions numériques v sur P telles que (v)+ Hy soit un hyperplan forment un
espace vectoriel V' de dimension finie. Comme © n’est contenue dans aucun
hyperplan de P, toute fonction v € V induit une fonction numérique v sur © ;
nous poserons ¥(v) = ¢(V), oll ¢ est le cohomomorphisme de f: G/B — O ;
comme la relation v # 0 entraine T # 0, 9 est un isomorphisme de V sur
un espace vectoriel E composé de fonctions numériques sur G/B. 1l est clair
que l'on a f(s-z) = p(s) - f(z) si s € G, x € G/B ; lensemble fermé
f~YH(HoNO) est donc transformé en lui-méme par les opérations de B ; comme
cet ensemble n’est pas G/B tout entier, et comme {2y est l'orbite de chacun
de ses points relativement & B, on en conclut que f~%(© N Hy) C 2 — .
Si v € V, la fonction T est définie en tout point de © n’appartenant par a
Hy, d’otu il résulte que 1(v) est définie en tout point de {2y, et par suite que
son diviseur est de la forme D — D’ ou D, D’ sont des diviseurs positifs tels
que D’ soit combinaison linéaire des Aj. Comme FE est de dimension finie, il
résulte immédiatement de 14 qu’il y a un systéme (e) et un seul d’entiers > 0
tels que I'ensemble des ¥(v) + D) (v € V, v # 0) se compose de diviseurs
positifs et n’ait pas de composante fixe (i.e. il n’existe aucune hypersurface
de G/B qui intervienne avec un coefficient > 0 dans tous les diviseurs de
Pensemble). Pour tout H € P*, désignons par vy une fonction telle que
(vig) = H — Hy, et posons j(H) = (¥ (vg)) 4+ D(e). Si s est un élément de G,
et v une fonction numérique sur P (resp. sur O, sur G/B) nous désignerons
par v* la transformée de v par le cohomomorphisme de p(s~1) (resp. de la
restriction de p(s™!) & O, de I'automorphisme de G/ B défini par s~1). Il est
clair que, si v induit sur © une fonction v, v* induit sur @ la fonction v° ;
comme f(s-x) = p(s)- f(z) six € G/B, s € G, on en déduit que (v°®) =
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(¥(v))® si v € V. Pour simplifier, nous désignerons par sH le transformé
d’un hyperplan H de P par p(s). Il est clair que l'on a vsg = cv§; vsh,, d’olt
Y(vsg) = c((vi))® (vsm,), ¢ étant un élément # 0 de K ; on en déduit qu’il
existe un diviseur Ay, ne dépendant pas de H, tel que j(sH) = sj(H) + As.
Comme l'ensemble des j(H) pour tous les H € P* n’a pas de composante
fixe, il en est de méme de I'ensemble des sj(H) ; on en conclut immédiatement
que A; =0, j(sH) = sj(H). Par ailleurs, P* peut étre identifié de maniere
évidente a l’espace projectif associé a V ; comme 1 est un isomorphisme
de V sur E, j est un isomorphisme de ’espace projectif P* sur le systéme
linéaire j(P*). Ce dernier contient D .y, car j(Ho) = D(c) ; de plus, il est
stable par les opérations de G ; il contient donc X(.). Comme j_l(Z(e)) est
une variété linéaire de P* transformée en elle-méme par toutes les opérations
de p*(G), cette variété est P* tout entier, et 'on a j(P*) = X.). L’existence
de l'isomorphisme j montre que la représentation p* est équivalente a p(c).

Corollaire 1. — Si p est une représentation projective rationnelle simple
de G, il existe un unique point de l’espace de p qui soit invariant par les
opérations de p(B).

Cela résulte immédiatement de la proposition 6 et de la remarque qui suit
la démonstration de la proposition 5.

Corollaire 2. — Soit p une représentation linéaire rationnelle simple de G.
L’ensemble des points de 'espace V' de p qui sont invariants par les opérations
de B" est un sous-espace de dimension 1.

Soit P(V') l'espace projectif associé & V ; pour tout s € G, soit p'(s)
Pautomorphisme de P(V') défini par automorphisme p(s) de V' ; il est clair
que p’ est une représentation projective rationnelle simple de G. Soit Vj
I’ensemble des points de V invariants par B* ; cet espace est transformé en lui-
méme par les opérations de p(T) ; il a donc une base (z1, ..., z,;,) composée
de points tels que les espaces Kx; soient invariants par les opérations de
p(T) ; mais les points Kx; de P(V') sont alors invariants par B, d’'ou m < 1.
Réciproquement, il y a au moins un « # 0 de V tel que Kz soit invariant par
B ; dans ces conditions, on a, pour s € B, p(s) - x = a(s)z, a(s) € K* : il est
clair que la fonction a est un caractere rationnel du groupe B ; elle est donc
constante et de valeur 1 sur le groupe unipotent B".






16. Les poids dominants’

16.1 Groupe linéaire associé a une représentation
projective

Soit G un groupe algébrique semi-simple, et soit p une représentation ra-
tionnelle projective de G ; supposons que ’espace de p soit 'espace projectif
P(V) associé a un espace vectoriel V. Il y a un homomorphisme canonique w
du groupe SL(V') des automorphismes de determinant 1 de V' sur le groupe
PL(V) des automorphismes de P(V') ; w~!(p(G)) est un sous-groupe fermé de
SL(V) ; la composante neutre G de ce groupe sera appelée le groupe linéaire
associé a la représentation projective p. Soient B un groupe de Borel de G et
T un tore maximal contenu dans B ; alors p(B) est un groupe de Borel de
p(Q), et p(T) en est un tore maximal. Le noyau de w est un sous-groupe fini
du centre de SL(V) ; la composante neutre T’ dans w™*(p(T))) est un groupe
résoluble dont les éléments unipotents forment un groupe fini ; c’est donc
un tore, et c’est évidemment un tore maximal de GG. Pour tout tore T', nous
désignerons dans ce qui suit par X (7T) le groupe des caracteres rationnels
de T et par XQ(T) I'espace vectoriel Q ® X (T') sur le corps Q des nombres
rationnels. Ceci étant, il est clair que le cohomomorphisme de la restriction
de w & T définit un isomorphisme de X (p(T")) sur un sous-groupe d’indice
fini de X (7)), qui se prolonge en un isomorphisme de X ?(p(T)) sur X (T ;
désignons par ¢, Iisomorphisme réciproque de XQ(T) sur XQ(p(T)). Le
cohomomorphisme de la restriction de p a T définit un isomorphisme de
X (p(T)) sur un sous-groupe de X (T') qui se prolonge en un isomorphisme de
XQ(p(T)) sur un sous-espace de X ?(T) ; en le composant avec (g, on obtient
un isomorphisme ¢ de XQ(T) sur un sous-espace de X (7).

L’espace V possede une base (v1,...,v,) composée de vecteurs qui sont
des vecteurs propres pour les opérations de T :soit t-v; = Z(Ftv) v; 5 les x;
sont alors des éléments de X (T) Leurs images par l'isomorphisme ( sont
des éléments de X Q(T') qui sont appelés les poids de la représentation p. II
convient d’observer que, bien que les y; n’appartiennent pas en général a
X (T), leurs différences mutuelles sont dans X (7T') : cela résulte de ce que, si

n
l'on pose 5-v; = Y a;;i(5) v; pour s € SL(V), les rapports mutuels des fonc-
j=1

! Exposé de C. Chevalley, le 29.4.1957
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tions § — a;;(5) sont les images par le cohomomorphisme de w de fonctions
numériques sur PL(V).

Supposons maintenant que la représentation projective p soit simple. On
sait qu’il existe un point et un seul de P(V') qui est invariant par les opérations
de p(B) ; ce point peut se mettre sous la forme Kv, oll v est un élément # 0
de V, et on peut supposer que v est le premier élément de la base (v1,...,v,)
choisie plus haut. Ceci étant, le poids x1 s’appelle le poids dominant de la
représentation p. Nous nous proposons dans ce qui suit de déterminer les
poids dominants des représentations projectives simples p(.) que nous avons
construites précédemment.

16.2 Poids dominants des représentations projectives
simples

Si p = p(e), nous pouvons prendre pour V' I'espace vectoriel engendré par les
fonctions numériques v sur G/B dont les diviseurs sont de la forme s- D) —
D), ot s parcourt les éléments de G (D) étant défini comme au n® 15.2).
Soit R ’ensemble des racines qui sont négatives sur la chambre associée a
B, ces racines étant rangées dans un ordre quelconque. Soit 7 'application
canonique de G sur G/B. Pour toute racine a, soit 7, un isomorphisme de
K sur un sous-groupe de G tel que 'on ait t 7,(£) ™! = 7, (a(t) &) pour tout
€ € K et tout t € T (théoreme 1 du n°® 13.2). Si on désigne par zy le point
de G/B qui est invariant par les opérations du groupe de Borel B opposé a
B, tout élément = de ’ensemble ouvert 2y = w(B*) se met d’une maniere et
d’une seule sous la forme [[ cp Ta(ua(2)) - 20, les uq(x) étant dans K ; de
plus, chaque u,, est une fonction numérique partout définie sur 2y et ’algebre
des fonctions numériques partout définies sur {2y est engendrée par les u,
(que nous identifions aux fonctions sur G/B qui les prolongent) (corollaires
1 et 3 & la proposition 1 du n° 15.1). Les fonctions appartenant & V' sont
partout définies sur (2y. Pour tout élément s de G, nous désignons par v° la
transformée d’une fonction numérique v sur G/B par le cohomomorphisme
de l'application * — s~! -2 de G/B sur lui-méme. Si ws est une fonction
de diviseur s - D) — D(), la relation v € V entraine v ws € V, et on a
(en posant p = p(ey), p(s) - Kv = Kv®ws. Si § est un élément de G tel que
w(s) = p(s), on a donc 5 - v = ¢ v° ws, OU ¢ est une constante. Si s € B, on
peut prendre wy; = 1. On peut former une base (v1,...,v,) de V, contenant
1 = vy, telle que l'on ait, pour t € T, vf = Xi(t) v;, les x} étant des éléments
de X(T).Sit e T, w(t) = p(t), on aura t-v; = c(f) X5 (t) v;. Si nous désignons
par d(t) le déterminant de ’application v — vt, il résulte du fait que det t=1
que ¢"(t)d(t) = 1 ; les poids x; de la représentation p seront, en notation
additive,
xi=x,—-n"td.
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Comme on a v{ = v; pour tout élément s de B, on a x; = 1 (0 en notation
additive!) et le poids fondamental est —n~!d. Mais il n’est pas facile de
calculer la fonction d au moyen des entiers e; ; nous allons donc suivre tout
a ’heure une autre méthode pour calculer le poids fondamental.

Pour le moment, nous observons que lon a u!, = a(t™!)us, comme il
résulte tout de suite des formules t =17, ()t = To(a(t™1) &) et du fait que
t-xo = zp. On en déduit que, siu = ][] w5 est un monéme en les ug (les

a€ER

k(a) étant des exposants positifs), on a ut = ( 11 a(t)_k(o‘))u ; comme V
aER
est contenu dans l'algebre K. .., uq,...], on en conclut que les x; sont tous

de la forme — > k(a)a, ou les k(«) sont des entiers > 0. Comme on a
acR
Xi = Xj = Xi — Xj» on en déduit la

Proposition 1. — Soit p une représentation projective rationnelle simple de
G. Les différences mutuelles des poids de p sont des combinaisons linéaires
a coefficients entiers des racines. Si x1 est le poids fondamental de p (rela-
tivement a un groupe de Borel B) et x un poids quelconque de p, x1 — x est
une combinaison linéaire a coefficients entiers > 0 de celles des racines qui

sont négatives sur la chambre associée a B.

Retournons pour un moment au cas ou p est une représentation projective
rationnelle quelconque de G. Les poids de p sont des éléments de 1’espace
vectoriel X Q(T) sur lequel opére le groupe de Weyl de G ; nous allons établir
la

Proposition 2. — Les poids d’une représentation projective rationnelle de G
sont permutés entre eux par les opérations du groupe de Weyl.

Soient s une opération du normalisateur de T" et w 'opération correspon-
dante du groupe de Weyl. Soit s un élément du groupe G tel que w(s) = p(s);
il est clair que s normalise T sit, ¢ sont des éléments de T, T respectivement
tels que p(t) = w(t), on a aussi p(sts 1) = w(3t3~1). 1l correspond & 3 un
automorphisme w de X (f) qui change tout élément Y de ce groupe en la
fonction £ — Y(57115). Si ¢ est I'isomorphisme défini plus haut de X (T
sur un sous-espace de X ?(T), on vérifie facilement que w - ((X) = (@ - X)
pour tout Y € XQ(T). Ceci étant, si v est un vecteur # 0 de V tel que 'on
ait t-v = X({) v (X(1) € K) pour tout t € T, on aura t-(3-v) = X(3 1 13)5-v ;
la proposition 2 résulte immédiatement de la.

Revenons maintenant au cas olt p = p(. Soient ai,...,a, les racines
fondamentales par rapport a B ; pour determmer le poids fondamental x1,
nous allons déterminer les éléments x; — wg - X1, ou wy est la réflexion par
rapport a aj. Pour montrer que la connaissance de ces éléments suffit a
déterminer 1, il suffit de montrer qu’il n’y a aucun élément x # 0 de X?(T)
qui soit invariant par les wg. Or, les points fixes de wy sont les éléments de
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I'hyperplan Hj, de X Q(T) orthogonal de ay, relativement & une forme quadra-
tique définie positive invariante par W. L’intersection des Hj est réduite a 0
puisque o, ..., ap forment une base de X?(T) (n° 13.3, théoreme 2).

Pour déterminer les y; — wy - X1, nous avons a déterminer les fonctions de
V' dont les diviseurs sont les oy, - Do) — D(¢), 0% étant une opération du nor-
malisateur de T qui définit la réflexion par rapport a la racine «y, opération
que nous pouvons prendre dans le centralisateur Z; de la composante neutre
du noyau de aj. Nous avons pour cela & déterminer les hypersurfaces oy, - Ags
(1 <k, k' <{),les Ay étant les hypersurfaces définies avant la proposition
2 du n® 15.2.

Désignons par P, le groupe 7, (K). Soit Cj, le groupe engendré par les P,
pour les racines a qui sont négatives sur la chambre associée a B et qui sont
# ay, ; ¢’est un sous-groupe invariant de B“, et, si 'on pose P, = P,,, on a
B" = C} Py et Zg normalise Cy, (propositions 4 du n® 13.2 et 6 du n® 13.3) ;
il en résulte oy Cy a,?l = (. Par ailleurs, I'ensemble Zj o est une courbe
complete qui contient deux points invariants par les opérations de T', a savoir
xo et o -xo = 2k (¢f. lemme 1, n° 12.1) et Py xo contient tous les points # x,
de cette courbe. Comme o}, appartient & Zx, on en conclut que o permute
entre eux tous les points # g de Py xg. On a 03 (Ck xg) = Cr xx, C A ; on
on conclut que I'ensemble des points € (2 tels que oy, - « n’appartienne
pas a {2 est Cj xg, et que cet ensemble est transformé par oj, en une partie
de Ay, d’ailleurs dense puisque Cj xg est une sous-variété de codimension
1 de £2y. Comme il n’existe aucun point de {2y dont I'image par oj soit un
point de {2 — {2y n’appartenant pas a A, on voit que, si k' # k, ak_l(Ak/)
est contenu dans 2 — {2y, donc est de la forme A ; par ailleurs, le diviseur
alzl(Ak/) — Ay = A — Ay est principal ; il en résulte que 1'on a

(1) on(Ap) = A si K #k.

Par ailleurs, si on pose up = uq,, il est clair que Ck xg est 'ensemble des
points x € 2 tels que ux(z) = 0 ; si on désigne par A} adhérence de Cj zg
dans G/B, le diviseur de uy est de la forme A} — D, ot D est un diviseur
tel que Supp D C 2 — 2y, donc une combinaison linéaire de Ay, ..., A,. Ce
diviseur est linéairement équivalent & Af, donc & oy (A}) = Ay ; il est donc
égal & A (n° 15.2, propositions 2 et 4), d’ou

(2) (uk)ZA;c—AkZUk-Ak—Ak.
Ceci étant, si (e) = (e1,...,ex), les formules (1) et (2) entrainent
(3) ok - Diey = Diey = ex(ur) = (uif).

Comme u}, = (ax(t))~! ug, on en conclut que
(4) X1 = Wk X1 = € O -

Cette formule établit d’abord le résultat suivant :
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Proposition 3. — Soient (e) et (¢') des suites distinctes de £ entiers > 0. Si
(e) # (e'), les représentations projectives p(e), p(ery sont inéquivalentes.

Ces représentations n’ont en effet pas le méme poids dominant.

16.3 Le groupe des poids

Si maintenant A est une représentation linéaire (non plus projective) ra-
tionnelle de G, d’espace V, celui-ci admet une base composée de vecteurs
v; tels que A\(¢) v; = x4(t) v;, pour t € T, les x; étant des éléments de X (T) ;
ces éléments sont appelés les poids de la représentation linéaire .

Proposition 4. — Les poids de toute représentation linéaire rationnelle de G
sont aussi des poids de représentations projectives simples de G.

Soit A une représentation linéaire rationnelle de G, d’espace V ; soit
(Vo, V1, ..., Vy) une suite de Jordan-Holder de V', considéré comme module
sur K et sur G. Les V;/V;_1 sont les espaces de représentations simples \; de
G. Comme toute représentation de T' est semi-simple, il y a, pour 1 < i < h,
un sous-espace W; de V; stable par les opérations de A(T') et tel que V; soit
somme directe de V;_1 et de W;. Il en résulte que tout poids de X est aussi
un poids de 'une des JA; ; il suffira donc d’établir la proposition 4 dans le
cas d’une représentation simple A\. On déduit alors de A\ une représentation
projective simple p de G, opérant sur 1'espace projectif associé a V ; il suf-
fira, pour établir la proposition 4, de prouver que A(G) est le groupe linéaire
associé a la représentation projective p ; tout revient donc a établir que ’on
a A(G) C SL(V) ; c’est ce qui résultera du

Lemme 1. — Le groupe G est son propre groupe des commutateurs.

Soit G’ le groupe des commutateurs de G. Si « est une racine, la formule
t1o(E) 7 = 1o (a(t)€) (t € T, € € K) montre que 7,(£) € G’ (car a # 1).
Par ailleurs, si o est un élément du groupe de Weyl, ot o~ ¢t~ appartient &
G’ sit € T. Soit T" le sous-groupe de T engendré par les éléments de cette
forme (pour tous les t € T et tous les éléments o du normalisateur de T').
Ce groupe est manifestement fermé et connexe (n° 3.3, théoréeme 2) ; si x
est un caractere rationnel de T' qui est égal & 1 sur 77, il est clair que x est
invariant par les opérations du groupe de Weyl ; nous avons déja vu qu’il en
résulte que x = 1. On adonc T/ = T, d'ou T C @', et par suite B C G'.
Comme tout élément de G est conjugué a un élément de B, on a G = G, ce
qui démontre le lemme 1 et la proposition 4.

On démontrera plus loin un résultat beaucoup plus précis que le lemme
1 :si H est un sous-groupe invariant fermé quelconque de G, G/H est semi-
simple.

Nous désignerons par IT le sous-groupe de X ?(T') engendré par les poids
de toutes les représentations projectives simples de G ; ce groupe s’appelle
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le groupe des poids. On appelle représentations projectives fondamentales les
représentations projectives simples pi, ..., p¢ déterminées par les systemes
suivants d’entiers ey, :

Les poids dominants de ces représentations sont appelés les poids dominants
fondamentauzr (ou simplement “poids fondamentaux”) ; nous les noterons
w1,...,wy. 1l résulte de la formule établie plus haut que l'on a wy —

wy - Wr = ay ; ceci démontre? que le groupe des poids contient comme sous-
groupe le groupe Il engendré par les racines, que nous appellerons groupe

des racines. Le poids dominant de la représentation p), ot (e) = (e1,. .., er),
¢
est évidemment Y ey wy. Tenant compte de la proposition 1, on en déduit
k=1
que I est engendré par ws,...,wy et par les racines. Comme le groupe G
lui-méme est isomorphe a un groupe linéaire, il résulte de la proposition 4
que 'on a
Iy c X(T) cCII.

Nous démontrerons un peu plus loin (corollaire 3 de la proposition 5) que le
groupe des poids est déja engendré par les poids dominants fondamentaux.
On peut voir dés maintenant qu’il en est bien ainsi dans le cas ou £ = 1 :
en effet, si a est la racine fondamentale, le poids dominant fondamental est
a/2, en vertu de la formule

a/2 — (—a/2) =a.

16.4 Les sous-groupes semi-simples de rang 1 de G

Soit « une racine ; désignons par (), la composante neutre dans le noyau
de « et par Z, le centralisateur de @, ; on sait que Z,/Q. est un groupe
semi-simple de rang 1 et de dimension 3. Nous allons maintenant montrer
que le groupe dérivé Z! de Z, est semi-simple de rang 1 et de dimension 3.
Nous démontrerons d’abord que Z/, N Q, est fini ; cela résultera du

Lemme 2. — Soient Z un groupe linéaire algébrique connexe et Z' son groupe
dérivé ; le centre de Z ne contient aucun tore de dimension > 0 contenu dans
Z'.

Soit T un tore contenu dans le centre de Z et dans Z'. Soit V D’espace
vectoriel sur lequel opere Z ; soit (Vp,..., V) une suite de Jordan-Holder
de V, considéré comme espace vectoriel a opérateurs admettant Z comme

2 En effet, IT est invariant par W d’apres la proposition 2 ; il contient donc les
ay d’apres la formule précédente, et toute racine est transformée d’une racine
fondamentale par un élément de W (n® 13.3, proposition 5, a)).
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ensemble d’opérateurs ; chaque V; /V;_1 est donc 'espace d’une représentation
simple p; de Z. Les éléments de l'intersection N des noyaux des p; sont
unipotents, de sorte que N NT' = {e} (I'élément neutre). Par ailleurs, si
t' € T', p;(t') est une homothétie, de rapport disons ¢; ; de plus, comme
t' € Z', on a detp;(t') = 1, dou C?i = 1sid; = dimV;/V;_; ; le groupe
T'/(NNT') =T’ est donc bien fini.

Le groupe P, est contenu dans Z,, donc dans Z/ en vertu de la for-
mule t7,(§)t71 = 7o(a(t)E) (t € T, £ € K). Sit € T, on peut écrire
t2 = (t(t7)~1)(tt7), on I'on désigne par o un élément de Z, appartenant au
normalisateur de T sans appartenir a T, et par t” ’élément ot 0~ 1. L’élément
t(t°)~1 appartient & Z/, ; tt° appartient & la composante neutre dans le groupe
des éléments de T' qui commutent a o, donc a Q.. Comme tout élément de
T est le carré d’un élément de T, on voit que 'on a T' C Z!, Q. Le groupe
Z! Qu/Qq contient Py, Qn/Qu, P—o Qu/Qa et T/Qq ; c’est done Z, /Q,, tout
entier, d’olt Z!, Qo = Z,. L’homomorphisme canonique de Z,, sur Z,/Q, in-
duit un épimorphisme de noyau fini de Z/, ; il en résulte que Z! est de
dimension 3. Si R est son radical, RQ./Q. est dans le radical de Z,/Qa,
donc se réduit a son élément neutre et 'on a donc R C Q. N Z., ; R est
donc fini, et par suite réduit & son élément neutre, ce qui montre que Z/, est
semi-simple. Le groupe Z/, contient un tore maximal T, contenu dans T ;
comme P, C Z/, il est clair que les racines de Z!, par rapport & T, sont les
restrictions de « et de a=t & T,. Le groupe X (T,) contient le groupe en-
gendré par « et est contenu dans le groupe engendré par /2, comme on 'a
vu ci-dessus. Par ailleurs, ce groupe est en dualité avec le groupe I'(T,) des
groupes a un parametre de Ty, ; on en conclut que I'(T,,) contient un élément
Yo tel que {74, a) = 2 ; il est engendré par vy, si /2 € X(Ty), par 74/2 dans
le cas contraire. Il est clair que la réflexion par rapport a « transforme tout
élément de X (T,), donc aussi de I'(T,), en son opposé. Ceci établit la

Proposition 5. — Pour toute racine o de G, il existe un élément® vy, du
groupe I'(T') des groupes d un parameétre de T qui posséde les propriétés
swivantes : on a avy) = 2 et la réflexion par rapport a la racine o transforme
Yo €N —Ya-

Si x est un élément quelconque de XQ(T), on a*
(5) Wa X =X~ (YarX) @ ;

comme (74, X) est entier pour tout x € X(7T'), on obtient le

Corollaire 1. — Si w, est la réflexion par rapport a «, et x un €élément
quelconque de X(T), wa - x — x est un multiple entier de c.

3 Dans la terminologie actuelle (2003), v, s’appelle la coracine associée & la ra-
cine a.
4 Do aussi wa -y = v — (7,a) 7« pour toute racine a et tout v dans I"(T).
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En particulier, pour toute racine 3, w, - 8 — B est un multiple entier

de a. Rappelons que 'on désigne par wi,...,w; les réflexions par rapport
aux racines fondamentales aq,...,q7 ; on a
(6) W - o = apr + ek, k') ag

ou les c¢(k,k’) sont des entiers, qu'on appelle les entiers de Cartan ; en
posant Yk = Ya,, on a c(k, k') = — (i, o), c(k, k) = =2, et c(k, k') > 0
si k' # k (car toute racine o est combinaison linéaire & coeflicients tous de
méme signe® des ay,). Comme le groupe de Weyl est engendré par les wy,, on
voit que ses opérations transforment en lui-méme le groupe additif engendré
par ai,...,qp ; comme toute racine est la transformée de 'une des racines
fondamentales par une opération du groupe de Weyl (n°® 13.3, proposition 5,
a)), on a le

Corollaire 2. — Les racines fondamentales constituent une base du groupe
Il des racines.

Posons v, = 74, ; comme on a

(7) Wk * Wy = WE! — 5k,k’ Qe
on a
(8) (Y, Tk} = Ok i -

Les poids dominants fondamentaux forment donc une base du groupe des
éléments x € X 9(T) tels que les nombres rationnels (v, x) soient entiers. Or
ce groupe contient X (7T') donc aussi les racines ; comme le groupe des poids
est engendré par les wy et par les racines, on obtient le

Corollaire 3. — Les poids dominants fondamentaux forment une base du
groupe II des poids.

Remarque. Des formules (6) et (8) on déduit facilement la relation

14

(9) ap=—Y ck k).

k'=1

On sait que (a1,...,ap) est une base de ITy sur Z et de XQ(T) sur Q. 1l en
résulte que Iy est d’indice fini dans le groupe IT de base (w1, ..., @) sur Z
et I'on a

(IT : ITy) = | det(c(k, k"))] .
On peut aussi montrer que le centre Z de G est dual du groupe commutatif

fini X (T))/Ip.

® Cela peut se prouver ainsi : (a1,..., o) est une base sur Q du dual X?(T) de
I'(T), la chambre C(B) de I'?(T) associée & B est définie par les inégalités
(v,ax) > 0pour 1 < k </, et le signe de (7, ) reste constant pour v dans C(B).
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17.1 Notations

Nous désignerons par GG un groupe algébrique semi-simple, par T" un tore
maximal de G, par R ’ensemble des racines de G par rapport a T ; pour tout
a € R, nous désignerons par 7, un isomorphisme de K sur un sous-groupe
de G tel que l'on ait

t7o ()t = 1o (a(t)€) (teT, £E€K) ;

nous poserons P, = 7, (K).

Nous désignerons par ), la composante neutre dans le noyau de «, par
Zy le centralisateur de Q,, par Z/, le groupe dérivé de Z,, par T, le tore
maximal? de Z!, contenu dans 7' ; nous désignerons par w, la réflexion par
rapport & la racine «, et par o, un élément du normalisateur de T, dans Z/,
n’appartenant pas a Ty, ; 0, appartient donc au normalisateur de T et sa
classe suivant T est w,,.

Pour tout tore 7", nous désignerons par I'(T”) le groupe des groupes &
un parametre de T' et par X (7”) le groupe des caractéres rationnels de T" ;
nous poserons I'(T") = Q @ I'(T"), XQ(T") = Q ® X(T") ; on rappelle que
les tores contenus dans T sont en correspondance biunivoque avec les sous-
espaces de l'espace vectoriel X Q(T"), le tore qui correspond & un sous-espace
Y de XQ(T') étant I'ensemble des éléments ¢ tels que x(t) = 1 pour tout
X € YN X(T"). Les espaces vectoriels I'(T") et XQ(T") sont en dualité I'un
avec 'autre ; il y a une correspondance biunivoque entre les sous-espaces Z
de I'Q(T") et les sous-tores de T" ; si T" est le tore associé & Z, on a I'(T") =
Z N IT'(T'). Le groupe I'(T,) contient un élément -y, tel que (y,,a) = 2,
Wey ('Ya) = Ya-

17.2 Sous-groupe radiciel associé a un ensemble fermé
de racines

Nous dirons qu'un ensemble S de racines est fermé® si toute combinaison
linéaire a coefficients entiers de racines de S qui est une racine appartient
as.

! Exposé de C. Chevalley, le 6.5.1957

20naT,=TnNZ,=Suppa.

3 Bourbaki dit “clos et symétrique”.
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Nous désignerons par S un ensemble fermé de racines et par H le groupe
engendré par les Z/, pour tous les o € S. Les Z/, étant des groupes connexes,
il en est de méme de H d’apres le théoreme 2 du n° 3.3. Nous nous proposons
de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1. — Le groupe H est semi-simple ; le groupe Ty =T N H est un
tore maximal de H ; les racines de H par rapport a Ty sont les restrictions
a Ty des éléments de S ; il existe un groupe de Borel B de G contenant T
tel que By = BN H soit un groupe de Borel de H ; By est engendré par les
P, pour celles des racines o € S qui sont négatives sur la chambre de Weyl
associée a B.

Nous aurons besoin au cours de la démonstration d'un résultat relatif
aux formules de multiplication dans la partie unipotente B* d’un groupe de
Borel B de G contenant T'. Désignons par R_ I’ensemble des racines a qui
sont négatives sur la chambre associée & B ; nous supposerons l’ensemble R_
ordonné d’une maniere quelconque. On sait que I’algebre K[B"] des fonctions
régulieres sur B est engendrée par des fonctions v, (o € R_) telles que 'on

ait
I 7a(vals)  (s€BY).

acR_

Il en résulte que 'on a

Vo (8871 = Po (..., 05(8), .., 05(s)), .. .)

les Po(...,Xg,...,Ys,...) étant des polynomes & coefficients dans K en 2n
arguments Xg, Ya/, (si n est le nombre d’éléments de R_).

Lemme 1. — Le polynéme Po(...,Xg,...,Yp,...) est combinaison linéaire

des monémes [] Xl(ﬁ) Yj(ﬂ) pour lesquels on a Z (B)+7(B) B =a.
BER_

On a évidemment, pour tout élément t € T, va(tst’l) = a(t)va(s) ;

tenant compte de ce que t(ss'~H)t71 = tst=(ts't71) 7L, il vient

Pa(...,ﬂ(t)Xg,...,ﬂ/(t)Y@/,...) = Oz(t)Pa(...,X@,...,Yg/,...).

Si donc on désigne par ¢ le coefficient du monéme ] Xé(ﬁ ) Yﬁj ) dans P,,
BER_

¢ H NI (B(1) B = calt) ;

BER

il vient

il en résulte bien que 'on a ¢ = 0 si o n’est pas égal a > (i(8) +j(B)) B
BER_
(en notation additive), ce qui démontre le lemme 1.

Corollaire. — Soit A une partie de R_ qui posséde la propriété suivante : si
B1,-..,0s sont des éléments de A tels que a« = By + - -+ + B soit un racine,
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alors, on a 3 € A. L’ensemble B’ des éléments de la forme [[ Sa, oU
a€cA
Sa € Py pour tout o € A, et ou A est muni de la structure d’ordre induite

par celle de R_, est un sous-groupe de B*.

Les éléments s de B’ sont caractérisés par la condition que 'on ait v, (s) =
0 pour tout o ¢ A. Ceci étant, si « est une racine de R_ n’appartenant pas
a A et si on met « sous la forme > (i(8) 4+ j(8)) 5, il y a ou bien une

BER_
racine 5 ¢ A telle que i(5) > 0 ou bien j(8) > 0 ; dans les deux cas on
a I (vs(s)" P (vs(s))?® = 0si s, s’ sont dans B’, ce qui démontre le
BER_

corollaire.

Lemme 2. Soient ay,...,q, des racines linéairement indépendantes ; la
composante neutre T' dans Qq, N ... N Qq, est un tore de codimension r
dans T ; le groupe T" engendré par Ty, ..., T,, est un tore de dimension r ;
T'NT" est fini, et on a T =T'T".

Le groupe T’ est la composante neutre dans I'intersection des noyaux de
a1,...,a ; il en résulte que I'(T”) est l'ensemble des v € I'(T) tels que
(v,;) =0 (1 <4 < r); comme les a; sont linéairement indépendantes,
ces éléments engendrent un sous-espace de codimension r de I'?(T), ce qui
démontre la premiere assertion. Munissons I'®(T") d’une forme quadratique
définie positive invariante par les opérations du groupe de Weyl ; I'®(T,)
est alors, pour toute racine a, la droite orthogonale & I'hyperplan de I'?(T)
d’équation a = 0. L’espace vectoriel engendré par les I'?(T,,) est donc le
complémentaire orthogonal de I'intersection des hyperplans «; = 0 et est par
suite de dimension 7 puisque aq, ..., a, sont linéairement indépendantes. Cet
espace est contenu dans I'®(T") ; par ailleurs il est de la forme I'?(T}), ot
T est un tore qui, contenant chacun des T,,, contient 7" ; on en conclut que
T" =Ty, donc que T” est de dimension r. Les éléments de I'(T”) sont dans
tous les hyperplans «; = 0, donc orthogonaux aux éléments de I'(T") ; on en
conclut que I'(T")NI(T") = {0}, donc que T'NT" est fini ; ’homomorphisme
canonique de 7" T" sur T"T" /T’ induit un homomorphisme de noyau fini de
T ot AImT'T" /T’ > dim T” = r et par suite dim T/ T" > r + dim T’ =
dim T, dou T T"” = T. Ceci démontre le lemme 2.

Ceci dit, nous allons aborder la démonstration du théoreme 1.

Si « est une racine de S, w, transforme une racine 8 en 8 — (7Va, ) @,
et B(74) est entier ; il en résulte que w, transforme en lui-méme le sous-
groupe de X(7T) engendré par S, donc aussi ’ensemble S et le sous-espace
Y de XQ(T) engendré par S. Appliquant les résultats de la proposition 1 du
n° 14.3 aux éléments de S et a l'espace vectoriel déduit de Y par extension
du corps de base au corps des nombres réels, on voit que, sir =dimY,ily a
r éléments linéairement indépendants a4, ..., a, de S tels que tout élément
de S puisse se mettre sous forme de combinaison linéaire a coefficients tous
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> 0 ou tous < 0 de aq,...,aq, ; ces coefficients sont rationnels, car aq, ...,
forment une base de Y sur Q. Nous poserons w; = Wq,;, P; = Py, Qi = Qa,,
Zi =27, ,T; =Ta,, 0i = 04,. Tout élément a de S est le transformé de I'un
des a; par une opération w du groupe engendré par ws, ..., w, (corollaire a
la proposition 3, n® 14.4) ; comme on a w, = ww; w ' si @ = w - a;, on
voit que le groupe Wy engendré par les w, (a € S) est déja engendré par
les w;. De plus, les opérations de Wy transforment en lui-méme le groupe
engendré par aq,...,a, (car w; - a; est de la forme a; — k o; avec k entier,
donc appartient a ce groupe si 1 < 4, j < r) et par suite tout élément de S
est combinaison linéaire a coefficients entiers des «;.

K
Soient 7" la composante neutre dans [\ Q; et Ty = Ty ...T,. Il résulte
i=1

du lemme 2 que 'on a TgT’ = T et que Ty NT' est fini. Les éléments
de T" commutent avec ceux de H ; en effet, si @ € S, o est combinaison
linéaire & coefficients entiers des a;, d’out a(T”) = {1} ; ceci montre que T”
commute avec les éléments de P, et de P_, ; il commute évidemment avec
ceux de T, ; comme lensemble P, T, P_, est ouvert dans Z/,, c¢’en est un
ensemble de générateurs, ce qui montre que 77 commute avec les éléments
de Z! ; ceci étant vrai pour tout a dans S, on a prouvé que T’ commute
avec les éléments de H. Comme chaque Z/, est son propre groupe dérivé, H
est son propre groupe dérivé ; il résulte alors du lemme 2 du n°® 16.4 que
HNT est fini. Le tore Ty est contenu dans H ; il est donc contenu dans un
tore maximal Tz de H ; comme les éléments de T’ commutent avec ceux de
Ty, Ty T est un tore qui, contenant TyT’ = T, lui est identique. Comme
Ty NT' est fini, il en résulte que T /Ty est fini, d'out Ty = Ty ; donc Ty
est un tore maximal de H. Le groupe H NT est un sous-groupe commutatif
de H qui contient Ty et dont les éléments sont semi-simples ; il en résulte
que HNT = Ty (car le centralisateur de Ty dans H est le produit direct
de Ty par un groupe unipotent?) ; on a en particulier T,, C Ty pour toute
racine o € S. De plus, si a € S, I'élément o, qui est dans H et dans le
normalisateur de 7', est dans le normalisateur de T. Nous désignerons par
Ny le groupe engendré par Ty et par les 0; (1 < i <7r); Ng/Ty est donc
isomorphe au groupe Wy ; pour tout élément w de Wy, nous choisirons un
élément o, de Ny qui produise 'opération w du groupe de Weyl de G.

Il existe au moins un élément v de I'(T) tel que l'on ait (vy,a;) < 0
(1 <4 <r), puisque a1, ..., q, sont linéairement indépendants. Choisissons
d’autre part un élément ~; appartenant & une chambre de I'espace I'®(T) ;
on peut alors trouver un nombre rationnel a tel que lon ait (v + avi, p) #
0 pour toute racine p de G et de plus (v + ay1, ;) < 0 (1 < i < r)
’élément v/ = v+ ay; appartient alors 4 une chambre de 1'espace I'?(T) sur
laquelle aq, ..., a, sont négatives ; soit B le groupe de Borel qui correspond
a cette chambre. Nous désignerons par R_ ’ensemble des racines de G qui
sont négatives sur la chambre associée a B, ensemble que nous supposerons

4 Cela résulte du théoréme 1 du n° 7.1 et du théoréme 2 du n° 6.3.
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ordonné d’une maniere quelconque, et par S_ I’ensemble SN R_ ; S_ se
compose des éléments de S qui sont des combinaisons linéaires a coefficients
< 0 de a1,...,a,. Si une combinaison linéaire a coefficients entiers > 0
d’éléments de S_ est une racine, cette racine est dans S_. Nous désignerons
par B} le sous-groupe de B engendré par les P, pour a € S_ ; ce sous-
groupe se compose des éléments de la forme [] sq, avec s, € P, pour tout
aES_

a € S_, d’apres le corollaire du lemme 1 appliqué & A = S_; nous poserons
By = BY; Ty. Nous nous proposons de démontrer le :

Lemme 3. — Le groupe H est la réunion des ensembles By o, By pour tous
lesw € Wy

Observons d’abord que H est identique au groupe H' engendré par les Z
(1 <4 <r). En effet, le groupe H’' contient Ty et les éléments o; (1 < i < 1),
donc Ng. Si a est un élément quelconque de S, il y a une opération w € Wy
et un indice i (1 <i <) tels que w - a; = o, d’olt 0y, ZL o)t = Z/, ; comme

ow € H',on a Z!, C H', ce qui démontre notre assertion. Désignant par E la
réunion des By o, By, il suffira donc de montrer que Z/ E C E (1 <4 <r).

Soit S(_Z) I’ensemble des éléments # «; de S_. Soit C; le groupe engendré
par les P, pour «a € 5@ ;on a BY;, = C; P;. Comme C; est un sous-groupe
fermé de codimension < 1 dans BY, c’est un sous-groupe invariant de B}.
Par ailleurs, si o € S(f), w; - « est de la forme a + ka; ; comme a n’est pas
multiple de o, il y a au moins un indice j # ¢ tel que le coefficient de a; dans
I’expression de v comme combinaison linéaire de aj,...,a, soit > 0 ; il en

résulte que le coefficient de a; dans I'expression de w; - @ est > 0, donc que

7 —1 .
w; - € S(_) ; comme on a o; P, o, = Py, .o, 0on en conclut que o; appartient

au normalisateur de C;. Ce normalisateur contient donc P;T;o; P;, qui est
dense dans Z! ; il en résulte que Z! est contenu dans le normalisateur de
C;. Onadonc Z! By oy By = C; Z! P, Ty 0 By = C; Z! 04, Ty By puisque
P, C Z! et que o, appartient au normalisateur de T. Supposons d’abord
que w™! - a; € S ; dans ce cas, observons que Z/ est la réunion de P;T;
et de P;o; P;, et que Pyoy = 0w Py-1.4, est contenu dans o, Bg. Comme
C; P, T; C By, on a dans ce cas Z By 0, By C E. Dans le cas ol w oy
n’appartient pas & S, posons v’ = w; w, dot w' - a; = —wt-a; €5 ;
comme Z, = Z!o;, on a Z. o, = Zl 0,0, qui est contenu dans Z, o, T
puisque 0; 0y = 0y (mod Th). On est alors ramené au cas précédent, et on
voit que, dans tous les cas, on a Z! By 0, By C E, ce qui montre bien que
l'ona F=H.

Lemme 4. — By est un groupe de Borel de H.

Comme c’est un sous-groupe résoluble connexe de H, il est en tout cas con-

tenu dans un groupe de Borel By de By. La formule H = |J Bpyoy, By
weWgy

montre alors que, pour établir I'égalité By = By, il suffit de prouver que
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0w & By si w est une opération distincte de I'identité de Wy. Or on sait
qu’il existe au moins une racine o € S_ telle que w - a ¢ S_ (proposition 6
du n° 14.6) ; on a alors w -« = —( ol [ est une racine de S_. Le groupe
engendré par By et o, contient donc Pg, Tg et P_g, ce qui montre qu’il
contient le groupe non résoluble Zﬁ, et établit le lemme 4.

Comme B N H est un sous-groupe résoluble de H contenant By, on a
BNH = Bpy. Si M est le radical de H, M est contenu dans By et M N BY
est engendré par ceux des P, qu’il contient (car ce sous-groupe est transformé
en lui-méme par les opérations de T'; cf. proposition 1 du n® 13.1). Or, pour
toute racine « € S_, M N Z!, est un sous-groupe résoluble invariant de Z/,
donc fini, ce qui montre que 'on a P, ¢ M et que M N BY, = {e}. Le groupe
algébrique connexe M ne contient donc aucun élément unipotent # e, ce
qui montre que ses éléments sont semi-simples et que c’est un tore ; étant
invariant dans H, il appartient au centre de H ; mais, comme H est son
propre groupe dérivé, son centre ne contient aucun tore de dimension > 0
(lemme 2 du n°® 16.4) ; M est donc fini, d’ot M = {e}, ce qui montre que H
est semi-simple.

On a74(K) = P, C H pour tout « € S, ce qui montre que les restrictions
a Ty des racines de S sont des racines de H ; comme la dimension du groupe
de Borel By de H est égale au nombre d’éléments de S_, donc a la moitié
du nombre d’éléments de S, il en résulte que les restrictions a T des racines
de S sont toutes les racines de H. Le théoreme 1 est établi.

Remarque. — Pour toute racine a € S, désignons par @ la restriction de «
a Ty ; il est clair que la réflexion wg par rapport & @, considérée comme
opérant dans I'(Ty), n’est autre que la restriction a I'(Ty) de 'opération
wq sur I'(T). Par ailleurs, l'inclusion Ty — 7' définit un homomorphisme
J : X(T) — X (Ty) et il est clair que, si 'on considére w,, (resp. wg) comme
opérant dans X (T') (resp. X (Tx)), le diagramme

X(T) — X(Tn)

we | | we

X(T) -~ X(Tn)

est commutatif ; il en résulte que, si 3 est une autre racine de S et si wq - 3 =
0+ ka, on awg- B =0+ ka.

Les groupes définis a partir d’'un ensemble fermé S de racines par le
procédé indiqué ci-dessus s’appellent les sous-groupes radiciels de G.
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Nous nous proposons maintenant d’étudier les sous-groupes invariants con-
nexes fermés de G, et notamment de prouver qu’ils sont radiciels (théoréme
2). Etablissons d’abord la :

Proposition 1. — Soient A le groupe des automorphismes de G et J le groupe
des automorphismes intérieurs de G ; le groupe A/J est alors fini. Si B est
un groupe de Borel contenant le tore maximal T, A/J est isomorphe & un
groupe de permutations de [’ensemble des racines fondamentales par rapport
a B.

Un automorphisme u de G transforme B en un groupe de Borel, qui est
conjugué a B dans G ; il existe donc un automorphisme u; € uJ tel que
u1(B) = B ; u; transforme 7" en un tore maximal contenu dans B, qui est
conjugué a T dans B ; il existe donc un automorphisme us € u; J = uJ tel
que uz(B) = B, ua(T) = T. Si Ag est le groupe de tous les automorphismes
de G qui conservent T et B, on a donc A = Ay J. Si a est une racine, il en
est évidemment de méme de la fonction o’ : ¢ — a(uy*(t)) ; de plus, on a
us(P,) = Py. Si a est négative sur la chambre associée & B, on a P, C B,
d’ou P, C B, et o’ est négative sur la chambre associée & B ; Iapplication
a — o permute donc entre elles les racines fondamentales relatives a B.
Soit A; le groupe des automorphismes de G qui conservent B et T et qui
conservent toutes les racines relatives a T ; le groupe A; est d’indice fini
dans Ag et le groupe A; J est donc d’indice fini dans Ay J = A.

Nous allons maintenant montrer que Ay C J. Soit a partir de maintenant
uw un élément de A; ; on a donc u(P,) = P, pour toute racine cv. Comme
les seuls automorphismes de K sont les homothéties, il y a un élément ¢, #
0 de K tel que lon ait u(ro(N)) = 7Talca A) (A € K). Soient ai,...,ap
les racines fondamentales par rapport & B ; comme elles sont linéairement
indépendantes, il y a un élément ¢ de T tel que co, = a;(t) (1 < i < {)
multipliant u© par ’automorphisme intérieur produit par t~', on se ramene
au cas ol les ¢q, (1 < i < /) sont égaux & 1 ; supposons désormais qu’il
en soit ainsi ; u laisse donc fixes les éléments des groupes P,,. Par ailleurs,
u laisse fixes les éléments de T ; en effet, les éléments de la forme wu(t)t~!
(t € T') forment un sous-groupe connexe Ty de T' sur lequel chaque racine est
constante de valeur 1 ; comme les racines engendrent X ?(T), il en résulte que
To se réduit a I’élément neutre, ce qui montre que u laisse fixes les éléments
de T. Par ailleurs, on a u(P_,,) = P_,, ; comme P,, T, P_,, est un systeme
de générateurs de Z/, , u transforme le groupe Z/, en lui-méme ; comme le
normalisateur de Ty, dans Z},, est T, UTy, 0q,, 0n au(0a,) = to 0q,, to étant
un élément de T,,. Or, soit s’ un élément distinct de I’élément neutre de P_,, ;
rappelons que Z&i est la réunion des ensembles disjoints P,; Ty, 0q; Pa, €t
P,, T, ; s’ peut donc se mettre sous la forme s t1 04, $2, OU 81,82 € Py,
t1 € Ty, ; s1, 2 et t1 sont laissés fixes par u, et on a

/—1 / -1 .
s u(s) = s20,, tooa, S2 3



186 17. Les sous-groupes radiciels

cet élément est d’une part dans P_,, et d’autre part, comme le montre le
second membre, dans Py, Ty, ; ¢’est donc I’élément neutre, ce qui montre que
u laisse invariants les éléments de P_,, ainsi que o,, ; on en déduit que u
laisse invariants tous les éléments du groupe Z, , et par suite aussi du groupe
Zo, = TZ],. Or on sait que les groupes Z,, (1 < i < £) engendrent le groupe
G (théoréme 2, n° 12.4) ; u est donc 'automorphisme identique, d’ott A; C J.

Terminons la démonstration de la proposition 1. On a A; C Ag par
définition et 'on vient de prouver la relation A; C J, d’ou A1 C Ag N J.
Notons Jp le groupe des automorphismes intérieurs de G induits par des
éléments de T ; comme T normalise T et B, on a Jr C A;. Par ailleurs,
tout élément de J est de la forme int(g) ot g normalise T et B, d’ou
g € N(T)NB = T (n° 13.3, théoréeme 1 et corollaire 3). On a donc
AoNJ = Ay = Jr, et puisque I'on a A = Ay J, le groupe A/J est iso-
morphe a Ag/A;. Ce dernier groupe est de maniere évidente isomorphe & un
groupe de permutations des racines fondamentales.

Corollaire. — Soit H un sous-groupe invariant fermé conneze de G ; alors H
est semi-simple. St H' est la composante neutre dans le centralisateur de H
dans G, on a G = HH' et HN H' est fini. Le groupe G/H est semi-simple.

Le radical de H est évidemment transformé en lui-méme par tout au-
tomorphisme de H ; c’est donc un sous-groupe résoluble invariant connexe
de G, ce qui montre qu’il se réduit & son élément neutre®. Si I'on fait cor-
respondre & tout s € G lautomorphisme h — shs™! de H, on obtient un
homomorphisme de G sur un groupe A d’automorphismes de H, qui contient
le groupe J des automorphismes intérieurs de H ; le groupe A/J est donc
fini d’apres la proposition 1. Or, si H{ est le centralisateur de H dans G,
I’image réciproque de J par ’homomorphisme en question est le sous-groupe
fermé H H|) ; comme ce sous-groupe est d’indice fini dans G et que G est con-
nexe, il est égal & G, d’'on HH' = G puisque H' est d’indice fini dans H|. Le
groupe H N H’ est dans le centre de H, et il est donc fini puisque H est semi-
simple. L’homomorphisme canonique de G sur G/H induit un épimorphisme
rationnel de H' sur G/H ; H' est semi-simple comme sous-groupe invariant
fermé connexe de G ; alors G/H est semi-simple en vertu du

Lemme 5. — Si p est un épimorphisme rationnel de noyau fini de G sur un
groupe algébrique G', celui-ci est semi-simple.

Le noyau N de p, étant un sous-groupe invariant fini de G, est dans le
centre de G ; si M’ est le radical de G, p~1(M")/N est isomorphe & M’, donc
résoluble ; p~1(M’) est donc un sous-groupe invariant résoluble de G, et est
par suite fini, ce qui démontre le lemme 5.

5 Car G est semi-simple !
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17.4 Caractérisation des sous-groupes invariants

Théoréme 2. — Tout sous-groupe invariant fermé connexe H de G est radi-
ciel. Pour qu’une partie S de l’ensemble R des racines R de G détermine un
sous-groupe radiciel invariant H de G, il faut et il suffit que chacun des en-
sembles S et R— S soit fermé ; s’il en est ainsi, le groupe radiciel déterminé
par R — S est la composante neutre dans le centralisateur de H.

A) Soit H un sous-groupe invariant fermé connexe de G, et soit H' la
composante neutre dans son centralisateur. Soient Ty (resp. Th/) un tore
maximal de H (resp. H') et By (resp. Bys) un groupe de Borel de H (resp.
H'). Alors By By est résoluble et connexe, donc contenu dans un groupe
de Borel de G, et Ty T+ est un tore, donc contenu dans un tore maximal de
G. Comme tous les tores maximaux de G sont conjugués, on peut supposer
que Ty Ty € T. Comme G = HH’, un élément de T peut se mettre sous
la forme ss’, avec s € H, s’ € H' ; comme s’ et ss’ commutent avec les
éléments de Ty, il en est de méme de s, d’out s € Ty puisque Ty est son
propre centralisateur dans H ; on voit méme que s’ € Ty, dou T = Ty TH-.

Soit B un groupe de Borel de G contenant By By+, donc T ; le groupe
BN H (resp. BN H') est un sous-groupe résoluble de H (resp. H') contenant
By (resp. Bp/) ; on a donc By = BN H, By = BN H', ce qui montre
que By, By sont des sous-groupes invariants de B. Un élément de B se met
sous la forme s; ;) ol 81 € H, s} € H' ; comme s; s et s] appartiennent au
normalisateur de By, il en est de méme de sy, d’ou s7 € By, puisque By
est son propre normalisateur dans H ; on voit de méme que s} € By, ce qui
montre que B = By By.

Soit B} I’ensemble des éléments unipotents de By ; comme c’est un sous-
groupe invariant de B contenu dans B, il est engendré par ceux des P, qu’il
contient. Soient R_ l’ensemble des racines de G qui sont négatives sur la
chambre associée a B et S_ l'ensemble des o € R_ tels que P, C By ; il
est clair que la condition o € R_ — S_ entraine P, € Bpy:. Soit a € S_ ;
le groupe P_,, qui est conjugué & P, dans G, est contenu dans H; or Z/,
est engendré par P, et P_, ; en effet, le normalisateur dans Z/, du groupe
engendré par P, et P_, contient Ty, et est donc identique & Z/, puisque
P, T, P_, est un ensemble de générateurs de Z!, ; le groupe engendré par
P, et P_,, est donc un sous-groupe invariant de Z/,, et par suite semi-simple
(corollaire du théoréme 1) ; comme tout groupe semi-simple de dimension > 0
est de dimension > 3, le groupe engendré par P, et P_, est Z/ tout entier.
On a done Z!, C H pour tout o € S_ ; de plus, il est clair que le groupe EH
engendré par les P_,, pour o € S_ est le groupe de Borel de H opposé a By
(relativement & Ty) ; le groupe engendré par les Z/ pour @ € S_ contient
By EH, qui est une partie ouverte de H ; ce groupe est donc identique a H.
Soit S I’ensemble composé de S_ et des opposées des racines de S_ ; comme
les éléments de T commutent avec ceux de H, il est clair que les racines
appartenant & S prennent la valeur 1 sur Tg/. On voit de méme que H’ est
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engendré par les Z/ pour « € R_ — S_ ; comme R — S est Pensemble des
+a pour « € R_ — S_, les racines de R — S prennent la valeur 1 sur Ty.
Comme Ty Ty =T, aucune racine ne peut étre égale a 1 a la fois sur Ty et
sur T ;S (resp. R —S) est donc 'ensemble de toutes les racines de G qui
sont égales & 1 sur Ty (resp. Ty ), ce qui montre que S et R — S sont fermés.

B) Nous allons maintenant prouver que si H est le groupe radiciel défini
par une partie fermée S de R telle que R— S soit fermée, alors H est invariant
dans G.

Lemme 6. — Soit S un ensemble fermé de racines tel que R — S soit fermé.
Soient o € S et f € R— S. 1l nexiste aucune racine de la forme ia+ j3 ot
i et j sont des entiers > 0.

Soient w,, et wg les réflexions par rapport aux racines o et 3 respective-
ment ; on a
wa'ﬁzﬁ""kav wﬁ'a:a—'_k/ﬂ?

o k, k' sont des entiers. Les racines sont des éléments de 1’espace vectoriel
XQ(T) sur le corps des nombres rationnels, sur lequel opére le groupe de
Weyl. Choisissons une forme quadratique définie positive invariante par le
groupe de Weyl ; désignant par (X | p) le produit scalaire de deux éléments
A, p relativement a cette forme quadratique, on a

k==2(a|f)(ala)™,  K==20|p) @A ;

comme (8 # +a, a et § sont linéairement indépendantes, d’ou il résulte que
lon a kk’ <4 ; k et k' étant de méme signe, I'un au moins de ces entiers est
< 1 en valeur absolue. Or a £ (8 ne peut étre ni dans S ni dans R — S (qui
sont des parties fermées) et n’est par suite pas une racine ; I'un des nombres
k, k' est donc nul, ce qui entraine (« | 3) = 0. Ceci montre que toute racine
de S est orthogonale a toute racine de R — S. Si tav + j était une racine et
appartenait disons & S, on aurait (i« + j8 | 8) = 0, dou j(B | B) = 0, et
donc 5 = 0 en contradiction avec 'hypothese 7 > 0 ; on voit de méme que
i 4 jB ne peut étre dans R — S.

Lemme 7. — Sous les hypothéses du lemme 6, les sous-groupes P, et Pg de
G commutent.

Il existe au moins un groupe de Borel B contenant T tel que « et (3 soient
négatives sur la chambre associée & B ; en effet, a et 8 étant linéairement
indépendantes, 1’ensemble des v € I'(T) tels que (y,a) < 0 et (y,3) < 0
est une partie ouverte non vide de I'?(T'), et rencontre par suite au moins
une chambre. Ceci étant, il résulte du lemme 6 et du corollaire au lemme 1
que P, P3 est un sous-groupe de B. Comme les éléments de ce groupe sont
unipotents et comme P, et P en sont des sous-groupes fermés de codimen-
sion 1, P, et Pg sont des sous-groupes invariants de P, P3. Si s € P,, on a
s75(€)s™! = 15(c(s)€) pour tout £ € K, avec c(s) € K* (le groupe multipli-
catif des éléments # 0 de K). L’application s — ¢(s) est un homomorphisme
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rationnel (puisque 7,(c(s)) = s74(1)s7!) de P, dans K* ; il en résulte que
¢(s) = 1 pour tout s € P,, donc que tout élément de P, commute avec tout
élément de Pg.

Soit S un ensemble fermé de racines tel que R — S soit fermé, et soient
a €5, € R—S. Nous avons vu plus haut que Z/, (resp. Z’ﬁ) est engendré par
P, et P_, (resp. Pg et P_g) ; comme —a € S, —0 € R—S, le lemme 7 prouve
que tout élément de Z|, commute avec tout élément de Zj. Soient H et H'
les groupes radiciels définis par les ensembles S et R — S respectivement ; il
résulte de ce qu’on vient d’établir que tout élément de H' commute avec tout
élément de H. Par ailleurs, le groupe HH' contient Z!, pour toute racine « ;
comme il contient tous les T, il contient T, donc aussi les Z, = Z/, T, ce
qui montre que c’est G tout entier. La formule HH’' = G montre alors que
H et H' sont des sous-groupes distingués de G. Le théoreme 2 est donc
établi.

17.5 Composantes (presque) simples

Soit S un ensemble fermé de racines tel que R — S soit fermé ; si a € S,
B € R—S, w, -G est de la forme 8+ k«, k étant un entier ; cet entier est
nul puisque ia + jG n’est pas racine si i # 0, j # 0 (lemme 5). Soit X un
systeme fondamental de racines ; alors X' est la réunion de X’ N S = X et
de YN (R—S5) = Xy, et, si a € Xy, § € Xy, lentier de Cartan relatif
a a et § est nul d’apres ce qui précede. Supposons réciproquement donnée
une décomposition X = 3 U X5 de X en deux ensembles tels que ’entier
de Cartan relatif & une racine de X; et une racine de X; soit nul si i # j.
Soit S (resp. S’) l'ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires de
racines de X (resp. X3). Alors toute racine appartient soit & S soit & S’. En
effet, si « appartient par exemple & X, w, permute entre elles les racines
de S et laisse invariantes les racines appartenant a Y5, donc aussi toutes
celles de S’ ; de méme, si o € X5, w, laisse invariantes les racines de S
et permute entre elles celles de S’. Comme le groupe de Weyl est engendré
par les w, pour a € X, ses opérations transforment chacun des ensembles
S, S’ en lui-méme. Comme tout racine est transformée d’une racine de X
par une opération du groupe de Weyl, il en résulte bien que S U S’ est
I’ensemble de toutes les racines. Par ailleurs, il est clair que S et S’ sont
fermés.

Munissons X @(T") d’un produit scalaire défini par une forme quadratique
définie positive et invariante par le groupe de Weyl ; on voit alors tout de
suite que, a et 8 étant des racines, une condition nécessaire et suffisante pour
que w, laisse § fixe est que « et (§ soient orthogonales.

Nous dirons qu’'un systeme de racines est simple s’il est impossible de le
décomposer en deux parties fermées non vides disjointes. Il résulte alors du
théoreme 2 que 'on a la
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Proposition 2. — Pour que G n’admette pas d’autres sous-groupes invariants
fermés connexes que {e} et lui-méme, il faut et il suffit que ’ensemble de ses
racines soit simple.

Par ailleurs, dans le cas général, soient S1, ..., S les éléments minimaux
de I’ensemble des parties S # @ de I'ensemble R des racines telles que S et
R — S soient fermés ; il est clair que R est la réunion des ensembles disjoints
S;. On a donc le résultat suivant :

Proposition 3. — Le groupe G contient un certain nombre de sous-groupes
fermés invariants connexes G; qui possédent les propriétés suivantes : pour
tout i, ’ensemble des racines de G; est simple ; ona G =Gy ... Gy, ; sii # j,
tout élément de G; commute avec tout élément de G; ; le groupe G;N [ G,
est fini. 7

De plus, on voit facilement que l’ensemble des groupes G; est bien
déterminé par la connaissance de G.

Nous appellerons presque simple un groupe semi-simple dont I’ensemble

des racines est simple ; les notations étant celles de la proposition 3, nous
dirons que les G; sont les composantes presque simples de G.



. s e 1
18. Les isogénies

18.1 Généralités sur les isogénies

Rappelons que, si G et G’ sont des groupes algébriques, on appelle isogénie
de G sur G’ un épimorphisme rationnel de noyau fini de G sur G'. 1l est clair
que, 8’1l existe une isogénie de G sur G/, on a dimG = dim G’. Si H est un
sous-groupe fermé de G, f(H) est un sous-groupe fermé de G’. Le noyau N
de f est un sous-groupe invariant fini de G, donc contenu dans le centre de G.
Si H’ est un sous-groupe fermé connexe de G’, il existe un sous-groupe fermé
connexe H et un seul de G tel que f(H) = H’', & savoir la composante neutre
Hy dans f~1(H'). En effet, comme f est surjectif, on a f(f~Y(H')) = H' ;
f(Hp) est donc un sous-groupe fermé d’indice fini de H', d’ou f(Hy) = H'
puisque H’ est connexe. Par ailleurs, si H est un sous-groupe fermé connexe
de f~1(H'),on a H C Hy. Comme f est de noyau fini, on a dim Hy = dim H’,
et, si f(H)=H’, on a dim H = dim H' = dim Hy, d’'on H = Hj.

Soit f une isogénie du groupe connexe G sur le groupe (connexe) G’ ;
soient @ et &’ les corps de fonctions numériques sur G et G’ respectivement.
Le cohomomorphisme ¢ de f est alors un isomorphisme ¢ de @’ sur un sous-
corps @1 de .

On peut montrer que la connaissance de @1 détermine 'isogénie f a un
isomorphisme pres ; d’une maniere précise, si f’ et f” sont des isogénies de G
sur des groupes G’ et G” dont les cohomomorphismes appliquent les corps de
fonctions numériques sur G’ et G” sur le méme sous-corps @ de P, il existe
un isomorphisme h de G’ sur G” tel que ho f' = f”. On peut aussi caractériser
comme suit les sous-corps @1 de @ qui correspondent a des isogénies de G.
Pour tout s € G, désignons par A(s) et p(s) les cohomomorphismes des
translations a gauche et a droite par s dans G ; pour qu’un sous-corps @1 de @
(contenant K) soit attaché & une isogénie de G, il faut et suffit que @ soit une
extension algébrique de degré fini de @4 et que @, soit transformé en lui-méme
par les opérations A(s), u(s) pour tout s € G. L’isogénie f est dite radicielle
si @ est une extension radicielle de &1 ; on dit de plus que f est radicielle
de hauteur 1 si on a &P C P, ou PP est le corps des puissances p-iemes des
fonctions de @. On montre que @; est alors déterminé par la connaissance
de celles des dérivations invariantes & gauche (ou d’ailleurs & droite) qui sont
nulles sur @, ; ces dérivations forment un sous-espace vectoriel a de I’algebre
de Lie g de G, qui est stable relativement a la représentation adjointe de G et

! Exposé de C. Chevalley, le 25.11.1957
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a l'opération de puissance p-ieme dans g. Réciproquement, on peut montrer
que tout sous-espace a de g satisfaisant a ces conditions est attaché a une
isogénie radicielle f de hauteur 1. Nous ne démontrerons pas ces résultats,
qui ne seront pas utilisés dans la suite. Nous allons cependant démontrer la :

Proposition 1. — Pour tout groupe algébrique connexe G, dont nous désigne-
rons le corps des fonctions numériques par @, et pour toute puissance q de
Uexposant caractéristique de K, il existe une isogénie de G sur un groupe G’
dont le cohomomorphisme applique le corps des fonctions numériques sur G’
sur le corps ®1 des puissances q-iemes des éléments de P.

Il est bien connu que ’ensemble des points de G peut étre muni d’une
structure de variété telle que les fonctions numériques sur cette variété soient
les puissances g-iemes des fonctions de @ ; désignons cette variété par G’'.
L’application identique f de G est un morphisme de G dans G’ dont le
cohomomorphisme est 'isomorphisme d’inclusion de @7 dans @. Il reste a
montrer que 'application (s,t) — st est un morphisme de la variété G’ x G’
dans G’. Or cette application est un morphisme de G x G dans G ; son
cohomomorphisme est un isomorphisme p de @ sur un sous-corps du corps des
fonctions numériques sur G x G, qui s’identifie au corps des fractions de .
Il est clair que pu(P?) est contenu dans le corps des fractions de 9 ® ¢4, donc
dans le corps des fonctions numériques sur G’ x G’ ; la restriction de p & 7 est
le cohomomorphisme d’une fonction m’ (a priori non nécessairement partout
définie) sur la variété G’ x G’ & valeurs dans G’ et que 'onam/ O f = fOm
en désignant par m la multiplication dans G, d’ott m/(s,t) = st si m’ est
définie en (s,t). Par ailleurs, G et G’ ont méme topologie, et le graphe M de
m est une sous-variété fermée de G x G x G, donc aussi de G’ x G’ x G’ (car
G’ x G’ x G’ est la variété dont les points sont ceux de G' x G x G et dont les
fonctions numériques sont les puissances g-iemes des fonctions sur G x G x G).
I en résulte que M est Padhérence du graphe de m’ dans G’ x G’ x G’. La
projection (s,t,u) — (s,t) de G’ x G' x G’ sur G’ x G’ induit une bijection
m de M sur G’ x G’ qui est aussi un morphisme birationnel. Comme G est
une variété normale, il en est de méme de G’ ; on en déduit que 7 est un
isomorphisme de M sur G' x G’ (n° 5.3, théoréme 2), donc que m’ est partout
définie et que G’ est un groupe.

Nous appellerons isogénie des puissances g-iemes 'isogénie f du groupe
G que l'on vient de définir ; du point de vue ensembliste, c’est I’application
identique de G.

Proposition 2. — Soit f une isogénie d’un groupe algébrique connexe G sur
un groupe algébrique connexe G'. Si l'un des groupes G, G’ est semi-simple
(resp. presque-simple), il en est de méme de lautre.

Soient H un sous-groupe fermé connexe de G et f(H) = H'. Si H est
invariant (resp. résoluble) dans G, il est clair que H’ est invariant (resp.
résoluble) dans G’. Réciproquement, si H' est invariant dans G, f~1(H') est
invariant dans G, et il en est de méme de H qui est la composante neutre
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dans f~1(H'). Si H' est résoluble, il en est de méme de H ; car, si N est le
noyau de f , f~1(H)/N est isomorphe & H’, donc résoluble, et N est dans le
centre de f~1(H’), ce qui montre que f~(H’) est résoluble ; la proposition
2 résulte immédiatement de la.

18.2 Isomorphisme spécial associé a une isogénie

Soit maintenant G un groupe semi-simple, et soit 7" un tore maximal de G. Si
« est une racine de G par rapport a 7', il existe un isomorphisme 7, du groupe
additif K sur un sous-groupe fermé dans G tel que t 7, (&)t~ = 7, (a(t)€) si
¢ € K,t e T ;nous dirons que 7, est associ€ d « ; les éléments de 7, (K) sont
unipotents ; nous dirons que le groupe 7, (K) est un sous-groupe unipotent
de G associé a a.

Lemme 1. — Soit P un sous-groupe fermé connexe de dimension 1 de G
composé d’éléments unipotents et dont le normalisateur contient T ; il existe
une racine o et une seule telle que P soit associ€ a .

Le groupe PT est résoluble et connexe ; il est donc contenu dans un
groupe de Borel B de G, et P est contenu dans l’ensemble B* des éléments
unipotents de B. Soient «; (1 < i < N) les racines de G qui sont négatives sur
la chambre de Weyl associée a B ; il existe alors pour chaque ¢ un groupe F;
associé a a; contenu dans B, et P est le produit de ceux des P; qu’il contient
(n° 13.2, théoreme 1). Comme dim P = 1, il existe un ¢ tel que P; = P. Soit
7; un isomorphisme de K sur P, = P associé a «; ; si P est associé a une
racine «, soit 7 un isomorphisme de K sur P associé a a. Comme 7 et 7; sont
des isomorphismes, on a 7(§) = 7;(c€) avec un ¢ # 0 de K (n° 9.1, lemme
1) ; il en résulte aussitot que o = ;. C.Q.F.D.

Soit maintenant f une isogénie de G sur un groupe G’ ; alors T' = f(T')
est un tore maximal de G’, et la restriction fr de f & T est une isogénie de
T sur T". Elle détermine un isomorphisme 6" — 6’ o fr du groupe X (T”) des
caracteres rationnels de T sur un sous-groupe du groupe X (T') des caracteres
rationnels de T. Comme dimT = dim 7", cet isomorphisme se prolonge en
un isomorphisme ¢ de I'espace vectoriel X Q(T") sur X?(T'), que nous ap-
pellerons lisomorphisme attaché a f. Soit a une racine de G par rapport a
T, et soit P, le groupe unipotent associé a « ; alors f induit une isogénie f,,
de P, sur un sous-groupe connexe P/, de dimension 1 de G’ dont les éléments
sont unipotents et dont le normalisateur contient 7" ; P/, est donc le groupe
unipotent associé & une racine o/ bien déterminée de G’ ; nous dirons que «
et o’ se correspondent par l’isogénie f.

Réciproquement, soit @’ une racine de G’ et soit P/, le groupe unipotent
qui lui est associé ; c’est 'image par f d’un sous-groupe connexe P de dimen-
sion 1 de G, et d’un seul. Il est clair que le normalisateur de P contient T'.
Le groupe P est résoluble (cf. la démonstration de la proposition 1) et n’est
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pas un tore, car sinon P/, = f(P) serait un tore. Comme dim P = 1, il en
résulte que P est composé d’éléments unipotents ; c’est donc le groupe unipo-
tent associé a une racine a de G. La correspondance que nous avons établie
entre racines de G et racines de G’ définit donc une bijection de I’ensemble
des premieres sur 'ensemble des secondes. Soient de plus 74, 7./, des iso-
morphismes de K sur P, et P/, respectivement ; on a donc, pour £ € K,
f(ma(€)) = 71, (m(£)), ot m est une isogénie de K sur K ; m(£) s’exprime
comme polynéme en €. Sit € T, t' = f(¢), on a

tf(1a(€) '™ = ft1a(€) t71) = f(Tal(a(t)E))

d’ot &/ (t') m(€) = m(a(t)€). Comme m(£) est un polynéme en &, ce polyndéme
est homogene ; si g(a) est son degré, on a o (t') = (a(t))?(®), ce qui donne,
en notation additive,
!
p(a) = g(a)a.
De plus, comme m est un homomorphisme de K dans lui-méme, g(a) est une
puissance de I'exposant caractéristique de K.

Définition 1. — Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples, T et
T’ des tores maximauzx de G et G', X(T') et X(T") les groupes des caractéres
rationnels de T et T'. Un isomorphisme ¢ de XQ(T") sur XQ(T) est dit
spécial’ si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) on a p(X(T") C X(T) ;

b) il existe une bijection ¢ de l’ensemble des racines de G par rapport
a T sur lensemble des racines de G' par rapport o T’ telle que l'on ait
o(Y(a)) = q(a)a pour toute racine « de G, q(a) étant une puissance de
Uexposant caractéristique de K ; les q(a) sont alors appelés les exposants
radiciels de .

On notera que ¥ et les ¢(«) sont alors uniquement déterminés par ¢, car
si a1 et ao sont des racines telles que as = cag, avec ¢ rationnel > 0, on a
c=1.

L’isomorphisme attaché a une isogénie est donc toujours spécial. C’est
l'un des objets essentiels de ce séminaire d’établir que, réciproquement, tout
isomorphisme spécial est attaché & une isogénie.?

18.3 Propriétés des isomorphismes spéciaux

Proposition 3. — Soient G un groupe algébrique semi-simple, T wun tore
mazximal de G, q une puissance de ’exposant caractéristique de K, f lisogénie

2 Lorsque K est de caractéristique 0, un isomorphisme spécial est un isomorphisme
@ de X(T") sur X(T) appliquant X (7") dans X (T") et induisant une bijection
de l’ensemble des racines de G’ sur I’ensemble des racines de G. On a g(a) = 1
pour toute racine a de G.

3 L’unicité de I'isogénie en question (& automorphisme intérieur pres) sera établie
au n° 23.2, proposition 2.
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des puissances g-iemes de G, G' le groupe f(G), T le groupe f(T'). L’isomor-
phisme spécial ¢ de X(T') sur XQ(T) attaché a f applique X (T") sur
gX (T) ; ses exposants radiciels sont tous égaux d q.

Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, et soit f(H) = H'. Pour
qu’une fonction numérique u sur G soit définie en un point s € H, il faut et
suffit que u?, considérée comme fonction sur G’, soit définie en s ; il en résulte
immédiatement que la restriction de f a H est 'isogénie des puissances g-
ietmes pour H. Prenant H = T, on voit que les caracteres rationnels de T”
sont les puissances g-iémes des caracteres rationnels de T' d’ott (X (T")) =
¢X (T). Prenant pour H le groupe 7,(K), ol 7, est un isomorphisme associé
A une racine «, on voit qu’il existe un isomorphisme 7’ de K sur H’ tel que
f(1a(€)) = 7'(£%), ce qui montre que 'exposant radiciel relatif & « est g.

Proposition 4. — Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K ; soit
fv Uapplication naturelle de GL(V') sur le groupe projectif PL(V'). Soient G
un sous-groupe fermé semi-simple de GL(V'), G’ le groupe fv(G), f la re-
striction de fy a G. Les exposants radiciels de l'isomorphisme spécial attaché
a f sont tous égauz a 1.

Soit T un tore maximal de G. Si P est un groupe associé a une racine « de
G par rapport a T, P est contenu dans I’ensemble N des éléments unipotents
d’un groupe de Borel de GL(V) ; il suffira de montrer que fy induit un
isomorphisme de N sur un sous-groupe de PL(V). Or, il existe une base
(e1,...,en) de V telle que l'on ait, pour s € N, s-e; = e; (mod > Kej) ; si
j>i
on pose s-e; = e;+ » uji(s)e;, les uj; (j > i) engendrent I’algebre affine de
§>i
n
N. Posons, pour t € GL(V), t-e; = > vj;(t)e; ; les fonctions vj; /v, sont les
j=1
images par le cohomomorphisme de fy de fonctions numériques sur PL(V).
Or,sij >4, s € N, on a uji(s) = vji(s) ; les uj; sont donc les images par le
cohomomorphisme de la restriction fy de fy & N de fonctions numériques
partout définies sur fy(N), ce qui démontre notre assertion.

Proposition 5. — Soient G et G’ des groupes algébriques semi-simples, T
et T des tores mazimauz de G et G' respectivement et o un isomorphisme
spécial de XQ(T") sur X(T). L’application oy :w' — @ow' o' induit
alors un isomorphisme du groupe de Weyl W' de G’ sur le groupe de Weyl W
de G ; siw' est la réflexion par rapport d une racine o de G', pw (w') est la
réflexion par rapport & la racine « de G telle que p(a’) = q(a)a, q(a) > 0. Si
a et B sont des racines de G transformées l'une de l'autre par une opération
de W, les exposants radiciels correspondant a « et a [ sont égauz. Soient

a,...,a, des racines de G et o les racines de G telles que p(of) = ¢; o,
q; > 0 ; pour que a, . . ., au, forment un systéme fondamental de racines de G,
il faut et il suffit que o, . .., &, forment un systéme fondamental de racines de

G'. Supposons qu’il en soit ainsi ; soient w; et w; les réflexions par rapport 4
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i, o respectivement ; posons wi(c) = aj+c(i, j)ag, wi(a) = al+c' (i, 7).
On a alors ¢(i,§) = (4, 5)q q}l.

! est un isomorphisme

11 est clair que application @y : w' — pow' o™
de W’ sur un groupe d’automorphismes de X ?(T).
Soit w’ un élément de W', et soit w = p o w’ o ™. Si B est une racine

de G, on a o 1(8) = (¢(B))"13, ot B’ est une racine de G', d’ott
(W' o™)(B) = (a(®) "

si 7/ est la racine w'(3') ; on a donc w(B) = q(7)(q(8)) "' si w(v') = q(7)7.
Il existe donc une permutation w de I'ensemble des racines de G telle que

w(B) = ¢(B) w(B) avec un nombre rationnel ¢(3) > 0. Supposons maintenant
que w’ soit la réflexion par rapport & une racine o/ ; on a alors

V' =0 +a(),

a(B’) étant un entier ; si 'on pose (') = g(a)a, on a w(B) = B+ r(B)«,
r(B) étant un nombre rationnel.

Par ailleurs, il est clair que w(a) = —a. Soit w, la réflexion par rapport
a a. On a donc

(wa w)(B) = c(B) @'(B) = B+ s(B)ox

ou ¢(fB), s(B) sont des nombres rationnels et w’ est une permutation de
P’ensemble des racines ; de plus, (wq w)(a) = . Soit k l'ordre de la permu-
tation @’ ; on a (we w)*(B) = c1(B)B = B+ ks(B)a avec c1(B) rationnel. Or,
si on prend 8 # +a, « et 8 sont linéairement indépendantes, d’ou ¢1(8) = 1,
s(f) = 0. On a aussi s(ta) = 0 ; we w est donc l'identité, d’olt w = wq.
Autrement dit, on a pw (wy) = w,. Comme les groupes de Weyl W et W’
sont engendrés par les réflexions par rapport aux racines, il en résulte que
w' — pow’ o1 est un isomorphisme de W’ sur W. Les notations étant les
mémes qu’au début, on a w € W, donc w(3) est une racine, d’ou ¢(8) = q(v),
v = w(p).

Comme ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, une condition nécessai-
re et suffisante pour que aq, .. ., a, soient linéairement indépendantes est qu’il
en soit ainsi de o, . .., a/, ; de plus une condition nécessaire et suffisante pour
que toute racine de G puisse s’exprimer comme combinaison linéaire a coef-
ficients rationnels tous > 0 ou tous < 0 des «; est que toute racine de G’
puisse s’exprimer comme combinaison linéaire a coefficients rationnels tous
> 0 ou tous < 0 des o ; avant-derniére assertion de la proposition 5 résulte
de la. On a g o w; = w; o @, d'ott w;(p(a))) = qj oj + (i, §)gi i et

wi(p(a})) = g5 wiay) = g(a; + (i, j)ai)

ce qui démontre la derniere assertion.
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18.4 Comparaison des isogénies

Proposition 6. — Soient G,G’,G" des groupes algébriques semi-simples, f'
et f" des isogénies de G sur G' et G" respectivement, T un tore maximal
de G, T' = f/(T), T" = f"(T), ¢' et ¢ les isomorphismes de X(T")
et XQUT") sur XRUT) attachés a f' et f" respectivement. Supposons qu’il
existe un isomorphisme spécial v de X (T") sur XUT") tel que @' oy = .
1l existe alors une isogénie unique g de G' sur G" qui applique T' sur T"
telle que v soit l’isomorphisme spécial attaché a g et que go f/ = f". Si~
applique X (T") sur X(T") et si ses exposants radiciels sont égaux & 1, g est
un isomorphisme.

La restriction de v & X (T") est un isomorphisme de ce groupe sur un
sous-groupe d’indice fini de X (7”) ; il existe donc une isogénie gr de T” sur
T" telle que 6" o gpr = ~v(0") si 0”7 € X(T") ; il résulte immédiatement de la
formule ¢’ oy = ¢ que

/ 1
gro fr=fr

en désignant par fr., f respectivement les restrictions de f’ et f” & T.

Soient o une racine de G par rapport a T', 7, un isomorphisme de K sur
un sous-groupe de G associé & «, P, = 74(K), o/ et o’ les racines de G’ et
G telles que ¢’ (') = ¢/ (a)a, " () = ¢" (@), avec ¢'(a) > 0, ¢"(a) > 0. 11
résulte de la définition des exposants radiciels qu’il existe des isomorphismes
T/, Tl de K sur f(P,) et f"”(P.) respectivement tels que l'on ait, pour
tout £ € K, les égalités

F(al8)) = (€7 @), J(7a(€)) = b (€7"€))..

Par ailleurs, v étant spécial, y(a”’) est de la forme g(a) o/, on g(a) est un
entier > 0 et o/ une racine de G'. Comme ¢’ oy = ¢” on a

" (0") =q(a) ¢' (/) = ¢"(a)a.

Il en résulte que o = o' , G(a)q (a) = ¢"(a) ; il existe par suite un ho-
momorphisme g, de f'(P,) sur f”(P,) tel que go (7., (€)) = 7, (€1%)) pour
tout £ € K, et 'on a

Ja © fz/x = f(/x/

en désignant respectivement par f! et f! les restrictions de f’ et f” & P,.

Choisissons un groupe de Borel B de G contenant T ; soient ag,...,aN
les racines qui sont négatives sur la chambre associée a B ; le groupe B" des
éléments unipotents de B est alors le produit des P, (1 <i < N) (théoreme
1 du n° 13.2). De plus, il existe un groupe de Borel C' de G contenant T
tel que le groupe C* des éléments unipotents de C' soit le produit des P_,,
(1 < i < N) ; lapplication (b,t,c) — btc est un isomorphisme de la variété
B* x T x C* sur une sous-variété ouverte U de G (n°® 13.4, corollaire 2 du
théoreme 3).
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Les groupes B’ = f(B), C' = f(C) sont des groupes de Borel de G’
contenant 7”. Soit o la racine de G’ telle que ¢'(a}) = ¢'(a;)a; ; le groupe
unipotent associé a o/ est le sous-groupe f(P,,) de B’, tandis que le groupe
unipotent associé & —aj est f(P_o,) C C’. 11 en résulte que les o (resp.
—al) sont les racines qui sont négatives sur la chambre associée & B’ (resp.
C"). Désignant par B et C' les groupes d’éléments unipotents de B’ et C’
respectivement, B’ (resp. C'*) est le produit des f'(P,,) (resp. f/(P-a,;)) €t

(blytl’cl) BNy R

est un isomorphisme de B'* x T x C'* sur une sous-variété ouverte U’ de G’
(loc. cit.) ; ona U = f'(U).
1l existe donc un morphisme gy de la variété U’ dans G” tel que 'on ait

N N N N
oo (TT5) ¢ (T1%:) )= IT 9o (59 92 t) T T 9=, 1)
i=1 i=1 i=1 i=1

si s} € f/(Py,), 8 € f/(P-q;) (1 <i<N).De plus, il est clair que

guo fu = fu,

en désignant par f{; et f/; respectivement les restrictions de f’ et f” a U.
L’application gy se prolonge en une fonction g sur G’ & valeurs dans G”.
Nous allons montrer que cette fonction est partout définie et est un homo-
morphisme.

Soient s un élément de G, s’ = f'(s), s” = f"(s) ; désignons par A, X,
A les translations & gauche par s, s', s dans G, G', G” respectivement. On
va démontrer que ¢ ® A = A ® g (on rappelle que g ©® X', par exemple, est
Punique fonction sur G’ & valeurs dans G” qui prolonge 'application g o \').
On a évidemment ¢ © f/ = f/, dou N ©go f/ =N © f"; comme f', "
sont des homomorphismes on a

)\//Of//:f//o)\:g®f/®)\:g®)\/®f/,
d’ou
Al/®g®fl:g®A/®f/.

Comme f’ est surjectif, il en résulte tout de suite que N/ ©® g = g ® X. Si
donc g est définie en un point s, elle est aussi en X (sy) = s's(. Ceci étant
vrai pour tout s € G, g est partout définie, et I'on peut écrire go f' = f”,
N'og = goX, dot g(f'(s)sh) = () g(sh) = 9(J'(5)) g(sh) pour tout 5 € G
et tout s, € G'. Comme f’ est surjectif, g est un homomorphisme. L’image
réciproque par f’ du noyau de g est contenue dans le noyau de f” et est donc
finie, ce qui montre que le noyau de g est fini ; on a g(G') = g(f'(G)) =
f"(G) = G", ce qui démontre que g est surjectif ; g est donc une isogénie et,
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comme [’ est surjectif, g est 'unique homomorphisme de G’ dans G” tel que
f"=gof.Ona
g(T") = gr(T") =T" ;

si 7* est l'isomorphisme de XQ(T”) sur XR(T’) attaché & g, il résulte
immédiatement de la formule g o f/ = f” que ¢’ ov* = ¢ = ¢/ 0, dou
7=

Supposons maintenant que v(X (T")) = X(T”) et que les exposants radi-
ciels de ~ soient égaux & 1 ; 7y~ ! est alors évidemment un isomorphisme
spécial, et il existe donc une isogénie g’ de G” sur G’ telle que ¢’ o f" = f'.
On a

goglof//:f// ;

comme f” est surjectif, g o ¢’ est I'application identique de G”. De méme,
g’ o g est Papplication identique de G’ ; g est donc alors un isomorphisme, et
la proposition 6 est établie.

Proposition 7. — Soient G,G',G" des groupes algébriques semi-simples, '
et f" des isogénies de G' et G" sur G respectivement, T un tore mazimal de
G, T et T" les tores mazimauz de G' et G" tels que f'(T") = f"(T") =T,
¢ et " les isomorphismes de X Q(T) sur XQ(T') et X(T") attachés a f’
et [ respectivement. Supposons qu’il existe un isomorphisme spécial v de
XQUT") sur XQT") tel que yo " = . Il existe alors une isogénie g de G’
sur G" qui applique T' sur T" telle que v soit lisomorphisme attaché d g et
que " og = f'. Si Uon suppose que v(X(T")) = X(T") et que les exposants
radiciels de v sont égaux a 1, g est un isomorphisme.

Etablissons d’abord le

Lemme 2. — Soient [’ et [ des isogénies de groupes algébriques connexes
G’ et G"” sur un groupe G. Il existe alors un groupe algébrique connexe H et
des isogénies h' et h'' de H sur G’ et G tels que f'oh/ = " o h".

Soit Hy I'ensemble des (s',s"”) € G’ x G tels que f/(s') = f"(s") ; cest
évidemment un sous-groupe fermé de G’ x G”. Soit H la composante neutre
dans Hy ; les projections de G’ x G” sur G’ et G” induisent les homomor-
phismes h’ et h” de H dans G’ et G” respectivement, et 'on a f'oh’ = f”oh”.
Comme [’ et f” sont surjectifs, les projections de G’ x G” sur ses deux fac-
teurs induisent des épimorphismes hg et hy de Ho sur G’ et G” ; comme H est
d’indice fini dans Hy et que G’ et G” sont connexes, h’ et h” sont surjectifs ;
les noyaux de f/, f” étant finis, il en est évidemment de méme de ceux de

0, hy, donc aussi de ceux de b/, h”.

Ceci dit, passons a la démonstration de la proposition 7 ; soit H un
groupe algébrique connexe qui admet des isogénies h' et h” sur G’ et G”
respectivement telles que f/oh’ = f"” o h” ; soit Ty le tore maximal de H tel
que

(f o) (Tu) = (f" o W')(Tu) =T ;
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on a évidemment h'(Ty) =T', h'(Ty) = T". Soient 1/, 1’ les isomorphismes
de XQ(T") et XQT") sur XQ(Ty) associés respectivement & h', h” ; on a
donc o’ =n"op”, d’ott noyop” = 1" oy” et par suite ' oy = 1. Il résulte
de la proposition 6 qu’il existe une isogénie g : G’ — G” telle que goh’ = h”,
g(T") = T" et que I'isomorphisme de X Q(T") sur X ?(T") attaché & g soit .
Ona f"ogoh' = f"oh” = f'oh’ ; comme h' est surjectif, on a f" og = f’.
La seconde assertion de la proposition 7 résulte de la proposition 6.



19. Les diagrammes de Dynkim1

19.1 Le diagramme de Dynkin d’un groupe semi-simple

Soient G un groupe algébrique semi-simple, 7" un tore maximal de G, X (T)
le groupe des caracteres rationnels de T', (aq, ..., ay) Pensemble des racines
fondamentales de G par rapport a T et a un sous-groupe de Borel B con-
tenant T (n° 13.3, définition 3) ; on note w; la réflexion par rapport & ;. On
suppose I’espace vectoriel X(7) muni d’une forme quadratique définie po-
sitive invariante par le groupe de Weyl, et on note (X | i) le produit scalaire
relativement a cette forme quadratique. On a

w; - 0y = O +C(i7j)ai7
les ¢(i, 7) étant des entiers que 1'on appelle les entiers de Cartan ; on a

c(i,i) = -2, ¢(i,j) =0 sii#j,
c(i,j) = =2 (i | ay) (i | i) ™"
il en résulte que, si c(i,5) # 0, d’ou ¢(j,7) # 0, on a
c(i, §) (e(,1)) 7" = (a | ay) (e [ i)™

On appelle diagramme de Dynkin du groupe G un objet constitué par un
graphe a n sommets Sy, ...,S5, et par des nombres ¢; attachés a ces sommets
et qui se décrit de la maniere suivante : si @ # j, S; et S; sont joints par
une aréte du graphe si et seulement si c(i,j) # 0, i.e. si et seulement si
(i | @j) # 0 ; dans ce cas, S; et S; ne sont joints que par une seule aréte ;
il n’y a aucune aréte du graphe dont les extrémités coincident avec un méme
sommet ; si C est ’ensemble des sommets d’une composante connexe du
graphe, les nombres o; relatifs aux sommets S; € C sont proportionnels aux
(o | @;), le facteur de proportionalité étant tel que le plus petit des o; pour
S; € C soit 1.

Le diagramme de Dynkin est déterminé a un isomorphisme pres par le
groupe G. Cela résulte facilement des faits suivants : deux tores maximaux
de G peuvent se déduire I'un de ’autre par un automorphisme intérieur de G ;
une fois T fixé, deux systemes de racines fondamentales peuvent se déduire

! Exposé de C. Chevalley, le 9.12.1957
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I'un de Pautre par une opération du groupe de Weyl? ; si S; et S; sont des
sommets qui sont les extrémités d’une aréte, on a

(1) oio7t = c(i,j) (c(4,9) 7",

ce qui montre que la connaissance des entiers de Cartan détermine les rap-
ports mutuels des o; relatifs aux sommets S; d’une méme composante connexe
du diagramme.

Réciproquement, la connaissance du diagramme de Dynkin permet de
calculer les entiers de Cartan. En effet, on a ¢(i,7) = —2, ¢(i,5) = 0 si S;,
S; sont des sommets distincts qui ne sont les extrémités d’aucune aréte ;
enfin, si S; et S; sont les extrémités d’une aréte, les entiers ¢(i, j), ¢(j, ) sont
déterminés par la formule (1) et par le fait que ce sont des entiers > 0 dont
le produit est < 4.

19.2 Diagrammes admissibles

Définition 1. — Nous appellerons diagramme admissible un objet constitué
par un graphe fini et par des nombres o; > 0 associés aux sommets S1, ..., Sy
du graphe qui posséde les propriétés suivantes :

1) deuz sommets distincts ne sont jamais joints par plus d’une aréte ;
aucune aréte n’a ses extrémités confondues en un méme sommet ;

2) pour chaque composante connexe C du graphe, le plus petit des nombres
o; attachés aux sommets de C est 1 ;

3) si S;i et S; sont les extrémités d'une aréte du graphe, ojo; ' se met
sous la forme c(i, j) (c(4,4))~* o c(i, 7), c(j, i) sont des entiers > 0 de produit
<4

4) posant de plus c(i,1) = =2, c(i,j) = 0 si S; et S; sont des sommets
distincts qui ne sont liés par aucune aréte, il existe un espace vectoriel V sur
le corps des mombres rationnels de dimension €gale au nombre des sommets,
une base (a,...,a,) de V et une forme quadratique définie positive sur V
tels que Uon ait c(i,j) = =2 (a; | ;) (o | ;)™ pour tout couple (i, 7).

Il est clair que les composantes connexes d’un diagramme admissible sont
encore des diagrammes admissibles. On peut déterminer tous les diagrammes
admissibles connexes (c¢f. Séminaire Sophus Lie, 1954/55, exposé 13) : on
trouve les types suivants, ol lindice désigne le nombre de sommets (par
exemple Fg a 6 sommets) :

2 En effet, d’apres le corollaire 3 du théoreme 1 du n° 9.3, deux sous-groupes de
Borel B; et B2 de G contenant T' se déduisent I'un de I'autre par une opération
du groupe de Weyl de T'.
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Type A, (n > 1) :

_— [¢] PPN o] E—
Type By, (n>3) :
2 2 2 2 1
[ o —— o —— o
Type Cy, (n >2) :
1
[ o —— o —— o
Type D,, (n >4) :
1
JR— o) JR— o JR—
|
o]
1
Type Ejg :
1 1 1
o] [¢] [¢]
|
[¢]
1
Type E7 :
1 1
(o] [¢] o] o]
|
e]
1
Type Ej :
1 1
[¢] o] o] [¢] [¢] [¢]
|
[¢]
1
Type Fy :
1

203
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Type G2 :

o _— [¢]

Si un diagramme admissible se décompose en diagrammes connexes de
types 11, ..., Ty (chaque T} étant 'un des symboles A,,, By, Cy,, Dy, Eg, Er,
Es, Fy, G3), nous dirons qu’il est de type 71 + ... + T},. Nous dirons qu'un
groupe semi-simple G est de type T si ses diagrammes de Dynkin sont de
type T

19.3 Systeme de racines associé a un diagramme
admissible

Considérons un diagramme admissible D; utilisons les mémes notations que
dans la définition 1. Pour chaque ¢, les formules w; - o = a; + (3, j)a;
définissent un automorphisme w; d’ordre 2 de V qui laisse invariante la
métrique de 'espace V. Comme les matrices qui représentent les w; par rap-
port & la base (aq,...,q,) sont entieres, le groupe W engendré par les w;
est fini ; il s’appelle le groupe de Weyl du diagramme. Les transformés des «;
par les opérations de W sont des combinaisons linéaires a coefficients entiers
tous de méme signe des «;. Les transformés des «; par toutes les opérations
de W forment un ensemble fini dont les éléments s’appellent les racines. Par
ailleurs, il y a une base (w1,...,w,) de V composée d’éléments w; tels que
Pon ait
W - W = Wi — QG w; - Wi = W sii#j ;

ces éléments s’appellent les poids fondamentauz.

Si l’on suppose que D est le diagramme de Dynkin d’un groupe G (rela-
tivement a un tore maximal T et & un systeme de racines fondamentales
(1,...,5)) et si I'on prend V = XQ(T), les racines du diagramme sont
celles du groupe, et les poids fondamentaux du diagramme sont ceux du
groupe. Il en résulte que la connaissance du diagramme de Dynkin de G
détermine les expressions des racines de G et de ses poids fondamentaux
comme combinaisons linéaires des racines fondamentales. Par ailleurs, la con-
naissance du nombre des racines de G détermine la dimension de G en vertu
du

Lemme 1. - S5i G est un groupe algébrique semi-simple et T un tore mazximal
de G, dim G est la somme de AimT' et du nombre des racines.

Choisissons en effet un groupe de Borel B de G contenant T', et désignons
par B* I'ensemble des éléments unipotents de B ; la dimension de B" est
alors égale au nombre N des racines qui sont < 0 sur la chambre de Weyl
associée a B (théoreme 1 du n® 13.2 et proposition 1 du n® 13.1). Par ailleurs,
la dimension de G/B est égale a celle de B* (corollaire 2 au théoreme 3 du
n° 13.4) ; comme
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dim B = dim B* + dim T,
on a dimG = dim B + dimG/B = 2dim B* + dimT = 2N + dim T ; or 2N
est le nombre de toutes les racines.

Nous appellerons dimension de groupe d’un diagramme admissible D la
somme du nombre des sommets de D et du nombre des racines de D.

19.4 Racines et poids fondamentaux des divers types

I. Type A,. La dimension de groupe est (n+ 1)? — 1. Il existe n + 1 éléments
w; de V tels que

n+1
ap=w;—wiy1 (1<i<n), Zwi:0§
=1

on a -
wk:(n+1)*1(—ziai+Z(n—i+1)ai).
i=1 i=k

L’opération w; échange w; et w;y1 en laissant w; fixe si j # 4, i +1 ; le
groupe W se compose des automorphismes de V' qui permutent entre eux les

éléments w; de toutes les maniéres possibles. Les racines sont les + Y «;

k<i<k’
pour 1 < k < k' < n ; ce sont aussi les w; — w; pour i # j. Les poids
fondamentaux sont les

W =wi 4+ ...+ wg (1<k<n);

on a aussi

n

k-1
wk:(n+1)_1(n+1—k;)Ziozi+(n+1)_1k2(n—i—|—l)ai.
i=1 i=k

II. Type B,,. La dimension de groupe est n(2n + 1). Il existe une base
(wi,...,wp) de V telle que

g =w;—wit1 (1<i<n-—1), Qp = Wy ;
on a

n
WE = E Q.
i=k

Si i < m, w; échange w; et witq et laisse fixe w; si j # 4, i + 1 ; I'opération
wy, change w, en —w, et laisse w; fixe si i # n. Le groupe W se compose des
automorphismes de V' définis par les formules
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w - w; = e(1) Wa(s)

ou 7 est une permutation quelconque de {1,...,n} et ol les e(i) sont des
entiers égaux a +1. Les racines sont les

Wi — Wj (27&]), +w; , :I:(wi—l—wj) (’L?é])
Les poids fondamentaux sont
wr=wi+...+wp (1<k<n), o,= %Z?:lwi :
on a
k n
Ok :Ziai—i—k Z a; (1<k<n), w, = %Z?Zliai.
i=1 i=k-+1

ITI. Type C,. La dimension de groupe est n(2n + 1). Il existe une base
(wi,...,wy) de V telle que

a=w; —wir1 (1<i<n), = 2wy, .
Si i < n, w; échange w; et w;41 et laisse fixe w; si j # 4, ¢ + 1 ; 'opération
w, change w, en —w, et laisse w; fixe si i # n. Le groupe W se compose des
automorphismes de V' définis par les formules

w - w; = e(1) Wa(s)

ou 7 est une permutation quelconque de {1,...,n} et ol les e(i) sont des
entiers égaux a +1. Les racines sont les

Wi — Wy (’L;’é]), :l:2wi, j:(wi—kwj) (’L#])
Les poids fondamentaux sont
wp=w1+...+twy (1<k<n);

on a

k n—1
wk:Zz’ai—l—kZai—i—%kan (1<k<n)
i=1 i=k+1

n—1
Wy = E iai—i—%nan.
i=1

IV. Type D,,. La dimension de groupe est n(2n — 1). Il existe une base
(wi,...,wy) de V telle que

o =w; —wit1 (1<i<n) Op = Wp—1 + Wy .
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Si i < m, w; échange w; et witq et laisse wj fixe si j # 4, i + 1 ; I'opération
wy, transforme w,,_1 en —w,, w, en —w,_1 et laisse w; fixesii #n—1,n. Le
groupe W se compose des automorphismes de V' définis par les formules

w - w; = e(1) Wr(i)

ol 7 est une permutation quelconque de {1,...,n} et ou les e(i) sont des
n

entiers égaux & +1, avec [[ e(:) = 1. Les racines sont les
i=1

wi —w;  (i#7), +witw;) (@#7)).
Les poids fondamentaux sont

wp=w1+...+wpg (1<k<n-—-2),

n
1 E
Wn—-1 = 2 Wi — Wn,
=1

n
1 .
wn—§ Wi ;
=1

on a
k n—2
W :ZiaH—k Z i+ 3k(an—1+a,) (1<k<n-—2)
i=1 i=k+1
n—2
Whpo1 = % Ziai + %nan,l + i(n—2)an
i=1
n—2
Wy = %Ziai + i(n—?)an,l + %nan.
i=1
V. Type Fg. La dimension de groupe est 78. Il existe une base (w1, ...,ws)

de l'espace V telle que

o =w; —wiy1 (1 <46 <5), g =Wy +ws +we — S

6
ol l'on a posé s = % > w;. Sil < i <5, w; échange w; et w;11 et laisse
i=1
wj fixe si j # 14, i+ 1 ; Popération wg laisse w; fixe si ¢ < 3 et change w; en
w; — g sii >4, et donc s en s — ag. Les racines sont les

wi —w; (1 #7), F(wi+wj+wr—s) (4,7 k distincts), +s.

On peut munir I’espace V' d’une forme quadratique définie positive invariante
par W telle que Pon ait (w; | w;) = 4/3, (wi | wj) = 1/3 si @ # j, d’ou
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(wi]s)=1,(s]s) =2, (¢ ] @ =2 pour toute racine a. Les racines
orthogonales & s sont les w; —w; (i # j) ; elles forment un systeme isomorphe
au systeéme de racines d’'un diagramme de type As. Les opérations de W qui
permutent entre elles les racines w; — w; forment un groupe W’ qui contient
le groupe W engendré par les réflexions par rapport aux w; —w; et aussi la
réflexion par rapport a s ; on déduit facilement du fait qu'un diagramme de
Dynkin de type As n’admet que deux automorphismes que W’ est d’indice
2 ou 4 dans W’. Si cet indice était 4, W’ contiendrait 1'opération w’ qui
transforme s en s et w; — wj en wr_j —Wwy—; ; Or w' permute aq, ..., ag entre
elles de maniére non triviale® et n’appartient par suite pas & W'. Donc W”
est d’indice 2 dans W’. Comme W est d’ordre 6!, W’ est d’ordre 2 - 6!. Par
ailleurs, les seules racines qui sont orthogonales a toutes les w; — w; sont s et
—s ; on en déduit tout de suite* que I'ordre de W est 3 -72-2-6! = 72 6l.
Les poids fondamentaux sont

W =wp = %(40&1 + bag + 6z + 4oy + 20&5) + apg

Wy = w1 +wy = %(5041 + 10as + 12a3 + 8y + 4as) + 206
w3 = w1 + ws + w3 = 207 + 4as + 6ag + dayg + 2a5 + 3ag
Wy =wy twstws+wg— 8= %(4011—1—8042—|—12a3—|—10a4+5a5)+2a6
W = w1 + ws + w3 + wy +ws — 25 = %(2@1 + 4o + 6as + Say + das) + ap
we = S = aq + 2a9 + 3as + 204 + a5 + 204 .

Les transformés de w; = w; par les opérations de W sont les

le nombre de ces transformés est 27 ; parmi eux ne figure pas —wi, ce qui
montre que "automorphisme w — —w de V n’appartient pas au groupe de
Weyl.

VI. Type E;. La dimension de groupe est 133. Il existe une base (w1, ...,wr)
de 'espace V telle que 'on ait

O = Wi — Wi41 (ISZSG), a7 =ws +wg +wyr — 8

7

ou s = % > w;i. Sii <6, w; échange w; et w;y; et laisse w; fixe si j # 4,
i=1

i + 1. L’opération wy transforme w; en lui-méme si ¢ < 4 et en w; — a7 si

i > 5. Les racines sont les

wi —wj (1 #7), H(wi+wj+wg—s) (4,7, k distinets) et £ (s —w;).
3 En envoyant a; sur as—; pour 1 < i < 5 et ap sur as.

4 En effet, W” est le stabilisateur de s dans W, et W opére transitivement sur
I’ensemble des racines (au nombre de 72).
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On peut munir I’espace V' d’une forme quadratique définie positive invariante
par W en posant (w; | w;) =3/2, (w; |w;j) =1/2sii# j;ona (w; |s)=3/2,
(s |s) =7/2, (| @) = 2 pour toute racine «. Les racines « telles que
(w1 | &) = 0 sont toutes celles qui sont combinaisons linéaires de g, ..., a7 ;
leur ensemble est isomorphe a l’ensemble des racines d’un diagramme de
type Eg. Les opérations de W qui permutent ces racines entre elles forment
un groupe W’ qui contient le groupe W’ engendré par les réflexions par
rapport aux racines s, ..., ar ; ce dernier est isomorphe au groupe de Weyl
d’'un diagramme de type Fg. On déduit du fait qu'un diagramme de type
Eg n’admet que deux automorphismes que I'indice de W’ dans W' est 1,
2 ou 4. Par ailleurs, I'homothétie wy de rapport —1 de V permute entre
elles les racines ; on en déduit qu’il existe une opération wj de W telle que
w(, wo permute entre elles les a; (1 <4 < 7) ; comme un diagramme de type
E; n’admet aucun automorphisme distinct de I'identité, w{ wo est I'identité,
d’ott wy € W. Or nous avons vu dans ’étude du type Fg que wg ne peut
appartenir & W ; de plus, on voit facilement qu’il n’y a aucune opération de
W qui change w; en —w; et qui conserve as,...,a7 ; W est donc d’indice 2
dans W'. Les transformés de wy par les opérations du groupe de Weyl sont
les +w;, £(s —w; —wj) (i # j) ; leur nombre est 56, et, parmi eux, les seuls
qui soient orthogonaux a as, ..., a7 sont +wy. On en conclut que l'indice de
W’ dans W est % - 56 et que l'ordre de W est 56 - 72 - 6!

Les poids fondamentaux sont
W =W = %(30&1 + 4aip 4+ bag + 6ay + 4as + 20 + 30&7)

wo = w1 + wa = 2a1 + 4as + Sag + 6ay + das + 2a + 3ar
w3 = Wy + Wy + w3 = %(5041 + 102 + 15a3 + 18y + 12ar5 + 6 + 9ar7)
Wy = w1 +wo + w3 +wg = 31 + 6as + 9asz + 12a4 + 8as + dag + 6y
W = W1 + wg + w3 +ws +ws — s = 2a1 + 4as + 63 + 8ay + 6as + 3ag + day
wg =S —wy = a1 + 2as + 3ag + 4oy + 3as + 2a6 + 207
wr=8= %(3041 + 62 + 9as + 124 + 8as + dag + Tar) .
VII. Type Es. La dimension de groupe est 248. L’espace V est engendré par
9 éléments w; (1 <14 < 9) dont la somme est nulle tels que

= Wi — Wil (1§’L§7), ag = wg + wry + ws .

Sii <7, w; échange w; et w;11 et laisse w; fixe si j # 4, 4 + 1. L’opération
wg transforme w; en w; + %ag sii#6,7,8 enw; — %ag sii=6,7ou8. Les

racines sont les
wi —wj, (1 #7j), =£(wi+w;+ws) (4,7, k distincts) .

On peut munir I'espace V d’une forme quadratique définie positive invari-
ante par W en posant (w; | w;) = 8/9, (w; | wj) = —1/9sii # j; on a
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(a | @) = 2 pour toute racine «. Les racines orthogonales & w1 —wg sont celles
qui expriment comme combinaisons linéaires de s, ..., asg ; elles forment un
systeme de racines isomorphe a I’ensemble des racines d’un diagramme de
type E7. Les opérations de W qui permutent ces racines entre elles forment
un groupe W' ; comme le groupe de Weyl d’un diagramme de type E7 n’admet
aucun automorphisme distinct de l'identité, W’ contient le groupe engendré
par les réflexions par rapport a as,...,as comme sous-groupe d’indice 2. Il
en résulte® que l'ordre de W est 240 -56 - 72 - 6!. Les poids fondamentaux sont

w1 = W1 — wg = 201 + 3as + das + bay + 6as + dag + 2a7 + 3ag

wy = wy + wo — 2wg = a1 + 6ag + 8ag + 10ay + 12a5 4+ 8ag + 4ar + bag
w3 = W1 +ws + w3 — 3wy = daq +8ais+ 12ai3+ 15a4 + 185 + 126 + 67 + 9ag
Wy = W1 + wa + w3 + wg — 4wy
= 5aq + 10as 4 15a3 + 204 + 24a5 + 1606 + 8ar + 12ag
w5 = W1 + W + w3z + wyq + w5 — dwy
= 61 + 1209 + 183 + 244 + 305 + 20 + 10a; + 15ag
we = —w7 —wg — 4wy = 4y + 8as + 12ai3 + 16y + 205 + 14ag + Tar + 10ag
wr = —wg — 2wg = 201 + 4as + 6z + 8ay + 105 + Tag + 4ar + bag
wg = —3wg = 3a1 + 6ag + 9a3 + 124 + 15a5 + 10ag + Sy + 8ag .
VIII. Type F,. La dimension de groupe est 52. L’espace V a une base
(wi,...,wy) telle que

Q] = w1 — w2, Qg = W2 — W3, Q3 = w3

0[4:%(014—&)1_0}2_0}3).

Sii = 1ou2, w; échange w; et w;4q et laisse wj fixe si j # 4, i+ 1 ; I'opération
ws change w3 en —ws3 et laisse w; fixe si i # 3. L’opération wy change w; en
wi +aq sii=1, 2 ou 3 et change wy en wy — ay. Les racines sont les

wi —wj; (E#7), ZFwi, £(wi+w;) (i #7) et % 2?21 e(i) wi,

ou les e(i) sont des entiers égaux & +1. On peut munir 'espace V d’une
forme quadratique définie positive invariante par W en posant (w; | w;) = 1,
(wi | wj) = 0sid # j. Les seules racines « telles que (o | a) = 2 sont
les w; — wj, £(w; + wj) ; ces racines sont donc permutées entre elles par les
opérations de W. Elles forment un systeéme de racines isomorphe a ’ensemble
des racines d’un diagramme de type D4. Soit W’ le groupe engendré par les

5 Car W opere transitivement sur I'ensemble des 240 racines, et le stabilisateur
W' de la racine w; — wg est isomorphe au groupe de Weyl de type E7, d’ordre
56 x 72 x 6 1.
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réflexions par rapport a ces racines ; comme le groupe des automorphismes
d’'un diagramme de type D4 est d’ordre 6, I'indice de W’ dans W est un
diviseur de 6. Or la réflexion par rapport a w4 conserve wj; — ws et ws — w3
et échange w3 — wy avec w3 + wy ; par ailleurs, la réflexion par rapport a la
racine %(m — wy — w3 + wy) conserve wy — ws et ws + wy et échange wy — wo
avec w3 — wy. 11 en résulte facilement que W’ est d’indice 6 dans W, donc que
W est d’ordre 6 - 23 - 4!. Les poids fondamentaux sont

w1 = w1 +wyg = 201 + 3as + 4das + 2ay

W = w1 + wa + 2w4 = 3a1 + 6ag + 8ag + 4day
wy = %(wl + wa + w3 + 3ws) = 201 + dag + 6z + 3ay
Wy = w4 = a1 + 200 + 3a3 + 204 .
IX. Type G5. La dimension de groupe est 14. L’espace V est engendré par 3
éléments wp, wi, we de somme nulle tels que

a1 = wo, Qg = W1 —Wo -

L’opération wy change wg en —wp et w1 en wy + wp ; 'opération we change
wp en wi, wi en wy. Les racines sont les

:l:wh Wi — Wy (’L 75_])

On définit une forme quadratique définie positive invariante par le groupe de
Weyl en posant (w; | w;) =1, (w; | wj) = —1/2 si i # j. Les opérations de W
sont les automorphismes w définis par w-w; = e wx(;), ol 7 est une permuta-
tion de {0,1,2} et e = +1 ; W est donc d’ordre 12. Les poids fondamentaux
sont

w1 = wo + w1 = 201 + Qo

Wy = w1 — wo = 31 + 209 .






20. Les groupes de type A,

20.1 Le groupe SL(V)

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K ; nous supposerons
V' de dimension n + 1 > 1. Soit SL(V) le groupe des automorphismes de
déterminant 1 de V. Le groupe GL(V) est, comme on le voit facilement, pro-
duit semi-direct de SL(V') et d’un groupe de dimension 1 ; comme GL(V') est
connexe, on voit que SL(V) est connexe. Montrons qu’il est semi-simple. Il est
bien connu que l'injection canonique SL(V') — GL(V') est une représentation
simple de SL(V') et que le centre de SL(V') est fini ; notre assertion résultera
donc du

Lemme 1. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur K et G un
sous-groupe fermé connexe de GL(V) ; si l'injection canonique G — GL(V)
est une représentation semi-simple de G, le radical de G est un tore qui est
la composante neutre dans le centre de G.

Soient R le radical de G et R" l’ensemble des éléments unipotents de
R. Représentons V' comme somme directe de sous-espaces Vj, stables par G
qui fournissent des représentations simples de G. Pour chaque k, il existe
un élément xx # 0 de Vi qui est laissé fixe par les éléments de R* (n° 6.2,
théoreme 2). Or il est clair que R" est un sous-groupe invariant de G ; les
éléments de Vj invariants par R* forment donc un sous-espace stable par G
et par suite identique a Vj. Ceci étant vrai pour tout k, R* se réduit a son
élément neutre. Il en résulte que R est un tore (n°® 6.4, théoreme 4) ; R étant
invariant dans G, il est dans le centre de G (n® 4.3, corollaire de la proposition
2) ; le lemme 1 résulte immédiatement de la.

Soit (21, ..., Zp+1) une base de V. Les éléments s de SL(V') qui admettent
chacun des z; comme vecteur propre forment un groupe T ; si on pose t-x; =
n

wit)z; (t € T),on a [[ wi(t) =1, et, si a1,...,a,41 sont des éléments

quelconques de K de ;)roduit égal a 1, il existe un élément t € T tel que
wi(t) =a; (1 <i<n+1);sion choisit les a; de maniére qu’ils soient tous
distincts, ce qui est manifestement possible, le centralisateur de 1’élément ¢
est T. Il résulte de la que T est un tore maximal de SL(V') et que le groupe
X (T) des caracteres rationnels de T est engendré par les w; ; on a (en notation

n+1
additive) > w; =0, et tout ensemble composé de n des éléments w; est une
i=1

! Exposé de C. Chevalley, le 16.12.1957
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base du groupe X (T'). Soient i et j des indices distincts entre 1 et n + 1 ; si
¢ € K, les formules
7ij (§) - wi = @i + €5,

7€) wp =z s k#£d

définissent un élément 7;;(§) de SL(V), et 7;; est un isomorphisme du groupe
additif K sur un sous-groupe de SL(V) ;onasiteT,

t7i ()t = 7ij (w; (B w; ' (£)€)

il s’ensuit que w; — w; est une racine de SL(V') par rapport a T Il est clair
que l'on obtient ainsi n(n + 1) racines distinctes de SL(V') ; comme SL(V)
est de dimension (n + 1)> — 1 et T de dimension n, on a obtenu toutes
les racines de SL(V) (n°® 19.3, lemme 1). Il est clair que les racines a; =
w; —wit+1 (1 <4 < n) forment un systeme fondamental, et que le diagramme
de Dynkin correspondant est de type A,. Le normalisateur de T' dans SL(V)
se compose des automorphismes z; — b; Z(;) oll ™ est une permutation de

{1,...,n+1} et ou les b; ont pour produit la signature de 7. Les éléments de
n+1

SL(V') qui transforment en eux-mémes tous les sous-espaces Y. Kxz; de V
j=i

(1 <i<n+1) forment un groupe de Borel.

Soit f lapplication canonique de GL(V') sur le groupe projectif PL(V') de
I’espace V. C’est une isogénie dont les exposants radiciels sont tous égaux a 1
(n° 18.3, proposition 4) ; il résulte immédiatement de 1a que PL(V') est aussi
de type A,. Si TV = f(T), et si ¢ est Iisomorphisme du groupe X (7”) des
caracteéres rationnels de 7”7 sur un sous-groupe de X (T') qui est attaché a f,
Iimage de X (T”) par ¢ est engendrée par les rapports mutuels (en notation
additive, les différences mutuelles) des w; ; le groupe X (T”) est donc engendré
par les racines de PL(V).

Soit g une puissance de ’exposant caractéristique de K ; soit H le groupe
algébrique qui a les mémes éléments que SL(V) mais tel que les fonctions
numériques sur H soient les puissances g-iemes des fonctions numériques
sur SL(V). Pour tout s € SL(V), soit M(s) la matrice qui représente s par
rapport a la base (x1,...,zn4+1) ; application de SL(V') qui fait correspondre
a tout s ’élément s’ tel que les éléments de M (s) soient les puissances g-iemes
de ceux de M (s) est un isomorphisme? de SL(V) sur H.

20.2 Poids dominants minimaux

Soient G un groupe algébrique semi-simple, 7" un tore maximal de G et
(a1,...,qp) un systéme fondamental de racines de G par rapport a 7. On

2 Souvent appelé transformation de Frobenius.
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appelle poids dominants de G les poids dominants des représentations projec-
tives simples de G. Désignant par X (T') le groupe des caracteres rationnels de
T, on peut ordonner I’espace vectoriel X(T') en convenant que les éléments
positifs sont les combinaisons linéaires & coefficients tous positifs des «; ; on
appelle alors poids dominants minimaux les éléments minimaux de I’ensemble
des poids dominants # 0 relativement & cette relation d’ordre.

Lemme 2. — Introduisons une forme quadratique définie positive invariante
par le groupe de Weyl W sur lespace X (T). Tout élément N de X (T tel
que lon ait® (X | o) >0 (1 < i < n) est positif relativement a notre relation
d’ordre.

Ecrivonsen effet : A = > ¢;a,— > ¢; a5 ou I’ et I sont des ensembles

i€l iel”
disjoints et ou les ¢; sont > 0. Tenant compte des relations (a; | ;) < 0 si
i # 7, on voit tout de suite que ( S ocia; | aj)§ 0 pour tout j € I"” ; il en
iel”
résulte que ( ool Y ¢ ai)g 0, dott Y ¢ a; =0, ce qui démontre
= iel” iel”

notre assertion. Si @ est un poids dominant et w; la réflexion par rapport a
a;, on a w;(w) = w — e; a; avec e; > 0 ; il en résulte que (w | ;) > 0, donc
que w est > 0.

Corollaire. — Les poids dominants minimaux sont des poids dominants fon-
damentaux® (mais, en général, les poids dominants fondamentauz ne sont
pas tous minimauz).

Lemme 3. — Si \ est un élément quelconque de XQ(T), il existe une
opération w du groupe de Weyl tel que Uon ait® (w(\) | o) > 0 pour tout i,
d’ot w(\) > 0.

En effet, soit A\ un élément maximal (relativement & notre relation
d’ordre) dans ’ensemble des transformés de A\ par les opérations de W ;
comme w; est la réflexion par rapport & «;, on a w;(\) = X — m; o, m;
étant un nombre rationnel ; il résulte du caracteére maximal de A que les m;
sont tous > 0, d’ou (N | ;) > 0, ce qui démontre notre assertion.

Proposition 1. — Soit p une représentation projective simple de G dont le
poids dominant w soit minimal. Les poids # 0 de p sont alors les transformés
de w par les opérations du groupe de Weyl W ; ils sont tous de multiplicité 1.

Soit en effet @’ un poids de p ; il existe une opération w de W telle que
lon ait (w(w’) | a;) > 0 (1 < i < n) (lemme 3) ; on a donc w;(w(w')) =
w(w') — e; a;, les e; étant des nombres rationnels > 0. Mais tout transformé

3 L’ensemble C des A dans X?(T) tels que 'on ait (A | a;) > 0 pour 1 < i < n
est une chambre. Les inégalités (A | a;) > 0 (1 < i < n) caractérisent donc
I'adhérence C de C.

4 Rappelons (fin dun® 16.3) que les poids dominants sont les combinaisons linéaires
a coefficients entiers positifs des poids dominants fondamentaux.
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de @’ par une opération de W est encore un poids de p, et les différences
mutuelles des poids de p sont des combinaisons linéaires a coefficients entiers
des racines (n°® 16.2, propositions 1 et 2) ; les e; sont donc entiers.
1l en résulte que, si @’ # 0, w(w’) est un poids dominant ; comme

w — w(w’) est > 0 (loc. cit.), il résulte du caractere minimal de w que
w(w’) = w. 1l est clair que deux poids de p qui se déduisent 'un de Iautre
par une opération de W ont méme multiplicité ; comme w est de multiplicité
1, il en est de méme de @’.

Corollaire. — Les notations étant celles de la proposition 1, si l’'on suppose de
plus que w n’est pas combinaison linéaire & coefficients entiers de a, . . ., o,
0 nest pas un poids de p et le degré de p est le nombre des transformés
distincts de w par les opérations de W.

Cela résulte de ce que la différence entre deux poids de p est une combi-
naison linéaire & coefficients entiers des a; (loc. cit.).

[On notera que nous appelons degré d’une représentation projective
opérant dans Iespace projectif P(V) associé & un espace vectoriel V' la di-
mension de l'espace V' et non pas celle de 1'espace P(V).]

Appliquons ceci aux divers types de diagrammes de Dynkin connexes.
Nous utiliserons les notations® de I’exposé 19.

I. Type A,,. On reconnait facilement que tous les poids dominants fondamen-
taux sont minimaux. Les transformés du k-ieme poids dominant fondamental
wy, par les opérations de W sont tous les éléments w;, +...+w;, ol i1,..., i
sont des indices distincts entre 1 et n 4+ 1. Aucun des poids wj n’est combi-
naison linéaire a coefficients entiers des racines ; si donc G est de type A,
le degré de la représentation projective simple de poids dominant wy est le

coefficient binomial ( "zl ).

II. Type B,,. Les seuls poids dominants minimaux sont w; et w,. Le poids

wy est combinaison linéaire a coefficients entiers des racines, mais il n’en

est pas ainsi de w,. Les transformés de w, par les opérations de W sont
n

les 2 > e(i)w;, e(i) = +1. Si donc G est de type By, la représentation
i=1

projective simple de poids dominant w,, de G est de degré 2.

III. Type C,,. Le seul poids dominant minimal est i, qui n’est pas com-

binaison linéaire & coefficients entiers des racines. Ses transformés par les

opérations de W sont les +w; (1 < i < n). Si donc G est de type C,, la

représentation projective simple de poids dominant w; de G est de degré 2n.

IV. Type D,,. Les seuls poids dominants minimaux sont wi, w,_1 et w, ;
w1 n’est pas combinaison linéaire & coefficients entiers des racines ; ses trans-
formés par les opérations de W sont les +w; (1 < i < n). Dong, si G est de
type D,, la représentation projective simple de poids dominant w; de G est

5 Les poids dominants minimaux qui ne sont pas combinaisons linéaires & coeffi-
cients entiers de racines sont appelés “poids minuscules” par Bourbaki.
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de degré 2n ; on voit facilement de la méme maniere que les représentations
projectives simples de poids dominants @,_1 et @, sont de degré 2"~

V. Type Eg. Le poids w; est minimal ; il n’est pas combinaison linéaire a
coefficients entiers des racines et ses transformés par les opérations de W
sont les w;, w; — s, s — (w; +wj) (¢ # j) ; on en conclut que, si G est de
type Fg, la représentation projective simple de poids dominant w; de G est
de degré 27. De la méme maniere, on voit que ws est minimal, n’est pas
combinaison linéaire & coefficients entiers des racines, et qu’il est le poids
dominant d’une représentation projective simple de degré 27.

VI. Type E7. Le poids w; est le seul poids dominant minimal ; il n’est pas
combinaison linéaire a coefficients entiers des racines ; ses transformés par les
opérations de W sont les tw;, +(s — (w; +w;)) (¢ # 7). On en conclut que, si
G est de type E7, la représentation projective simple de poids dominant wy
de G est de degré 56.

Dans le cas des types Eg, Fy, G, tous les poids dominants sont des
combinaisons linéaires a coefficients entiers des racines.

20.3 Classification des groupes de type A,

Lemme 4. — Soit f un homomorphisme d’un groupe algébrique semi-simple
G dans un groupe algébrique semi-simple G ; soient T un tore mazximal de
G et Th un tore mazimal de G1 contenant f(T'). Soit ¢ Uapplication linéaire
de XQ(Ty) dans XQ(T) qui fait correspondre a tout 61 € X (1) le caractére
rationnel t — 01(f(t)) de T. Soit o une représentation linéaire ou projective
de Gy ; les poids de la représentation o o f de G sont alors les images par ¢
des poids de o.

L’homomorphisme o (resp. oo f) de G (resp. G) dans o(G1) définit une
application linéaire ¥ (resp. ¥) de XQ(o(Ty)) dans XQ(T}) (resp. X(T))
telle que Pon ait (11(01))(t1) = 01(o(t1)) (resp. (¥(61))(t) = 01(a(f(¢))))
pour tout 01 € X(o(T1)) et tout t; € Ty (resp. t € T) ; il est clair que
1 = poq. Dans le cas ol o est linéaire (resp. projective), elle opere dans
un espace vectoriel V' (resp. dans I’espace projectif P(V') associé a un espace
vectoriel V'), et application identique de o(G1) dans GL(V) (resp. PL(V))
est une représentation linéaire (resp. projective) 7 de o(G1). Les poids de o
(resp. o o f) sont par définition les images par ¢ (resp. ¥) de ceux de 7, ce
qui démontre le lemme.

Corollaire. — Les notations étant celles du lemme 4, supposons de plus que f
soit une isogénie et que o o f soit une représentation (projective ou linéaire)
simple de G dont le poids dominant (relativement d un systéeme fondamental
(a1,...,an) de racines de G par rapport a T ) soit le k-iéme poids dominant
fondamental @y (i.e. celui associé a la racine ay). La racine «y est alors
ltimage par ¢ d’une racine de Gy.
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En effet, il existe des racines o/ de G telles que ¢(a}) = g; o, les ¢; étant
des entiers > 0 ; ces racines forment un systeme fondamental de racines de
G1. Soient wy, et wj, les réflexions par rapport & oy, et o), respectivement ; soit
@), I'élément de X (1) tel que p(w),) = wi. On a donc w(wy,) = @y, — .
Par ailleurs, on a wy 0 ¢ = @ owj, (n° 18.3, proposition 5) ; il en résulte que
wh (w),) = wh—q;, - a. Par ailleurs, il résulte du lemme 4 que ), est un poids
d’une représentation (linéaire ou projective) de Gy ; I'élément w), — w} (wy,),
différence de deux poids d’une méme représentation simple de (G1, est donc
une combinaison linéaire & coefficients entiers des o (n° 16.2, proposition 1).
On en conclut g = 1, ce qui démontre le corollaire.

Soit m un entier > 0 ; nous désignerons par (Z1,...,Tn+1) la base cano-
nique de K™+ et par T le tore maximal de PL(K"*!) composé des opérations
qui laissent fixes les points K T; de 'espace projectif P(K"*!). A chaque T;
correspond un poids ; de la représentation identique de PL(K"™*!) sur lui-
méme ; si Pon pose @; = w; — w1 (1 < i < n), les @; forment un systéme
fondamental de racines de PL(K"*!) par rapport a T.

Soit G un groupe algébrique semi-simple de type A,, et soit T' un tore
maximal de G ; soit (aq,...,q,) un systeéme fondamental de racines de G
par rapport a T tel que, dans le diagramme de Dynkin correspondant, les
sommets correspondants & «; et ;41 (o 1 < i < n) soient liés par une
aréte. Soient wq,...,wy+1 des éléments de somme nulle de XQ(T) tels que
a; = w; —wip1 (1 <4 < n); w est alors le poids dominant w; d’'une
représentation projective simple p de G, opérant sur l'espace projectif P(V)
associé a un espace vectoriel V. On a vu au n° 20.2 que V est de dimension
n + 1 et que les poids de p sont les w; (1 < i < n+ 1) ; soit z; un point
de V qui donne lieu au poids w; ; les éléments x1,...,z,41 forment alors
une base de V. Par ailleurs, la dimension de G est (n + 1)2 — 1 (n° 19.3,
lemme 1). Comme G est presque simple, p est une isogénie, d’ott dim p(G) =
dimG = (n +1)?2 — 1 = dim PL(V) ; comme p(G) C PL(V), on a p(G) =
PL(V). Le groupe T7 = p(T') est le groupe des opérations de PL(V) qui
laissent fixe chacun des points K x; ; chaque x; donne lieu & un poids w}
de la représentation de PL(V') constituée par son application identique sur
lui-méme. Soit ¢’ I'isomorphisme spécial de X Q(T”) sur X Q(T) attaché a
l'isogénie p ; on a alors ¢’ (w}) = w; (¢f. la démonstration du lemme 4). 11
existe un isomorphisme de V sur K"*! qui applique z; sur 7; (1 <i < n+1);
cet isomorphisme définit un isomorphisme h de PL(V) sur PL(K"*1), et
h o p est une isogénie f de G sur PL(K"™*1). Si ¢ est I'isomorphisme spécial
de XQ(T) sur XQ(T) attaché a f, il est clair que p(m;) = w; (1 < i <
n+ 1), dou p(a;) = a; (1 < i < n). Soit ¢ une puissance de 1’exposant
caractéristique de K ; I'isogénie des puissances g-i¢mes applique G sur un
groupe G. Faisant usage de l'isogénie de G sur PL(K"*!) qu'on vient de
construire, on voit qu’il existe une isogénie de G sur PL(K"*1!) telle que
I'isomorphisme de XQ(T) sur XQ(T) attaché a cette isogénie applique @;
sur g (1 <i<n).
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Théoréme 1. — Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples, T et
T’ des tores mazimaux de G et G', X (T) et X(T") les groupes des caractéres
rationnels de G et G' et @ un isomorphisme spécial de X(T") sur X(T).
Si l'un au moins des groupes G, G' est de type A, il en est de méme de
Dautre, et ¢ est attaché a une isogénie de G sur G'.

Comme toutes les racines d’un groupe de type A,, se déduisent les unes des
autres par les opérations du groupe de Weyl, tous les exposants radiciels de
 sont égaux entre eux ; soit g leur valeur commune. Il y a donc une bijection
1 de Iensemble des racines de G sur ’ensemble des racines de G’ telle que
p(¥(a)) = g pour toute racine « de G ; il en résulte immédiatement que G
et G’ sont de méme type, donc sont tous deux de type A,. Soit (aq,...,ay)
un systeme fondamental de racines de G par rapport a T tel que, dans le
diagramme de Dynkin correspondant, les sommets relatifs a a; et ;11 soient
liés par une aréte (1 <14 < n) ; si o est la racine de G’ telle que ¢(o}) = q oy,
les o forment un systéme fondamental de racines de G’ par rapport a T”,
et, dans le diagramme de Dynkin correspondant, les sommets relatifs & o et
«j,, sont liés par une aréte (1 < i < n). Utilisons les mémes notations que
plus haut en ce qui concerne le groupe PL(K™1) ; il résulte de ce que nous
avons dit qu’il existe une isogénie ¢’ de G’ sur PL(K"™*!) qui applique 7" sur
T et qui est telle que I'isomorphisme spécial 4/ qui lui est attaché applique @;
sur w! (1 <4< n+1). Posons vy = ¢ oy’ ; c’est un isomorphisme de X ?(T)
sur XQ(T) qui applique @; sur qc; ; il résulte de ce qui a été dit plus haut
que 7 est associé a une isogénie g de G sur PL(K"*!) qui applique T sur
T. L’existence des isogénies ¢, ¢’ démontre le théoréme 1, compte tenu de la
proposition 7 du n° 18.4. C.Q.F.D.

Soit G un groupe algébrique semi-simple de type A,, et soit T un tore
maximal de G. Soient P et @) respectivement le groupe des poids et le groupe
des racines de G par rapport a T ; on a donc

QCcX(T)cP.

Il résulte immédiatement de I’étude que nous avons faite des diagrammes
de type A4,, (n° 19.4, I) que P/Q est un groupe cyclique d’ordre n + 1, en-
gendré par la classe modulo @ de wq = w;. Le groupe X (T')/Q est donc un
groupe cyclique dont l'ordre d divise n+ 1 ; nous dirons que d est ’invariant
numérique® de G. Nous allons prouver qu’il existe des groupes de type A,
admettant pour invariant numérique un diviseur donné quelconque de n + 1.
Partons pour cela du groupe SL(V'), ou V est un espace vectoriel de dimen-
sion n+1.Si1 < k < n, soit Vi la puissance extérieure k-ieme de I’espace V ;
si s € SL(V), soit pi(s) la puissance extérieure k-ieme de s ; pj, est donc une

5 De maniére générale, le centre d’un groupe algébrique semi-simple G est isomor-
phe au groupe dual Hom(X(T)/Q, K*) du groupe X(T')/Q. Donc si G est un
groupe de type A, et d’invariant numérique d, le centre de GG est isomorphe au
groupe uq(K) des racines d-iémes de l'unité dans K.
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représentation rationnelle de SL(V'). Soit (x1,...,Z,+1) une base de V et soit
T le tore maximal de SL(V) composé des opérations qui admettent chacun
des x; comme vecteur propre ; soit ¢ - x; = w;(t)x; (t € T). Soit (i1,...,0k)
une suite strictement croissante d’indices entre 1 et n + 1 ; désignons par
y(i1,...,ix) le produit extérieur des éléments z;,,...,z; . On a alors

pk(t) . y(il, .. .,ik) = Wiy (t) .. -Wik(t)y(ih .. .,ik) .

Les poids de la représentation pg sont donc, en notation additive, les
wi, + ...+ w;, pour toutes les suites strictement croissantes de k indices.
Ces poids sont tous transformés les uns des autres par les opérations du
groupe de Weyl ; il en résulte tout de suite que pj est une représentation
simple dont le poids dominant est le k-iéme poids dominant fondamental oy,
relativement au systéeme fondamental de racines formé des o; = w; — wjy1.
Soit
Gr = p(SL(V)), T = pi(T) ;

soit ¢ I'isomorphisme de X Q(Ty) sur XQ(T) attaché & py. Les exposants
radiciels de ¢k, qui sont tous égaux, sont égaux a 1 (corollaire au lemme
4). 11 en résulte tout de suite que ¢ applique le groupe Q) des racines de
Gy sur @ ; il applique par ailleurs X (T}) sur le groupe engendré par les
wi; + ...+ w;,, donc aussi sur le groupe engendré par ) et wy. Or, il résulte
immédiatement de ’expression explicite de wy donnée au n° 19.4, I que 'on
a wy = kwy (mod Q) et que le groupe engendré par @) et wy contient @
comme sous-groupe d’indice m~!(n + 1), o m est le p.g.c.d. de ket n+ 1 ;
il en résulte que, si d est un diviseur # 1 de n + 1, l'invariant numérique de
G, est d si Pon prend k = d~!(n + 1). Par ailleurs, il résulte de ce qui a été
dit plus haut que PL(V') est un groupe d’invariant numérique 1.

Théoréme 2. — Soit n un entier > 0 ; si d est un diviseur de n+ 1, il existe
un groupe algébrique semi-simple de type A, et d’invariant numérique d ;
tous les groupes satisfaisant a ces conditions sont isomorphes entre eux.

La premiere assertion a déja été établie. Soient G et G’ des groupes de
type A, ayant méme invariant numérique, T' et T’ des tores maximaux de
G et G’ respectivement. Comme un groupe cyclique n’a qu'un seul sous-
groupe d’ordre donné, il est clair qu'il existe un isomorphisme ¢ de X<?(T")
sur XQ(T) qui applique les racines de G’ sur celles de G et qui applique
X(T") sur X(T) ; 'isomorphisme ¢ est attaché & une isogénie f de G sur
G’ (théoreme 1), et f est un isomorphisme en vertu de la proposition 7 du
n° 18.4.

Corollaire. — Tout groupe algébrique semi-simple de rang 1 est isomorphe
soit a SL(K?), soit a PL(K?).
Un pareil groupe est en effet de type A;.

Reprenons maintenant les représentations p; considérées plus haut. Elles
donnent naissance & des représentations projectives pr de PL(V), opérant
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dans les espaces PL(V}). Soient H un groupe algébrique et o une représenta-
tion linéaire (resp. projective) de H opérant dans V (resp. P(V)) ; px o
o (resp. pr o o) est alors une représentation linéaire (resp. projective) de
H opérant dans Vj, (resp. P(V})) et qu’on appelle la puissance extérieure
k-iéme de o. Considérons en particulier le cas ou k = n ; la représentation p,,
de SL(V) est évidemment équivalente & la représentation contragrédiente” de
p1, qui fait correspondre & tout élément s € SL(V) automorphisme s~* du
dual V* de V. Par ailleurs, il résulte de la formule wy + ... 4+ w,+1 = 0 que
ses poids sont les —w; (1 <7 < m+1). Si o est une représentation linéaire
de H, p, o o est équivalente a la représentation contragrédiente de o, qui
opere dans le dual de V et associe a tout 2 € H "automorphisme ‘o(z71). De
méme, si o est projective, p, oo est équivalente a la représentation projective
contragrédiente & o qui opere dans I'espace projectif P(V*) associé au dual
de V, qu'on peut identifier a ’espace des hyperplans de l’espace P(V) ; si
z € H, la contragrédiente de o fait correspondre & z 'automorphisme qui
transforme tout hyperplan M de P(V') en z(M). Nous avons donc le résultat
suivant :

Proposition 2. — Soit o une représentation linéaire ou projective d’un groupe
algébrique G. Les poids de la représentation contragrédiente de o sont alors
les opposés des poids de o.

Corollaire. — Soit G un groupe algébrique semi-simple, et soit T un tore
mazimal de G. Si lautomorphisme 6 — —6 de XQ(T) appartient au groupe
de Weyl de G (ce qui se produit dans le cas ot G est de l'un des types
B, Cn, D, (n pair), E7, Es, Fy ou G3), toute représentation linéaire ou
projective simple p de G est équivalente a sa contragrédiente. Si'V est l’espace
d’une représentation linéaire simple p de G, il existe une forme bilinéaire 3
non-dégénérée sur V x V, et une seule 4 un facteur constant prés, qui est
invariante par p(GQ) ; la forme B est soit symétrique, soit antisymétrique.

Comme les opérations du groupe de Weyl permutent entre eux les poids
de p, on voit que 'opposé de tout poids de p est un poids de p, donc que p a
les mémes poids que sa contragrédiente p*. En particulier, p a le méme poids
dominant que p*, donc lui est équivalente. Supposons p linéaire ; il résulte
alors du fait que p est équivalente a sa contragrédiente que les opérations
de p(G) laissent invariante au moins une forme bilinéaire non dégénérée sur
V x V. Soit § une forme bilinéaire # 0 sur V x V invariante par p(G) ; 'espace
des vecteurs z tels que B(x,y) = 0 pour tout y € V est # V et stable par
p(G) ; comme p est simple, cet espace est donc {0}, ce qui montre que (3 n’est
pas dégénérée. Si 3’ est une forme bilinéaire quelconque sur V x V' invariante

7Si V est un espace vectoriel de dimension m = n + 1, la puissance extérieure
A"V =V, est canoniquement isomorphe au dual V* de V| I'isomorphisme 7
dépendant du choix d’une forme multilinéaire alternée € de m variables dans V.
Mais ¢ est invariante par SL(V'), donc 1 définit une équivalence de représentations
de SL(V).
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par p(G), il en est de méme de ¢+ ¢/ (ou ¢, ¢’ sont dans K) ; or, K étant
algébriquement clos, on peut toujours choisir ¢, ¢/ non nuls tous deux tels que
¢+’ B soit dégénérée ; cette forme est alors nulle, et 3’ est proportionnelle
& (. Appliquons ceci au cas ou 3 est définie par 3'(y,z) = B(z,y) : il existe
m € K tel que 8 = mf3. Il est clair que m? = 1 ; 3 est donc symétrique ou
antisymétrique.

Remarque. — Supposons le corps K de caractéristique 2. On a 1 = —1 dans
K, et il y a identité entre formes bilinéaires symétriques et antisymétriques.
Soit p une représentation linéaire simple d’un groupe G dans l'espace V,
admettant une forme bilinéaire invariante 5. On a vu que [ est non dégénérée
et symétrique. Mais alors © — (3(x, z) est le carré d’une forme linéaire f sur V
invariante par p(G). Comme p est simple, on a donc f =0, d’ou S(z,z) =0
(x € V). Donc 3 est alternée, et 'on sait que ceci n’est possible que si la
dimension de V est paire.

20.4 Les représentations simples d’un groupe de rang 1

Soit V' un espace vectoriel de dimension 2 sur K, et soit (x,y) une base de
V. Nous nous proposons de rechercher les représentations simples du groupe
SL(V).

Etablissons d’abord le résultat suivant :

Proposition 3. — Soient ¢ et ¢’ des représentations linéaires d’un groupe G
telles que les représentations projectives déduites de p et p' soient équivalentes.
Si G est son propre groupe dérivé (en particulier, si G est un groupe algébrique
semi-simple), p et p sont équivalentes.

Soient V et V' les espaces de p et p’ respectivement ; soient p et p’ les
représentations projectives déduites de p et p’ ; elles operent sur les espaces
projectifs P(V) et P(V’) associés & V' et V' respectivement. Il existe par
hypothése un isomorphisme pi d’espaces projectifs de P(V) sur P(V') tel que

pop(s)=p(s)op pourtout sé€GqG.

L’isomorphisme g provient par définition d’un isomorphisme p de V sur V' ; si
s € G, pop(s) et p’(s)ou sont des isomorphismes de V sur V/ qui définissent le
méme isomorphisme de P(V') sur P(V’). Or il est bien connu que les seuls au-
tomorphismes d’un espace vectoriel V' qui définissent ’automorphisme iden-
tique de P(V') sont les homothéties de V' de rapports # 0 ; il existe donc
une application x de G dans 'ensemble K* des éléments # 0 de K telle que
Pon ait po p(s) = x(s)(p'(s) o u) pour tout s € G. Comme p et p’ sont des
représentations, il en résulte que l'on a x(st) = x(s) x(t) pour s,t € G. Si G
est son propre groupe dérivé, il résulte de la que x(s) = 1 pour tout s € G,
donc que p et p’ sont équivalentes.
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Corollaire. — Deux représentations linéaires simples d’un groupe algébrique
semi-simple G qui ont méme poids dominant (relativement d un tore maximal
T de G et a un systéme fondamental de racines de G par rapport a T ) sont
équivalentes.

Ceci dit, revenons au probleme de la détermination des représentations
linéaires simples de SL(V'). Nous désignerons par T le tore maximal de SL(V)
composé des éléments t qui admettent x et y comme vecteurs propres ; nous
posons, sit € T, t-x = w(t)r, dou t-y = w '(t)y. Les racines de G par
rapport a T sont 2w et —2w (en notation additive) ; nous posons 2w = «, et
nous considérons a comme racine fondamentale. Les poids dominants sont les
ew, e entier > 0. Pour tout n > 0, soit V,, 'espace des éléments homogenes
de degré n de I'algebre symétrique sur V ; il se compose des formes de degré
n en x et y. L'espace V,, est I'espace d’une représentation o,, de SL(V) : si
s € SL(V), on(s) est la puissance symétrique n-ieme de s.

Proposition 4. — Soit W,, le sous-espace de V,, engendré par les puis-
sances n-iemes des éléments de V' ; il est stable par o,(SL(V)) ; soit (,
la représentation d’espace W, induite par o,. La représentation linéaire (,
de SL(V) est simple, de poids dominant nw.

Désignons par W/ un sous-espace de V,, stable par ¢, et # {0}. Soit B
le groupe des éléments s € SL(V) qui laissent invariant le sous-espace Kz
de V' ; c’est un groupe de Borel. L’espace W, contient donc un élément
z # 0 tel que l'espace Kz soit stable par les opérations de B. Si 'on
désigne par 7(§) (£ € K) l'automorphisme de V' qui laisse = invariant et
change y en y + &z, 7(£) est un élément unipotent de B, de sorte que
Cn(7(&)) laisse z invariant. Ecrivant z = F(z,y), ou F est une forme de
degré n, on voit que F(x,y) = F(x,y + £x) pour tout & € K, ce qui
n’est possible que si F(x,y) = cz™ (¢ € K). On a donc z™ € W), ; si o
est un vecteur # 0 quelconque de V, il existe une opération de SL(V) qui
transforme = en 2/ , d’ott 2™ € W/ et par suite W) D W,. On a donc
prouvé que W, est contenu dans tout sous-espace # {0} de V,, stable par
les opérations de o, (SL(V')) et, en particulier, que la représentation d’espace
W, est simple.

Les poids de la représentation o,, sont (en notation additive) les kw pour
—n < k < n, et nw est un poids de (, ; c’est donc le poids dominant de (,.

Corollaire. — Toute représentation linéaire simple de SL(V') est équivalente
a une et une seule des représentations (.

Si K est de caractéristique 0, il est bien connu que W,, = V,, pour tout
n. Supposons maintenant que K soit de caractéristique p > 0. Posons, pour
£, €K,

(Ex+&y)" = Z cp EF R gk yn—k (cr € K) ;
k=0
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on voit alors facilement que W, est engendré par les ¥ y"~* pour les k

tels que cx # 0, i.e. pour les k tels que le coefficient binomial (Z) ne soit

pas divisible par p. Ecrivons n dans le systeme de numération de base p :
h

n= a-p" avec 0 < a, < p. On a alors
r=0
h
(¢x +£/y)n _ H(gp zP _|_§/p yP )
r=0

On en conclut facilement que les nombres k sont ceux qui peuvent se mettre

h
sous la forme >~ b, p" avec 0 < b, < a, pour tout r. On a donc prouvé la :
r=0
Proposition 5. — Si K est de caractéristique 0, la représentation (, de
poids dominant nw est de degré n+1. Si K est de caractéristique p > 0, et si

h
n=>y. a.p", avec 0 < a, < p, la représentation ¢, de poids nw est de degré
r=0

h
I1 (ar+1).
r=0

De plus, on notera qu’il résulte de ce que nous avons dit que la représenta-
tion o, puissance symétrique n-ieme de l’application identique SL(V) —
GL(V), n’est semi-simple (dans le cas ou K est de caractéristique p > 0) que

si ou bien n < p ou bien n est de la forme p® — 1. Enfin, supposant toujours
h

K de caractéristique p et n =Y a,p", 0 < a, < p, ¢, est équivalente

o
au produit tensoriel des représentations simples de poids dominants agw,
ai pw, ..., ap p"w. La représentation simple de poids dominant p”w de SL(V))
est de degré 2 et admet p"w et —p™w comme seuls poids.
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21.1 Deux lemmes

Soient G un groupe algébrique semi-simple, T un tore maximal de G, o une
racine de G par rapport a T, et Z le sous-groupe de dimension 3 de G cor-
respondant & la racine « (i.e. le centralisateur de la composante neutre dans
Pensemble des t € T tels que «(t) = 1). Soient 74 et 7— des isomorphismes
de K sur des sous-groupes de Z tels que 'on ait, pour £ € K, t € T,

tre ()t = 1o (a(t)€)
tr_ ()t =1_((a(t)) 7€)

Soit enfin p une représentation linéaire? de G opérant dans un espace vectoriel
V' ; si w est un poids de p, on dit qu’un vecteur z € V appartient au poids
wsiz#0etsil'ona, pourteT, t z=w(t)r.

Nous poserons
C+(&) = p(14(8)), ¢=(&) = p(T—(€))-

Lemme 1. — Soit © un vecteur de V appartenant a un poids w. Alors, pour
tout € € K, 7(§) - « est une combinaison linéaire de vecteurs de V' appar-
tenant a des poids de la forme w + k«a, k entier > 0.

En effet, po 74 est une application polynoéme de K dans GL(V) ; on peut
m

donc écrire 71 (&) -z = a+ Y. & ay, les xy étant des vecteurs de V. On a
k=1

m
tr (&) -z =t-z+ 3 &Ft-x; ; mais ceci est encore égal &
k=1
T(a(t)$) - (t-x),
donc a

m
w(t) T (a(t)f) - w =w(t)e + Y w(t)(at)" ¢ ap ;
k=1
! Exposé de C. Chevalley, le 6.1.1958
2 On note, de maniere générale, g - x le transformé d’un élément = de V par p(g)
(pour g € G).
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on a donc t -, = w(t)(a(t))* z1, et x) appartient au poids @ + ka. Ceci
démontre le lemme.

Corollaire. — Le sous-espace de V' engendré par les vecteurs qui appartien-
nent a des poids de la forme w + ra, ou r est un entier, est transformé en
lui-méme par les opérations de p(Z).

Cet espace est évidemment transformé en lui-méme par les opérations
de p(T) ; il résulte du lemme 1 qu’il est transformé en lui-méme par les
opérations 74 (£), 7—(§) (£ € K). Le corollaire résulte alors du fait que Z est
engendré par la réunion des ensembles Z NT, 74 (K) et 7_ (K).

Lemme 2. — Soit p une représentation projective de noyau fini d’un groupe
algébrique semi-simple G, et soit T un tore mazimal de G. Supposons que
les poids de p par rapport o T appartiennent au groupe X (T) des caracteres
rationnels de T'. Il existe alors une représentation linéaire p de G telle que p
soit la représentation projective déduite de p.

Posons G = p(G), T = p(T). L’application p est une isogénie de G
sur G ; il lui correspond un isomorphisme spécial ¢ de XR(T) sur X (7).
La représentation p opeére dans Iespace projectif P(V') associé & un espace
vectoriel V' ; soit G’ le groupe lindaire associé & p ; c’est un sous-groupe
de SL(V). Soient g’ I’application canonique de G’ sur G et T’ le tore max-
imal de G’ tel que ¢'(T") = T.1 correspond & l'isogénie ¢’ un isomor-
phisme spécial 7' de XQ(T) sur X*(T"). Soit ¢ l'isomorphisme de X <?(T")
sur XQ(T) tel que ¢ = ¢ o +'. Nous allons montrer que ¢ est un isomor-
phisme spécial. Soit o une racine de G’ par rapport & T” ; on sait que les
exposants radiciels de v’ sont égaux & 1 (n° 18.3, proposition 4) ; il existe
donc une racine @ de G telle que 7/(@) = o'. 1l existe une racine a de G
et une puissance ¢ de 'exposant caractéristique de K telles que ¢(@) = g,
d’olt p(a’) = qa. Par ailleurs, Papplication identique de G’ dans GL(V') est
une représentation 7 de G’, et les poids de p sont par définition les images
par ¢ de ceux de 7 ; comme X (T") est engendré par les poids de 7, il résulte
du fait que les poids de p appartiennent & X(T') que ¢(X(T")) Cc X(T) ;
¢ est donc bien spécial. On en conclut (n° 18, proposition 7) qu’il ex-
iste une isogénie p de G sur G’ telle que p = ¢’ o p, ce qui démontre le
lemme 2.

Rappelons que 'on a Q C X(T) C P, ou @ est le sous-groupe de X (7))
engendré par l’ensemble R des racines, et ou P est le groupe des poids
(n° 16.3).

Définition 1. — On dit que le groupe algébrique semi-simple G est adjoint
(resp. simplement connexe) si l'on a X(T) = Q (resp. X(T') = P).

D’apres le lemme 2, le groupe G est simplement connexe si et seule-
ment si toute représentation projective de noyau fini de G se releve en une
représentation linéaire.
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21.2 Etude d’un groupe de type G,

Soit G un groupe algébrique semi-simple de type G2. Soit T' un tore maximal
de G, et soit X (T) le groupe des caracteres rationnels de T'. Soit (o, a2) un
systeme fondamental de racines de G par rapport a T tel que le diagramme
de Dynkin correspondant soit

[©] E— o

le sommet S; correspondant & a; (i = 1,2). L’espace X?(T') est donc en-
gendré par les éléments wy, w1, wy de somme nulle tels que a; = wy,
Qg = wy —wp ; les poids dominants fondamentaux sont w; = —ws = 2a1 + s,
we = w1 — wz = 3a1 + 2a2 (¢f. n° 19.4, IX) ; comme ils sont combinaisons
linéaires a coefficients entiers des racines, il existe donc une représentation
linéaire simple p de G de poids dominant w; (lemme 2). Posons G’ = p(G),
T'" = p(T), et soit ¢ I'isomorphisme spécial de XQ(T") sur X Q(T) attaché a
p- 11 existe un systéme fondamental de racines (o}, ab) de G’ par rapport a
T’ tel que (af) = ¢y (1 =1,2), et on a ¢1 = 1 en vertu du corollaire au
lemme 4 du n° 20.3. Soient w; et w} les réflexions par rapport aux racines
a; de G et o de G’ ; on a wy(az) = ag + 3a1 et pow] = wy o (n° 18.3,
proposition 5) ; on en conclut que wj(ah) = ab + 3¢z o). Comme les entiers
de Cartan d’un groupe semi-simple sont < 4 en valeur absolue, on a g2 = 1.
Il en résulte que G’ est de type G2 et que le diagramme de Dynkin associé
au systeme fondamental (o}, a5) est le méme que celui associé au systéme
(a1, a2), le sommet S; correspondant & of. La représentation p opere dans
un espace vectoriel V' ; application identique de G’ dans GL(V') est une
représentation simple 7 de G’ dont le poids dominant @’ est I’élément de
X (T') dont l'image par ¢ est wi, c’est & dire 2¢) + . Comme p induit
un isomorphisme de X (T") sur X (7T'), p est un isomorphisme de G sur G’
(n° 18.4, proposition 6). Remplacant G par G’, nous supposerons désormais
que G est un groupe d’automorphismes d’un espace vectoriel V' et que p est
Papplication identique de G dans GL(V). Il est immédiat que w; est un poids
dominant minimal. Les poids # 0 de p sont donc les transformés +w; du poids
dominant par les opérations du groupe de Weyl (n° 20.2, proposition 1) ; ils
sont de multiplicité 1.

Lemme 3. — Si 0 est un poids de p, ce poids est de multiplicité 1.

Nous désignerons par x; (resp. y;) un vecteur de V de poids w; (resp.
—w;), et par Z; le sous-groupe de dimension 3 de G correspondant a la racine
;. Soit z un vecteur de V appartenant au poids 0. Comme il n’existe aucun
multiple entier # 0 de ao qui soit poids de p, 'espace Kz est transformé en
lui-méme par les opérations de Zs (corollaire au lemme 1), d’ot il résulte que
z est invariant par les opérations de Z3 puisque Z3 est son propre groupe
dérivé. Par ailleurs, G est engendré par Z; et Zy (n® 13.3, proposition 5) ;
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il est donc impossible que z soit stable par les opérations de Z;. Soit 71 un
isomorphisme de K sur un sous-groupe de Z; associé a la racine o ; montrons
que z ne peut étre invariant par les opérations de 71 (K). Supposons en effet le
contraire ; il existe un groupe de Borel B; de Z; qui est engendré par 7 (K)
et par un tore maximal 77 de Z; contenu dans T ; z serait alors invariant par
By, et son orbite Z; z relativement a Z; serait 'image de la variété complete
Z1/By par un morphisme de cette variété dans V ; cette image, étant une
sous-variété complete de I'espace vectoriel V, se réduirait & point, et z serait
invariant par les opérations de Z1, ce qui n’est pas. Il n’y a qu’un seul poids
de p qui soit de la forme k a; avec k > 0 : ce poids est wy. Il résulte alors du
lemme 1 que Von a 71(§) - 2 = 2z + c€xp avec ¢ € K, ¢ # 0. Ceci dit, soit 2’
un vecteur quelconque appartenant au poids 0 ; on a 71 (§) - 2’ = 2/ + ¢/ £ x,
¢’ # 0. Il en résulte que ¢’z — ¢z’ est invariant par les opérations de 1 (K) ; si
ce vecteur était # 0, il appartiendrait au poids 0, ce que nous avons vu étre
impossible. On a donc 2z’ = ¢~ ! ¢’z, ce qui montre que, si 0 est un poids de
p, ce poids est de multiplicité 1. C.Q.F.D.

Lemme 4. — 0 n’appartient pas auz poids de p si et seulement si le corps K
est de caractéristique 2.

Supposons d’abord que 0 ne soit pas un poids de p. L’espace My engendré
par zy et yo est alors stable par les opérations de Z;. Soit T le tore maxi-
mal de Z; contenu dans T ; les racines de Z; par rapport a 17 sont les
restrictions @y et —a; de a1 et —ay a T3 ; les poids par rapport a 17 de
la représentation de Z; sur I'espace My sont donc @y et —ap. Il en résulte
aussitot que la représentation de Z; sur I'espace My est simple et de poids
dominant @;. Mais, si K est de caractéristique # 2, la représentation de Z;
de poids dominant @; est de dimension 3 ; donc, si 0 n’est pas un poids de
p, K est de caractéristique 2.

Réciproquement, supposons K de caractéristique 2. D’apres le corollaire
a la proposition 2 du n® 20.3, et la remarque qui la suit, I’espace V' de p est
de dimension paire. Si 0 était un poids de p, il existerait 7 poids 0, +wq, tw,
Fwy tous de multiplicité 1, d’ott dim V' = 7 dans ce cas. Donc 0 n’est pas un
poids de p. C.Q.F.D.

Ceci étant, supposons que K ne soit pas de caractéristique 2. On désignera
par zp un vecteur appartenant au poids 0. L’espace V' est donc de dimension 7.
Faisons usage de la forme bilinéaire 8 déja mentionnée ci-dessus. Exprimant
qu’elle est invariante par les opérations de 7', on trouve tout de suite que ’on
a

B(zi, ;) = B(yi,y;) =0 quels que soient 7 et j,
B(20,7:) = B(20,9i) =0 et B(wi,y;) =0 si i#7.

On peut donc supposer x1, X2, Y1, y2 normalisés de telle maniére que
B(x1,y1) = B(x2,y2) = 1. Faisant usage du corollaire au lemme 1, on voit tout
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de suite que les espaces M7 = Kx1 + Kys, Mo = Kxo + Ky; sont invariants
par les opérations de Z;. Les poids de la représentation de Z; sur ’espace
M sont les restrictions de wg et —wq & T7. Déterminons ces restrictions. Soit
w1 la réflexion par rapport a la racine o de Z7 ; il est clair que, si wq est la
réflexion par rapport & aq, et si w est un élément quelconque de X (7T'), w,
change la restriction @ de w a Tj en la restriction de w; (w), ce qui montre que
@ =0 sl wi(w) = w (car w; change tout élément de X (77) en son opposé).
Or on a wy(w1) = w1 + wp, w1 (we) = wy + wp ; la restriction de wy —wq & Ty
est donc nulle ; comme il est de méme de celle de wy + w1 + wo et comme la
restriction de wq est &1, on voit que les restrictions de wy et wo sont égales a
—3@,. Comme —1@; appartient a X (71%), Z; est isomorphe & SL(K?). In-
troduisons un espace vectoriel W de dimension 2 sur K et une base (w1, ws)
de W. Soit f; lisomorphisme de W sur M; qui applique wy sur x; et ws
sur yo ; cet isomorphisme définit un isomorphisme F; de SL(W) sur SL(M;)
qui est I’ensemble des restrictions a M; des opérations de Z;. Soit W* le
dual de W, et soit (w},w3) la base de W* duale de la base (wy,w2) ; soit ff
I'isomorphisme de W* sur M» qui applique wj sur y; et w3 sur xs ; cet isomor-
phisme définit un isomorphisme F;* de SL(W*) sur SL(M3). Il résulte du fait
que [ est invariante par les opérations de G que, si s € Z; et si u est I’élément
de SL(W) tel que s coincide avec Fy (u) sur My, alors s coincide avec Fy (fu~1)
sur M. Par ailleurs, comme 'application qui fait correspondre a tout s € Z;
sa restriction a M; est une représentation simple de poids dominant %61
de Z;, c’est un isomorphisme de Z; sur SL(M;7), d’ou il résulte qu’il existe
un isomorphisme F de SL(W) sur Z; tel que, pour tout u € SL(W), F;(u)
soit la restriction de F'(u) a My. Soit W5 Pespace des éléments homogenes de
degré 2 de lalgebre symétrique sur W ; c’est ’espace d’une représentation
o9 de SL(W). Si s € Z7, soit (p(s) la restriction de s a I’espace My engendré
par g, yo et par le vecteur zg de poids 0 : c’est une représentation simple de
poids dominant @; de Z;. Par ailleurs, o5 o F~! est aussi une représentation
simple de poids dominant @; de Z;. Les représentations (y et o2 o F~! sont
donc équivalentes, et il existe un isomorphisme fo de Wy sur My tel que 'on
ait fa o (03 0 F71)(s) = (p(s) o f2 pour tout s € Z;. L'espace Wo admet
une base composée des éléments w?, w3, wiws. Soit 71 un isomorphisme de
K sur un sous-groupe de Z; associé a la racine «; ; comme wy — wo n’est
pas un poids de p, les opérations de 71(K) laissent yo fixe ; les opérations
de (F71 o 71)(K) laissent donc ws fixe, et leurs images par oy laissent w3
fixe. Par ailleurs, les points de M qui sont invariants par les opérations de
71 (K) sont les points de I'espace Kxg ; on en conclut que fo applique w3 sur
un multiple scalaire de zg. On verrait de méme que fy applique w? sur un
multiple scalaire de yo. Nous poserons z{, = fa(w3), yy = f2(w}). Comme
B n'est pas dégénérée et comme ((zo,x;) = B(z0,y;) = 0 (i = 0,1,2), on
a B(xh,y5) # 0. Or on peut remplacer fo par un isomorphisme de la forme
cfa, ou ¢ est un élément # 0 quelconque de K, sans que l'on cesse d’avoir
fao(oa 0 F71)(s) = (o(s) o f2 pour tout s € Z;. On peut choisir ¢ de telle
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maniere que (g, y,) = 1. Comme xq et yo n’ont encore été déterminés qu’a
des facteurs constants pres, on peut supposer que g = a:{) et yo = y{). Enfin,
on peut supposer que f2(wiws) = z9. On voit donc que 'espace V' admet une
base composée d’éléments zo, z;, y; (¢ = 0,1,2) qui possedent les propriétés
suivantes : il existe des isomorphismes fi, ff, fo de W, W* et Wy sur les
espaces M1 = Kx1 + Kys, My = Kxo + Ky1 et My = Kxg + Kyo + Kz
respectivement tels que f1 (1) = 21, f1(ws) = ya, f{(w]) =y, [ (w3) = w2,
fo(w?) = yo, fo(w3) = o, folwiwe) = zo ; si Fy, Fy, Fy sont les isomor-
phismes de SL(W) sur SL(M;), SL(W*) sur SL(Ms) et SL(W2) sur SL(My)
définis par fi, f; et fo respectivement, les opérations de Z; sont les automor-
phismes s de V' pour lesquels il existe un u € SL(W) tel que les restrictions de
sa My, My et Mo soient Fy(u), Fy(‘u=1) et Fy(o2(u)) respectivement (o2 (u)
étant la puissance symétrique seconde de u) ; les opérations de G laissent
invariante une forme bilinéaire non dégénérée (3 telle que

ﬂ(xzayl)zl (l:Oa172)a

B(z0, i) = B(20,yi) = Blwi, ;) = Byi,y;) =0 (,5=0,1,2),
Blxi,y;) =0 st i#j;

enfin zg appartient au poids 0, x; au poids w; et y; au poids —w;.

Considérons maintenant les opérations de Z5. Il résulte du corollaire au
lemme 1 que les espaces Kzo+ Kz, Kyo+ Ky, Kzg, Kxo, Kyo sont stables
par les opérations de Zs. Comme Zs est son propre groupe dérivé, les points
20, T2, Y2 sont invariants par les opérations de Z5. Par ailleurs, les restrictions
des opérations de Z5 a Kxo+ Kz sont évidemment tous les automorphismes
de déterminant 1 de cet espace. Les espaces Kxg + Kz et Kyg + Ky sont
mis en dualité par la restriction de S au produit de ces deux espaces ; si
s € Zs, les restrictions de s a Kxg+ Kx1 et Kyg+ Ky sont contragrédientes
I'une a 'autre par rapport a cette restriction ; ces restrictions se déterminent
donc mutuellement.

Ceci étant, construisons un groupe G comme suit. Ce sera un groupe
d’automorphismes de I'espace vectoriel W x W* x Wy ; nous identifierons
W, W* W, a leurs images dans W x W* x Wy, qui sera donc identifié

a la somme directe des espaces W, W*, Ws. Le groupe G sera engendré
par deux groupes Z; et Z, décrits comme suit. Le groupe Z; se compose
des automorphismes dont les restrictions a W, W*, W sont de la forme u,
tu=1, oa(u) pour u € SL(W). Les opérations de Zo laissent fixes les points
wiwe, wa, wi et les espaces N = Kw3 + Kw;, N* = Kw? + Kw} ; leurs
restrictions a N sont tous les automorphismes de déterminant 1 de cet espace ;
enfin les restrictions d'une opération de Z, & N et N* sont contragrédientes
I'une a l'autre par rapport a la forme bilinéaire v sur N x N* définie par
y(ws, wi) = y(wy,wi) =1, y(w3, w}) = y(wy,w?) = 0. Ceci étant, il résulte
de ce que nous avons dit que le groupe G est isomorphe a G.
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On a des résultats entierement analogues dans le cas ou K est de ca-
ractéristique 2 ; il faut seulement remplacer I'espace Wy par le sous-espace
W, engendré par w? et w3 et remplacer la représentation oo de SL(W) par
la représentation o} telle que o) (u) soit la restriction de oo(u) & W5 (u €
SL(W)). Nous avons donc établi le

Théoréme 1. - Tous les groupes algébriques semi-simples de type Go (relatifs
a un méme corps de base K ) sont isomorphes entre euz.

21.3 Sur l’algebre de Lie d’un groupe semi-simple

Soient G un groupe algébrique semi-simple et g son algebre de Lie. Désignons
par T un tore maximal de G, et par t son algebre de Lie, qui est une sous-
algebre de g. Pour toute racine a de G par rapport a T, soit 7, un isomor-
phisme du groupe K sur un sous-groupe de G associé a « ; alors la formule
Xo = [d7a(€)/dE]e=0 définit un élément X, de g (g étant identifié & I'espace
tangent & G en son élément neutre). Il résulte de ce qui a été dit au n® 15.1,
lemme 2, que g est la somme directe de t et des espaces K X, pour toutes
les racines a. Soit 7y un groupe multiplicatif & un parametre contenu dans
T ; alors la formule v5 = (d~(0)/df)p—1 définit un élément v de t. On
sait que la dérivée en (e, e) (ol e est I’élément neutre de G) de I'application
(s,t) — st de G x G dans G applique (L, M) sur L+ M (L et M étant des
vecteurs tangents & G en e ; 'espace tangent & G X G en (e, e) est identifié au
produit par lui-méme de l'espace tangent a G en e) ; il en résulte que, si 7,
~' sont des éléments du groupe I'(T') des groupes & un parametre de T' (écrit
en notation additive), on a

Y+ =" 4"

on en déduit une application linéaire K ®z I'(T) — t. Cette application est
un isomorphisme d’espaces vectoriels, comme il résulte tout de suite du fait
que I'(T) a une base (71, ...,7n) telle que application

(01, ..., 0n) = [ i0:)
i=1

soit un isomorphisme de K*™ sur T'. Le dual du Z-module I'(T') s’identifie au
groupe X (T) des caracteres rationnels de T"; on en déduit un isomorphisme de
'espace vectoriel X% (T) = K ®z X (T) sur le dual t* de t ; nous désignerons
par wX I'image dans cet isomorphisme d'un élément w de X(T). Si a est
une racine, nous dirons que o est la racine infinitésimale associée a a. On
sait que, pour toute racine q, il existe un élément ~y, et un seul de I'(T") qui
est changé en son opposé par la symétrie par rapport a a et qui est tel que
(Va, @) = 2 ; le groupe & un parametre v, est contenu dans le groupe Z, de
dimension 3 associé a la racine a. Nous poserons
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H, = ’Yf

d’ont
of(H,) =2.

L’espace g est l'espace de la représentation adjointe s — Ads de G : Ads
est la dérivée en e de Iapplication t — sts~! de G sur lui-méme. Sit € T, la
formule ¢ 7, (€)t ™! = 7, ((t)€) donne

Adt- X, =a(t) X, ;

par ailleurs, T' étant commutatif, on a Ad¢-T = T pour tout ¢ € t. Les poids
de la représentation adjointe de G sont d’une part les racines (qui sont des
poids de multiplicité 1) et d’autre part 0, de multiplicité égale a dim t, donc
au rang de G.

Tout homomorphisme f de G dans un groupe algébrique G’ définit un
homomorphisme de g dans I'algebre de Lie de G’ (& savoir la dérivée de f
en I’élément neutre). En particulier, supposons que f soit une représentation
linéaire p, donc que G’ = GL(V), V étant un espace vectoriel ; 'algebre de
Lie de GL(V) s’identifie canoniquement & l'espace E des endomorphismes
de V ; 'homomorphisme g — FE défini par p s’appelle la représentation
infinitésimale associée a p ; nous la désignerons par p;. La représentation
adjointe de GL(V) fait correspondre & tout s € GL(V) l'automorphisme
X — sXs7! de E ; les opérations de Ad (GL(V)) laissent donc invariante
la forme bilinéaire (X,Y) — Tr XY sur E x E. Il en résulte que, si g est
I’algebre de Lie de G, et p une représentation linéaire de g, la forme bilinéaire
(X,Y) — Trp;(X) p;(Y) sur g est invariante par les opérations de Ad G. Soit
B, cette forme, que nous appellerons la forme de Killing de la représentation
p. Exprimant Uinvariance de cette forme par les opérations Adt, ¢t € T, il
vient

(1) B,(Xa,X3) =0si a, 8 sont des racines, o # —f3
B,(H,X,) =0 si « est une racine, H € t.
Supposons maintenant que G soit de rang 1. Dans ce cas, G est isomorphe
soit & SL(K?) soit & PL(K?). Supposons d’abord que G soit SL(K?), c’est-
a-dire le groupe des matrices de degré 2 et de déterminant 1. On a alors, en

prenant comme tore maximal T le groupe des matrices diagonales contenues
dans (G, et en choisissant convenablement la racine «,

@ = (e 1) mO=(5 %)

w®)= (5 )

ol ¢y, ¢z sont des éléments # 0 de K. Il en résulte que 'on a alors [Xo, X o] =
cH,, avec ¢ = ¢1 ca # 0. On vérifie facilement qu’il en est encore ainsi dans
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le cas o1 G est isomorphe & PL(K?) (mais il convient d’observer que dans ce
cas, si K est de caractéristique 2, on a H, = 0). Soit p une représentation
linéaire de G ; exprimant I'invariance de B,, on trouve facilement la relation
B,([Xa, Haly X o) + By(Ha, [Xa, X_a]) = 0, et par suite

¢B,(Ho, Ho) = 2B,(X0, X_4).

Revenons maintenant au cas d’un groupe G semi-simple quelconque. A
toute racine « correspond un sous-groupe Z, de dimension 3 de G qui admet
un tore maximal T, contenu dans T ; X, et X_, sont des éléments de
I’algebre de Lie de Z,, ; le groupe a un parametre 7, est un groupe a un
parametre de T, ; la restriction @ de a a T, est une racine de Z, et 'on a
@ (Hy,) = 2. On en déduit que, pour toute représentation linéaire p de G, on
a [Xa, X_o] = co Hy avec une constante c,, # 0, et

(2) caBp(Ha,Ho) =2B,(Xa, X_a).

21.4 Algebre de Lie d’un groupe de type G-

Nous allons appliquer ceci au cas ou G est le groupe de type G2 considéré au
n°® 21.2, dont nous utiliserons les notations ; en particulier, p sera I’application
identique de G dans GL(V). Nous supposerons de plus que K est de carac-
téristique 3. Considérons un élément H de t ; on a p;(H) - z; = wX(H) - 23,
pi(H) -y = —w!*(H) - yi, pi(H) - 20 = 0, d’ot

2
By(H,H) =2 (wf(H))*.
i=0

Soit ; (resp. H;) I’élément 7y, (resp. H,) relatif & & = a;. En exprimant
que ~y; est changé en son opposé par la réflexion w; par rapport & a; et en
tenant compte de ce que (i, ;) = 2, wy(a2) = 3a1 + ag, wa(ar) = a1 + as,
il vient (y2, 1) = =1, {71, a2) = —3. Il en résulte que (y1,wo) = 2, (y1,w1) =
=1, (y1,w2) = =1, {(y2,wo) = =1, {(y2,w1) = 1, {y2,w2) = 0. Les éléments
wX(H;) se déduisent des formules que 'on vient d’écrire ; on voit tout de
suite que H; et Hs sont linéairement indépendants, donc forment une base
de t, et que pour H = a1H; + asHs on a

B,(H,H) =2[6a} — 6ajas +2a3] = a3.

Tenant compte des formules (1), (2), on en conclut que H; et X,, appar-
tiennent au sous-espace g, de g composé des X tels que B,(X,Y) = 0 pour
tout Y € g, mais que ni Hy ni X,, n’appartiennent a cet espace. Il résulte
de I'invariance de B, par la représentation adjointe que g, est stable pour
la représentation adjointe. Or, soit s un élément du normalisateur de T ; il
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définit une opération w du groupe de Weyl. Posons, si t € T et si « est une
racine, sts~! =t', s7,(£)s™t = 7/(€) ; il vient alors

{70 = Talt)e).

Or, si w(a) est la transformée de la racine o par w, on a

(w(e)(t) = a(s™" ts) ;

la formule précédente montre alors que 7' est un isomorphisme associé 4 la
racine w(a), d’ott 'on déduit que Ad s transforme X, en un multiple scalaire
# 0 de X(q)- La relation X,, € g, entraine donc X,, € g, pour toute racine
« transformée de oy par une opération du groupe de Weyl W ; ces racines
sont oy, £(a2 + ai1), £(az +2a1). On en conclut que g, est de dimension
>1.

L’espace g/ g, est lespace d’une représentation linéaire o de G. Désignant
par X* la classe modulo g, d'un élément X € g, ona X, #0et o(t)- X3 =
az(t) Xy, sit € T. On en conclut que az est un poids de o. Il est de méme des
transformées de «y par les opérations de W, i.e. des racines +as, +(ag+3ay),
+(2a2+3a1). De plus, on a H # 0, et H est invariant par les opérations de
o(T'), ce qui montre que 0 est un poids de o ; o est donc de degré > 7. Comme
9/9, est de dimension < 7, on en conclut que cet espace est de dimension 7.

Nous allons maintenant montrer que cette représentation o est simple.
Observons d’abord que, si X, Y € g, B,(X,Y) ne dépend que de X* et
Y™ ; B, définit donc, par passage aux quotients, une forme bilinéaire B* sur
(9/90) % (8/9) qui est un invariant de la représentation o. Ceci dit, soit M un
sous-espace # {0} de g/g, stable pour o(G). Comme les poids de o sont tous
de multiplicité 1, M est engendré par des vecteurs de g/g, qui appartiennent
a des poids. Soit o la représentation sur ’espace M ; comme les transformés
d’un poids de op; par les opérations de W sont encore des poids de ops, on
voit qu’il n’y a que trois possibilités :

a) ona M =g/go ;

b) M est engendré par les X pour toutes les racines @ = fawo,
t(az+3a1), £(2as +3a1) ;

c) M est engendré par Hj.

De plus, le complémentaire orthogonal de M relativement a la forme bilinéaire
B*, soit M*, est encore stable par ¢(G) ; si donc on était dans le cas b),
lespace K Hj serait également stable par o(G). Tout revient donc a établir
que K HJ n’est pas stable par o(G). Or, supposons pour un moment qu’il en
soit ainsi ; comme G est son propre groupe des commutateurs, Hj est alors
invariant par les opérations de o(G), ce qui signifie que (Ad s)(Hz) — Hs € g,
pour tout s € G. Or on sait que la représentation (Ad s); de g déduite de la
représentation adjointe de G n’est autre que la représentation adjointe de g ;
on en déduit alors que [X, Ho] € g, pour tout X € g. Or il est impossible
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qu’il en soit ainsi, car [Ha, Xo,] = ok (H2)X,, = 2X,, n'est pas dans g,.
Nous avons donc bien établi que la représentation o est simple. Son poids
dominant est manifestement la racine 2as + 31 qui est le poids dominant
wo relatif a la racine as.

La représentation o est une isogénie de G sur le groupe G' = o(G) ;
posons T" = o(T), et désignons par ¢ l'isomorphisme spécial de XQ(T")
sur XQ(T) défini par 0. Son exposant radiciel relatif & la racine ag est
1 (n® 20.3, corollaire au lemme 4) ; son exposant radiciel ¢ relatif & la
racine o est une puissance de 3. Soient of, o les racines de o(G) telles
que p(o)) = qof, p(ah) = ag. Tenant compte de la proposition 5 du
n° 18.3, on voit facilement qu’il n’y a que deux possibilités : ou bien ¢ = 1,
et les entiers de Cartan relatifs au systéme fondamental (af,ab) sont les
mémes que ceux relatifs au systéme fondamental (o, @), ou bien ¢ = 3 et
les entiers de Cartan relatifs & (o], ab) sont les mémes que ceux relatifs a
(a2, 7). Nous allons voir que c’est la seconde possibilité qui se réalise. Con-
sidérons pour cela la représentation ¢ de Z; induite par o. Les sous-espaces
KX3, + KX0, 130, = N1, KX*\, + KX* (15, = Noy, KX5,, 134, = Ns,
KXi(2a2+3a1) = Ny, KH; = Nj sont stables par 7(Z7). Les représentations
sur N3, Ny, N5 sont triviales. Si 'on désigne par @; la restriction de a; a 77,
celle de @ est —% @1 (comme il résulte de la formule {1, as) = —3). Les poids
de la représentation sur I'un ou 'autre des espaces N1, Ny sont donc j:% a1 ;
chacune de ces représentations est donc équivalente a la représentation sim-
ple de poids dominant %al. Comme on est en caractéristique 3, il en résulte
que, si o1 et g9 sont les représentations sur N; et Ny restriction de @, les
coefficients de la matrice qui représente 7;(m1(£)) (s € Z1) relativement &
une base de N; sont des polynémes en £3. Tenant compte de la définition des
exposants radiciels, on en conclut que I'exposant radiciel de ¢ relatif & oy est
3. Nous avons donc prouvé la :

Proposition 1. — 5i K est de caractéristique 3, et si G est un groupe de type
Ga, T un tore mazimal de G et (a1, a9) un systéme fondamental de racines
de G par rapport a T tel que® la réflexion par rapport a oy transforme as en
ag + 3aq, il existe une isogénie de G dont les exposants radiciels par rapport
a oy et ag sont 3 et 1 respectivement.

21.5 Isogénies d’un groupe de type G,

Théoréme 2. — Soit G un groupe algébrique semi-simple de type Go, et soit
T un tore mazimal de G. Soient G' un groupe algébrique semi-simple, T' un
tore mazimal de G' et o un isomorphisme spécial de X(T") sur X(T).
Alors G’ est de type Ga et p est lisomorphisme attaché & une isogénie de G
sur G' qui applique T sur T".

3 Autrement dit, 'entier de Cartan ¢(1,2) est égal & 3, puisque 'on a wi(az) =
az +¢(1,2)as.
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Soit (a1, a9) un systéme fondamental de racines de G par rapport a T
tel que entier de Cartan ¢(1,2) relatif & ce systéme de racines soit 3. Soit
(o, ab) le systeme fondamental de racines de G’ tel que p(of) = ¢ a;, q;
étant une puissance de 'exposant caractéristique de K. Soit ¢/(1,2) Ientier
de Cartan relatif & ce systéme fondamental. On a 3 ¢2 = ¢/(1,2) ¢1 d’apres la
proposition 5 du n°® 18.3 ; comme ¢'(1,2) ne peut prendre que les valeurs 0,
1, 2 ou 3, on voit que 'on a ou bien ¢; = g2, ¢’(1,2) = 3 ou bien g1 = 3¢q,
¢ (1,2) = 1; ce dernier cas n’est possible que si K est de caractéristique 3 ; de
plus, si g1 = 3g2, on a ¢/(2,1) = 3 ; G’ est donc bien en tous cas de type Gs.

Posons dans tous les cas ¢ = gs ; 'isogénie des puissances g-iemes applique
G sur un groupe G de type Gs. Soit T I'image de T, et soit v I"isomorphisme
correspondant de X (T sur X Q(T). 1l existe alors un systeme fondamental
de racines (@y,az) de G par rapport a T tel que y(a;) = qa; (i = 1,2).
L’isomorphisme ¢ se met sous la forme v o0 @, ol P est un isomorphisme de
XQT') sur XR(T) qui applique o sur as et o) sur a; ou 3aq suivant que
1 = g2 = qouque ¢ = 3q.

Supposons d’abord ¢; = gs. Il résulte alors de ce qui a été démontré plus
haut qu'il existe des représentations simples p, p’ de G, G’ respectivement
qui possedent les propriétés suivantes : p (resp. p’) est de poids dominant
@y +2@ (resp. ay+2a7) sonap(Q) = p'(G'), B(T) = p/(T") ;51 T* = B(T),
les exposants radiciels des isomorphismes spéciaux ¢ et ¢/ de XQ(T*) sur
XQ(T) et XQ(T") attachés a7 et p’ sont égaux a 1. Il en résulte que o’ = (.
Par ailleurs, les groupes X (T') et X (T") sont engendrés par les racines ; il en
résulte que P est spécial. Faisant usage de la proposition 7 du n° 18.4, on en
conclut que @ est attaché & un isomorphisme de G sur G/, ce qui démontre
le théoreme dans ce cas.

Supposons maintenant g; = 3¢s ; la caractéristique de K est alors 3, et

nous avons vu au n° 21.4 qu’il existe une isogénie v; de G sur un groupe G
qui applique T sur un tore maximal T de G telle que les exposants radiciels
relatifs a @ et @y de I'isomorphisme spécial (7 attaché a cette isogénie soient 3
et 1 respectivement. On peut alors écrire g = (109, ou P est un isomorphisme
spécial de XQ(T") sur X (T dont les exposants radiciels sont égaux & 1. On
conclut comme plus haut que © est attaché & un isomorphisme de G sur G’
qui applique T sur T", ce qui achéve la démonstration du théoreme.
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22.1 Le groupe Spn

Soit 3 la forme bilinéaire sur K2" x K2" définie par

n

=1

siz=(&,..-,&n), ¥y = (m,...,N2n). Nous désignerons par Spn le groupe
des automorphismes de K?" qui laissent la forme f invariante. On mon-
tre facilement que, si (z,y) et (2/,y’) sont deux éléments de K2 x K?"
tels que B(z,y) = B(2’,y") = 1, il existe une opération de Spn qui trans-
forme x en 2’ et y en y’ (cela résulte immédiatement de la théorie de la
réduction des formes bilinéaires alternées). Soit (eq,...,e2,) la base cano-
nique de K2". Les opérations de Spn qui laissent fixes les points e,,, e, for-
ment un sous-groupe G isomorphe & Sp (n—1), et on a une bijection naturelle
de I’espace homogene Spn/G sur I'ensemble des points (x,y) de K2?" x K"
tels que B(z,y) = 1, ensemble qui est évidemment une hypersurface quadrique
irréductible. Comme Sp 1 = SL(K?) est connexe, on en déduit par récurrence
sur n que Spn est connexe. Comme Sp n opere transitivement sur I’ensemble
des éléments # 0 de K27, son application identique dans GL (K?") est une
représentation simple. Soit T' I’ensemble des matrices diagonales appartenant

a Spn ; pour qu'une matrice diagonale diag (ai,...,as,) appartienne a T,
il faut et il suffit que 'on ait a; a4, = 1 (1 < 7 < n). Il en résulte que
T contient une matrice tg = diag(aq,...,as,) telle que les a; soient tous

distincts ; le centralisateur de to dans GL (K?2") étant le groupe des matri-
ces inversibles diagonales, on voit que T est son propre centralisateur dans
Spn, donc est un tore maximal de Spn. Il résulte du lemme de Schur qu’une
matrice zg du centre de Spn est de la forme cl, ¢ € K, I étant la matrice
unité ; exprimant que ¢l € Spn, il vient ¢ = +1 ; le centre de Spn est donc
d’ordre 2 ou 1 suivant que la caractéristique de K est # 2 ou = 2. Ce cen-
tre étant fini, Spn est semi-simple (n° 20.1, lemme 1). Posons, pour ¢t € T,

t-e; = wi(t)e; ; il est clair que l'on a (en notation additive) wit, = —w; et
que wi,...,w, forment une base du groupe X (T') des caracteres rationnels
de T.

! Exposé de C. Chevalley, le 13.1.1958
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Soient i et j des indices distincts entre 1 et n ; si £ € K, les formules

Tij(§) - €i = e; + &ej
Tij () - €j4n = €jin — &€itn
7i;(§) - ex = ex sik#£i,j+n

Ti,j (5) * €itn = €i4n + 56]‘
Ti,j &) - €jtn = €jyn + &6
&) ep=ex sik#Fitn,j+n

T{é(§) e = e +&ejtn
Tij(f) cej =¢€; +E&eitn
Ti:(8) e = ek sik#1,j

Tz(fg “Citn = €itn + 65

7i(€) - ex = eg sik#i+n
7i(€) - ei = ei + &eitn
() ek =er sik#i

définissent des automorphismes 7;;(€), 77;(€), 775(€), 7:(€), 7/(£) de K*™. On
vérifie facilement que ces automorphismes appartiennent a Spn, et que les

applications § — 7;;(§), £ — 7;(£), £ = 7i3(§), £ = 7i(§), £ — 7i(£) sont des
isomorphismes de K sur des sous-groupes de Spn. De plus, on a, sit € T,

t7i5 ()17 = 7ij (w; () (wi(£)) 71 €)
tr ()t =1 (wi(t) w;(t) )
tr (€t = ((wilt) wi(t) 1)
(&)t = mi((wi(t))*€)
()t =7 ((wi(t)72€).

Il en résulte que w; — wj, £(w; + w;), £2w; sont des racines de Spn. Or il
résulte de ce qui a été dit plus haut que 'on a, pour n > 1,

dimSpn=dimSp(n—1) +4n —1 ;

comme dimSp1 = 3, on a dimSpn = n(2n + 1). Comme on a dim7 = n,
il en résulte que le nombre des racines de Spn est 2n? = 2n(n — 1) + 2n,
donc que les racines que nous avons déja trouvées sont toutes les racines. Il
est clair que w1 — wa,...,wWp_1 — Wn, 2w, forment un systeme fondamental
de racines et que le diagramme de Dynkin correspondant est de type C,. De
plus, on sait que le groupe des poids est engendré par les w; ; le groupe Spn
est donc un groupe simplement connexe de type Cy, (si n > 1).

Le groupe projectif associé a Spn s’appelle le groupe symplectique pro-
jectif, et se note PSpn. Soit f I'application canonique de Spn sur PSpn, et
soit f(T) = T'. L’isogénie f définit un isomorphisme spécial ¢ de XR(T")
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sur XQ(T) ; on sait (proposition 4 du n° 18.3) que les exposants radiciels de
i sont tous égaux a 1, d’ou il résulte que PSpn est encore de type C,,. De
plus, (X (T")) est engendré par les différences mutuelles des éléments +w;
de X(T) ; ce groupe n’est donc autre que le groupe des racines. Il en résulte
que, dans le cas de PSpn, X (T") est engendré par les racines.

22.2 Le groupe SO(2n + 1)

Désignons par e, ..., e, la base canonique de K2t et par SO(2n + 1) le
groupe des automorphismes de déterminant 1 de K2"*!' qui conservent la
forme quadratique ) définie par

Q(in:& €i>= & + En:& Sitn -
i=0 i=1

Supposons d’abord que K me soit pas de caractéristique 2. Dans ce cas, la
forme quadratique @ est non dégénérée ; désignons par (3 le forme bilinéaire
associée a cette forme quadratique. Il résulte du théoreme de Witt que, si
n > 0, les opérations de SO(2n + 1) permutent transitivement entre eux les
couples (z,y) de points de K2"*! tels que Q(z) = 1, Q(y) = —1, B(z,y) =0 ;
ces couples forment une variété irréductible de dimension 4n—1 dans K27+ x
K?"*1 Par ailleurs, les opérations de SO(2n + 1) qui laissent fixes les deux
points xg = e, + ean, Yo = €, — €2y, forment un groupe qui est manifestement
isomorphe & SO(2n — 1). On en conclut, en procédant par récurrence sur n,
que SO(2n + 1) est un groupe connexe de dimension n(2n + 1). Procédant
comme dans le cas de Spn, on voit que les matrices diagonales

t= (ao,al,...7a2n)

contenues dans SO(2n+ 1) sont celles pour lesquelles on a ag = 1, a; aj4n = 1
(1 <i < n); elles forment un tore maximal 7', et le groupe des caracteéres
rationnels de T est engendré par wi,...,w, sit-e; = w;i(t)e; (0 < i < 2n).
Montrons que Uapplication identique de SO(2n+1) dans GL(K?"T1) est une
représentation simple. Soit V un sous-espace # {0} de K?"*! stable par les
opérations de SO(2n + 1) ; V est stable par les opérations de T' ; comme
les fonctions 1, w;, w; L sur T sont toutes distinctes, il en résulte que V est
engendré par ceux des vecteurs eg, e1,. .., e, qu’il contient. Or, si n > 0, les
opérations de SO(2n + 1) permutent transitivement les vecteurs x non nuls
tels que Q(z) = 1 ; si donc ey € V, V contient aussi les vecteurs eg + e;
(1 <i < 2n), dott V = K*7FL Par ailleurs, les opérations de SO(2n + 1)
permutent aussi transitivement entre eux les vecteurs x non nuls tels que
Q(xz) =0;sidonce; € V pouruni > 0, V contient aussi e;,, donc contient
ei + ei1n et par suite aussi eg, ce qui achéve de montrer que V = K27+,
Comme tout élément du centre de SO(2n + 1) est une matrice scalaire, on
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voit tout de suite que le centre de SO(2n + 1) se réduit a son élément neutre.
Il en résulte que SO(2n + 1) est un groupe semi-simple (lemme 1 du n° 20.1).

Si K est de caractéristique 2, la forme bilinéaire 3 associée a @ est
dégénérée ; l'espace des vecteurs x tels que [B(x,y) = 0 pour tout y €
K27+ est Keg. On en déduit I'existence d’une représentation linéaire w de
SO(2n+1) opérant dans K*" ! /Ke,. Cette représentation est injective. Soit
en effet s un élément de SO(2n + 1) tel que w(s) soit I'identité ; on a donc

s-x=uz+u(x)ey

pour tout z € K*"! ; on a Q(z) = Q(s- ) = Q(x) + u(z)?, dott u(z) =
0, ce qui démontre notre assertion. Par ailleurs, 5(z,y) ne dépend que des
classes de z,y modulo Key, de sorte que 3 définit une forme bilinéaire
sur (K2 /Keg) x (K?"t1/Keg), évidemment invariante par les opérations
de w(SO(2n + 1)). On a B(x,2) = 2Q(x) = 0, ce qui montre que 3 est
alternée. La restriction de @) a ’espace engendré par eq,...,es, étant une
forme quadratique non dégénérée sur cet espace, la forme bilinéaire 3 est non
dégénérée. Montrons que tout automorphisme 5 de K21 /Ke, qui laisse la
forme 3 invariante appartient & w(SO(2n+1)). Soit r application canonique
de K271 sur K21/ Keyq, et soit W 'espace engendré par eq, ..., e, ; il y
a un automorphisme s* de K?"*! qui laisse eq fixe, qui transforme W en
lui-méme et qui est tel que 7 o s* =Sor. Il est clair que s* laisse invariante
la forme bilinéaire (3 ; si donc on pose Q1(z) = Q(s* - ) — Q(x), Q1 est une
forme quadratique dont la forme bilinéaire associée est nulle. Comme K est
algébriquement clos, @1 est le carré d’une forme linéaire u ; on a u(eg) = 0.
Posons s - o = s* -z + u(x)eg ; on a encore ros =507, s(eg) = e, de sorte
que s est un automorphisme ; son déterminant est égal a celui de s, donc a
1.OnaQ(s-x) = Q(s* - z) +u(x)?, ce qui montre que s € SO(2n + 1) ; il
est clair que w(s) =3. Le groupe w(SO(2n + 1)) est donc isomorphe & Spn ;
w étant une isogénie, on voit que SO(2n + 1) est encore semi-simple dans ce
cas. De plus, le groupe T' des matrices diagonales contenues dans SO(2n + 1)
est encore un tore maximal ; nous définirons les w; comme plus haut. On
notera que dim SO(2n + 1) = dim Spn = n(2n + 1).
Revenons au cas général. Si ¢ et j sont des indices distincts entre 1 et n,

les formules

Tij(§) - €i = e; + Eej

Tij( ) *€jd4n = €j4n — §€i+n

7i;(§) - ex = ex sik#£i,j+n

“€jn = €jtn — &€

;'ei+n:ei+n+£€j
) - ex = eg sik#i+n,j+n

€5 =65 — feH_n

T@jg;'ei=€i+§ej+n
()-ekzek Sik‘#i,j
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Ti(€) * €itn = €iyn + E€0 — E2 €
Ti(f) € = €9 — 25 €;

7 (&) - ex = ex sik#0,i+n
7(€) - ei = ei + Eeo — & €iyn
Ti(§) -eo =eo — 2§ eipn

7€) - e, = e sik#0,1

définissent des automorphismes de K271 ; on vérifie facilement que ces au-
tomorphismes appartiennent a SO(2n+1) et que les applications £ — 7;;(§),
§— 7,08, § — 1508, & = 1i(§), § — 7/(£) sont des isomorphismes de K
sur des sous- groupeb de SO(Qn +1). Deplusona,siteT,

tTw( )t = 7wy () (wi (1)~ €)
(17 =7 (wi(t) w;i(t) §)
(€)= (wilt) wy(1) 7€)

th(g)t t= i (wi(t) €)

tri(€) ! =7/ ((wit) 1 €).

Procédant comme dans le cas de Sp n, on voit que SO(2n + 1) est de type By,
(en convenant que By = Ay, By = Cs).

On notera que, si K est de caractéristique 2, et si w désigne 'isogénie
construite ci-dessus, w o 7y, w © TU, wo Tl ;; sont des isomorphismes de K
sur des sous-groupes de w(SO(2n + 1)), tandis que (w o 7;)(§) = Ti(€2),
(woT))(&) = Ti(?2), Ti et T, étant des isomorphismes de K sur des sous-
groupes de w(SO(2n + 1)).

22.3 Les groupes de type C,

Soit G un groupe algébrique semi-simple de type C,,. Soient T un tore maximal
de G et wi,...,w, des éléments de XQ(T) tels que les racines soient les
+(w; £ wj) (i < j), £2w;. Posons

Q1 = W] —W2,...,Qp1 = Wnp-1 — Wn, Qp = 2wy ;

les «; forment alors un systeéme fondamental de racines. Le poids dominant
fondamental @y qui correspond & v est wj ; soit p une représentation pro-
jective simple admettant w; comme poids dominant. Le poids w; est un poids
dominant minimal et n’est pas combinaison linéaire a coefficients entiers des
racines ; les poids de p sont donc les transformés +w; (1 < i < n) de wy par
les opérations du groupe de Weyl et sont de multiplicité 1 (n°® 20.2, propo-
sition 1 et son corollaire). La représentation p est donc de degré 2n ; elle
opere sur 'espace projectif P(V') associé a un espace vectoriel V' de dimen-
sion 2n. De plus, 'automorphisme de X®@(T) qui change tout élément en
son opposé appartient au groupe de Weyl ; toute représentation projective
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de G est donc équivalente & sa contragrédiente (corollaire & la proposition
2 du n° 20.3). On en conclut que, si G’ est le groupe linéaire associé a p,
les opérations de G’ laissent invariante une forme bilinéaire non dégénérée 3
sur V x V| symétrique ou alternée. Nous allons montrer que [ est alternée.
Posons Q(z) = fB(x, x) ; c’est une forme quadratique sur V, invariante par les
opérations de G’ ; les opérations de G’ laissent invariante la forme bilinéaire
B’ associée a ). Comme I'application identique de G’ dans GL(V') est une
représentation simple, 4’ est ou bien nulle ou bien non dégénérée ; dans le
second cas, @ est non dégénérée. Or, on a

dim G’ = dim p(G) = dim G = n(2n+ 1),

et 'on sait que le groupe orthogonal d’'une forme quadratique non dégénérée
sur un espace de dimension 2n est de dimension n(2n — 1). Il est donc im-
possible que 3’ # 0. Si K est de caractéristique # 2, il en résulte que Q = 0 ;
si K est de caractéristique 2, il en résulte que @Q est le carré d’une forme
linéaire ; mais cette derniere, étant invariante par G’, est nulle. On a donc
bien @ = 0 dans tous les cas, et 3 est alternée. Or le groupe de tous les
automorphismes de V qui invarient la forme (3 est de dimension n(2n + 1)
égale a celle de G/, et lui est par suite identique ; il en résulte que ce groupe
est G', donc que G’ est isomorphe & Spn et que p(G) est isomorphe & PSpn.
Nous allons maintenant déterminer les exposants radiciels de I'isomorphisme
spécial attaché a p.

Plus généralement, on a la

Proposition 1. — Soit G un groupe algébrique semi-simple de type C,, et soit
f: G — G une isogénie. On a deux possibilités :

a) Le corps K est de caractéristique 2, le groupe G est semi-simple de
type B, et les exposants radiciels de l'isomorphisme spécial attaché a f sont
q,...,9,2q (ot q est une puissance de 2).

b) Le groupe G est semi-simple de type C,, et les exposants radiciels de
l’isomorphisme spécial attaché a f sont tous égauz.

Posons T = f(T), et soit ¢ I'isomorphisme spécial de X (T) sur X ?(T)
attaché & f. Soit @; la racine de G telle que o(@;) = ¢; a;, ¢; étant une
puissance de I'exposant caractéristique de K. Les racines aq,...,q,_1 sont
les transformées les unes des autres par des opérations du groupe de Weyl ;
les nombres ¢, . . ., ¢n—1 sont donc égaux entre eux (n° 18.3, proposition 5) ;
soit ¢’ leur valeur commune, et soit ¢” = g,. Soient c(,j) (resp. ¢(4,7)) les
entiers de Cartan du systéme fondamental (ai,...,a,) (resp. du systeéme
fondamental (@1, ...,@,)) ; on sait que 'on a

C(Z,]) :E(Zaj)QZq]_l

(n° 18.3, proposition 5). On en conclut que c¢(é,i+1) =1si1 <i <n—2,
2 =¢(n—1,n)q¢ ¢"~t. Comme ¢(n — 1,n) ne peut prendre que les valeurs
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1,2 ou 3, on a ou bien én — 1,n) = 1, ¢ = 2¢” ou bien &(n — 1,n) = 2,
q¢' = ¢”. Dans le premier cas, K est nécessairement de caractéristique 2 et
I'on a ¢(n,n — 1) = 2, de sorte que G est de type B,,. Dans le second cas, G
est de type C),. C.Q.F.D.

Revenons maintenant au cas ot f est la représentation projective p con-
sidérée ci-dessus ; on sait que I'on a alors ¢; = 1 (n°® 20.3, corollaire au lemme
4), de sorte qu’on se trouve dans le second cas (cela résulte d’ailleurs aussi
de ce que p(G), étant isomorphe a PSpn, est de type C,,). Les exposants
radiciels de p sont donc tous égaux a 1. Nous avons donc prouvé que tout
groupe semi-simple G de type C,, admet une isogénie sur PSpn dont tous les
exposants radiciels sont égauz a 1.

Soit G* un autre groupe de type C,, et soit T un tore maximal de
G*. Soit (af,...,a) un systeme fondamental de racines de G* tel que le
diagramme de Dynkin correspondant soit

1 1 1 2

[¢] [e] [¢] [e]

Il existe un isomorphisme de XQ(T*) sur XQ(T) qui applique o sur «;
(1 <1 < n). Si cet isomorphisme applique X (7*) sur X(7T'), les groupes G
et G* sont isomorphes (n° 18.4, proposition 7). Par ailleurs, dans le cas d’un
groupe de type Cy,, le groupe des poids contient le groupe des racines comme
sous-groupe d’indice 2. On en conclut que, si l'indice dans X (7*) du groupe
des racines de G* est égal a I'indice dans X (T') du groupe des racines de G,
G et G* sont isomorphes. Nous arrivons donc au résultat suivant :

Théoréme 1. — Tout groupe algébrique semi-simple de type C,, est isomorphe
a l'un ou lautre des groupes Spn ou PSpn.

22.4 Isogénies d’un groupe de type C,

Nous nous proposons de démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 2. — Soit G un groupe algébrique semi-simple de type Csy ; soit
T un tore mazximal de G. Soient G' un groupe algébrique semi-simple et T'
un tore mazximal de G'. Supposons qu’il existe un isomorphisme spécial ¢
de XR(T") sur XR(T) ; ¢ est alors attaché a une isogénie de G sur G' qui
applique T' sur T'.

On sait déja qu'il existe? un groupe simplement connexe Gy de type Cs
et une isogénie fy de Gg sur G ; si Tj est le tore maximal de Gy tel que
f(Ty) = T, fo définit un isomorphisme spécial pg de XQ(T) sur XQ(Tp).
L’application (g o ¢ est un isomorphisme spécial de X Q(T") sur X ?(Tp) ; s’il

2 Le groupe Sp 2 est simplement connexe, de type Ca, et on utilise le théoréme 1 !
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est attaché a une isogénie de Gy sur G’, le théoreme sera établi en vertu de
la proposition 6 du n° 18.4. On peut donc supposer G simplement connexe®.
Soit (a1, @) un systeme fondamental de racines de G tel que le diagramme

de Dynkin correspondant soit

[e] _— [¢]

Soient g1 et g2 les exposants radiciels de ¢ relativement a oy et as ; d’apres la
proposition 1, on a ou bien ¢; = g2 ou bien g1 = 2¢2. L’isogénie des puissances
go-iemes applique G sur un groupe G et T sur un tore T ; il lui correspond
un isomorphisme spécial  de X Q(T) sur X (T dont les exposants radiciels
sont égaux & ¢o. Comme % applique X (T) sur g2 X (7)), il est clair que G est
encore simplement connexe. L’isomorphisme ¢ se met sous la forme P o ¢,
ol ¢ est un isomorphisme de XQ(7”) sur X?(T), qui applique le groupe
des racines de G’ dans celui de G. Comme G est simplement connexe, ¢
est spécial. Si @1 est attaché & une isogénie de G sur G/, ¢ est attaché a
une isogénie de G sur G'. Nous pouvons donc nous ramener au cas ou G est
simplement connexe et g3 = 1. Supposons désormais qu’il en soit ainsi.

Considérons d’abord le cas o1 ’on a aussi g; = 1. Soit 7" un tore maximal
de PSp2 et soit (af,ay) un systéme fondamental de racines de PSp2 par
rapport & T” tel que le diagramme de Dynkin correspondant soit

1 2

[e] _— (@]

Nous savons qu’il existe des isogénies g et ¢’ de G et G’ sur PSp 2 telles que
g(T) = ¢'(T") = T" et que les isomorphismes spéciaux v, v’ attachés & g et ¢’
appliquent o sur «; et o) respectivement, o/ étant la racine de G’ telle que
o(af) = ;. On ay = o+’ ; il en résulte que ¢ est attaché & une isogénie
de G sur G’ (n° 18.4, proposition 7).

Considérons maintenant le cas o1 g1 = 2 ; K est alors de caractéristique 2.
Posons G* = SO(5), G** = Sp2 ; nous avons vu au n° 22.2 qu’il existe
une isogénie w de G* sur G**, des tores maximaux T et T** de G* et
G** respectivement tels que w(T*) = T** et des systémes fondamentaux
de racines (af,a3) et (af*,a3*) de G* et G** qui possedent les propriétés
suivantes : les diagrammes de Dynkin associés a ces systemes fondamentaux
sont tous deux le diagramme

2

e] _— [¢]

et les exposants radiciels de I'isomorphisme spécial § de X Q(T**) sur X (T*)
attaché & w sont 2 et 1 respectivement?. Par ailleurs, SO(5) est de type

3 (est-a-dire isomorphe & Sp 2.
4 Prendre garde que l'on a 2af = 0(a3*) et ab = 0(ai*) !
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By = C5 et Sp 2 est simplement connexe de type C5 ; comme G est simplement
connexe de méme type que SO(5), il existe donc des isogénies g de G sur SO(5)
et ¢’ de Sp2 sur G’ telles que g(T) = T*, ¢'(T**) = T’ et que les exposants
radiciels des isomorphismes spéciaux «y et v’ attachés & g et g’ soient égaux
a 1. On a alors ¢ = yo 6 o~ ; il en résulte que o est attaché a I'isogénie
g ocwogde G sur G, ce qui acheve la démonstration du théoreme.

22.5 Isogénies d’un groupe de type A; + A,

Théoréme 3. — Soient G un groupe algébrique semi-simple de type Ay + Ay
et T un tore maximal de G. Soient G' un groupe algébrique semi-simple et
T’ un tore mazimal de G'. Supposons qu’il existe un isomorphisme spécial
de XQT') sur XQ(T) ; G est alors de type A1 + Ay et @ est attaché a une
isogénie de G sur G' qui applique T sur T'.

11 résulte immédiatement de la proposition 5 du n° 18.3 que G’ est de type
A1+ Aj;. Soit G le groupe SL(K?) x SL(K?), et soit T un tore maximal de G.
Le groupe G est manifestement simplement connexe. On voit facilement qu’il
existe des isomorphismes spéciaux v et 7/ de X9(T) et X(T") sur X(T)
tels que 4" = yog. Tenant compte de la proposition 6 du n® 18.4, on voit qu’il
suffit de démontrer le théoréme 3 dans le cas oit G = SL(K?) x SL(K?). Soit
(a1, a2) un systéeme fondamental de racines de G par rapport a T ; soient o}
et af les racines de G’ par rapport a 1" telles que p(of) = ¢ «; (i = 1,2),
les ¢; étant des puissances de ’exposant caractéristique de K. Sii =1 ou 2,
les racines a;, —ay; (resp. o, —a}) forment un systéme fermé de racines de G
(resp. G') ; il lui correspond un sous-groupe G; (resp. G}) de G (resp. G') ;
G, est isomorphe a SL(K?) ; on a G = G G2, G' = G G} et tout élément
de G (resp. G}) commute & tout élément de G2 (resp. G5). Le groupe G;
(resp. GY) possede un tore maximal T; (resp. T}) contenu dans T (resp. 1)
et l'ona T =Ty T, T' = T| T5. La restriction @; (resp. @}) de «a; (resp. o)
a T; (vesp. T!) est une racine de G; (resp. G%)°. Comme G; est isomorphe a
SL(K?), il existe une isogénie f; de G; sur G qui applique T; sur T telle que
I'isomorphisme spécial ; de X Q(T}) sur X (T;) attaché  f; applique o, sur
¢; ;. Comme application (s1,$2) — s1 52 est un isomorphisme de G; x Ga
sur G, il existe une isogénie f de G sur G’ telle que f(s152) = f1(s1) fa(s2) si
s;i € G; (1 =1,2). Il est clair que f applique T sur T’ et que 'isomorphisme
spécial de X Q(T") sur X Q(T) attaché & f est ¢, ce qui démontre le théoreme.

5 Pour toutes ces affirmations, voir le théoreme 1 du n° 17.2, le corollaire de la
proposition 1 du n°® 17.3 et le théoréeme 2 du n°® 17.4.
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23. Existence d’isogénies

23.1 Existence de groupes simplement connexes

Proposition 1. — Soit G un groupe algébrique semi-simple. Il existe alors
une isogénie h d’un groupe algébrique semi-simple simplement connexe G' sur
G. De plus, T étant un tore mazimal de G et T' le tore mazimal de G’ tel que
h(T") = T, on peut supposer que les exposants radiciels de l’isomorphisme
spécial n de X(T) sur XQ(T") attaché a h sont tous égaur a 1.

Soit (aq,...,q,) un systeme fondamental de racines de G par rapport
a T ; soit w; le poids dominant fondamental relatif a «; et soit p; une
représentation projective simple de poids dominant w; de G (proposition 5 du
n° 15.3). Nous désignerons par G; le groupe linéaire associé & la représentation
pi et par f; Papplication naturelle de G; sur p;(G). Soit G’ la composante

neutre dans le groupe des (s1,...,8n,5) € G1 X ... x G, X G tels que 'on
ait p;i(s) = fi(si) (1 < i < n) ; les projections de G1 X ... x Gy, x G sur
ses différents facteurs définissent des homomorphismes h1,...,h,,h de G’

dans G1,...,Gn, G ; on a f; 0o h; = p; o h. Les noyaux des f; étant finis, il
en est de méme de celui de h. Pour tout s € G, il existe des s; € G; tels
que fi(s;) = pi(s), d’ott on déduit que dimG’ > dim G ; h est par suite
une isogénie. Soit T” le tore maximal de G’ tel que h(T') = T, et soit 7
I'isomorphisme de X Q(T) sur XQ(T") attaché a h. Posons 1(a;) = ¢; o, q;
étant une puissance de l'exposant caractéristique de K et o/ une racine de
G’. Soit 7/ un isomorphisme de K sur un sous-groupe de G’ associé a la racine
of s sin(oy) = ¢ of, ona h(7](€)) = 7(£%) (pour € € K), ol 7; est un isomor-
phisme de K sur un sous-groupe de G associé a la racine «; ; nous voulons
montrer que ¢; = 1. Or p;o7; est un homomorphisme de K sur un sous-groupe
de p;(G) formé d’éléments unipotents. Il en résulte (n° 18.3, proposition 4)
qu’il existe un homomorphisme 7; de K dans G; tel que f; o7, = p; o 7;. On
a donc, pour tout ¢ € K,

(fioTi)(€") = pi(ri(§")) = (pi 0 h)(7; (&) = fil(hi 0 T})(£)) ;

il en résulte immédiatement (le noyau de f; étant composé d’éléments semi-
simples) que h;(7/(§)) = 7:(£%). Or on a

(&) = (ha(7/(€)),- - hn(7{(€)) , h(7](£))) s

1 Exposés de C. Chevalley, les 20.1.1958 et 27.1.1958
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il en résulte immédiatement que ¢; = 1. Nous avons donc prouvé que les
exposants radiciels de 7 sont tous égaux a 1 (ce qui montre incidemment
que G’ est du méme type que G). Il en résulte que les @, = n(w;) sont
les poids dominants fondamentaux de G’ relatifs au systeme fondamental
(af,...,al). Pour chaque i, p; o h est une représentation projective simple
de poids dominant w) de G’. Comme cette représentation s’écrit f; o h;, on
voit que h; est une représentation linéaire simple de poids dominant w), de
G', d’ot w) € X(T"). Ceci étant vrai pour tout ¢, G’ est simplement connexe.

Proposition 2. — Soient G un groupe algébrique semi-simple simplement
conneze et T un tore maximal de G. Pour toute racine o de G par rapport
aT, soit Z, le sous-groupe presque simple de dimension 3 de G associé€ a la
racine «. Les groupes Z, sont alors tous isomorphes a SL(K?).

Soit (e, ..., ay) un systéme fondamental de racines. Comme toute racine
peut étre transformée en I'une des a; par une opération du groupe de Weyl, il
suffit de faire la démonstration dans le cas ou « est une racine fondamentale,
soit a = 4. Soit w le poids dominant fondamental relatif & la racine «,
et soit p une représentation linéaire simple de G' de poids dominant w (il en
existe une puisque G est simplement connexe). La représentation p induit une
représentation linéaire p* de Z,, ; si T, est le tore maximal de Z,, contenu dans
T, la restriction w* de w a Ty, est un poids de p*. Or, si w est la réflexion par
rapport & o, on a w(w) = w—«. Soit a* la restriction de o & T}, qui est 'une
des racines de Z,, et soit w* la réflexion par rapport a cette racine, opérant
dans X (T,) ; on a w*(w*) = w* — a*, mais aussi w*(w*) = —w™* ; il en
résulte que w* = %a*. Puisque %a* appartient a X (T,), Z, est isomorphe
a SL(K?).

23.2 Isogénies attachées & un méme isomorphisme
spécial

Proposition 3. — Soient G et G’ des groupes algébriques semi-simples, T et
T’ des tores mazimauz de G et G' respectivement, [ et f1 des isogénies de
G sur G’ telles que f(T) = f1(T) = T'. Si les isomorphismes spéciauz de
XQT") sur XQ(T) attachés a f et fi sont égaus?, on a fi = fog, ou g est
un automorphisme intérieur de G produit par un élément de T .

Faisant usage de la proposition 7 du n° 18.4, on voit qu’il existe une
isogénie g de G sur lui-méme qui applique T sur lui-méme, et qui possede les
propriétés suivantes : on a f; = f o g, et I'isomorphisme spécial de X ?(T)
sur lui-méme attaché a g est ’automorphisme identique ; de plus, g est un
automorphisme de G. Il est clair que g coincide avec l'identité sur 7. Il en
résulte que g est un automorphisme intérieur produit par un élément de T
(¢f. la démonstration de la proposition 1 du n® 17.3).

2 Cette hypothese signifie évidemment que f et fi ont méme restriction & T



23.2 Isogénies attachées a un méme isomorphisme spécial 249

Proposition 4. — Les notations étant celles de la proposition 3, soit de plus
(a1,...,00) un systéme fondamental de racines de G par rapport a T ; pour
chaque i, soient Z; le sous-groupe presque simple de dimension 3 de G as-
socié a oy, T; le tore maximal de Z; contenu dans T et s; un élément du
normalisateur de T; dans Z; n’appartenant pas a T;. Supposons que G et G’
soient simplement connexes, que les isomorphismes spéciaux attachés a f et
f1 soient égaux® et que f(s;) = fi1(s;) pour touti. On a alors f = fi.

Comme 71, ..., Z, engendrent G (n° 13.3, proposition 5), il suffit de mon-
trer que, pour tout 7, les restrictions f; et fi; de f et fi a Z; sont égales.
D’apres la proposition 3, on a f; = fog, ou g est un automorphisme intérieur
de G produit par un élément de T', d’ou g(Z;) = Z; pour tout ¢ ; on a donc
[i(Z:) = f1,:(Z;). Soit T} = fi(T;) = f1,:(T;) ; comme f; et f1,; coincident
sur T;, les isomorphismes spéciaux de X Q(T/) sur X Q(T;) attachés & f; et
f1,i sont égaux ; il en résulte que f;; = f; o h;, olt h; est un automorphisme
intérieur de Z; produit par un élément t; de T;.

Par ailleurs, f; est bijective. En effet, s’il n’en était pas ainsi, le centre de Z;
serait d’ordre 2, de sorte que la caractéristique de K serait # 2, et Z! = fi(Z;)
serait isomorphe & PL(K?) ; mais Z! est le sous-groupe de dimension 3 de
G’ associé & une racine de G’ par rapport a T et est par suite isomorphe &
SL(K?) (proposition 2) puisque G’ est simplement connexe.

L’égalité fi(s;) = f1,i(s;) entraine donc h;(s;) = s;. Il nous suffira de
montrer que ceci entraine que h; est I'identité. Or on a s t; s, = t; *, d’olt
si = hi(si) =t;sit; ' = s;t; % et par suite t; > = e (I’élément neutre). Or, T;
est isomorphe au groupe multiplicatif K* des éléments # 0 de K. Si K est
de caractéristique 2, la relation t? = e entraine t; = e. Sinon, T; n’a qu’un
seul élément d’ordre 2, et cet élément appartient au centre de Z;, car Z;,
étant isomorphe & SL(K?), a un centre d’ordre 2. Donc, dans tous les cas, t;
appartient au centre de Z;, ce qui montre que h; est 'identité.

Proposition 5. — Soient G un groupe algébrique semi-simple, T un tore
mazimal de G, (aq,...,q,) un systéme fondamental de racines de G par
rapport a T. Pour chaque i, soit Z; le sous-groupe presque simple de dimen-
sion 3 de G associé & oy, T; le tore mazimal de Z; contenu dans T et s;, s,
des éléments du normalisateur de T; dans Z; n’appartenant pas a T;. 1l existe
alors un élément t de T tel que ts;t™' = s, (1 <i<n).

Ona s} = t; s;, oi t; est un élément de T;. Observons maintenant que, pour
toutt € T,onatZ;t ' = Z;, t Tyt~ =T; il en résulte que t s, t " si_l e T;.
Soit f l'application

t— (tsit tsyt . tsat bt

n

de T'dans Ty x ... xT,. Comme T est commutatif, f est un homomorphisme.
Montrons qu’il est de noyau fini. Soit ¢ un élément de ce noyau. L’opération

3 Voir la note précédente. Noter le corollaire suivant de la proposition 4 : si f et
f1 coincident sur le normalisateur N(7T') de T' dans G, on a f = fi.
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du groupe de Weyl qui correspond a s; est la réflexion par rapport a «; ; on a
donc a;(s;t's71) = (e (t')) ™! pour tout ' € T, d’ott o (t) = +1 (1 < i < n),
d’ou notre assertion résulte immédiatement. On en conclut que

dim f(T) =dimT =n=dim (71 x ... x Ty,);

comme les groupes algébriques T' et T7 X --- x T3, sont connexes, on a donc
f(T) =Ty x...x Ty, ce qui démontre la proposition 5.

23.3 Enoncé du théoréme. Notations

Nous nous proposons de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1. — Soient G et G’ des groupes algébriques semi-simples, T et T"
des tores mazimauz de G et G' respectivement et o un isomorphisme spécial
de XQT") sur XQ(T). Il existe alors une isogénie f de G sur G' appliquant
T sur T’ et telle que @ soit lisomorphisme spécial attaché a f.

Nous utiliserons les notations suivantes. Pour chaque racine oo de G par
rapport a T, nous désignerons par 7, un isomorphisme de K sur un sous-
groupe de G associé a a et par Z,, le sous-groupe presque simple de dimension
3 de G associé & « ; si o est laracine de G’ telle que p(’) = g(a) «, g(a) étant
une puissance de 'exposant caractéristique de K, nous désignerons par 7., un
isomorphisme de K sur un sous-groupe de G’ associé & o et par Z/, le sous-
groupe presque simple de dimension 3 de G’ associé & o’. Si a et 8 sont des
racines de G, nous désignerons par Z,3 le sous-groupe radiciel de G défini par
I’ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires & coefficients rationnels
de a et [ et par Z(’w le sous-groupe radiciel de G’ défini par I’ensemble des
racines qui sont combinaisons linéaires & coefficients rationnels de o, 3’ ; Zog
et Z;B sont donc des groupes semi-simples de rang 1 ou 2. Nous désignerons
par Ty (vesp. T}, Tag, T}5) le tore maximal de Z, (vesp. Z,, Zag, Z,5)
contenu dans T (resp. T, T, T"). Nous désignerons par N(T) et N(T’) les
normalisateurs de T' et T’ ; pour toute racine «, nous désignerons par s,
(resp. s.,) un élément de N(T) N Z, (resp. N(T") N Z!,) non contenu dans
T (resp. T'). Nous désignerons par (asq,...,a,) un systéme fondamental de
racines de G ; pour chaque %, nous désignerons par « la racine de G’ telle
que p(a}) = ¢; a4, q; étant une puissance de I’exposant caractéristique de K ;
of,...,al forment donc un systeme fondamental de racines de G'. Si @ = o,
nous écrirons 7;, Z;, Ty, si, 71, Z1, T!, s, au lieu de 7o, Zu, Ty Sas Ths Za,
T, so- Sia = «;, B = «aj, nous écrirons Ty, Zij, T}, Z;; au lieu de Ty,
Zog, To/éﬁ7 Z&ﬁ.

23.4 Premiéres constructions

Comme on a p(X(T")) C X(T), il existe un homomorphisme fr de T sur T”
tel que X' (fr(t)) = (p(x’))(t) pour tout t € T et tout caractere rationnel x’
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de T’ ; si ¢ est attaché & une isogénie f de G sur G’, f prolonge fr. Si «, 8
sont des racines, fr applique T,g sur To’tﬁ.

Proposition 6. — Si ¢ est attaché a une isogénie [ de G sur G', ¢ est
aussi attaché & une isogénie f1 de G sur G' telle que lon ait fi(s;) = s
(1<i<n)

On a évidemment f(Z,) = Z.,, f(N(T)) C N(T") ; f(sa) est donc un
élément de Z!, N N(T"). Comme on a s, ts,! =t~ pour tout t € T,, on a
f(sa)t f(s31) =t'~1 pour tout ¢ € T'. 1l résulte de la qu'on a

fls)=tis; (1<i<n)
avec des t; € T/. Il existe un automorphisme intérieur h’ de G’, produit par
un élément de 7", qui transforme f(s;) en s} (1 < i < n) (proposition 5) ;
posons f; = h’ o f. L’application fi est encore une isogénie de G sur G’ ;
comme h' laisse fixes les éléments de T”, on a f1(T) = T’ et I'isomorphisme
spécial de X Q(T") sur XQ(T) attaché & f; est encore ¢, ce qui démontre la
proposition 6.

Soient o et 3 des racines de G par rapport a T ; la restriction de fr & Ty
est une isogénie de ce groupe sur 17, 5 ; elle définit un isomorphisme ¢qg de
XQ(T(LB) sur XQ(T,p) qui applique X(T,3) sur un sous-groupe de X (Tup).
Considérant T, et T}, 5 comme des tores maximaux des groupes Zag et Z, 3,
montrons que @, est spécial. Les racines de Z;, 5 sont les restrictions a T,
de celles des racines de G’ qui sont combinaisons linéaires rationnelles de o’
et 3. Si 4’ est 'une de ces racines, on a p(7') = q(7)7v, ol v est une racine
de G qui est combinaison linéaire rationnelle de « et 3, et on obtient de cette
maniere toutes les racines de G qui sont combinaisons linéaires rationnelles
de a et (3 ; de plus, il est clair que ¢, g applique la restriction de 7’ & T(gﬁ sur
le produit par ¢(vy) de la restriction de v & T ; ceci établit bien que @q3 est
spécial. Or Z,3 est de rang 1 ou 2 ; s’il est de rang 1, il est de type A; ; s’il
est de rang 2, il est de 'un des types Aa, Co, G2 ou A; + A;. Faisant usage
des théoremes 1 du n° 20.3, 2 du n° 22.4, 2 du n° 21.5 et 3 du n° 22.5, on
obtient le résultat suivant :

Proposition 7. — La restriction de fr a Tz peut se prolonger en une isogénie
fap de Zop sur Z(’lﬁ.

Démontrons maintenant la

Proposition 8. — L’application fr peut se prolonger en un épimorphisme de
N(T) sur N(T") qui applique s; sur s; (1 <i<n).

Désignons par W le groupe de Weyl de G et par w; la réflexion par rapport
a «;. Introduisons un groupe libre W* & n générateurs wf (1 < i < mn) ; il
existe un homomorphisme a* de W* dans le groupe des automorphismes de T'
qui associe a tout w; 'automorphisme ¢t — s;ts; 1 de T ; formons le produit
semi-direct N*(T) de T et W* relativement aux opérateurs a*(w*) ; nous
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considérerons 7' comme un sous-groupe invariant de ce groupe. Il est clair
qu’il existe un homomorphisme u* de N*(T') dans N(T') qui coincide avec
l'identité sur T et qui applique w} sur s; (1 <i < n).

Déterminons le noyau U* de u*. Si i et j sont des indices entre 1 et n,
soit m(i, j) Uordre de I’élément w; w; de W ; posons (s; s;)™47) = t;; € T.
Il est clair que U* contient le plus petit sous-groupe invariant Uj de N*(T))
qui contienne les éléments

* _ 4—1 * % \m(i,7)
z =ty (w; wy) )

Nous allons montrer que l’on a Uy = U*. L’homomorphisme u* définit par
passage aux quotients un homomorphisme u} de N*(T')/U§ dans N(T') dont
il suffira de montrer que c’est un monomorphisme. Il est clair que g in-
duit un isomorphisme de TU;/Ug sur T ; il suffira donc de montrer que
I’homomorphisme uj de N*(T')/TU; dans N(T')/T déduit de ufy par passage
aux quotients est un monomorphisme. Or N*(T')/T est canoniquement iso-
morphe & W* et le groupe qui correspond & TUj /T dans cet isomorphisme
est le plus petit sous-groupe invariant de W* contenant les (w} w;f)m(i*j). On
sait que ce groupe n’est autre que le noyau de 'homomorphisme de W* sur
W qui applique w} sur w; (1 <4 <n) (n° 14.5, théoreme 1). On en conclut
que Pordre de N*(T')/TU{ est égal a celui de W, donc a celui de N(T)/T.
Par ailleurs, uf(N*(T)/TU;) contient les classes des s; modulo T et est par
suite N (T')/T tout entier, ce qui montre bien que u} est un monomorphisme,
et méme que uf est un isomorphisme de N*(T')/Ug sur N(T).

Ceci étant, montrons que fr se prolonge en un homomorphisme f* de
N*(T) dans N(T") qui applique w} sur s; (1 <i < n). Il suffit pour cela de
montrer que 'on a s} fr(t) s’;l = fr(s;its;') si t € T. Or, désignons par x’
un caractere rationnel quelconque de T” et par w) la réflexion par rapport &

r
o; ;ona

X (87 fr(8) s ) = (i () (fr(0) = (i (X)) 3

mais on sait que 'on a ¢ ow; = w; o p (n° 18.3, proposition 5) ; la formule &
démontrer résulte immédiatement de la.

Montrons maintenant que U* est contenu dans le noyau de f*. Il suffit de
montrer que, si ¢ et j sont des indices entre 1 et n, z;; appartient au noyau
de f*. Or la restriction de fr a Tj; peut se prolonger en une isogénie f;;
de Z;; sur Z;; (proposition 7), et 'on peut méme supposer en vertu de la
proposition 6 que f;;(s;) = s, fij(s;) = s; Il en résulte que l'on a

fr(tiy) = (s} s5)m09)
d’ou il résulte immédiatement que l'on a f* (z:‘J) = 1. Il résulte de la que f*
définit par passage aux quotients un homomorphisme fx 7y de N(T) dans
N(T’) qui prolonge fr et applique s; sur s} (I < ¢ < n). Cet homomor-
phisme est un épimorphisme car N(T") est engendré par T” et par les s.
Ceci démontre la proposition 8.
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Nous désignerons dans ce qui suit par fy(7) 'homomorphisme (évidem-
ment unique) de N(T') sur N(T") qui prolonge fr et applique s; sur s} (1 <
i < n). Soient s un élément quelconque de N(T') et w l'opération correspon-
dante du groupe de Weyl de G ; posons fx(1y(s) = s’ et soit w’ 'opération du
groupe de Weyl de G’ définie par s’ ; w et w’ sont alors liées par la relation
pow’ = wop. Soit en effet ¥’ un caractere rationnel de T”. On a, pour ¢t € T,
X (fiver) (571 ts)) = (0(X)(s7 ts) = ((woy)(x'))(t) ; mais le premier mem-
bre est aussi égal & x/(s'~! fr(t)s’), donc a

(W (X)) (fr(#) = ((p 0w ) (X)),

ce qui démontre notre assertion.

Montrons que l'on a f(sy) € Z/, pour toute racine o de G par rapport
a T. Il existe une racine fondamentale «; et une opération w du groupe de
Weyl W de G telles que o = w - a; (n°® 13.3, proposition 5) ; soit s un
élément de N(T') qui produise lopération w. Il est clair que l'on a alors
sZ;s~1 = Z,, de sorte que 'on peut écrire s, = s3;s L, oll 5; est un
élément de Z; qui ne differe de s; que par un élément de T;. Il en résulte
que l'on a fn(r)(sa) = 8 fnr)(5:) s’ en posant s' = fi(r)(s). Si w' est
Popération du groupe de Weyl W’ de G’ qui correspond a ', il résulte de la
relation fn(r(3:) € T} s; C Z] que fn(r)(sa) appartient au groupe Zj, avec
B =w'(ca}). Or on a

e(B) = w(p(a;) = qlai) w(ai) = q(ev) v,

ce qui montre bien que 3 n’est autre que la racine o de G’ qui correspond
a a, d’ott finalement fy(7)(sa) € Z[,. Nous pouvons donc supposer les s,
choisis de telle maniére que l'on ait

fN(T)(sa) = six

pour tout o ; c’est ce que nous ferons désormais.

23.5 Présentation d’un groupe semi-simple

Proposition 9. — Soient G* un groupe abstrait et h un homomorphisme de
G* dans G ; supposons les conditions suivantes satisfaites :

1) G* contient un sous-groupe N*(T') tel que h induise une bijection de
ce groupe sur N(T') ; si a est une racine de G, on désigne par s¥, l’élément
de N*(T) tel que h(s}) = sq ; on désigne par Ty le sous-groupe de N*(T') tel
que h(TX) =T, ; si a, B sont des racines, on désigne par Ts le sous-groupe
de N*(T) tel que h(T;5) = Tup ;

2) pour chaque racine a, G* contient un sous-groupe Z* tel que h induise
une bijection de Z}, sur Z, et que T} C Z%, s, € Z% ;
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3) si « et B sont des racines de G, G* contient un sous-groupe Zs tel
que h induise une bijection de Z 5 sur Zag et que Uon ait Z3 C Zj5 pour
toute combinaison linéaire rationnelle v de o et B qui est une racine ;

4) G* est engendré par les Z7 pour toutes les racines c.

L’homomorphisme h est alors un isomorphisme.

Nous choisirons un groupe de Borel B de G contenant 7. Rappelons
que, si I'(T) est le groupe des groupes & un parametre de T, I'espace vec-
toriel I'(T) = Q ® I'(T) est en dualité avec X(T) = Q ® X(T). Nous
choisirons un élément A de la chambre de Weyl C qui correspond a B tel que
les valeurs prises en A par deux racines distinctes soient toujours distinctes.
Nous désignerons par d1, ..., dn les racines qui sont négatives sur C arrangées
dans un ordre tel que l'on ait

(N 01) <\ da) <o < (N ON);

les (A, d;) étant < 0, on voit que, si dj est combinaison linéaire & coefficients
entiers > 0 de d; et ¢;, on a k < min (4, j). Soit B* le groupe des éléments
unipotents de B ;si 1 < ¢ < N, B*N Zs, est un groupe P; isomorphe a
K ; nous désignerons par P/ le sous-groupe de Zj, tel que h(P¥) = P;. Si
1 <k < N, nous désignerons par B} I’ensemble P ... Py (i.e. 'ensemble des
Ui ...ug, u; € P;) et par B;* ensemble Py ... P;. Il résulte du corollaire au
lemme 1 du n°® 17.2, que les B} sont des sous-groupes de . Montrons que
ce sont des sous-groupes invariants de B. Comme chaque P; est transformé
en lui-méme par les automorphismes intérieurs produits par les éléments de
T, il suffira de montrer que, si u € P;, i étant un indice quelconque entre 1
et N,on a

uBfu™t = B} ;

or il résulte encore du corollaire au lemme 1 du n° 17.2 que B} P; est un
sous-groupe de B, puis du lemme 1, b) du n° 13.1, que B} est un sous-
groupe invariant de B} P;. Montrons maintenant que Bj* est un sous-groupe
invariant du groupe B** engendré par les P*. Nous procédons par récurrence
sur k ; désignant par Bg" le groupe réduit a son élément neutre, supposons
que l'on ait £ > 0 et que notre assertion soit vraie pour k — 1. Il résulte
immédiatement de I’hypothese inductive que B;* = B, Py est un groupe ;
pour montrer qu’il est invariant, il suffira de montrer que, si ¢ > k, u* € P},
on a

u* Pru*~! C Byt

Nous utiliserons pour cela le groupe Zj 5 . Posons u = h(u*) ; soit v* un
élément de Py et soit v = h(v*). L’élément uvu~"' de Zs,5, est dans le groupe
engendré par les P; pour les j < k tels que J; soit combinaison linéaire a
coefficients entiers > 0 de J; et Jy, le coeflicient de d étant # 0 (théoreme 1
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du n® 17.2). Les groupes P} correspondants sont dans Z5 ;5 ; comme h induit
un isomorphisme de Z5 ; sur Zs, s, , u* v* u*~! est dans le groupe engendré
par les PF pour les j possédant les propriétés indiquées, donc est dans B, ce
qui montre que B;* est distingué. On conclut de 1a que B** = B}*. D’apres
le théoréme 1, d) du n°® 13.2, un élément de B* ne se met que d’une seule
maniére sous la forme u; ...uy, avec u; € P; (1 <14 < N), on voit que h
induit un isomorphisme de B* sur B™.

Nous désignerons par T* le sous-groupe de N*(T') tel que h(T*) =T. Ce
groupe est engendré par les T pour toutes les racines a de la forme d;. Si
a = J; et si § est une racine quelconque, 'existence de 1'isomorphisme induit
par h de Z 5 sur Z,3 montre que le normalisateur de P;" contient T7 ; ceci

étant vrai pour toute racine 3, on voit que le normalisateur de P contient
T*. Ceci étant vrai pour tout ¢, le normalisateur de B*" contient 7*. On en
conclut que B* = B**T* est un sous-groupe de G* ; comme B est produit

semi-direct de B* et T', h induit un isomorphisme de B* sur B.

Pour chaque opération w du groupe de Weyl W de G, nous choisirons un
élément s(w) de N(T') dont la classe modulo T soit w (en identifiant W a
N(T)/T) ; nous désignerons par s*(w) I’élément de N*(T') tel que h(s*(w)) =
s(w) ; on peut supposer que s(w) = Sq, s*(w) = s si w est la réflexion w,
par rapport a une racine a. Nous supposerons de plus que B est le groupe
de Borel qui correspond au systeme fondamental (a1, ..., a,). Pour toute
racine «, nous désignerons par P, le sous-groupe unipotent de G associé
a la racine « ; on a donc P, = P, si o = 6;, P, C Zo, = Z_, ; nous
désignerons par P} le sous-groupe de Z* tel que h(P}) = P,. Montrons que
l'on a s*(w) P (s*(w))~! = P (o) I suffit évidemment de le montrer quand
w est la réflexion par rapport & une racine [ (car, pour toute racine «, le
normalisateur de P contient 7*). Or, dans ce cas, s*(w) et P; sont dans Z},
et I'assertion résulte de ce que h induit un isomorphisme de Z7 5 sur Zqs.

Si w € W, nous désignerons par BY (resp. B’.,) le groupe engendré par
les P; pour lesquels w™!(d;) est la forme —4; (resp. d;) ; on sait que 'on a
B* = BY B\ (n° 13.2, proposition 4). Nous désignerons par B} et B’.," les
sous-groupes de B*" qui sont appliqués respectivement sur BY et B’ par
h ; on a donc B* = B B'.*. Si w™'(6;) = §;, on a P s*(w) = s*(w) P

d’apres l'alinéa précédent ; il en résulte que l'on a
B* s*(w) B* = B} s*(w) B*.

Si w est la réflexion w(a) associée & une racine fondamentale a, le groupe B’
est engendré par les P pour tous les ¢ tels que d; # « (n° 13.3, proposition
6) ; nous le désignerons par C. De plus, w(a) permute entre elles les racines
0; qui sont # « ; il en résulte que s}, appartient au normalisateur de C}. Soit
i() l'indice tel que a = 0;(4) ; le groupe h(C}) est un sous-groupe distingué
de B (loc. cit.), d’ou il résulte que C¥ est un sous-groupe distingué de B*.
Le normalisateur de C7¥ contient donc P,’Ea) et T ; contenant aussi s}, il

I3 a )



256 23. Existence d’isogénies

contient les groupes P;E T} et le transformé de P;Ea) par s, groupes qui

a)?
engendrent le groupe Z ;)(en vertu du fait que h induit un isomorphisme de
Z* sur Z,). En conclusion, le normalisateur de C¥ contient Z%.

Désignons par G§ la réunion des ensembles B* s*(w) B* = B} s*(w) B*
pour tous les w € W. Nous allons montrer que I'on a Z} G C G, pour toute
racine fondamentale a. Il suffit de montrer que 'on a Z% B* s*(w) B* C Gj.
Comme B* = Cg P, T*, et comme Z; est contenu dans le normalisateur
de C7, et contient Py, il suffit de montrer que 'on a Z; T s*(w) B* C G,
ou encore que Z} s*(w) C G puisque le normalisateur de Z* contient T*.
On a ZF = Zfs! et s s"(w) = 0" s*(w(a)w), o 6* est un élément de
T ; on en conclut que l'on peut se ramener au cas olt w™ ! (a) est I'une
des &;, c’est-a-dire on Py, s™(w) C s"(w) B* ; supposons donc qu’il en soit
ainsi. Le groupe Z, est la réunion des ensembles Pj) Tw et Pi(a) Sa Ta Pi(a)
(corollaire 1 au théoréme 3 du n® 13.4) ; Z7 est donc la réunion de Py, T3
et de PY ) s3T5 Py, Comme Py ) s*(w) C s*(w) B*, T* s*(w) = s*(w) T*,
il en résulte bien que Z} s*(w) C G§.

L’ensemble G contient donc les Z pour toutes les racines fondamentales
« ; de plus, si w est une opération quelconque du groupe de Weyl, on a

(5" (w) Z3(s™(w))™") G§ € G-

Mais on a
5" (w) Z3(s" (W) ™" = Z -

Comme toute racine peut étre transformée en une racine fondamentale par
une opération du groupe de Weyl, on voit que Z G§ C G pour toute racine
o. Comme G* est engendré par les Z}, on a G = G*.

Par ailleurs, on sait que les ensembles h(B3" s*(w) B*) = B s(w) B sont
mutuellement disjoints et qu'un élément de B s(w) B ne se met que d’une
seule maniere sous la forme bs(w)b', avec b € B, b’ € B (n° 13.4, corollaire
1 au théoréme 3). Il en résulte immédiatement que h est une bijection de
G* = G sur G, ce qui démontre la proposition 9.

Corollaire. — Soit f une application de G dans un groupe (abstrait) H.
Supposons les conditions suivantes satisfaites : f induit un homomorphisme
de N(T) dans H ; pour tout couple (o, ) de racines de G, f induit un
homomorphisme de Z,g dans H. Alors f est un homomorphisme de G dans
H.

Pour tout s € G, soit f*(s) lélément (s, f(s)) de G x H ; soit G*
le sous-groupe de G x H engendré par les ensembles f*(Z,) = ZF pour
toutes les racines « ; la projection de G x H sur G induit un homomor-
phisme h de G* dans G. Pour montrer que f est un homomorphisme, il suffit
évidemment de montrer que h est un isomorphisme de G* sur G. Or cela
résulte immédiatement de la proposition 9.
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23.6 Fin de la démonstration du théoréme 1

Nous allons d’abord montrer qu’il suffit de démontrer le théoreme 1 dans le
cas o G et G' sont simplement connexes. D’apres la proposition 1, il existe en
effet des groupes simplement connexes G et G et des isogénies g de G sur G
et ¢’ de G sur G’ qui possedent les propriétés suivantes : si T, T' sont les tores
maximaux de G, G tels que g(T) = T, ¢'(T ) = T", les exposants radiciels des
isomorphismes spéciaux v de X Q(T) sur X(T) et v/ de X(T") sur XQ(T')
attachés & g et ¢’ sont tous égaux a 1. Il existe alors un isomorphisme @ de
XQ(TI) sur XQ(T) tel que oy’ =~ o . Montrons qu'il est spécial. Toute
racine @ de G est Iimage par 7' d’une racine o’ de G’ ; on a ¢(a’) = qa, ot
q est une puissance de I'exposant caractéristique de K et « une racine de G ;
() est une racine de G, et on a B(@’) = ¢y(a) ; réciproquement, on voit de
la méme maniere que toute racine de G est le produit par une puissance de
I’exposant caractéristique de K de I'image par p d’une racine de G 1l reste
a montrer que @ applique X (T ) dans X (7). Opérant comme ci-dessus pour
les racines on voit que, si on associe 3 toute opération w’ du groupe de Weyl
de G 1 automorphisme @ de X Q(T) défini par la condltlon Wop =pow , on
obtient un isomorphisme du groupe de Weyl de G sur celui de G. Pulsque G
est blmplement connexe, X (T ) est le groupe des poids. Si @’ est un poids de
G, et W une operatlon du groupe de Weyl, W' (w’) — @’ appartient au groupe
R des racines de G , dont I"image par @ est contenue dans le groupe R des
racines de G. Il s’ensuit que, pour toute opération w du groupe de Weyl de
G, w(p(w')) — p(w’) appartient & R ; on en conclut que B(ww’) appartient
au groupe des poids de G, donc & X (T) puisque G est simplement connexe.
L’isomorphisme % est donc bien spécial. Supposons que @ soit attaché a une
isogénie f de G sur G Alors g’ o f est une isogénie de G sur G’ a laquelle
est attaché I'isomorphisme spécial g oy’ = v o . Appliquant la proposition
6 du n°® 18.4, on en conclut que ¢ est attaché & une isogénie de G sur G'.
Supposons donc G et G’ simplement connexes. Pour toute racine o de
G, la restriction de fr & T, se prolonge* en une isogénie f, de Z, sur Z!,
telle que fq(sa) = s,,. Soient maintenant « et § des racines de G ; soit A
I’ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires rationnelles de « et 3 ;
supposons « et 0 linéairement indépendantes. Il existe deux racines -, § de
A dont les restrictions a T, g forment un systeme fondamental de racines de
Zup- La restriction de fr a Tag peut se prolonger en une isogénie fog de Zog
sur Z;, 5 qui applique s, sur s7, et s; sur sj (proposition 8). On va montrer
que fo3 prolonge f, et fs. De&gnons par N(T,g) le normalisateur de Tpop
dans Z,g ; il est engendré par T, g et par s, s;. L’application f,s coincide
avec fy(r) sur I'ensemble T35 U {s4,ss5} ; elle coincide donc avec In(r) sur

4 Cela résulte des constructions du n° 23.4 et en particulier des propositions 7 et
8 et de la derniére assertion du n° 23.4.
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N(Tag), d’ou il résulte qu’elle applique s, sur s, et sg sur s,’g. Elle induit
donc une isogénie de Z, sur Z/, qui applique T, sur T} et s, sur s,,. Or
Zo et Z! sont simplement connexes (proposition 2) ; il résulte alors de la
proposition 4 que la restriction de f,g a Z, est identique & f, ; on voit de
meéme que sa restriction a Zg est identique a fg.

Nous allons maintenant définir une application f de G dans G’. Nous
utiliserons les notations de la démonstration de la proposition 9 ; pour tout
w € W, nous désignerons par B(w) 'ensemble des i (1 < i < N) tels que
P; C Bj. Soit s un élément de G. Il existe un élément w € W, des éléments
u; € P (i € B(w)), un élément ¢ € T' et des éléments uj € P; (1 < j < N)

tels que l'on ait
N

5§ = H ui-s(w)tH u; ;

1€B(w) j=1

de plus, ces éléments sont tous uniquement déterminés par la donnée de s.
Pour tout ¢, nous désignerons par f; la restriction de f5, & P; ; nous poserons

N
F&)= I filw) - fuer (s@w)t) [T £;(a)).
j=1

i€B(w)

L’application f ainsi définie prolonge manifestement fr. Si a est 'une des
racines d;, Z, est engendré par P; et par s(w(d;)), ot w(d;) est la réflexion
par rapport & §;. Il en résulte immédiatement que f prolonge f, ; comme
toute racine est ou bien de la forme §; ou bien de la forme —J;, on voit que la
restriction de f a Z,, est un homomorphisme de ce groupe. On voit de méme
que, si o et B sont des racines quelconques, la restriction de f & Z,g est un
homomorphisme de ce groupe dans G’. Enfin, comme f prolonge fx (1), sa
restriction & N(7T') est un homomorphisme. Il résulte alors du corollaire & la
proposition 9 que f est un homomorphisme de G dans G’.

Montrons maintenant que f est un morphisme de la variété G dans la
variété G'. Lapplication (t,u1,...,un) — tu ...uyn est un isomorphisme de
la variété T' x P; X ... x Py sur la variété B ; il en résulte immédiatement
que f induit un morphisme de la variété B dans G’. Soit wg ’élément du
groupe de Weyl qui transforme l’ensemble des §; en ’ensemble des —d; ;
alors (b%,b') — b™ s(wp)b’ est un isomorphisme de la variété B* x B sur une
sous-variété ouverte U de G ; il en résulte que la restriction de f a U est un
morphisme de cette variété dans G’. Comme [ est un homomorphisme de
groupes et induit un morphisme d’une sous-variété ouverte de G dans G, f
est un morphisme de la variété G dans G'.

La composante neutre dans le noyau de f admet un tore maximal contenu
dans T et est semi-simple ; comme [ induit une isogénie de T sur 77, il en
résulte que le noyau de f est fini. Comme f(G) contient tous les groupes Z/,,
on a f(G) = G'. L’application f est donc une isogénie. Comme elle prolonge
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fr, Iisomorphisme spécial de X Q(T") sur X ®(T) attaché & f n’est autre que
. Le théoreme 1 est donc établi.

23.7 Conséquences et applications

Enoncons d’abord les corollaires au théoreme 1.

Corollaire 1. — Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples ; soient
T et T’ des tores mazimauz de G et G'. Pour que G et G' soient isomorphes,
if faut et il suffit qu’il existe un isomorphisme ¢ de X(T') sur X(T) qui
induise une bijection de ’ensemble des racines de G' sur celui des racines de
G ; Uisomorphisme de XQ(T') sur XQ(T) qui prolonge ¢ est alors attaché
a un isomorphisme de G sur G'.

La condition est évidemment nécessaire, car, s’il existe un isomorphisme
de G sur G/, il en existe aussi un® qui applique T sur 7”. Le caractere suffisant
de la condition et la derniere assertion se déduisent du théoreme 1 et de la
proposition 6 du n° 18.4.

Corollaire 2. — Soient G un groupe algébrique semi-simple, T un tore maxi-
mal de G et (a1, ..., ) un systéme fondamental de racines de G par rapport
a T. Soit m une permutation de l’ensemble {a1,...,an} qui définisse un au-
tomorphisme du diagramme de Dynkin. Soit ¢ Uautomorphisme de X9(T)
qui transforme oy en (). Si @ transforme X (T) en lui-méme, il est attaché
a un automorphisme de G.

Cela résulte du corollaire 1.

Corollaire 3. — Les notations étant celles du corollaire 2, le quotient du
groupe des automorphismes de G par le groupe des automorphismes intérieurs
est isomorphe au groupe des permutations de l'ensemble {ai,...,an} qui
définissent un automorphisme du diagramme de Dynkin et se prolongent en
un automorphisme de X (T).

Cela résulte du corollaire 2 et la proposition 1 du n°® 17.3.

Corollaire 4. — Utilisons les notations du corollaire 2 ; supposons de plus
que G soit simplement connere ou adjoints. Le quotient du groupe des au-
tomorphismes de G par le groupe des automorphismes intérieurs est alors
isomorphe au groupe des automorphismes d’un diagramme de Dynkin de G.

En effet, toute permutation de {«, . . ., a, } qui définit un automorphisme
du diagramme de Dynkin se prolonge en un automorphisme du groupe des
racines, qui se prolonge lui-méme en un automorphisme du groupe des poids.

5 Ceci résulte du théoreme de conjugaison des tores maximaux (n° 6.5, théore-
me 5).
% Voir la définition 1 du n° 21.1.
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On notera que tous les groupes de I'un des types G2, Fy ou FEg sont
isomorphes entre eux ; en effet, dans le cas de ces groupes, le groupe des
racines est identique au groupe des poids.

Pour terminer, donnons la construction des deux isogénies “exception-
nelles” en caractéristique 2. On rappelle aussi I'existence de 1’isogénie excep-
tionnelle du groupe G2 avec lui-méme en caractéristique 3 (n° 21.4, proposi-
tion 1). Supposons que le corps K soit de caractéristique 2. Soit G un groupe
algébrique semi-simple de type Fj ; soit T un tore maximal de G. Utilisons
les notations de ’exposé 19. Les formules

pwr)) =ws—w1  p(w2) =ws +ws

plws) =wr —ws  p(ws) =w1 +ws

définissent un automorphisme ¢ de XQ(T) qui applique X (7') dans lui-
meéme ; on a

pla1) = 2a4, p(az) =2a3, ¢(az) =az, plas) =a1.

Soit @ une forme quadratique définie positive que X Q(T) invariante par le
groupe de Weyl ; notons (A | u) le produit scalaire de deux éléments X et p
relativement & Q. On a (w; | w;) = 0si ¢ # j, et les (w; | w;) sont tous égaux
entre eux. Il en résulte aussitot que 'on a Q(¢(A)) = 2Q(A). Si donc w est
une opération du groupe de Weyl, ¢ o w o ¢! laisse encore @ invariante. Si
w est la réflexion par rapport & 'une des racines fondamentales, p o w o ¢!
est la réflexion par rapport & un hyperplan de XQ(T), et transforme I'une
au moins des racines fondamentales en son opposée. Il en résulte aussitot que
w — powo e ! est un automorphisme du groupe de Weyl, donc que, pour
toute racine «, p(a) est de la forme ga’, olt ¢ est un nombre égal & 1 ou 2.
L’automorphisme ¢ est donc spécial ; il définit une isogénie du groupe G sur
lui-méme, qui n’a pas d’analogue en caractéristique 0.

Supposons toujours que K soit de caractéristique 2. Soient G un groupe de
type B, et G’ un groupe de type C,, ; soient T et T’ des tores maximaux de G
et G, (a1,...,ay) et (af,...,al,) des systémes fondamentaux de racines de
G et G’ par rapport a T et T" respectivement donnant lieu aux diagrammes
de Dynkin indiqués a l'exposé 19. Nous poserons

;= Wi — Wit 1<i<n-1), oy = Wy,

o = wj — Wiy, 1<i<n-1), al, = 2w,

Les formules ¢(w)) = w; (1 < ¢ < n) définissent un isomorphisme ¢ de
XQT') sur XQ(T). 11 est clair que, si o’ est une racine quelconque de G,
p(a’) est de la forme g, ot @ est une racine de G et ¢ un entier égal a 1 ou 2.
Le groupe X (T") est contenu dans le groupe engendré par les w) ; son image
par ¢ est donc contenue dans X (7T'). I’isomorphisme ¢ est donc spécial et est
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attaché & une isogénie” de G sur G’. Considérons maintenant 1'isomorphisme

2071 de XQ(T) sur XQ(T") ; il applique toute racine de G soit sur une

racine de G’ soit sur le double d’une racine de G’. Si G n’est pas simplement

connexe, i.e. s'il est isomorphe & SO(2n+1), X (T') est engendré par les racines

et 21 est spécial ; il définit donc une isogénie de G’ sur SO(2n + 1). Si G

est simplement connexe, X (T) est engendré par les racines et par 1’élément
n n

1 > wj, dont I'image par 2! est Y. w!. Si G’ est simplement connexe
i=1 i=1

n

> w! appartient toujours a X (1”), et 2! définit une isogénie de G’ sur

i=1

G : il en est encore ainsi si G’ n’est pas simplement connexe dans le cas ol n

est pair.

T On peut l'expliciter ainsi. Il existe une isogénie f : G — SO(2n + 1) car G
est de type B, et que SO(2n + 1) est adjoint de type B, ; il existe aussi une
isogénie f': Spn — G’ d’apres le théoréme 1 du n° 22.3. Enfin, comme K est de
caractéristique 2, on a construit au n° 22.2 une isogénie w : SO(2n + 1) — Spn.
L’isogénie cherchée est f' owo f.






24. Conclusion

Il resterait a compléter les résultats précédents en montrant qu’il existe des
groupes semi-simples de tous les types possibles. Dans le mémoire “Sur cer-
tains groupes simples” (T6éhoku Math. Journ., 1954), C. Chevalley a montré
que, pour tout type simple ¥, il existe un groupe algébrique semi-simple de
type T ; on montre facilement que ces groupes sont “adjoints” au sens de la
définition 1 du n° 21.1. Il en résulte que, pour tout type de diagramme de
Dynkin, simple ou non, il existe un groupe Gy du type en question tel que, Ty
désignant un tore maximal de G, X (Tp) soit engendré par les racines. Si M
est un sous-groupe du groupe des poids contenant le groupe des racines, M est
engendré par des poids dominants ; le raisonnement de la démonstration de
la proposition 1 du n° 23.1 permet alors d’établir qu’il existe un groupe semi-
simple G et une isogénie f de G sur Gy qui possede les propriétés suivantes :
si T est le tore maximal de G tel que f(T) = Ty et ¢ l'isomorphisme de
XQ(Tp) sur XQ(T) attaché & f, les exposants radiciels de ¢ sont égaux a 1,
et ¢ applique X (T) sur le groupe donné M.






25. Postface!
Sur les problemes de classification des groupes

25.1 De Galois a Lie et Cartan

Dans ses travaux sur la théorie des équations algébriques, Galois introduit
la notion de groupe, puis celle de sous-groupe invariant et enfin celle de groupe
simple ; d’'une maniere qui sera précisée par Jordan et Holder, il montre que
tout groupe fini est “composé” de groupes simples, et qu’en principe il suf-
fit de savoir résoudre les équations a groupe de Galois simple. Les groupes
cycliques d’ordre premier étaient déja apparus (implicitement) dans les tra-
vaux de Lagrange et Gauss, et Galois introduit les premiers groupes simples
non commutatifs, & savoir PSLy(F,) (pour p premier). Il reviendra ensuite
a Jordan d’introduire les groupes linéaires classiques sur un corps premier
F, : linéaire, orthogonal, symplectique (appelé “abélien”, ou “hyperabélien”
jusque vers 1935).

On en est 1a vers 1870 quand Sophus Lie commence a développer la théorie
des groupes “finis et continus”. Son ambition est de créer une théorie de Ga-
lois des équations différentielles — mais de ce point de vue, c’est un essai
avorté — ce qui I’amene naturellement a 1'idée de groupe de Lie simple. Les
groupes linéaires “classiques” sont assez rapidement reconnus, et leur sim-
plicité prouvée. Y en a-t-il d’autres? La réponse est donnée par Killing [14]
en 1888, puis confirmée dans la thése d’Elie Cartan [4] en 1894. Pour prou-
ver cela, il faut introduire de nouvelles méthodes : au lieu de considérer les
groupes de Lie, on considere les algebres de Lie correspondantes — appelées
a I’époque “groupes infinitésimaux”. On peut alors utiliser des méthodes
d’algebre linéaire, en liaison avec la forme quadratique, dite de Killing, dont
la non-dégénérescence caractérise, selon un critere d’E. Cartan, les algebres
de Lie semi-simples (c’est-a-dire, les produits d’algebres simples). La nomen-
clature A,, By, Cy, D, pour les groupes classiques s’impose apres E. Cartan,
et la nouveauté réside dans les cinq groupes “exceptionnels” désignés par

EG) E77 ES; F47 G2«

Les méthodes d’Elie Cartan sont compliquées et peu transparentes. Entre
1930 et 1940, de nouvelles méthodes géométriques sont développées par

1 Postface de Pierre Cartier, ajoutée en septembre 2004.
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E. Witt, H.M.S. Coxeter, B.L.. van der Waerden — sous l'influence d’Her-
mann Weyl. Ce dernier associe a chaque groupe de Lie compact G un groupe
fini W, le groupe de Weyl, qui admet une représentation linéaire fidele dans
un espace vectoriel de dimension égale au rang £ de G. Ce groupe est engendré
par des réflexions orthogonales et laisse un réseau invariant. La classification
de ces groupes de réflexions est entreprise par Coxeter, et se trouve coinci-
der avec celle des groupes de Lie simples. Il faudra attendre Chevalley [6] en
1948, puis Harish-Chandra [13], pour avoir une explication a priori de cette
coincidence.

25.2 Retour aux groupes finis

L’analogie entre les groupes de Lie classiques et les groupes finis obtenus
comme groupes classiques sur un corps fini était patente. Il restait & obtenir
les analogues finis des groupes de Lie exceptionnels. Dickson, au début du 20°¢
siecle, ne se contenta pas de définir les groupes classiques sur un corps quel-
conque (et en particulier sur un corps fini) ; il construisit, par des méthodes
algébriques, les analogues finis de G5 et Eg. En 1953, Chevalley construisit les
analogues des groupes exceptionnels Fy, Fg et F; sur un corps quelconque.
Il m’a souvent expliqué que c’est a la suite d’échecs répétés dans la construc-
tion de Fg — la complexité des calculs rebutant méme un calculateur aussi
entrainé que lui — qu’il se résolut a chercher une méthode générale qui per-
mettrait d’associer directement un groupe a toute algebre de Lie simple g (sur
le corps des nombres complexes) et & tout corps commutatif K. C’est 1’ob-
jet d’un de ses articles les plus fameux [8]. Il y introduisit un grand nombre
d’outils nouveaux, mais les groupes algébriques n’y apparaissaient pas explici-
tement. Cet article ouvrit la voie a toute une série de travaux (Tits, Steinberg,
Ono, ...) qui permirent la construction de nouveaux groupes finis simples —
les groupes de Chevalley et leurs variantes “tordues” [5].

On pouvait des lors songer a reprendre la classification de tous les groupes
finis simples. Une fois compris comment un groupe algébrique simple sur un
corps de caractéristique p # 0 permet d’engendrer des groupes finis simples
(en prenant les points sur un corps fini F,), il était urgent d’explorer la classifi-
cation des groupes algébriques simples en caractéristique p. La situation était
peu encourageante : au niveau des algebres de Lie, Witt avait introduit de
nouvelles algebres de Lie simples ; au niveau des groupes, la classification des
groupes formels commutatifs en caractéristique p, obtenue par J. Dieudonné,
nous découvrait un monde nouveau, qui n’est pas encore completement ex-
ploré. Ce fut donc un coup de tonnerre lorsque Chevalley annonc¢a qu’il avait
prouwvé que la classification des groupes algébriques simples était indépendante
de la caractéristique, p # 0 ou p = 0.

La classification des groupes finis simples se poursuivit par la construc-
tion des 26 groupes “sporadiques” qui ne semblent avoir aucun lien avec les
groupes algébriques, et "annonce que ceux-ci fermaient la classification [12].
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25.3 L’histoire du séminaire

La premiere annonce de Chevalley eut lieu pendant le Congres Bourbaki
de juin 1956, a Die, ou il donna en présence de Borel, Godement, Serre,
Bruhat et moi-méme, parmi d’autres participants, un long exposé décrivant
ses méthodes. Il s’appuyait de maniere essentielle sur les résultats de Borel [1]
obtenus un an plus tot, concernant en particulier les sous-groupes résolubles
connexes maximaux (appelés depuis “sous-groupes de Borel”). Je laisse &
Borel [2] le soin d’expliquer la gestation de ses résultats, qui sont d’ailleurs
I’objet des chapitres 4 a 7 du présent ouvrage, écrits par A. Grothendieck.

Je voudrais décrire rapidement ’atmosphere mathématique du temps a
Paris. Entre 1947 et 1960, ’activité de recherche en mathématiques “pures”
était centrée sur le Séminaire Cartan, qui se tenait traditionnellement le lundi
4 I'Ecole Normale Supérieure, de 14 & 16 heures?. Cartan s’intéressait a de
multiples aspects de la topologie, des fonctions de variables complexes, des
fonctions automorphes . . . Borel et Grothendieck y avaient participé au début,
mais Serre était le principal acteur — hormis Cartan bien sir. Lorsque Che-
valley s’installa a Paris, & Pautomne 1955, le Séminaire Cartan devint (pour
une année) le “Séminaire Cartan-Chevalley” et se consacra aux fondements
de la géométrie algébrique (voir la section suivante). Parmi les conférenciers,
outre Chevalley, on trouve en particulier Godement et moi-méme. Dans la
mouvance du Séminaire Cartan, j’avais en 1954-55, et en collaboration avec
Michel Lazard, dirigé un Séminaire consacré a I’étude de la structure et de
la classification des algebres de Lie complexes. Nous utilisimes largement
des documents internes de Bourbaki. En fait, toutes ces manifestations par-
ticipaient de ’élan donné par Bourbaki et qui allait se concrétiser par la
publication des volumes de Bourbaki sur les groupes de Lie (entre 1965 et
1975).

Le terrain était donc favorable, et Chevalley s’assura de la collaboration
de Grothendieck, Lazard et moi-méme pour un Séminaire qui débuta a I’au-
tomne 1956 et dura jusqu’en février 1958. Le Séminaire de Chevalley continua
encore deux années, sur d’autres themes plus liés a la géométrie algébrique,
et non plus centrés sur un objectif unique.

25.4 Fondements de la géométrie algébrique

Les années 1950 furent une époque de changements tres rapides dans ce
sujet. A partir de 1935, s’appuyant sur les acquis de |’ “algebre moderne” (titre
de son ouvrage fameux), B.L. van der Waerden entreprit de donner des fonde-
ments algébriques rigoureux a la théorie des variétés algébriques de dimension

2 A partir de 1955, L. Schwartz développa un autre péle, plus tourné vers ’Ana-
lyse, et qui devait donner naissance au courant des mathématiques “appliquées”
autour de J.-L. Lions.
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supérieure (au moins égale a 2); le cas des courbes était déja bien compris,
grace aux efforts de Dedekind, Weber, Deuring, Hasse, qui développerent
I’analogie entre les nombres algébriques et les fonctions algébriques d’une va-
riable. En particulier, Chow et van der Waerden développerent une théorie
des multiplicités d’intersection.

Lorsqu’André Weil entreprit de rédiger sur une base solide sa démonstra-
tion de I'hypothése de Riemann-Artin pour les courbes algébriques sur un
corps fini, les théories existantes avaient deux lacunes :

— une théorie des intersections en caractéristique p # 0, qui tienne compte
des phénomenes d’extensions algébriques purement inséparables;

— une construction de la jacobienne d’une courbe.

La théorie des intersections est locale; Zariski et Samuel 'avaient for-
mulée en termes d’anneaux locaux, et la formule des “Tor” de Serre en est
le couronnement naturel. La construction de la jacobienne est un phénomene
global, qui forga Weil a introduire des variétés “abstraites” par recollement
— en imitant une procédure familiere en géométrie différentielle.

L’exposé de Weil n’était guere intrinseque, et la notion de corps de
définition d’une variété n’était guere maniable. Ceci fut corrigé de maniere
a peu pres simultanée par Serre [15] et Chevalley [9]. Serre utilisa les méthodes
déja éprouvées en théorie des fonctions de plusieurs variables complexes : il
basait tout sur la topologie de Zariski, et les faisceaux correspondants. Sa
méthode fonctionnait bien si le corps de base K est algébriquement clos, car
on peut alors identifier une variété algébrique X sur K a l’ensemble X (K)
de ses points rationnels. Chevalley se restreignait aux variétés irréductibles,
mais ne supposait pas le corps de base K algébriquement clos. Pour lui, une
variété X sur K était décrite par le schéma® correspondant :

— le corps F' des fonctions rationnelles sur X, une extension de type fini de
K

— une collection d’anneaux locaux O,, de corps des fractions F', et contenant
K.

Chevalley accordait un role mineur a la topologie de Zariski, contrairement
a Serre.

Pour les besoins de ma these, j’essayai de faire une synthese des deux
points de vue, en n’obligeant pas le corps de base a étre algébriquement clos
comme Serre, et les variétés a étre irréductibles comme Chevalley. Les deux
premiers chapitres de cet ouvrage donnent un exposé un peu maladroit de
ma synthése. En fait, tout le reste de l'ouvrage ne s’intéresse qu’aux corps de
base algébriquement clos, et 'on aurait pu se contenter de la présentation de
Serre.

3 Attention : le schéma d’une variété n’est pas constitué par ensemble de ses
points, mais par ’ensemble ordonné des sous-variétés irréductibles.
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Grothendieck balayera toutes ces difficultés en introduisant les schémas
généraux* — il semblait & cette époque qu’on diit réapprendre les bases de la
géométrie algébrique tous les cinq ans!

25.5 Groupes algébriques

Il n’est pas dans mon intention de réécrire ici ’histoire des groupes algébri-
ques, d’autant plus que Borel I'a fait de main de maitre dans [2], chapitres V
et VI. Pour nous, le point de départ est constitué par le livre de Chevalley sur
les groupes algébriques linéaires [7]. Il y définit la notion de groupe algébrique
de matrices sur un corps K, et, par analogie avec la théorie des groupes de
Lie, introduit l'algebre de Lie associée a un groupe algébrique. Un résultat
important est la décomposition de Jordan additive

X=X;+X,

d’une matrice X en somme d’une partie semi-simple X et d’une partie nil-
potente X,, avec X, X,, = X,, Xs. Si g C gl,,(K) est lalgebre de Lie d’'un
groupe algébrique, elle est stable par décomposition de Jordan :

pour tout X € g, on a Xs €g et X, €g.

La réciproque est fausse, et Chevalley développe a cette occasion la notion de
réplique, qui permet de construire la plus petite algebre de Lie “algébrique”®
contenant une matrice X donnée.

La théorie de Lie ne fonctionne correctement que si le corps K est de ca-
ractéristique 0. La théorie différentielle en caractéristique p # 0 fut un sujet
important de recherches vers 1950 (Jacobson, Dieudonné, Barsotti, Tate, moi-
méme ...), avec des applications a la théorie des courbes et des variétés
abéliennes® ; curieusement, elle n’intervient essentiellement pas dans I’étude
des groupes algébriques simples.

1l fallait inventer des méthodes plus globales, ce qui fut fait par Kolchin et
Borel. Ces auteurs découvrirent I'importance de la décomposition de Jordan
multiplicative

9 =9s Gu =YGu " Ys
avec gs semi-simple et g,, unipotent (c’est-a-dire 1 — g,, nilpotent). Un groupe
algébrique G est stable par cette décomposition :

pour tout g € G, on a gs € G et g, € G.

4 En particulier, la notion de produit fibré X x Y de deux schémas au-dessus de
s

la méme base S résout une fois pour toutes les problemes liés a ’extension des
scalaires.

5 (est-a-dire, correspondant & un sous-groupe algébrique de GL, (K).

5 Cette direction se poursuit encore aujourd’hui : “cohomologie cristalline”.



270 25. Postface

De plus, pour tout homomorphisme de groupes algébriques f : G — G/,
limage d’un élément semi-simple (resp. unipotent) de G est semi-simple
(resp. unipotent) dans G’. Ceci montre que la décomposition de Jordan mul-
tiplicative, définie par référence & un plongement G C GL,,(K), est en fait
intrinseque.

Kolchin s’efforce de développer une théorie de Galois des équations
différentielles ; sur le modele de Galois, les groupes résolubles (et nilpotents)
y jouent un role fondamental. Kolchin, suivi en cela par Borel, étudie la struc-
ture des groupes résolubles et reconnait I'importance des groupes unipotents
(ol tout élément est unipotent). En particulier, pour un groupe commutatif,
on a une décomposition de Jordan globale en produit direct de deux sous-
groupes

G:Gs‘Guv

ou G, (resp. G,) se compose des éléments semi-simples (resp. unipotents)
de G. Les groupes semi-simples (resp. réductifs) sont caractérisés par le fait
de ne posséder aucun sous-groupe algébrique connexe invariant commutatif
(resp. et unipotent) non réduit & I'unité.

Revenons aux fondements de la géométrie algébrique. Kolchin se construit,
sur le modele de Weil, un systeme fort compliqué, et Borel, dans son grand
article, hésite entre plusieurs présentations concurrentes. Si ’on veut définir
un groupe algébrique G, sans référence a une représentation linéaire fidele
particuliere G C GL,(K), on peut counsidérer la catégorie de toutes les
représentations linéaires de G : c’est le point de vue tannakien. On introduit
ensuite [’anneau représentatif O formé des coefficients des représentations.
La multiplication dans O reflete le produit tensoriel des représentations, les
éléments du groupe G correspondent aux homomorphismes de K-algebres de
O dans K, et la multiplication dans G correspond & un coproduit

A:0—-0k0O,

un homomorphisme d’algebres. Autrement dit, O est une algébre de Hopf.
L’algebre O est soumise aux restrictions suivantes :

(a) elle est commutative;
(b) elle est engendrée sur K par un nombre fini d’éléments;
(c) elle ne contient pas d’élément nilpotent non nul.

L’hypothese (a) est essentielle, ’hypotheése (b) est commode, et j’ai prouvé
que 'hypothese (¢) résulte de (a) si le corps K est de caractéristique 0.

On peut fort bien développer sur cette base la théorie des groupes
algébriques linéaires, mais 1’obstacle provient des espaces homogenes. Par
exemple, la droite projective P!(K) est I'espace homogene G/B, ot G =

GL2(K) et B se compose des matrices triangulaires (g Z) avec ad # 0. Or,

Borel démontre les résultats fondamentaux suivants :
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(1) Siun groupe algébrique résoluble connexe agit sur une variété projective,
il possede un point fixe.

(2) Si B est un sous-groupe de Borel de G (résoluble connexe maximal),
Pespace homogene G/B est une variété projective.

Il faut donc sortir du cadre des variétés affines. Il faut aussi construire les
espaces homogenes G/H et en particulier les groupes quotients. La premiére
démonstration d’existence a la fois transparente et convaincante est due a
Chevalley ; elle constitue le chapitre 8 de cet ouvrage.

25.6 Systémes de racines

La classification d’E. Cartan repose sur la considération des systemes de
racines. Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe ; une sous-algebre de
Cartan b de g est une sous-algebre commutative de g, dont tous les éléments
agissent de maniere semi-simple dans g par la représentation adjointe, et
maximale pour ces propriétés. Ayant fixé g et b, il existe un ensemble R de
formes linéaires sur b, les racines, et une décomposition en somme directe

g:b@@gaa

aER

ol ga, de dimension 1, se compose des X € g tels que [H, X] = a(H)- X pour
tout H dans h. Si « est une racine, il en est de méme de —«. On choisit pour
toute racine o un élément X, non nul de g, et 'on pose Hy = [Xqo, X_o];
c’est un élément de b et 'on peut normaliser les choses de sorte que a(H,) =
2. L’élément H,, appelé la coracine associée & «, est défini sans ambiguité
dans h. L’ensemble R C h* et I’application o — H, de R dans h constituent
le systeme de racines associé a g et h. Parmi les propriétés de ce systeme,
notons les suivantes :

(A) Pour «, 8 dans R, le nombre 3(Hy) est entier.

(B) Pour « dans R, définissons la réflexion S, par
So(H)=H —«a(H) - H,
pour H dans by, et de maniére duale dans bh*
Sa(A) =A=AH,) - .

Alors R est stable par S, pour tout o dans R.
Ces propriétés constituent les axiomes d’un systéme de racines.

A ma connaissance, c’est au chapitre 14 du présent ouvrage qu’on trouve
la premieére présentation autonome des systémes de racines. Ce chapitre est
une commande qui m’avait été faite par Chevalley. Dans la situation ci-dessus,
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les réflexions S, engendrent un groupe fini W, le groupe de Weyl. On montre
facilement qu’il existe une base {a1,...,ap} de h* formée de racines, et telle
que toute racine soit de la forme =+ (my o + - - - +myg ay) ot my, ..., My sont
des entiers positifs (base des racines). Le groupe W est alors engendré par
les réflexions S; = S, pour 1 < 4 < {. La question de Chevalley était : les
relations du type (S; S;)™#% = 1 suffisent-elles & donner une présentation du
groupe W 7 En fait, ni Chevalley, ni moi-méme, ne savions que ceci avait été
prouvé vers 1935 par Coxeter (ce que Borel nous apprit quelque temps plus
tard).

La stratégie de Chevalley est d’associer a un groupe algébrique semi-
simple un systéme de racines, d’appliquer le théoreme de classification des
systemes de racines (Witt, van der Waerden, ... vers 1935), puis de montrer
qu'un groupe algébrique semi-simple est caractérisé, a isogénie pres, par son
systeme de racines.

On avait la un deuxiéme exemple d’une situation conduisant & un systeme
de racines. Borel, Chevalley et moi-méme n’eurent gueére de mal a convaincre
Bourbaki de développer les systemes de racines per se, et c’est 1a 'origine du
manuel bien connu de Bourbaki sur le sujet [3].

25.7 La méthode de Chevalley

Nous décrivons maintenant rapidement le contenu de cet ouvrage. Les
chapitres 1 a 8 ne sont que des préliminaires, contenant en particulier les
résultats de Kolchin et Borel. Au chapitre 9, on prouve que si G est un
groupe algébrique connexe, tout sous-groupe de Borel B de G est égal a son
normalisateur dans G. Chevalley a toujours dit qu’ensuite il n’y avait plus
qu’a suivre la pente!

Il faut ensuite construire le systéeme de racines. Soient donc G un groupe
algébrique semi-simple (connexe) et T un tore maximal. On prouve que T'
est la composante neutre de son normalisateur A (T), et Uon introduit le
groupe fini N(T)/T = W, selon une méthode globale utilisée par H. Weyl,
Samelson et Borel pour les groupes de Lie compacts. On introduit ensuite
le groupe X (T') des homomorphismes de groupes algébriques de T' dans le
groupe multiplicatif G, = GL1(K). C’est un groupe commutatif libre de
rang ¢ égal a la dimension de T. Ce qui va jouer le réle du dual h* d’une
algebre de Cartan est I'espace vectoriel X®(T) = R ®z X (T) sur le corps
R des nombres réels. Le groupe W agit sur X®(7'), mais il faut définir les
racines (sans utiliser I’algebre de Lie!). Pour cela, on montre qu’il existe des
sous-tores S de T de dimension ¢ — 1, dont le centralisateur Z(S) est de
dimension ¢ + 2. Le groupe Z(5)/S est isomorphe a SLy(K) ou a PGL2(K).
L’étude de ce dernier groupe permet d’introduire deux éléments opposés + a
de X(T) C X®(T) tels que S soit la composante neutre du noyau de . En
faisant varier S, on obtient toutes les racines.
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L’étape suivante (chapitre 15) est une extension de la méthode de Borel-
WEeil pour construire les représentations projectives irréductibles. On se donne
un tore maximal T" de G, puis un sous-groupe de Borel B de G contenant
T, correspondant au choix d’une base du systéme de racines. Si A est un
caractere de T', “dominant” par rapport a B, on I’étend en un caractere de
B, trivial sur le radical unipotent U de B. Au caractere A, on associe un fibré
en droites Ly de base G/B ; la représentation cherchée de G agit sur 1’espace
projectif associé a ’espace vectoriel des sections de L. Elle n’est pas toujours
irréductible si le corps K est de caractéristique p # 0, mais elle contient une
unique sous-représentation irréductible.

La fin du séminaire (qui correspond aux exposés de I'automne 1957) est
consacrée au théoréme d’unicité. Soient G et G’ deux groupes algébriques
semi-simples connexes, T' un tore maximal de G, et T’ un tore maximal de
G’. Un isomorphisme u de X (T) sur X(T”) correspond & un isomorphisme
v de T sur T”. Pour que v s’étende en un isomorphisme de G sur G’, il faut
(bien sur!) et il suffit que u transforme l'ensemble & C X (T') des racines de
G en 'ensemble &' C X (T") des racines de G'.

La démonstration est tres longue, et suppose une analyse détaillée des
groupes de rang 2 et des groupes de type A,. Le théoréme du chapitre 14 sur
I’engendrement du groupe de Weyl sert & montrer comment reconstruire un
groupe algébrique semi-simple connexe a partir de ses sous-groupes de rang 2.
En fait, la démonstration de Chevalley couvre le cas des isogénies, c’est-a-dire
le cas des homomorphismes surjectifs a noyau fini. C’est la que les phénomenes
de caractéristique p # 0 se manifestent, en particulier par l'existence du
morphisme de Frobenius qui transforme une matrice g = (g;5) en la matrice
(gfj). Il faut admirer 'art avec lequel Chevalley esquive les difficultés de cette
situation, et aussi la découverte d’isogénies exceptionnelles (en particulier G
en caractéristique 3 et Fy en caractéristique 2). Elles joueront un réle dans
la construction de nouveaux groupes finis simples.

Le Séminaire Chevalley ne donne pas la construction d’un groupe corres-
pondant a un systeme de racines donné. Chevalley renvoie pour cela a son
article du Tohoku Math. J. [8]. Il reviendra sur ce sujet dans un exposé
Bourbaki [10]. II a donc démontré 'unicité, mais non lexistence dans sa
classification. Celle-ci est plus précise, méme dans le cas des groupes de Lie
compacts, que ce qui était connu, car elle permet de distinguer des groupes
isogenes, un résultat “global” que ne peut donner la classification des algebres
de Lie semi-simples.

L’étape suivante sera le Séminaire SGA3 de Demazure et Grothendieck
consacré aux schémas en groupes [11].
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