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J'ai rdifléchi awx groupes feracle etv 2 Ia cohomnologie de De Rannm, c¢% zuls
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ot .de théorie, ou pintdtfdébut de théoric, que-j'ai envie deo

arrivé A un vroje

i
t'exposer, pour we clarifier les ideces.
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Chavi.re 1 Ia notion da crictal.

: T cad o d o oo T ey R I e Pk T RS
Commentaire terminslogique: Un crisvel possede aeux propriavis caractériati-

ques: -la rizidité, et la faculté de groivre,dans un voisinege epproprid. Il ¥ a
. S Q‘L“- S i’r./.) —
des cristaux de toute ecpéce de substance: des crizaux de soude; de souiffre,

de modules, d'anneaux, d¢ schémas relatifs elc.

4.0.) Scit S un pré-chéma, au dessus d'un auire R; dans le cas ¢ui nous intéresso-
N n m
7] : z \-/ z ~. / .

ra le plus, on aura RxSpeC(ﬁ)o Sol{:i\ﬁﬂ catégorie desppréschéne asiions S,

,(i.e. manis d'un kR-UZronphisme S-—oT{)tels gue ST 1% une imgersion ferilo

n
o]
I

. définie par un idéal lccelement nilpotent. On a le foncteur Poubli" de C dars

(Sch) , €t la ¢s ‘Og ie fibree des Modulee guesi-ccohérents sur des préschérzas
| 1N

'variasbles induit donc une catégorie Tibrée sur C, associant & toul T Za catdsolls
! des Modules quasi-cohérents sur T.
'Deflnltlon w”€;> Cn appelle cristal de modules (sous—cntendu: quasjmoc“érects)

L e e e e

sur’ S relat¢VcLenu h R, une section cartésienne de la catégorie fibréz précéddonm
te au dessus de C. Plus généralement, pour toute catégorie Tibréc F eur

»(och)/R , on définit la notion de "F-cristal” sur S, ou "cristal er objets de
F ", de la facon correspondante. Ceci donne un sens aux exvressaions:
cristal en algébres, en algébres commutatives, en préschémas relav*$s ete,sur S

relativement E. Quand R = Spec/Z), on pdrlera de "cristal absolu" sur S,

de l'espdce considérée.
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@Les F—-cristaux sur S forment une catigorie, qui dépend fonct

P. Ceci peruat, en particulier, de définir sur la catégorie des cristzux de
modules sur S les opérations tensorielles hadbituelles: produit tensoriel de

a

deux cristaux de modules etc ; satisfaisant aux propriétés havituelles.

s
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Tout d'avord, ci S—R*~R, alors tout cristel sur S relativement & R en déiiaii

wun mor relativement & RY, par simple restriciion. En ‘artlcaliur, un cristal
absolu définit un cristal relatif, pour tout préschéma de base R de S.
Fixons wmaintenant R,8 et s0it S'% - S ua morpnisrme. On définit elors de fagen

naturelle un foncteur "image inverse" zllant des cristaux de type

Hizh]
0
—
o
~
w

vers
les cristaux de méme type sur 8° (fout relatif 2 R). Pour s'en assurer, 3i% sui-

fit de dérfinir wun foncteur C'_, ¢ (ou C'o est défini en termes de S* comuae
C_eh térmes de ), compatible avec les foncteurs "oubli". Or si SL-»TF' est un
objet de Ct, il Yy a une coﬁstruction évidénte de somme smalgamée dane la catégo
rie des préschémas, qui donne un T’%‘“b, 7' et un morphisme §--»T, qu: fait de

T un objet de C, ce qui définit le foncteur cherché.

- On peut donc dire que pour un S variable sur R, les cristaux de type F sur

'S forment une catégorie fibrée sur (Sch)/P » grice 4 la notion d'imazge inverse

précédente.

- Les deux variances (en R, et en S) sont compatloles dans un sens évident,

et peuvent &tre régardées comme provenani d'une variance en (R,S) dircctement.

_—
1.4. On a un foncteur naturel et évident qui va des criztaux de modules

ii(disons)'sur S (rel & R) dens des Modu quasi-cohérents sur S: c'est le fonc-

;'feuri"galeur en S", On fera attention que ce foncteur n'est en genéral pas mine
v--fid&le (qfuggemple 1< plus bas). Il est donc un peu dangereux de vouloir
considérer un cristal de modules sur S comme étant un Module quasi-co érent

h o

M sur S, muni d'une structure spnplementalrg, sa "structure cristalline™, Dans
o (Cf [ u'___)) '
‘~certains cas cependan%ﬁ Ie itoncteur cristaux de modules ~>liodules est

L

id&le
et le point de vue précédent devient plus raisonnabdle,
1.5. )Exemple 1: relations avec les vectcurs de Vitst. Supposons que S scit 1e

T :
spectre d'un corps parfait k, et R=Spec(§}» Soit W l'anneau de Cchen de corps

résiduel k: si car k 0O, c test l'annesu des vecteurs ge Witt ddrini var ¥, si
dodem v Ay (u—- J“l'\l“\"“ N c-‘_i:'(b\ At L C()

oo,

car.k = 0, c'est k luil-mdme. [Alors IT ¢wiU Gien connu que La catsérarie C de 1.0
2
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A l'accoutumé, dans le cas p>0, on trouve gque la donnde d'un cristal de modules
'(absolu) sur k équivaut 2 celle d'un systéme projectif (Mn) "p~adique" de ‘

modulesﬂn sur les W_ ; donc les cristaux de modules de présentation finie sur k.

o

fopmeht une caiégorie équivalente & celle des modules de type Tini sur W. Si

p = 0, alors la catégorie des cristaux ce modules sur k est équivalente & celle

- des mxuwr»r vectariels sur kv'w. Ces descrirtions sont: comnatlbles avec 1les notiox
de chaﬁgement.de base pour ¥ variable. Elles se formulent évidemment pour toute
autre esnece de cristaux, défini par une catégorie fibrée F.

,

: . ’ v . 3
Dans le cas envisagé, le foncteury‘valeur en S, sur la catégorie des cris-

1

taux de present:tion finie sur k, s'identifie au foncteur g,k sur la catégorie

des modules de type fini sur W, foncteur qui (si p)»O) n'est pas fidéle.

) - € dot war R
l:gz:>erleex 2: {Si S=R, la catégorie C admet R lul—mﬁmp corme objiet Iinal,

donc le foncteur "valeur en R" est une &uivalence de la catégorie des crisiaux

sur R, de type I douné, avec la catégorie ¥, . En particulier, un cristal de

o TR

. médules sur Spec Z est essentiellement la mdme chose qu'un Z-—mocule.

De fagon un peu plus générale, si S est étale sur R, alors S est un cbjet
final de C, et les cristaux de modules (disons) sur S, relativement 2 R, s'dden-

- tifient aux Modules quasi —cohéents sur S.

1.7.) Ry ot ensrmveas tema kit -w*ﬂ#ahxm ormshadiiTremple 3 :\§ Un  SOUS—Tagoimeewx

[a]

Eréifhéfﬁﬁii_ﬁlj Comme la notion de cristal relatif sur 5 ne change pas si on

Q

remplace R par un ouvert par lequel se favuOFlSD S, orn peut suppos~r S ferm

D

S _rerme
) , v e e

dans R, déflni par un Ideal quas i—cohbrént J. Soit _31,1 I l) ls n.eme voisina-

- R 4 > Tl < ‘\1..,.'_-.- ..‘:7' ‘d _7 Yy 4l o

‘ge inflnite51nal de/R’dans 2. Alors la Tamille des objets 3 de C est finalc dans

N

. C, d‘ou on conclut faclleweﬂt qu'un cristal de type sur 3 s'identifie A une

suite (r-zn)n

e N d'objets des 33 quirsé recollent. Tn par~ticulier, si 1 est loca-
= n

lement noethérien, un cristal de modules sur S relativement % i, de présentation
rinie, s’identifie & un Module cohérent sur le complétd Tcrmel ie R 1s long
.de S.

vw



pricri, grice a Cohen, un cristal absolu sur P ctest pareil cu'uh crustal

A,
relativement & W.

Onp peut zussi donner un énoncé commun aux t==skexemples 2 et 3, en partant

’

41 cas ol on se donne un S—3» R non ranifié, ce qui permet en effetX de censtiruil

-

-re encore des "voisinages infinitésimaux” S, -

1.8. Relation avec la notion ée stratification. Les données R,S,F étant comze

_d' nabitude, considerons pour chaque entier n >C> le voisinage infinitésimal

S, qui s'envoie; dans S par les deux projections

A»n de la diagonale de SxR 5""—

Pry et pr, . Si E est un objet de FS , wie n-connexion sur E &elativement 4 R)
. 1.e. F- hyeck S '
est la donnée d'un isomorphisme prl(E)A*pr (E) qui 4irduit 1'identitd sur la

N2/=ProNE)  HE-
S$&E& An
diagonale. Une oo-cornnexion ou pseudo-stizmtification de E, est la donnée pour

\—-
tout n d'une n-connexion, de telle fagon que ces n-connexions se recollent,

Enfin, une stratification sur E est la donnée d'une pseudo-stratification qui

satisfailt aux condltlons formelles d'une donnée de descente, quand on fait
t la diazeonale de
intervenir les voidinages infinitésimaux de tous ordres de RSxRS. Ceés

notions donnent lieu A des soriies analogues i ceux de 1.2. et 1.3. Notons

1 ,
que lorsque S est "formellement non ramifié sur R" i.e. ﬂB.S/R = 0, alors

|24
toutes ces notions deviennent triviales: un objet E addet alors toujours
exactement une connexion de tout ordre, donc une seude pseudo-—-stratification,

et celle-ci est une stratification: donc la catégorie des objets de US munis

~d'une stratification relativement & R est alors équivalente, par le foncteur

‘"valeur en 8", 4 la catégorie ?g~¢lle méme.(Dans tous les cas, le foncteur

=

"vraleur en S" est fan—Seoves—oay fidéléjﬂ"“{?
Ceci déﬁbﬁon voit que pour tout cristal M sur S de type £ (relativement i

R), sa s=Xzuox valeur M(S)=M est un objet de Fg muni d'une gtratification

canonigue relativement 4 R, d'ol un foncteur: cristaux relatifs d» type T >

ocoj»ts de F munis d'une stratification. ILa remarque de l.4. montre d'ailleurs

—

-

Que ~* “oncteur n'est pas toujours fld@le. Il y a cependant des cas {ntér==ianw




et ————— - e e @7 T D o e e R

81 S >R est "foranellement lisso", par exenpie ci cfcst un morphisce lisse, ou

e

81 S et R sont des spectres de corps kc,k, avée k une extencion séoarzdlie do k

Dmmoxooxdozitoeross(Quand d'ailleurs S—2R est mérme formellemeni: étale,  alors

les deux catégories: celle des cristaux et celle des objets A4 stratificaiion,

deviennent &taiSeaed équivalenteq,par le Toncteur Yvaleur en S" a P, iwi-ming,

G

ce qui nous redonne 1° exizle 4 Ia noix ¢C 1.5 cu k est de car. nulle).. Sauf

.

erreur, on a encore une équivalence de catézories si S— R est plat et localement
r i~ Sritern Sl

Cdw ANy W "P. fia, ux-oc.-‘v\- ¥ ta Lot el oA = ruadtluln QN\&AVWAJJ
de présentation Lin t mals je n'ail pas écrit o démonstration.

— e e e ——TTT

—

1. 9. Ulle digression sur la notion de stratification en caractéristique nulle.

7Quand S est lisse sur R (en fait, %1 suffit que S soit différentiellepe tﬂlisae

o N

sur R, i.e. le morphisme dlagonal S—»SXRS une immersion rézulidre), et si R
--—-""’ S ———

e e 4 e e

est de caractéristique nulle, alors une stratification d'un Hgdule il sur S

L —

- (relativement 4 R) est connue quand on connait la l-3onnexion qu'elle aézinit,

-

et ontgoufuéerdéhner celle-ci arbitrairement, soumise & la seule condition que

le "fenseur courburs® , qui est urne certaine Bection de 'E;gfh 0 Bla(i), soilt

om— - ——————— o

et

nul. (Cela peut aussi s'exprimer en Cdcant qu'on fait opérer le faiscean

Dér des dérivations relatives do S sur R, sur !, de fagon i satisfaire aux
S/R ~

M‘ IR ‘
relations habituelles, y compris celle de trancSormer crochet en crochet). JTig-
)

%‘ nore dans quelle resure ln'hVD°ta"’9 de lissité est nécessaire pour cet énoncé,
- ou si’ (dans le cas lisse Q%ggpf)mpn peut fOfmuler un ép33§‘>gnalogue pour toute
; Hcgtegorie fibree F suru(Sch)/R o Mais bien entendu, l'hypothése dg caractéris-
§ tique nullé faite sur R est tout & fait essentielle. Si R est de caractéristiquc
; P >0, l'gacdcé qui rempiace le précédent (et qui sauf erreur est dft 4 Cartier)

t;“est que dans ce cas, la donnéea d'une "connexion sans torsion" sur I quivaut &

N -

une "donnée de descente® sur M relativement & frovenius S — S(p/R). Il ya

loin de 1& A& une =50 stratification
v .

La notion de p—cristai et seg variantes,

Ns supposons maintenant gue & est de ca racté stimie p >0, Tiamar=dz

———— - e e e —

o
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*

‘0

et R f“Spcc(Z) (ou Spec(gp), spectre des cablers peadiques, cela reviendrait
- ' dec présentation fi
eu méme). Si M est un cristzl de cocdules sur S,(EIBTS €1 Vertu Ge Ll.5. , pour
e .
tout s¢ S, 8i s'2 est le spectre d'uns cldture varfaite de k(s), 1'imzze inverze

-

B(s') de X en s! peut &tre ihuerorétéo corziz un module de type fini sur liannesu

e ”_,/‘

des vecteurs de Witt W{k{s')). Ainsi, = notion de crisital de modules sur S

mn———

dessus de S. Bien entendu, la notion de cristal est plus fine que ¢a encore, e%
—.—’ .

14

doit donner, J'esptre, la bonne notion dc¥fznille® lorsque, diszong, S est o

spectre d'un corps de fonctions (donc pas nécessairement pa rezis). Je vais molne

tenant introduire une structure supplémentaire, qui T==—==% devrait permaettre do

formuler, de mdme, 1a notion de "famille algebriqua de rodules de Dieudonné®,

. o n e T Sewemees s
7

paramétréa par S,

Considérons le morphisme "puissance p.eue R !\ewgtff -
frobs -%s;\N - w'f//_
= > S —>,F’§5L'T
¢ . s

cristal 1mage ixmverse:

' , (p) = Iroo (1)

/WM’- ) ' o .‘
On appelle p-ciistal sur Sﬁun'gglgﬁal M sur S, muni d'un morphisme de cristaux
_— —= = —

Evidemment, les p—cristauX/a coygce

dépendant fanctoriellement de F (pour 1les foncteurs covariants cariésiens

F donnée forpent encore une catégorie,

de catégories fibrées), ce qui permet par -exemple, pour les p-cristaux de
modules sur S, d'introduire toutes les opérations tensorielles habituelles

covariantes (prdduits tensoriell, puissances alternées et symétriques etc).

e e 1 |

a -
Pour Irmremloz da¢1n1r ‘le dup’ d'un p—cristal de modu7eu, il y a lieu dtintociuls

el - e e e et e O ety e

une notions duale de celle de p—cristal d'espece F, c'est celle de

-1 R .

P -cristel d'espece F : c'est un cristal d'espece F, avec un morphisme de
N e e e - -

cristaux en nens 1ﬂ;nr A

modules sur les anreaux de vecteurs de Witt aux différents points vorfeits =u //



P

:)Par exomple, on définit le bileristal de Tate

- et les =ooifztx morphismes de cristaux -

. \(;

e s . 4 s T - & Yy -~ —
flinsi un gﬁﬁ?%gar cariésicn entre catdgorics Tidbrées sur (Seh) tranc
IR ,-'~/5: KT ",.3"1 i %

. A
l H . . 7 :
p—-cristeux en p “-cristauz, et invergohv“ua L2a p Tec istaux C
c

plient tensoriellement eatro oux comma L83 z=~crisiz
Pour obtenir wne notion "autoducoico®, 1l y a2 lic
de voids :

bié ris»uawfﬂ”'b, qulon pourrait esussi eppeler un cricial de

Wj
lorsque F est fibré en catégorics additives: c’est un ist,

d'une p-structure et d*une p “—structure, cetisfaisant sux r

FV t:.:‘::} = pt id;}’ ﬂ'dd--(p) .

YO ey QU e X

- Cette notion semble tout & fait hdéquﬂto é 'étude des

ou ce qul revient moralement au mGmo, 4 1'étude de 1alcohomo
A ' aliatainds 4 =

“en dimension l. En dir—nsiond supérieuroq{’fﬁ y 2 lieu dtint

e

de bi—cr;ut 1 dc poids i , qui est un cristal muni de F-et

au;'relations

PV = ptaa,, VP = pt e (p)

DR I S Tt A “mxw‘m“w“ =~ /b
poidzsl) [
Be e e S T ]

-

elations

groupes f =els,
logie de De‘Rham
roduire 22 rotion

V satisfaisant

le cristal de :oduleo ‘unitd (associant & tout T sous S le Module O ‘Tui-zboe ),

D e————— -

RN

animj,( Vept dd.y .

Ainsi le bicristal de Tate do poids 2% t a pulssance tenso

JS

~
[~

<1}

bieristal de Tate de po? ds 7 (B les bicristaux de poids éuelconqueo se multip :

ent-tensoriellement, de %Q;ﬁb que les poids-s'ajoutent).

elle i.dme du

434.)S1 on veut"rendre inversible® le bicristal de Tate T+ , on est obligd, quton

le veullle ou non, de passer & une catégorie de fractions de

cristaux de modules sur S,[gui ertrd parenthdses est uno cat

la catégoris des

égorie gp—linéai

(i.e. les Hom sont des gp-modules «..), tout comme les catégories de p—cristaux

etc qu'on en déduiél. I1 revient done su nlzec &2 passer A une catégzorie do

fractions, en déclarant qu'on veut rendro notre catégorie abdlienne 0-linziro,

ou ¢n déclarant qu'on ia vout rendro 0 _=-iindeire: 11 faut fa

-u.a

la sous-caté"orie abélienne ¢ratsse fornde des objets de o=

ire le quoticat par

gosion, qui con?

istaux de rodulos

' ausai des objets de p—tc:sion/.On trouve la catégorio dea "cr
T —

~——

B 3

[}

- SN
B s lriduie]
§
AT GTUT T ;
e L)
wodules e .

t




Co LOUGLILS LU Ueeoiiv Lo vue acua Ve O LIV WLUIL, G

. iR AOT AQI.OJJ";"tﬁﬁfﬁhig:g'fuﬁ
définit coz=o ci-~dcosus la notic: do pwicccrictai, cozo~dicat la domnée d'un
Lok d .‘7 - » a0 K]
isoeristal [ "uni d'un homomorphiczy IS ¢€'2~q> D1« In notion de bpi-isocristal

reigonnablo glors, car V dold Otre clore donnd cn %vermos Qo F comne oo 7. Iy

(cona préeisien do $oids) un p~izocristal

pour Zequol F est un isomorohiszze, ot o ne mas choislr entre lesg Eifféronto

..

- : =Y ‘
p°1F = possibleo; 11 vaut mioux dgelomont no Too parlor ici do p Telzosristal,

la notion intéressante dtont colio do b“-i*‘ariotal, qui est manifeztoment oufice
QL“”d on cc rostreiat suz objeova do tymo Tind ‘

. ,

- s - [ WU EO SRR VORI ) L IS, W BT S,
AR KoY eutin o I eBI0o1s oubs b o Fen us oDituresstes i et prosinicnase mL“-:~4U S D EEAI ST o S 2o S
L e d

-3 ; , -
fo dvnl ¢o (I,P) est (E%,tF =) , od %ozt e ice~cristal éunl do M.
W‘“WA s

Ca pout également, bien slr, localiser par rapport & p en partant déjh de

-

la catézorio desd bi-crisuau: do polds &, on trouvo i¢o bicrigtonsr do rvoidlin 4

”be
h doominto nroo, qui forment uno catégorioc abdliomno (S,*), et wa fometeny

oxucﬁ Rounld do vH , : : - E
“IoTAer(Q)4) —> Istle=(S)

b volours dans la catégorie Isbicr(S) des ice—bicristéux cur S. Co fomchous

oot ﬁL;Ji%:f3§$Z7 ploincrent £iddle, cdo gorte que leg #iﬁm?“brﬁo' ez Zorond

A réndralioation coommne  des bileristous de noids 3 Y dsondhlo vrda., Dour

_précioer ¢o point, désignant par Blexr(S,i) la catégorlo des bicristauz do

as

poidq i gur S; &3 y a lieu d'introduire des foncteurs cancnigueas
- Bier(s,i) —» Bicr(S,2+%) — ... ,

donnés par (:,E*ZZ:i.ﬁiiglgyzf Quand on localize ces foncteurs prp, ca trouvo

dos foncteurs

IsDier(S,4)—>IcDierss,i+l)—....

qQui ge trouvent Stre ploinoment f£1d&lc3 : on peut donc concidérer que, pous 2

croissantg 1a notion da. 'bicr*5u b de poidz i Y. iz0génia.-pras® constitus uwno
el

généralisation de plus en plus large de celle de "cristal de Dieudonné”. La notl
.__._—-———"‘"_""‘“""MN S o

———— —— e e e meme e e e ~——— — P e e e e e e




précedunteu, et qui QO plus a 1z louvable verdu dlcetre sievlie par produl’ Tenlls-
a——————
‘ noc_\ S C~"*C"‘:J )
rielj {bu_“ enble cConc une catégorie toute i“dwquéo Tormmooorois comme catégorn

doa valeurs pour un foncteur "cohomologie ée D2 Rhanm® convenable, lorsquica
ge décilde & travailler & isogénie prés.

1l.X2. }Z::::j Exeznled: Cas ou(u, ot 2o swmeetre ¢fun corns(;;;;ait x. Alors 1z

donnée d'un cristal de modules de type fini sur k écuiveaut & Za donnée d'un

(P) Y

module de type fini X sur V/ la formation du motif II correspond a 2a formaticz

de -

) = I‘%(Wafw) ’ .

_Cou fw est l'endomorphisme de frohenius de W, =X et (w,fw) est la W—-algebdbre

; défGinie par T Par suite un siructure de p-cristal sur M revient & la donnée

w *
" d'un homonorphisme de W-nmodules (p2_4> M, cu 81 on préfire, & la donnde

" d'un homonmorphisze f psemi-lindaire

?ﬂ H I'I""}‘im .

Comme l'application x~—»x01 de H dans :-f%‘[(u,fl,)' est bijective, £ &tent’
-un autonmorphisme de W, on, peut considérer la bijection iuverse, qui est fw—l— |

somi~linéaire. Par guite, la donnée d'une p 1—structure sur M revient & la

donnée d'un homomorphisne Ty l—liﬁéaire:

VN:x$v>l{ .

¥ e ]
1a donnée d'un couple (F,V) définit sur M une structure de bi-cristal de poids

1 81 et seulement si on a

- F¥ = VF = po id,

d [ ]
— .
En particulier, pour i=l, on retrouve la notion de todu_e de Q}eudonnu. la caté-

gorie des cristaux de Dieudonné sur k est canoniquement équivalente a celle des

modules de Dieudonnd =iz relativement & k.

~e

. Ia catégorie des isocristaux de mzhrzm type fini sur k est éqﬁivalente

& la catégorie des vectoriels de dinension fin*e sur le corps des fractions }(
: ' isq) :
3 (&:ffigzr de W. Donc un biZristal (de type fini) sur kX s'identifie X un tel

ﬁ;?ecﬁoriel, muni d*un fKK>endomoro.isme bijectif.
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On peut se demander, avec la description précéddente des bi-isocristaux,

quels sont ceux qui sont dans l'image essejtielle de Tabier(S,1i) — Isbicr(s),

6n trouve que ee sont les couples (T,F), Tun vectoriel sur K et ¥ un automor—

. . iz . -1 .
phisme semi-lierzc&ire, tels que, si on pose V=pi? y pour tout x &7, llensemble

\'—'—\_/\_/\M_/w-\/\_—%.
de ses transformés par les différents monfmes non commutatifs en 7,V soit une
" W/\/\‘M”w—ﬁ w"“"”‘\~ e e e —
partie bornde de ¥: c'est une pure teutologie. Pour qu'il existe un i ayant

. - D rTe—
cette propricté, il faut et il suffit que pour tout x¢ T, l'ensemble des F x
. . b S ——
soit borné. 3Bjen entendu, c'est la une propriété qui est siable par crangement
’)——— " i
de F en pF (correspcndant 4 la temsorisation par le bi-isccristal de Tate de

poids 2), mais non par le changement de F en p“lF (cérrespondant 4 la iensorisa-

. . -1 N 3 , ) .
tion par 1l'inverse T du bi-isocristal précédent). Comme on tient beszucoup i
inverser Tate, on voit qu'il n'est pas naturel, en effet, de poser une condition
de croissance sur l'ensemble des Zi=fz itérés de F. De fagon précise, appelent

)

"effectif§/ les bi-48ocristaux qui proviennent d'un objet dfun Isbicr(S,i), on

:véit'qﬁe'tout bi-isocristal est de la forme T—iﬁﬂ y avec N effectif: on n'a pus

et —

"ajduté plus de nouveaux objets qu'il n'était absolument nécessaire i

1513.’ Exenple 2: S lisse sur un corps parfait k. Déterminons d'dbord dans ce
cas les eristaux sur S, sans plus. Uout d'abord, sans condition de lissité, on

voit & 1'aide de la propriété caractéristique de W que la catégorie C introduite

“

dans 1.0. ne change pas)essentiellement;quand on remplace R=Spec(Z) par R=Spec(¥).

D'autre part, il résulte aussit8t des définitions que la donnée d'un Lmeristal

gur S, relativement & ¥, revient 4 la donnée d'un srstéme cohérent de cristaux

—

—

sur S, relatifs aux W= w/pn+lw .(NB €n n'a pas formulé avec la‘généralité

| b

qui‘éonVenait 1l'exzmple 3 de 1l.7. 1_) Thddriquement, on est donc ramené i déter-
miher; pour chaque n, la catégorie des cristaux sur S relatifs 2 W, o» et les

foncteurs restriction entre ces catégories. D'ailleurs, il est inoffensif de se

localiser sur S, £z par exemple de supposer au besoin S affine. Ytilisant main-

-tenant la lissité de S, on peut donc supposer que pour tout n, S se remonte »~n

1

'~ ~ B T T Y

-




S lisse et affine). Or, il résuite enccre facilement des dérinitions, utiliszz3

‘.0

seulement que S= S —> S eat une immersion fermée définie par un Zdéal nilp tent,

que le foncteur restriction des cristaux sur Sn (relativement & une base quelcon-
que ~ ici orn prendra Hn) vers les cristaux sur So, est une équivalence de catéze-

» sur S, |
ries, donc un cristal sur S relative t 4T s'identifie & un cristali/z Colative=

. I
ment 2 En . Comme Sﬁb est lisse sur wn, il résulte de ce qui a é4té dit dans I.SJ
| |

que les cristaux en questlon s 1dentif’ent aux objets (de l’esnb e ¥ consi caré )

sur S y munis dfune stratification reletivenent & 2n=Spec(wn). Les foncteurs f

restrlctlons sur les cristaux s'expriment alors par les foncteurs restrictions

H \

coresspondants pour objets stratifiés. En résumé: un cristal/sur S stidentifi=

4 unimir systéme  condrent (Qn) d'obiets & siratification sur les différenis

Sn.sur R = Spec(w ). Pour relier ceci é.des objets cui solent Dlus dans 1a

nature d'objets "deflnis ‘en caractéristioue nulle" tsupposons d'abovdu que 1l'on

%

RN - a e e am s
PEEBUEEEN

puisse méme relever S en un schema X Dropre sur R=Spec(¥), hypothése évidemment

e B R o e

-

bien restrictive. On voit alors, utilisant lesthéoremes de comparaison EGA III 455

que dans le cas de cristaux de modules éohérents sur S, la catégorie desdits

R PO S e e S e P T T T BT

—— e Biaaia—ctr S

est canoniquement éaquivalente & la catécorie des Mlodules coherents i sur §i<. /
2

munis d'une stratification relativement A R=Spec(¥). (NB Il se trouve donc,
Lot —n - &m’% Rttt ~
posteriori, que cette datnlere catégorie est essentiellement indépendante du
..................... aiie TN e e e L e e M
relévement choisi X de s). Considerant la fibre generique XK == de X sur R,
—— e - """W e _*__”/

qui est un schéma propre et lisse sur un corps de caractéristique nulle, of

trouve donc un foncteur remarquable "restriction™ ou "localisation" , allant de

la catégorie des cristaux de modules cohérents sur S, dans la cetézorie des

Modules cohérents pt-rx¥2%‘rasur XK strati‘iea relativenent #{f Or (oubli

de 1. 8 ) on voit facigt:ent qu'un Module cohérent stratifié sur un préschdma

-

localement de type fini sur un corps est necessalvemenu localement libre. De plu:

— e — . - ev X 1 Eg5e™d TS
comme ici K est de caracterlsthue nullﬁx“tﬁ—‘ signalé dans 1.8. que la notion
de stratlfication s'explicite tr>~ -“-nlement comme celle de "connexion int4—




B

se plonger uans le corps des complexes L, alors la notion de module cinerent o
- RS W

UL >"";:'.';- I
bonai} able sur X, s 1nterp*ete en termes de représentations ling zires
e T it e s 1 e/ - Tt VL RN I AT AT T T 2 e o S PP TUA ™ & G - e

an . .
du groupe Tondamcnua‘ an] transoenia 1t de XG , de fagon nhien cornrue. Si par

e Uy i
SRR NPT R SRR S

exemple le groupe fondamental transcannaot est le grouperunité, alors on conclul

par descente que tout Module condrent stratifid sur X, est trivial, ce gui en

—~ et - - Iy

s

termes de S s'énonce en disant que tout cristzl de modules ohpr?nz' sur S est

e Yo (“-(1“:'2
isogéne & an cri istal "conssant", i.e. Imopo qui est l'imegs inverse d'un cristal

s . . e et ~ :
dité de la notion de cristal on dedultﬁpar exemple}faollemenﬁ;que tout p-cristal

ccohérent sur S ou tout Ybi-cristal de poids i donné (var exemple tnut cristal
Y

4.

de Dieudonné) mux est sogéhe 4 un fourbic de mgme'espéce trivial. On veoit donc
-W./\/‘

lé un principe d’approche transcendante pour l'étude des Tamilles de vrouoes

Ll STy

s L LN TR B ST T S AT

e

formels (par exemple) en caracy éristique p. . :] Quand & la notion d'isocris-

R
Satve g bt T v e, T T N S RN
e 1L e -~

tal (de modules cohevenus) sur S, on constate sussitdt que le foncteur précédent

induit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie de ces derniers, dans la

&
1

" catégorie des modules conhérents stratifiés sur XK . Il s'impose  évidemment dlex

determlner 1'image essentlelle et pour commencer dl'exzminer rmeffamaonimidei—a si
s

.par hasa“d ce foncteur ne serait pas une équivalence de catégories. £Cela me

P

i
'W" ’ . P {

. . . . A . s 2
J=8emble un peu trop optimiste, mais je ne suis sur de rien, faute d'avoir regardé,.
: TN e ———

. .définitions envisazées dans 1.8. dang le cadre formel). Si

% Tout ce qu'on peut dire A priori, c'est que la condition cherchée sur un:z:

Module stratlflé doit ét*e;ﬁhxpxx¢fz de nature locale en les points de X qui

ot o = e = - R e s s e e i ——
sont maximaux~§ans S. ' ' - ~
. N -

Quand on ne suppose pas S roroorkd proprerTRi et remonte_globaiament mais
SRZE D

e § ke o ————— T e e

qu'on suppose seulement qu'on a remonte S formellement, _en un schema formel X

e e e e = B R i - e s ————
)

sur K, alors il est vrai (en fait, de fagon essentiellement triviale) que la

catégorie des cristeux z=iz de modules cohérents sur S est équivalente & la caté- '

gor*e des Iiodules cohérents sur le schéma formel X, runis d'une stratification

e n ST wm—

relativement 3 Specf(¥)=R (quand on transcrit de fagon évidente toutes Teg

0vn Vevl cncor‘&.)

L 4



1L ILaut aeriinar AK coxnme lfegrace risics

.-

formel X, et considérer sur XK ¢cg lodules coliéronte munis de mimTrmioim straito
fications au sens rizide—analyticue, ou ce qui revient au mlne, de connexions
_ . 6n ce gens
intégrabless D¢ Tels odules sont encore nécesszirement localenent lidbrce. On
L, o — T T T T T ,_\—_/—‘.*
trouve ainsi un foncteur des cristeux de Jodules cchérents sur S dans les Zodul

"cohérents stiratifiés sur XK’ induisent un Foncteur pleinement fidele e la
catégorie des isocristaux cohérents sur S, dans la catégoriec des Iodules coxni-
rents stratifiés sur XK . Comue tout &4 l'heure (et méme plus, si on peut dire,

car c'est vraiment &% ici la situation "naturelle™), il s'impose de regarder

—~——

, Qquelle est l'image essentielle . On peut %zalement se demander si les Hodules

cohérents stratifiés sur un espace rigide-analytique n'admettraient pas une
|

descriprion simple, en termes d%un groupc plus ou moins discret jouant le rble

du groupe fondemental dans la théorie transcendente sur le corps dez complexed.
des crisi&uz sur S -
Xx%3x La description donnég{ Touvy vriviate qu'elle scit, a déja des consé.-

¢ les ,
de module

quences intéressantes pour la structure de la catégorie des cristaux Goadrents

gur S: maxInIxoexaia cetile catégorie est noethéricnne (si S est noethérien ™
"i.e. de type fini sur k), tout objet contient donc un plus grand sous-obdbjet de

: nt/ - X :
torsion, de plus D-3objets sans torsion corresponagdéns la description ci-dessus

»huzn.nodulesstratifiéssans torsion sur X, lequelszfgﬁﬁalors sgutoratiquenent

k  loca1ement libres. Il est bien probable que des résultats analogues doivent

8tre vrai%sans hypothése du genre lissité sur S . o

: :: )
‘le14.). Il faut encore expliciter, dans la description générale précédente, 12

.

‘gammdz foncteur H~»M(p) , pour pouvoir décrire de fagon anzlogue les bicristaux

A:et bi-isocristauxy De fagon générale, si en plus de la donnée de S sur k, cr
a un S? lisée sur k' parfait, ©t des tz——morphismes S'—>S et Spec(k?!)—» Spec(k)
-donnéﬁt lieu & un carré'commutatif, et si enfin on peout relever S' formellement
en X', et S'_, S en X'— X, donnant un carré comzutatif avec Spec W?-—» Spcc ﬁ )
glors la notion d'image inverse de cristaux de modules cohérents, dé S & S¢,
sfexplicite en termes d'imaée inverse de Modules cohérents stratifiés,.de X

L
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~

est donc conduir h chercner a ;::“

i ey e 7

p.emes,

S smnree A

on

fagon compztible avec le morphisme SPGCAV)—¢Sﬁe

— RS LR A . e

"'.—" )

e et o e 23

T e e e

T ———— e e ————
rclever ce worphisme 2 X de

- e g~ a————. g o A

W) déduit de f,, » ou ce qui

- ————n

—_— S
. o/ ¥ -
revient aug méme, de relever le morphisme canonigue S / ) un morphis
me de H—scheémas formels X—> XxR(R,fR). C'est en tous cas *oujicurs possidle
o yemee
si S est 27fine, cas auquel on peut se ramener. Ayant donc ainsi un forphisme
 —— e e
fo : X—> X
X 7~
W"‘“ﬁ—'—-* 3
cempatible avec fp sur R=%pecf(¥W), et induisant Tg sur S, le foncteur hﬁ~v§i(p)
— o - ' !
s¥explicife ccomme 1'im=ge inverse ordinzire de Modulss strzitifids sur X relati-
_venment 4 B, resn. (dans le cas de isocrist ihl) de Modules stratifiés sur l'espace
rigice-analyiicue XK , pour le"Horphisme" XK._9 X} dlespaces rigide-analytiques
bl LT N , - !
.(relatlaq A ) sur le corps de base ') induit par fy - 3Bjen que £y et par suite
&. ?ék loin d'8tre unique, le foncteur envisagé qu'il ieflnlt ne dépend pas,
. [& 4{0\,« D - .
.essentiellemenqldes choix taits.

-cristaux de modules en

biisocristaux sur une base

b
=X

quelconcue. Ne supposons plus

i.lS.)Bicristaux

nécessairexent S de caroutorlsthue determ*née

/7 OL’&L?“ ‘{% roc
V(p. 1, ) de S sur le point

: S

poids i sur S est par définition la donnde d'un

pour chaque p d'une siructure de_
T et~

T s M R e

6"—,~< < '(/\L -’-—Lcl

b; soit Sp la fibre

_bi-cristal d

de M A Sp , définie par la

bi—lsocrlstal sur S, étant entendu qu'un isocri

[

des isocristaux sur S (comme de juste), définie

"localisant" par rappo

7

i.8. en tensorisant les Hom sur 2 Lo

- ¢

nulle, le supplément de structure 1moliqué par

Qe

-

par

que su S est de caractérastique p, on retrouve

enfin S est de tvne fini- sur Z et domine Spec(2

ﬂ'une nature essentiellement arithmétique, les

homomorprismes de frobenius,

4

Qo

donnée dei?p,vp . On'définit de méme la notion de

rt 2

p. Kgus Pour chaque nombre premiez

Un bicﬁ"stal de

ANt g [ A =T Ty

cristal de nmodules ¥ sur S, et

.-NM— .

pZ de Spec(Z).

. b —
o e g B

e

poids 1 sur la restriction i

P

-P

stal est un oﬂjet de la catégofie

A partir de 1la cauégorie des-

‘des enticrs n> O arbitraires,;

rsque S est de caznactéristique

r "pi" est évidemment bide, tandis

les notions de 1.10. Lorsque

est

7
€

(4]

), alors la notion envisa

-
ass

dif"érents Fp jouant le r8le 4!

comme de bien eanterdu; dans la cas du Po{otg 1, en




ro peruet de relier entre oux les grouzcs forzgls cn les diverses caracuérizii-

ques auxquels i donne naissance ...

1.16.) Un retour en erridére. Ia ¢éPinition 1.1, et e eoriZc 1.3,
'}

-

s
pou canilés. Au lieu de prendre dans Z,0. pour C 2= catégorie dc§/a{$ches S—7

qui ... , 11 Faut prendre la catdgoric deoc ReT1llchioz U—D1 cul ... , ou U L.

un ouvert induit non précizd de S. Tz 3luz, I la ééfinition nlest gudre roicon-

—~— Oy T e s, ARD L T TS

halle alors que si la catégorie fibrée envicazée F est un "champ' pour la topolc-

1

gle de Zariski sur (uu;)/R , 1.6. 51 on peut y recoller filches et objets. Ceci

est nécessaire c¢n tous cas pour pouvoir dens 1. 3. définir 2a notion d'iuage invez

SRR
se, la définition que j'y ai donnee n'étant ralsonnublp guec 8i S,5? sont effines.
Dang le cas général, il faut se localiser sur S et S' pour se ranecner 2 cotte

. ’ ' <
sitvation. Autrement on bute sur des ccauvizrs idiots de nature globale, corme

. .. - ) enyy “HSG- .
le feit que sans restriction sur S§'—8, 2a construction i ‘LM___ de somme

emalgondo falt sortir de la caitégorie des préschénas ... I1 est probable qutil g
aursa bien.d'autreé canulars de détail dans ces notesz, mais,je pease, sans conzle
queace 3

I1 et évidemment tentant de vouloir interpréter les cristaux de modules
corre falsceaux de modules sur un certain site. C'est possible, en prenant le

11
“gite c:c':io’cal'lo’r’evmV de S sur RY, qui est précisément le site dont la ca»‘ orle

e,

sous-jacente/4/t celle des R-morphismes U-- T (U ouvert de S, U— T immercion
fermée surjective définie par Ideal nilpotent sur T), lz topologie est celle de
Zariski: on prend comme familles couvrantés "de définition® de (U—=2) les
familles définies par des recouvrenents ouveris (Ti) de T, chaque Ty runi do

la structure induite, et déZinissant (Ui—D Ti) par U,=U,T?, . Un faisceau d'ca

~

—

senbles sur ce site s'identifie & un Syutb ¢ de faiscecaux d'ensembles ?Ubﬂ sur

objets - ,
losA5GTs des objets de C, avec, pour toute £1Gcke (U— 1) — (U'— 7°¢) dc C,
homororphisze de 1'image inverse do FU’->T‘ —="25~ 7, dans FU_;T (hozozox

phisze qui n'est ras nécessairement un izomorpaiszze $). Bn particulier, assol’e




a*gnnezux U, sur L. Lecl posSe, Les crisiaux ae nocules (gquasil-conerents) sur o
- N T T

o T N e e e ™ —

V\__
st'identi¥ient aux lodules quasi~cohérents (i.e. localement conoyau dfun hemomor

- —— T
e e

: - . . nrés. s
phisme de Iodules  libres) sur O ;  les cristaux "de PE8rinir i.e. les oo

L T VU

taux de Jodules de présentation finie, correspcordent exactement auvz Modules de

3]
[wS
1
1

présentation finie sur Oy -

Quand on a un R-morphisme S?*— S, je ne vols pas de mO”p“lS:& nature
“correspondant entre les sites crist l‘o"enesa cor*e°pondarts 3 5,8'. Ce
e e e e ) Toocr /s et Tcper

bien génant, car 1ntrodulsant lev tonos cristalleog 5! eILn;Jﬂﬁzr-lES

————— e

L
S
"lJ

question, on définit par la méthode esquissée dans l.3. un hnz=morphisme
" . | ~TopchyR — Topch/R ’ s et
dorrespowdant & la notion naturelle de °1ma*e_iﬁverse de faisceaux" (TEEITE'T;;«a
devrait &tre définie avec le plus grand soin).
1'17' On est donc dans une situvation ol on peut faire marcaner La wachine coho=c
logique. Btant 101n de nes bases, je n'ai pas tenté sérieusement de tirer au

T — |

clair si les imgges dl”eCueS supérieures qu'on dé¢1n t ainsi, et en particulie*

 les groupes de cohomologie du site cristallogv“f”“‘“ , donnent ce qu'on voudrait

QU

" Le test—clef est le suiVant:( si R est le swnectre d*un corps, et si S est liss

-—

sur R, et propre sur R dans le cas de la caractéristicue p>0, on voudrait

trouve;, comre’ cohom01qgﬁe 4 coéfficients dans QC lui-méme, la cohomologie de

¥ De Rham de S relativement % R. Plus généralement, sans condition sur R, =i

"valeur en S°¥da o (et 1:9
£:5S'—» S est propre et lisse, on voudrsit trouver comma R™f (gc,gyfré‘

cris =

faisceau. de cohomologie de De Rham R ('rzﬁ'/s y DXXTExzoomaxcERmoxiox et

PYRIRY Vo8 s _ !
que la connexion canonique 2 la Gauss-anin sur ce dernier soit celle associée

P s S e " s . :
J

é la stratification canonique provenant de la structure cristalline (ef 1.8.)

s TN

L'existence d'une connexion de Gauss-lanin en cohomologie de De-Rham (que j'ai'

——

’ . , , i
vérifié pour n'importe quel morphisme lisse), et le tapis de Weshnitzer-lonsky,

'sont en tous cas des indications zssez fortes pour conduire & penser qu'il doive
i

"exister une théorie conomologique, en termes de cristaux, donnant de telles

aleurs ' N
v j pour l'argument QC, . Au cas ou 1l1a cohomologie du site eris—

e ———n b

v



“"tellogéne ne dornnerait pas les TesuLivals QUL I&UL,. Gl JULL—GLy vonyvs wos == -

’ . 3 . PO X3 ) N
de prendre des foncteurs 3dérivds dans la catézorie de tous les Hodules sur le

site anne’é CrlStallOo-\Jt:T"“) de p*ﬂqdre ces Toncteurs dérivés dans le coiezo-
rie des seuls Modules quasi-cohérents sur le site cristallogéne, i.e. dans la
?

catézorie des crlstaux de nodules. ¢

) Cﬁagitre 2 La cohorologie dc Do Rhen ezt va cristel.

Leed W

2% 1. ) L'affirzation du titre ntest pour l*instant qufune hypothdse ou un vocu:

!

pieux, mais je suis convaincu qu'Clle est essentiellement correcte. Comze je

l'ai dit dans 1.17. , 11 y a .pour le mcxzent deux indications dans cette directicw:

’ a) Le travail de Vashnitzer-lionskyv, Doux grosses idoerfec ;cions dans leur

’ tapis' 12 113 n'obtiennent que des invarients coaokolorlques locarx sur leus

-variété lisse en caractéristique p}-O via leu*” relévaments; pour evoir un ine
- varient global, ils doivent se 1}9;§erré lz dirmension 1. Cn peut penser que cela
t tient & lour manque de familiarité avec les machines cohomologigues. 22 leurs

Koo
_ invariinta sont des (faisceaux de) vectoriels sur le corps des fractions de ¥,

" et non sur ¥, i.e. ils n' 'obtiennent que des invariants "modulo isogénio®. I

A it v =

" gemble bien, en effet, que leur démonsitration d'invariance Ffait intervenir de

-

fagon &= ecsentielle des dénominateurs. Il n'est vas exclu, d'aprds ceiic indi-

cation, quc dens e titre du Chapitre il faille remplacer "cristal”™ par "iscorize
(2 S pew Tehth)

: 2
»€tal". Ce sereit blpn commage, rais nfexclurait pas pour éﬁ_“n* L'existence

d'EE? bonne théorie cohomolog}gue pour les cristeaux, qui pour un morphisze

propre et lisse et le "cristal unité" coinciderait rodulo isozénie avec ca que
. W e

—— S————— L )

dogne De Rham . Le test décisif reste celuil indiqué dans 1.17 , savoir: donne-

t-1il ain résultat positif seulement en caractéristique zéro,ou en toute caractée
ristigge ?

b) L'existence des connexions de Gauss—>ianin. Or—rm

FCony

'al vérifié pour

J—

[t N YY)
tout morpnisme lisse £ 0—> S 1l'ex <istence d'une connexion canoniquefsur lcs

S i

glg au sens de De Rham relatif, ou plug correctement,”sur le complexe . B

R LS EUOIPPE RS S
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© plus généralement sur tout obggt-but T d'un objet

et RN L) - ---,‘, Lol men O 0. 1y =
jé n'ei pas vér_L¢é pour cciUs comncuicn Ut comiificn GO Tinlll

= el

' o ‘." o e A e g b « 3 < sl
Yooor=ans cfest oot vérifid ca touzn cas {=nr voic trcnscondente ) =i € esd

9 —

’ o e S 9. ™Y Y S a e
1isse!sur R réduit de ceractéristicue mul’c, ( "1 Teut roter dfaillcurs gulil nty
a pas dicspoir de pontrer que le connexion en quostion provienty :

N —— TSI

e

stratification: t fau: cn caractéris

e = S — et % vy o .

2choriclogie de De Rhem pour une varidété alsé
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afflne) n'est plus Cu tout raisonnable, ét“nt bezucoup trop grosse. DOL“ pouvoir
espérer une stratification sur gf 0 }S) , cens restriction de carectéris
11 faut donc supposer T vrogra£1

c) Ia nécessité d%une interprétciion cristazllographicus de la coho:olégia

de De Rnam ect également suggérée par le problize que j'avais signslé dans oo,

papier blecu sur De Rnw: si 0 est ‘e spectre du corps des eodo’eV~~, S Xisso

“sur R et X lisse et propre cur S, alors la théorie Coanscendanie do 1a cone=Clic=

—

gie nous fournii unc suite spectrale HQ(San,qu%n(C ))=> (R, 0) L, dens

le ter=e snitial et l'=boutisscment dfeutre part oas was desceripbica wulosind

—— el

/—”_ 4~ 4
al~débricuc, comze cohocologie de-De Rhem de X, et de S & coéfficiler

i ts Gons 1es
R — ARSI L T intéarable
r%e S } ® ) A 0}(: ™ — o ) 9 . s .
g;{&( 2Ly ra nis de leur connemion emnon “ter\c Wl permet de les Trendre
: o P Pt s T T s N Tt o

cor—2 coéfPicients dans la cohomologie de Ds Rhan). On aimerait trocver uno

interpreta ion purement algébrique de cette suite spectrale toute entidre.

2.2.) Je vais priciser tmyommritrorrixnrdoin 1'affirration du titre, en me

plagant{dans Y'éventualité o tiniste foien sﬁr}oﬁ on n'aurait vas besoin de s%ico-

AP et e,
géniser. . o L.ﬂ:ilii‘_:.o_.;.g 1“_&1;’.?6’?@-“;’?“_0""” .._v4~\" T .. {me (_\:\_4 \.u....’é"‘
R i N . \ ] .
.r—uﬁxitmpiexe de 3Qg3ieQ\i\conomoﬁgfié uasi-eqhérent c nsidcré m" ObJMc

e la c: tégorie AEriad o gt mmg it cs~e¢*ebur;°s=av-ugn\Vn~,v“;;¢~dm‘c ;:e\

\
ne.-veriable] Comzme les cristaux de “odu. s sur un préschéna S for:. f

catégorie abélienne, on peut prendre la catéorie dérivée; ces objeits seront

appelés simplement "complexes de eriTtaux”. Un tel animal induit sur S,ex f

(T—=T) du site crista|-




m

catdgorie dérivée des faisceaux de Modules sur 35, resp. ™). UIn complexe de

——————

’ o L . - R
cristavx est dit- pseudo- cohdrent {resp. parfait, resp. ...) si pour tout

objet (U-T) de C, le complexe induit sur T es® pseudo-coherent (resv. ...).

Ceci posé, voila ls théorie qu'on voudrait: A tcut porphisme lisse et oroore
S (absolgl/ sur 8§ J <

T:X— S, serait associé un complexe) de cristaux/DUA T ) avoelé coha

AN -’“"'-C,,..— R R

De Rnam {de f. Ce complexe doit 8tre parfait, sa foroation doit Stre compa-

clozie de

"'l
£

tible avec Tout cheagerent de base sur S (1'inma age inverse des complexes de

cristaux étant enterndue, bien entendu, au sens de catdgories dérivées ee.), ek

bien sﬁr DR(f) dépend foncioriellement (de fagon cotravariante) de X sur S. T&%

e
ou tard, 11 faudra expliciter aussi une formule ce Xinneth Di(f\ Q) i
L
DR(£)CDR(g) , et une formule de dualité, qui pour f partout de dimension rela-
P ——

. tive d s'exprime comme un accouplement, @éfinissant une autodualite
- DR(f) x DR(Z£) —> Tﬁ?d} , on Td est le cristal de Yate de p01d A, et ol [2@]

-~ - N

indique qu'on translate les degrés de 2d (attention au facteur 2 !). ZEnfin,

- on vett comme de juste un isomorphisme DR(f)(S) =~ Rf*(jaiys)’ " fonctoriel en

[——

. X, . compatible avec les chanuements de base, avec Klnneth et la dualité {2éj2 o

—

connus pour la cohomologie de De Rham ordinzire).

"-.. - Par prudence, je me suis abstenu de dire quoi que ce soit sur le cas f non

. propre, dont il faudrait parler tout au moins si on voulait faire sérieusement le

liizbavec Washtnitzer-Monsky.
g:;:T\La cohomologie de De Rham comne bigg%étal. A supposer qu'on ait une théo-

rie du type env1sage dans 2.2. , orxzeroicioxozmzuislixgroxekzguz  on trouve pour

- . . (g
qhaque entier p _un homomorphisme de frobenius

A : _ Fj * DR(f)(p) —> DR(f),

F— Tt e

ol l'indice p au complexe de cristaux DR(f) désigne la restriction & SP=V(p;1li

(ﬁu gsezz des catégories dérivéesl qui d'apres les cornditions de 2.2. n'est autre

que DR(fp) , fp:Xp-—9 Sp étant induit par f. Utilisant toujours la méme condili-




n'est autre que p p
|

-{(n/8 - . e
ou(f (p)) , ou (D) -( /% )p¢> S est le mormaisme siruciure
P K

du frobeniusé relatif de X sur Sp . Or on a 1le morphisme de frobenlus :

(p/S)—ﬁ> X, qui est un S:morphisme,i:& par fornclorialité de DR nous donna ‘
homomorpnisme

DR(f) (%) —_ DR(z)p comme on voulait. Il faut prouver que cet

YA sma A o <~
est en fait une is génie, donc gue lzé:acrlstal 3é7ini per DR(F) dowrient, 2 X'ai-

O Py

L i . : :
: dexF , un bi-isocristal. Mais utilisant la relation de.dulliité écrite dars

('\

]
e

2.2. (& vrai dire, l'écriture Td pour le ciistal unité ne prend son sens que

lorsque on le regarde comme rmuni de sa siructure de bi-cristal naturelle, qui

' 2d
n'intervient qu'ici ), on peut transposer. F en un V, tel que FV =VF = p~, ce

.

—

qul prouve notre asse”tlo“.

D'ailleurs, lorsque l'on passe du cristal de De Rham DR(f) 2 » 1'isocristal

. i . . i, . .
correspondant, &% douc des objets de cohomologle TR(f) aux isocristaux corres-

' . ETrA i '
pondants, DoxwEibxozo il ﬁ"V"t;:EQ vrai (tout comme pour les R™L, de De Rham en

caractéristique nulle) que leur formatdon commute 2 tout chanvemenb de b¢se, de

B A D S e SR PR UREE P)

ALY srvmatys

. sorte que chacun des isocristaux DR (f) devient & SO? propre tlure un bi-isocris
402

..tal. Au moment de rédiger 1.10. il m'aveit semblgg/g ns mettre du 1so dans lc

coup! lom DRY (f) devrait étrejZ;—crlstal de poids i, mais je m'étais canulé, il

/\——-—-—\,\M—\/"" S e—

L~

faudrait pour cela une polarlsaulon de X sur S qui ¢éfinisse un isomorphis

- (pas seulement une. 1sogen1e) de DR (I avec DRZ%™1gp -(a-1) , ce qui n'existe

[ N — L e i

-—

hE TS

T '_v,.cf

évidemment que trés excepfionellement; une fois qu'cn l’a, on définitV dans DR

en transposant F dans pr2d-1

éTZT\\Gas d'un _schéma abélien. I1 semble que ce ne soit guére que dans ce cas-

13 ol il soit blen raisonnable de parler degpn;staux et.non,. seulement _de bi-iso~

EPV-ebty ¥ MAAM. M A,

éziggggx. De fagon précise, DR1 f) a dans ce cas une siructure de bicristal,
défini par les Fp précédents)et des[:vD qui se définissent encore,nar fonctoriali-
té.de DR , & ltide de l'homomorphisme "Verschiebung" Ap(p/sp)-—a Ap (défini
avec la gdnéralité qui convient dans les notes de Gabriel dans SGAﬁz} Comme

P

* —— e

o



2.2. , et que 1lfon a FV = VF = p. id sur ies schenas aodelliens éen car.p, On €a

a+

1 ~1
conclut les mémes relations dans DR™ . Cela montre donc aque D2 (2) est un

blcjrlsual de poids 1, i.e. un crista al de_?wchonné. Lorsque S est le spﬁptre

- PErralys

~d'un corps,de€ caractéristique p>» 0, un tel cristal g'identifie simplement,

e

.

d'aprés 1.12, & un module de Diwsdonné sur U=V k). Bien ffﬁ,{;n doit irouver

e ——— o

ue ce module n'es®t autre que le module de Disudonné du grouve tormel

(ou plutdt, du groupe p-divisizble) défini par la varidtd abélienne A.

\_ o
de l'hyperstructure axiomatico-conjectural: de 2.2. , cZxEh on peut exprimer

’

ainsi la construction &==A -obtenue du module de Dieudonné:

{12)] soit A un schéma abZlien sur un schéma affine S. On szit que pour

tout morphisme S— T d'immersion fermée surjective, défini par Idéal nilpotient
. SRR S,

sur T, A se prolonge en un schéma abdlien On peut regarder la cohomdlod

gie de De-Rham ordinaire - g}ga 'il.B/T Y, ol g:B« T est le horphisme structu-

.ral, et on-eait que c'est un Module localement libre de rang 2g, ou g est 1la

. dimension relative de A sur S donc de B sur T. DPremiérse affirmation: ce [ odu‘e-w

A wol
a isomorphisme cenonique pres, .ne dépend que{de S—= T, et pas du choix du prol :J
gemgnt B do A. - En d'autres te*mes, la donnée de A sur S défini un cristal -

A .

localement libre de rang 2g sur S, soit DR’ (“/S) Clest évidemmant un ~cnc7eur

7§dit1f en L, combafible avec le chor sement de base J**V“—%'“*jckﬂ qﬁv~33“'
om0 )

Supposons que S soit 1le sgbct*e d'un_corns varfait k de car o > 0; alors

!
N

le cristal précédent s'identifie & un module libre de rang 2g sur W=W(k). On y

indroduit les structures F et V, en utilisant comme ci-dessus les homomorphismes

S : !
F: A—*A(P) et v:A(P2_¢ A. On trouve ainsi un module de Dieudonnéé?gt: Deuxiédnma

affircation : Clest bien celui défini par Dieudonné., En d'autres termes: si

A est n'importe quel anneau local artinien de corps rdésiduel k, et B un prolonzge-

-

rd rd ‘-’
ment de A en un schéma a2bdédlien sur f\, alors £ } 1la
G
~

chomc’ogie de De Rhanm

= ntd

i
Loade 7
O N
v -7 ‘7
de Dieudonné classique de A, et olt on tient compte du th. de'Cohen qui munit A
Vigr " s .
d'une sﬁruCuure cancnique de W-algébre. (NB la comonioihd fénctorialité oda

ou ¥ es+ le modulz

HDl(B) = H (B .j)BAI\ est canoniquement/ISomorphe 2

.
1
L1
=
4
B




’ 4 . . : ) ~r ~ s vy c. ’ 3
(Zfi,) Je n'ai pas vérifié, & vrai dire, les deux affirmetions, mais n'al pas 1ic

moindre doute qu'elles sont crorrectes telles quelles. Cette fagon de voir le

——— i o T3 et A e Lot e LT RO e e

-

module de Dleudonne permet de plus d=xlexpliciter de fagon remarquable 123

e ot P e e+ o s e o

sl

varlatlons infinitisimales de struciure, de la varlete gpelienne Ac. dcnnee jen

—_ - e~ Al

G)

caracterlsulque Tz pe> O, en termes du module de Diendonné: les prolong

Py
e A ey QU [ .

Covemesm g i

de A en un schéma abélien B sur ;A\ doivent correspondre exactement auxX ZITIDT

[ -

modules quotients libres de rang g de }Z%JA qui redonnent, modulc p, le

P

i

. - L Fe Tt
module quotient de rang g canonique de ijk = “DR(A) (;orresoondant a lz Tiltr

e

tion canonique de cette co}omologl)l Plus généralement et plus précisément:

e ]30) Considérons, pour tout schéma abélien A sur une base S, sur la cohome
logie de De Rham R £ ('IIA/S = Hl(f), la filtration canonigue

S Oe—-Rf(O)-c—-—H(f)G—-—R '-(J? /b)——-o .

. C:i(l 1 o
Donc pour tout B sur T'comme dans 12, on a sum™ DR “(A/8)(1) = EHE (g) uea filir

tion naturelle, ne dependan+ dee de la classe a isomorphisme prés du relévenent

N choisi Bde AA&T, et Drolonvean+ la filtration déji connue de 2% M(S) =K (?)

——l e JOt

e o e £ AT e

T e e o=

provenant de A. Cecl dit,]troisieme affirnation : on obtient ainsi une corrss

p ondance biunivogue entre classes de prolongements de A 2 T et prolongemsznts

de- la filtration donnée de g(s):;g(T)Qo Og Bn une filtration de M(T).} Plus

- =T

précisément encore, le foncteur & ~— (4,8) , de la catégorie des schémes
B

5 ‘abéliensKSur T, dans la catégorie des schémas abéliens czmx A sur S, munis

.d'une filtration de DRl(A/S)(T) prolongeant celle d¢e DR (A/A)(S) (NB il ne
s'agit que de filtrations & quotients localement libres, bien sdr) est une

~
<

équivalence de catégories.

Ce€s énoncénm est évidemment fort suggestif aussi pour des géséralisatior

en cohomologie de De Rham.de dimension sup rieure, pour un morphisge ligss et

Y

projectif aguelcongue, tenant compte de la filtration canonigte de celle ci. On

voit bien en tous cgs que ce dernier élément de structurs n'ist vas de nature

cristall‘ne, i.e. donnée par une filtration du cristal de De Rham postulé dens

9

2 2. , mais est au contraire dans la natu*e d’un éliment de structure

"conti-
T - .

r~



‘qui est duale de la suite exacte envésagée dans 2.5.

du motif donnant naissance iu cristal envisagé. Pour arriver a preciser ce

derrier point, il faudrait des fondements un peu plus Termes de la théorie des

de la cohomolisgie de De Rhamo, une autre gen lisation, (suggérés par comparai-
-&ll

son du 32 =azvec SBrre-Tate, disant que si S est de caracteristigue 15 alors

dtendre A & 7,c'est pareil gu'étendre le groupe p-divisible correspondant), con-

cerne la thdorie des groupes formels, dont il sera ocuestion au Chapitre 3. Pour

m—

préparer le ierrain, je vais présenter d'une Facon un peu diffeérente le cristzl

DRl(A/S) associd A un schéma abdliern, en ukilisant exnlicitement la stiructure
- )

de groupe dudit.

2.6.) De £agonr générale, paraphrasant sur une base quelcongue une vieills c

struction de Serre (c'est de 1ui que je 1'42 anprise, du moins), on trouve que

pour tout schéma abélien’ A sur une base S, 11 y a une extension naturelle de A

par le fibré vectoriel V(d (O ) =V (t ) , (oh A" est 1e scnima abélien

gr——

dual de A). Attention A la notation, le fihré vectoriel V(B) est contravariant

en E, ces sections sont les homomorphismes §'€>QS ! L'extension en question est

universelle parmi les extensions de A par des fibrés vectoriels, est fonctoriel

v

le en A, et compatible avec changement de base. Apvpelons la G{4i). Ainsi, le Fai

ceau de Lie de G(A) est une extension

0 — R (0) —> a(a) — RN} ) —o0

18 \
v
t Sy, ,
Al‘ . -.A .
, dont nous avons donc ici

o~

une éonstruction indépendante en termes d'extensions de A par des groupes vecto-

riels. On peut en profiter pour préciser encore les assertions 12 et 32 de

2.4.- et 2.5. L’assertion<19> se précise en affirmant gue, pour u:n »nrolongemnit
. S

Bde A, de S 4 T, Le schdma en zroupss (BT est dévermind. * isomoronisne
i (or WA= Rttt e I |

!

o
canonique(preés, par la seule cdonnée de A et de TWimido—rmiemyx S—T, inddépendazment

xS o

du choix particulier de vrolengement B. BEn d'autres fermes, or trouve un crigta’

e e e pre e ¢ e we amm e mame o e~ e e



lisses . finitesir _ i
en schécas de grouves G(A/S), et pour chague pro;ongement(’B ¢ & aun T,
H

i - AL 3 ~y
un isomorphisme cenonique G(A/S)(7) 2~ G(B/T); tout ga bien sir fonctoriel ez
A et conpatible avec changements de Dbasie. Dfautre part, on psut préciser aloers

(::7 en indiquant quel est le forcteur quasi-inverse de celui envisagé dans

V2]

-
S——

cet énoncé: l'extension de la filiration ce DR~ “(2/723(8) on une filtration d= 'i
1 v : , , .

faisceau de Lie DR(4/S)(T)" de G(£/S)(T) revient & étendre le sous-groupe

. . . ' 7y R

vectoriel canonique de G(A/S)(8) wn un sous-groupe vectoriel dk G(2/5j{T), o

- 1a2'on trouve B en passant simplement au quotient.

NB Je suis témbé sur la connexion cencnicue de G(4/S) en essayant de

simplifier la construction de Manin de Y'application A(Z )._9 (S O ) associée

e e T

4 une équation de Picart-Fuchs sur S,relativement & A. Pour ceci, il suffit de
q ) T

t
4
i
{
1

. noter que localement sur S toute section de A sur S se remonte en une section
—hﬂ_‘-—l’
de G = G(A/S) sur S% la donnée de la connexion de G pernet zlors de prendre
' r'd 3 I d N 3 - rd ’ l
“"7la derivee de cette section, qui est un élément Qde I’(S,thﬁ‘JQ ) , déterni-
—— S ¢ s
né modulo wune section de l'image da faisceau tﬂ‘,correspondant 3 A'indéter-
.\ ;
mination du relévement d'une sedpion de A en une section ée G. Les dquations
de Picary Y_Fuchs soht définies tout juste pour arriver, d'une telle section de
. . s . .
i3t ds EG 9‘428 (qui en fait est un@czcle, compte tenu de la connexion cenoni-
que de EG provenant de G), avec &'indétermination qu'on vient de préciser,

S

lequel se place Manin de toutes fagons).

& tirer une section de 0O, ... (Du moins en caractéristique nulle, cas dans




[

W Wbty PMa e EEE T B

sS4 8 est de caractéristious nulle, les assertions 12 et 32 {scus la

forme précisée par 1l'introduction.du 2£héma en groupes G(2) ) sont vraies.

|4
&)

n'a ras d'automorpnizmes

s

@Sans restrictions sur S, 1l est vrai que G(&

iniluL-v91maur, donc/;;>pour deux reldivements infiniiésimevl 5,37 de &, G(B) e
AN

G(B )p sont isomorphes, 1'isomorphismer entre eux est unigue. Deone si 175t 2=
‘ * e rar——E )

ot,lA\LQ. . . R ‘s

thd22 précédento est w=rzd, quels que soient les relevemenis inTinitédirmaux de &

Lo

au'dessus d'un ouvert U de la base S, alors les G(B) définissent effectivenmsn

: en grouggg}
un cristalfsur 9, & fortiori les H(B) définissent un cristal de modules, et
T 1S3 ‘
Lﬁ'\} FJ_\ k
, G(A) et H (A/S) sonty munis de strdtgilcaulonc absolues canonlqueU3 fonctor—

’riengd'ailWeurs en A satisfaisant sux conditions ent¥'sdgées, et compatidble avec
tout changement de base qui invarile notre hypnthesa sur A.

’

sée par G(A)) sont vraiex

I~

@ Les assertions 19 é. 32 (sous la forme préc

au moins lorscue T ¢zt

ct

'Apour les reldvements infititésimaux dlordre 1, ou %tou

de la forme D(Q), schémas des nombres duaux défini par un J quasi-cohérent.

2.7. )Arrivé 34 ce point de mes bridllentes conjecturss, je m'apercois avec con-
? J
’ oY ‘\J‘&"/L

Bter%?tion gu'elles sont fausseo telles quelles, ralgré les indicétions consor-
- ekl Az}

~dantes rilitant en leur faveur. De fagon précise, coit k un corps de caracté-

p;stique ol p 0. Je dis qu'il n'€st vas vossible, pour tout k—schémaz

SN

z

de tvne flnl, de dimension <~, avec S _ »émulier, et tout schéra ellivtique

)
- O

O
o
w-q

A sur S, de R sur Hl (L/8) une stretification relativement 3 %,

sgit fonct oriel’e en A et comvatible avec 1es chanmsements de base. L'ennui,

comme d'habi-ude, provient des courbes elliptigues de Hasse nul. Appliquant en

"=

effet les deux foncto*ialites postulics, on trouve que 1'nomororpnisme "frobe-
nius" qui va de - M(p) dans M (M = H%R(A/S)) serait compaiible avec la strati
‘fication. Si alors s €S est un point correspondant & un Ag de Hasse nul, Z%.e.
tel ‘que frobenius sur H (n ) soit de carré nul, on en'concluraitvaisément,
rimpant sur les voisinages infinitésimaux de s, qﬁe la méme propri:ité serait

.vraie aux points voisins de s, ce qui est évidenmenu faux D.ex. pour la famille
modulaire. ‘ - :

v e e e



o

pour tout anneau artinien de corps résiduel k, si et seulement si A et

Chepitre €t les considé ratlo:: de 2.2. , clest & ccndition de prendre sariout
des isocristaux qu'il reste une chence d*une théoric Ju genre de celle enviszae-

gée précédemmeni. Il est fort possiblo d'ailleurs que le notilon de igocris

gee i'ail adoptée est encore trop restrictive, en ce sens que dans la descriptl 2!

on de 1.13. il faudre peut-Cire prendre des ciratifications en caraciérisiic..

-

nulle qui ne se prolongeraient pas nécessairemeny sur e schéma Formel zur VW

')
(&%)

= vecteurs de Wittt tout entier. C'est une analyse soigneuse du celcul~cler
‘ £
p’b\/u--a. Lant

Washnitzer-Monsky qui devrailt permettre de tirer cette questioé au cTaﬁ

2.8. )Il se pose la questlon, d'autre part, pour quels schémas abéliens les

énoncés 12 et 32 de 2.4 , 2.5. et 2.6. sont valables,= dé&g*s du cas déja
. ¢ 2o .

signalé: S de caractéristique nulle., J'aurais assez tendance 4 croire|que si

ot b o 8 e £+ AW 4

[P

" P ,
A est une VA deflnies;ur un corps k de car.p3» 0, alors ce qufon veuw (savoir

l'indépendance de G(B) d'un relévemen+ infln*t681mal choisi B de A) est

i {
— !
!
3

"Ordinaire"|i.e. a sur la cl8ture algébrique de k le nowbre maximum de pointa

d'ordre p. Notes qu'il n'est pas nécessaire de gupposer k parfait (la questie-

. e =divi. 1ble
on est ranifestement géométrigue), donc le groupepz:;:_ﬁ A sur k ne se

décompose pas nécessairement en prcduit df'un étale par un infinitésimal. On

aurait alors, pour de telles VA au roins, la descrivtion tres explicite des ;

relévements infinltes*maux en termes du relévement d'une filtration d!un modulc:

—

B
i
H

aremcssm v

a 1a Dieudonné. Cette conjecture semble raisonnable car on a fait ce qu'il ’
M

Tallait pour éliminer des ennuis comme dans l'éxemple de 2.7. , d'autre Uart

(4o modules
e

cela s'harmonise fort bien avec le tapis Serre des relevements canonlqucs

varlétes abéllennes du type "ordinaire". ’

I1 serait évidemment tentant d'espdrer qu'un énoncé du méme type serait

Numuna e

vrai pou“ une base quelconque, pourvu que toutes les fibres de A/S soient

des VA ordinaires. Mais cela est certainemant faux avec cejje généralité,

(R

méme .pc - des schémas elliptiques, essentiellement toujours pour les w8me rai-




1¥¢momeéd sur iz nonevariaticn JT0T infiniidsizzle de @{&) avoc A, A Tartout |
ordinni=o 1t vezi. Cola i_vlic;c_ it quo cur Llouvent dez valeurs "ordinmole
roo® do llinmvariant, o H:‘q 7o gtratificoticn cononiquo, mols ecllo-~cd o
s )
“Co p*o cxzgerait pas & da courde modulaire touto entidre. ais jo l0is c;?o <:3
v___.._.-——-\ — T T e

urnc eutroe eca car. 0, sons gqulelles vouilleat se recoller, coo olc 25503 eomnnang

'qﬁo.

-trozpeusco apparcncces

- . !

ellipticues, et localisons cn Zq » S4% Cncore 3 . cchéima lissc sur gp obtenu. |
= <«

On a sur S le Hodule loc libre de rong 2 EET(L S), et quand on enldve de S

le nombre Zini de points fermés corw ondentz & Xozse nul, on aurait une

stratificetion Z*=rromr— Hel. & 2. sur ce lodunlice. Pour des raisons de pureté

évidentes, celle~ci se prolcazeralt zu deczus de € tout entier, dich une

stratification sur le R de 2o Poanilie roérizire

caractéristique p. Celle-ci serail clord comzabidblo avee froxcniuz (car clle

P_a

e courdes olTlpthucs, cn
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r'b
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x|
{o
[ &]
O]
W
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(@]

l'est dans le complérentaire do I'ensemble fini dcoz points
gui coatredlt$ nos réfiéxiona de 2.7.

Il n'ggt xnas ereln entilDermont, conerndant, cve ¢n rezitant on car.mn 0,

co drSle de comportomont, ol on auraii unc siretificeiica maturclic oo C2ZeD ct

[;us considdrations précédcentes font bicn ressortir 2o materc "in?inic® do In

‘notion de atratification, rar comtrasie avoc celle de connexion, mel2gré 2eo

.\
Coona C’-.J“t-a c"" M;{

bl
de la caraciédristique nulle. Alnzi, cur 2e Fi, e 3o
’a ‘
fenille roduleire sur 4 2 cchézas elliptiques, 1l y & cun{la fibro gladricw

?SQ do 8 wno stratification naturello, cais nous venoas de voir (ou prescuc ceo)
-que ceticpstratificaticn ne c®détend pas en une stratification sur Sy g o
R |

“ouvort non vide do SDGC(Z). (Le,”pres ue" provient du fzit qu'il n'est rpas

1

‘absok ment clair si 1a surhtificﬁt n qu'on ovtiendrait z2insi en car.» serait

respectée par frobenius; il fesut absolu:ent tirer au clair cet execodle rarticc-
mcdule &

li¢r72). C*cst en un scns assoz moral, vuisgue pour nous la(Eiravirication

_-éoitAjouer dans une large mesurs le r8le d'un Faisceau Y-adigue, dont il nart&%r
. - 0
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Pour en revenir & llalinga

‘re" en car. >0, S 'il n'est pzz exclu que 2o H'.,,,,2 zdmette une sgtratificztion

canonique fonctorielle, il me semble cependant exclu, paliheureusement, que colle

e

-ci provienne d'un cristal o= de medulces sur S, L.e. gue cecl restc vrel en
Lo - .
C el &N ._\_::'?_/

famplagant S par toute extension infinitézimale, pas néc de car.m , (Tn @lmi-

('.)

taut que 1= connex (ion associée & la stratification ca question goit le conmonl-

by

on de Gauss-iant n) En effet, apnliquar une telle hypothése au schéme meduleire
d: ] SQ
S sur gp précédent, dont on eneverait leg points de Hasse nul é'aorcs on

~

conclurait sauf erreur que ::KS?::?*XF’*"“W: 12 stratification qu'on a cn carac-

. 1 R .- : - &
¢ téristique nulle sur HDR se prolongerait & S tout enllcr, car elie scurecoile-
. au dezzus Qv
rait® en un sens évident avec la moTromitmT stratification qulon euwrsi T
. q k

H

- cdmplété p-adique de S* (ce qui doit impliquer e prolongement sur S de fagon

. 3
assez formelle). Mais alors on aurait en car.p une stratification éu E=, au

dossus du schéma modulaire tout entier, Hasse nul inclus, ce qul est absurde

corme on l'a déji remarqué. Il faut en conclure, héllg, que si les izcerilc-—
tauz, et le cas échéant les midules sto3tifids mime en cerafiéristique —=iicoon

.pj>0, ont des chances d'€tre des outils convensbles zour l'étude de Faunillos &o
Lio o
variétés abéliennes, celle de cristal elle—mvne sembdle irréiédiablement trop

fine, plme en se restreignant & des familles de VA "ordinaires®™ en car >0,

Elle psut tout au mieux ¢e préter au ces d'un schérma de tase réduit & ua point,
spactre d'un corps pas nécesszirement parfait, et on peut alors espdrer les
résultats les plus satisfaisanis en se bornant aux V2 ordinaires$ - Dour que

1a notion de cristal elle-mime puisse Stre utilisée pour des schémas ebéliens

gur des bases plus géndrales, il semble donc ocu'il faille imvoser dux Taniiles

- ey

envisczées des restrictions trés sérieuvzcs, consistant A in

In?initésinale éu G(A). Cela sexble cssez procae du voint ds vve de Serra, cul

ag—

Ytudic lez variations de VA (évenituelisnent  —uliilicetion comdlexe donnds) oo
i

—
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?;E;/) "Bien s@%, en nméme tonms cue zour oo Vi, jJe dols cn rablitre s oo

v S 3 3 e rh - Ay !’ X e -
~ groupesz formels. Je veux simplement cigasier gue 1o cengiruction de @fs) éars

3 o — - P2 L - - - - DS DA
2.6. doit pouvoir sg narorhrosor cons Aifficulid wour wa oround p~llglBle
= )
Dy
- [ SR S R — e f oS Sae -, 4 - - - -~ - Y- I
f sur un préschéza S & carzctéristicucs mEzicuvoltos roalos an moms D. I oY
oS :
:
. - o D o =g . KR ) a ot
: : o greune Pomini coscoid & ¢ soud

triviales (en particulier, O n'a pos dlculezmorpaicsmoes inPinitésimeunn,, UlTl~
) ~adnles | =2 p . . -
tre part (seuf crreur) ie feiscezu en L._“w__ dos E~ de & & valeurs dznz o

grouyre forrel £ssocié & G (cu screz du compiexc du Zroun? 3, varientec formoli-

le), est un Fodule localcment 3ibre de rang 55, o 5° ezt la dimension du
¢~ groupre dual de ﬁ s so0it ﬁ 3 plus mréeicdénent, ce oduls Goit Gvre canonicuc-
. :st,---; . .
mont isomorpho A Llo('“)¢’ifuub cecl et suzzird par lez résultats de Tate ot

’ Ipbin sur los noduies de grounes for; 2g; 5o dols avouer d

peg essayé de tirer cu clair ce cu'il faut eatendre, dans ce contexte, nar

- -=Ple groupe fornel associd h & ", et 5?1} y e lieu do prendre le groent Tormil

e

"purehent infinitéSimal;>Il s'impoze elors de nmarathrozer 1a cons%rmcﬁig; ca
f~*§é§£§, en regaxrdant Llextension mr——="7:1 walivorselic dz § mar wa ground
_formel vect toriel, &ui sera ici le groupo for=el (covariant) éo 1. . Dizig-

—nan‘c

(VJ

- | ﬁ' - J
) Bien ﬁntendu, G( ) et par suite h\,) saront Ponctoriels en 5, et comnit s

avoc changement de bzse. Alors cu?il est certainement vrai, dens va zens gull
onviendrait de préciser, cue I3 G{P) varis "moinz cue 57 , quand on Ya

.
varier J infinitésimalement dams ume fexille, 11 ntezt vas vral pour auviont

ARY <
que G{O) soit indépcndarnt do tolles varistions (3 Itexception, probablementd,
.\—\__\‘ -

de celles Qu prexier o*aru), i.0., puisze Ubre cornsidérd ‘commes provenant &lux

. b)
- “L«.l’lm‘
- - — ™ - — N - o~ - _-_Te e ) S A de
cristald en groupss oo wtag-wsJa Cola_sare e caz- ceulcrmant, sans doutc.
. A hid - - 2 — ey 2 e A . . . -
cuand ( "e*a gxtension d'un _grouss SO ind-8tale maroun grovoe o-divinicls
. __‘ (XY RPN ey .\\.. et : N
3 3 - s 9 - ) Lo - L S -~ - I
torique, < ans le cas général, 1l semble intdressant dfditudier les variaicss
‘—_—-————q
e -




infinitésineles de J, quand on so Fino colles do Cig) 2 i'eide ¢'un cristal

en groupes G .

?.fi) En tous cas, l'extension (=) semble un imvarizni intéressant du groups

p-diviesible enviszgé. Il subsigte, Tar pascage & le limite, en pessant I3 oen

cas ou S est wmoohfmaxlormoixoonilnizicoi par exemple le spefitre dfun anne

A noethérien j-adique sépard et comnlet, ol J est un idéal tel que YA

caractéristiques résidules égales & p. O, trouve par exemple un bon inw

quand{ A st un anneau de valuation discrite compret, éventuellement dfin

caractéristiques, a caractéricifque résiduelle p. Dans le cas cu le gr

-

forme%?réd(it a la structure triviale r—r mentionnée plus haut dens 3.2,

2it, dlol

un ~odue e Dieudonné L sur V

H,

que.le«corp% résiduel k est par

3 12 remarque faite dans 3.1. ;.

W’

(dp rang g+a\ ), il semble donc, d'aprd

la donnée'd’gg\%elévement du groupe p-divisible cu'on a sur kX en un grou

soit &
ariznt

ézales

ouvpe

, et

o2 p-
divisible su;; ;soit entidrement éouivalinte A4 2z donnde d'vn relivenent de
m
- la filtration de I3 k donnée par (=) , en uvne filitration de tyve {z,z7) do
. M6 e

-d'uns telle donnée, quel est le rmodule de Tate corresvondant & la fibre

» <z Tl serait bien intéressant dlessayer de déterminer, en termes

\

que de @ ! Ox aimerait préciser également, pour des groupes »-divisidles

¢ généraux, quelle quantiité d'inforamation est lide & l'exiension (ﬁ)).qui rexplace

ici le Hl de De Rham.
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Coates and Jussila zre very wisy writling dowa Tas rotes of my t2lie on
De iam cchomolozy, which should he reody within a Tew weers. I will sen:
vou however in this letier a cony ol The two poges containing a dinéel
consiruction of the Gauss-liznin connzeiicnz. 3y the way, I had scns sxirg

"y~ A s LN
De han site

open subsets U of

noizment irmersiocr mx=x U— U' ovaer 3, and moreover a "divided nowers
A , Tor
structure”" on the a-gaent«tion idea O..y = C., . VYVhen woriking in char.O,
- o

L

this extra strucs ure is uniguely deternined, and we get the usual

whose c»"orﬁ ozy with co

cristaliin', et’
then 7 s orET S)

el
istes

shea? o local rings i s+(tre relazive o hian cohomolegy
¥ Qx- = PR P L8 4 o s q -
EI(AZHQ,.J %/3 ). It row seems to me that essentially the szme nrool will
[=¥ 4 _ A :
snow the same result in arbitrary chsrscteristics, when working with the
De Rnam site, involving divided nowers. Thesze divided nowers seem in a x3

most subtle way to rule out trcubles © had come vupon in ny ivalian

letter to Tate on crystals (_n cecaneetion th elliniic curves

invarisnt zero). tc me that, at lzast For those smoct

schemes in char p)»O wnich
adic’ cohomology Wall then

O , the ground ring for the cohomology the actually rins oFf

ory being

itt vectors ¥W(k) (not its £isld of fraciions, as in Yashnitzer-lonsky's

theory). This should then rile out the nossible presence of dencminaiors

o~ L\j:..L’; PO (O T, )

P (wiich I ajiuded to in my lztter tc Serre on the s:andard ccnjecuure

for algshrzic crcles.






