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Dérivateurs

1. Préliminaires sur les foncteurs images inverses des préfaisceaux sur des
catégories d’indices, et leurs adjoints multiples.

A “catégorie de coeflicients”,
I “catégorie d'indices”,
A(I) = Hom(I°, A) préfaisceaux sur I a valeurs dans A.

Sif:I— .J,onen déduit :
fFrAd) = A(D)

et on s’intéresse a ’existence des foncteurs adjoints successifs a gauche et a droite. Notation
provisoire :
? 1

A O A PO
Voici les faits principaux :
a) Sous réserve de 'existence des lim (resp. lim) pertinentes, f. (resp. fi) existe. Par
exemple s’il existe [des] 117m (resp. hﬂ) fintes, alors f, (resp. fi) existe si I, J sont des
catégories finies.

b) Méme si A est une catégorie abélienne, avec Jim et m (par exemple Ab), les biadjoints
n’existent pas toujours. Par exemple, dans le cas particulier ou J = e est la catégorie
ponctuelle, et I I'ensemble ordonné

a

/

0

b

1 ? ~ .
(dans le cas de f*), ou l'ensemble ordonné opposé (dans le cas de ). Méme si f est une
. . ! . . .
immersion ouverte, f* n’existe pas forcément (par exemple elle n’existe pas si I est comme

[ci-]dessus, et

. . . 2 .
et si f est une immersion fermée, f° n’existe pas forcément.

¢) Si f est une immersion fermée, et A est ponctuée (i.e. admet un objet a la fois initial
] . . . . ? . .
et final), alors f° existe. Si f est une immersion ouverte, f* existe. (Toujours sous réserve

Version 8 juillet 2001 1



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. I, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

de Dexistence dans A des limites pertinentes). Si f est une immersion, f, et fi [sont]
pleinement fideles 7.e. f* [est] un foncteur de localisation.

d) Supposons seulement l'existence de l'objet final e dans A (plus au besoin certaines m

finies). Si

[page 2]

est une immersion fermée, de complémentaire U
y sl

de sorte que j soit une immersion ouverte, alors A(Y") s’identifie par le foncteur 7, a la sous-
catégorie pleine de A(S) formée des F' € Ob A(S) tels que F|U =~ ey (préfaisceau final).
De méme, si l'objet initial () existe dans A, et les lim pertinentes, alors A(U) s’identifie par
Ji a la sous-catégorie pleine de A(S) formée des F' tels que F|Y = (y (préfaisceau initial,
prenant partout la valeur ().

Si A est méme ponctuée (e = ), alors on a, pour tout F € Ob A(S), un carré a la
fois cartésien et cocartésien, fonctoriel en F'

F
5N
F 10 F
€

Dans le cas A abélienne, ce diagramme prend la forme d’une suite exacte

(1) "

0— 3j*F — F — 1, 0'F — 0

¢) Mémes conditions pour i et j. On suppose que A a les 117m pertinentes, dont objet
final. On a alors un carré cartésien fonctoriel en F' € Ob A(S) [il faut supposer la
catégorie A ponctuée]

Fe—  4'F
(2) adjl l
G Fe— ¢

i.e. ' F s’identifie par le foncteur pleinement fidele 7, au noyau de F — j,j*F. Dans le cas
abélien, cela prend la forme d’une suite exacte

0 — i F— F— j,j*F
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[page 3]

Je me dispense d’écrire le carré cocartésien dual, quand A a les lim pertinentes, y compris
objet initial. Il semble qu’elle n’ait pas servi en pratique. Les foncteurs adjoints et biadjoints
classiquement utiles sont inclus ci-dessous (ou les “pas utiles” sont entre crochets)

[iy] i* iy 7

. ? . . .
7] v 3" g
i.e. les foncteurs 7, et j7 n’ont pas servi classiquement.

[) Cas des catégories A; (simplexes type, ¢ € N), et des foncteurs entre ceux-ci (applica-
tions semi-simpliciales). I1 semblerait que pour une telle f, si A est ponctuée, il y ait les
bi-adjoints a la fois a gauche et a droite. De plus, pour A; et A; fixés quand on regarde
toutes les f : A; — Aj et toutes les g 1 A; — A, que les suites totales de foncteurs
multi-adjoints pour chacun des f*, g* correspondants sont toutes les mémes [ce n’est
pas vrai]. Ca a l'air vrai du moins si j = ¢ + 1 (et je I’al vérifié pour ¢+ = 0, 1 = 1),
on doit trouver une “suite d’adjonctions” de longueur 2i +7 = (1 + 1) + (2 +2) + 2 4 2.
De fagon précise, la suite comporte quatre termes “extremes” (les deux premiers, les deux
derniers) et les (i + 1) + (¢ + 2) termes intermédiaires correspondant aux foncteurs de la
forme f* ou ¢g*, ou f: A;41 — A, est une des (i + 1) applications de dégénérescence, et
g: A; — Aj;4q une des 1 + 2 applications bord [ce n’est pas tout & fait vrai; il
faut se limiter aux applications qui sont injectives ou surjectives].
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[page 4]

2. Préliminaires heuristiques sur les dérivateurs.

On se donne une sous-catégorie pleine Dia (comme “diagrammes”) de Cat. Ca peut étre tout
Cat, ou plus petit. Mais on supposera le plus souvent que Dia contient au moins les “catégo-
ries ordonnées” (correspondant aux ensembles ordonnés, i.e. telles que a) tout morphisme
est un mono et b) tout iso est une identité [ce n’est pas vrai : la catégorie ré-
duite a une double fléche satisfait & ces conditions, mais n’est pas un en-
semble ordonné]). Par abus de langage, on identifie un ensemble ordonné avec la catégorie
correspondante (et une catégorie au topos qu’elle définit?). On considere Dia comme une
2-catégorie.!

Un dérwateur D (sur Dia, comme “domaine” du dérivateur) est un 2-foncteur contra-
variant de Dia dans Cat, satisfaisant certaines conditions. Donc

D : Dia®° — Cat

Si I € Obg Dia est une catégorie (ou un “type de diagramme”) du domaine de D, on doit
donc avoir une catégorie D(I). Les objets de D(I) s’appelleront les objets-coefficients (ou
coefficients) de type D, au dessus de I. Pour

f:I—J
une 1-fleche de Dia, on doit avoir un foncteur
fooufr:D(J)— D(I) |,

dit “foncteur image inverse”. Si F' est un coefficient de type D sur .J son “smage inverse”
est donc un coefficient de type D sur I. On suppose (pour simplifier!) que le 2-foncteur D
est strict, donc qu’on a transitivité stricte

(gf)* = f'g*, si I-2572K  dans Dia.

[page 5]

De plus, si on a deux foncteurs f,g: I —=2 J, et un morphisme entre eux

f

_—
I l?t J
g
on se donne un morphisme up, ou u* entre les foncteurs g* et f*, d’ou
*
#
D(I) u* D(J)
g*
IN.B. Il faut des conditions de stabilité pour Dia, au moins la stabilité par I x J et TIT.J,

en fait, nettement plus ...
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On doit encore avoir transitivité pour une composition de morphismes de foncteurs :

f

- -

lu
I ————J
g v

doit donner

donc f*

De plus, si f est une identité, f* aussi
(idr)* =idpery

et de méme si u est une identité
(idf)* = id ¢«
[page 6]

J’indique tout de suite 'axiome le plus important sur un dérivateur (au-dela de la donnée
d’un 2-contra foncteur strict) :

Der; : Si f: I — J dans Dia, alors ff = f* : D(J) — D(I) a un adjoint a droite et un

adjoint a gauche.

Ces foncteurs seront notés (du moins provisoirement) f2 ou f, , et f2 ou fi , soit
fr, f«:D(I)=D(J) |,
de sorte qu’on trouve une suite de trois foncteurs adjoints entre D(I) et D(.J)

f!7 f*7 f*

N.B. Pour la plupart des développements on n’aura pas besoin de 'existence a la fois
des fi et des f,. Un dérivateur ¢ gauche ne suppose que les f, (adjoints a droite des
f*), et lexistence de fi seulement quand f est une immersion ouverte. Dualement, un
dérivateur d droite ne suppose que les fi (adjoints a gauche des f*), et f, seulement si f
est une immersion fermée. Ce sont sans doute les dérivateurs a gauche qui sont les plus
importants.

[page 7]

. . . . . 7’ . DY N . 1

Dery : Si f : I — J est dans Dia, si ¢’est une immersion fermée, le biadjoint a droite fp
1 . . . . . . e N ? . ¢

ou f' de f* existe. Si c’est une immersion ouverte, le biadjoint & gauche f* existe.? Dans

2Tl n’y a lieu d’exiger les biadjoints que pour un dérivateur ponctué. HOT n’y satisfait pas.
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les deux cas, on veut que f* soit un foncteur de localisation, ce qui équivaut a dire que f,
est pleinement fidele, ou que fi est pleinement fidele.3

. . 1.
N.B. Dans le cas d'un dérivateur a gauche, on suppose seulement l'existence de f* si f est
une immersion fermée. Donc pour résumer, pour un tel dérivateur, on suppose ’existence

de
f+« quel que soit f : I — .J dans Dia

fi si f est une immersion ouverte

f'si f est une immersion fermée (cas ponctué seulement).
Dualement, pour un dérivateur a droite, on suppose ’existence de
fi quel que soit f : I — J dans Dia

f+ s1 f est une immersion fermée

? . . .
f si f est une immersion ouverte (cas ponctué seulement).
Je voudrais formuler des axiomes astucieux, pour le cas d'un couple
i J
Y—IT«—U
d’une immersion ouverte j et d’'une immersion fermée 7 dans Dia, complémentaires I'une
de l'autre. D’abord une formulation si on suppose D “ponctué”, i.e. les catégories D(I)

ponctuées, et les foncteurs f* compatibles avec les ponctuations. On veut “interpréter” le
carré (1) page 2 :

[page 8]

M/\
'\/

*11 faut de plus caractériser 'image de fi si f est une immersion fermée (les F' tels que
gF 5 ep(uy) et celle de fi si c’est une immersion ouverte (les F' tels que g*F ~ (p(y)),
ou ¢ est I'immersion complémentaire.

Der), : Pour tous I,.J € Dia, on a

ID(IHJ)WID( ) xD(J)

ou a, 3 sont les injections canoniques de I et J dans I 11 J.

Version 8 juillet 2001 6



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. I, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

carré a la fois cartésien et cocartésien. On cherche donc un carré dans D(]), mals mieux
que ca. Soit J = Ay x Ay le carré standard

/(170)
(1,1) /(0,0)
(0,1)

et considérons la catégorie I x J. On a

J — Hom(I,I x J)
g (i—(i,7))
D’autre part, par D

Hom(I, T x .J)° — Hom(D(I x .J),D(I))

d; A\ ’
ou un compose

J° — Hom(D(I x .J),D(I))

ou encore

D(I x .J) —s Hom(.J°, D(I))

Ceci vaut pour tout J € Ob Dia. On peut donc dire que la donnée d'un “coefficient” @ sur
une catégorie produit I x J donne naissance a un diagramme de type J° dans la catégorie
D(I) des coefficients sur I. La philosophie

[page 9]

des dérivateurs consiste en grande partie, inversement, chaque fois qu’on a un diagramme
dans une catégorie de coefficients D(I) (sur un diagramme I), disons diagramme de type K :
K — D(I), de se demander s’il ne provient pas “canoniquement” d'un objet de D(I x K°)
i.e. d'un coefficient sur I x K°.

Ainsi pour le carré p. 8. On voudrait qu’il provienne de D(I x .J), on J = Ay x Ay,
et ceci fonctoriellement, done on désire un foncteur “canonique”

D(I) — D(I x Ay x Ay)
qui en composant avec
D(I x Ay x Ay) — Hom((A x Ay)°,D(I))
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donne le foncteur décrit par le carré (1). De plus, il faut exprimer dans le contexte présent
la condition “bicartésienne” du carré (1), dans le contexte de la page 7. Question analogue

pour le carré (2) de la page 2 :

i*i!IW////////Z 17\\\\\\\\N
N

ou il faut de plus interpréter la condition cartésienne. On va définir en fait un coefficient

g F

sur la sous-catégorie ouverte W suivante de Ay x Ay

(1,0)

(0,1)

[page 10]

plus exactement sur W x I, et si «
a:WxIT — Ay x Ay x 1T

est l'inclusion canonique, on définira le carré “cartésien” comie l'image par a, de ce
coefficient. Ceci nous ramene donc au probleme de “globaliser” d’abord le diagramme

partiel
F

Jxg* F

€

Et de méme pour le carré (1) sauf qu’on est embarassé si on choisit de le regarder surtout
comine cartésien (ce qui suggere a procéder comme tantot) ou comme cocartésien (ce qui
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suggere de procéder de fagon duale). Mais les deux coeflicients qu’on trouvera par ces deux
procédés, produits soit de

soit de

.
NI

/
F/ F
\ e

?

devraient étre canoniquement isomorphes.
[page 11]

Si D est un dérivateur, la catégorie
A= Ap = D(e)

joue un role important. On 'appelle la catégorie de base, ou la catégorie fondamentale, du
dérivateur, ces objets sont les coefficients fondamentauz. Pour I quelconque dans Dia, on
a donc pour F € D(I), coefficient sur I

I°— A ) 1 — F;
un diagramme de type I° dans A, fonctoriellement, 7.e.

D(I) —> Hom(I°, A)
Il
D(e)

(cf. page 8).

Ders; : Pour tout I € Dia, ce foncteur est conservatif,* i.e. pour que

F— G

4N.B. Mais ce foncteur n’a aucune envie d’étre fidéle.
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dans D(]) soit [un] isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout i € I,
F, — G;

le soit.
Corollaire. Le foncteur canonique (pour I, .J € Dia)

D(I x J) - Hom(J°,D(I))

est conservatif.
En effet, si F' est dans D(I x .J), on a pour (i,7) € I x .J

Fij~6(F)(j)

[page 12]

Intuitivement, on regarde un dérivateur D comme “étant” la catégorie fondamentale A,
avec une “structure” supplémentaire, [a] savoir la donnée des “extensions” de A (comme
catégorie des coefficients ponctuels) aux diagrammes I € Dia, de fagon contravariante
en I. Un coefficient F' dans D(I) 18 A est regardé comme “étant” le diagramme (F;)ier
correspondant d’objets fondamentaux, avec une donnée supplémentaire de “globalisation”.
Les F;, ou “fibres” de F en les 1 € I, sont les caractéristiques locaux, du coefficient “global

sur I” F.

Tous les dérivateurs connus sont obtenus de la facon standard suivante. On part d’une
“catégorie de modeles”

M, T

munie d’un ensemble de fleches, appelées “équivalences”, et satisfaisant aux axiomes per-
tinents pour le passage a une catégorie des fractions

A= Mz
qui sera la “catégorie fondamentale”. On définit pour tout I dans Dia

./M] = Hom(Io,JM)
E] = {u € F|(M]) |\V/l c I,ui - E}
Ar = MIEI_I

[page 13]

Il est clair que Ay e Dat,n(I) dépend de I de facon fonctorielle contravariante, et meéme

de fagon 2-fonctorielle.

Bien entendu, pour avoir vraiment un dérivateur, il faut vérifier les axiomes. Le plus
fort est l'existence des fi, fi. Elle est prouvée par Thomason lorsque (M, X) provient
d'une “catégorie de modeles” au sens de Quillen. Ce n’est pas clair pour moi qu’alors
(M7, Xr) provienne également d’une catégorie de modeles (dont par exemple les fibrations

Version 8 juillet 2001 10



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. I, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

et les cofibrations seraient définies a partir de ces données dans M, comme tantot pour les
équivalences).

Quand on prend pour (M, X) une catégorie de modeles pour Hot (par exemple les
ensembles semi-simpliciaux M = Hom(A°®, Ens), d'ot M; ~ Hom(A° x I° Ens) ~
Hom(A°,Hom(I°, Ens)), catégorie des objets semi-simpliciaux dans le topos f, on trouve

(N

-~

I
une description d’un dérivateur (non additif), qui jouera un role particulierement impor-

tant. Je le désigne par

HOT
sa catégorie des coefficients fondamentaux est Hot, la catégorie homotopique standard.
[page 14]

La notion de “morphisme de Dérivateurs” est claire, c’est un morphisme entre deux 2-
P 5 P
foncteurs stricts
Dia® — Cat

Donc
u:D— D'

est défini par la donnée, pour tout I € Dia, de
ur: D(I) — D'(1)
avec commutativité (stricte?) pour f: I — J

D(.J) i>|D(I)

(1) U,]l lw

D'(7) —IB pr(1)

On a

Hom(7, J)° ’ Hom(D(J),D(I))

(2) /LJ by urog¢

Hom(D/(1), D'(1) — o Hem(D(1). D'(1))

et la commutativité de (1) signifie la commutativité de (2) pour les objets. Mais bien stir

on la veut aussi pour les fleches, i.e. on veut la commutativité du diagramme (2).°

Sans doute on veut un peu plus sur les morphismes de dérivateurs - on veut une
commutation aux fi et (?) aux fi (cette fois seulement a isomorphisme canonique pres) .. . °

*Donner ’exemple de morphisme de dérivateurs défini par un foncteur de catégories de
modeles (M, 3) — (M, T/).

SCommutation & f, (resp. fi) morphisme ezact ¢ gauche (resp. exact @ droite). Les mor-
phismes ezacts sont ceux a la fois exacts a gauche et a droite.
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[page 15]

Par exemple, considérons le dérivateur
HOTAB

dont la catégorie fondamentale est Hotab, la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée
Der(Ab) de Ab, formée des complexes a cohomologie nulle en degré > 0. On peut décrire
HOTAB par la catégorie de modeles Hom(A®, Ab) des groupes abéliens semi-simpliciaux,
avec comme équivalences les quasi-isomorphismes au sens habituel. Le “foncteur abéliani-
sation” canonique

Hot — Hotab

se prolonge en un morphisme de dérivateurs
HOT — HOTAB

La question de sa compatibilité aux f, ne semble pas tautologique. Elle impliquerait, par
exemple, que si
x—9 x

fl lf’

Y e—i—Y’

J

est un diagramme cartésien dans M = Hom(A°, Ens) avec f une fibration (de Thom dans
le cadre des espaces topologiques, avec f par exemple fibration localement triviale) alors
le diagramme de Hotab

RTY(X) «— RTW(X')

T

RTY(Y) —— RTy(Y")

est hot-cartésien”. Et de méme pour une hot-somme amalgamée (carrée hot-cocartésien

dans Hot).
[page 16]

Si c’est vrai, et pas connu de plus, ce serait quand méme scandaleux!
En procédant comme pour les morphismes de changements de base pour les Rf,, on
trouve en tout cas un morphisme canonique, pour f : I — .J

1
ugfP — f2u;

TC’est faux déja si Y est I'espace ponctuel : trivialement le RTy ne transforme pas produits
en sommes! Ce foncteur est stirement [pas] “exact a gauche” (comme morphisme de
dérivateurs).
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et de méme
D’ D
f! ur > U Jf! )

et la question est de savoir si c’est des isomorphismes. Questions analogues pour les f,
pour f immersion fermée (ou pour f°, pour f immersion ouverte). Comme la notion
de morphisme de dérivateurs devrait quand meme “coller” a la notion bien connue de
morphisme (triangulé) de catégories triangulées®, donc étre exact en un sens convenable,
cela montre bien que 'on doit exiger la commutation d'un morphisme de dérivateurs aux
f« et aux £i.” Je devrais demander & Thomason s’il a regardé, pour un morphisme

M— M

entre catégories de modeles, qui soit disons ezact @ gauche, et “compatible” avec les équi-
valences, fibrations (et cofibrations (?777)).

NOTATION : DER pour la 2-catégorie des dérivateurs.
[page 17]

Dualité. Si D est un dérivateur, on va définir un dérivateur dual D° par

p°(1) £ p(1°)°

Les coefficients sur I de type D° sont les coefficient sur la catégorie opposée I° a I de type
D, et en tant que catégorie c’est la catégorie opposée de celle des coefficients de type D sur
I°. Pour définir la loi 2-fonctorielle, on note que pour I, J dans Dia on a

D
Hom(I, J)° L.J

Hom(D(J),D(T))
2ldualité 2ldualité
Hom(1°,.7°) ——— Hom(D(.J)°, D(1)°)°

?

ou 6 est I'unique foncteur rendant le diagramme commutatif. Alors 6°est un foncteur

Hom(I°,.J°)° — Hom(D(.J)°,D(1)°)

’

c’est ¢a par définition D} ; [plutét D% 5 J.
Si D est défini par (M, X)), alors D° par (M°,X°), puisque

(M®); € Hom(I°, M®) ~ Hom(I, M)° =~ (Mo)°

8Non! Le cas des catégories triangulées est “misleading”, car pour celles-ci I’exactitude a

gauche et a droite revient au méme.

QN B . ) f d/ . . A~ N . h N
.B. On cong¢oit qu'un foncteur entre dérivateurs puisse étre exact a gauche ou exact a

droite ou les deux.
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et ¥°7 est déduit de Y7o, d’ou
(M) 1) = (M S50 = D(I°)*
[page 18]
Philosophie. Chaque fois qu’on a un foncteur
A A
entre deux catégories qui peuvent s’interpréter naturellement comme les catégories fonda-

mentales de deux dérivateurs D, D', il se pose la question d’interpréter ug comme provenant
d’un morphisme de dérivateurs

u !
D—D
Celui-ci est, en pratique, toujours déterminé canoniquement, a isomorphisme canonique
pres. (Mais je doute pourtant que le foncteur restriction aux catégories fondamentales

Hom(D,D’) — Hom(A, A)
soit pleinement fidele ... )

On va appliquer cette philosophie aux foncteurs f*, fi, f. (et éventuellement f', f7),
pour f : I — J, donc pour les foncteurs entre D(I) et D(.J). Cela nous amene donc a
regarder D(I) et D(.J) comme des catégories fondamentales de dérivateurs convenables.

Dérivateur induit par un dérivateur D, sur une catégorie d’indices I € Dia. C’est un
dérivateur Dy défini par

Dr(J)=D(I x.J)
Le foncteur associé a Dy, pour deux catégories .J, J' € Dia
[page 19]

Hom(J, 7)° ——"""" Hom(Dy(J"). D1(J}) = Hom(D(I x J').D(I x J))

est le composé

DIxJ,IxJ’

Hom(.J, J")® — Hom(I x J,I x J')° ————— Hom(D(I x J'),D(I x J))
ou la premiere fleche est le foncteur
fr—idr xf
En d’autres termes, Dy est le composé
Dia® — Dia® =3 Cat
Jr—IxJ
On a
fo, = (id xf)p
Siles fi (resp. les fi) existent pour D, ils existent pour D;. (De méme pour toute espece
de multiadjoints.) Comme .J — I x J transforme immersion fermée (resp. ouverte) en itou,
I'axiome Der; (plus précisément, chacun de ces ingrédients, ¢f. annotations marginales

p. 7) est stable par passage de D & Dy . De méme pour Derj. (Pour chaque nouvel axiome
qu’on dégagera, il faudra vérifier la stabilité.)
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[page 20]
Soit
f:1—1T

Considérons entre D(I), D(I") les foncteurs
fi

() —<L— p(r)

_—
fs
(sous réserve d’existence des fi resp. fi). Peut on les interpréter en termes de morphismes

de dérivateurs f
_

*
Dy«———Dp ?

fe
Donc il faut définir, pour J dans Dia, des foncteurs correspondants entre D7(J) et Dy (J),
i.e. entre D(I x J) et D(I’ x J). Or on a bien
fxidy:IxJ—TI xJ

et on posera (sous réserve d’existence des deux derniers)

FT) = (f xid))p
F(T) = (f xids)P

FolT) = (f xids)?
[page 21]
Autrement dit, on peut considérer
Dias>I+~— Dy |, D € DER

comme fonctoriel en I de trois fagons (une contravariante, les deux autres covariantes),
suivant qu’on utilise les f*, les fi (s'ils existent) ou les f, (s’ils existent). On désignera par

f!D ) fEIi ) fP

indifféremment les foncteurs entre D(I) et D(I’) ou (de fagon plus fine) entre Dy et Dy,
dont les précédents se déduisent en passant aux catégories fondamentales correspondantes.
De méme pour f' ou pour f° sous réserve d’existence. Par exemple, si on suppose que les
f' existent pour D, quel que soit f immersion fermée, alors on trouve pour un tel f un
morphisme de dérivateurs
£
Dy & D
Il simpose de regarder si tous ces morphismes de dérivateurs sont exacts, ¢.e. si pour

g:J—J

dans Dia, ils commutent a g1, gx.
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[page 22 vide]
[page 23]
Pour expliciter cette question, on est amenés a regarder le diagramme de catégories

G =idy xXqg

IxJ Ix.J
F=fxidy F'=fxidy
! ,

rwg G =g ,

qui est d’ailleurs un carré cartésien dans Cat. La commutativité de f) aux g. s’explicite
alors par la commutativité dans

D(I x J) G. D(I x J')
iso?\\\\
F* F'*
!
D(I' x .J) G D(I' x J')

Cette commutativité sera assurée par des axiomes ultérieures sur les dérivateurs. (cf. plus
bas page 59). Ainsi, ff; est exact a droite [plutdt & gauche], et dualement, il doit étre
aussi exact & gauche [plutét a droitel. Donc f} : Dy — Dy est ezact. Considérons f2,
cette fois c’est la commutativité de

D(Ix J)—C& DI x.J)
F, F;
!
D(I' x J) G D(I' x J') :

c’est trivial (a isomorphisme canonique pres). Ainsi, on
[page 24]

trouve que f2 : Dy — Dy est ezact @ gauche, et dualement fP est ezact ¢ droite. Mais
est-ce que fP est aussi exact & droite? Cela signifie donc commutativité de

DI x J)—C . p(Ix.J)
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On arrive bien a définir

GIF, - F!G,

ou ce qui revient au meéme par adjonction
? 1% 1
F, — G F.G

en utilisant le morphisme de changement de base

a4

G""F = F.G*
qui est [un] isomorphisme (on I'a vu), d’on

G F!G,

_—
F, Vo * Gy

F%

) F.G*G)

ou 3 :id — G*G! est le morphisme d’adjonction, d’ott le morphisme voulu. (On peut aussi
chercher F'*(G{F,) — Gh, et utiliser la commutation GiF* = F'*G], i.e. Uexactitude
droite de ff.)

[page 25]

Mais ce morphisme est-il un isomorphisme? Je pense que dans le cas additif ¢ca peut étre
raisonnable, mais dans le cas non additif ¢ca n’a aucune raison d’étre vrai. On voit en tout
cas que si pour tout f : I — I’ dans Dia, fP : D; — D/ est (non seulement exact & gauche
mais aussi) exact & droite, alors pour tout ¢ : J — J’ dans Dia, gP est (non seulement
exact a droite mais méme) exacte a gauche.

Prenons le dérivateur des préfaisceaux d’ensembles sur des I variables, sa catégorie
fondamentale est Ens. C'est un dérivateur non ponctué. Considérons I — I’ une immersion
fermée non surjective, f, : D(I) — D(I'). Si fP était exact & droite f, devrait transformer
objet initial de D(I) en objet initial de D(I"), sauf erreur (cf. plus bas). Or il n’en est rien,
puisque pour tout F € |m(f,?<:D : D(I) — D(I')) la restriction de F & I' \ I est le faisceau
final ey = (i — €), et non le faisceau initial 0y = (1 0).

OIl Va prouver cecl :

Proposition. Si D est un dérivateur a gauche (a droite), alors les produits finis
(sommes finies) existent dans les D(I). Tout morphisme ¢ : D — D' de dériwateurs qui
est exact ¢ gauche (d droite) commute auz dits produits (sommes), chaque I donnant
o(I):D(I) — D'(I). En particulier, il transforme objet final (initial) en itou.
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[page 26]

Dire que les produits finis indexés par ’ensemble fini I existent dans la catégorie A = D(e)
(disons) équivaut a dire que le foncteur diagonal

AL AT

admet un adjoint a gauche. Or s1

f:I—e

est la projection de I (considéré comme ensemble ordonné discret) sur I'ensemble ordonné
ponctuel e, le foncteur A s’identifie a f* : D(e) — D(I) (grace a 'axiome Der; sur
le comportement du dérivateur pour une somme discrete de catégories d’indices). Donc
I'existence du produit revient a celle de ’adjoint a droite f, de f*, OK pour dérivateur a
gauche. Et un homomorphisme exact a gauche de dérivateurs a gauche, comme il commute
aux fi, commute aux produits finis. Itou pour les sommes finies, et les dérivateurs a droite.

L’exemple précédent utilise le fait que le dérivateur envisagé n’est pas ponctué. Mais
méme pour un dérivateur ponctué D, un morphisme fP : Dy — Dy n’est pas forcément
exact a droite. Si on prend le dérivateur associé a une catégorie M quelconque (avec ¥ = (),

D (1) = Hom(I°, M) ¥ Mm(1)

alors le dérivateur induit

Dam)r ={J = Dm(I xJ)=Hom((I x J)°, M) ~ Hom(J°,Hom(I°, M))}

[page 27]
s'identifie a
DHom(re,41) = Daa(r)
1.€.
(Dm)r =Dy

N.B. Iei M et Dy se déterminent mutuellement et le foncteur

./Ml—>|DM

Cat — DER
est 2-fidele, i.e. si M, M’ sont deux catégories
Hom(A/i, M/) i) Hom(IDM, DM’)

est une équivalence de catégories. D’autre part, on vérifie tout de suite que u : M — M’
est exact a gauche (ou a droite) si et seulement si D, : D¢ — Dagr Vest.
Ainsi, pour voir si un morphisme de dérivateurs de la forme
D
fe i (Om)r —— (Dam)r
1 1
D) D amcr)

est exact a droite, il revient au méme de dire
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[page 28]

que le foncteur pour les catégories fondamentales associées

M 2

est exact a droite. Or ici ¢’est un foncteur image directe de préfaisceaux ordinaires, et ce
foncteur n’a aucune envie d’étre exact a droite. (Méme si M est abélienne, d’ailleurs!)
Prenons par exemple pour f : I — I’ une immersion ouverte avec I' = Ay x Ay, I =

I' — {c}, ¢ objet final de I

c«—b b
=] =]
a+—0 a<«——0

le carré cartésien complété

F,—*—FR

Or si F — F était exact & droite, F + F, xp, F} le serait aussi. Or F, xp, Fj = K(F) =

apry—Bpr
Ker(F, x Fy e, Fp), en tant que foncteur additif en F, n’est pas exact a droite,

par exemple il ne transforme pas nécessairement épimorphisme en épimorphisme. Prenons
par exemple

Fy

S

F,—0
et ’homomorphisme évident F' — F’ qui est I'identité sur
[page 29]

F, et sur Fy. C’est un épimorphisme et I’homomorphisme correspondant F — F' est
I'inclusion
Fa XFOFb —>Fa ><Fb

qui n’est un épimorphisme que si o = 3 = 0.
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Perplexité : On devrait pouvoir définir une notion de dérivateur (additif) “triangulé”
(qui correspondrait a 'intuition des catégories triangulées; ¢’est un dérivateur satisfaisant
a des axiomes assez forts), de sorte que pour les morphismes entre ceux-ci 'exactitude a
gauche et 'exactitude a droite soient €quivalentes.

“Théoreme de changement de base” pour dérivateurs. Soit D dérivateur a gauche
(existence de f,) et considérons
f:I—J dans Dia

soit jg € Ob J, on se propose de “calculer” le foncteur

F i fo(F)j, = o} (f(F))

aj,re—J

est l'inclusion de la catégorie ponctuelle e dans J, de valeur jg.
[page 30]

Considérons le diagramme

(1) f A\

e_—.)J
p_ajo ’

ou I/jo est la catégorie I x j J/jq des couples

{(i,9) 1€ Ob 1, ¢: f(i) = jo}

et ¢ est le foncteur (7, ) — i. Ce diagramme n’est pas commutatif, mais il y a un foncteur
[plutdt morphisme de foncteurs] canonique

fqo > pf

o fq est le foncteur (i,¢) — f(i) et pf’ le foncteur constant (i,¢) — jo et o y(i,¢) :
f(1) = jo est défini par v(7,¢) = ¢.

Plus généralement, considérons un diagramme dans Dia

I/ q

RN

(2) f B
¥ -

]/;/)]
. D . \
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avec v : fqg — pf'. On définit alors un morphisme de changement de base pour les images
directes relatif a ce diagramme
C
P fe — fud
[page 31]

de deux facons, qui donnent le méme résultat (histoire générale de foncteurs adjoints a
expliciter une bonne fois, en termes d'un diagramme de foncteurs

*
x'—%1 x
//
7
~

f/* e f*

*
Y/ p

en supposant que les foncteurs adjoints a gauche f., f, des deux foncteurs verticaux exis-
tent). Un cas intéressant est celui ou

pf'=fq , ~=idg,
et ol on pose ¢y = c.
Ici .
p fe — fid”
revient 3
?
fe — pufid” ~ (pf')ed”
%**q*
(fq)*q* = (f*Q*)q* = f*(Q*q*)
Oron a
id = q.q* (adjonction)
d’on

fs ﬂ* f*(Q*q*)

et en composant avec v * ¢*, on trouve ce qu’on veut. Et on peut au lieu de ceci chercher

Fr o f) = ¢
[
(pf/)*f*
l’y**f*
GO fo (7 f) — s g

ou v : f*fy — id est 'adjonction.
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[page 32]

Der, : Le morphisme de changement de base pour images directes f, associé a un dia-
gramime (1) est toujours un isomorphisme (dérivateurs a gauche). Condition duale pour
dérivateurs a droite et le changement de base pour images directes fi, pour le diagramme

jod ———— 1

(1) f

Ed

v,
R4
C——— . J
P = aj,

associé a f: I — .J dans Dia, et jo € Ob J.

Der;'? : Soit f : I — J une hot-équivalence stricte, i.e. ¥jo € Ob J, I/jo est contractile.
Alors f* est pleinement fidele, i.e. le morphisme d’adjonction

idpyy — fof”

est un isomorphisme (D dérivateur a gauche). Dualement, si f est une équivalence co-
stricte, i.e. f°: I° — J° est une équivalence stricte, i.e. Vjo € Ob J, jo\I est contractile,
alors (si D est un dérivateur a droite) le foncteur f* est pleinement fidele, i.e. le morphisme
d’adjonction

fift —idpy
est un isomorphisme.
N.B. Donc les foncteurs f, (resp. fi) sont des foncteurs de localisation.
N.B. Les pages 33 a 40 ont été suprimées, car canulées.
[page 41]

Je vais reprendre la terminologie et les axiomes relatifs aux dérivateurs.

Un prédérwateur est un 2-foncteur
. D
Dia® — Cat

ol Dia est une 2-sous-catégorie pleine de Cat.'! On suppose tout au moins que Dia contient
les ensembles ordonnés finis, que Dia est stable par @ finies, par sommes finies. Qu’avec
toute catégorie C' et toute sous-catégorie strictement pleine ouverte (resp. fermée) elle
contienne la sous-catégorie complémentaire.'?

10Totalement canulé, devient raisonnable que pour coefficients constants sur F.

""Dia domaine du dérivateur. Les objets sont les catégories d’indices pour D. Les D(I) sont
les catégories de coefficients pour D, les objets de D(I) les “coeficients de type D sur I”.
2Notation f* : image inverse des coefficients.
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[page 42]
On définit le prédérivateur D oq x associé a un systeme
(M, X) M Catégorie, X C FI(M)
Si ¥ =, on écrit D, .
Les prédérivateurs forment une 2- catégorie PREDER, et
(M,Z) — D,z

est un 2-foncteur

PREMOD(

“Catégorie des catégories

de modeles” (faibles)

Pour D donné, on définit le dérivateur induit (I € Dia)
Dr=(J—D(IxJ) ,

dépendant de I de facon contravariante, d’ou un 2-foncteur

Dia® — PREDER
I — Dy

) — PREDER

ou encore un bi-2-foncteur
PREDER x Dia® — PREDER
(D,I) — Dy
Si D est défini par (M, X), alors Dy est défini par (M(I),3(1)) :
(Dmz)r ~Damany sy
[page 43]
ou M(I) = Hom(I°, M) (préfaisceaux sur I a valeurs dans M), et 3(I) C FI M(I) est
déduit de ¥ en regardant fibre par fibre (supposant maintenant ¥ saturé).

Pour tous axiomes qu’on dégagera pour certains prédérivateurs, il faudra vérifier qu’il
sont stables par passage aux prédérivateurs induits Dy, et aussi comment ils se comportent
par dualité (passage de D a D°).

Définition du prédérivateur dual D°

D°(I) ¥ p(1°)° ete.
Der 1 (Premier axiome de localisation) : a) Si I, J € Dia, alors
D(II.J)— D(I) x D(J)
est une équivalence de catégories.

b) D(() est la catégorie finale.

Stable par passage aux prédérivateurs induits, et passage au dual.
Corollaire. Soit (In)aca [unel famille finie de catégories de Dia, I = [] I. Alors

D(I) — [] D(I.)

7/ . 7/ .
est une équivalence de catégories.
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Der 2 (Deuxieme axiome de localisation) : Pour tout I € Dia, le foncteur canonique
D(I) — Hom(I°, Ap) ,

Ap = D(e) catégorie fondamentale pour le dérivateur D, est conservatif.

Stable par induction, et par dualité.
[page 44]

Un prédérivateur est appelé un dérwateur a gauche s’il satisfait Der 1 et Der 2, et de
plus les axiomes suivants (dont voici le premier).

Der 3 (g) (Existence des images directes) : Pour tout f : I — J dans Dia, le foncteur
f*:D(J) — D(I) admet un adjoint a droste f, .

Stable par induction.

On appelle f, le foncteur image directe (cohomologique) pour f. L’objet f.(F) € D(.J)
(pour F' € D(I)) s’appelle aussi 'objet de “cohomologie relative” de I sur J (par f), a
coefficients dans F. On a des isomorphismes canoniques

(.gf)* ~ Gy fr

Corollaire. Les catégories D(I) ont des produits finis, les foncteurs f* et fi y commutent.
Utilise Der 1 pour I =@ et I =cIle, et Der 3 pour I EN

On a un axiome dual :
Der 3 (d) : existence des adjoints a gauche fi des f*, le foncteur fi s’appelle “image
directe homologique” par f, et on a une notion d’homologie relative de I sur J (pour f),
a coefficients dans F'.

Par la suite, la mention (g) ou (d) a coté de la désignation Der n d’un axiome,
signifie qu’il s’applique aux dérivateurs a gauche, respectivement a droite. De méme pour
les énoncés, définitions etc.

[page 45]

Der 4 (g)'* : Soit U <y X &Y dans Dia, immersions ouverte et fermée complémentaires
I'une de l'autre. Alors le morphisme d’adjonction dans D(Y")

L*L*(Fy) — Iy

est un isomorphisme, donc

i :D(Y) — D(X)

est pleinement fidele, et 7* : D(X) — D(Y') est un foncteur de localisation. L'image essen-

e
tielle de i, est formée des objets F' de D(X) tels que j*(F') soit I'objet final de D(U).

3Tnutile comme axiome, va devenir un théoréme (résulte des autres axiomes).
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Der 4 (d) : Avec les notations précédentes pour 4, j, le morphisme d’adjonction dans
D)

Fy — j*jFu
est un isomorphisme, - j1 est pleinement fidele, 7* un foncteur de localisation. L’image

essentielle de jp est la sous-catégorie pleine de D(X) formée des F tels que ¢*(F) soit objet
initial de D(Y").

Il y a les deux carrés de la page 8 et 9, mais pour interpréter la condition cartésienne
ou cocartésienne c’est prématuré ici.

[page 46]
Axiomes de changement de base.

Der 4 (g) (Fibres d'une image directe) : Soient f : X — Y dans Dia, y € Y, considérons
le diagramme connu

X/y#

i)

¢ p=a, ¥

et le morphisme de changement de base correspondant

Fo(F)y S p* fu(F) — filq"(F) (¥ Tn(X/y. ¢ (F)))

C’est toujours un isomorphisme.

[page 47]

Der 5 (g) (Axiome de cofinalité pour la cohomologie)'* : Soit a : X’ — X dans Dia
“cohomologiquement cofinal” i.e. les 2\ X’ sont contractiles (z € X) i.e. a®: X' — X°
est une hot-équivalence “localement sur X°”. Alors VF € D(X), I'homomorphisme

I'p(X,F) — Ip(X',a*F)

est un isomorphisme (dans A = D(¢)).
N.B.Si f: X — e, onpose I'p(X, F) = f.(F) (cohomologie “absolue” de X, a coeflicients
dans F).

Méme chose!® si a est “homologiquement cofinal”, i.e. les X' /x sont contractiles [phrase
barrée].

147] est conséquence d’énoncés plus faibles.
15 Faux!
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Remarque. On devrait pouvoir renforcer considérablement cet axiome, en exigeant que

ar(exr) S oex dans HOT(X)

Y

ou ex/, ex [sont] les objets finaux de HOT(X'), HOT(X), et ot au(exs) — ex est
I'homomorphisme d’adjonction, compte tenu que e x» ~ a*(ex ). On dit que X' est homoto-
piquement trivial sur X. (Et si la condition duale est satisfaite dans HOT(X°), on dit que
X' est cohomotopiquement trivial sur X.) Cette condition n’est sans doute pas autoduale.
Elle est vérifiée aussi bien si « est cohomologiquement cofinal, que s’il est homologiquement
cofinal (hot-équivalence costricte ou stricte).

N.B. Pour f: X — e, dire que f est cohomologiquement cofinal, homologiquement cofinal,
ou que X est contractile, est équivalent.

Corollaire 1 (g) (Théoreme d’asphéricité pour les coefficients constants en cohomologie).
Soit f: X — e dans Dia, X contractile, M € D(e). Alors ’homomorphisme d’adjonction

M (M) (X, £ ()

est un isomorphisme.

Corollaire 2 (g)'% Soit f : X — Y [unel hot-équivalence stricte (i.e. Yy € Y, X/y
contractile). Alors pour F € Ob D(Y)

adj
F=s ff*F

[est un] zsomorphisme. [Ce corollaire est barré, mais pas sa démonstration.]

[page 48]

On applique Der 2, Der 4 (g), pour se ramener a regarder, pour yo € Y, ’homomorphisme
a du diagramme (commutatif!) suivant :

T({yo}, Fyo) = Fy, — o(X/yo, f*(F))
T
L(Y/yo, F) ;
ot o est déduit du foncteur induit par f
X/yo — Y/yo
et ou ¢ est déduit du foncteur

{yo} — Y/yo (objet final).

16Faux, sauf pour coefficients constants.
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Donc ¢ est un isomorphisme par Der 5 (g)'” (N.B. Si z € Z, d’ou1 {z} — Z, ce foncteur
est cohomologiquement cofinal si et seulement si z est objet final, homologiquement final
[plutdt cofinall si et seulement si z est objet initial). Donc la conclusion du corollaire
équivaut a dire que o' est un isomorphisme. Mais X/yg — Y/yo est aussi homologiquement
cofinal, car si u : y1 — yo est dans Y/yo, on a un isomorphisme canonique

(X/y0)/(y1,u) ~ X[y
qui est contractile. Donc par la deuxieme partie de Der 5 (g),'® on gagne.
[page 49]
Corollaire 4 (g) (critere de changement de base pour images directes cohomologiques).

Soit

XI q

f P
v

k//
VY ————— Y

dans Dia (cf. page 30), d’ot I’homomorphisme de changement de base
P fe(F) — fiq"(F)  (F € Ob D(X))

Pour que ce soit un isomorphisme pour tous F, il suffit que pour tout y' € ObY’, le
foncteur indust par (p. 9)
X'y — X/p(y")

soit une hot-équivalence stricte (ou costricte);'? cela signifie aussi (dans le cas strict) que
pour

Yo €ObY', 20 € Ob X, ug: f(zo) — p(yi)
la catégorie K(y,,x0,uo) des objets de la forme
(2’ 0" u) 2" € Ob X', o'« f'(2") = yl, u:q(a') =5 20

rendant commutatif le carré dans Y’
!/

Fata)) —25) ()

i cas de
X 10 B o)
|
f(l'o) o p(y(l))

est contractile.

17¢f. corollaire 3, page 50, qu’on devrait remonter ici.
18 (qui est fausse)

YFaux pour “stricte”, ne marche que pour “costricte”.
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N.B. Dauns le cas de la hot équivalence costricte, ¢’est la méme description de

K = (w0, u0)\(X"/y0)
sauf que la fleche u est en sens inverse g — ¢(z') et itou dans le diagramme commutatif ().
On applique Der 2, Der 4 (g) et corollaire 1 [plutét Der 5 (g)].
[page 50]
Corollaire 5 (g). Soit f : X — Y pleinement fidéle dans Dia, et F € D(X). Alors

l’homomorphisme d’adjonction

est un isomorphisme.

En efffet, il suffit de le vérifier fibre par fibre (Der 2). Soit 2 € X, y = f(z) € Y,

alors

or a cause de la pleine fidélité X/y ~ X/x.

Corollaire 3 (remonter page 48).2° Soit Z € Dia, supposons que Z a un objet final ez.
Soit p: e — Z le foncteur correspondant. Alors 'homomorphisme canonique (pour F dans

bB(Z))

A
pH ; Fo(F) — p*(F)

€

est un ssomorphisme.?!

Cet homomorphisme est [un] cas particulier de celui-ci, pour
7P 5
N
S
(en faisant Z' = S =e, f' =1id.),

f(F) — fip"(F)) »  (FeObD(Z)) ,

et ¢’est un cas particulier?? des morphismes de

20Va résulter de Der 6 (g) plus fort ci-dessous.
2! Axiome de la catégorie d’indices & objet final (coefficient quelconque).
22déja envisagé dans cor. 2, p. 47
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[page 51]

changement de base pour

Zl p

f’l | lf

S |d

REMARQUE : On retrouve le fait que i*i,(Fy) = Fy est [un] isomorphisme, pour i une
immersion fermée. De plus, avec les notations de Der 4 (g), j*(i+(Fy)) se calcule par le
théoreme de changement de base (corollaire 2 [plutét 4] ci-dessus), qui s’applique dans

toute situation commutative
X/ q

f/ cart f

Y/ p
quand p est une immersion ouverte (et v = id) (alors X'/y’ — X/p(y') est méme un
isomorphismel), et on trouve, revenant aux notations de Der 4 (g),

U———X

J
i.e. (1. (Fy)) ~ fi(p), oit ¢ = ¢*(Fy) est I'unique élément de la catégorie (équivalente
a une catégorie ponctuelle, par Der 1) D(0)). D’autre part, f, transforme objet final en
objet final, d’ott 7*i,(Fy) est objet final.

Inversement, soit F' dans D(X), tel que j*(F) = DUy - Considérons
F % i i*F (adjonction) ;

je dis que c’est un isomorphisme. En effet, par 'axiome
[page 52]

de localisation Der 2, il suffit de prouver que i*(u) et j7*(u) sont [des] isomorphismes.
Pour i*(u) cela résulte du fait que i* soit foncteur de localisation, et pour j* du fait que

J¥(F) et 7*(141*(F)) sont des objets finaux dans D(U).
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[page 53]

Morphismes homotopiquement propres, homotopiquement lisses.

Soit f : X — Y [un] morphisme de catégories, considérons yg € Ob Y, et le foncteur
canonique

(1) Xy, £ X/yo @(”L) = (w’idf(x)>
(Xy, fibre de X en yg). Soit (zg,ug) € Ob X/yo donc 2z € Ob X, ug : f(zo) — ¥o-

Considérons la catégorie coinduite par ¢ sur (zg, ug)

(zo, uo)\(Xyo)

pour tester si p est une hot-équivalence costricte i.e. homologiquement [plutét cohomolo-
giquement] cofinal. On va l'interpréter via le foncteur induit par f

2o\ X - f(zo)\Y

allant de la catégorie des spécialisations de zg dans X vers celle des spécialisations de f(z)
dans Y. On trouve alors un isomorphisme canonique de la catégorie coinduite (zq, ug)\ Xy,
par X,, au dessus de 'objet (zq,up) de X/yo et de la catégorie fibre (29\X )y, de 20\X
au dessus de f(zg)\Y en ug. Donc

Proposition. Pour que les foncteurs ¢ : Xyo — X/yo (yo € ObY) soient des hot-

équivalences costrictes, il faut et il suffit que les fibres des foncteurs xo\X — f(x0)\Y
induits par f sotent contractiles.

[page 54]

On dit alors que f est homotopiquement propre. La notion duale s’exprime, soit par la
condition que les foncteurs induits par f

Xyo — yO\Y

solent des hot-équivalences strictes z.e. qu’ils soient cohomologiquement [plutét homolo-
giquement] cofinaux, soit que les fibres des morphismes induits sur les “catégories locali-
sées” (catégories des générisations)

X/zo — Y/ f(x0)

solent contractiles. (N.B. On utilise ici qu’une catégorie Z est contractile si et seulement
si Z° lest.) On dit alors que f est homotopiquement lisse.

Proposition. La notion de foncteur propre (resp. lisse) est stable par changement de
base, par composition. Les isomorphismes, et plus généralement, les immersions fermeées

sont propres. L’image d’un morphisme propre est une sous-catégorie fermée.3

N.B. Le foncteur X — e est toujours propre et lisse, car les catégories xg\X et X/zg
sont contractiles (ayant objet initial ou objet final). Donc tout foncteur de projection

X xY 23 Y est & la fois propre et lisse.

23 Attention, une équivalence de catégories n’est pas propre! Si X’ < X [est] une inclusion
d’une sous-catégorie de X, elle n’est propre que si c’est une immersion fermée.
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[page 55]

DEMONSTRATION. Stabilité par changement de base :

X q X!
fl cart lf/

d’ott pour 2/ € Ob X’

Yiye———Y')y

J

ou z, y', y sont les images de 2’ dans X, Y, Y. On vérifie que ce diagramme est cartésien,
donc les fibres de X'/z" — Y'/y' sont isomorphes a des fibres de X/z — Y/y, donc
contractiles si celles-ci le sont.

Dans un cas X —Ls Y on vérifie que pour un foncteur bilocalisé de f

X/ 2 vy

tout “bilocalisé”
(X/w)/& — (Y/y)/n (€2’ =2, n:y =y
de ¢ s’identifie encore a un bilocalisé de f
X/ — Y/y

Donc si f est lisse, les bilocalisés f/z (z € Ob X) le sont aussi. Notons d’autre part.
Proposition.?* Tout morphisme propre (ou dualement lisse) a fibres contractiles est une
hot-€quivalence.

[page 56]

Cela provient du fait que pour un tel foncteur propre, si F' est un préfaisceau, ou complexe
de préfaisceaux abéliens sur X, la formation des Rf,(F') commute au passage aux fibres,
et de méme pour R' f,(F) si F est un préfaisceau en groupes (pas méme abéliens).

Corollaire 1. Si f : X — Y est cohomologiquement propre a fibres contractiles, alors Y
est contractile si et seulement si X [’est.

Grace a ceci, on trouve que le composé de deux foncteurs propres (lisses) est propre

(lisse).

24 ¢f. amélioration dans cor. 2, page suivante.
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N.B. Contrairement a ce qui a lieu en topologie pour la notion de propreté, si gf est
propre et g propre, f ne l'est pas nécessairement, 7.e. un S-morphisme de S-catégories
X, Y propres sur S n’est pas nécessairement propre. Ainsi une section de X/S, pour X
propre sur S, n’est pas nécessairement propre, ¢.e. n’est pas nécessairement une imimersion
fermée. C'est déja faux si S = ¢ (auquel cas f: X — e est toujours propre).

Corollaire 2. Un morphisme propre ou lisse, a fibres contractiles est d la fois une hot-
équivalence stricte et costricte.

En effet, on applique le corollaire 1 & X/y — Y/y ou y\ X — y\Y.

Théoréeme (g) Soit une situation de changement de base dans Dia
X329 —x
f cart f!

R

P ) p*fAF)L)fiq*(F)

(F € D(X)), D dérwateur ezact a gauche. Si f est (homotopiquement) propre ou p homoto-
piquement lisse, alors ¢ est un isomorphisme.

[page 57]

La question c’est si pour tout y’ € Y, posant y = p(y’) et considérant le foncteur induit

par ¢
X/y<+— X'}y

le morphisme correspondant
I'n(X/y,F) — To(X'/y,¢"F)
est [un] isomorphisme. Dans le cas f propre, on considere
X, X,
~ COStI‘iCtel lN costricte
Xfy«——X'/y'
d’ott la conclusion, puisque par Der 5 (g), dans
[(Xy) —T(Xy)
| T
I(X/y) ——T(X'/y")

les fleches verticales et 1'horizontale supérieure sont [des] isomorphismes, donc aussi I’ho-
rizontale inférieure.
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Dans le cas p lisse, considérons du coté Y, Y’ le carré de changement de base

V+——Y'

]

Y/y——Y'/y

[page 58]

d’ou le diagramme contigu

Xe—-——X

AN AN

Xy e——"—X"/y

Y e | —— V'
\ \
Yiyer—=Y'/y'

ou les carrés latéraux (verticaux) sont cartésiens. On note que m est lisse et a fibres con-
tractiles (car p est lisse) donc s aussi. Donc k est une hot-équivalence costricte, donc
[(X/y) — T(X'/y'), on gagne encore.

N.B. Sauf erreur, on a une réciproque du théoreme, [a] savoir : Si f: X — Y est tel que
le théoreme de changement de base pour fi(F) est vrai pour tout dérivateur (il suffit sans
doute de HOTAB et HOT) et pour tout Y’ — Y, alors f est homotopiquement propre.
D’autre part, si g : Y’ — Y est tel que le théoréme de changement de base pour g est vrai
pout tout X — Y et tout F' € D(X) (D dérivateur exact a droite quelconque), alors g est
homotopiquement lisse.

Du coté homologique les foncteurs lisses f sont exactement ceux pour lesquels fi commute
a tout changement de base. Les foncteurs propres ¢ sont exactement ceux pour lesquels le
changement de base par ¢ commute a fi, pour tout f : X — Y et tout D dérivateur exact
a gauche.

[page 59]

Ainsi, les foncteurs propres f: X — Y se caractérisent de quatre facons remarquables

a) f« commute a tout changement de base (V dérivateur D exact a gauche);

droite);

)
b) le changement de base f* commute a tout g1 (¢ : Y’ — Y, D dérivateur exact a
)

¢) Vy € ObY, X, — X/y est une hot-équivalence costricte i.e. est un foncteur
homologiquement [plutét cohomologiquement] cofinal;

d) Vx € Ob X le foncteur induit sur les colocalisés
\X — f(z)\Y
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est a fibres contractiles.

Autre situation standard ou le changement de base marche (mais ot les foncteurs qui
interviennent n’ont aucune raison d’étre propres ou lisses).

Soient

f:I—1T1 g:J—J

dans Dia, d’ou le diagramme (comparer page 23)

X —IxJ—C 1y —x

4

Vi —I'xJ—G vy —v

Ce diagramme est tel que pour tout dérivateur a gauche
[page 60]

on a le changement de base

G*F, ~F!G"

la raison ici étant que les foncteurs induits
X'y — X[y

sont des hot-équivalences costrictes, i.e. que les catégories K (page 49) sont contractiles.
En effet, si 20 = (i0,j4) € Ob X, yh = (il,jo) € ObY', ug = (uh,vy) = Fzo) — G(yb),
ot uf : f(in) — 15, vh : 36 — g(Jjo) sont donnés, on vérifie que la catégorie K cherchée
est isomorphe simplement a (ig,u{)\(I/15) X (jo,v§)\(J/J§) qui est contractile ayant un
objet initial [plutdt (io,uH)\(L/i5) % (36\J)/(Jo,v) qui est contractile étant pro-
duit d’une catégorie ayant un objet initial et d’une catégorie ayant un ob-
jet final]. Ouf!

Je m’apercois d'un tres gros canular. Je croyais me rappeler que pour f: X — Y qui
est une hot-équivalence stricte, on avait pour tout F € D(Y), F 5 f,f*F (par exemple
pour D = Der(Ab), ou D = Hot), i.e. f* pleinement fidele, d’ou aussi que I'p(Y, F) —
I'p(X, f*F) est [un] isomorphisme. Mais ce n’est vrai que si F' est un coeflicient constant
sur Y, s.e. de la forme ¢*(M) (¢ : Y — ¢, M € D(e) = Ap). C'est faux, pour F général,
déja dans le cas de 'immersion f : {¢} = Y, ot ¢ est un objet initial. Alors, f est toujours
une hot-équivalence stricte, mais I’homomorphisme I'(Y, F) — I'(X, f* F) n’est en général
pas un isomorphisme.
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[page 61]
Notions de D-équivalence et de D-contractibilité.

On va donc reprendre les questions d’acyclicité et de changement de base.
Définition 1. Soit D un prédérivateur, et soit

f

X———Y
NV
e
dans Dia. On dit que f est une D-équivalence si le foncteur

Fr— f'F | D(Y) — D(X)

induit un foncteur pleinement fidele sur la sous-catégorie de D(Y") formée des D-coefficients
constants, i.e. si pour tous M, N € Ob A = D(e) (“coeflicients absolus”), on a

(1) Hom(¢* M, ¢*N) — Hom(p* M, p*N)

Supposons que p, et g, existent. On posera, pour un faisceau F' sur X

Hy(X,F) & p.(F) (et de méme HP(X,F)=p(F)).

N.B. Et si F = p*M, M € A, on note simplement Hp (X, M), HP(X, M).

L’homomorphisme (1) s’interpréte par adjonction comme

Hom(M, q.¢* N) —————— Hom(M, p,p*N)
Il Il
Hom(M, H5 (Y, q* N)) ———— Hom(M, HE (X, p*N))
déduit de ’homomorphisme

(2) gxqg" N — pp*N | i.e. Hp(Y,N)— Hp(X,N)

Donc dire que (1) est un isomorphisme pour tous M, N signifie que (2) est un isomorphisme
our tout N. De méme, si p1, ¢ existent cela équivaut a dire que
p y SLP, g q q

(2) pp*N — q¢*N | ie. HP(X,N)— HP(Y,N)
est un isomorphisme dans A pour tout N € A.
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[page 62]

En résumé :

Proposition 1. Si p, et g, ezistent, i.e. st Hy(X, o) et HL(Y, o) existent (il suffit méme
que ¢a eziste pour des coefficients constants), alors f est une D-équivalence st et seulement
st f anduit un 1somorphisme pour les D-cohomologies a coefficients constants de X et Y.

Si pr et q existent, i.e. si HP(X, o) et H2(Y, o) existent, f est une D-équivalence si et
seulement st f induit un 1somorphisme pour les D-homologies & coefficients constants de

X etY.

Remarque 1. Pour que f soit [une] D-équivalence, il suffit que pour tout F' constant sur
Y le morphisme d’adjonction F' — f, f*F soit [un] isomorphisme.

Remarque 2. Si f, f': X — Y sont dans une méme composante connexe de Hom(X,Y),
alors f est D-équivalence < f' D-équivalence.

Proposition 2. Les isomorphismes sont des D-équivalences. Si X doy 4 Z, si deux
parmis f, g, gf sont des D-e€quivalences, le troisieme aussi.

Définition 2. On dit que X dans Dia est D-asphérique (ou D-contractile, ou D-trivial) si
X & ¢ est une D-équivalence, i.e. si p* est pleinement fidéle.

Si p, existe, cela signifie donc que pour M € Ob(A)

adj
M s pp*M i M " Hy(X, M)

et si py existe, cela signifie que pour tout M

adj
pp*M =5 M, ie. HP(X,M) = M

Corollaire. Si Y (resp. X) est contractile, alors f : X — Y est une D-équivalence si et
seulement si X (resp. Y) est contractile.

EXEMPLE. Prenons D = HOT. (On peut prendre Dia = catégorie des petites catégories).
Alors, pour M € A = Hot et X petite catégorie, on a

Hlio1(X,M) ~ Homg(hot(X), M)

hot : Cat — A = Hot

est le foncteur canonique qui associe a tout X son “type d’homotopie”. On a
HHOT(X M) = hot(X) x M

[page 63]

On en déduit que f : X — Y est une HOT-équivalence (au sens de la définition 1) si et
seulement si c¢’est une hot-équivalence (ou “équivalence faible”) i.e. si et seulement si

hot(f) : hot(X) = hot(Y)
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est un isomorphisme.
Proposition 2. Soit f : X — Y. Conditions équivalentes (si D [est un] dérivateur a
gauche).

a) f est une D-équivalence, et le reste aprés tout changerrient de base Y —'Y qui est
un isomorphisme local (par exemple pour Y/F —Y, F € ObY ).

b) Pour tout y € Ob Y, le foncteur induit X/y — Y/y est une D-équivalence.

¢) Pour tout y € ObY, X/y est D-contractile.?®
N.B. On dit que ¢ : Z — Y est un wsomorphisme local si pour tout z € Ob Z, posons
y = g(z), le morphisme induit sur les catégories localisées en z et y

Zlz =Yy

est un isomorphisme. Par exemple toute immersion ouverte, tout foncteur induit Y/y — Y
(foncteur de localisation) sont des isomorphismes locaux.

Il en résulte a) = b) trivialement.

b) & c¢). Résulte du corollaire de la page précédente, si l'on sait que Y/y est
D-contractile?. Cela résultera de Der 5 ci-dessous.

[page 64]
¢) = a) “Passage du local au global”. Comme I'hypothese ¢) est stable par chan-

gement de base par immersion ouverte, il suffit de prouver que c¢) implique que f est
une D-équivalence, i.e. que pour tout F' = My (M € Ob A), coefficient constant sur Y,
I’homomorphisme d’adjonction

My — f*f*l-\fy = f. Mx
est [un] isomorphisme. Il suffit de prouver que c’est un isomorphisme fibre par fibre
(Der 2), donc que pour tout y € Y,

M, — f.(Mx)y

est un isomorphisme. Par Der 4 (g), on a

fe(Mx)y, = T(X/y, M)
et ’hypothese que X/y est D-contractile donne ce qu’on veut.

Proposition 2'. Dualement, si D est un dérivateur a gauche [plutdét & droitel, condi-
tions équivalentes sur f: X —Y :

a) f D-équivalence, [et] le reste par tout changement de base g : Y' — Y qui est
un “isomorphisme colocal” (i.e. pour tout y’ € Ob Y', le foncteur induit sur les catégories
“colocalisées” y'\Y' — y\Y (ot y = g(y')) [est un isomorphismel).

b) Pour tout y € Y, le foncteur induit y\X — y\Y est une D-équivalence.

¢) Pour tout y € Y, y\Y est D-contractile.

Pour le prouver, on doit utiliser que les y\Y sont D-contractiles (cf. cor. 1 de Der 5 (d)).

25 Autres conditions équivalentes :
d) Pour tout faisceau constant My surY, on a My = f.f*My.
d’") Comme d) avec faisceau localement constant.

26Cf. cor. 1 de Der 5 (g)

Version 8 juillet 2001 37



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. I, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[page 65]

Définition 3. Soit D un prédérivateur (peut-étre méme un dérivateur a gauche ou a droite).
On dit que f est une D-équivalence stricte si f satisfait la condition a) de [1a] proposition
2. On dit que c’est une D-équivalence costricte si f satisfait celle de [1a] proposition 2’;
on dit aussi parfois que f est D-cofinal. (La condition duale, i.e. D-équivalence stricte,
s’appelerait co-D-cofinal!)?”
Proposition 3. Soit X Ly % 7. 8 f,g sont des D-équivalences strictes, alors gf
aussi. St gf et f sont des D-équivalences strictes, alors g aussi. St D [est un] dérivateur
a gauche ou a droite, toute équivalence [de catégories] est une D-équivalence stricte.
(Car elle a un adjoint a droite.)

On utilise le fait que la notion d’isomorphisme local est stable par changement de
base.

[page 66]

Proposition 4. Soient D un dérivateur a droite, f : X — Y un foncteur dans Dia, tel que
pour y € Y, y\X soit D-contractile (donc f une D-équivalence costricte, sous réserve que
D soit un dérivateur a droste ... ). Alors pour tout F dans D(Y') (pas nécessairement a
coefficients constant) on a

Hp(Y,F) — Hp(X, f*(F))

est un isomorphisme. Réciproquement, si la condition est vraie pour tout F, alors les y\ X
sont D-contractiles.

DEMONSTRATION. Il revient au méme de dire que pour tout M € Ob A =D(e), on a
Hom(M, Hp (Y, F)) so, Hom(M, Hp (X, f*(F))) .
Mais par adjonction, cette fleche s’interpréte comme
(%) Hom(My , F) — Hom(Mx, f*F)
D’autre part, si fi existe, on a
Hom(Mx, f*F) = Hom(fi(Mx), F) ,
et 'homomorphisme (*) est déduit de ’homomorphisme d’adjonction
() f(Mx) = fi(f*(My)) — My,

en prenant les Hom dans F. Donc la condition équivaut a dire que cet homomorphisme
est [un] isomorphisme, quel que soit le coefficient constant My sur Y. Pour voir si c’est
un isomorphisme, on regarde fibre par fibre (Der 2), or les fibres s’interpretent comme

HP(y\X, Mx) (par Der 4 (d)) et comme M.

2TMeilleure terminologie : f est D-asphérique (D-équivalence stricte), D-coasphérique
(D-équivalence co-stricte).
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[page 67]

Donc la fleche envisagée (#*) s’interprete comme
HP(y\X,Mx) — M
et c’est 'homomorphisme d’adjonction pi(p*(M)) — M.

f

X———Y
N
e
Donc c’est un isomorphisme pour tout M si et seulement si y\X est D-contractile.
X # Y
N
e

dans Dia. On suppose que D est un prédérivateur satisfarsant Der 2, que py,qs et fi
ezistent, que fi satisfait ¢ Der 4 (d) pour le calcul des fibres. Conditions équivalentes :

On va énoncer ce qu’on a prouvé.

Théoréeme 1. Soit

a) f est une D-équivalence costricte, i.e. (prop. 2) pour tout y € ObY, y\X est
D-contractile ;

b) pour tout F € Ob D(Y'), l'lhomomorphisme suivant est [un] ssomorphisme
Hy(Y,F) — Hp(X, f*(F)) ;

¢) pour tout M € Ob(A = D(e)), 'homomorphisme d’adjonction est [un] isomor-
phisme

A(Mx) = A(f*(My)) = My .

Je vais renuméroter les axiomes sur le prédérivateurs.
Der 1, Der 2 comme avant (p. 45).
Der 3%% : Soit X dans Dia, p: X — e. Supposons X contractile.?? Alors

p* M w— Myx p*: A=D(e) — D(X)

est pleinement fidele.

28 Axiome des catégories d’indices asphériques, cf. variantes Der 3 a) b) c¢) page 97, et
surtout pages 111-112.
29N B. 1l suffit de supposer que X a un objet final. Mais ce n’est pas un axiome autodual.
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[page 68]

Der 4 (g) : existence des f,.

Der 4 (d) : existence des fi.

Der 5 (g) Calcul des fibres de f.(F).

Der 5 (d) Calcul des fibres de fi(F).

L’ancien axiome Der 5 (g) résulte de Der 2, Der 3, Der 4 (g,d), Der 5 (d), grace au
théoreme précédent.

Un aspect intéressant du théoreme précédent, si on 'envisage comme énoncant 1’équi-
valence de a) et b), c’est que cet énoncé ne fait pas appel a des notions homologiques, mais
que sa démonstration y fait appel, sous une forme relativement forte (calcul des fibres de
fi(F)). Pour les théorémes de changement de base pour la D-cohomologie relative, i.e. pour

D

les f.”, on a besoin aussi constamment du calcul des fibres des f,(F'). Donc il semble qu’on

*
ne peut se passer d’aucun des axiomes précédents, y compris Der 4 (d) et Der 5 (d),

meéme si on ne veut s'intéresser qu’au formalisme des f*, f, (aspect cohomologique). Par
la suite, on va donc supposer ces axiomes satisfaits.

Théoreme 2. Soit f: X — Y dans Dia. Conditions équivalentes :
a) Pour tout yo € Ob'Y, le foncteur canonique

Xyo = X/yo (= X xy Y/yo) ,

ot Xy, désigne la fibre en yo, est une D-équivalence co-stricte.

b) Pour tout o € Ob X, le foncteur induit sur les catégories colocalisées en xq et en

yo = f(zo)
.IQ\X — yo\lf

est a fibres D-contractiles.
[page 69]
¢) La formation des f. F (F dans D(X)) commute d tout changement de base Y' — Y,

et ¢a reste vrai aprés tout changement de base — i.e. si on aY" —Y' =Y, dou

X" X/ X
f”l l P l ;
Ve Y Y

P’ p

le “théoréme de changement de base” est vrai pour f. et p'™.

¢') La formation des f.(F) (F € Ob D(X)) commute au passage auz fibres et ceci
reste vrai apres tout changement de base p:Y' — Y.

c") Comme ¢') avec Y' — 'Y un morphisme de localisation Y/y — Y.

d) SiY” LY 5 Y, avec p coasphérique, alors ¢: X" = X xy V" = X' = X xy YV’
est coasphérique.
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d’) Comme d) avec Y = e (donc Y est catégorie avec objet final e).

d") Comme d) avee Y = {1}, Y' = Ay.

DEMONSTRATION. a) < b) cf. proposition page 53. Montrons que ces conditions impliquent

¢). Comme elles sont stables par changement de base (¢f. démonstration immédiate page 55)
donc par Der 2 on est ramené a prouver que Hp(X/y, F) = HA(Y,, F) (F € Ob D(Y)),

ce qui résulte du théoreme 1.3 (Cf. démonstration du théoréme page 56, qui marche avec
des hypotheses plus générales.)
Onac) & ¢') = ¢”) (I'équivalence ¢) < ¢') par Der 2).

Prouvons c”) = a).
[page 70]

Considérons le diagramme a carrés cartésiens

q

Xy —— X/yp —— X

T

{vo} ——Y/yo ——Y

L’hypothese ¢'') prouve que pour tout F dans D(X/yo), on a HE (X /yo, F) = Hj(Xy,, F).
Par le théoreme 1, ceci implique que f est un D-équivalence co-stricte.

Corollaire 1. Enoncé dual du théoreme, pour les foncteurs X, — yo\X, X/z0 — Y/yo,
et le changement de base des 51(F) ...

Définition 4. Sous les conditions équivalentes du théoreme 1, on dit que f est D-propre.
La condition duale s’appelle f D-lisse.

Corollaire 2. Soit f : X — Y dans Dia. Si [ est D-propre ou D-lisse, et a fibres
D-contractiles, alors f est une D-équivalence stricte et costricte. Mieuz, [ est une
D-équivalence universelle i.e. est une D-équivalence et le reste aprés tout changement de

base.3"

30Donce on utilise Der 5 (d)
31Se généralise : Corollaire 2'. Soit

XL)Y

N/

S

avec X, Y, D-propres sur S. Si f induit une D-équivalence sur les fibres ¢’est une D-
équivalence. Itou dans le cas lisse.

C’est la proposition 6 ci-dessous.
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[page 71]

Il suffit de prouver que f est une D-équivalence. Supposons par exemple f D-propre. Il
suffit de prouver que si Y est D-contractile, alors X lest (quitte a 'appliquer aux Y/yo
apres changement de base, pour montrer que les X/yo sont contractiles). Pour ceci, il
suffit de prouver que f est une D-équivalence, et on sait que ceci est le cas si pour tout F
constant sur Y, 'homomorphisme F 2% f, f*F est [un] isomorphisme. En fait, c’est vrai
pour tout F.

Corollaire 3. S: f : X — Y est D-propre ou D-lisse, a fibres D-contractiles, alors
f*:D(Y) = D(X) est pleinement fidéle, i.e. les homomorphismes d’adjonction

F—f.fF , ff'F —F

dans D(Y') sont des isomorphismes.
Il suffit de le voir pour f propre, et cela résulte du calcul des fibres de f. f*F ...

Proposition 5. La notion de foncteur D-propre (resp. D-lisse) est stable par changement
de base, (trivial), et par composition (utiliser [1e] corollaire 2). Toute immersion fermée
est D-propre, toute immersion ouverte D-lisse. Plus généralement, tout isomorphisme local
est D-lisse, tout co-isomorphisme local est D-propre.

Proposition 6. Soient XY sur S, f: X =Y un S-morphisme. Supposons X,Y propres

sur S, ou X et Y lisses sur S, et que pour tout s € Ob S, fs : Xy — Y soit une

D-équivalence, alors f aussi.®?

[page 72]
Théoreme 3. Soit
X q !
P, R ——
fl lf’
y 2 vy

cartésien dans Dia. Alors le morphisme de changement de base
p'fe — fid"

est un isomorphisme st f est D-propre, ou p D-lisse.

Le cas D-propre déja prouvé. Le cas D-lisse : la démonstration p. 56 est OK.

32DEMONSTRATION. On prouvera méme que sur la sous-catégorie des coefficients sur Y qui
proviennent de D(Y') [plutét de D(S)], f* : D(Y) — D(X) induit un foncteur pleine-
ment fidele. Si f [est] propre, je I'interpréte comme q,¢* F = p,p* F pour tout F, et cela
résulte du calcul de p,, ¢, par passage aux fibres (propre), et de I'hypothese sur les f,. OK.
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Comparaison de X et X°.

Soit X [une] catégorie, on définit une catégorie ®(X) et des foncteurs

d(X)
Cat-cofibrant Cat-fibrant
(donc propre) Px Ix (donc lisse)
[plutdt Cat-cofibrant
X X°

(donc propre)]

qui seront des hot-équivalences, et des D-équivalences si D est un dérivateur dont le domaine
contient X et ®(X). On pose
Ob ®(X) =FI(X) |,

donc meémes objets que FU(X) = Hom(Aq, X), mais les morphismes sont différents :
[page 73]

Y1 % YO

! !/
Yl / YO
U

un morphisme de u dans u’ est un couple vg : Yo — Yy, v1 : Y{ — Y7 tel que vouvy = u'.
Ainsi source et but s(u) et b(u) sont l'une contravariante, ’autre covariant en u. On prend
pour ¢ le foncteur source, pour p le foncteur but.

Si on applique ceci a X°, on trouve

D(X°)
N
_XO (_XO)O

On a Ob &(X°) = FI(X°) ~ FI(X)

=X

v, —% Y, dans X
Uo[ lvl
V) —— Y, dans X
u

et mémes homomorphismes au sens de ®(X) et au sens de ®(X°). Donc

P(X°) = ¢(X)
Pxo = d4x
dxo = Px
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le passage de X a X° revient a échanger py et ¢y. La fibre de ®(X) en # € Ob X est
~ (X/z)°, celle en y° € Ob X° est ~ y\X

{P}l({fc}) ~ (X/x)°
ax ({y°}) ~y\X

N.B. : py est W-lisse [plutét W-propre] a fibres W-asphériques, donc dans W* [W* =
ensemble des morphismes qui sont dans W et le restent aprés tout changement
de basel, ¢y est W-propre a fibres W-asphériques, donc dans W*.

[page 74]

On vérifie

O(X)/zx ~ ®(X/x) re0bX
O(X)/2° ~ B(2\X) z° € 0b X°
Je dis que py, gy sont des D-équivalences strictes et costrictes. Par les formules précé-

dentes, cela signifie que les ®(X/x), ®(z\X) sont D-contractiles. Donc que si Z a un objet
final, ®(Z) est D-contractile. Mais considérons

2(2)
k

il suffit de prouver que c’est une D-équivalence stricte (puisque Z°, ayant un objet ini-
tial, est D-contractil), donc que les zo\®(Z) sont D-contractiles. On a par les formules
précédentes

ZO

?

20\B(Z) ~ B(2\Z) = B(T)

?

ot cette fois T a un objet initial () et un objet final e. Considérons alors I’objet
@ — €

de ®(T'), c’est un objet final, car pour tout * — y dans ®(7'), il y a une unique fleche

= — 8

|

D —
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[page 75]

Pour résumer
Proposition 1 : py et ¢y sont des hot-équivalences strictes, i.e. Hot-asphériques (donc
ausst des D-équivalences strictes si ®(X) est dans le domaine de D) d fibres les (X/x)° et

y\X respectivement (donc a fibres contractiles).
Corollaire 1. Pour que X soit D-contractile, il faut et il suffit que X° le soit.
Plus généralement :
Corollaire 2. Soit f : X — Y. Pour que f soit une D-équivalence, il faut et il suffit que
f° le sout.

On utilisera que le diagramme

gy

P(X)
X / Y Iy
dx
X° ye

fO
les deux carrés commutatifs. Comme py et py sont des D-équivalences, f est une D-équi-
valence si et seulement si ®(f) l'est, et de méme pour f°. Ces raisonnements supposent
que si X est dans le domaine de D, ®(X) aussi. C’est le cas si Dia est formé des catégories

ordonnées finies.

45
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[page 76]
D-fibrations

Proposition 1. Soit f : X — Y dans Dia, conditions équivalentes :

a) Pour touty € Y, Uinclusion X, — X/y est une D-équivalence, et pour toute fléche
y1 > yo de Y, X/y1 — X/yo est une D-équivalence.

b) Pour tout coefficient constant F sur Y, f.f*F est localement constant,®® et “se

calcule fibre par fibre” i.e. I’homomorphisme canonique
fuf*(F)y — Hp(Xy, FIX,)

[est un isomorphisme].

Ces conditions sont équivalentes, et impliquent les conditions de (b) pour tout F' localement
constant sur Y.

La premiere condition dans (a) signifie que pour tout y € Y, et tout M € Ob A,
Hy(X/y, M) — Hj(X,, M)
est un isomorphisme. Or cette fleche s’interprete comme
fe(Mx)y — Hp(X,, M)

est un isomorphisme, i.e. que f,(Mx) se calcule fibre par fibre. Comme My ~ f*(My),
c’est la deuxieme condition (b). La deuxieme condition dans (a), pour y; — yo signifie que
pour M dans A,

HE(X Jyo, M) —s Hy(X/y1, M)

est [un] isomorphisme, or cette fleche s’interprete comme

fe(Mx )y, — fo(Mx )y,

que ce soit toujours un isomorphisme, c’est la premiere condition (b). Que (b) soit valable
aussi pour F' localement constant sur Y est immeédiat, car ¢’est une condition de nature
locale par rapport a Y.

[page 77]

La proposition duale fait appel aux foncteurs
yo\X — y1\X et X, —y\X

et aux faisceaux fi f* M, pour M constant, ou localement constant sur Y.

3 Par la on entend que pour tout v : y — y' dans Y, G,y — G, est [un] isomorphisme.
Sans axiomes supplémentaires sur D, il n’est pas clair que cela implique que les “restric-
tions” de G aux Y/y ou y\Y, soient isomorphes a des coefficients constants. Voir cependant
I'axiome Der 3 a’), page 97, qui assure que c’est pareil.
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Définition 1. Si les conditions équivalentes de la proposition 1 sont satisfaites, on dit que
f est une D-fibration cohomologique (ou D-fibration gauche). Siles conditions duales sont
satisfaites, on dit que c’est une D-fibration homologique (ou D-fibration droite).

N.B. Les D-fibrations cohomologiques sont stables par tout changement de base qui est un
isomorphisme local. Les D-fibrations homologiques par tout changement de base qui est
un co-isomorphisme local. Mais ce ne sont pas des notions stables par tout changement
de base3*. Mais la notion de D-fibration cohomologique est stable par changement de base
D-lisse, et celle de D-fibration homologique par changement de base D-propre.

Je vais essayer de construire un exemple ou le changement de base canule, en posant
Y = Ay. Se donner X sur A revient a se donner une sous-catégorie ouverte X, et son
complémentaire fermé X,

Dire que X — Y = Ay est une D-fibration cohomologique signifie simplement
[page 78]
que les restrictions

Xo -1 X , X; - X

sont des D-équivalences. Prenons un changement de base Y/ — Y = Ay, r.e. un Y’/ avec

Yy, Y/
Y !
Y/ Y,

1 0

On voit que la condition Y lisse sur A signifie que pour tout y; € Ob Y/, la catégorie
Yy /yi des objets yo de Yy au dessus de y{ (i.e. munis de yg — y1) est contractile. On voit
que si Y{ # () alors Yg # () — mais un exemple avec Yy =}, on Y{ = ), n’est pas intéressant

34?7 donner exemple!
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(car une projection I x J — I est toujours une D-fibration cohomologique). Prenons par
exemple pour Y’

a
S~ S~
/ /
Y, Yy ;

somme amalgamée de deux copies de ¥ = Ay, donc X’ = X xy Y’ peut se voir comme
somme amalgamée X IIx, X. Mais ¢a semble pas étre un contre-exemple. Il faudrait que
X1 — X' ne soit pas une D-équivalence.

[page 79]
Proposition 2. Soit f : X — Y dans Dia. Conditions €quivalentes :
a) Pour tout Y Ly v, doi

XII q X/ X
cart cart f
Yy D Y’ Y ,
35

st p est une D-équivalence, [alors] q aussi.

b) f est une D-fibration cohomologique “universelle”, i.e. est une fibration cohomolo-
gique, et le reste aprés tout changement de base.

b") Condition duale de (b) : f est une D-fibration homologique universelle.®
a) = b) : Supposons a), soit Y’ — Y changement de base, d’out
X —X

f’l lf

YV ——Y

35 11 faut supposer Y/, Y"" Hot-asphériques, cf. page 96, et supposer vérifié I'axiome Der 3
a') de la page 97.
36 b) = a) canulée, cf. annotation marginale,®” cf. contre-exemple page 89. Mais ¢a marche
pour les dérivateurs D; (¢ € N) associés aux “localisateurs fondamentaux” W;, i.e. a la
théorie des i-types d’homotopie.
37 L’implication b) = a) pas prouvée, seulement sous forme plus faible :

a') si Y" Y’ sont D-asphériques et 1-connexes, alors X" — X' est une D-équivalence.
(Il suffit méme de le supposer pour Y/, Y ayant des objets finaux (pour impliquer b) ou
ayant des objets initiaux (pour impliquer b’).)
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Pour prouver que f’ est une D-fibration cohomologique, on regarde au dessus de Y les
foncteurs de la forme {y'} = Y'/y' (y € ObY") et Y'/y} — Y'/y) (si v’ : y; — y{ fleche
de Y’), et, on voit que les fleches dans Cat/Y’ déduites de ceux-ci par le changement de
base X’ = Y’ restent des D-équivalences

[page 80]
X! 4 X! X'’ X
f{ cart fé cart f/ cart f
Y1’ D YO’ Y’ Y

Comme p est une D-équivalence, cela résulte bien de a).

b) = a) : Comme la condition b) est évidemment stable par changement de base, on
est ramené a prouver que si f satisfait b), et si on a

X—32=I X
() f cart f!

Ve—-—ro V'

p

si p est une D-équivalence, alors ¢ aussi, u.e.

Hiy (X, M) — = H (X', M)
l ]
HE(Y, fo(Mx)) Hy (Y, fi(Mx/))

pour tout M dans 4 = D(e). Mais F' = f,(Mx) est localement constant et se calcule “fibre
par fibre”, de méme pour F' = fI(Mx).
[page 81]

L’équivalence a) < b') se déduit de a) < b) par dualité (la condition a) étant autoduale),
ou en reprenant le méme raisonnement pour a) = b’), et pour b’) = a) aussi (en remplacant
la cohomologie par ’homologie).

Définition 2. Si les conditions équivalentes de la proposition 2 sont satisfaites, on dit que
f est une D-fibration.

N.B. C’est une notion d la fois locale et “colocale” sur Y (alors que fibration gauche est
locale, fibration droite colocale).
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Proposition 3. a) La notion de D-fibration est stable par changement de base et par
composition.>

b) Soient

X—>X’

N

avec p,p’ des D-fibrations (il suffit que p,p’ soient des D-fibrations cohomologiques, ou que
ce sotent des D-fibrations homologiques, ou que p,p’ sotent propres, ou p,p’ lisses). Si f
indust des D-équivalences dans les fibres, alors f est une D-équivalence.®”
DEMONSTRATION. a) est immédiat sous la condition a) (prop. 2) de la notion de
D-fibration. Pour b), supposons que f induise des D-équivalences sur les fibres. On veux

prouver que

Hy (X, M) — Hy (X', M)

est un isomorphisme, pour tout M dans A, mais cette fleche s’identifie a
Hp (Y, po(Mx)) — Hp (Y, pl(Mx))

déduite de
pe(Mx) — pl(Mx) (NB Mx ~ f*Mx/)

[page 82]

et 1l suffit de prouver que cette fleche est un isomorphisme. Pour ceci, on regarde fibre par
fibre, et on utilise le fait que “les images directes se calculent fibre par fibre”.

Question. Soit f: X — Y une D-fibration, et soit F' € D(Y'). Alors f, f*F se calcule-t-il
par passage aux fibres? Méme question pour fi f*F. Pour la premiere propriété, concernant
f«, on montre que cela marche si F est de la forme p,(My ), onp: Y’ — Y est D-propre, et
M € Ob A. D’autre part, la sous-catégorie pleine C' de D(Y") formée des F' pour lesquels
¢a marche est (sauf erreur) “stable par D—hot—@” en le sens suivant : si on a une catégorie
I avec objet final e formant une sous-catégorie fermée (i.e. € = v = = = €), et si on a
F eDY x1I),douI° = DY), i — F; (diagramme squelettique), si les F; pour i # e
sont dans C, et si F est dans l'image essentielle de j,, ot j : Y x (I'\ {e}) = YV x T est
I'inclusion, alors F, est aussi dans C.

On peut cependant considérer que si on veux que f : X — Y satisfasse a toutes les
propriétés cohomologiques et homologiques qui s’attachent a la notion d'une “fibration”
(“localement triviale”), on devrait mettre dans les conditions que f est lisse, et propre,
pour que les changements de base par f commutent aux foncteurs gy, g1.

38La stabilité par composition n’est pas claire.
39 Peut se préciser considérablement dans le cas ot p, p’ sont des D-fibrations, ¢f. prop. 6,
page 84.
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[page 83]
Signalons :

Proposition 4. Soit f: X — Y propre. Pour que f soit une D-fibration, il faut et il suffit
que pour tout y1 — yo dans Y, le foncteur X/y1 — X/yo induit soit une D-équivalence
(i.e. que f soit une D-fibration cohomologique). Dualement, si f est D-lisse, pour que ce
soit une D-fibration, il faut et il suffit que pour tout y1 — yo dans Y, yo\X — y1\X soit
une D-€quivalence.

On pourrait appeler D-fibrations parfaites les foncteurs a la fois propres et lisses
qui sont des D-fibrations cohomologiques (ou ce qui revient au méme des D-fibrations
homologiques).

Corollaire. Supposons f Cat-cofibration (donc propre). Pour que f soit une D-fibration,
il faut et il suffit que les foncteurs X,, — X, (pour yo — uy dans Y) soient des D-
équivalences. Duallement, pour Cat-fibration (donc lisse).

Proposition 5. Soit f : X — Y dans Dia. Conditions équivalentes :
a) f est une D-équivalence, et le reste par tout changement de base ;

b) f est une D-fibration a fibres D-contractiles.

DEMONSTRATION. @) = b) : Que a) implique que f soit une D-fibration est immédiat sur
la définition de celle-ci (condition @) de la proposition 2), et que les fibres sont contractiles
est tautologique.

b) = a) : Il suffit de montrer que b) implique que f est une D-équivalence. Mais c¢’est un
cas particulier de la proposition 3 b) (en y prenant X' =Y.

[page 84]

Quand ces conditions sont satisfaites, on s’attend a ce que le foncteur
fF:D(Y) — D(X)

soit pleinement fidele, i.e. que les morphisme d’adjonction

F— f.f*F Aiff — F

dans D(Y") soient des isomorphismes. (C’est vrai si f est D-propre ou D-lisse, cf. cor. 3,
p.71.) Cela revient encore a dire que les f, f*F se calculent par passage aux fibres, ou
encore itou pour les fi f*F. Cela nous ramene a la question de la page 82.

Définition 3. On dit alors que f est une D-fibration triviale.

Proposition 6 (précise prop. 3 page 81). Considérons un triangle commutatif dans Dia

X4>X'

N
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a) Supposons que p et p' soient des D-fibrations gauches, ou que p et p' soient des
D-fibrations droites. Soit Sy une partie de S qui rencontre toute composante connexe de
S. Pour que [ soit une D-équivalence, il suffit que pour tout so € So, f induise une
D-équivalence X, — Ys,.

b) Cette condition est aussi nécessaire*® si p et p’ sont des D-fibrations. Donc dans ce
cas, f est une D-€quivalence si et seulement si f induit des D-équivalences fibre par fibre.

[page 85]

DEMONSTRATION. a) Il suffit, en vertu de la proposition 3, de montrer que I'hypothese
implique que pour tout s € S, f induit une D-équivalence fs : X, — X/. Cela résulte
aussitot du lemme :

Lemme. S: p et p’ sont toutes deuz soit des D-fibrations gauches, soit des D-fibrations
droites, et s1 51 — so est une fleche dans S, alors fs, est une D-équivalence si et seulement
si fs, Uest. (Donc l'ensemble S" C Ob S des s € S tels que f soit une D-équivalence est
une réunton de composantes connezes de S.)

Supposons par exemple que p,p’ soient des D-fibrations gauches. Considérons, pour

Xs fs

I

X/s —— X'/s
S
Les fleches verticales sont des D-équivalences par I’hypothese sur p, p’, donc f, est une

D-équivalence si et seulement si f/s 'est. Considérons maintenant

s € 5, le diagramme

X/

S

X/S1 LX’/S]

.

_X/SO WX /So

Ici encore, ’hypothese sur p, p’ implique que les fleches verticales sont des D-équivalences,
donc f,, est une D-équivalence si et seulement si fs, 1'est.
[page 86]

SiY' = 5, I"énoncé (non prouvé) dit que si f : X — S est une D-fibration et une D-
équivalence, alors les fibres sont D-contractiles. Ce n’est pas stir méme pour une projection
X =TxS8—5.Sin=hoty(S), £ = hoto(T), la question se réduit a celle-ci : Si pour tout
M dans A, on a : 'homomorphisme

ay :Exp M — M

40 Pas prouvé!*! Méme si X' = S, ce n’est pas clair, méme si D = HOTAB, f propre et
lisse. Mais OK si S est D-contractile.
41 Faux, ¢f. contre-exemple, p. 87.
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satisfalt
77><|D04M:77><|D(§ ><|D.7\1> —)77><|D.7\1
est un isomorphisme, alors a s est lui méme un isomorphisme.
[page 87]

Voici un contre-ezemple*? que je donne d’abord dans le contexte des espaces topologiques,
au lieu de Cat. Je vais construire une fibration localement triviale et non triviale

X o st
J
S =49 ,

de fibre S', telle que f soit une D-équivalence pour tout D = Der(k-Mod), k étant un
anneau ou 2 est inversible. Cela signifie que

H,(X,k) — H,(S,k)

est un isomorphisme modulo 2-torsion (noyau et conoyau sont annulés par une puissance
de 2 - en fait par 2 ici), ou encore H,(X, k) — H,(S,k) si 2 inversible dans k. Mais la
fibre S' n’est pas D-contractile (sauf si k = 0!).4?

La fibration est donnée a isomorphisme unique pres, en se fixant un point s € .S, et en
se donnant un automorphisme u de la fibre X (“monodromie”). (La classe d’isomorphie
du fibré ne dépend que de la classe d’isotopie de u). Je prend pour u la symétrie (inversant
lorientation) z +— z~! du cercle standard {z € C | |z| = 1}. Cette fibration “se réalise”
par des ensembles ordonés X — S, S' étant représenté (sur la base, comme sur les fibres)
par

AN

0 0

N
b

S = — S$'MrS"

ol R est la catégorie discrete ayant deux éléments a, b. On définit X comme X' Iy X",

ot X' = X|$', X" = X|S", Y = X|R

42 Voir un contre-exemple encore plus simple pages 93, 94. (Mais il a I'inconvenient de ne
pas étre a fibres connexes.)

43 Exemple beaucoup plus simple encore : on prend X = S!, et X — S le revétement a
deux feuillets. Si on prend le revétement a n feuillets, c’est aussi OK si k anneau ou n est
inversible.

“NB. S, S R=5NS"fermés dans S, X', X",V = X' N X" fermés dans X.
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[page 88]

On pose B B
X'=5x%S8 X"=8"x8

(S copie conforme de S, cf ci-dessous) et il faut, pour recoller X' et X", se donner un
isomorphisme entre X'|R ~ R x S = SII S et X'|R ~ Rx S = SIS qui soit un
R-foncteur, 2.e. qui provient de deux isomorphismes
S5
ey
On prend
u, =idg
up = symétrie par rapport a 'axe 0,0’ i.e.

uy laisse fixes 0,0’ et intervertit a et b.

(C’est plus clair si on désidentifie la base et la fibre, en prenant fibre

0 0’
\_/
b

S =

Pour voir que X est une D-fibration sur S (quelque soit D) prouvons qu’il est propre*® sur
S - on est ramenés a voir que X' — S’ et X" — S” sont propres, ce qui est trivial. Pour
voir que c’est une D-fibration, on est ramenés également au cas de X' — S" et X" — S,
ou c’est aussi trivial. On a utilisé le :

Lemme. Soient f : X — S, (Si)ier une famille de sous-catégories fermées recouwvrant S.
Pour tout 1, soit X; = X xg 5; N Si. Pour que f soit propre, il faut et il suffit que les
fi le soient. Pour que f soit une D-fibration propre il faut et il suffit que les f; le soient.

[page 89]

Voici le petit calcul qui montre que f : X — S est une D-équivalence. On fait le calcul
en cohomologie.*® On doit prouver que

(%) H*(S,k) — H*(X,k)

¥ NB. f: X — S est également lisse, car c’est un fibré trivial (un produit) au dessus
de deux ouverts S — {a}, S — {b} qui recouvrent S. Mieux : f est a la fois Cat-fibrant et
Cat-cofibrant (car cette condition n’utilise que les propriétés des X xg Ay — Ay, pour
Ay — S)

46 Mais dans le cas du revétement a 2 feuillets de S, il n’y a pas méme de calcul a faire!
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est un isomorphisme (et de méme pour tout coefficient constant M sur ). Or

H*(X,k) © RCx(kx) = RTs(Rf. (kx))

et (*) est induit par
1 kg —> Hf*k}(

OI‘ on a

Rf.kx ~ ks & kg[1]id®
N~ N~
= Im(3) ks en degré 1

savoir “tordu” par l'action de monodromie sur S = S, laquelle est la symétrie \ — —\.

On a
RLs(ks[1]'"") = H' (71 (S) , k§™") = kz) = k/(u —id)k = k/2k =0,
N —
d’ou le résultat. =7

Notons que si on regarde

X' =X xsX 255 |
on a par Kiinneth relatif
Rf.(kx) ~ Rf.(kx) @ Rfo(kx) ~ ks @ ks[1] @ ks[1]' & ks[1]' @ ks[1]",
d’ott m
HE(X' k) ~ Rl x/(kx+) ~ RTs(Rf.(kx:)) ~ RTs(ks) & RTs(ks)[2]
et
HE (S, k) — HH(X' k)
n’est pas un isomorphisme.
[page 90]
Ainsi f : X — S qui est une D fibration (propre et lisse) satisfait bien les conditions
équivalentes b), b') de la proposition 2 (page 79), mais pas la condition @), puisque le

changement de base

X’:XXSX&X

fr=pr f

S'=X S
p=1f

est une D-équivalence S’ — S, alors que X’ — X ne l'est pas.

Voici un autre contre-exemple, sur le méme principe mais un peu plus simple. Soit
G un groupe fini (par exemple G = Z/27), faisons le opérer sur un objet Z de Cat, soit
S = [G] = Bg la catégorie réduite & un objet a, avec G = End(a). Soit Eq la catégorie
(isomorphe a (Bg)/a)
Ob Eqg =G Homp.(9,9") ={h e G|g=4¢h} |,
composition évidente - alors E¢ est un groupoide trivial (1-connexe). Le goupe G y opere

a gauche librement par translations, et Bg = E¢/G.
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[page 91]

Si G opere a gauche sur Z, on peut alors l'utiliser pour tordre Z, par
X =Eq xg Z = (Eg x Z)[opérations “diagonales” de G

Donc on a un diagramime cartésien

_X/ X//

I o |
X«——ZxEg«-—"— 2
fl lpm l

D

Bg+——— Eg<--—--""--- ¢
I I I
S Sl S/I

Comme le changement de base S" = Eq = (Bg)/a — Bg = S transforme X sur Bg en un
produit (lequel est un D-fibré propre et lisse sur S’), on voit que X sur Bg est un D-fibré
propre et lisse (car c’est 1a une condition locale sur Bg).

On suppose maintenant que G est fini d’ordre n > 1, et soit k£ un anneau ou n est
invesible, D = Der(k — Mod). Alors Eq — Bg est une D-équivalence, ou ce qui revient
au méme e — Bg 'est.*” Pourtant, aprés changement de base soit par S’ = E¢, soit par
S" =€, X' - X (ou ce qui revient au méme, X" — X) n’a guere de raison d’en étre aussi.
On a en cohomologie

er'(ky) ~ HFB(;(f*(kY» ~ HFG(G,H*(Z,k))

[page 92]

donc (n étant inversible dans k) :
H*(X,k) =RUx(kx) ~ H*(Z, k)" — H*(Z,k) ,

ce n’est pas en général un isomorphisme. On peut prendre par exemple G = 7/27, 7 ~ S*
comme avant, et G opérant par symétrie de S' comme précédemment.

Cet exemple est particulierement convainquant, car c’est un exemple avec S, S’ D-
asphériques, et S’ — S un isomorphisme local (en fait, un revétement principal de 5).
C’est aussi un exemple d’un D-fibré lisse et propre X — S, sur une base asphérique S, et
tel que l'inclusion d’une fibre dans X

X, — X

ne soit pas une D-équivalence.

Le seul reproche qu’on puisse faire a cet exemple, en comparaison avec le précédent,
c’est que les catégories X, S ne sont pas des ensembles ordonnés. Et S ne peut étre un
ensemble ordonné fini, car ’espace classifiant d’'un groupe fini a de la cohomologie en toutes
dimensions (sauf erreur).

47 En fait, e, Eq, Bg sont D-asphériques.
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[page 93]
Mais on peut s’inspirer de cet exemple pour le modifier de facon qu’il se transpose a des
ensembles ordonnés. Il suffit de réaliser, pour G donné :

a) Une opération libre de G sur un objet E de Cat, telle que H*(E, k)¢ ~ k, i.e.
B = E/G soit D-asphérique.

b) Une opération de GG sur un objet Z, telle que 'inclusion
H*(Z, k)Y — H*(Z,k)°

ne soit pas [un] isomorphisme.

¢) Choisir pour E, Z des ensembles ordonnés, et s’assurer que B = E /G est également
représenté par une catégorie ordonnée. Sauf erreur, il en sera de méme pour X = Ex Z/G.
On aura en tout les cas

ZxFE
Il
X X' Z
S S’ S"={s}, sekE.
Il Il
E/G E asph
asph asph

si on peut

Cela donne encore un exemple avec X D-fibré propre et lisse, sur une base S D-asphérique,
tel que l'inclusion d’une fibre X dans X ne soit pas une D-équivalence. On peut méme se
débrouiller pour que H*(Z, k)% ~ k ce qui implique

[page 94]

que X est lui aussi asphérique (mais les fibres de X — S ne sont pas D-asphériques). Cela
donne donc un autre contre-exemple au b) de la prop. 6 (p. 84).

Voici la facon la plus économique, je crois, de réaliser la situation que j’ai dite. Topolo-
giquement, je prend

G = {+1}

E =57 sphere euclidienne, sur laquelle {£1}

opere par antipodisme x — —x
B = S*/{+1} plan projectif réel
Z =25 ou G opere comme précédemment par la symétrie.

C’est donc un exemple tres proche de celui du début (p. 87), ot on pouvait aussi considérer
la base (B = S') comme quotient d'un E (= S') par G = {£1} opérant librement (par
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lantipodisme z +— —z dans C ~ R?). Mais dans cet exemple, la base n’était pas D-
asphérique.
La facon la plus économique de réaliser la sphére S? par un ensemble ordonné est sans

doute par sa décomposition “globulaire” par trois paires de cellules de dimension 0, 1, 2,
donnant ’ensemble ordonné

t
~+

et 'antipodisme échange S, et Sj, mais le quotient n’est pas ordonné, c’est la catégorie
(importante pour la théorie des 2-catégories) :

[page 95]
Sa
Dy pil_ o _ .
{p1 Po = P1Po
S avec B
pipo = pipg
po | [Py
So

Mais prenons la subdivision barycentrique de la décomposition cellulaire précédente de
S dont les sommets correspondent aux éléments de Ob I, les simplexes aux parties tota-
lement ordonnés de Ob I. On trouve 'octaedre, ayant 6 somets, 12 arétes, 8 faces, et
G opere librement sur ’ensemble des simplexes, donc le quotient : 3 sommets, 6 arétes,
4 faces, décomposition cellulaire du plan projectif. (Sa décomposition par trois droites.)
On présente S' par 'ensemble ordonné (comme au début)

- + Sy
S, S /, \
D] e e e
Sy Sq s-

et G y opere par symétrie échangeant S; et S{". Done 'ensemble ordonné X aura 4 x 13 =
52 sommets et c’est modeste ...
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[page 96]

Finalement, il semble qu’il ne reste plus rien de la proposition 2 (p.79) introduisant la
notion de D-fibration — pas méme l’équivalence des deux conditions b) et b") (D-fibration a
gauche universelle, D-fibration a droite universelle). On songe a leur relation a une condition
a) modifiée ainsi (pour f: X = Y):

a) Pour tout Y — Y’ — Y, avec Y’ et Y" Hot-asphériques (et pas seulement
D-asphériques) X" = X xy Y" — X’ = X Xy Y’ est une D-équivalence. (Quand on
suppose que Y et Y/ ont des éléments finaux, c’est la condition que f soit une D-fibration
a gauche universelle; quand on suppose que Y et Y’ ont des éléments initiaux, c’est la
condition D-fibration a droite universelle.)*®

On a évidemment a) = b) et a) = b') et on almerait que ce soient des équivalences.

t49

Voici un axiome intéressant®” sur D, qui semble vérifié dans tous les cas connus, qui assure

I’équivalence souhaitée. Je vais en méme temps reformuler Der 3 en trois volets (¢f. p. 67).
[page 97]

Der 3 a) Si Z € Dia est Hot-asphérique, alors p : Z — e est une D-équivalence, i.e. par
exemple p* : 4 = D(e) — D(Z) est pleinement fidele.

b) Soit f : Z — Z' une fleche dans Dia. Si f est une Hot-équivalence, c’est une D-
équivalence (i.e. f*: D(Z’) — D(Z) induit une équivalence entre les sous-catégories de Z,
Z' [plutést de D(Z), D(Z'):I formées des objets constants).

a') (Précise considérablement a). Si Z € Dia est Hot-asphérique, alors on a a), et
I'image essentielle de D(e) = A dans D(Z) est formée des objets localement constants de
Z, 1.e. des objets tels que le foncteur

7°— A z— F,

soit localement constant (i.e. transforme toute fleche en isomorphisme) donc isomorphe a
un foncteur constant (puisque Z est Hot-asphérique, donc 1-connexe).

Il faut bien noter que dans a’), il ne suffit pas de supposer que Z soit D-asphérique,
au lieu de Hot-asphérique. Des que la D-équivalence est strictement plus faible que Hot,
il semble que a’) devient toujours faux, en tant que condition sur D, si on y suppose
seulement que Z soit D-asphérique. Par exemple, méme si D = D; (théorie des i-types
d’homotopie relative), la catégorie

[page 98]

des objets localement constants sur Z s’exprime en termes du (2 + 1)-type d’homotopie,
malis pas en termes de son i-type d’homotopie seul.

Il semble bien que ce soit I'axiome Der 3 (a’) qui assure 'existence d’une bonne notion
(“bilatere”) de D-fibration, qui soit stable par changement de base, et qui se réduise soit

48 1] faut expliciter le raisonnement. Il suffit de tester méme sur Y — Y’ ou Y/ est
ponctuelle, et ott Y/ a un objet final (resp. initial).
49 ¢f. Der 3 a') page suivante.
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a “D-fibration a gauche universelle” soit a “D-fibration a droite universelle” et donc qui
soit en plus une condition vérifiable pratiquement. Dans le cas ou f est propre ou lisse, le
critere est particulierement simple, puisque il se borne a la condition que les fi f*ay, ou
les fif*ay (pour a € A), soient des objets localements constants sur Y (donc constants si
Y est Hot-asphérique, en vertu de Der 3 (a').

Je vais également introduire une variante renforcée de Der 3 b) :

Der 3 b') Soit Z' — Z une Hot-équivalence dans Dia. Alors f* : D(Z) — D(Z') induit une

équivalence entre les catégories des coefficients localements constants sur Z et sur Z'.5°

[page 99]

Dans certaines questions il suffit de savoir que le dit foncteur est pleinement fidele.
Cela implique que
Hy(Z.F) = Hy(Z',f°F)

quand F est localement constant sur Z°! (mais il n’est pas clair que cette condition implique

toujours la pleine fidélité*?) et de méme pour ’homologie
HX(Z',f*F) — H](Z,F)

Moyennant cette condition, on a la :

Proposition : On suppose Der 3 b') satisfait. Soit f : X — Y dans Dia. Pour que f soit
une D-fibration, il faut et il suffit que pour Y — Y’ sur Y qui soit une Hot-équivalence,
X"=XxyY" =5 X'=X xy Y’ s0it une D-équivalence.

A vrai dire, on peut énoncer quelque chose de raisonnable, sans supposer 'axiome
Der 3 b'). On doit introduire la :

Définition : Soit f : Z' — Z dans Dia. On dit que f et une D-équivalence 1-compléte si
le foncteur f* : D(Z) — D(Z') est pleinement fidele sur la sous-catégorie pleine de D(Z)
formée des coefficients localement constants. On dit que f est une D-équivalence 2-compléte
si elle induit une équivalence entre les catégories des coeflicients localement constants.

[page 100]

On dit que Z est completement D-asphérique, si Z — e est une D-équivalence 2-complete.

0 Der 3 b)) : le foncteur est fidele
b}) : le foncteur est pleinement fidele
b}) : le foncteur est une équivalence
°1 On pourra dire que f : Z' — Z est une D-équivalence 0-compléte ¢ gauche, et 0-compléte
a droite dans le cas homologique.
52 Mais c’est OK si on a des Hom internes dans D(Z )ioc.const. satisfaisant

Hom(F,G) ~ Hom(ez,Hom(F, G))
ot e est I’élément final de A, les Hom étant compatibles aux images inverses.
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Ainsi, l'axiome Der 3 a') peut se reformuler, en disant que si Z est Hot-asphérique,
alors Z est completement D-asphérique. Et de méme, Der 3 b') en disant quesi f : X — YV
dans Dia est une Hot-équivalence, alors f est une D-équivalence 2-complete. Nous allons
donner une variante affaiblie, de Der 3 a'), qui suffit pour donner une notion raisonnable

de D-fibration :

Der 3 ") Tout Z dans Dia qui a soit un objet final, soit un objet initial, est compleétement
D-asphérique.

Définition. On dit que f : X — Y dans Dia est une D-fibration, si pour
V'i—Y —Y
avec Y — Y’ une D-équivalence 1-compléte (par exemple Y et Y completement D-

aspheriques), X" = X xy V" — X' = X xy Y’ est une D-équivalence.

Cela équivaut a chacune des conditions b), b') de la prop. 2 (page 79), i.e. que f
soit universellement une D fibration a gauche, ou universellement une D-fibration a droite
(grace a Der 3 0" [plutdt a]).

[page 101]

Définition 1. f : X — Y dans Dia est appelé D-équivalence cohomologique (sous-entendu :
compléte) si pour tout F € Ob D(Y'), F localement constant, on a

Hy (Y, F) — Hp(X, f*(F))
Notion duale D-€équivalence homologique
HP(X, f*(F)) = HP(Y, F)

SiY est completement D-asphérique, alors les coefficients localement constants sur Y sont
constants, et f est une D-équivalence cohomologique (resp. homologique) si et seulement
si ¢’est une D-équivalence i.e. si X est D-asphérique.’?

Proposition 1 (Soritale). Soient X Ly % 7.8 f et g sont des D-équivalences

cohomologiques, alors gf aussi. S1 gf et f sont des D-équivalences cohomologiques, alors g
aussi. S1 gf est une D-équivalence cohomologique, et si g est une D-équivalence 2-compléte
(donc tout F' localement constant sur Y provient d'un G localement constant sur Z), alors
f est une D-équivalence cohomologique.

Définition 2. 1°) f : X — Y dans Dia est appelé une D-fibration cohomologique compléte,
je dis bien complete, si

a) Pour tout y € Ob Y, X, = X/y est une D-équivalence cohomologique (compléte).

b) Pour tout y' — y dans YV, X/y' — X/y est une D-équivalence cohomologique
(complete).

*3Laxiome Der 3 b) implique que toute Hot-équivalence est une D-équivalence cohomo-
logique.
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[page 102]
¢) Ces conditions restent satisfaites apres tout changement de base Y/ — Y.
2°) Notion duale de fibration homologique complete.

EXEMPLE. Si f est Hot-propre, les fleches des a) et b) sont des Hot-équivalences, donc en
vertu de Der 3 b)) (qu’il faut admettre), ce sont des D-équivalences cohomologiques. Cela
signifie que a) et b) sont valables, et ¢) aussi, car la notion de fleche Hot-propre est stable
par changement de base.

Proposition 2. Soient f : X — Y D-fibration cohomologique compléte, F' € Ob D(X)
localemment constant sur X. Alors f.(F) est localement constant, sa formation commute d
tout changement de base, et en particulier se calcule fibre par fibre.5*

Corollaire 1. Soit un diagramme cartésien

x 19 x

f l lf '

Y p !

—Y

On suppose f D-fibration cohomologique et p une D-équivalence cohomologique. Alors q est
une D-équivalence cohomologique.
[page 103]

En effet, on a pour F localement constant sur X
Hp (X, F) ~ Hp(Y, f F) — Hp(Y',p" f.F) ~ Hp(Y', fiq¢"F) ~ Hp(X',¢"F)

qed.

Proposition 3. La notion de D-fibration cohomologique compléte est stable par change-
ment de base (trivial) et par composition.

Pour la stabilité par composition, il suffit de noter le corollaire suivant de la proposition 2.

Corollaire 2 (de prop. 2). Soit f : X — Y. Pour que f soit une D-fibration cohomologique

compléte, il faut et il suffit que pour tout V" B Y' =Y surY, avec p une D-équivalence
cohomologique, la fleche correspondante X" = X xyY" — X' = X xy Y’ soit aussi une
D-équivalence cohomologique.

C’est nécessaire par le corollaire 1, compte tenu que f' : X' = X xy Y’ — Y/ est
aussi une D-fibration cohomologique. C’est suffisant, car il suffit de 'appliquer aux cas
{y} = Y/{y}, Y/y — Y/y', qui sont des D-équivalences cohomologiques en

[page 104]

vertu de Der 3 b’l) (ou seulement Der 3 a’)).

1] y a une réciproque cf. prop. 3'.
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Proposition 4. On suppose que Der 3 a’) est satisfait (i.e. tout Z dans Dia qui est Hot-
asphérique, est completement D-asphérique). Soit f : X — Y dans Dia. Les conditions
sutvantes sont équivalentes

1°) f est une D-fibration cohomologique compléte (conditions a), b), ¢) de [1a] défi-
nition 2, page 101).

2°) Pour tout F € Ob D(X), localement constant, f.(F) est localement constant, se
caleule fibre par fibre; et ¢a reste vrai aprés tout changement de base Y' — Y (avec F'
localement constant sur X' = X xy Y'). (Alors la formation de f.(F) commute a tout
changement de base).

3°) Pour tout Y LY sur Y, sip est une D-équivalence cohomologique, alors X' =
X xyY" — X' =X xy Y’ aussu.

3") Comme 3, en supposant que Y'' est la catégorie ponctuelle, et que Y' a un élément
final : il faut que X" — X' soit une D-équivalence cohomologique.

[page 105]

Définition 3. On dit que f : X — Y dans Dia est une D-fibration compléte si c’est une
D-fibration cohomologique complete et une D-fibration homologique complete.

C’est stable par changement de base, par composition.

La définition 3 équivaut a ceci : pour tout p : Y — Y/ sur Y, avec Y et Y’
Hot-asphériques, le morphisme correspondant X" — X’ est a la fois une D-équivalence
cohomologique, et une D-équivalence homologique. (Et il suffit méme de le supposer pour
Y" = e et pour Y’ avec objet final ou objet initial.) On peut songer a renforcer encore
cette condition en exigeant (sans regarder a gauche ni a droite) que X" — X' soit une
D-équivalence 1-complete. Mais il n’est pas clair que cette notion renforcée soit stable par
composition — & moins de la renforcer encore, en exigeant que si Y — Y’ est une D-
équivalence 1-complete, alors X" — X' I'est aussi. L’ennui avec cette définition renforcée,
c’est que faute d’avoir une description cohomologique ou homologique de la notion de

[page 106]

D-équivalence 1-complete, je ne me sens pas capable de donner des exemples intéressants
(non totalement triviaux) de D-fibrations en ce sens tres fort. Sauf les Hot-fibrations tri-
viales (i.e. a fibres Hot-asphériques) — mais ce n’est pas drole!

Mais quand on a des produits * associatifs et unitaires et des Hom internes correspon-
dants dans les D(X )ioc. const. , compatibles avec [les] images inverses, donc on aura sur
X si F et G sont localement constants dans D(X), et si ¢y désigne 'unité pour # dans

D(X),
Hom(F,G) ~ Hom(ex * F,G) ~ Hom(ex,Hom(F, G)) ~ Homu(e., p« Hom(F, G)) ,

car ex = p*(e.), o p: X — ¢, donc dans ce cas une fleche f : X — Y dans Dia est une
D-équivalence 1-compléte si (et seulement si) ¢’est une D-équivalence cohomologique. Donc
dans ce cas, si f est une D-fibration cohomologique complete, c¢’est aussi une D-fibration
homologique compléte, donc aussi une D-fibration compléte (définition 3). (Et méme au
sens soit-disant renforcé de tantot : si Y — Y/ sur YV est une D-équivalence 1-complete
(& une D-équivalence cohomologique!) alors X — X' aussi.
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[page 107]

Il se pose la question de trouver des f qui soient des D-fibrations cohomologiques,
ou homologiques. Je ne sais si je seral capable d’en trouver, qui ne solent déja des HOT-
fibrations cohomologiques, ou homologiques (cela revient maintenant au méme> ), car
pratiquement je ne sais guére dire quune fleche Z' — Z dans Cat est une D-équivalence
cohomologique complete, que si cette fleche est une HOT-équivalence (et en admettant
l'axiome Der 3 b}), ou sa variante affaiblie cohomologique).

Je vais donc chercher les HOT-fibrations, z.e. les f : X — Y tels que pour tout
Y" 5Y' - Y, avec Y et Y’ asphériques (sous-entendu : pour HOT), X" — X' est une
Hot-équivalence. (Il suffit méme de supposer Y réduit a un point, Y’ avec objet final ... )

Supposouns par exemple f propre (i.e. HOT-propre), donc la condition a) de la défini-
tion 2, p. 101 satisfaite et de méme apres tout changement de base. Suffit-il de vérifier de
plus la condition b), i.e. que

Xy — Xy pour y — y' dans Y,

sont des Hot-équivalences? (J’entends en restant sur Y, sans supposer aussi d’avoir la méme
chose apres changement de base).

[page 108]

Mais cela reste-il vrai apres tout changement de base?

La situation semble ici meilleur pour f lisse (au lieu de propre), en interprétant les
conditions a) et b) sous forme homologique, comme signifiant que fi(ex) est un objet
localement constant de HOT(Y'), qui se calcule fibre par fibre. Comme f lisse implique
que fi commute a tout changement de base, cette hypotheése sur f (que f soit une HOT-
fibration cohomologique, peut-étre pas complete) est stable par changement de base, donc
implique que c¢’est une HOT-fibration cohomologique complete. Mais cet argument utilise

les propriétés générales des dérivateurs pour HOT, que je n’ai pas encore établies - surtout
pas dans le domaine Cat tout entier! Donc il est sain de me méfier. Je préfere tater la
difficulté en restant d’abord dans le cadre du formalisme cohomologique (non commutatif),

dont j’ai une certaine maitrise. Je suppose done f propre a nouveau, et que les
Xy — Xy . Xly— X/

[page 109]

soient des HOT-équivalences, je veux prouver la méme chose apres tout changement de
base, au moins que dans la situation

X q X/ q X//

fl fll l I
’ 11
Y D Y o !
% Les HOT-équivalences cohomologiques = HOT-équivalences homologiques = HOT-équi-
valences sans plus.
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si Y, Y sont asphériques, alors ¢’ est une Hot-équivalence. Si je veux 1’établir par critére
cohomologique, je dois commencer par prendre sur X' un faisceau d’ensembles localement
constant F, et prouver que ['(X', F) & T'(X",¢'*F). Comme ce faisceau ne provient pas
de X, je suis ennuyé pour appliquer 'hypothese sur f, qui concerne a priori des faisceaux
d’ensembles constants sur X, ou sur les X/y. Mais on devrait avoir ceci :

Lemme. Soit f : X" — X'. Alors [ est une HOT-équivalence i.e.
Hijor(X',ax') — Hfjor (X", ax»)

est [un] isomorphisme pour tout a € Hot = HOT(¢), si et seulement si f est une Hot-
équivalence,”® et alors f est méme une HOT-équivalence 2-compléte (j’ai besoin seulement
de : HOT-équivalence cohomologique et homologique complete) i.e. pour tout £ € D(X')
localement constant sur X', on a®7

HﬁOT(Xlwf) — H:IOT(XI/7‘]/*(S))

[page 110]

La premiere assertion doit résulter des formules

(*) H{io1(Z,az) ~ Homyei (hot(Z), a)
(et aussi HHOT(Z az) ~hot(Z) xa )
donc si

() hot(X") — hot(X")

est [un] isomorphisme, alors
Hyjor(X',ax/) — Hfjor (X", axn)

est [un] isomorphisme, puisque c’est déduit de (%) en prenant Homy,( ., a). Inversement,
si (*) est toujours [un] isomorphisme, exprimant les deux membres [mot illisible] de
Hompi( -, a) et prenant les mg, on trouve que

Hompot (hot(X'), a) — Hompet (hot(X "), a)

est un isomorphisme pour tout a, donc (%) est un isomorphisme.

Mais le fait que ¢a implique que f' soit une HOT-équivalence cohomologique compléte,
i.e. que la relation () reste vraie pour un ¢ € D(X') localement constant sur X', me parait

une propriété délicate du dérivateur HOT, sur laquelle il me faudra revenir.

Donc le lemme est loin d’étre établi, faute d’avoir seulement construit le dérivateur
HOT, sans méme parler d’en établir les propriétés spéciales délicates! Mais je n’ai aucune
raison de douter du lemme, il fait partie de la kyrielle des intuitions de base que je voudrais
fonder solidement.

6 Attention ici [mot illisible] la distinction entre HOT-équivalence et Hot-équivalence.
57 Est-ce vrai aussi pour les dérivateurs D;?
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[page 111]

Le lemme implique qu'une D = HOT-fibration (au sens de la définition 2 page 81,
revue et corrigée a la page 96-97) est en fait déja une HOT-fibration cohomologique et
homologique complete. Or on a vu que si f est propre, f est une D-fibration si et seulement
si les conditions précédentes sur Y (sans changement de base) sont satisfaites. Et dualement
pour f lisse.

11.11.90

Je sens le besoin de revoir les notions de D-fibrations en tous genres (p. 76 ff'). D’abord
les diverses variantes utiles de ’axiome Der 3 sur les dérivateurs :

Der 3 a)°® Si Z € Dia est Hot-asphérique, il est D-asphérique i.e. 4 = D(e) — D(Z) est

pleinement fidele.

a') Comme a), avec en plus la caractérisation de I'image essentielle de A dans D(Z),
comme formée des D-coefficients localements constants.

Der 3b)Si f: Z' — Z dans Dia est une Hot-équivalence, alors ¢’est une D-équivalence, i.e.
le foncteur f* : D(Z) — D(Z') induit une équivalence entre les sous-catégories formées des
coefficients constants (ou encore un foncteur pleinement fidele D(Z)ioc. const. —+ D(Z7)).

b}) Si f comme ci-dessus, alors f est une D-équivalence 1-complete, i.e. le foncteur
f*:D(Z) — D(Z’) induit un foncteur pleinement fidele

[page 112]

entre les sous-catégories pleines formées des objets localement constants.

b)) Comme b)), mais avec D-équivalence 2-complete au lieu de 1-complete, i.e. f*
induit une équivalence entre les sous-catégories formées des coefficients localement cons-
tants.

bl/

"w) Sif:Z — Z dans Dia est une Hot-équivalence, alors c’est une D-équivalence
cohomologique complete, i.e. pour tout F' € Ob D(Z) qui est localement constant, on a

H3 (2, F) = Hy(Z', f*F)

bl/

hom
gique complete, i.e. pour tout F' € Ob D(Z) qui est localement constant, on a

)Sif: Z" — Z dans Dia est une Hot-équivalence, c’est une D-équivalence homolo-
59

H2(Z',f*F) =+ H?(Z,F)

58 ¢f. aussi la série Der 3 ¢ ..., page 124 ff.
%9 cf. variante £ spéciale pour HOT pages 124-125.
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On a le diagramme d’'implications tautologiques pour les variantes de Der 3 :

by
il,\a,
N

Dans tous les cas a ma connaissance, les dérivateurs satisfont la condition la plus forte

Der 3 b),.
[page 113]

Je rappelle aussi la :

Définition 1 : Soit f : X — Y dans Dia. On dit que f est une D-équivalence cohomologique
(sous-entendu : “compléte”) si pour tout D-coefficient F' localement constant sur Y,

Hy(Y, F) 5 Hy(X, f*F)

;
on dit que f est une D-équivalence homologique (“compléte™) si pour tout F comme
[ci-]dessus,

HP(X, f*F) = H(V,F)
On dit que f est une D-équivalence 1-compléte (resp. 2-compléte) si le foncteur

f* : D(Y)loc. const. —7 D(X)loc. const.

est pleinement fidele (resp. une équivalence).

D-équivalence 2-complete

ﬂ

D-équivalence 1-complete

/ \

D-équivalence cohomologique D-équivalence homologique

~N S

D-équivalence

Si dans les sous-catégories D(X )ioc. const. 11 ¥ @ une loi # (associative, unitaire, commutative)
et des Hom internes associés, préservés par les images inverses, alors les D-équivalences
cohomologiques sont déja 1-completes et sont donc des D-équivalences homologiques, donc
dans ce cas particulier
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[page 114 vide]
[page 115]

D-équivalence 2-complete

ﬂ

D-équivalence 1-complete <= D-équivalence cohomologique

D-équivalence homologique

D-équivalence

Dans D = HOT, toutes ces notions devraient étre équivalentes, et équivalentes & la con-
dition encore plus faible en apparence, que f : X — Y soit une Hot-équivalence. Mais
je ne connais que HOT comme dérivateur ou la D-équivalence d’une fleche f : X — YV
dans Dia implique déja la D-équivalence cohomologique (complete), ou la D-équivalence
homologique (compléte), voire méme la D-équivalence 1-complete. (Je reviendrai la-dessus
tantot.)

Proposition 1. Soit f : X — Y dans Dia. Conditions équivalentes :

a) Pour tout y € Ob 'Y, I'inclusion X, — X/y est une D-équivalence, et pour toute
fleche y' — y dans Y, X/y" — X/y est une D-équivalence.

b) Pour tout coefficient constant F surY, f, f*F est localement constant, et se calcule

“fibre par fibre”.
(C’est la prop. 1, p. 76).

Proposition 1’. Dual.
[page 116]

Définition 2. Sous les conditions équivalentes de la proposition 1, on dit que f est une
D-fibration cohomologique faible. Sous les conditions duales, que f est une D-fibration
homologique faible.

C’est ce que dans la définition 1, p. 77 j’appelais “D-fibration cohomologique” ou “D-
fibration a gauche”, et dualement. Maintenant la notion me parait trop faible pour mériter
ce nom, que je réserve pour le cas “complet”.

Proposition 2. Les D-fibrations cohomologiques faibles sont stables par changements de
base lisses, les D-fibrations homologiques faibles stables par changements de base propres.

Je devrais construire un exemple ou f est une D-fibration cohomologique faible, et ne
I’est plus apres changement de base.
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Proposition 3. Soit

dans Dia, avec p et p' des D-fibrations cohomologiques faibles (resp. des D-fibrations homo-
logiques faibles), soit So C S tel que mo(So) — 7o (S) soit surjective. Pour que f soit une
D-équivalence, il suffit que les fs : X — XL, pour s € So, le soient.

Proposition 4. S f : X — Y dans Dia est D-propre (resp. D-lisse), alors f est une D-
fibration cohomologique (resp. homologique) faible si et seulement si pour tout F constant
sur Y, fof*F (resp. fif*F) est localement constant sur Y. Et s’il en est ainsi, pour tout
Y’ — Y dans Dia, f' : X' = X xy Y’ — Y’ est encore une D-fibration cohomologique
(resp. homologique) faible.

Immédiat sur le critere b) de la proposition 1.
[page 117]

Proposition 5. Soit f : X — Y dans Dia. Considérons les conditions suivantes :

a) Pour tout Y — Y' surY dans Dia, s1 Y et Y’ sont Hot-asphériques, alors
X"=XxyY"' — X' =X xy Y’

est une D-équivalence.

X X/ X//
vdi "
Y } D Y

a') Comme a), mais en supposant p : Y'' — Y' une Hot-équivalence (au lieu de

1/'//

supposer Y, Hot-asphériques).

a;) Comme a), mais en supposant (au liew de Uasphéricité) que Y' a un objet final,
et Y est la catégorie unité.

az) Comme a), mais en supposant que Y' a un objet cofinal, et Y est la catégorie
unite.

b1) f est une D-fibration cohomologique faible, et le reste aprés tout changement de
base.

by) f est une D-fibration homologique faible, et le reste aprés tout changement de base.
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On a alors le diagramme dimplications tautologiques

A — b1 bz < a»
Lorsque D satisfait a 'aziome Der 3 a’ (p. 111), alors toutes ces conditions, sauf a'), sont
équivalentes. Lorsque D satisfait a 'aziome Der 3 by (ou seulement Der 3 b/, ouby )
alors toutes les conditions (y inclus a') sont équivalentes.
Pour simplifier, on va par la suite supposer que 'axiome Der 3 a') est satisfait.

Définition 3. Sous les conditions équivalentes a, ay, by, ag, by de la proposition 4, on dit
que f est une D-fibration.

[page 118]
Proposition 6. Supposons que f: X — Y dans Dia soit D-propre (resp. D-lisse). Condi-
tions équivalentes :
a) f est une D-fibration.
b) f est une D-fibration cohomologique (resp. homologique) faible.
¢) Pour touty' — y dans Y, X/y' — X/y (resp. y\X — y'\X) est une D-équivalence.
d) Pour tout F constant sur Y, f.f*F (resp. fif*F) est localement constant sur Y.

d’) Pour tout F localement constant sur Y, f, f*F (resp. fif*F) est localement cons-
tant sur Y.

Cela résulte formellement de Prop. 4 et Prop. 5.

Corollaire. Supposons f : X — Y Cat-fibrant (resp. Cat-cofibrant). Pour que f soit une
D-fibration, il faut et il suffit que pour tout w : y — y' dans Y, u* : Xy — X, (resp.
uy : Xy = Xy ) soit une D-équivalence.

Il est immédiat que la notion de D-fibration est stable par changement de base, mais
il est douteux qu’elle le soit par composition.®® (Ici encore, j’ai omis de faire un contre-
exemple, avec des dérivateurs D = Der(k-Mod) disons.) Autre lacune de la notion : il n’est
pas clair, si f est une D-fibration et F' un D-coefficient sur Y, si

KfF et ffTF

60 N.B. Si les D-équivalences sont déja des Hot-équivalences, alors la notion coincide avec
celle de Hot-fibration, et elle est stable par composition. Egalement, si les D-équivalences
sont au sens des D-équivalences cohomologiques, ou homologiques, alors la notion coincide

avec celle des D-fibrations cohomologiques (resp. homologiques) ci-dessous, et est également
stable par composition.
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se calculent “fibre par fibre”, comme on s’attendrait dans le cas d’'un “fibré”.
Par contre, voici un résultat sympa :

[page 119]

Proposition 7. Soit f : X — Y dans Dia. Conditions €quivalentes :

a) f est une D-équivalence “universelle”, i.e. pour tout Y' — Y dans Dia, f': X' =
X xy Y' =Y’ est une D-équivalence.

b) f est une D-fibration & fibres D-asphériques.

Définition 4. Sous les conditions équivalentes de la proposition 7, on dit que f est une
D-fibration triviale.

Mais attention, f peut-étre une D-fibration et une D-équivalence, sans que la D-
fibration soit triviale 7.e. sans que les fibres soient D-asphériques, cf. p. 87 et suivantes.
Et également (devrait remonter) méme si D satisfait Der 3 b, (la plus forte des variantes
de Der 3), donc quand toutes les conditions de la proposition 5, y inclus a’), sont équiva-
lentes, celles-ci (i.e. que f soit une D-fibration) n’impliquent pourtant pas, en général, que

1/'//

dans la condition a’) on puisse se borner a p : — Y une D-équivalence (au lieu d’une

Hot-équivalence). En d’autres termes, si on a un diagramme cartésien dans Dia

X —24 x

fl lf’

Y — Y’ ,
avec f une D-fibration, et p une D-équivalence, il ne s’ensuit pas forcément que ¢ soit une
D-équivalence. (Mais ce sera pourtant le cas, “bien stir”, si D = HOT.)
[page 120]
Par contre, on a :

Proposition 8. Soit f : X — Y dans Dia. Conditions équivalentes :
a) f est une D-fibration.

b) Pour tout p : Y" = Y' surY, si p est une D-équivalence 1-compléte (déf. 1, p. 113),
alors q : X" — X' est une D-équivalence.

X X/ q X//
fl fll l I
! Vil
Y Y D }

Corollaire. Supposons que dans Dia, toute D-équivalence soit 1-compléte. (N.B. Je ne
connais que le dérivateur HOT pour satisfaire a cette condition, qui parait quasiment
caractéristique de HOT.) Alors f: X — Y est une D-fibration si et seulement si pour tout
p:Y" 5 Y surY, si p est une D-équivalence, alors q : X" — X' aussi. Dans ce cas
exceptionnel parmsi les dérivateurs, la notion de D-fibration est stable par composition (ce
qui est tautologique sur le critére que je viens de donner.)
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On va renforcer la notion de D-fibration, pour la rendre plus souple, et notamment
stable par composition.

Proposition 9. Soit f : X — Y dans Dia. Conditions équivalentes :

a) Pour tout y € Y, X, = X/y est une D-équivalence cohomologique (déf. 1, p. 113),
et de méme pour X/y — X/y' pour toute fleche y — y' dans Y. Et ces conditions sur
f restent valables aprés tout changement de base (N.B. il suffit que la premiere de ces
conditions le reste).

[page 121]

b) pour tout F € Ob D(X) localement constant, f.F est localement constant sur'Y et
se calcule “fibre par fibre” — et itou apres tout changement de base.

¢) Pour tout p: YY" = Y' surY, sip est une D-équivalence cohomologique, alors il en
est de méme de q : X" — X'.

¢) Comme c, mais en supposant comme hypothése sur p que Y soit la catégorie

finale, et Y ait un objet final.

DEMONSTRATION. Dans lordre (£ tautologique)
a=—b=—=c=c¢ = a

Définition 5. Sous les conditions équivalentes de la proposition 9, on dit que f est une
D-fibration cohomologique. Sous les conditions duales, on dit que f est une D-fibration
homologique. On dit que f est une D-fibration forte, si c’est a la fois une D-fibration
cohomologique et une D-fibration homologique.

Ces notions renforcent la notion de D-fibration. Elles ont ’avantage de plus d’étre
stables par composition, non seulement par changement de base.

[page 122]

La notion de D-fibration forte a été choisie pour coiffer les deux notions duales de
D-fibration cohomologique et homologique (a défaut d’une meilleur notion) tout en restant
stable par composition. On pourrait exiger que pour tout

Y — Y’

sur Y, avec Y/, Y Hot-asphériques, ¢ : X" — X' soit une D-équivalence 1-complete (voire
meéme 2-complete), appeler ¢a les D-fibrations 1-complétes (resp. 2-complétes). Ca renforce
de fagon assez élégante la notion de D-fibration forte, mais a le grand tort de ne pas étre
stable par composition (que je sache!), sauf dans le cas particulier ot on a des Hom internes
sympas (cf. bas de la page 113), auquel cas la notion de D-équivalence implique déja celle
de D-équivalence 1-complete,
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[page 123]

donc aussi celle de D-équivalence homologique. Donc dans ce cas

D-fibration cohomologique <= D-fibration 1-complete

M

D-fibration homologique ,

et il n’y a pas a chercher plus loin que les D-fibrations cohomologiques.

On pourrait songer, il est vrai, a définir (dans le cas général) une notion plus forte,
en exigeant que pour tout p : Y — Y’ sur ¥ qui soit une D-équivalence 1-compleéte,
qg: X" — X' soit aussi une D-équivalence 1-complete. Cette fois-ci, la notion est stable par
composition, mais elle me paralt néanmoins inutilisable (en dehors du cas qu’on vient de
dire, ou elle coincide avec la notion de D-fibration cohomologique, ou encore de D-fibration
forte), car n’étant pas en mesure de décrire les D-équivalences 1-completes, je suis aussi
incapable de donner des exemples non triviaux de D-fibrations “strictement 1-completes”.

Pour vérifier quune f : X — Y dans Dia est une D-fibration cohomologique, il faut
[page 124]

savoir vérifier que des fleches ¢ : Z' — Z dans Dia sont des D-équivalences cohomologiques,
donc que Hpy(Z,F) = Hpy(Z',q*(F)) est [un] isomorphisme pour tout F € Ob D(Z) qui
est localement constant sur Z. Or je ne sais vérifier un énoncé de cette nature (en dehors
du cas ou je sais d’avance que Z est completement D-asphérique, i.e. que les coefficients
localement constants sur Z sont en fait constant) que si g est déja une Hot-équivalence.
C’est dire que je ne sais exhiber des D-fibrations cohomologiques, que quand ce sont déja
des HOT-fibrations cohomologiques. Je veux, dans la suite, donner des criteres utilisables
pour des HOT-fibrations. Mais on va axiomatiser ces développements, en gardant un D
général, sur lequel je vais faire une hypothese si draconienne que pratiquement, je ne
connais que le dérivateur HOT qui y satisfait. Il s’agit de ¢y ci dessous.

Der 3 ¢;) Toute D-équivalence est une D-équivalence cohomologique.

¢2) Toute D-équivalence est une D-équivalence homologique.
[page 125]

¢') Toute D-équivalence est 1-complete.

¢'") Toute D-équivalence est 2-complete.

N.B. On a
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tautologiquement. Je ne connais que HOT pour satisfaire l'ensemble des deux plus faibles
conditions ¢1, ¢o. Et en fait, sous réserve d’écrire la théorie du dérivateur HOT, il doit étre
vrai qu’elle satisfait meéme la forme la plus forte ¢”. (Et les HOT-équivalences doivent étre
simplement les Hot-équivalences.) (Cf. le “lemme” p. 109.)

La proposition suivante est une tautologie.

Proposition 10. Supposons que D satisfasse la condition Der 3 ¢y (p. 124), par exemple
D = HOT. Alors la notion de D-fibration coincide avec celle de D-fibration cohomologique.
Elle est donc stable par composition. Pour que f: X — Y soit une D-fibration, il faut et
il suffit que pour p: Y" — Y sur'Y, si p est une D-équivalence, il en est de méme de

g: X" =+ X'.

Corollaire 1. S: f : X — Y dans Dia est D-propre, alors f est une D-fibration coho-
mologique si et seulement si pour toute fleche y' — y dans Y, X/y' — X/y est une
D-équivalence (i.e. si et seulement st f est une D-fibration cohomologique faible).

Appliquer le critere ¢) de [1a] prop. 6.
[page 126]

Corollaire 2. Supposons que D satisfasse Der 3 (cy,c2) (par exemple D = HOT). Alors
pour une fleche f: X — Y dans Dia, il revient au méme que f soit une D-fibration, une
D-fibration cohomologique, ou une D-fibration homologique. Si f est propre (resp. lisse),
il revient au méme de dire que f est une D-fibration cohomologique (resp. homologique),

faible.

On voit donc que dans Cat, on doit avoir une seule notion raisonnable de HOT-
fibration, qui coincidera avec celle de HOT-fibration cohomologique ou homologique. Mais
pour que cette notion soit des a présent disponible, il faudrait que le dérivateur HOT soit
déja construit sur le domaine Dia = Cat tout entier. Or ce n’est pas chose faite encore
(et il n’a donc pas pu étre question de prouver les propriétés de HOT dont il vient d’étre
question, disons la plus forte Der 3 ¢").

Néanmoins, je voudrais développer de facon directe (“élémentaire”) la notion de Hot-
fibration, sans me réferer a la théorie du dérivateur HOT, et aux développements théoriques
précédents.
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[page 1]

1 Cofinalité cohomologique

Soit

a:(C'—C
un foncteur de (petites) catégories, M une catégorie ayant les lim pertinentes, F' un
préfaisceau (donc contravariant en 1) sur C' a valeurs dans M. On a un homomorphisme
canonique dans M

(1) lim F'— lim o”(F)
¢ e

et on veut des conditions sur a pour que ce soit toujours un isomorphisme ('). On est
ramené aussitét au cas ou M = (Ens). Disons qu’une catégorie I est faiblement fillrante

a gauche si I #£ P et siVi',i" € Ob I, 31 € Ob [T et des fleches

Cela signifie aussi que Ob I en tant qu’ensemble ordonné est filtrant a gauche.

Proposition. Pour que (1) soit toujours un isomorphisme (o ‘anodin pour Jim ’), il
suffit que pour tout o € Ob(C, la catégorie xo\C' des couples (z',u), avec ' € Ob (",
u: a(z')—xz, soil faiblement filtrante a gauche (%, ?).

Ceci n'implique pas la conclusion plus forte
F = o, F
S~
adj.
que le morphisme d’adjonction canonique soit un isomorphisme. Pour qu’il soit ainsi, il
suffit que V zy € C, le foncteur a/z¢ : C'/xg — C'/x( induit par a soit ‘anodin pour les

lim 7, ce qui signifie aussi que pour toute fleche u : £y — x¢ dans C, la catégorie \C}
u
formée des triples (z/,&,n) avec ' € Ob(C" et € : &y — a(2'), n : a(z') — zo rendant

commutatif
[page 2]

le diagramme

1On dit alors que a est cofinal, cf. SGA 4,18.1, ou 3.3, p. 45.
2Cf. amélioration des remarques p. 5.
3Cf. 3.2, p. 43-44, pour conditions nécessaires et suffisantes de cofinalité.
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1514’550

\ /

est faiblement filtrante a gauche.

X=0—"-C=X
S
et posons nous la question quand ’homomorphisme fonctoriel, par rapport a un préfais-

J(F)— [i(a™(F))
est toujours un isomorphisme. (Le cas précédent est celui ou S = X, f =idx.) On trouve
qu’il suffit que V sq € Ob S, le foncteur

Plus généralement, considérons

ceau F' variable sur X,

alse: X'[sg— X/s0
soit ‘anodin pour les lim’, et pour ceci, il suffit que pour [tout] objet (zo,uo) de X/so

(ou
ug

f(ivo) -— 50)
la catégorie (o, u0)\(X’/s0) soit faiblement filtrante a gauche.

[page 3]

Cette catégorie s’interpréte comme celle des triples (', &, u) avec
z' € Ob ('
wr o) = Flae)) — 5o

£:xg—a(2))
[plutdt f’(m’) au lieu de q( ):I de facon a rendre commutatif le diagramme
Je voudrais dégager des variantes de ces énoncés dans le cadre cohomologique, les foncteurs

lim étant remplacés par des RT' (de préfaisceaux abéliens p.ex. - mais on pense aussi aux
-~
‘cas non commutatifs’, définis par des dérivateurs notamment.)
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Si [ est une catégorie ordonnée finie, la condition [faiblement] filtrante a gauche équiv-
aut a ’existence d’un objet initial, ce qui implique que [ est contractile. Dans les énoncés
précedents, il se pourrait que la bonne philosophie soit de remplacer partout ‘faiblement
filtrante a gauche’ par ‘contractile’. Si p.ex. C' est la catégorie finale, alors remplacer la
condition que C’ soit filtrante a gauche, par I'acyclicité. C’est en tous cas en accord avec
Iesprit de ’axiome Ders (cas ou .J est la catégorie finale). En effet, dans le cas ou C' = ¢,
la condition que o soit anodin pour les Jim équivaut visiblement a dire que le foncteur
a* : M — Hom(C", M), associant a tout F' € M le préfaisceau constant de valeur F

[page 4]

sur C’, donne un morphisme d’adjonction

lim F=F— o (a"(F)) = lim & F
e c!
qui est un isomorphisme. Et I'axiome Ders assure qu’il doit en étre ainsi si C’ est contrac-

tile.

La condition filtrante dans la proposition est d’ailleurs une condition suffisante d’ano-
dinité, mais nullement nécessaire. Si p.ex. C est la catégorie finale, alors la condition
d’anodinité pour C' — C est simplement que C’ soit connexe non vide, i.e. mo(C’) = {0}.
(Condition qui visiblement néglige les m; supérieurs.)

Soit un foncteur de petites catégories. La condition suggérée par la proposi-

tion, que les xo\ X’ soient contractiles, signifie que « est une hot-équivalence co-stricte, i.e.
que o’ : X' — X° est une hot-équivalence ‘localement sur X°’, donc aussi globalement.
St

[page 5]

lui-méme était une hot-équivalence stricte, au lieu de o°, alors on aurait par Ders, que
pour F' € D(X), F~»~a,a*F (D dérivateur a gauche), ce qui est bien plus fort que
I'p(X,F) =+ Tp(X',a*F). La condition duale implique (si D [est un] dérivateur a
droite) aya* F' == F'. Mais est-il raisonnable de s’attendre qu’elle implique aussi la condi-
tion ‘du c6té cohomologie, au lieu de 1’homologie’,

I'p(X,F)=Tp(X' a*(F)) ?
Le premier cas, qui devrait emporter conviction, est celui du dérivateur DerAb, i.e. des

catégories dérivées des faisceaux abéliens :

Question. Soit a : X' — X une hot-équivalence co-stricte, F' un préfaisceau abélien sur

X. A-t-on alors H'(X, F) %Hi(X’,a*(F)) pour tout 1 € 7 ¢

Si X admet un objet initial ), alors P\ X’ ~ X', donc X’ contractile, donc c’est OK pour
F' constant.

Remarque. Je m’apercois que dans la proposition 1, au lieu de la condition que les z\ ("’
soient faiblement filtrantes a gauche, il suffirait qu’elles soient non vides et connexes, i.e.
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0-connexes (*). Le fait que les 2\C’ non vide implique que lim — lim soit injectif. Pour

c c
la sujectivité, si £ € lim (cas ensembliste), on définit £ € lim par les {(z) € F(z) a
Iaide de ¢’ ¢
[page 6]

p— )

en prenant u*(£(z)) (ou {(2') € (o*(F))(2") = F(a(z))), le point essentiel est de montrer
que les u*(£(2')) ne dépendent que de z, pas du choix de (2',u) € z\C'. Or pour (z',u)
variable dans z\C’, 'application

v Ob(a\C") —  F(x)
(@'yu) = w({(2)

est telle que s’il existe une fleche

(', u) L (', u) ol TR —l

(donc le diagramme

est commutatif), alors p(z',u) = p(7’,u). Donc ¢ est constant sur les composantes con-
nexes de z\C’, donc constant si 2\C” est 0-connexe, d’ou £{(x). On prouve alors aussitot
que pour x variable,
déf . A .
£ = (£(2))zeobe = Jim F, [plutdt € lim F, ]
et que o*(§) = ¢, cqfd.
On peut dire que pour o € Ob (Y fixé, si on regarde le préfaisceau constant sur zo\C’ de
valeur F'(zg), soit @,,, 'application
(', u) — & (u') : 2o\ C'— F(x0)
peut étre regardée comme une section de ce préfaisceau sur 2\ C’, défini par £ € lim o*F,
donc on a ¢’

lim o™ F Sro, ['(zo\C', ®yp) (=== F(zg) si 29\C 0-connexe).

. v ’ .
Sion a|xrg— x;|dans C’, on en déduit

$1\C/—V>LC0\C/
(les \C’ sont les fibres d’une catégorie fibrée C\C’ sur C ...) et on a F(z1) — F(z0),

d’ou |®,, — V*®,, | pour les faisceaux constants correspondants sur zo\C’ resp. z1\C’

4Cela signifie aussi que a est Wo-coasphérique. Pour un traitement ab ovo, cf. prop. 3.2, page 43.
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[page 71

et on a commutativité dans

lim o*F —2 ['(20\C’, F(20)) ~ Hom(mo(z0\C"), F(x0))

-

Cl
cmol lv*

Hom(mo(z1\C"), F(21)) >~ T'(x:\ ', F<$1(>)(T(,F)<)$1\C,’ F(z0)) ~ Hom(mg(z1\C"), F(x))

W0(~T1\Q') (V) TO(~T0\C')

commutatif.
v v

F(x) s F(xo)

On considere le préfaisceau d’ensembles
x> mo(z\C") sur C,

appelons-le my(C’/C'), on aura un morphisme canonique

lim Oé*(F) — Hompréfaisceaux (WO(OI/C>7 F>7

-
c! d’ensembles sur C'

sans doute toujours [un] isomorphisme.

Si on travaille dans la catégorie dérivée des préfaisceaux des k-modules (k un anneau), la
formule précédente suggere conjecturalement

RI(C',o*F) ~ RHom (Loy(ker), F).
Hom internes homologie

relative de

C' sur C

[page 8]

[.’augmentation canonique

Lai(ker) — ke
redonne, en prenant les RHom dans F',
RI'(C, F)— RHom(La(kct), F) <=~ RI(C', a*F)
I’homomorphisme canonique de ‘contravariance’ de la cohomologie.

Si par contre on travaille avec le dérivateur non additif HOT, donc £ un ‘type d’homotopie

relatif’ sur C', on doit avoir

RIor(C,a"F) =+ RI(C, Hom (o ( ecr ), F)).
Hom interne objet final

de la catégorie de's de HOT(C"),
types d’homotopie

type d’homotopie
relatifs sur C yp P

relatif final
sur C'
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En fait, ces formules sont quasi-tautologiques, si on admet 1’existence des foncteurs
comme adjoints a gauche des o*. Dans le cas abélien, disons,

[page 9]

I'isomorphie des HY des deux membres est la formule d’adjonction
Homei (keor, o F) ~ Home (au(kev ), F),

d’oti 'isomorphie pour les H* des deux membres, par décalage. De méme dans le cas de
HOT, Iisomorphie canonique des g des deux membres est la formule d’adjonction. Pour
avoir l'isomorphisme plus fin dans D(e), la catégorie fondamentale du dérivateur envisagé,
en termes de Hom internes, on doit admettre I'existence d’objets unité (les kx dans un
cas, les ex [plutdt ex] dans l'autre), compatibles avec images inverses, de telle facon
[que] Homint(ex, \VF_/) ~ [, On aura

eDx

[(C", 0" F) ¥ f1(a*(F) = fufa.a’(F))
et la question est donc de donner une interprétation de a,o*F comme
a,.a"F ~ Homint(ai(ecr ), F) dans D(C').

Pour ceci, on va écrire
a*(F) ~ Homint(ecr, F),
et la formule doit résulter d’une ‘formule d’adjonction interne’

[page 10]

? a(Hominte (G’ a*F)) ~ Hominte (oG, F).

(Formule d’adjonction ‘interne’, pour ay et o, valable en principe pour tout a : C' —C

dans Diag, tout G dans D(C") et tout F' dans D(C).)

Comment prouver cette formule? En prenant 'opération produit ®@ associé a 'opération
Hom int, on est ramené (en prenant les foncteurs contravariants associés) a une formule

G QoG =>a(a"Ged).

On trouve par adjonction un homomorphisme canonique, il faut voir s’il est toujours [un]
isomorphisme.
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[page 11]

2 Les catégories localement filtrantes sont les caté-
gories localement totalement 0-connexes

Soit T un topos. On dit que T est irréductible si ’ensemble ordonné Ouv(7) des sous-
objets de er a la propriété suivante : a) Ouv(7) n'est pas réduit a un élément, i.e.
()7 —= e7 n’est pas un isomorphisme (7 n’est pas identique a son sous-topos vide). b)
Si U', U" sont deux objets ‘non vides’, i.e. non initiaux, de Ouv(7), leur intersection est
‘non vide’. Il revient au méme pour b) de dire que si 7', 7" sont deux sous-topos fermés
distinct de T, alors leur supremum 7' U 7" est distinct de T, ou encore que tout ouvert
de T est connexe. On dit que T est localement irréductible si a) T est localement connexe
(i.e. chaque faisceau sur 7 est somme de faisceaux 0-connexes), et si b) pour tout faisceau
0-connexe U sur T, le topos induit 7 /U est irréductible (i.e. 'ensemble ordonné Ouv(U)
des sous-objets de U a la propriété b) ci-dessus ( a) signifie simplement que U % (7,
i.e. que U n’est pas objet initial dans 77 ; ou plus simplement) : tout sous-faisceau d’un
faisceau connexe est connexe (°) (°).

Quand 7T est de la forme Top(7"), ou T est un espace topologique, alors 7 irréductible sig-
nifie que 7" est irréductible (car alors Ouv(7) ~ Ouv(7T)). Cela implique déja trivialement
que T est localement connexe (tout ouvert est somme disjoint d’ouverts connexes), donc
Top(T) est localement connexe. De plus, cela implique aussi que Top(T") est localement
irréductible (7). (NB Les objets 0-connexes

[page 12]

de Top(T)", i.e. les faisceaux d’ensembles 0-connexes sur T, sont ceux dont la ‘fibre
générique’ a exactement un point ...) Aussi T = Top(T) est localement irréductible
si et seulement si T' [est] localement connexe, et les composantes connexes de T' sont
irréductibles, 1.e. si et seulement si T =[], T;, les T; irréductibles.

Si T est de la forme Top(X), X une catégorie, on sait que T est localement connexe (et
meme localement co-connexe). On voit d’autre part que 7 est irréductible si et seule-
ment si Esp(X) (I'espace topologique associé, dont I’ensemble sous-jacent est Ob X') est
irréductible (%) ; et on dit alors que X est irréductible (°). Comme les composantes con-
nexes de X et celles de Esp(X) ou Top(X) = T se correspondent, on voit donc que les
conditions suivantes sont équivalentes : a) le topos Top(X) est localement irréductible, b)

SNB Irréductible n’implique pas localement irréductible, pas plus que connexe n’implique pas locale-
ment connexe etc.
67 est localement irréductible si et seulement s’il a un ensemble des générateurs (Uy), avec les U,
irréductibles (donc 0-connexes, donc 7 est localement connexe).
“expliciter la démonstration.
8car les ouverts de Top(X), ceux de Esp(X) et ceux de X se correspondent.
x

9Cela signifie aussi que pour z, y dans X, 3 z avec z < , l.e. Ord(X) est filtrant a gauche.
Y
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Esp(X) est localement irréductible, ¢) les composantes connexes de X sont irréductibles,
d) les X/z [sont] irréductibles. On dit alors que X est localement irréductible ('°).

Cela implique donc que pour tout X’ étale sur X, avec X’ 0-connexe, X’ est irréductible.
Dire conditions €quivalentes.
a) Top(X) est localement irréductible.
b) Les X/x [sont] irréductibles.
)

¢) Tout objet 0-connexe de X” est irréductible.
d) Les composantes connexes de X sont faiblement cofiltrantes (i.e. faiblement filtrantes
a gauche).
e) Condition PS 1, de SGA 4,1 2.
Si X est [une] catégorie, X irréductible signifie aussi que X # () et V 2,y € Ob X, [i1]
existe [un] s avec s <& . (Cela signifie aussi que X est faiblement filtrante (') & gauche,

\ y
ou faiblement cofiltrante.) X localement irreductible signifie que pour z, y appartenant a
x

une méme composante connexe, [11] existe [un] s avec s U
Y

[page 13]

ie. X/[z] N X/[y] # 0 (ou1 [z] est considéré comme élément de I’ensemble ordonné Ob X).
Il revient encore au méme de dire que les catégories induites X/x sont irréductibles (1?).

Exemple. Une catégorie ayant un objet initiale, ou seulement un ‘plus petit objet’, est
irréductible. Inversement, si 'ensemble ordonné Ord(X) associé a X (quotient de Ob(X)
par la relation d’équivalence associé a son préordre) est fini, p.ex. X fini, ou seulement
localement fini, p.ex. X localement fini (i.e. les catégories X/z finies), alors si X est
irréductible, Ob X a un plus petit élément, i.e. X a un plus petit objet. C’est vrai plus
généralement encore, si Ord(X) est artinien, i.e. toute suite décroissante dans Ord(X) est
stationnaire.

Mais la condition intéressante est la condition topossique de locale irréductibilité, qui
équivaut : I pseudo-filtrante a gauche, i.e. les composantes connexes de [ filtrantes, i.e.

les conditions PS 1, PS 2

s

T
PS 1 Tout diagramme s se complete en z =

s commutatif.

PS 2 Pour toute double fleche + — y, [11] existe un égalisateur z — x — y.

1%Faux, on a (a <= d) = (b <= ¢) X irréductible n’implique pas que les X/z le soient, exemple
o !

X =01 (e« # f), on a X/1 = 0//) 1, qui n’est pas irréductible, ni localement irréductible
8

puisqu’il est connexe. Pourtant il est étale sur X.

1 est mieux Dappeler pseudo-filtrante, et réservons faiblement filtrante & : localement faiblement
filtrante 4+ connexe.

2faux, cf. annotation marginale plus haut.
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[page 14]
En résumé, on a la

Proposition 2.1. Soit X un objet de Cat. Conditions €quivalentes :

a) Le topos associé Top(X) est localement irréductible, i.e. (étant localement connexe)
pour tout objet F' de X" et toul sous-objel F' de I, si I’ est connexe, F' lest.

d') Pour tout X' étale sur X, si X' est connexe, tout ouvert de X' est connexe.

d") Tout ouvert d’une catégorie localisée X/a (a € Ob X ) est connexe (i.e. X/a est une
catégorie irréductible, i.e. le topos Top(X/a) Uest).

b) Pour tout objet a de X, Esp(X/a) est un espace topologique irréductible.

¢) Les catégories X/a sont faiblement filtrantes a gauche (ou faitblement cofillrantes),
i.e. pour deux objets £, n d’une telle catégorie, [11] existe un objet ( et deux fleches
¢ <i (i.e. Uensemble ordonné Ord(X/a) associé a X/a est filtrant a gauche)

T

d) Pour tout diagramme en traits pleins dans X, z = on peut le compléter

: s
Ay 7 ’
en un carré commutatif comme indiqué. (Condition PS 1 des catégories localement

filtrantes.)

Ces conditions impliquent que toute composante connexe X, de X est irréductible, ou ce
qui revient au méme, que Esp(X,) est irréductible,

[page 15]
mais ne sont pas impliquées par celle-ci.

Contrexemple, la catégorie 0-connexe 0 —2 1, avec a # 3. On a X/1 20, 1, qui n’est
B

pas irréductible, puisque ®\{1} ~ ¢ est un ouvert disconnexe [® = X/1, ¢ = o o].

J’aimerais une condition ‘topossique’ sur X, équivalente a X ‘pseudo-filtrante a gauche’,
i.e. les composantes connexes filtrantes, i.e. PS 1°PP (condition ¢’) ci-dessus) + PS 2°PP
(condition de la double fleche), et qui de plus implique que tout objet 0-connexe de X*
(i.e. tout objet X' de Cat étale sur X et O-connexe) soit Wo,-asphérique. Et je songe a la
notion de ‘totale asphéricité’” de Pursuing Stacks.

Définition 2.2. (**) Soit X une catégorie.
a) On dit que X est faitblement filtrante (**) si X # (), et si pour a,b € Ob X, 3 c et des
a
fleches ¢ <b e X/[a]NX/[b] # 0. (NB X est faiblement filtrante (**) a gauche
si et seulement si Ord(X) l'est, i.e. est filtrante a gauche. ReNB X faiblement
filtrante = X 0-connexe.)

13Cf. tableau récapitulatif pages 97, 98 et surtout 99.

HMdire plutot pseudo-filtrante, réserver ‘faiblement filtrante’ & ‘localement faiblement filtrante’ (ou
irréductible) + connexe, condition PS l’g.

15 pseudo-filtrante.
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b) On dit que X est localement faiblement fillrante a gauche ou plus simplement préfil-

trante a gauche si les catégories X/z (z € Ob X) sont faiblement filtrantes a gauche,
a
i.e. si X satisfait la condition : V diagrammes ; >;v, 3¢ dans X et des fleches de

¢ dans a, b rendant commutatif le carré

c TN z
('%). (NB Cette condition implique que Ord(X) est localement faiblement filtrant,

o !
mais n’équivaut pas a cette derniere. Exemple, X = 0—=1, X/1 =
faiblement filtrante a gauche.) f

0//) 1 n’est pas

[page 16]

NB Si X localement faiblement filtrante a gauche, tout X’ étale sur X itou.
NB (') X localement faiblement filtrante a gauche <= les composantes connexes
sont faiblement filtrantes a gauche, ou encore si X est 0-connexe, X localement
faiblement filtrante & gauche <= X est faiblement filtrante ('*) & gauche. On a en
effet <= tautologiquement ('?), et => en montrant que si PS 1 [est] satisfait, alors
PS(a,b) défini par X/[a]NX/[b] # 0 est une relation d’équivalence, impliquée par la
relation C'(a,b) : {Hom(a,b) # 0 ou Hom(b,a) # 0}, donc la relation d’équivalence
(homotopie) engendrée par C(a,b) est plus fine que PS(a,b).

¢) On dit que X est filtrante a gauche, ou cofiltrante, si elle est faiblement filtrante
(*%) a gauche (donc non vide), et satisfait (en plus de la condition PS 1}, de a)) la
condition PS 2, suivante :

u w
Pour toute double fleche a — b, [11] existe [une] fleche ¢ — a telle que uw = vw
(). ”
Il revient au méme de dire que X satisfait les trois conditions a’) X est 0-connexe
(plus forte que X # @), b’) PS 1, i.e. X localement faiblement filtrante a gauche et
¢') PS 2 comme avant.

d) On dit que X est localement fillrante @ gauche si les composantes connexes sont
filtrantes a gauche, i.e. si X satisfait les conditions PS 1 et PS 2 (‘pseudo-cofiltrante’
dans la terminologie de SGA 4). NB Si X est localement filtrante a gauche, il en est
de méme de tout X’ étale sur X, car c¢’est évident pour PS 1 qui concerne les X/z,
et pour PS 2 cela résulte du fait que X’ — X est fidele. Donc si X est localement
cofiltrante, les X/a sont filtrantes, mais la réciproque est fausse.

'SCondition PS 1.
"Faux.
18pseudo-filtrante.

o
9faux, ainsi 0 ——, 1 est 0-connexe et faiblement filtrante & gauche, mais non pas localement faiblement
B

0 o

. ~ N , .

filtrante & gauche car 1 ne se complete pas en un carré commutatif.
0

20pseudo-filtrante.
21} . trois conditions a) X # 1] b) PS 1/ habituelle ¢) PS 2 (double fleche).
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On a les notions duales : faiblement fillrante a droite (ou simplement faiblement filtrante),
et fillrante a droite ou simplement filtrante. (Notions duales de a), c) ci-dessus.) Pour la
notion duale de b), savoir que les 2\ X soient faiblement filtrantes, on ne peut plus I'appeler
‘localement faiblement filtrante’, mais ce serait colocalement faiblement filtrante.

af o
Exemple. X — (o R 3) avec (aa! = B) # (af' = Bal).

B B
[page 17]
Seule la notion a) (faiblement filtrante (*?) a gauche) ne dépend que de Ord X - mais
bien sir si X est préordonnée, toutes trois ne dépendent que de Ord X. Notons que dire
que ca ne dépend que de Ord X, ou que de Espsep X, revient au méme, puisque les deux
se déterminent mutuellement. La condition a) signifie que Esp X, ou aussi Top(X), est
irréductible. On dira que X est irréductible (au lieu de pseudo-filtrante). Les trois autres
notions ne peuvent s’exprimer en termes de Esp X ou de Ord X seul, mais elles s’expriment
en termes du Topos X. La condition b) (X localement faiblement filtrante) signifie que
Top(X) est localement irréductible, et on dira aussi que X est localement irréductible
(au lieu de localement faiblement filtrante). Ca signifie que pour tout X’ étale sur X et
0-connexe, X’ est faiblement filtrante a gauche, i.e. est irréductible.
Reste a exprimer la condition filtrante elle-méme en termes de Top X. Je rappelle a ce
propos :

Proposition 2.3. Les conditions sutvanles sur un topos X sont €quivalentes (quand S
(comme ‘site’) désigne une partie généralrice de Fais(X') = S*, formée d’objets 0-connexes
(*).)

a) St U,V sont deux objets 0-connexes de Ob X', U X V' est 0-conneze.

b) SiU est un objet 0-connexe de X", alors U — e est Wy-asphérique’, i.e. pour tout
V, la projection V x U —V induit mo(U x V) = (U).

¢) SiU,V [sont] dans X", alors
7T0(U X V) l’ﬂ'o(U) X 7T0(V>.

d) Comme a), avec U, V dans S. (Mais on suppose les objets de S 0-connezes.)
(24).
[page 18]

De plus, ces conditions impliquent que X est connexe, donc 0-connexe si X' # ). Cela
implique de plus que X est W,-asphérique, cf. Pursuing Stacks §35 (Corollary p. 52) (*°).

(Vest essentiellement Proposition 1 de Pursuing Stacks §65, cf. loc. cit. p. 170-171 (*9).
Cf. aussi Pursuing Stacks, §35, pages 50-55.

22

pseudo-filtrant.

Z3donc X est localement O-connexe.

2471 faudrait expliciter la démonstation avec celle de 2.9 ci-dessous (p. 25).
Z5Faux, loc. cit. ne dit rien de tel.

26Mais je m’y borne aux topos de la forme Top(A), avec A dans Cat.
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Définition 2.4. On dit que X est totalement 0-conneze s’il est localement connexe, non
vide et satisfait les conditions équivalentes de 2.3. (NB c’est un cas particulier de la notion
‘totalement W-asphérique’ de loc. cit. On a ainsi la notion de totalement n-connexe.)

Notons que pour un objet X de Cat, dire que Top(X) est totalement 0-connexe revient
a dire que X # (), et que pour z,y € Ob X, X y dans X" est O-connexe, i.e. X/z X y
est 0-connexe (*7). C’est une condition trés forte. On dira aussi que X est totalement
0-connexe. Notons ici

Proposition 2.5. Soit X' un topos. Si X est totalement 0-connexe, alors X est irré-
ductible. (En fait la conclusion vaut, tautologiquement, en supposant seulement que le
produit de deux objets 0-connexes de X est non vide, et il suffit méme de le supposer
pour des sous-objets de lobjet final ex.) En particulier, si X = Top(X), ou X est dans
Cat, alors X est fatblement fillrante a gauche.

Mais bien sur, cela n’implique pas que X’ soit localement irréductible.
[page 19]

Par exemple la catégorie A, ou toute petite catégorie stable par produits binaires, est
totalement 0-connexe, mais A n’est pas localement irréductible (les catégories induites
A/A", pour n > 0, ne sont visiblement pas irréductibles). (Mais rappelons que si X' =
Top(T'), T un espace topologique, alors T' irréductible implique que X est aussi localement
irréductible. Donc T' totalement 0-connexe implique Top(7') globalement et localement
irréductible, i.e. pour tout 7" étale sur T', et 0-connexe, T” est irréductible.)

Théoréme 2.6. Soit X' un topos localement connexe, S C X" une petite partie génératrice
Jormée d’objets 0-connexes. Conditions équivalentes (sauf ¢, ¢, qui semblent (**) plus
faibles, c¢f. démonstration).)

a) Tout topos induit X /U sur U 0-connexe dans X" est totalement 0-conneze.
d') Tout produit fibré U xw V d’objetls 0-connexes dans X" est 0-conneze.
b) X est localement irréductible, et ses composantes connexes sont totalement 0-connexes.
¢) Comme a), avec U dans S, i.e. les X /U (U € Ob S) sont totalement 0-connezes.
d) Comme d'), avec U, V, W dans S.
d) S est localement filtrante a gauche, i.e. S satisfail les deuz conditions

a

* - \ 2 \ R a \
PS* 1 Tout diagramme p ot dans S s’insére dans c o p

x commutatif.

out diagramme a —2 b s’insére dans un diagramme commutatif c— a —=b.
PS* 2 Tout diag >b s’ d diag tats >b
(*?)

27(Cela signifie aussi que diagy : X —= X x X est co-cofinale, i.e. X° —» X° x X° est cofinale, et
implique qu’il en est de méme de X — X P pour tout ensemble fini E.
28
sont.

ZNB On a équivalence de (a), a’), b), d),) qui impliquent c), c’), lesquels sont équivalents. Mais il

semble (3°) que c), ¢’) soient strictement plus faible. Cf. cependant les variantes e), e') dans 2.12 (p. 28,
29).

3071 s’avere. Clest bien vrai, ¢) et ¢’) n'impliquent pas les autres conditions, cf. annotation marginale
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[page 20]

Ces conditions impliquent que les objets 0-connexes de X (en particulier les éléments de
S) sont co-connexes.

Corollaire 2.7 (de I'équivalence b <= d). Soit X un objet de Cat. Pour que X soil
filtrant a gauche il faut et il suffit que Top(X) soit totalement 0-connexe et localement (et
donc aussi globalement) irréductible (ou encore que X soit totalement 0-conneze el que
pour toul x € Ob X, la catégorie localisée X[z soit irréductible (elle est méme totalement
0-connexe), ou encore que pour deuz objets a, b dans X, a x b € X" soit 0-conneze, et

a

! > x dans X, a X, b (dans X") soit 0-connexe) (*').

DEMONSTRATION de 2.6. On a le diagramme d’implications & tautologiques

a
par H
2.5

(<= par 2.3.)
b C

PS 1.
Montrons quand méme les deux implications ¢’) = PS 1 et b = PS 1.

pour

P e— !

&

o, &——

[page 21]
(’est contenu dans le

Corollaire 2.8. Soient X', S comme dans 2.6. Conditions €quivalentes :

a) X est localement irréductible, i.e. les topos induits X /U, ou U est 0-connexe, sont
irréductibles.

b) Toul produil fibré U xw V' d’objels 0-connexes U, V est ‘non vide’.

V') Toul produil fibré U xw V', avec U, V ‘non vide’, W 0-conneze, est non vide.
¢) Les X [z avec x € S sont irréductibles.

d) Comme b), avec U, V, W dans S.

e) S est localement faiblement filtrante a gauche, i.e. satisfait PS* 1.

Tci les implications 4 évidentes sont

p. 28 (cas de X = Bg).
31 Exemple de X totalement 0-connexe, mais non cofiltrant, i.e. non localement irréductible? La

do
catégorie A des simplexes type est totalement 0-connexe, mais n’est pas cofiltrante car A° = ¢ —2 A’
o1
ne peut étre égalisé! Donc [la catégorie opposée] A° = T est telle que I —= I soit cofinal pour

tout ensemble fini £, mais [ non filtrante.
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b’ > b S

a
d < > e < > C.
o
Prouvons les implications de la ligne du bas. Considérons d). Si y z [est] dans

S, dire que le produit fibré dans X" est ‘non vide’ signifie, puisque S est un systeme de

générateurs et en particulier non vide, qu’il existe ¢ dans S et ¢ — a x,.b, ou ce qui revient
v a v a

au méme, ¢ | . rendant commutatif le diagramme ¢ =
AL

z. Donc d) équivaut a

PS 1, i.e. a €) (X localement faiblement filtrant a gauche). Considérons la condition c) :
les X/a = (S/a)™ sont irréductibles. Cela signifie que pour deux sous-objets non vides
U,V Cadans X", on a UNV # (), ou encore que pour deux cribles

[page 22]

U,V de S/z,si U, V non vides (ce qui signifie que les sous-objets de z dans X" qu’ils
définissent sont ‘non vides’, ou que les objets de S sont ‘non vides’ dans X'"), alors

UNYV est non vide. On peut supposer que U, V est engendré chacun par une seule fleche
a@— x, b —+ 2. Le crible intersection est formé des objets ¢ — x de S/x tels que c — x

.a
se factorise par un ¢ = . donc dire que ce crible n’est pas vide, signifie que PS 1 est

satisfait pour les deux fleches données u, v. Donc ¢) équivaut a la condition PS 1[, i.e.
al e.

Ainsi on a établi
b=b=a= (c=d<=e),

reste a prouver que ¢ = b’. Soit donc U\ / 4 un diagramme d’objets ‘non vides’,
w

avec W 0-connexe, il faut prouver que le produit fibré est non vide. Considérant a — U
et b—V avec a,b € S, on est ramené au cas ou U = a, V = b dans S. Prouvons que
si a xXw b est ‘vide’, alors W est disconnexe. Pour ceci, considérons la sous-catégorie C'
de S/W formée des + —= W tels que a xw = soit ‘non vide’. Désignant par w(a), w(z)
I'image de a, © dans W, cela signifie que w(a) Nw(z) # 0.

[page 23]

Notons que tout quotient dans X" d’un objet irréductible est irréductible, donc w(a),
w(z) sont des objets irréductibles. Cela montre que pour z dans C' et 2’ dans S/W, on a
' dans C, 1.e. w(a) N w(:v’) # () si et seulement si w(:v) N w(;v’) + (). (Lemme direct : dans
un objet W d’un topos X', si on a [des] sous-objets Wy, Wy, Wy irréductibles, si 'un
des deux [plutdt trois] rencontre les deux autres, ceux-ci se rencontrent.) Cela montre
que C est un crible, puisque '’ — z implique w(z') C w(z), donc w(z’) rencontre w(z),
donc aussi w(a). Mais alors le co-crible C" = (S/W)\C est également un crible, car si ¢
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est dans C”, i.e. [si] w(c) ne rencontre pas w(z), a fortiori pas tout =’ au-dessus de z,
pour lequel on aura w(z’) C w(z). Ainsi, S/W est décomposé en somme de deux ouverts
C', C', non vides puisque 1'un contient a, 'autre b. Par suite, W est décomposé en somme
de deux sous-objets non vides, donc W est non 0-connexe.

On a prouvé 2.8, donc aussi (revenant a 2.6) les implications vers PS 1 dans le diagramme
page 20. Il reste a prouver

b= PS2 ¢ = PS2
PS1+ PS2(ie.d) =

(32),
[page 24]

Nous nous plagons donc dans I’hypothese ou PS 1 est satisfait (puisque b), ¢’) et d)

impliquent PS 1), donc ot on est sous les conditions équivalentes de 2.8 - X est localement

irréductible. Considérons alors la condition PS 2, et prouvons qu’elle est impliquée tant par
u

b), que par ¢’), et qu’elle implique a'). Elle signifie que pour une double fleche « — b dans

v
S, le conoyau [plutét noyaul dans S, ou, ce qui revient au méme, dans X = §~ C S*
bl y p y bl bl q bl = bl
est ‘non vide’. On peut I'écrire sous la forme d’un produit fibré

a —Y L ph

diag

Ker(u,v) —— b.
Ici par hypothese a et b sont des objets O-connexes de X" (ceux de S I'étant), c¢) est
vérifié ((X localement irréductible et) ses composantes connexes [sont] totalement 0-
connexes), alors b x b est 0-connexe comme produit de deux objets 0-connexes sur une
meéme composanle connexe, laquelle est totalement 0-connexe. Comme X' x X est locale-
ment irréductible, il s’ensuit que le produit fibré est non vide (2.8), donc b) = d).
Prouvons d) = a), i.e. si

[page 25]

S est localement cofiltrante, alors les topos induits X' /W, ou W est 0-connexe, sont
totalement 0-connexes. Ce topos induit est décrit par le site S/W, i.e. S/W est un systeme
de générateurs. Or si S est localement filtrante, S/W (étale sur S) I'est aussi. Donc on
peut supposer W = ¢, et a prouver que si S est localement cofiltrante et X' 0-connexe,
alors X' est totalement 0-connexe. Notons que X' 0-connexe équivaut a S 0-connexe - il
faudrait quand meéme 'expliciter :

Lemme 2.9. Soit X' un topos, S C X" une sous-calégorie pleine généralrice formée
d’objets 0-connexes. Alors X est 0-connexe si el seulement si S [’est - plus généralement,
lensemble ordonné des sous-objels a la fois ouverts et fermés de S dans Cat (ou encore des

32NB finalement on ne prouve pas ¢/ = PS 2.
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sous-objets ouverts = cribles de S qui sont aussi fermés, i.e. des cocribles) est isomorphe
a celut des sommandes directs de X .

Je Dai utilisé tacitement dans la démonstration de 2.8, pour le topos induit X'/W. Je
n’explicite pas la démonstration.

Ainsi (revenant a la démonstration de d) = c) dans 2.6.) S étant 0-connexe et localement
cofiltrante,

[page 26]

[elle] est en fait cofiltrante. Donc pour deux objets a, b de S, 9 ¢ avec ¢ —a, c—> b
(condition PS 1', plus forte que PS 1). Pour prouver que X’ est totalement 0-connexe, on
est réduit a prouver par 2.3 que les @ x b dans X" sont 0-connexes. Par 2.9, il revient au
méme de prouver qu’ils sont 0-connexes dans S”. Donc on est ramené a prouver le

Lemme 2.10. Soit S une catégorie cofiltrante. Si a, b sonl deux objels de S, a X b est un
objet 0-connexe de S™.

On voit de suite qu’il suffit de prouver (et en fait il revient au meéme, compte tenu que
a X b est localement irréductible) que si on a deux fleches

r —— axb

Y,

alors © Xqxpy # 0, i.e. 3 z dans S rendant commutatif

r —— axb

zZz — Y.

Or par PS 1’ il existe bien un z s’envoyant dans x et dans y, mais les deux fleches composées

z—Taxb,
i.e. chacune des double fleches
(*) z " a
(*’) z 7 b

peuvent n’étre pas égales. Mais par PS 2,
[page 27]

on peut trouver
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égalisant la double fleche (), donc on peut supposer que celle-ci est déja triviale. Appli-
quant encore une fois PS 2, par un 2" — 2/, on égalise de méme la double fleche (+'), et
on gagne. On a donc prouvé, finalement,

a a’ b > d (=PS 1+ PS 2)

|

C (:}(‘,,’

mais pas I'implication inverse. En d’autres termes, si les topos induits X' /a, pour a dans
S, sont totalement (-connexes, je n’ai pas prouvé qu’il en est de méme des X'/W, W un
objet 0-connexe quelconque de X', Ainsi, on en est au point suivant

Perplexité 2.11. Soit X dans Cat. Si X est localement filtrante a gauche, alors les
produils fibrés a X, b d’objets dans X sont des objets 0-connexes de X, et cette condition
a son tour implique PS 1, i.e. que X est localement irréductible. Mais en présence de cetle
hypothese PS 1, ou X localement irréductible, la condition sur les produits fibrés a x, b
equivaut a la suivante : pour tout diagramme [en] traits pleins

[page 28]

¢ —— aXzb
i

€ s - d} avec r, a, b} C, d dans X,

on peut compléter en un diagramme commutatif, avec e dans X. En d’aulre termes, toul
diagramme commulatif a traits pleins ci-dessous se compléte en y rajoutant un ‘objel
inttial’ e

(7).

Cette condition est donc impliquée par X localement cofiltrante, et elle est satisfaite aussi
par ce qui précede plus généralement si et seulement si (**) les X/x sont cofiltrantes (*°).
Mais la réciproque est-elle vraie - cette condition de totale 0-connexité des X/x implique-
t-elle que X soit totalement 0-connexe? Mais je n’ai pas construit d’exemple ou les X/x

3311 suffit d’exiger pour e la commutativité des deux carrés (e c b d) et (e d a c).
345i et seulement si?
35Elle signifie que X satisfait PS 1, et la condition

PS’ 2 Tout diagramme commutatif

a s bh—2x
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sont cofiltrantes sans que X soit localement cofiltrante (ou ce qui revient au méme, de X
0-connexe avec les X/z cofiltrantes sans que X en soit cofiltrante)(*); ni d’exemple ou
les X/x sont totalement 0-connexes, sans que les X/ soient cofiltrantes. Mais notons le

Corollaire 2.12 : Les conditions équivalentes a), '), b), d) (a Uexclusion de ¢), ), plus
Jaibles apparemment) du théoréme 2.6

[page 29]
équivalent encore a la suivante
e) V. dans S, le lopos induil X [z et le topos induit X |z x x est irréductible (°7),
ou encore a la suivante
¢)Vaxdans S, S"x et S"/x xx sont irréductibles, i.e. S/x et S/x xx sont irréductibles
(38).
C’est la forme ‘topologique’ la plus faible en apparence que je peux trouver pour la

condition S localement cofiltrante, i.e. X (ou Top(.S), au choix) localement totalement
(-connexe.

Définition 2.13. On dit qu’un topos X est localement totalement 0-connexe s’il satisfait
aux conditions équivalentes a, a’, b, d du théoreme 2.6, i.e. si X' est localement connexe
et si de plus tout topos induit 0-connexe est totalement 0-connexe - le produit fibré de
deux objets 0-connexes sur un troisieme est 0-connexe. Il revient au méme de dire que
toute (ou que une) sous-catégorie pleine génératrice S de X" formée d’objets 0-connexes
est localement cofiltrante (en supposant toujours X localement connexe, ou ce qui revient
au méme, 'existence d'un S formé d’objets O-connexes).

On n’a pas terminé encore la démonstration de 2.6 - il reste a prouver que si X' (supposé
localement totalement 0-connexe) est 0-connexe, il est oo-connexe - ou encore que les
composantes connexes de X', supposé localement totalement 0-connexe, sont co-connexes,
i.e. Wo,-asphériques.

[page 30]

Corollaire 2.14. Notons quand méme que si X est de la forme Top(T), T un espace
topologique, alors X est localement totalement 0-connexe si et seulement si il est localement
irréductible, i.e. si el seulement si T est localement irréductible.

s’insére dans un diagramme commutatif

y—a_3b—>zx.

36Mais il y a un contre-exemple évident, si X est un groupoide 0-connexe, les X/x sont &/ e, donc
cofiltrantes, mais X n’est cofiltrant (i.e. [mot(s) illisible(s)]) que si X est 1-connexe. P.ex. si C est
un groupoide # 1, alors X = Bg est tel que les X/x sont cofiltrantes, mais X non cofiltrant.

37TNB X /z inutile.

i
38S/x inutile, car ¥ —* & x x est une immersion ouverte non vide, donc si x x x est irréductible,

Pest aussi. Mais il revient au méme de dire que les S/z sont irréductibles (condition PS* 1, cf. 2.8, p. 21)
diag . L .y . .
et que les ¥ —  x x sont dominants (ce que implique en effet que z x 2 est irréductible). Ceci redonne

immédiatement la forme PS* 2 de la condition cofiltrante.
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On est ramené a prouver que cette derniere condition implique la condition d) de 2.6, et
on peut prendre pour S l’ensemble ordonné des ouverts connexes non vides de S, cela
devient alors évident.

Ceci dit, il faut se rappeler que la théorie cohomologique des espaces topologiques irréduc-
tibles n’est nullement triviale - comme nous le montre FAC de SERRE ! D’autre part, c’est
SERRE qui m’avait fait observer que pour des coeflicients constants, la cohomologie d’un
espace irréductible est triviale.

Dans le cas actuel, prouvons déja, si X’ est 0-connexe et localement totalement 0-connexe,
que tout revétement de l'objet final de A est trivial. Il suffit de voir que si U est 0-
connexe, [/ —» e est un isomorphisme. Mais considérons /' . U x U, on sait que c’est un
sommande direct, et comme U x U est connexe, c’est un isomorphisme. Donc /' — ¢ [est
un] monomorphisme, donc sommande direct, et comme U # (), on a  — ¢ isomorphisme.

Reste a prouver que pour tout faisceau
[page 31]

abélien constant F sur X', on a H'(X, F) = 0 pour i > 0. On procede par récurrence sur
i, c’est déja fait pour ¢ = 1. Supposons que ce soit prouvé pour les j < 1 (i fixé) pour tout
topos lotalement 0-conneze. Soit £ € H'(X, F), soit U — ¢ [un] épimorphisme tel que
£|U = 0, et considérons la suite spectrale

EY = HP(C(U*,HY(F))) = H*(X,F).
On a par hypothese totalement 0-connexe
(*) mo(U?) 2 mo(U)*,

et les composantes connexes de U? sont totalement 0-asphériques,

donc par hypothese de récurrence p

EY =0 s10<qg<i,
donc on trouve une suite exacte

0— H(C(U*, F)) — H'(X,F)— H°( H(U*,F) )= Ker(H'(U, F) = H'(U*, F)).
N—_———
complexe
co—semisli)mplicial
pour ¢
variable
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Par hypothese sur U, 'image de ¢ dans le troisieme terme est nulle, donc ¢ appartient au
premier terme. Mais pour (), le complexe C'(U*, F') est le complexe trivial des puissances

de I = my(U), a coefficients dans M (si F' = My). Sa cohomologie

[page 32]

en degrés > 0 est nulle, donc ¢ = 0, g.e.d.

Proposition 2.15. (*°) Soit X un objel de Cat. Conditions équivalentes :

a) X est filtrant, i.e. X est 0-connexe el X° satisfail les condilions équivalentes du
théoréme 2.6 (X" est localement totalement 0-connexe).

b) Lobjet final de X" est ind-représentable.
DEMONSTRATION. On sait qu’on a

(2151) eExXA X~ h_Hl»I,
rzeX
limite inductive prise dans X”*. En effet, cela signifie aussi que pour tout objet a dans X,
on a
lim  z(a) e (ensemble ponctuel)
Homx (a,z)

Mais considérons I'objet X' = a\ X — X coétale sur X, qui est donc Cat-cofibré sur X,
on sait que 'on a

mo(X') ~ lim mo( X)),

reX

ou X! = Hom(a, z), donc on trouve e
lim Hom(a, z) = mp(a\X) = e
reX

car a\ X est 0-connexe.

La formule (2.15.1) montre que si
[page 33]

X est filtrant, exa est limite inductive filtrante de foncteurs représentables. On sait
d’ailleurs qu’on peut réindexer par une catégorie ordonnée filtrante (cf. SGA 4, 1 8.1.6
(c’est du a P. DELIGNE!)).

On a prouvé a = b, prouvons b = a. Supposons donc

EXA = h_Hl._ s,
iel
ou [ est un (petit) ensemble ordonné filtrant, et / — X un foncteur. Prouvons PS 1’
a
(forme droite), i.e. pour a, b dans X, [11] existe ! > z . En effet, comme lim Hom(a, z;) =

I
e, il s’ensuit que Hom(a, z;) # () pour ¢ grand, de méme Hom(b, z;) # (}, donc il suffit de
a

! Pt Prouvons PS 24, i.e. que pour [une] double fleche a — b, [11] existe

b— x qui égalise.

prendre

39Cest déja dans SGA 4, 18.
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[page 34]

Soit &;, dans Hom(b, z;,), ses deux images dans Hom(a, z;,) ne sont pas nécessairement
égales, mais le deviennent dans la limite inductive, réduite a e, donc deviennent égales en
composant avec x;; — x; pour ¢ assez grand, donc le composé b — z;; — x;

a S b—x;—

égalise la double fleche.

Corollaire 2.16. Soit W un localiseur fondamental satisfaisant 'axiome des limiles
Loc (8). Si X dans Cat est une catégorie filtrante ou cofillrante, alors X est W-asphérique.
Plus généralement et agréablement :

Corollaire 2.17. Soit W comme dans 2.16. Alors loule calégorie fillrante est totalement
W-asphérique (*°), i.e. pour toute fleche f: X —Y dans Cat, lobjet fi(ex) de ey (défini
ausst comme y+——mo(y\X), et intervenant dans la factorisation canonique de f en ip,
avec p étale el les cofibres [ 7] de p 0-connexes)

[page 35]
est W-asphérique. En fail, Y/ fi(exn) est méme une calégorie filtrante.

En effet, le foncteur fi commute aux limites inductives, donc fiexa est limite inductive
filtrante des fi(xz;) = f(x;). Donc Y/ fi(exa) est limite inductive filtrante des Y/ f(x;).

Donc c’est méme une catégorie filtrante, a fortiori elle est W-asphérique.

Donc finalement, on trouve des exemples non triviaux de catégories totalement W-asphériques,
i.e. des exemples donc des catégories sans objet final.

Corollaire 2.18. (*') Soit X dans Cat, F dans X". Pour que F soil ind-représentable
il faut et il suffit que X/F soit fillrante.

En effet, par (2.15), X/F est filtrante si et seulement si l'objet final F' de X/F provient
d’un ind-objet de X/F, mais cela signifie aussi que F est la limite inductive dans X” d’un
ind-objet de X, i.e. que F est ind-représentable.

[page 36]

Question. Si X dans Cat est totalement We,-asphérique, i.e. les fi(exn) sont We-
asphériques pour toute fleche [ : X —Y dans Cat, ou encore pour toute telle fleche,
avec les y\Y 0-connexes (y € ObY ), Y est W, -asphérique - cela implique-t-il que X soit
filtrante ¢ CGa ne m’étonnerait pas - et méme en supposant seulement les fi(exa) 1-connexes
(**) (ils sont 0-connexes, des que X Vest). Mais je ne veux pas m’attarder a présent sur
cette question.

La réponse a la question précédente est négative, comme on voit par la :

40cf, XTI, §V pour cette notion, que j’ai beaucoup peiné 4 dégager et & comprendre !
41déja dans SGA 4,18.

*2T1s le sont toujours (cf. XIT, p. 101), c’est 2-conneze qu’il faut lire ici!
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Proposition 2.19. (**) Soit X dans Cat telle que diagy : X — X x X soit cofinal (**),
i.e. telle que X° soil totalement 0-connexe. Alors X est totalement W, -asphérique (donc
ausst totalement W-asphérique pour tout localiseur fondamental W tel que W 2 W, ).

Soit en effet un foncteur cofinal f : X — Y il faut prouver que Y est W, -asphérique.
Or on sait que totalement 0-connexe implique W,-asphérique (**) (cf. proposition 2.3,

. . . d
p. 17-18), donc il suffit de voir que Y? est totalement 0-connexe, i.e. Y Y x Y cofinal.
Or on a le diagramme commutatif

X ™, x«X

fxf

Yy - Ly vy,

ou par hypothese f, donc aussi f x f, et dx sont cofinaux. Donc ¢ = (f x f)opyx [plutdt
¢ = (f x f)odx] est cofinal, et comme ¢ = dy f et f est aussi cofinal, on conclut que dy
Iest, q.e.d.

Corollaire. A ¢tant totalement 0-connexe, A° est totalement Wy, -asphérique, pourtant
elle n’est pas filtrante.

Question. X lotalement W, -asphérique —> X° totalement 0-connexe ¢ Ou du moins
implique PS 1'%

[page 36bis]
Contrexemple 2.20 a la proposition fausse 2.19.

Soit X un objet de Cat, rajoutons-lui la catégorie finale e comme fermé, i.e. considérons
un objet X’ de Cat dans lequel X soit un sous-objet ouvert, e le fermé complémentaire :

Xd.X'.iJe.

On sait (cf. XII) qu’une telle opération est déterminée, a isomorphisme pres, par la donnée
d’un objet
H € Ob X"

en posant

H(z) = Homx/(x, €),

la catégorie X/e s’identifiant (& isomorphisme pres) a X/H. Elle est donc 0-connexe si
et seulement si 'objet H de X" est 0-connexe. Cela signifie aussi que le morphisme 7 est
cocofinal, i.e. que 1° : X° — X% est cofinal. Supposons maintenant X W_,-asphérique
et totalement 0-connexe, i.e. I'actuel Loc (6), cf. XVI. La proposition 2.19 affirme que,
sous ces conditions, X’ (qui est lui aussi totalement 0-connexe) est méme W-asphérique.
Il s’ensuivrait donc que 1 € W,. Mais par XII, th. 4, cor. 4 (p. 149), il s’ensuivrait que

BFaux.
4cf, définition 3.3, p. 45.
B est faux.
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[page 36ter]

X/e est W,-asphérique, i.e. H W,-asphérique. Ainsi, si X est totalement 0-asphérique,
tout objet 0-connexe de X” serait oo-connexe. Mais c’est manifestement faux, p.ex. si on
prend pour X une catégorie-test pour W, p.ex. X = A.

Cela me fait soupgonner que la conjecture
X totalement W, -asphérique = X filtrante

pourrait étre valable.
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[page 37]

3 Retour sur la cofinalité

I est instructif de relier les questions de cofinalité (pour une fleche u : I'— I dans
Cat) au dérivateur HOTy,, ou Wy C Fl1Cat est le plus grossier des localiseurs dans Cat
satisfaisant "axiome de connexité Loc 5, i.e.

(3.1) Wo = {f € FlCat | mo([f) bijectif}.

On trouve alors, pour I dans Cat, une équivalence canonique, 2-fonctorielle en 1,

(3.2) HOTw, (1) =~ I" € Hom([, (Ens)), [plutst Hom(I°,Ens)]

en d’autres termes, on a une équivalence

(33) HOTW0 ~ D(Ens)-

Quand HOTy, est défini par localisation a partir de la catégorie Cat([/) & Hom(/°, Cat),
la fleche (3.2) est celle déduite, par localisation, de la fleche

ml: Hom(I°,Cat) — Hom(I°,(Ens))

(3.4)

X o O X,
ou
(3.5) mo : Cat —» (Ens)

est le foncteur ‘composantes connexes’. Si on décrit HOTy, (1) comme localisée de Cat//,

(3.2) est déduit de la fleche

Cat/I — 1" =Hom(/° (Ens))

(3.6)
X e wo(X/I) = (i — mo(i\ X)).

[page 38]

Ainsi, les foncteurs familiers, pour une fleche

w:l'—1T

dans Cat
(3.7) o,
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s’interpretent comme les foncteurs de méme nom pour le dérivateur HOTyw,, ou plus di-
rectement, pour le dérivateur (qu’on pourrait faussement considérer comme canularesque)

D(Ens)-
Cela donne un sens a la cohorte des notions cohomologiques associées a un dérivateur,
ou plus particulierement, a un localiseur fondamental W sur Cat (donnant naissance au

dérivateur HOTy ). On les désignera par le nom de Wy-fourbi (au lieu de HO Ty, -fourbi,
ou D(Ens)—fourbi), notamment pour une fleche v : I’ — I de Cat telle la notion

Wo-équivalence <— mo(u) bijectif.)

Wo-asphérique <= les I'/i pour i € Ob I sont
0—connexes.)

Wo-coasphérique ( <= les i\’ pour 1 € Ob [ sont
O—connexes.)

Wo-propre (*9) ( <= les inclusions I!—I"/i (1 € Ob )
sont Wy-coasphériques, i.e. les fibres
des colocalisées '\ I' —= i\ [

(v = u(i)) [plutdt (2= u(s))]

sont 0-connexes )

[page 39]
Wo-lisse (*7) ( <= les inclusions I! — i\ I
sont Wy-asphériques, i.e. les fibres
des fleches localisées I'/i' — 1 /1
(3.8) (¢t = u(1')) sont O—connexes.)
Wo-parfait ( Wo-propre et Wo—lisse.)

—
Wo-équivalence universelle (%) ( <= o bijectif et le reste par tout

changement de base. Ce sont aussi
les Wy-fibrations (ou Wy-fibrations
faibles a fibres Wy-asphériques,

i.e. 0—connexes.)

Wo-fibration ( < wu*: Cat/I — Cat/I' transforme
Wo-équivalences en Wo—équivalences.)
Wo-fibration faible (*?) ( <= le changement de base

u* : Cat/I — Cat/I' transforme
homotopismes J; — .J; en
Wo-équivalences - et il suffit de
I’exiger pour l'inclusion d’un objet
final (ou au choix initial) et pour

I’inclusion d’un point dans Al.)
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[Nous avons une] implication stricte (et comment)
Wy-équivalence universelle =—> W-fibration

[et une] implication siricte (et comment!) (°9)

Wy-fibration = W-fibration faible.

Signalons, comme exemple d’utilisation de ces notions, que pour un diagramme cartésien
dans Cat ’
It

(3.9) u v

I —2 .

la fleche de changement de base pour wu., v, pour les préfaisceaux est [un] isomorphisme
si u est Wy-propre, ou p Wy-lisse, et la fleche de changement de base pour w, vy est [un]
isomorphisme si u est Wo-lisse ou p Wy propre (°'). Je signale & ce propos que ces énoncés,
qui a priori se formulent pour les préfaisceaux a valeurs dans (Ens), restent valables

[page 40]

pour des préfaisceaux a valeurs dans une catégorie M quelconque (sous réserve d’existence
des operations d’images directes cohomologiques ou homologiques envisagées). Cela se voit
p.ex. en notant que

(3.10) Wo-équivalence = D p-équivalence

pour toute U-catégorie M, d’ou résulte que toute (°*) ‘Wy-notion” implique la D p-notion
correspondante, et permet donc d’appliquer a Dz les résultats le concernant. (Il y a bien

sur un argument direct, moins savant, consistant a se ramener au cas ou M est petite, et
a utiliser alors le plongement pleinement fidele M C . M?" resp. M . ((M°)")°.)

Je rappelle pour mémoire une (troisieme?) caractérisation des fleches w : I'— 1 W-
propres (resp. Woy-lisses) : ce sont celles pour lesquelles le foncteur changement de base
u* : Cat/] — Cat/I' transforme fleches Wy-coasphériques (resp. Wy-asphériques) en
itou. Cela gagne en intérét, du fait que la notion de foncteur Wy-coasphérique (resp.
Wo-asphérique) s’interprete comme celle de foncteur cofinal (resp. co-cofinal), cf. plus

bas.

46Exemple : les Cat-cofibrations.

47TExemple : les Cat-fibrations.

BExemple : les fleches Wy-lisses ou Wy-propres, a fibres 0-connexes.

Exemple : les fleches Wy-lisses telles que mo(I'/T) = (i mo(:\I')) = ui(epa) soit localement
constant sur 7, i.e. mg(/'/I) soit un revétement étale de I, ou si u°PP satisfait cette condition.

50Mais si les fibres sont O-connexes, les deux notions de Wy-fibrations sont équivalentes et signifient
qu’on a une Wy-équivalence universelle . ..

31Gauf erreur, ca donne deuz caractérisations des morphismes Wo-propres, ou des morphismes W-lisses.

52Pas tout a fait exacte pour toute ‘Wy-notion’, il faut excepter les deux notions de Wy-fibration forte,

et faible.
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[page 41]

La notion de Wy-fibration apparait comme extrémement forte - beaucoup plus forte a
certains égards que celle (disons) de W, -fibration ou de W, -fibration. Elle équivaut a
ceci (comme on voit aussitot) : pour toute composante connexe I’ de ', désignant par I,
la composante connexe correspondante de I, et pour tout J, 0-connexe et au dessus de
I, le produit fibré I’ xj, J, est encore 0-connexe. ((a ressemble aux histoires de totale
0-connexité d'un topos!) Mais cela signifie aussi que [/, — [, est une Wy-équivalence
universelle. Cela implique que ses fibres sont 0-connexes, et la réciproque est vraie si u :
I" — I est Wy-propre ou Wy-lisse. Ainsi, la condition essentielle pour une Wy-fibration est
celle que les fibres des fleches induites I], — I,y [plutét I, — I,] soient O-connexes.
En fait, on a ceci

Proposition 3.1. Soit u : I' — I une fleche dans Cat.

a) Pour que ce soit une Wy-équivalence universelle, il faul et il suffit que pour toule
A'— ], ie. toute fleche a de I, la catégorie I' x; A’ def I'la soit 0-conneze, ou
encore que les fibres de I sotent 0-connezes, el que pour toute fleche non identique
a de I, I'la soit 0-conneze.

b) Pour que u : I'—1 soit une Wy-fibration, il faut et il suffit que pour toute com-
posante connexe I', de

[page 42]
I', posant o = u(d'), la fleche induite I, — I, soil une Wy-équivalence universelle
(¢f. critére a) pour cetle notion).

¢) Pour que ce soit une Wy-fibration faible, il faut que ¥ i € I, Uinclusion I} C i\’
soil une Wo-équivalence, i.e. mo(I]) = mo(:\I') soit bijectif, et que i — mo(i\ 1) soil
un préfaisceau localement constant sur I (i.e. mo(I'/T) soil un revétement étale de
I). Celte condition est ausst suffisante, si u est Wy-lisse. De plus (pour mémoire) u
est une Wy-fibration faible si el seulement si u°PP [’est.

La plus grande différence entre la notion de Wy-fibration, et celle de Wy-fibration faible,
me parait que les morphismes Wy-parfaits (i.e. Wy-lisses et Wy-propres), et a fortiori les
W-parfaits pour un localiseur fondamental W C W, sont forcément des W-fibrations
faibles, mais (méme st W = W, le plus fin de tous les localiseurs fondamentaux) ne
sont pas des W-fibrations. I.’exemple le plus frappant a cet égard est sans doute celui des
revétements étales, qui sont W,-parfaits (donc

[page 43]

des W,-fibrations faibles et a fortiori des Wy-fibrations faibles), mais pas des Wy-fibrations ;
car dans le cas ou I, I sont O-connexes, il faudrait que les fibres soient 0-connexes (cf. b)
ci-dessus), i.e. que u soit un isomorphisme!

Une propriété sympathique des morphismes W-lisses (resp. Wy-propres), c’est que ce sont
des applications ouvertes (resp. fermées) pour les espaces topologiques sous-jacents, ce qui
signifie en effet que les fibres locales, i.e. des fleches localisées en haut I'/i" — I /i (resp.
colocales, i.e. les fleches colocalisées en bas '\I' —i\T), sont surjectives, i.e. a fibres
non-vides (ce qui est impliqué par la condition que celles-ci soient 0-connexes).
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Dans tout ¢a je n’ai encore guere parlé des fleches Wy-asphériques resp. co-asphériques,
qui pourtant sont ici une motivation principale pour introduire Wy!

Proposition 3.2. Conditions €quivalentes sur la fleche w: I'— T dans Cat :

a) Pour toute U-catégorie M et tout foncteur F : I — M, la fleche canonique (sous
réserve que les petites limites inductives soient représentables dans M),

(321) lig u*(F) — liny F
I T
[page 44]

est [un] tsomorphisme.

a’) Pour toute U-catégorie M ou les pelites limites projectives sont représentables et
tout F € M(I) = Hom(I°, M), i.e. tout préfaisceau sur I a valeurs dans M, la
fleche canonique

(3.2.2) lim F'— lim u™(F)
est [un] isomorphisme.
a”) (°*) Comme d', avec M = (Ens), i.e. F € ObI".
(1),
b) La fleche u est Wy-coasphérique, i.e. pour tout 1 € I, i\I' est 0-conneze.

L’ équivalence de a, a’, a” est & tautologique en termes des définitions (cf. SGA 4,1, 8...).
La forme a” s’écrit, posant D = HOTw,, que V F' € D([]), on veut que

3.2.3 HY(I,F) — HY(I' u*F [plutst HY(I,u*F) ]
D D p D
E (P E o (F) E pp L (wrF)

(pr: I —eet pp: I'— e les foncteurs canoniques) soit [un] isomorphisme. On sait que
cela équivaut a u D-coasphérique. La démonstration est un jeu amusant entre uy, u*, u, a
la fois. Il faut exprimer que le Hom d’un objet M de D(¢) (= (Ens) en l'occurence) dans
la fleche (3.2.3) est bijective. Ici, il

33(est une condition sur les morphismes de topos, savoir que si F' [est] dans X", on a
HO(X,F) = H°(X' u*F).

11y a [une] notion similaire pour les H' (i < n), A dégager. Notion de morphismes Wo-coasphériques de
topos! C’est dans la nature d’une condition de O-connexité relative, duale de la notion Wy-asphérique, qui
signifie simplement que pour U 0-connexe dans U" [plutét X1, f*(U) [plutdét u*(U)] est O-connexe.
De méme, on a sans doute des notions (‘duales’ des précédentes) de W),-coasphéricité (bien comprise en
principe si X' est localement n-asphérique) (La W,-coasphéricité, étant celle évoquée plus haut.)

*NB On peut introduire

a’”’) Comme a), mais avec M = (Ens).

V) Comme a), avec le foncteur canonique I’ — I'A.

a
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[page 45]

est plus naturel de prendre M = ¢ (ensemble ponctuel) et d’interpréter la fleche (3.2.3)
comme

(3.2.4) Hom(es, F') — Hom(ep, u™F')

et par adjonction de ui, u* le deuxieme membre s’interprete comme Hom(wi(er), F'), et la
fleche est déduite de N
(325) wmepn = u;u*(e[) 2;- cr

en prenant le Hom dans F. Donc dire que (3.2.4) est [un] isomorphisme pour tout F
signifie que (3.2.5) est [un] isomorphisme. Passant aux valeurs des deux membres en 1,
on trouve mo(e\I') =1, i.e. que 1\ !’ est O-connexe, q.e.d.

Définition 3.3.

a) Quand les conditions équivalentes de 3.2 sont satisfaites, donc quand les i\’ (i €
Ob I) sont 0-connexes, on dit que u : I’ — [ est un foncteur cofinal. On dit que
u est co-cofinal si u® : I'°— I° est cofinal, i.e. si les localisées I'/i de I' sur [
(1 € Ob I) sont 0-connexes.

b) Si 1" est une sous-catégorie de I, on dit que I" est cofinale dans I si le foncteur
d’inclusion est cofinal, co-cofinale si ce foncteur est co-cofinal.
Corollaire 3.4. ()
a) Pour que u soil cofinal, il faut que les catégories colocalisées i\ 1" soient non-vides,
i.e. qu’on ail
[page 46]
F0) mo(f) [plutdt mo(u)l est bijectif.
F 1) Pour tout i € Ob I, [i1] existe [un] ¢’ € I' et une fleche 1 — u(i') dans I.
(*°)
b) Sil' est faiblement fillrante, pour que u soit cofinale, il suffit qu’elle satisfasse F 1,
ainsi que la condition :
B
F 2) Pour toute double fleche t —u(i') (avec i € Ob [, ¢ € Ob[I'), [i1] existe une
’ 8l
fleche ' =+ §' dans T', de telle facon que u(a) égalise (B,7), t.e. u(a))g =
u(a)y.
el ces conditions F 1, F 2 impliquent que les i\I' sont faiblement fillrantes, et |
aussi (°7).

*SINB Pour un énoncé complémentaire de cofinalité, cf. XVIII prop. 4.9.6.3 (p. 224-225, 228-242). 11
faudrait un énoncé qui coiffe les deux.

S6NB F 1 implique déja [1a] surjectivité de mp, donc sa bijectivité si I’ est 0-connexe - dans ce cas F
0 résulte de F 1.

57Si I' est localement faiblement filtrante (= préfiltrante), alors pour la cofinalité de u, il suffit qu’on
ait F 0, F 1, F 2, et alors les 7\I’ sont faiblement filtrantes, et I est préfiltrante tout comme I’.
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¢) Sil' est filtrante, alors u est cofinal si et seulement s’il satisfail les deux conditions
F1, F2, ou encore si el seulement si les 1\I" sont filtrantes (el non seulement 0-
connezes). El cela implique que I' est également filtrante (°®).

d) Si I est préfiltrante (= localement faiblement filtrante, i.e. PS 1), et u pleinement
fidele, pour que u soit cofinal, il faut et il suffit que u satisfasse la condition F' 1 plus
haut. Et alors I' est également préfiltrante, et les 1\I' sont faiblement filtrantes. Si
de plus I est filtrante, les i\I' et I' le sont également. (Comparer SGA 4, I 8.1.3.)

[page 47]

DEMONSTRATION. a) F 1 est évident, car 0-connexe = non vide. F 0 car Wy-coasphérique
— Wy-équivalence, i.e. mo(u) bijectif.

Pour prouver b), il suffit de prouver que F 1, F 2 (si I' est faiblement filtrante) impliquent
que les ¢\ I’ sont faiblement filtrantes (a fortiori 0-connexes) et de plus que I lest égale-
ment. On sait déja qu’ils sont non vides par F 1, reste a voir que si (¢/,«), (5, ) sont

dans 7\ ', alors ils sont ‘majorés’ par un troisieme objet de 7\ I’. Comme I’ est faiblement
!

! or
filtrante, on trouve >k', d’ou u(r), u(s) dans I (cf. diagramme)
j' s
U YA S

appliquant F 2 a la double fleche u(r)a, u(s)3 : 1 = u(k'), on trouve £’ Ny (en pointillés
sur [1e] diagramme) telle que (u(t)u(r))a = (u(t)u(s))s, soit v, ce qui montre que I'objet
(I, : 1 —u(l")) majore (', @) et (§', 5).

La démonstration que si I’ est faiblement filtrante et u satisfait F 1, alors I est faiblement
filtrante, est immeédiate.

Prouvons c). Il reste a prouver que si I’ est filtrante (non seulement faiblement filtrante),
alors si u [est] cofinal, alors F 2 est vérifiée, et de plus les i\ /" et [ sont filtrantes (pas
seulement faiblement filtrantes). Mais notons tout de suite que i\I'— I’ est coétale,
donc I’ filtrante, donc localement filtrante implique que i\ I’ est aussi localement filtrante ;
comme par hypothese les ¢\ I’ sont 0-connexes, ils sont donc filtrantes. La condition F 2
sort facilement a présent :

38Gi I’ est localement filtrante, u est cofinal si et seulement si elle satisfait F 0, F 1, F 2, i.e. si et
seulement si les 7\ I’ sont filtrantes, et alors I est localement filtrante.
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[page 48]

,
Comme ¢\ I’ est filtrante, donc faiblement filtrante (PS 1), on peut trouver ¢ —% j' telles
que s

u(r)a = u(s)s,

et comme [’ est filtrante, on peut trouver ¢ : j' — k' qui égalise la double fleche (r, s) :

alors

u(t)u(r)a = u(t)u(s) B8 i.e. u(T)a = u(r)s,

i.e. on a vérifié F 2.

Reste a prouver que [ est filtrante (si I' 'est et [si] u : I’ — [ est cofinal). On sait déja
que [ est faiblement filtrante par b), reste a vérifier la condition de la double fleche

12

B
(PS 2). Soit ¢’ dans I’ et j —u(1'), et considérons

Yo
S —

i

VB
par hypothese F 2 31 : 4" — j' dans I’ telle que
[page 49]

u(i'),

u(r)(ya) = u(r)(yf), donc u(r)y égalise (a, 38), q.e.d.

[La vérification de d) par AQT [abréviation dont le sens échappe aux éditeurs].
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4 Foncteurs biasphériques

Soit encore
w:l'—1T
une fleche de Cat, soit M une catégorie, d’ou

(4.1) uw* : M(T)— M(T");

nous cherchons des conditions sur u, M pour que ce foncteur soit pleinement fidele. Si
le foncteur adjoint a gauche uy (resp. adjoint a droite u,) existe, on sait qu’il revient au
méme de dire que le morphisme d’adjonction

(4.2) wu F— F
resp.
(4.2 bis) U F—F

soit [un] isomorphisme pour tout F' dans M([). Disons alors que u est M-connexe, ou
M-biasphérique, cette terminologie sous-entendant que c’est la une propriété qui se réfere
au dérivateur Dy = (S +—— M(S)) sur Cat défini par M. Notons que

Si u est M-connexe, alors il est aussi M(S)-connexe, pour tout S dans Cat,

(4:3) puisque M(S)(I) ~ M(I)(S) £ Hom(5°, M(I)),
[page 50]
et

(4.4) Si M’ .+ M est pleinement fidele, alors M-connexe implique M’-connexe,
enfin, inversement,

pour que u soit M-connexe, il faut et il suffit que pour toute petite
sous-catégorie pleine M’ de M, u soit M’-connexe.

(4.5)

Comme toute petite M’ se plonge dans M = Ens(M’), il résulte de (4.3), (4.4), (4.5)
que
(4.6) Si u est Ens-connexe, il est M-connexe pour toute catégorie M,

car c’est le cas si M est petite par (4.3), donc pour tout M par (4.5).

Disons qu’'un foncteur u dans Cat est M-cofinal ou M-coasphérique si ’lhomomorphisme
fonctoriel
(4.7) lim F— lim u™(F)

I I
(fleche dans Hom(M(7), M) siles Jim de types I, I" existent dans M, sinon fleche dans
Hom(M(I), M")) est un isomorphisme. En se ramenant au cas de petites catégories M,

chacune plongée dans M", on voit par le critere (4.2 bis) que

(4.8) u est M-connexe si pour tout 1 € Ob [,
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[page 51]

le foncteur induit ['/i — I /i est M-cofinal. La réciproque n’est pas claire, car u est

M-connexe si et seulement si pour tout ¢ € Ob [ et tout M-préfaisceau F; sur I/i

induit par un préfaisceauw F' sur I, 'homomorphisme lim F; — lim (u/i)*(F/i) est [un]
1/i 1'/i

isomorphisme. On ne peut donc affirmer d’emblée que cela implique itou pour tout F;

sur 1/i, que si on sait que (u/1)* : M(I)— M(I/i) est essentiellement surjectif. Il en

est ainsi pour tout ¢ quand [ est ordonné, car alors [ /i —» I est pleinement fidele, donc

M(1 /1) — M(I) [est] pleinement fidele, donc M (1) — M(1/i) [est] un foncteur de

localisation, en particulier essentiellement surjectif.

[page 52]

Mais quand M = (Ens), cette perplexité disparait. On trouve la

Proposition 4.1. Soit u : I' — I une fleche dans Cat. Condilions équivalentes :

a) Pour toute catégorie M, u’, : M(I)— M(I') est pleinement fidéle (i.e. u est
M-conneze).

d') Pour toute catégorie M ou les limites inductives de type I, I' existent, la fleche
d’adjonction pour F' dans M(I)
wu [ F

est [un] isomorphisme.

d") Dual de d' ), avec [1a] fléche d’adjonction
Uit <= [

b) b)) Comme a) d') d'), avec M = (Ens).
¢) Comme V'), avec F représentable, i.e. de la forme j+—— Homy(j,1).
d) Pour toul I dans I, I'/i — [ /i est cofinal.
d") Pour toul i dans I, i\I' —=i\I est cofinal.

. .. ;. . déf . :
d") Pour toute fleche ig—» 1y dans I, la catégorie ig\I'/1y = I' x; o\l /i est
[o} (2}

catégorie bitnduite
(f0, 0)\(I/11) = (0 \I)/ (41, @)

0-connexe.
[page 53]

DEMONSTRATION. On sait déja, par les préliminaires, I’équivalence de a, a’, a”, b, b’,
b”, soit A cette condition - nous dirons que u est Wy-connexe ou Wy-biasphérique, si ces
conditions équivalentes sont satisfaites. On a de plus l'autodualité

(4.8) u est Wy-connexe si et seulement si u® est,
car on a évidemment

(4.9) u est M-connexe si et seulement si ©° est MP?-connexe.
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Ceci montre I’équivalence de d, d’, qui se voit aussi par 1’equivalence de chacune de ces
deux conditions avec d”, par le critére de cofinalité du paragraphe précedent. Soit D cette
condition sur u. On a par (4.8) D = A, donc

D= A =g,

il reste a prouver que ¢ = D, plus précisément ¢ =—> d” et ¢/ = d” [’ ?]. Explicitons
le morphisme d’adjonction (pour i dans [)

wy ute, —1,

i.e. pour j dans [

(wu™i)(j) —i(y) = Hom(y, 7).

—_———
mo (\(I'/u*(2)))
[page 54]
Or I'/u*(i) =~ I'/i, donc on a la fleche
(1.10) (1)) () = mo(\ (1)) — Homy ().

Or on voit aussitot que pour « : j — ¢ dans Hom(y,17), la fibre de (4.10) en u s’identifie

a WO(j\il/i ), de facon plus précise, ]\£’/z est la sous-catégorie ouverte et fermée de

J = j\(I'/1) correspondant a la partie du mo(.J) qui est au dessus de o dans (4.10). Cela
acheve la démonstration de 4.1.

NB Une autre facon de prouver que ¢ = A c’est de noter que les deux membres dans le
morphisme d’adjonction wyu*F — F dans I sont des foncteurs I — I'"* qui commutent
aux lim quelconques. Donc pour vérifier que c’est [un] isomorphisme, il suffit de le
——
vérifier pour F' dans I, puisque [ engendre [ par lim . Par contre, un argument de ce
——

s ) . : .
type ne semble pas prouver que pour vérifier que 'on a un isomorphisme F — v, u*F il
suffise de le faire pour F représentable, i.e. de vérifier b” pour F représentable.

Il resterait a voir si ¢/ = d” [’ ?7].
[page 55]
Explicitons le morphisme d’adjonction

(pour i € Ob I) par ses valeurs sur j

(%) i(7) —»F([’/j,u*i).
S~
Hom(j,7)
Soit donc
U Iy —1,
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on a
F([’/j,u*(i)H'/j) ~ Hom(ep/j,u*(i))
HO!
igj Hom(uj,!ep/j,z'),

et la fleche (), fonctorielle en i, est déduite d’une fleche

() ujierys;) —=J.
On voit tout de suite, comme ci-dessus, que (%) est [un] isomorphisme si et seulement

si pour tout a : k— 7, la catégorie k\I'/j est 0-connexe, et si on I'exige pour tout 7, k,
e}

a, c’est la condition d”. Mais il n’est pas clair que pour qu’on ait (k%) isomorphisme, il
suffise que le Hom des deux membres a valeurs dans tout ¢ dans / (et non tout F' dans ")
soit [un] isomorphisme. La difficulté provient du fait que u;(es/;) n’est pas forcément
représentable, et qu'un F quelconque dans /"

[page 56]

n’est pas forcément Jim de foncteurs représentables. Donc il est douteux que ¢’ [c’?]
suffise a entrainer que u est Wy-connexe.

Corollaire 4.2. Pour que u soit Wy-conneze, il suffit qu’il soit une Wy-équivalence uni-
verselle, i.e. (cf. 3.1) que les fibres soient 0-connexes, el que pour toute fleche non iden-
tique dans I, définissant A" — 1, I' x1 A" soit 0-conneze.

4.3. Cette condition de Wy-équivalence universelle est cependant strictement plus forte que
la Wy-connexité, comme on le voit sur 'exemple ou u est une équivalence de catégories non
surjective sur les objets (p.ex. 'inclusion d’un sommet dans un groupoide 1-connexe ayant
plus d’un objet). Plus généralement, tout foncteur de localisation est Wy-connexe, alors
que ses fibres ne sont pas forcément connexes, et a fortiori ce n’est pas une Wy-équivalence
universelle.

Cependant, si tout endomorphisme p d’'un ¢ dans I, tel que p* = p (projecteur) est
I'identité, et si

[page 57]

I' — I est ‘transportable’, p.ex. si dans [ tout isomorphisme est une identité, alors u
Wo-connexe implique que les fibres de u sont 0-connexes, comme on voit en exprimant d”
pour « fleche identique. Les conditions envisagées sur [ sont satisfaites si I est ordonnée.
Mais méme si I’ et I sont toutes deux ordonnées, u peut étre Wy-connexe, sans étre une

bl p bl
Wo-équivalence universelle. Voici un exemple avec [ = A? :

1 — 2
I'= |

0 — 1

-{ oalag}»
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Les catégories bilocalisées de I sont les trois sommets {0}, {1}, {2}, et les trois segments
[0,1], [1,2] et [0,2] = I, les images inverses sont respectivement

| L,

L Y Y o Y _— Y Y Y

elles sont toutes 0-connexes, i.e. Wy-asphériques, et méme contractiles donc W,-asphériques
(donc u est méme W,-connexe, i.e. W,-biasphérique). Mais ce n’est pas une Wy-équivalence

universelle, car I'image inverse de I' par A' 2, A% 9(0)=0,0(1) =2,
[page 58]

est la catégorie disconnexe ¢ = {o o}.

. u . .
J’avais espéré un moment que les foncteurs Wy-connexes I’ — [ seraient ceux qui se fac-

. K2%] v . . .
torisent en I' — [ —» |, avec ug une équivalence, et v une Wy-équivalence universelle.
) 0 ) 0

Mais I'exemple précédent le met en défaut, avec u méme W,-connexe. En effet, 1" serait
déduit d’un ensemble préordonné, et v se factoriserait par ’ensemble ordonné correspon-
dant, savoir I, donc serait de la forme

]’//_»]'Ii»[7

B

N . . . 1 . .
ou [" — I’ est un passage au quotient, et I'image inverse de A" — [ serait encore dis-
connexe (un 7o de cardinal 2). Donc ¢’est vraiment sans espoir.

Cependant

Corollaire 4.3. Supposons que u soit Wy-lisse, ou Wy-propre, ou une Wy-fibration faible.
Alors u est Wy-connexe si et seulement si ¢’est une Wy-€quivalence universelle, i.e. si
et seulement si a) ses fibres sont 0-connexes et b) I' x; A' [est] 0-connexe pour tout
A' — T (correspondant a une fléche non identique).

[page 59]

Dans les trois cas on sait que u est une Wy-équivalence universelle si et seulement si ses
fibres sont Wy-connexes. Or la Wy-lissité implique que Vi € Ob [, I'inclusion

I —i\I'

est une Wy-équivalence, d’autre part i\I' —i\I étant Wy-asphérique, donc une Wy-
équivalence par hypothese, 7\’ est 0-connexe, donc [I! aussi. Le cas u Wy-propre est
dual. Dans le cas [ou] u [est] une Wy-fibration faible, on sait encore que I/ — i\ 1’ est
une Wy-équivalence, et on conclut comme dans le cas lisse (ou, au choix, via I] — I'/i).

Mais 'idée me vient que les foncteurs Wy-connexes pourraient étre exactement les fonc-
teurs de localisation ? Il revient au méme de dire qu’un foncteur u : I' — I conservatif
(i.e. u(a) isomorphisme = « isomorphisme) qui est Wj-connexe, est une équivalence.
Mais c’est faux, comme on voit en prenant I = e, I’ un groupoide 0-connexe et non
l-connexe : ['— ¢ est Wy-connexe (et méme une Wy-équivalence universelle), mais ce
n’est pas une équivalence (et pas un foncteur de localisation).

Version 8 juillet 2001 36



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. II, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[page 60]
Je voudrais généraliser la notion de fleche Wy-biasphérique au cas d’un dérivateur D

quelconque.

Proposition 4.4. Soit D un dérivateur sur Diag, el uw : I'— I une fleche dans Diag.
Supposons que u, et uy existent, et se calculent de facon standard, pour tout fleche u dans
Diag. (En fait, il suffit que ce soit le cas pour u et ses localisées ufi: I'/i —1]i, ou u el
ses colocalisées 1\u : i\I' —=i\I.) Considérons les conditions :

a) u*: D(I)—D(I') [est] pleinement fidéle.
d) ¥ F dans D(I), la fleche
wu F— F
eslt un isomorphisme.

d") ¥ F dans D(I), la fléche
U ~—F

est un isomorphisme.
b) Vi dans I, la fleche i\I' —i\I est D-asphérique.
V) Vi dans I, la fleche I'/i — 1 /i est D-coasphérique.
V') Va:ig—iy dans I, la catégorie ig\I' /iy est D-asphérique.

On a alors les implications

(b= bV <= 1") = (a = d <= d").

On a a = b (i.e. toules les condilions licites envisagées sont équivalentes)

[page 61]
dans chacun des cas suivants.
1° I est préordonné.
2° Vi dans I, of : D(I)—D(1/i) est essentiellement surjectif.
3° Vi dans I, considérant o; : /i — 1, le foncteur o,y : D(I/1) — D(I) est conser-
vatif.
4° D =HOTw, ~ Dgps.
DEMONSTRATION. [’équivalence de a, a’, a” est claire, soit A. De méme I'equivalence de
b, b’, b”, soit B.

Prouvons

B=— A

en supposant p.ex. l'existence de wu,. On admet tacitement, avec l'existence de wu, :
D(I') —D(I), le mode de calcul des fibres de u.(—). Donc A, via a”, équivaut a

150

Hy(I'fi, " F) <2 Hpy(1/i, F) ~ F(i)
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pour tout F' dans D([]), tout ¢ dans 1.

Soit
a; : [ /i —F, F;=al(F),

on doit donc exprimer que pour tout F; provenant d’un F', on a

iso

(*) Hy (1)1, Fi) — Hp (I'f1, (u/1)"(FY)).

Or sous réserve d’existence de (u/7):, dire que (%) est [un] isomorphisme pour tout F; de
D(1/i), signifie que
wfi: I'Ji—1T/i

[page 62]

est D-coasphérique, d’ou b’ = a”. Il est clair que I'implication inverse est valable si o
est essentiellement surjectif, c’est le cas 2°. Or 2° est satisfait si [ est préordonné, d’ou
le cas 1°. Le cas 4° a déja été traité (4.1). Il faut encore traiter le cas 3°, qui contient
d’ailleurs le cas 2°, donc le cas 1° (et aussi le cas 4°, cf. plus bas).

Il faut exprimer I'isomorphie de la fleche (*) pour F; de la forme o (F'). Soit ¢ [un] objet
de A = D(e), il faut exprimer I'isomorphie de Hom(¢, —) dans les deux membres de (),
ie. de
() Hom(I/i, F;) —» Hom(flp/ia (u/i)*(F}))
* % adi. .
~ Hom((u/i)i(€p), Fy),
[plutdt py;] fleche qui se déduit de

adj.

(# * *) (w/i)(u/0)*(Eryi) — &y

en prenant le Hom dans Fj. La condition u/i coasphérique (i.e. b') signifie que (* * *) est
un isomorphisme pour tout ¢ dans A. Suffit-il pour ceci que son Hom dans un F; soit
bijectif, quand on restreint F; dans D(//7) a étre dans I'image de D(I) par o ? Or cette
fleche (#), pour F; = of F, s’explicite par la formule d’adjonction relative

[page 63]

au foncteur ;, comine
HOl’l’l(Oq’!(fI/i), F) — HOIH(CVL!(. . .), F)

Dire que c’est un isomorphisme pour tout F, signifie donc exactement que la transformée
de la fleche (s # %) par ay est un isomorphisme. Pour en conclure que (** %) elle-méme est
[un] isomorphisme, la condition naturelle a imposer est donc que «;, : D(I/i) — D(I)
soit conservatif. C'est le cas 3°. Cela acheve la démonstration de 4.4.

4.5. Montrons que la condition 3° sur [ n’est pas toujours satisfaite, dans le cas de D =
(HOTw, )°PP & (Dpys)°PP, bien que dans ce cas, il soit pourtant vrai que pour toute [’ sur
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I satisfaisant la condition a” (autoduale), la condition b’ (elle aussi autoduale) est aussi
satisfaite (par cas 4° ci-dessus). Je dis donc qu’il existe [ et 7 dans I, tels que

Biw: (NN —T"
ne soit pas conservatif. (NB Par contre o : (/1) — I est toujours conservatif, ce qui
redonne le cas 4° comme cas particulier de 3°). Comme §; : i\l — I est Wy-propre (et
meéme W,-propre!), B . ‘se calcule fibre par fibre’, donc on a

[page 64]

Bi@) ~ I Gla,

a€Hom(z,7)

la fibre en question en j étant discrete. Prenons

]:()él, avec a #£ [3,
B
ol 1
alors 0\/ est ¥ = 0 S et U est la catégorie des diagrammes d’ensembles G =
g1
G
Go - Le foncteur 3, déduit de 3 : i\l — I transforme ce diagramme en
H Gl' Apr;
G] X G]/ - Go.
Apr,

[plutdt ppryl. Sion se borne aux diagrammes (G pour lesquels Gy = J, 3, sur ceux-ci
donne

Q)::G07

donc la restriction de B, a cette sous-catégorie (équivalente a (A")") n’est pas fidele, ni
conservative, ne tenant compte que de la composante G, et non pas de G.

[page 63bis]

Definition 4.6. On dit que u : I' — I dans Diag est D-biasphérique si elle satisfait
les conditions €quivalentes b, b, b" de 4.4, D-connexe si elle satisfait la condilion a, ou
encore (sous réserve d’existence de wy resp. de u.) les conditions équivalentes o', a”.

Ainsi, D-biasphérique implique D-connexe, et la réciproque est vraie quand [ satisfait
(par rapport a D) la condition 3° de 4.4 (donc aussi, si elle satisfait 1'une des conditions
plus faibles 2°, 1°), ou la condition duale de celle-ci (vu que les notions D-biasphérique,
D-connexe sont autoduales). A cet égard, notons le

Corollaire 4.7. Supposons que A= D(e) salisfasse la condition suivante : le foncteur

A x A — A

& . n) — &uy

est conservalif (resp. fidele). Alors pour toute fléche €tale w : J — I dans Diag (el en
particulier pour I /i —= 1), le foncteur wy : D(J) — D(I) est conservalif (resp. fidéle) (°?).
St cette condition, ou la condition duale,

P9NB Cette condition est satisfaite si V &,7 € A on a Hom(&,n) # 0, (car on se ramene a ceci : si uy,
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[page 64bis]

impliquant les produits € xn (€, n dans A), est salisfaile, alors pour toute fleche w : I' — 1
dans Diag, u est D-connexe si et seulement si u est D-biasphérique.

DEMONSTRATION. L’hypothése de conservativité, ou de fidélité se transporte aux sommes

indexées par un ensemble quelconque (sous réserve d’existence), comme on voit en écrivant
H =6, 1 H €y. Lassertion faite sur uy résulte alors du calcul de uy fibre par fibre (qui
) Ao

est valable vu que u est étale donc lisse), en tenant compte que les fibres sont discretes.

Je ne connais pas d’exemple d’un couple (D, u) d’un dérivateur D et d’une fleche u dans
Diag, pour lesquels u soit D-connexe sans étre D-asphérique. On a donné des conditions
sur D, qui assurent équivalence des deux notions. 51 D est de la forme D pq, et st M satisfait
la condition dite dans 4.7 ou sa duale, alors par 4.7 ¢’est OK. Donc un contrexemple avec
un Dy devrait en tenir compte. Je ne vais pas m’obstiner pour tirer au clair ce qui en
est.

[page 65]

Corollaire 4.8. Une fleche u de Diag qui est une D-€quivalence universelle est D-
biasphérique, et a fortiori D-connexe. Inversement, si u est soil D-lisse, soit D-propre,
soit une D-fibration faible, et si u est D-biasphérique, ¢’est une D-équivalence universelle.

La démonstration est celle du cas particulier 4.3. On a donc un diagramme d’implica-

tions :

Cat-équivalence  D-équivalence universelle (Wypiy)

implication stricte; équivalence
dans le cas ou u est soit D-propre,
soit D-lisse, soit une D-fibration faible.

V

biasphérique

o

équivalence
dans tous les
cas connus

V

D-asphérique  D-connexe  D-coasphérique

D-équivalences (W)
(°?). Rappelons que pour w : I’ — I donné

a) u est D-asphérique si et seulement si V F' constant dans D(I)

(%) Fade;u*u*F est [un] isomorphisme.

ug sont deux fleches dans Ens entre ensembles non vides, et si uy x uy est [un] isomorphisme, uq, us sont
[des] isomorphismes). Cela s’applique en particulier si A admet un objet neutre, p.ex. si A est additive.

SONB Ces sept classes de morphismes dans Cat sont stables par composition sauf la notion de D-
connexité, toutes ces notions ne dépendent que de ’ensemble W = Wp des D-équivalences.
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b) u est D-coasphérique si et seulement si V F' constant dans D([])
() Ffiu!u*F est [un] isomorphisme.

¢) u est D-connexe si et seulement si pour tout F dans D(I) (pas forcément constant,
ni localement constant), (%) est [un] isomorphisme, ou ce qui revient au méme,
pour tout F (**) est [un] isomorphisme.

[page 66]

Rappelons que la classe W,epn [des] fleches W-asphériques et celle, Lissy, des fleches
W-lisses, se déterminent mutuellement, ainsi

(f: X —Y) € Wagn <= V(YY) € Lissw,

X' =Xxy Y — X'est e¢W.
(4.10) (f:Y'—Y) € Lissy <= Le foncteur X — X' = X xy Y’
de Cat/Y dans Cat/Y” transforme
fleches dans Wagpn dans [plutdt en]
fleches dans Wagph.

Pour toute partie A de Fl(Cat) stable par isomorphismes, on peut associer une partie

L(A) de F1(Cat), par la relation

(u:Y'—Y)eL(A) < u*:Cat/Y —Cat/Y’
(4.11) transforme fleches
€ A en fleches € A.

On voit que L(A) contient les isomorphismes, est stable par composition, et est stable
aussi par changement de base (comme c’est le cas de Lissy ). Inversement, a une partie L
de F1(Cat), stable par isomorphismes, on associe une partie Ay (L) par

(f: X—Y)eAw(L) — V(Y —Y) dans L,
(4.12) X' =XxyY —Y'
est dans W.

Si L est stable par changement de base, alors Aw (L) est stable par composition. Il
contient les isomorphismes (car W les contient), est contenu dans W si L contient les
identités. Mais

[page 67]

aucune raison qu’il soit stable par changement de base quelconque (et en fait, W,q,n ne
lest pas).

(°1). On a, pour un A C W C FI(Cat) donné, stable par isomorphismes,

partie stable par composition,

. g w :’ g s contient [les] isomorphismes,
4.13 AC A (L(A) E A CW.

61Canulé [jusqu’a la fin du §4], cf. §6.
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et pour toute partie L de FI(Cat) qui est stable par changement de base, et par compo-
sition

partie de FlCat stable

par composition et par changement

(4.14) L CL(Aw(L)) e L, de base, contenant les isomorphismes.
On a
Al = AR car AW(L)h = Ay (L)
I’ = [' car L(A)I’ =L(A).
Exemples :
1°) I = Bt, Aw (L) = Wasph, L(Aw (L)) = ¥ = Lissy.
2°) L = Coét, Aw (L) = Weoas, L(Aw(L)) = L* = Propyy.
3°) A=W, L(A) = Fiby, A" =W,
4°) L = F1Cat, Aw(L) = Wyniv, L’ = L.
[page 68 vide]

Version 8 juillet 2001 42



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. II, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[page 69]

5 Dualité formelle

Soient P, Q deux ensembles ordonnés. J'essaye de dégager une notion de ‘dualité’ (formelle)
reliant P et Q. Ce sera une relation entre P et Q

(5.1) RCPxQ

ayant les propriétés suivantes

(D) Pour toute partie A de P, I’ensemble

AV (g € Q| (p.q) € R pour tont p € A, ie. A x {q) C R}

est une partie ouverte de Q ayant un plus grand élément 8(A) : AY = Q/B(A). Dualement,
pour toute partie B de @, I'ensemble

B" Cﬁf{pé? | (p,q) € R pour tout q € B, i.e. {p} x BC R}

est une partie ouverte de P ayant un plus grand élément a(B), i.e. B" = P/a(B).

Le plus souvent, P et Q seront stables par sup quelconques (donc aussi par inf quelcon-

ques). Dans ce cas, (D) équivaut, du coté des A” (pour A € P(P)) a ceci :

(Do) Pour tout p € P, R(p) = {q € Q| (p,q) € R} est une partie ouverte fillrante de
Q, ou ce qui revient au méme, une partie non vide (<= contenant le plus petit
élément g de Q) stable par sup de deux éléments. De plus, R(p) est stable par sup
filtrants, ou ce qui revient au méme (étant lui-méme filtrant), il contient un plus
grand élément. Il revient
[page 70]
au méme de dire que R(p) est un ouvert de Q stable par sup quelconques (ce qui
implique qu’il contient (}g). Dualement, pour tout g € Q, *R(q) = {p € P | (p,q) €
R} est une partie ouverte de P, stable par sup quelconques, i.e. une partie ouverte
ayant un plus grand élément.

En d’autres termes, quand on postule la condition (D) pour A resp. B réduit a un élément,
alors elle reste vérifiée pour toute partie. Cela provient des formules

A)Y = N A7
(52) (U; As) N
(U; B)™ = N; By,

et du fait que l'intersection de parties ouvertes de la forme P/a; dans P est de la forme
P/a, on a = inf; a;, et de méme dans Q. Ainsi on trouve

B(U; Ai) = inf; B(A;)

5.3
o a(U; Bj) = inf;a(B)).
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On posera, pour une partie A de P resp. B de Q

(5.4) AF = (AY)", B’ = (B™)Y
de sorte qu’on aura

(5.5) AC AL, BCB

On dira que A est R-clos si A = A® (ou encore si A est de la forme B"™ pour B' C Q, cf.
5.6), que

[page 71]

B est R-clos si B = B°. On aura pour tout A CP, BC Q

(5.6) (AU)I’ = A", ie. AY est R-clos,
- (BMF = B", i.e. B"est R-clos.

En particulier

6.7 (A=A, (B =B,

i.e. la R-cloture A% de A C P est R-clos, et de méme la R-cloture B’ de B C Q.

En fait, je m’apercois que je suis en train de mélanger deux especes de faits différents. Les
relations (5.2), et (5.4) a (5.7), ne dépendent pas de la donné de relations d’ordre sur P,
@, ni d’axiomes reliant celles-ci a la relation donnée R, mais seulement de cette relation,
laquelle n’a pas a étre soumise a aucune condition. Notons que

(5.8) -0, 0 =P,
tandis que
(5.9) 0" =Q", 0 =pu

sont respectivement la plus petite partie R-close de P et de Q.

[’application

(5.10) A A°

est une application croissante (et idempotente) de P(P) dans lui-méme, ayant donc la
propriété

[page 72]

(At = (U A
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Pour tout A C P, A% est la plus petite partie R-close de P contenant A, et de méme pour
tout B C Q, B’ est la plus petite partie R-close de Q contentant B. On a de plus (c’était
méme & dire avant de dire que Ar— A% est croissante)

ACA = AYCAY
BCB = B"CB"

(5.11)

i.e. les applications

Ar— A”
B(Q) B B"

(5.12) B(P)

sont décroissantes (ce qui implique que les deux composés aff = (Ar— A%) et fa =
(B BI’) sont croissantes). Leurs restrictions aux sous-ensembles Pz (P) et P-r(Q) des
parties R-closes de P resp. de Q, sont, par définition de celles-ci comme

Pr(P) = {ACP|A(FaB(A)) = A}
Pr(Q) = {BCQ|B (¥ Ba(B)) = B},
inverse 'une de 1'autre. On trouve ainsi

Proposition 5.1. Soient P, Q deur ensembles, R C P x Q une relation. Alors les
applications o, 3 de (5.12) induisent des bijections inverses [’

[page 73]

une de lautre, entre Uensemble Clg(P) des parties R-closes de P, et l'ensemble Clg(Q)
des parties "R-closes (nous dirons R-closes par abus de langage) de Q. Ces bijections sont
décroissantes, donc des antiisomorphismes pour les relations d’ordre naturelles (d’inclu-
sion).

Corollaire 5.2. Soit (A;); une famille de parties R-closes de P. Alors (| A; est une partie
R-close de P, et

(5.2.1) (NA)” = A7y

S— ——
sup des

parties R-closes

AY de Q

Mais la relation R se ‘prolonge’ en une relation R entre

(5.13) P =P(P), Q="P(Q)
par la prescription
(5.14) R ={(AB)ePxQ|BCA” ie ACB" ie. Ax BCR}

CPxQ

Les ensembles_ﬁ, Q sont stables par sup quelconques (réunion de parties de P resp. Q),
et la relation R sur ces ensembles ordonnés satisfait a la condition (Dy)
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[page 74]

ci-dessus (p. 69), de fagon évidente : pour A fixé, les B tels que (A, B) € R sont ceux qui
sont contenus dans A", donc I'ensemble R(A) n’est autre que Q/A", et dualement *R(B)
n’est autre que P/B". Ainsi

(5.14) B(A) =AY,  a(B)=B".

Si j’al songé a introduire I'axiome (Dg), pour un couple d’ensembles ordonnés quelconques,
c’est a cause des cas ou ceux-ci ne sont pas de la forme P(P), P(Q), et (alors meme
qu’ils le seraient) ot la relation de base n’est pas déduite comme ci-dessus d’une relation
quelconque entre ensembles P, Q.

Je reviens donc a I'axiomatique du début, avec P, Q ordonnés, et R satisfaisant (D).
Dans tous les cas auxquels je peux songer, P et Q sont stables par sup quelconques, donc
(D) équivaut a (Dg). Notons que "application

P—PB(P), p—P/p

est injective, et de méme pour @ — PB(Q). Ainsi, la connaisance de A — A" équivaut a
celle de

A B(A)

et de méme celle de B B" équivaut a

[page 75]
celle de
a:P(Q)—P.
En fait, il suffit de se donner
515 Bo: P — Q applications
(5.15) ap: @ — P decroissantes

définies par

Bolp) = BHr})
ao(q) = a({q}),

puisqu’on en déduit 3, « par

B(A) = infyea o)
a(B) = inf,epao(q).

(5.16)

La relation R se déduit de la donnée de 3y, ou au choix de aq, par
(5.17) (pq) €ER <= q < Polp) <= p < alq).
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Cela implique donc que ag, [y se déterminent mutuellement, par les formules

ao(q) = sup{p € P |q< folp)}

(5.18) 3"
Bo(p) = sup{g€ Q|p < aolq)}.

{p}®

Reste a se demander quelles sont les applications ag : P—@Q, ou Gy : Q@ — P, qui
correspondent a une ‘relation dualisante’

[page 76]
R sur P x Q. Voici les conditions sur By : P — Q :
(o est décroissante,

ce qui implique que la relation

Rs, ={(p,q) € PxQ|q<bolp)}
N~
CPxQ

satisfait a la condition (Do) du coté gauche, et il faut encore la vérifier du coté droit, i.e.
regarder, pour ¢ fixé, 'ensemble

{a}"={peP|q< pbolp)}.

Comme [y est décroissant, on voit que p € {q}", et p’ <p = p € {q}", i.e. {¢q}" est
ouvert. On doit vérifier encore (supposant 'existence des sup quelconques dans P) que
cet ensemble est stable par sup quelconques - il en résultera qu'il est de la forme P/a(q).
Cela équivaut a la condition

By transforme sup quelconques dans P en inf dans Q.

Si on regarde Fy comme un foncteur contravariant P° — Q, cela signifie qu’il commute
aux limites projectives, ou encore qu’il a un adjoint a gauche Q@ — P, lequel commute
aux limites inductives, et correspond

[page 77]
a I'application décroissante ag : @ — P, transformant sup en inf.

Ici il est commode de considérer 7 et b comme des opérations sur P resp. Q, par

(5.19) Pb = apfo(p), qb = Boco(q).

La relation entre ces endomorphismes, et 'opération de méme nom sur B(P), P(Q), est
donnée par

© = Plus grand élément de {p}t
(5.20) ! © ok

AR = sup gy pt,
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et symétriquement du coté de Q.

On dit que p est R-clos, ou Bo-clos, ou ag-clos, si p = pt, et de méme ¢ € Q est dit R-clos

etc. si ¢ = ¢’. Les applications

(5.21)

p — pPP P — P

q — ¢ : Q — Q

sont croissantes et idempotentes. On peut caractériser pf comme le plus petit élément clos
de P majorant p, et de méme pour ¢°. On trouve alors, par (5.19), que ag et Gy induisent

des bijections inverses I'une de 'autre,

[page 78]

entre

(5.22)

I’ensemble des éléments clos de P, et ’ensemble des éléments clos de Q

0

2| i

P Q.

Qi

0

Mais en pratique, les applications ag, (3o ne sont pas obtenues directement, mais on dispose

de la

relation R, satisfaisant la condition (Dg), dont on déduit ag, By. Dans tous les cas

auxquels je pense ici, ou bien P, Q sont de la forme P(Fy), P(Qo), et R se déduit d’une
relation Ry C Py X Qg comme ci-dessus (de loin le plus fréquent, il me semble), ou bien P

et Q apparaissent comme sous-ensembles convenables d’ensembles P(Fy), P(Qo), munis

de lordre induit, et la relation R sur P x Q s’obtient d’une facon plus complexe.

Exemples.

D

4)

Version

Relations d’orthogonalité entre parties de deux modules sur un anneau, muni d’un
accouplement de dualité. Dans le cas des [espaces] vectoriels de dimension finie
et d’une vraie dualité, les parties closes sont les sous-espaces vectoriels, dans le cas
infini, ce sont les sous-espaces vectoriels fermés pour la ‘topologie faible’ définie par
I’accouplement.

Relations d’orthogonalité entre parties de deux groupes topologiques commutatifs
localement compacts duales I'une de 'autre, au sens de Pontrjagin.

[page 79]
Les parties closes sont les sous-groupes fermés.

Pour deux espaces vectoriels ‘en dualité’ sur un corps valué complet, tel R ou C, la

relation
[(z,2")| < 1.

Dans le cas réel ou complexe, les parties closes sont les parties convexes cerclées [ 7]
faiblement fermées.

Pour les espaces vectoriels réels, la relation de semi-polarité
(z,2") > —1.

Les parties closes sont les parties convexes faiblement fermées contenant 1’origine.
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5) Soit K un corps (pour simplifier), L une extension galoisienne de groupe (. Relation
entre L et (¢
vor =2, le.x e L.
Les parties closes de L sont les sous-extensions, les parties closes de G les sous-
groupes de G.
Il y a des analogues divers dans des cas inséparables (a coups de p-algebres de Lie par
exemple), et des énoncés de descente en tous genres.

[page 80]

Tous ces exemples sont de 197 espece, les ensembles ordonnés qui interviennent sont de
la forme P(F), P(Qo), et la relation entre eux est déduite d'une relation Ry entre Fy et

(Qo- Voici maintenant des exemples plus complexes.

6) Soit M une catégorie (‘grosse’, le plus souvent ... ). On prend
P =Q =P(FI(M)).
La relation R C P x Q est la relation de Quillen, que j’écris, pour &, ¥ € B
vCo,

ou encore de facon équivalente

o C U,
(U alaLLP [1eft lifting property] pour ¥, ® la RLP [right l1ifting property]

pour ). Donc les applications ag, (B sont données par
/30(@) = Q*, Qfo(ql> = \II*

L’idée ici ne viendrait a personne d’introduire PB(P), P(Q) - c’est déja assez gros
comme ¢a! La notation pour ® est ici ®, pour U’ c’est . Les parties closes sont
celles que j’appelle Q-closes a gauche et a droite.

La relation R, que j’écris

¢

b

[page 81]

n’est pas déduite d’une relation entre fleches de M, i.e. d’'une partie de FI(M) x
FI(M), mais est de nature plus complexe. Pour la décrire, il faut introduire I'ensem-
ble D des diagrammes carrés commutatifs (traits pleins) de la forme

A X
(%) : f P
B Y
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(qu’on peut interpréter comme FI(FI(M)), ensemble des fleches dans FI(M)). On a
une partie Dy de D, formée des diagrammes pour lesquels [11] existe [un] f avec
deux triangles commutatifs (c’est donc 'image de Flz(M) dans Hom(A'xA', M),

S —’

Hom(A? M)
transposée de A’ x A' —= A® donné par (0,0) =0, (0, 1) —=1, (1,0) —=2, (1, 1) —=3),
et une application

Dy € D-FI(M) x FI(M),

associant a () le couple (7, 7) [plutdt (7, p)] (source et but de (%), considéré comme
fleche dans FI(M) de i dans p). La relation R est alors déduite de ¢, Dy par la
condition
[page 82]

. — e ' (® x W) C Dy.

Mais a vrai dire, je m’apercois que c’est quand-méme déduit d’une relation entre

éléments de FI(M), et cette relation entre 1 : A— B et p : X — Y peut s’écrire

ainsi :

(#%) pour toutes fleches A —= X, B—Y rendant commutatif le diagramme (%),
la fleche ¢ pointillée dans () existe.

Cela me fait penser que si on a une relation R entre P(P) et P(Q), satisfaisant (Dy),
donc décrite par une application décroissante

P(P) —B(Q)

transformant sup en inf, la donné d’une telle application équivaut a celle d’une application
quelconque

P—P(Q),

ou ce qui revient au méme, d’une relation R sur P x (). Donc cette structure doit étre
regardée comme ‘de premiere espece’. La situation change a partir du moment ou pour
décrire la relation R avec les propriétés voulues, on se trouve contraint de remplacer P(P),
PB(Q) par des sous-ensembles convenables - quand on ne regarde que certaines parties de
P. Q. Cest ce qu'on

[page 83]

va faire au § suivant. Le cas que je vais y traiter est le seul de son espece que j’ai rencontré
- un cas de ‘dualité formelle” qui s’introduit de fagon naturelle, et qui ne soit ‘de 1°7 espece’.
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6 Transporteurs, noyaux, stabiliseurs relatifs a W

Soit M une catégorie, munie d’une partie
(6.1) W C FI(M).

Je pense au cas d’un localiseur, mais n’introduirai d’hypothese sur W qu’au besoin. Pour
simplifier, je suppose M stable par produits fibrés.

Je pose
()P = PW)={AeP(FIM)) | ACW}
L stable par changement de
(6.2) base (par qui je sous-entends aussi,

Q = {LePFM)) |

stable par isomorphie)
et par composition. }.

J’introduis une relation

RCPxQ
de la fagon suivante. Pour A € P, L. € Q, on pose

(A,L) € R <= Pour tout diagramme cartésien

X X'
f f!
(6.3)
Y «—F— VY
avec fe A,pe L,ona fle W
(i.e. A est stable par changement de base par p € L).
[page 84]

Quand j’ordonne P, Q C P(FI(M)) par la relation d’ordre induite par I'inclusion de par-
ties de FI(M), on trouve des sous-ensembles ordonnés de P(F1(M)), stables par réunions
quelconques, et aussi par intersections quelconques, avec la seul réserve que dans le cas
de P, la famille d’indices doit étre # () (puisqu’alors on trouve comme intersection FI1(M)
tout entier, qui n’est pas en général contenu dans W).

On va vérifier la condition (Dg) de la page 69, pour R et les relations d’ordre. 1l y a deux
vérifications a faire.

1°) [on est ‘2°’ 7] Donnons nous A € P, i.e. A C W, et considérons 'ensemble R(A)
des L € Q tels que l'on ait (A, L) € R. Il est clair que c’est un ouvert (et de méme,
que *R(L) est un ouvert de Q pour tout L dans Q) - ie. L € R(A), L' C L implique

62¢f. rectification p. 86.
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L" € R(A). Reste a trouver un plus grand élément de R(A). Notons que si L € R(A),
alors pour tout p € L, p: Y'—= Y le changement de base

p*:Cat/Y —Cat/YV': X X xy YV’

doit transformer fleches f € A en fleches g € W, comme il résulte du fait que L est stable
par changement de base.

X, — X{
f g
X5 2 Xé
Y p Y.

Donc L C Ly (A), ot on pose
[page 85]

Lw(A)={(p: Y —Y) e FI(M) | p*:Cat/Y — Cat/Y"’ transforme
fleches de A en fleches de W.}

7!
‘Xl

f cart. §id

Y p 1//

feA = fleW.

Il est clair d’autre part que cette partie de FI(M) est stable par changement de base,
donc Lw(A) € Q, et que (A, Lw(A)) € R. Donc Ly/(A) est un plus grand élément de
R(A), donc on trouve

(6.5) R={(A,L)eP xQ|LCLy(A)}

53NB le dire plutét en termes de diagrammes cartésiens, vu qu’on n’a pas fait d’hypothese de stabilité
de W par isomorphismes.
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91 a
X, X!
f cart. f!
92 !
Xo—— X,
cart.
Y‘l P Y'll
cart.
Y b Y’

Inversement, partons de L € Q, et montrons que 'ouvert R(L) de P a un plus grand
élément. Pour ceci, posons

X 9 X!
66) Al ={(/: X—Y)eWCFIM) | ¥ 1 e |F
g

avecp € L,yon a f' € W}.

(NB Quand L contient les identités, comme c’est le cas notamment s’il est de la forme
Ly (A) - alors il contient les isomorphismes, du moins si A les contient - alors Ay (L) est
I’ensemble de f € F1(M) satisfaisant la condition énoncée apres |, sans avoir a spécifier
feW.)OnaAw(L) € P, et on vérifie que (Aw(L), L) € R (en utilisant la stabilité de
L par composition), enfin il est clair que (A, L) € R implique A C Aw (L) (en utilisant
A CW), donc Aw(L) est un plus grand élément de “R(L).

[page 86]

Notons que si W est stable par composition (ce que nous allons supposer désormais), il
en est de méme de Aw (L) (ce qui utilise encore le fait que L soit stable par changement
de base). De plus, si W contient les isomorphismes (ce que nous supposerons également),
Aw (L) les contient aussi. Quant a Ly (A), il contient les isomorphismes pourvu que A
soit stable par isomorphismes ; quand A est stable par composition et contient les isomor-
phismes, cette condition sera automatiquement satisfaite. Nous tenons a cette condition,
c’est pourquoi du coté de A, dans la définition de P, je vais introduire cette condition
supplémentaire que A soit stable par isomorphismes. Donc je pose, en corrigeant (6.2),

= {AePF(M)) | Is(M)C ACW, Astable par composition}

(6.7)
Q = {LeP(FI(M)) | Is(M)C L, L stable par changement de base}.

w
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On est bien siir intéressé surtout aux éléments clos de P, Q. i.e. les parties A, L de FI(M),
contenant les isomorphismes, stables par composition (et L stable aussi par changement
de base, A C W) telles que l'on ait

(6.8) A=Aw(L), L =L(A)
[plutdt LW(A):I.
[page 87]

Je garderai les notations 7, b du paragraphe précédent. Quels sont les deux couples ex-
trémes 7

Partant de Ay = Is(M) (plus petit des éléments de P), on trouve Ly (Ag) = FI(M) (plus
grand élément de Q), et Ag = A (FI(M)) = Winiv, ensemble des fleches qui sont dans

W et le restent par tout changement de base :
(69) AE) = Wuniv; /80(140) (ﬁf Lw(Ao) = Fl(./M), ot Ag = Is(M) plus petit élément de P.

Inversement, partons de Ly = Is(M), le plus petit élément de Q. On a Ay (Ly) = W (W
étant stable par composition et contenant les isomorphismes), et L} = Ly (W) = Fiby,

les W-fibrations :
(610) LIE) = FlbW7 Oéo(Lo) = W, out Ly = Is(M), plus petit élément de Q.

Donc les parties R-closes a gauche de FI(M) se promenent entre Wiy et W, les parties

R-closes a droite entre Fibw et FI(M).

Proposition 6.1. Soient A € P, L € Q tels que A= ag(L), L = Bo(A) (i.e. A= Aw (L),
L = Lw(A)). Pour que L soit stable par composition, il faul et il suffit que A soil stable
par changement de base par les fleches f € L. (Plus généralement, si L € Q est un
elément quelconque de Q, el si on suppose de

[page 88]

plus que L est stable par composition, alors A = Aw (L) est stable par changement de
base par L.)

Terminologie : pour A € P, i.e. A une partie de FI(M) contenue dans W contenant les
isomorphismes et stable par composition, Ly (A) s’appelle le transporteur de A dans W. (1l
y a une notion duale de cotransporteur.) C’est un élement de Q, donc une partie de FI(M)
contenant les isomorphismes et stable par changement de base. D’autre part, pour L dans
Q,les f € Aw(L) s’appellent fleches W-L-asphériques, ou les W-L-équivalences, ou les
W -€quivalences L-universelles, et Ay (L) s’appelle le L-noyau de W. On pourrait le noter
plus simplement W, (quand cette notation ne conflicte pas avec Ws C FI(M/S) pour
S € Ob M). C’est une partie de W qui (comme W lui-méme) contient les isomorphismes
et est stable par composition.

Enfin, il y a lieu aussi d’introduire le stabiliseur Stab(A), ou transporteur de A dans A,
qui ne dépend pas de la donné de W, mais seulement de la partie A de FI(M), contenant
les isomorphismes et stable par composition. On pourrait aussi le noter Fib 4, et appeler

ses éléments des A-fibrations (A jouant a présent le role de W). On a Stab(A) C Ly (A),
et il semblerait qu’en
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[page 89]

pratique, ce sont ces stabiliseurs, plus que les transporteurs Ly (A), qui sont importants
(quand les deux mne coincident pas). C’est ainsi que dans Cat, si W est un localiseur
fondamental, les morphismes W-lisses (resp. W-propres) Lissy (Propy, ), qui sont les sta-
biliseurs des ensembles Was (Weoas) des ensembles de morphismes W-asphériques (resp.
W-coasphériques), jouant un role essentiel, alors que je ne sais pas caractériser de fagon
sensible les fleches des transporteurs Ly (Was), L (Weoas), lesquels contiennent, en plus
des morphismes W-lisses (resp. W-propres) les W-fibrations Fiby . Je ne sais pas com-
ment caractériser une classe de morphismes qui apparait aussi hétéroclite! De meme, il
y a lieu d’introduire et de caractériser le stabiliseur de Wi, (ensemble des fleches W-
biasphériques), comme les morphismes ‘W-nets’ Nety, par une description similaire a

celle des Lissw, Propy,, utilisant les bilocalisés \ X/, \Y/ , au lieu des localisés X/z, Y/y

ou des colocalisés z\ X, y\Y. Il y a lieu enfin de déterminer le stabiliseur de I'ensemble Equ
des Cat-équivalences (ce qui ne dépend pas de la donné d'un W - mais on a Equ C P(W)
pour tout W fondamental).
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[page 90]

7 Morphismes cofiltrants et localement cofiltrants

Mais je ne veux pas m’attarder a présent sur ces développements, qui ne me paraissent
pas urgents, et voudrais revenir aux questions liées a la notion de catégories filtrantes ou
cofiltrantes.

Definition 7.1. Soit f : X — Y une fleche dans Cat. On dit que [ est cofiltrante
(resp. localement cofiltrante, resp. faiblement cofiltrante (°Y), resp. localement faiblement
cofiltrante ou encore précofillrante) si pour tout y dans Y, la catégorie colocalisé y\ X est
cofiltrante (resp. ...). (Dualement, on dit que f est fillrante, resp. ..., si les catégories
X/y sont filtrantes, resp. ..., i.e.si f°: X°—=Y? est cofiltrante resp. ....)

Remarque 7.2. Notions stables par changement de base coétale. Contient les isomor-
phismes et méme les Cat-équivalences. Les morphismes ¢tales sont localement filtrants.

Proposition 7.3. Soit f: X — Y un morphisme cofiltrant (resp. localement cofiltrant,
resp. faiblement cofillrant, resp. précofiltrant), et supposons que Y soil cofiltrant (resp.
localement cofiltrant, resp. faiblement cofiltrant, resp. précofiltrant). Alors X lui-méme
est cofiltrant (resp. ...).

DEMONSTRATION. Il s’agit, dans les quatre cas envisagés, de vérifier pour X la condition
pPs,1’ / PS,1 / PS,1' +PS,2 / PS,1 + PS,2. Mais
[page 91]

pour chacune des trois conditions PS,1, PS,1', PS,2 séparément, on voit immédiatement
que si elle est vérifiée pour YV et pour les y\ X, elle I'est pour X, d’ou la proposition.

Corollaire 7.3. Les quatre notions envisagées dans (7.1) sont stables par composition.

DEMONSTRATION immédiate, en utilisant la remarque (7.2).

X 2\ X
Y 2\Y
7 2\ 7.

64J°ai modifié la terminologie : maintenant faiblement cofiltrant = 0-connexe + localement faiblement
cofiltrant, stable par passage 3 X' sur X, X' étale et oo-connexe. Revoir la terminologie dans le cas
faiblement cofiltrant, qui est une notion traitresse, faute d’étre stable par passage [a] un X' étale sur X.
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Remarque 7.4.
1) Notons que la notion de morphisme cofiltrant ou faiblement cofiltrant n’est pas

stable par changement de base quelconque, ni méme par une immersion ouverte.
Exemple : e — A, appliquant e en 1, est cofiltrant,

€

0 —— 1

mais sa fibre en 0 est vide, donc n’est ni cofiltrante, ni faiblement cofiltrante. Je
n’ai pas vu d’exemple montrant que la notion de fleche localement cofiltrante resp.
précofiltrante n’est pas stable par changement de base, et ne voudrais pas m’y
attarder, n’ayant pas besoin de connaitre la réponse.

2) Pour que X soit cofiltrante (resp. ...), il faut et il suffit que X —» e le soit. Ainsi
la notion absolue est ramenée a une notion relative.

3) Si f: X —Y est cofiltrante, elle est
[page 92]
W-coasphérique (donc € W) pour tout W satisfaisant I'axiome Loc (8) des limites
inductives. En particulier, elle est Wy-asphérique, i.e. un foncteur cofiltrant (et méme

seulement faiblement cofiltrant) est cofinal.

La raison principale pour m’intéresser aux fleches cofiltrantes est contenue dans la

Proposition 7.4. Soit f : X — Y dans Cat localement cofillrant (resp. localement faible-
ment cofiltrant). Alors :

a) Pour tout X' €tale sur X, le composé ' : X' — X —Y est localement cofiltrant
(resp. ... ), el pour toule factorisation de [’ en X' V'Y avee Y —Y €lale,
g' est localement cofiltrant (resp. ... ).

b) Vx dans X, le morphisme sur les localisés

fle: X/z —Y/x (y = f(z))
est cofiltrant (resp. faiblement cofiltrant).

c) Siz,y comme dans b), et U est un ouvert de X/x, désignant par V louvert de Y]y
engendré par l'image de f/x (i.e. Douvert formé des z dans Y]y tels que z\(X/x)
soil non vide), la fleche induite q : U—V [est] cofillrante (resp. faiblement
cofiltrante), a fortiori cofinale (et méme W -coasphérique, pour tout W satisfaisant
Paziome des limites Loc (8)) (°°).

[page 93]
Donc poul tout cofaisceau G sur'V, a valeurs dans une calégorie M avec lim , on
a [un] isomorphisme

lim ¢*(G) = lim &,

U %

8511 suffit ici qu’on soit dans I’hypothése respée (f faiblement localement cofiltrant) sauf pour le NB ici
[‘le NB ici’ est ‘(et méme ...Loc (8))°].
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et pour tout préfaisceau F sur V', a valeurs dans une catégorie M avec lim ;| on a
HIE
[un] isomorphisme
lim ¢g*(F) -~ lim F.
Jn 4m

DEMONSTRATION. Je vais d’abord expliciter le

Lemme 7.5. Soit h : X' — X un morphisme élale dans Cat. Alors h est localement
cofiltrant. De fagon plus précise, pour toult x© dans X, on a

mo(z\X') =~ Ob X,

toute composante connexe de x\ X' contient un €lément et un seul de la catégorie discrete
XL Ca\X'. Siz' est dans X (i.e. 2’ objel de X' tel que h(z') = x), ¢’est un objet initial
de la composante connexe qui le conlient. (Donc cetle composante est cofiltrante.)

Ceci prouve (et au dela) la premiere assertion de 7.4, compte tenu de 7.3 (stabilité par
composition), ou parce qu’une

[page 94]

catégorie étale (en l'occurrence y\X’) au dessus d’une catégorie localement cofiltrante
(resp. localement faiblement cofiltrante) (en loccurrence y\ X) est itou.

y\X’4> X/

ét. cart. ét.

y\ X X
cart.

y\Y Y.

Pour la deuxieme assertion dans a), on peut maintenant supposer X’ = X. Il faut prouver

que pour tout y' dans Y, y'\ X B X %y y'\Y" est localement cofiltrante (resp. localement
faiblement cofiltrante). Soit y dans ¥ I'image de y’, et considérons le diagramme de trois
carrés cartésiens ci-contre.

Y\ X — y\X — X

ét. cart. ét. cart. ét.

N e ¢

cart.

Y

y\Y Y

Le Lemme 7.5 implique que y'\Y' — ¢\ Y’ est I'inclusion dans y\Y’ d’une composante

connexe de y\Y’, c’est donc une immersion ouverte. Donc y'\ X — y\ X est une immersion
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ouverte. Comme y\ X est localement cofiltrant (resp. localement faiblement cofiltrant) par
hypothese, il en est donc de méme de y\ X. Cela prouve d).

Appliquant a) a la situation X/z — Y/y dans b), on voit que les colocalisés z\(X/z) de
X/z sur Y/y (2 € Ob(Y/y)) sont localement cofiltrants (resp. faiblement). Mais comme
X/z a un objet final au dessus de l'objet final de Y/y, il s’ensuit que z\(X/z) a un objet
final, donc est 0-connee.

[page 95]

Donc ces catégories, étant localement cofiltrantes (resp. faiblement), sont en fait cofil-
trantes (resp. faiblement cofiltrantes).

Prouvons ¢). Notons que pour z dans V, z\U s’identifie a I'image inverse, par
2\(X/z) — X/z, de Vouvert U de X/z, c’est donc un ouvert de z\(X/z), non vide par
construction de V. Mais un ouvert non vide d’une catégorie cofiltrante (resp. faiblement
cofiltrante) est encore cofiltrant (resp. faiblement cofiltrant). Cela signifie que g : U —V
est cofiltrant (resp. faiblement cofiltrant), a fortiori cofinal (et W-coasphérique, pour tout
W satisfaisant Loc (8)). Cela acheve la démonstration.

Remarque 7.5.

1) Le méme argument que dans ¢) montre que si f : X — Y est cofiltrant (resp.
faiblement cofiltrant), alors pour tout ouvert U dans X, si on désigne par V l'ouvert
de Y engendré par f(U), i.e. 'ouvert formé des y dans Y tels que y\ X # (, alors la
fleche induite g : U — V est cofiltrante (resp. faiblement cofiltrante), et a fortiori
g est cofinal (et plus généralement, si f est cofiltrant, g est W-coasphérique pour
tout W satisfaisant la condition Loc (8)).

[page 96]

2) Un cas particulier intéressant de 7.4 est celui ot on suppose que les y\ X (y € ObY)
sont sommes directes de catégories ayant chacune un objet initial. Alors on voit que
cette condition est stable par les opérations de 7.4 a) [?], et par conséquent, les
colocalisés z\(X/z) des morphismes localisés en haut X/z — Y/y sont des caté-
gories a objet initial. Ceci implique alors qu’il en est de méme des colocalisés z\U
(z € ObV) dans g : U— V. 1l s’ensuit que g est W-coasphérique pour tout lo-
caliseur fondamental W (sans avoir a se soucier de I’axiome des limites).

La condition envisagée sur f : X — Y est satisfaite notamment dans les deux cas
suivants (qui me paraissent de loin les plus importants) : a) f est étale et b) X est
discrete.
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[page 97]

localement totalement O-connexe
et O-connexe

totalement O-connexe

et localement irréductible

stricte (ex.
Bg)

Top X localement
irréductible
+ 0O-connexe

<= X pseudofiltrante
+ O-connere,
i.e. PS*1

+ 0-connexe

stricte
(ex. 0 > 1)

—

i.e. PS*1’ 4+ PS*2

+ PS*1 4+ PS*2

Top X
—
— X
<~ X0
<~

{

ofiltrante,

-connexe

Vz€ObX, X/z et

X/z X = sont irréductible, *“

X O-connexe

X 0O-connexe,

les X/a X b non vides

(et méme O-connexes),

les X/a Xyxaz b O-connexes

r PS*1 ne dépend
que des catégories
induites X/z,
donc stable par passage
aux X' — X étales,
donc la condition
PS*1 4 0-connexe stable
par passage aux
revétements

L X! — X 0-connezxes.

Top X irréductible
(X irréductible)
PS*1/

ne dépend que [de] Ord X ou de Esp(X), T

signifie que Ord X cofiltrant,
ou Esp(X) irréductible.

N’est pas stable par passage a
X' — X étale O-connexe,
p.ex. par passage a un X/,

p.ex. X = (0 » 1) est irréductible,

mais X/1 = ne Dest

>)

pas.

66Ex.@).

67Ex. Bg.

7
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stable par T

passage

aX' —X

;?le sur X, si stricte Top X localement
O-connexe, (ex. o o) totalement O-connexe

mais si les

s

<= les composantes connexes de X
X/z sont cofiltrantes
£ X 0 sont cofiltrantes
e -connexe, PS*1 + PS*2

cela n’implique
pas X cofiltrante
Ex. BG

(X localement cofiltrante)
stricte

(ex. A)

Stable par passage & X' —> X
étale, mais si les X'/z
y satisfont, pas forcément X!

Top X totalement 0-connexe

(on dit X totalement 0-connexe)

X2 —> X9 x X© est cofinal

et X £ 0

Vz,y € Ob X, r X y 0-connexe de X"
i.e. X/z X y O-connexe

et X £0

—
p== Top X

localement irréductible

NB n’est pas stable par passage aux X /z (9), et si
les X/z sont totalement O-connexes et X # 0,
il ne s’ensuit pas que

X le soit (°7).

stricte (ex. Bg, ou
0—>1)
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[page 98] Top X localement totalement 0-connexe
4+ 0-connexe
X cofiltrante)

/ \

Top X localement irréductible Top X localement totalement

+ 0-connexe Y tolal 1 0. 0-connexe
(X pseudofillrante et 0-connexe) ( otalement 0-conneze) (X localement cofiltrante)

PS*1 + 0-connexe X?— X7 % X7 cofinal PS*1 4+ PS*2

SN/ ﬂ

Top X totalement 0-connexe

Top X irréductible Top X localement irréductible
(X irréductible) (X pseudo-cofiltrante [ 7))
PS*1 PS*1
— BG e
(°%). X cofiltrante

PS*1’" + PS*2
= PS*1 4+ PS*2 4 0-connexe

/N T~

X pseudo-cofiltrante et 0-connexe X totalement 0-connexe

(PS™1 4 0-connexe) (X?— X° x X? cofinal) X localement cofiltrante
(Ba) \ PS4 P52
X irréductible X pseudo-cofiltrante
PS*1’ PS*1

=T

f8NB Les cinq catégories typiques Bg (G # 1), A, 0 % 1, = o o, Bglle (G # 1) sont telles qu’elles
appartiennent a la classe envisagée C' d’objets de Cat, mais & aucune des cinq autres classes sauf celles
qui sont relides & C' par C = ' sur le diagramme d’implications (ou par une implication composée).
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—_ n’est ni pseudo-cofiltrante, ni totalement 0-connexe.

Ba n’est ni localement cofiltrante, ni totalement 0-connexe.
A n’est pas pseudo-filtrante.
Bgue n’est pas localement cofiltante, car Bg ne 'est pas, ni appartient a une

des 4 classes d’objets connexes.

Itou pour c=e o

[page 99]
pag X cofiltrante
(PS*1" + PS*2
<= PS*1 + P52
+ 0-connexe)
PS*1
PS*1’ (les z\ X satisfont —
(= 0O-connexe) PS*1’) c=e o
X totalement 0-connexe X localement cofiltrante
(X°— X° x X cofinal) X pseudo-cofiltrante (composantes connexes filtrantes)

O-connexe

(PS*1 + 0-connexe)
(manque PS*2)

(Ba)

(PS*1 + PS*2)

@)

X irréductible G #£ {1} X pseudo-cofiltrante
(PS*1') ou encore localement irréductible
(composantes connexes
e e pseudo-filtrantes)

(PS1)
G # {1}

et dualement on a

X filtrante
X° totalement 0-connexe X pseudo-filtrante X localement filtrante
0-connexe
X coirréductible X pseudo-cofiltrante
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donc on a une terminologie directe sauf pour ‘X° totalement 0-connexe’ - je n’ose dire ‘X
totalement co-connexe’!!
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[page 1]

1 Relation des dérivateurs avec la catégorie Hot

Soit D un dérivateur, A sa catégorie fondamentale,
A =D(e).
Je me propose de définir, si faire se peut, des foncteurs

Hot x A 5 A (&, M) — EX M ou £®@M (suivant les cas)

1
® Hot® x A =5 A (6,M) +— hom((,M).

[

Ces foncteurs doivent s’échanger par dualité : si on prend les foncteurs 7°, @® sur les

catégories opposées, on trouve

) Hot x A° B A°
(1) o
Hot® x A° B  A°,

et on doit avoir
wp = TDe
[ —
7TD — wpDe.

\
A vrai dire, considérant (1) comme des foncteurs

Hot - Hom(A,A)
Hot® 5 Hom(A, A),

on s’attend a ce que ces foncteurs s’étendent en

Hot > Hom(D,D)

(2) oo
Hot® — Hom(A, A)

[plutdt deux fois Hom(D,D)]. Cela signifie, essentiellement, que pour £ € Ob Hot
donné, les opérations & xp M et Homp (¢, M) [plutét homp(£, M)] sont définies non
seulement dans A = D(e), mais dans tous les D(7), et ceci de facon a commuter aux
foncteurs f* :

[page 2]

Si
f:I'—1,
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alors pour ' € ObD(]), on doit avoir des isomorphismes canoniques

[*(Exp M) ~ {xp [*(M)

(3)
f*homp (&, M) ~ homp(€, f*(M)),

avec les compatibilités habituelles pour un composé fg, relatif & I —Z» I’ 2T

Mais je me place de préférence dans A, ce qui devrait impliquer les constructions similaires
dans tous les D(]), quitte a appliquer ce qui a été dit au dérivateur Dy.

L’intuition algébrique fondamentale est celle-ci, en désignant par
X +—hot(X) : (Cat) — (Hot)

le foncteur de localisation de (Cat) dans (Hot), obtenu en inversant les fleches dans (Cat)
qui sont des ‘équivalences faibles’. Supposons X dans Diag, soit

p:X—e

le foncteur a valeurs dans la catégorie ponctuelle. On veut que

) hot(X) xp M =~ p(p*(M)) = HP(X, M)
homp (hot(X), M) =~ p.(p*(M)) = Hy(X, M)

(isomorphismes canoniques).

[page 3]

Ceci donnerait un principe de définition pour les opérations cherchées. Une difficulté
vient du fait qu’en général, Diag n’est pas égal a (Cat), et que les types d’homotopie
provenant de Diag ne donnent pas (méme a isomorphisme pres) tous les types d’homotopie.
Intuitivement, on ne trouve que des types d’homotopie ‘assez petits’. Mais on peut localiser
Diag par rapport aux équivalences faibles (il vaut mieux dire ‘quasi-isomorphismes’), on
trouve alors une catégorie (Hot)g, et un foncteur canonique

Hoty — Hot,

si on a de la chance, ce foncteur sera pleinement fidele, et on essayera de décrire les
foncteurs (1) ou (2) en y remplagant Hot par la sous-catégorie pleine des ‘petits’ types
d’homotopie. On peut aussi oublier (provisoirement!) Hot, et travailler avec Hotg. C’est
ce qu’on va faire pour le moment.

Pour pouvoir définir les foncteurs

Hots x A — A (£, F) +— ExpF

5
) Hot; x A — A (£, F) +— homp(¢, F),

je note que pour F' [plutdt M] fixé, X variable dans Diag, les
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[page 4]
derniers membres dans (4)
(6) HP (X, M), Hp (X, M)

sont bien, I'un covariant, 'autre contravariant en X. Donc il y a , a isomorphisme unique
pres, une seule paire de bifoncteurs (5) satisfaisant (bifonctoriellement) les isomorphismes
(4), si et seulement si les expressions (6), considérées comme fonctorielles en X, transfor-
ment quasi-isomorphismes en isomorphismes. Cela équivaut donc a la validité du

Théoréme (?) (). Soit f: X' — X dans Diag. Si [ est un quasi-isomorphisme, c’est
une D-Equivalence.

Quand X est la catégorie ponctuelle, ce n’est 1a autre que I’axiome Der 3 (p. 67). J'ignore
si c’est une conséquence des axiomes Der 1 a Der 5 (d). Si ce n’est pas le cas, il faudrait

I’ajouter aux axiomes, je crois. Je n’ai pas méme prouvé qu’'une équivalence de catégories
dans Diag (au sens des catégories!) est une D-équivalence !

Notons la formule d’adjonction

(7) Hom(¢ xp M, N) =+ Hom(M, homp(£, N)).
Si € provient de X € Diag, alors cela s’écrit

(8) Hom(pp"M, N) =~ Hom(M, p.p*N),
[page 5]

or par adjonction les deux membres sont canoniquement isomorphes a

Hompx)(p*M, p*N).

Exemple. Prenant pour ¢ le type d’homotopie du cercle standard (représenté p.ex. par
I’ensemble ordonné

/b\
0 0
\ /

olt on convient de prendre 0 comme origine, et d’orienter de 0 vers a), les deux foncteurs

Y

en question sont (sauf erreur) les foncteurs suspension ¥ et ‘cosuspension’ ou foncteur
‘espace des lacets’ €. Sous réserve de vérifier que QF' coincide bien avec ce que j’ai décrit
ailleurs, a propos des carrés substantiels cartésiens dans A.

Dans Hotg on a une opération produit, en fait ¢a doit étre le produit catégorique dans
Hotgy. Mais sur les modeles il est donné par

(8) hoto(X) X hoto(Y) =~ hoto(X xY)

"Nouvel axiome?
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[deux fois (8)]. Ceci posé, on a les isomorphismes canoniques, pour &,7 € Ob Hoto,

Exp(nxp M) ~ (Exn)xpM

(9)
homp (&, homp(n, M)) =~ homp(& x 1, M).

Si &, n sont représentés par X, Y, la premiere formule p.ex.

[page 6]

s’établit en calculant le deuxiéme membre comme

o(Mxxy) >~ p( ¢(Mxxy) ) ~¢& xp (n Xp M),

~ g(My)x

car ¢ est D-lisse

O.K.

J’al aussi envie de prouver :

Proposition 1. Soit £ € Ob Hoty. Alors F'—§& xp F, en tant que morphisme de déri-
vateurs D — D, est exact a droite, et F'—homp(¢, F') est exact a gauche.

On peut supposer que ¢ est défini par X dans Diag. Soit f: I —J, soit F' dans D([), il
faut prouver

fo(homp (€, F)) ~ homp(é, £.(F)).
Considérons donc

XxItexxJ

p=(ﬂfﬂ')'—’il ¢=(z,4)—>j
1 J.
On a
homp (&, F) = p(p"F),
donc
fo(homp (&, F)) = [opo(p"(F)) = (af")ep"(F) = a.([p"(F)).
(fp)
Mais

fore(F) =~ g f(F),
formule de changement de base des f,, pour le changement de base ¢, qui est lisse, car
déduit de X — e, qui est lisse, par changement de base J —¢. On trouve
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[page 71
donc '
Ju(homp (&, F)) = q.q™(f.(F)) = homp (&, f.(F)),

q.e.d. L’énoncé pour F'+——¢ xp F' est dual de celui qu’on vient de prouver.

Reprenons, pour ¢ € (hot)y [= Hoto], la formule d’adjonction

(%) Hom(¢ xp M, N) ~ Hom(M, homp (£, N)) & Homg (M, N).

Si ¢ est défini par X dans Diag, les denx membres de (*) s’identifient &
Hompx)(p™M, p*N),

ou p: X — ¢ est le foncteur structural.

Fixons M, N, et considérons I'expression () comme contrafoncteur
(Hotg)? — Ens.

Il semblerait que dans tous les cas connus, ce foncteur soit ‘représentable’ par un objet,
sinon de Hoty lui-méme, du moins un objet dans Hot. Si on ne peut le définir comme
objet H de Hotyg, le fait qu’on ait un isomorphisme canonique

(10) Hom¢(M, N) =~ Hompot (¢, H),
fonctoriel en ¢ € Ob Hoty, ne [1e] définit pas forcément

[page 8]

a isomorphisme unique pres. En fait, quand
D=Dumgsx

est défini par une catégorie de modeles (M, X)), alors il y a une définition naturelle d’une
opération homext (Hom ‘externe’) a valeurs dans Hot, savoir un foncteur

A°x A — Hot

11

(1) (M,N) +—> homext(M,N),

ot A = MY~ est la catégorie fondamentale de D = Dax. Il est vrai que je n’ai pas
vérifié, si p. ex. (M, X) est sous-jacente a une catégorie de modeles quillénienne, de sorte
que (par THOMASON) D est bien un dérivateur, que cette notion de homext satisfait
bien a une formule de la forme (10). Ici je vais le poser [?], au besoin, ces données
supplémentaires : donnée de (11), et d’un isomorphisme fonctoriel

(12) Hom¢ (M, N) ~ Hompe (€, homext(M, N)).
—_——

Hom(é xp M, N)
Hom(M, homp (¢, N))
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[page 9]
S1 maintenant 7 est un deuxieme élément de Hoty, on a envie d’écrire

homext(n xp M, N) =~ homext(M, homp(n, N))
~ hompor(n, homext(M, N)),

(13)

ou dans le deuxieme membre, homyor est l'opération (1) dans le cas ou D = HOT, et
qui est défini aussi en termes du produit cartésien € x n dans Hot, par

Hompot (&, hompot(n, () =~ Hompe (£ x 0,(),
en d’autres termes, pour 7 fixé, le foncteur
¢ +— hompuor(n,()
est défini comme le foncteur adjoint a droite du foncteur
E— Ex.

Pour vérifier heuristiquement la formule (13) (vérification valable ‘en forme’ si les trois
objets envisagés sont en fait définis comme objets de Hotg ... ), on prend Hompye (€, —) a
valeurs dans les trois membres, pour ¢ donné dans Hoty. Pour le premier, on trouve

Homg(n xp M,N) = Hom(§ XD (77 xp M), N)
= Hom((¢ x n) xp M, N).
Pour le deuxieme

Hom¢ (M, homp(n, N)) = Homy(¢ xp M,homp(n, N))
~ Homy(n xp (£ xp M), N)
~ Homy((n x £) xp M, N),

[page 10]

et enfin pour le troisieme

Hompet (€ X n,homext(M, N)) ~ Homgy,(M,N)
Hom((§ x n) xp M, N),

12

donc toujours la méme chose! Pas de doute, ca doit marcher.

S’il faut se donner le homext (11) comme donnée supplémentaire, avec de plus un iso-
morphisme trifonctoriel (12), il faut aussi se donner les isomorphismes trifonctoriels (13),
‘compatibles’ avec I'isomorphisme (12) au sens du calcul précédent.
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Par exemple, prenant = type d’homotopie du cercle S, les formules (13) se spécialisent
en

homext(XM,N) =~ homext(M,QN)
(14) ~ Qhomext(M,N)
L homyor (5!, hom ext(M, N)).

Mais cette formule dans Hot n’est sans doute pas tout a fait la bonne, car le bon for-
malisme de 0, ¥ se fait dans les catégories ponctuées, et en particulier dans la catégorie
homotopique ponctué Hot,.

Je vais expliciter un exemple, en prenant le dérivateur

Dér(A)
‘dérivé’ d'une catégorie abélienne A. Donc D(e) = catégorie dérivée de A. Pour éviter des
[page 11]

difficultés accessoires ici, je vais supposer que A est la catégorie des k-modules, k£ un
anneau quelconque.

A tout ¢ € Ob Hot est associé un ‘abélianisé’

Eab e H.(&) € D(ADb) catégorie dérivée des groupes abéliens,
——
ou D(Z-Mod)

objet qui n’a de cohomologie qu’en degré < 0. Ceci dit, si M est dans D(k-Mod), on aura

L
ExpM >~ &, Rz M

(15)
hOIHD(f, M) = RHomZ(fabyM)v

formule qui est en cheville avec la formule de Kunneth pour ’homologie

(16) (€ X n)ab =~ &Eap é@z Tab,

ce qui redonne un aspect familier aux formules (9), qui se réduisent a

L L L L
€ab @z (Nab @z M) ~ (&b @z 1ab) Rz M
L
RHomZ(faba RHOl’l’lz(T]ab, M)) x>~ RHomZ("Sab ®Z Tabs M) (2>
D’autre part, existe-t-il bien un homext(M, N), si M, N dans D(k-Mod)? On pense a

RHomy (M, N), mais pour en faire un type d’homotopie, on doit ‘tronquer en degrés > 0’.
On pourrait donc prendre

homext(M, N) ~ 7<o(RHomy(M, N)).

2Expliciter aussi la formule d’adjonction (7) (p. 4).
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[page 12]

La formule fondamentale (10) est-elle alors valable ? Le deuxieme membre est en effet
HomHot(fa H) x>~ HOHlHotab(faba H) (3>

car H est un objet abélien de Hot (cf. le tapis sur I'abélianisation ... ), a partir de la ¢’est

gagneé :

HomHotab (fab; TSORHOHI]C(M, N)) ~ HomD(Z_MOd)(fab, RHomk(M, N))

x D(Z-Mod)<O,
sous-catégorie pleine
de D(Z-Mod)

~ Homp(mody(&an X M, N),

O.K.

D’autre part, le bifoncteur
(M,N) > homext(M,N) = 7<¢RHomy(M, N)

se factorise canoniquement par Hotab et a fortiori par Hot,. Le ‘bon” hom ext(M, N) serait
ici plutot celui dans Hotab, voire méme dans la catégorie D™ (Z-Mod), déduite de celle 1a
‘en rendant le foncteur translation inversible’. Il est évident d’ailleurs qu’ici le &, xp M,
ou £ = ST, nest pas ‘la bonne’ suspension, qui doit étre le décalage des degrés — £, ne
devrait avoir de la cohomologie qu’en degré —1, et non aussi en degré 0.

327 est-ce vrai???
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[I1 n’y a pas de pages 1-72]
[page 73]
Construction de diagrammes substantiels pour un dérivateur.

Soit D un prédérivateur, I dans Diag, considérons
or: D(I) — Hom(I°, A), ou A= D(e) est la catégorie fondamentale des coefficients.

Les objets de Hom(/°, A) s’interpretent comme des diagrammes de type 1° dans A. Ce
langage est surtout commode si I est ordonnée. Notons, pour F' € Ob D(I), par (F)icobr
le I°-diagramme associé dans A. Par 'axiome Dér 2, le foncteur
@ Fr—(F)iconr

est conservatif. Mais il n’a aucune envie d’étre fidele, encore moins pleinement fidele.
Quand on connait le diagramme (F;);, on est loin de connaitre F', pas méme a isomor-
phisme non unique pres, je présume. Il n’est nullement clair que si F', F' dans D(/) sont
tels que les diagrammes associés soient isomorphes, ils soient eux-mémes isomorphes.

Pour insister sur ce point, les objets de D(I) s’appelleront les ‘diagrammes substantiels
de type I° dans A’ (ou D-substantiel, s’il y a risque de confusion). Pour étayer I'intuition
et simplifier les explications, un objet F' de D(I) (D-coefficients sur [) sera représenté
graphiquement par le diagramme ‘faible’ ou ‘squelettique’ correspondant — on le regarde

[page 74]

comme une sorte de (pale) ‘squelette’ du diagramme substantiel dont il provient. P. ex. si
I'=Ay:0—1 [plutdt A;], on note un diagramme substantiel de type (A()° [plutsdt
(A1)°] par le méme graphisme, que le diagramme ordinaire :

Fy — Fi.
Si
a —— ¢
S
0 — b

les diagrammes substantiels de type I se notent

F,

Fo
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Il faudra bien siir préciser chaque fois si ce graphisme désigne un diagramme squelettique,
ou substantiel. Souvent on part d’un squelette, et on essaye de ‘I’étoffer’ avec un peu de
chair, pour en faire un diagramme substantiel — si possible, de facon canonique. C’est
la un point de philosophie dérivatique essentiel pour la pratique. On procédera souvent
de proche en proche, en ‘substantifiant’ des sous-diagrammes correspondants a une suite
strictement croissante Iy C [; C -+ C I, = I de I, au mieux de la situation particuliere.

[page 75]

En voici un exemple typique, en supposant D un dérivateur ponctué (les D(I) sont ponc-
tuées, et les f* transforment objets nuls en objets nuls). Il s’agit de la définition du
foncteur ‘cosuspension’ ou ‘espace de lacets’ dans A,

Q:A4A— A

Il est entendu que pour M dans A, (M) doit s’insérer dans un carré commutatif

QM

€

(€)
M+—— e,

ou e désigne les éléments unités. Ce carré cependant devrait étre substantiel, plus précise-
ment, étre un carré substantiel ‘D-cartésien’. Etant entendu qu’un objet de D(I) (carré
substantiel dans A) est dit D-cartésien, s’il est dans I'image essentielle de D(1y) par iy,
ou

1 O T

I étant la sous-catégorie ouverte de [ définie par

L

[page 76]

La restriction du carré substantiel cherché (C) a la sous-catégorie I; est donc un dia-
gramme substantiel de squelette

(Sq)
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dont il se déduit (a isomorphisme canonique pres) en appliquant i, a ce dernier, de fagon

a le compléter en - . Il reste donc a décrire une substantiation canonique du
v

M+— ¢

squelette (Sq), en termes de M. Cela nous conduit a regarder la sous-catégorie ouverte

Iy = {0} | R .
de I (donc aussi de I) réduite a 'objet initial, et inclusion

Ib <% 1,

et de substantifier le squelette (Sq) par (i) (M).

On peut dire a posteriori que, si on connaissait le carré substantiel, il n’y a, a isomorphisme
unique pres, qu'une seule facon de I'obtenir comme un ¢;,10:(?), avec 7 dans D(/y) ~ A,
car 191 et 71, étant pleinement fideles, il en est de méme de leur composé.

[page 77]

En fait, on voit que le foncteur
’1:1*’1:0! . ./4 ~ D([O) — D([)

induit une équivalence de A avec la sous-catégorie pleine de D(7) formée des carrés
D-cartésiens dont les fibres en a et b sont nulles. (Le foncteur quasi-inverse évident
est 1*,ou ¢ : Uy C [ [plutdt [y, C» [].) Cela signifie donc que dans ce cas, la donnée
du squelette de nature tres particuliere (£, ~ Fj ~ 04), plus la contrainte supplémentaire
D-cartésienne, sur le carré cherché, détermine celui-ci a isomorphisme unique pres en
termes de son squelette : il y a une substantiation non seulement ‘canonique’ de celui-ci,
mais méme unique a isomorphisme unique pres, a cause de la contrainte D-cartésienne.

Je voudrais commencer par regarder le cas plus simple encore ou [ = Ay = (0— 1),
donc les squelettes envisagés sont simplement les fleches

F1 — FO dans ./4

La philosophie nous oblige, pour les fleches les plus fondamentales dans la théorie des
dérivateurs D (fleches dans A, ou par extension dans une D(7) ~ Ap,, catégorie fonda-
mentale du dérivateur induit D;) de se demander s’il n’y a pas
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[page 78]

une facon ‘canonique’, ‘naturelle’, ‘voulue par Dieu’, de le ‘remplumer’ en un diagramme
substantiel. Les fleches les plus évidentes qui se présentent sont relatives a un foncteur

f:Il—J
dans Diag, et aux deux morphismes d’adjonction pour le couple (f*, f,), savoir

G — [.f*G dans D(J)
~LF — F dans D(I). (%)

Je vais essayer de remplumer ces deux fleches, et vais généraliser en envisageant la situation
ci-contre [ci-dessous]

ou

Hom! (G, F) ¥ Hom(f*G, F) "% Hom(G, f.F).
Donc le méme u s’interprete par deuz fleches squelettiques
-G — F dans D([)
G —  fJ(F) dans D(J).

(1)

Les remplumer, ¢’est les interpréter (si faire se peut) en termes de deux objets (si possible
canoniques) dans D(7 x A;) et D(J x Ay) respectivement.

Je vais me guider sur le cas particulier d’'un dérivateur trivial
D =D,
ot M est une catégorie de modeles ‘nue’ (¥ = 0).

[page 79]

Pour f fixé, on va construire une catégorie auxiliaire K(f), de telle facon que pour toute
catégorie M, les systemes (G, F,u) d'un M-préfaisceau (G sur .J, d'un autre F sur I, et
d’un f-homomorphisme G —» F', s’identifient (fonctoriellement) aux M-préfaisceaux sur

'Bien str, probléme dual pour (fi, f*).
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K(f). Ceci dit, on va essayer d’interpréter les fleches (1) squelettiques, mais peu importe
ici — tous les D-squelettes sont maintenant remplumés) en termes de la géométrie de K(f).

ObK(f)=ObK(I)uObK(J) [plutét Ob /11 ObJ ]

I, J s’identifiant a des sous-catégories pleines de K(f),
il n’y a pas des fleches d’'un 57 € J dans un ¢ € I.
(Donc I est ouverte dans K(f), J son complémentaire fermé.)

Pour i € Ob I, j € ObJ, on pose Homg 4 (7, 7) = Homy(f(z), 7).

La composition des fleches dans K(f) est évidente. On va définir une rétraction canonique
FoR(f) e
de K(f) sur sa sous-catégorie fermée J. Donc f est connu sur Ob.J, et sur Ob I ce sera
f:
fG) = 7 sijeObJ
fG) = f(i) sii€Obl.
Il reste a définir, pour z,y € Ob K(f),

[page 80]

Hom]((f)(.f, y) — HomJ(f<$)7 -}E(y»

Si z,y € ObJ, c’est 'identité, si z,y € I, c’est f. Sixz € I,y € J, on doit définir une
fleche

Hom(f(z),y) — Hom(f(z),y),

et on prend encore I'identité. On a

J;»[x — 7

N

Joy = idy

o 7 surJ ) ifi = 4 surlJ

jof = ie. - ,
3f sur I, 3ft = 4f surl

et on a [K = I'\"(f):l

a: dg — 3f i.e. homomorphisme fonctoriel

¢ 2 j(f(x)), =€ ObK,
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défini ainsi :
SizeJ, a(z)=id, : = j(f(z)) =j(z) ==z
Sizel,alx):z— f(z),ou f(z) — f(z), a(zr) = ids(q).

dans K(f) dans J

On doit vérifier la fonctorialité pour = variable dans K ...

Soit & un M-préfaisceau sur K. Il définit
F = (®) € ObDm(I)
G = j5(®) € ObDum(J).
D’autre part f*(G) s’interprete comme (5 f)*(®)|1, car

@@ = GG

A

7

~—

- T
= JH(®)(f(5))
= (/i)
= (1) (@)().
[page 81]
Donc

Or la fleche

a:idg —jf
donne o )
idg (D) ) (G (P), fonctoriel en @,
———
-

d’oti, en prenant les restrictions a [,

(®) ¥ Fr L ra.

En fait, sans tellement se tortiller, on devrait pouvoir montrer que pour toute catégorie
M, la catégorie Hom(K°, M) des M-préfaisceaux sur K est isomorphe a celle des triples
(F,G,u), avec F € ObHom(/°, M), G € Hom(J°, M), et u : f*(G)— F. Ainsi, K

apparalt comme solution d’un probleme universel

Hom(K°, M) — {F, GG, u comme dessus}(M).

Mais pour y préciser la fleche — de fagon Conceptuelle simple, 1l est bon de se donner

K avec les structures supplémentaires | — K 0 I, fj =idy, idg — ]f Et
f

ce systeme
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[page 82]

{K, i, j, f, a} est (sauf erreur) défini a isomorphisme canonique pres par la condition
de représenter le foncteur M+—{F, G, u}’(M) ...

En particulier, le systeme défini par G € Ob D a(J)

(f(G@), G, id: f1(G) — [1(G))

est défini sauf erreur par f*(G) sur K(f). On se propose [?] de trouver une interprétation
similaire pour

(F € ObD(I)). Le candidat naturel serait ici ® = i, (F). Admettons ce point (i.e. surtout
la vérification du fait que j*(i.(F)) ~ f.(F')). Tout ceci montre que si D est a nouveau un
dérivateur quelconque, on peut, par les formules précédentes, trouver un objet canonique
® de D(K), en termes soit d’un D-coefficient F' sur I (en prenant & = i,(F)), soit d’un
D-coefficient G sur J (en prenant ® = f*(&)). D’autre part, on peut espérer définir
canoniquement

D(K) — D(IxA)
D(K) — D(JxA)

dont les composés avec les foncteurs ‘squelettes’

D(/ x A;) — Hom(A7,D(/))
D(J x A;) — Hom(A7,D(J))

[page 83]
redonnent (pour ® € Ob D(K)) les fleches squelettiques

u

G = F

v

associées a (F,G,u). De fagon précise, f*(G) — F se définit en termes de D, et ¢ €
ObD(K), comme ci-dessus, et v s’en déduit par adjonction.

[.’idée naturelle ici, serait de ramener le probleme de 1’étoffement des fleches d’adjonction
sqelettiques, au cas des immersions ouvertes ou fermées. Notons que les sous-catégories
ouvertes de K correspondent justement aux foncteurs K —» Ay, en prenant les images
inverses de 'ouvert générique. Il y a donc un unique

p: K(f) — Ay

avec I = 7' ({0}). Donc [fin du chapitre]
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[page 1]

1 La catégorie des chemins
Soit @ la catégorie suivante :

Obd = 7
Flé = ObdULZ (Ob ® ¢« identités)

On note {a}, ou simplement a, 'objet qui correspond a o € Z. On note u, la fleche qui
correspond a 'entier o € Z.

s(ug) = « si a pair, a-+1 sia impair
b(u,) = a+1 siapar, a—1 siaimpair
[plutst b(u,) = a+1 si a pair, a si « impair]

Il n’y pas a définir de compositions, car si deux fleches sont composables, elles sont
Iidentité. En fait, ® est une catégorie ordonnée, {a} < {3} si et seulement si « pair,

f=a+1 [plutét F=a+1 ou f=a—1].
On note, pour n € N,

®,CP, Ob®,={acOb®| —n<a<+n},
la sous-catégorie pleine de ® dont les objets sont les {a} avec —n < a < +n. Ainsi
¢ ={-1—0—1},

la duale est

Uy =00 ={-1—0-—1}.

On peut considérer ® comme somme amalgamée d’une suite ordonnée infinie (de deux
cotés) de copies de @, ou aussi d’une suite similaire de copies de U;.

(I>1 @1 @1 (I>1 (I>l

“«— _4—>»_34+— _2—>»_]«—() —>»] «——2 —>» 3 «— 4 —>»

U, v, Wy vy

Les ®,,, pour n impair, sont de méme somme de copies de ®; mises bout a bout, et les
U,,, pour n pair > 0, somme de copies de U;.
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Les @, forment un systeme inductif avec foncteurs de transition pleinement fideles, dont
® est la limite inductive

¢ = lim ,.
Mais pour la suite on va faire des ®,, un systeme projectif, en définissant pour tout n < m
une rélraction @, , de ®,, sur ¢, par

[page 2]
S‘onqm : ®m _>®n C Q'm
o = 1 eObd,, ie. —n<i1<n
@n,m({ai}>— a, = n s1 n<i1<m
a = —n si —m< 1< —n
[plutst

Onm P — D, C P,
{1} si1€0b®,, i.e —n<i<n
enm({i}) = {n} si n<i<m
{—n} si —m<i<—n ]

On note le systeme projectif d’ensembles ordonnés ainsi obtenu par
® = (?,),en € Pro(Cat).
Soit X une catégorie, alors pour n € N
Ch,(X) % Hom(®,, X)
est la catégorie des diagrammes de X de la forme
(%) Ay o —— A A R A A Ay B Ay A,

avec 2n fleches bout a bout u; (—n <1 < n) [plutdt (—n <i < n —1)], deux fleches
consécutives allant toujours en sens opposé,

soit - —» - «— -, soit + — - —» -

Le foncteur canonique déduit de ¢, ,,, : ®,, — P,

oy : Ch,(X)—Ch, (Y), n <m,
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[plutdt Ch,,(X)] est le ‘foncteur de dégénérescence’, consistant a compléter un dia-
gramme (), par m —n termes A_, avec des identités a gauche, et par m —n termes [A,,]
avec des identités a droite, donc pour n pair on trouve

id id id id
Ay — A ~— A — Aoy A,y ~—A, —> A~ A, — - A,
m—n termes m—n termes

(est un foncteur pleinement fidele (ce qui correspond au fait que ¢, , est surjectif sur
les objets et sur les fleches.

[page 3]

On pose
Ch.(X) = Hom(®,X)% lim Ch,(X)
N e’ n

ou simplement Ch(X)

(*) (*). On a une inclusion pleinement fidele
Ch (X) & Hom(9®,X),

ou la deuxieme catégorie est celle des diagrammes infinis (dans les deux directions)

e A, A A A A, e
et ou Ch, (X) s’identifie a la sous-catégorie pleine formées des objets pour lesquels les
fleches u; sont des identités, pour |i| assez grand.

On appellera Ch_(X) la catégorie des chemins dans X, ses objets seront les chemins
dans X. Ceux qui proviennent de Ch,,(X) seront appelés chemins standards de longueur
2n. (Le terme ‘standard’ s’applique ici & nos conventions de notations. Ainsi nous ne
considérons que des chemins de longueur paire, et pour une longueur déterminée, nous
choisissons 'une parmi les deux especes raisonnables, par exemple pour les chemins de
longueur 2 nous avons pris seulement

A_] 4—140 —>A'|

et non pas

A—l I AO 4—141)

[page 4]

Je me rends compte que mes notations u; ne sont pas commodes pour la dualité, je vais
les changer, en u; pour les fleches entre objets {i} avec i > 0, et v; la fleche symétrique de
u; par rapport a l'origine. (Le groupe des automorphismes des ®,, est réduit au groupe
a deux éléments, le seul automorphisme non trivial étant la symétrie {i} — {—:}. Donc
nos chemins seront notés désormais

1 %) U1

(*) A—Q_’A—I‘UO_AO—>A1<—A2—>..._

"I ensemble des objets de cette catégorie se notera Che, (X) ou Ch(X), de méme on définit les Ch,, (X).
2dans cette formule: @ procatégorie
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(Ce n’est pas non plus enthousiasmant ... )

Soit
e={-1,41}

I’ensemble ordonné discret, réduit aux deux éléments —1, 41, et définissons des foncteurs
d’inclusion (pleinement fideles)

ces foncteurs sont compatible avec les ¢, ,,, d’ou
Qo 1 € — P € ProCat,
d’ou pour tout X un foncteur
& : Hom(®, X) — Hom(e, X) ~ X x X
ie.

[page 5]

Ch(X) — XxX
¢ — (o(x),B(z)).

[plutdt (o(c),3(c))] Pour tout chemin ¢ dans X i.e. un diagramme (%) (satisfaisant a
la condition de dégénérescence a l'infini), on a une source ou origine du chemin, et un but
ou une extrémité

o(z) = A; pouri < —long(z)

B(z) = A; pour: > long(z)

[remplacer = par c¢; pour long(c) défini convenablement]. La fibre du foncteur
précédent en x, y sera notée

Ch(X;z,y) ou simplement Ch(z,y),

calégorie des chemins de x a y.
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2 Calcul d’une catégorie de fractions X!

Avant de continuer le formalisme des chemins (composition etc.), je vais tester 'utilité de
la notion de catégorie des chemins, pour le ‘calcul’ des XX, ou

¥ C FI(X), Y, contient les identités

est une partie autrement quelconque de F1(X). On sait que Ob X¥~! = Ob X et tout
revient a définir les
Homyyg-1(z,y), z,y € Ob X,

[page 6]
et pour z,y,z € Ob X la composition

(u,v) > vu

Homy(z,y) x Homy(y, 2) Homy(z, 2),
(ot on note Homy, au lieu de Homyy-1, pour alléger les notations).
Grace a X, on définit une sous-catégorie pleine

() par la condition sur ¢ € Ch(X) : Pour ¢ impair, [plutét pair] i.e.i—1 B, (u; est
dite ‘rétrograde’), c(u;) € ¥, i.e. les ‘trongons’ rétrogrades dans le chemin ¢ doivent étre
dans ¥. On définit de meéme les sous-catégories pleines

Chy(X;2,y) = {c € Ch(X;z,y) | c € Chy(X)},
ou encore la fibre en (z,y) du foncteur source-but pour Chy(X)
Chy(X) — X x X.
On définit une application canonique

Chz(X,l’,:U) _’H0m2($7y>7

[page 7]

en associant ‘a tout chemin de z dans y le ¥-homomorphisme de z dans y obtenu en
inversant (dans XX~') les troncons rétrogrades (ce qui est possible, puisqu’ils sont dans
¥), de sorte qu’on trouve dans X¥~! un ‘chemin direct’

:C:A—n_’ —*A_1—>A0—>A1—>A2"'An:14n+1 = =Y.
et on compose tous ces morphismes.

En fait, on trouve aussitot que I'on définit ainsi un foncteur
Chy(X) —FIXT7),

[Fl catégorie des fléches] du fait que si on a un diagramme

31 ensemble de ses objets est noté Ch(X). Ses éléments sont les Y-chemins de z 4 y [de = a y7].
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Usg

A —— A; (¢ pair)
fi—1 fi
Al A

avec u;, u} dans X, ce diagramme, en tant que diagramme dans XX~', est commutatif
avec fleches horizontales des isomorphismes, et reste donc commutatif en inversant lesdites
fleches. D’ou un foncteur induit

Chy(X;z,y) —FI(XZ 2, y).

X!

Mais pour toute catégorie X', et des objets z, y dans X', la catégorie FI( X', z,y) est

[page 8]

une catégorie discréte, ayant comme ensemble d’objets Homy/(z,y). Ainsi le foncteur
précédant définit en fait une application canonique

moChy (X; 2, y) — Homg(z, y).

Je dis que cette application est toujours bijective. Pour le voir, nous allons constuire ‘from
scratch’ la catégorie XX 7', en prenant comme objets ceux de X, et en définissant

Homg(z,y) = moChy (X5 2,y).

Il faut donc définir la composition
Homsy(z,y) x Homs(y, z) — Homgy/(z, z).

Pour ceci, on va définir des foncteurs ‘composition de chemins’

(¢,d) +—= doc,

mais en nous bornant pour simplifier au cas ou m, n ont la méme parité, de telle fagon
qu’en ‘mettant bout a bout’ ¢ et ¢ (dans cet ordre), on trouve bien un chemin de type
n 4+ m.

[page 9]
Cette opération est ‘transposée’ du couple de foncteurs
®, — &, i — (i—m)

By Lo B i b (i+n),
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ol on aura
a({n}) =B({-m})=n—m,
et on aura
iy ~d, L. D,y

ie. ®,1,, est la ‘somme amalgamée’ dans (Cat), obtenue en ‘recollant’ @, et ®,,, par
identification de I'‘élément but’ de ®,, avec I’*élément source’ de ®,,. Le foncteur compo-
sition de chemins induit [dans ce qui précéde, & partir du début de la page 9,
il faut inverser m et nj

Ch,, v(z,y) x Ch, 5(y,2) — Ch,, ., s(z, 2),
d’oti en passant aux m
Homy , (z,y) x Homy ,,(y, z) — Homy ymin(z, 2),
ou on dénote, pour a,b € Ob X, par
Homs ,(a,b) % my(Ch,, 5 (a,b)).
[plutdt Ch, 5]

[page 10]

Pour en déduire une application sur les lim
—

Homy(z,y) x Homy(y,z) — Homy(z, 2)
—_——— —_—— —_——
= lim_Homy ,,(z,y) = lim, Homg ,(y,2) = lim_Homg ;4 (z,2)

il faut prouver, pour n < n’; m < m/, la commutativité dans

Homg,m(m, y) X Homg,n(y, 2’) Homg,mﬁ_n(x, y)

Homsy; ., (2,y) x Homy ,,(y, 2)

Homs; sy (2, y)

[plutdt Homy nin(z,2), Homy pipn(z,2)] En d’autres termes, que pour ¢ : z —y et
¢ 1 y— z deux ¥-chemins composables de longueur m et n respectivement, le composé
d'c : ¥ — z ne change pas, ‘a homotopie pres’ dans Chy(z,z), quand on remplace ¢, ¢
par des chemins ¢, ¢ de longueur m/, n’ déduits de ¢ et ¢ par ‘dégénérescence aux bouts’.

Plus précisement,

e~ e,
le chemin composé est homotope a celui déduit de ¢’¢ par ‘dégénérescence aux bouts’.

Je viens de regarder pour n = m = 1, n’ = m’ = 2, et de constater qu’il n’y a pas de
fleche naturelle entre &'c et ¢’c - ’homotopie cherchée doit
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[page 11]

se définir a I’aide d’un ‘chemin’ dans Chy; ., (X; 2, 2). Dans le cas général, on va en fait
trouver une homotopie
h = h(n,m),(n’,m’)

‘rendant commutatif’ le diagramme de foncteurs

A = Chy, (X;2,y) x Chy (X9, 2) —"+ Chy, (X2, 2)

k3

h k

m,m’x-yn,nl 'K m+n,m'+n'

*m’ n!
Chy, (X5 2,y) x Chy /(X5 y, 2) — Chy (X5 2, 2) = B,

ou les 1,8, Ja,3, ka,s sont les foncteurs de transition
@E,Q(X§ a, b) — @E,ﬁ(XQ a, b)
(a < B) pour les (z,y), (y, z) et (z,z) (en guise de (a,b)) respectivement. L’homotopie h
sera un chemin dans la catégorie Hom(.A4, B), allant de
km-}-n,m’-{-n’ O *pmgn — Fmign! O(im,m' X jn,n’)'

L’existence d’une telle homotopie signifie ni plus ni moins que le diagramme carré ci-
dessus est commutatif, en tant que diagramme dans la catégorie (Cat hot) des ‘catégories
a homotopie pres,” dont les objets sont

[page 12]
les (petites) catégories, et ou on définit

Homcaghot (A, B) % mo(Hom(A, B)) .

classes d’homotopie

de foncteurs de A
dans B

C’est cette conclusion qui sera pour nous utile, et non la description explicite du chemin
h. Cette existence admise (cf. ci-dessous la preuve), on voit donc que si on regarde, pour
a,b € ObX, le systeme des catégories Chy . (X;a,b) (r € N) comme un ind-objet de
Cat hot, qu’on désigne par

Chi*? (X;a,b) € ObInd(Cat hot),
on aura un morphisme canonique dans Ind(Cat hot)
Chi? (X;2,y) x Chi! (X;y,2) — ChR? (X2, 2),

appelé ‘ind-morphisme de composition de chemins.” On aurait aimé le déduire d’un hon-
néte foncteur ‘composition de chemins’

?
Chy (X5 2,y) x Chy(Xs5y,2) —  Chy(X;x,2),
qu’on noterait (¢,’) > docoucd -,

mais je doute qu'un tel foncteur existe,
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[page 13]

qui par passage aux ind-objets redonne le morphisme précédent, ou, ce qui revient au
meéme, tel que pour tout m,n € N (de méme parité), il existe un N > m + n assez grand
tel que 'on ait un diagramme

@E,m(‘x; x, y) X @E,n<Xﬂ Y, Z) *m’n @E,m+n(X; €, Z)
@E,N(X; €, Z)

M

?

Chy(X;2,y) x Chs(X;y, 2)

Chy(X;2,2)

et ou le triangle supérieur est commutatif dans Cathot. (Il faut supposer que pour N

assez grand, le composé f ?, se factorise par Chy y(X;2,2) ...)

Pour voir que les foncteurs composition #,, , définissent un homomorphisme des ind-objets
dans (Cat hot), il suffit de le prouver dans les cas particuliers (m/,n’) = (m + 1,n 4 1).
On va faire la figure en supposant m, n impairs.

Je m’apercois ici que je me suis canulé stupidement, la composition de deux chemins de
longueur impaire m, n n’est
[page 14]

pas un chemin de longueur m + n, i.e. un diagramme de type ®,, mais un diagramme de
type dual ®° = U,,. Par exemple, pour m =n =1

A0<—A1—>A2:B04—B1—>B2

c !

est de type ®5! Donc pour ne pas trop compliquer la vie, on va dans les développements
précédents se borner a m, n pairs, donc des chemins de longueur au moins 4. C’est un
peu ridicule! On est ramené a prouver la commutativité a homotopie pres dans le cas ou
on laisse ¢’ fixé et on on envoie Chy ,,(X;z,y) dans Chy, ,,(X;z,y), ou inversement ¢
fixe et Chy, ,(X;y,2) dans Chy, ., [lire:Chy ,,»(X;y,2)]. Prenons le premier cas, et
notons un chemin ¢ sans indices négatifs (ce n’est pas une notation bien heureuse!)

A= Ay o Ay o Ay

(NB a cause de la condition n pair, tous nos chemins commencent désormais par une
fleche de Ag dans Ay, jamais en sens inverse).

Je vois que l'explicitation de I'homotopie, sans offrir de difficulté, est tres fastidieuse
a expliquer. Je vais essayer de donner une démonstration conceptuelle, sans ‘calcul’
fastidieux.
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[page 15]
Les deux foncteurs composés
f =Koty g = b (i % J)

dans le carré page 11, dont il faut prouver qu’ils sont homotopes dans Hom(.A, B), peuvent
étre vus comme obtenus de la facon suivante, en termes de deux foncteurs

(1> 99,7,ZJ : (I)m'+n' q)m+n;
d’ott deux foncteurs ‘transposés’
(2> M(d)m,ngx> F:: HOm(‘Dm‘/’n/’X>
G

[plutdt D,,0n, Prryn] lesquels foncteurs ‘induisent’ f et g. De facon précise, désignant
par a, b les objets source et but de ®,,,,, par ¢ 'objet qui correspond au but du chemin
¢ de longueur m [trop de ¢’s], a la source du chemin ¢ de longueur n qu’il s’agit de
composer, enfin par ag, by les éléments source et but de ®,,,,/, les foncteurs envisagés
(1) appliquent ag dans a, by dans b, donc définissent un diagramme commutatif

‘I)m’-l-n’ q)m-}-n

(3) o j

g = {CL(), bo}

catégorie discréte

Ceci dit, la catégorie but B pour f, g, a savoir Chy /1. (X;z, z), s’interprete comme la
sous-catégorie pleine de Hom(®,,,, X) formée
[page 16]

des foncteurs ¢’ : ®,,/1,, — X dont le composé avec o’ est le foncteur

B:e—X ag— T

(*)

bo—FZ,

et de méme la catégorie source A s’interprete comme la sous-catégorie pleine de
Hom(®,,4,, X) formée des ¢ : ®,,4, — X dont la restriction a {a,b, c} est le foncteur

a—z, b—>y, c—z.

[plutdt b—z, ¢— y] Elle est contenue dans la sous-catégorie pleine A" des foncteurs

dont la restriction a {a,b} soit a — x, b — 2, i.e. dont le composé avec a soit le foncteur
> s s P

B : e — X déja envisagé ci-dessus. Ainsi les foncteurs f,g: A — B se factorisent par A’
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A—-—s A
\
g gl fl
B,

foncteurs déduits de ¢, ¢ ci-dessus, donnant lieu aux triangles commutatifs (3), et du
foncteur § : ¢ — X, de la fagon dite. Pour prouver que f et g sont homotopes, il suffit de
le prouver pour f’, ¢'. Et pour ceci, il suffit de montrer que ¢ et ¥ sont homotopes en tant
qu’objets de la catégorie Hom(®, 41, ®pryns; @) formée des foncteurs dont la restriction a e
est o [plutdt de la catégorie Hom(®,qn/, @pin; ') formée des foncteurs dont
la restriction & ¢ est o J.

[page 17]

D’ailleurs, les deux assertions (sur f’, ¢’, quels que soient X, z, y, z, [plutdt =, z] et
sur ¢, ¥, o [plutdt o']) sont en fait équivalentes comme on voit en faisant X = @4,
xr=a,y=c¢ z=>b [plutdt = = a, z = b]. Ceci sera contenu dans le lemme plus
général. (%)

Lemme. Soient k et | deux entiers. Alors la sous-catégorie pleine de Hom(®y, ®;) formée
des foncteurs ®p — ®; appliquant source en source, but en bul, est connere. (NB Elle
est non vide si et seulement si k& > [.)

On va décrire entierement ces foncteurs (= applications croissantes) @, —Z+ ®,, en identi-
fiant Fl(‘l)k) [plutdt 1’ensemble des fléches non identiques de ®;] a l'intervalle
d’entiers [1, 2k], et en associant a ¢ la partie

E, C FI(®,) = [1, 2k] E, = {u € FI(®;) | ¢(u) une identité}

formée des u € FI(®,) qui sont ‘contractées’ par ¢ en une identité. Si F est un ensemble
d’entiers, on y introduit la notion de composantes connexes (par la relation d’équivalence
dans E engendrée par la relation de succession y = z 4+ 1). On voit aussitot que les
composantes connnexes de E, qui ne contiennent ni la premiere ni la derniere fleche de
®; sont paires, et que

card F1(®) = card (E,) + card F1(®;),
2% 2l

[page 18]

i.e.

card (E,) = 2(k — 1).

“Dans les considérations qui suivent, on considére en fait tacitement que les foncteurs envisagés sont
croissants sur les sommets pour I'ordre de leur numérotation. Donc il faudrait écrire Hom,, au lieu de
Hom, dans les énoncés qui suivent, y compris dans le lemme de connexité ci-contre.
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Il est immédiat qu’un foncteur @ est surjectif sur les objets et sur les fleches, donc identifie
®; a une catégorie quotient de @y, - et la relation d’équivalence dans @, définie par ¢ est
celle obtenue en identifiant tous les objets qui sont source ou but de fleches d’'une méme
composante connexe [ de F,

et les fleches dans cette composante a I'identité correspondante. Les conditions énoncées
sur £ (indépendamment d’un ¢ qui lui donnerait naissance assurent que la catégorie
quotient est isomorphe (avec préservation de source et de but) soit a ®;, soit a la duale
U, = &7, suivant la direction de la premiere fleche de @, (quotient de ®;). Cette ‘direction
initiale” est la méme que celle pour @, si la premiere fleche de @5, n’appartient pas a £, ou
bien si elle y appartient et sa composante connexe dans F est de cardinal pair. Dans le
cas inverse (u € F et sa composante connnexe dans E est de cardinal impair), la direction
initiale de @, est opposée i celle de Dy

[page 19]

On voit donc que E doit satisfaire encore a une condition supplémentaire, pour que le @,
correspondant soit isomorphe a @, i.e. pour que F provienne d’un foncteur . Je résume
toutes les conditions

a) card £ = 2(k — ).

b) Les composantes connexes de F qui ne contiennent pas de fleche initiale ou finale
sont de cardinal pair.

¢) Si &4 et ®; ont méme direction initiale (k et [ de méme parité), alors I'éventuelle
composante de F contenant la fleche initiale doit étre elle aussi de cardinal pair
(ce qui, a cause de a) [plutdt a) et b)], équivaut a la méme condition pour
I’éventuelle composante connexe contenant la fleche finale de ®5). Si &5 et ®; ont
des directions initiales différentes, 1l faut que la fleche initiale de ®; appartienne a
une composante connexe de cardinal impair de E (ce qui équivaut a itou pour la

fleche finale).

D’autre part, le foncteur ¢ est uniquement déterminé par la connaissance de F, car il y
a un unique isomorphisme ®; =~ &, compatible avec sources et buts, a cause du

Lemme (immédiat) : Un automorphisme de ®; qui est l'identilé sur l'objet source (ou
sur l'objet but) est lidentité partout.

Les foncteurs o, 1 de tantot correspondaient au choix, I'un de FE, = {1,2,k — 1,k}
[plutét F, = {1,2,2k —1,2k}], Vautre de £, = {1,2,7,1+ 1}, 2 composantes connexes

[page 20]

dans un cas, trois [plutdt deux] dans l'autre.)
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Dans le cas général, il y a lieu d’expliciter la relation d’ordre de ’ensemble Ho_m!(cbk, D))
(! signifie : compatible avec source et but), en termes des ensembles représentatifs £, E,.
Je ne vais pas expliciter cette relation d’ordre, mais seulement une propriété de celle-ci qui
nous sera suffisante. Soit ¢ le foncteur défini par une partie £ C [1,2k]. Tout d’abord :

Lemme 1 (immédiat) : Soient E,E' C [1,2k] admissibles, et soit j € [1,2k] tel que
ENl,j] = E'Nn[l,5]. Alors pg el pg coincident sur le but de u; (5 une fleche de @) et
sur tous les objets de @y, antérieurs a celle-ci (au sens de la numérotation des objets, et non
de la relation d’ordre de la catégorie @y, bien sur.) Dualement, st EN[j,2k] = E' N[y, 2k],
alors pp el @ coincident sur la source de y, et sur tous les objelts de ®p postérieurs a
celui-ci.

Considérons maintenant une partie connexe [ de F (pas forcément une composante con-
nexe), I = [r,s] C [1,2k] (r le plus petit élément de I, s son plus grand élément) et
supposons que

a) card [ est pair (i.e. s — r est pair) [plutdt s —r impair]

b) r#1l,etr—1¢FE (ie. r—1¢€[1,2k]\F)

et soit
II

E'=(E\{s})u{r—1}=FE\IU[r—1,s —1]

déduit de I en ‘translatant’ sur la gauche d’un cran.

[page 21]
Il est immédiat que si £ est admissible, £’ aussi (et inversement). Ceci dit, on a le

Lemme 2. F el ' élant comme ci-dessus, il existe une homomorphisme de foncteurs
entre g el pp (je ne dis pas dans quel sens va la fleche!).

Corollaire. Enoncé dual, quand E' est déduit de F en translatant a droite d’un cran un
intervalle connexe de longueur paire [ = [r,s] de £, s #2k et s+ 1 & E.

En effet, dans ce cas F est déduit de ' par une opération du type explicité dans le lemme

2.

o, ’ . 1 . . . ~
La connexité de la catégorie Hom (®y, ®;) est maintenant claire. Si k et [ ont méme
parité, en poussant les composantes connexes de F vers la gauche, on écrit F sous la
forme ‘normale’

Fo = [1,2(k - 1)].

Si k et [ sont de parité inverse, on ne peut pousser toute la composante connexe de E qui
contient I’élément dernier 2k, car elle est de cardinal impair. 1l faut laisser 2k dans F et
pousser le reste, et on ramene I a la forme normale

Fo=[1,2(k = 1) — 1] U {2k}.
cqfd!
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Ce qui précede justifie notre raisonnement, qui donnait par composition des chemins des
applications de composition bien définies

Homy(z,y) x Homg(y, z) — Homy(z, 2).

= mChy (z,y) = 79 Chy(y,2) = Tr()@E (z,2)

[page 22]
Je dis que cette composition est associative. Ceci résulte du fait que si on a trois chemins

(d’indices pairs!)

c ! o

rT—-y—=z—>1,
on a (sans avoir a effectuer des homotopies ...) associativité stricte
d'(de) = ("d)e.
Je dis qu’il y a des identités. On définit
1, € Homg(z, z)

par le chemin d’indice 0 (qui est pair!), i.e. par le diagramme réduit a z, sans fleche (ou
si on veut interpréter le diagramme comme un foncteur e — X, il y a la fleche identique
sous-entendue). Nos raisonnements n’excluaient pas le cas n = 0 ou m = 0, et il est
tautologique que pour un chemin

on a

Donc on a bien défini une catégorie, que je vais appeler Xy. Ja vais définir un foncteur
canonique

9:X—>X§;

qui sera 'identité sur les objets, il faut le définir sur les fleches
Homy (z,y) — Homyx,(z,y) = moChyx(z,y)

[plutdt meChy(z,y)]. Malheureusement, une fleche

by
[page 23]

ne peut s’interpréter directement comme un chemin a notre sens, il faut payer nos fuites!
Mais on va a une telle fleche associer le chemin

id id id

T—>Y~—Yy—y~—1Y,
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élément de Chy, ,(, y), ce qui définit I'application cherchée. Il faut vérifier la compatibilité
avec les identités et sous la composition. A la fleche 1, : x — x est associé I’élément de
Oy (z, )
id id id id
T—>T~—T—> T+,
il faut prouver que dans mo(Chy, ,(z, z)) il devient égal a I’élément déduit de 1, € @y o(z, z),
par le foncteur de transition. Mais cet élément n’est autre justement que

id id id id

T—> T ~—1T —> T ~—1T,
c’est le méme (sans avoir méme a passer au m)!
Pour la compatibilité avec la composition

u v
r—>Yy—>%

on a d’une part
vu id i id

T—>z+~—z2—>2~—2%,

d’autre part

On complete le premier chemin par dégénérescence aux deux bouts, pour le comparer au
deuxieme en tant qu’élément de Ch,(z, z),

id id  ou i id id id id
T—> T~ —>Z+—2—> 2+ —> 2.
[page 24]
Il faut prouver que les deux sont homotopes. On a donc deux foncteurs

catégorie discréte  catégorie discréte

f
(*) f7g: ﬂ(vaJy) X ﬂ(vavz) — @472()(;.%,2),
g N— —
A B

on veut prouver qu’ils sont homotopes. Pour ceci, on les regarde (comme tantét) comme
‘transposés’ des deux foncteurs

All_lAlﬁAQ <L©4

2p

vu que les catégories A, B des deux membres de (*) s’interpretent comme des sous-
catégories pleines de Hom(A,, X) et Hom(®,4, X) respectivement; a savoir les sous-catégories
pleines formées des foncteurs dont le composé avec o resp. o' est donné par z et par z, et
de plus (pour A) dont la valeur en 'objet médian de A; soit y. On peut encore remplacer
A par la sous-catégorie pleine plus grande A’ de Hom(A,, X), obtenue en ignorant cette
derniere condition, et il suffit de prouver que les deux foncteurs ‘plus gros’
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1
Al —>—,> B’

g

sont homotopes. Et pour ceci, il suffit de

[page 25]

voir encore que et ¥ sont homotopes dans la catégories des foncteurs &, — A, qui
sont compatibles avec la source, et le but. On voit donc que notre lemme d’homotopie de
tantot n’était pas assez général. Il faudrait définir les calégories inlervalles généralisés,
de longueur n quelconque (n = nombre de fleches bout a bout), une catégorie intervalle
généralisé standard de longueur n a pour ensemble d’objets I'intervalle d’entiers

[0, 7],

et pour tout couple d’entiers consécutifs ¢ — 1, ¢ parmi les objets (1 <1 < n),ily a
exactement une fleche qui relie ¢, 7 + 1 [plutét ¢ — 1, 1. On affecte I'intervalle [i,7 4+ 1]
du signe + si 1 —1 + 1 (ﬂéche en sens direct), du signe 7 [plutdt —] si 1<—0 + 1
(fleche en sens rétrograde) - donc les catégories standards sont définies, pour n fixé, par
un systeme de signes + ou —, dont on affecte les n ‘trongons’ consécutifs A; := [z — 1,1]
(1 <i < n) del'intervalle d’entiers [0,n]. Il y en a donc exactement 2".

On s’attend a ce que 1’énoncé suivant soit vrai :

Lemme. Soient I, I' deux intervalles généralisés, munis d’objels source el objel bul (de
sorte que I, I' soient canoniquement isomorphes aux intervalles genéralisés standards
correspondants). Soit Hom'(I, I')

[page 26]

la catégorie des foncteurs de I dans I', compatibles avec source et bul. Si celle calégorie
est £, elle est 0-connexe (et, je présume, méme contractile?).

Je vais admettre provisoirement qu’il en est ainsi, du moins dans le cas particulier de &,
(intervalle généralisé de longueur 8) et A,. Cela donne donc un foncteur

(9:X—>XE.

On a gagné, car la propriété universelle de ce foncteur est pratiquement évidente. Mais
j’ai oublié de vérifier que # transforme éléments de ¥ en fleches inversibles. Soit donc

u
rT—y

avec u € Y, on va définir un chemin en sens inverse

(]
y—1x

qui définira dans Xy une fleche inverse de u. L’idée naturelle est de prendre le ‘chemin’

u
y~—=u
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de y dans x, mais ce n’est pas un chemin au sens de nos définitions, on va le compléter en

id % id id

Je dis que ¢ fait 'affaire. On doit prouver deux relations d’homotopie, de ¢ - u et de
@ - ¢ avec les chemins identiques en = [resp. en y] de longueur 8 (indice 4, i.e. dans

@2,4()(5 x,x) resp. @2,4()(5 yvy))7

[page 27]

ou u est le chemin associé a u

et voir qu’il est homotope au chemin trivial

id id id id
(des identités partout), et itou pour
id w idid u id id o id

et le chemin trivial en y. Cette fois, on a encore deux foncteurs

P,

A‘L
1=

g,

compatibles avec objets sources et objets buts, et on doit prouver qu’ils sont homotopes
dans Hom'(®,, A;). Cela doit donc résulter du méme lemme général. On a gagné -
par une interprétation simple de XX~', et en particulier des Homyxyg-1(z,y) et de leur
composition, en termes de la géométrie des espaces de chemins :

Homyxs-1 > mo(Chy(X; 2,y))
Composition des homomorphismes dans XX~! correspond a

la composition des Y-chemins dans X
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[page 28]

3 Passage aux catégories de diagrammes

Nous aurions du noter la catégorie X M, car par la suite elle jouera le role d’une ‘catégorie
de modeles’. On désignera par contre par X les ‘catégories d’indices’ sur lesquelles on
veut construire les ‘catégories de diagrammes’ de type X

M(X) = Hom(X, M).
On se donne donc

\g_/ C FI(M), Y, D ensemble des fleches identiques,

quasi-isomorphismes

et pour toute catégorie X on définit

Yx C FIM(X)

ainsi: si F,G € Ob M(X) (F,G : X — M), une fleche v : F'— G (homomorphisme de
foncteurs) est dans Xy si et seulement si Vo € X, u(z) : F(z) — G(z) est dans ¥ (‘critere
de quasi-isomorphie fibre par fibre’, pour ’homomophisme entre les copréfaisceaux F, GG
envisagés).

Soient

a,bE Ob./\/t

et considérons les foncteurs constants correspondants sur X
ax,bx € Ob M(X).
[page 29]
On se propose d’appliquer la théorie du §2 au ‘calcul’ de
Homs, (ax, bx),

on a donc une bijection canonique

Homy, (ax,bx) =~ WOQEX(M(X); Az, by).

On se propose d’expliciter la catégorie de chemins du second membre. On a, abstraction
faite des données de X, a, b dans M, 'expression pour la catégorie de tous les chemins
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dans M(X)
Ch(M(X)) ~ Hom( & , M(X))
T SNe———
pro-catégorie Ho_m(X,M)
(Qn)nEN
déf

X Jig Hom(®,., M(X))

~ lim Hom(®, x X, M)

~  1im Hom(X, Hom(®,, M))
< lim Hom(X, Ch, (M))
Hom'(X, Ch(M)),

ou le signe ! signifie qu’on prend la sous-catégorie pleine des foncteurs

X —+ Ch(M),

3

3

12

[page 30]

qui se factorisent par une des sous-catégories pleines Ch,(M). On peut dire aussi que
si on considere le systeme inductif des catégories Ch,(M) comme un ind-objet de Cat,
qu’on va noter

Ch(M) ind-objet de Cat,
on a
Ch(M(X)) =~ Hom(X, Ch(M))
Si on en vient a ¥, ¥ x, on trouve aussitot qu'un chemin dans M(X) est un ¥ x-chemin, si

et seulement si le foncteur correspondant X — Ch(M) se factorise par Chy(M). Ainsi
on trouve

Chs, (M(X)) = Hom'(X, Chy(M)),

ot le signe ! a le méme sens que plus haut. Si on introduit le ind-objet Ch_(M) défini
par les Chy, (M), on trouve donc aussi

Chy,, (M(X)) =~ Hom(X, Chy (M)).

[page 31]
Soit ¢ un chemin dans M(X), et
X — Ch(M)
le foncteur qu’il définit, composons-le avec les foncteurs source-but
Ch(M)— M x M,

on trouve un foncteur

X—’-./MXM,

i.e. un objet (Fy, F1) de M(X) x M(X). Je dis que Fy et F} sont respectivement la source
et le but du chemin ¢. De facon un peu plus précise, on a commutativité (stricte) dans le
diagramme de foncteurs
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Chy, (M(X)) —— Hom'(X, Chy(M))

lgm(xpﬁ,u(x) ldéduit de o a1, Bt

./M(X) X ./M(X) = HOHl(X, M x M),

ou les foncteurs o sont les foncteurs source, les foncteurs 3 les foncteurs but.

Si on se donne arbitrairement les objets Fy, Iy dans M(X), donc un foncteur
X —>./M X ./M,

Chy, (Fu, Fy) s’identifie donc a la catégorie des foncteurs ‘admissibles’ (i.e. se factorisant

par un Chy, ,(M)) X LQE(M) qui relevent

[page 32 videl]
[page 33]

le foncteur (oa, Sm) [plutdt (Fy, F1)] précédent, ie. qui donnent lieu a un triangle
commutatif (strict)

Chy, (M)

/ l(dM,ﬁM)

X 4>(FO’F1) M x M.

Mais si les foncteurs Fy, Fy sont constants, de valeur a, b comme tantot, i.e. (Fy, F})
constant de valeur (a,b), alors la catégorie des foncteurs C' en question est tautologique-
ment isomorphe a celle des foncteurs de X dans la fibre de (o, Om) en (a,b), d’ou
I’isomorphisme de catégories fondamental

Chy, (X;ax,bx) ~ Hom'(X, Chy(M;a,b)).

On va expliciter le contenu essentiel de cette formule en une

Scholie. Soient M une catégorie avec un ensemble ¥ de fleches de localisation, a,b €
Ob M. Alors on peut trouver un objet K = K(a,b), K = (K,), de IndCat (indexé
par N mais peu importe ce fait), et un isomorphisme canonique pour toute catégorie X
(isomorphisme fonctoriel en X')

Homsy, (ax,bx) =~ mo(Hom(X,

& mo( lim Hom(X, K,))
~ lim mo(Hom(X, K,,))
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[page 34]

Je vais épiloguer sur ce résultat, sans me soucier pour l'instant de la fagon particuliere
dont la ind-catégorie K [plutét K] a été obtenue en termes de M, ¥, a, b.

Comme les moHom( X, K,) = Homgagnot (X, K,) ne dépendent que de X et de K, en tant
qu’objets de Cat hot, je vais interpréter K comme un ind-objet de Cathot, et écrire la

formule fondamentale sous la forme
HOIHEX (GX, bX) ~ Homind cat hot(Xy Q

Ainsi, I’énoncé du scholie implique deux choses :

a) Le contrafoncteur X — Homs, (ax,bx) sur Cat se factorise canoniquement par
Cat hot, via un foncteur canonique

_MT
Cat hot” H=H,,

Ens ;

b) Ce dernier contrafoncteur sur Cat hot est ind-représentable par un ind-objet A de
Cat hot.

C’est cet ind-objet de Cat hot qui est défini a isomorphisme unique pres par M, ¥, a, b,
indépendamment de tout artifice de calcul pour expliciter les Homs, (ax,bx).

Notons aussi la conclusion suivante, nullement évidente a priori :

[page 35]
Notons d’abord (ceci étant implicite dans le scholie) que toute fleche dans Cat
x Ly
définit “
M(Y) M, (X) appliquant ¥y dans Yy,
d’ou ’
M(Y)SF E Dars(Y) — MxZ3' = Dus(X),

[plutdt M(X)] d’ou, pour tout a,b € Ob M, vu que M(f) transforme ay, by en ax,
bX :

Homgy(ay, by) — Homgx(ax, bX)

Ceci posé, on a :

Corollaire : Si f est un homotopisme, alors quelque soient a,b € M, la fleche précédente
est un isomorphisme.

La question naturelle, ¢’est de savoir si la méme conclusion est encore valable, en supposant
seulement que f soit un ‘quasi-isomorphisme’ (ou ‘équivalence faible’), ici que f définisse
un isomorphisme dans la catégorie de fractions Hot de Cat. (A ne pas confondre avec
Cat hot,
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[page 36]

nettement plus fine). S’il en était ainsi, le contrafoncteur
X Homgx (CZX, bX)

se factoriserait non seulement par Cat hot, mais méme par la catégorie de fractions plus
grossiere Hot. Et des lors se poserait la question si ce contrafoncteur hypothétique

Hot® — Ens

est encore ind-représentable; et de préférence (°) ind-représentable par le ind-objet image
de K dans Ind Hot par
Ind(Cat hot) — Ind(Hot),

déduit du foncteur de localisation Cat hot — Hot. (Car cet ind-objet est un candidat
tout trouvé.)
[page 37]

Je vais faire quelques rappels catégoriques, généralisant la situation du foncteur canonique
de localisation

Cat hot —2» Hot,

dont on sait qu’il admet un adjoint a droite [si un lecteur a une démonstration de
ce fait, priére de contacter G. Maltsiniotis : maltsin@math.jussieu.fr]

Cat hot <2 Hot, Homor (X, Y) ~ Homcachor( X, Y,

ou ¥ est le foncteur ‘enveloppe de Kan’ ou ‘représentant de Kan’. On va donc considérer
la situation plus générale

C

' Home: (¢ X, X') ~ Home (X, ¢ X')
le.
@, ¥ couple de foncteurs adjoints.

On suppose de plus

@ un foncteur localisation, i.e. 1 pleinement fidele,

fe. ot 2 ide
Soit W = W, C FIC, défini par ¢ : W, = {u € FIC | p(u) isomorphisme}. Voici la
proposition que j’avais oubliée, et que j’ai eu du mal a reconstituer, hélas!

Proposition 1. Soit K € ObC. Les condilions suivantes sur K sonl équivalentes :

Sce sera automatique si on a ind-représentabilité comme foncteur sur Hot, cf. ci-dessous.
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(i) Le foncteur
X — K(X) % Home(X, K) (' — Ens

transforme fleches de W (‘quasi-isomorphismes’) en bijections.
(i) Méme condilion pour les fleches d’adjonction
X —pX (VX € Ob C)

(") Méme condition pour la fleche d’adjonction (%)

K —¢pK.
(i1) K appartient a image essentielle de 1
(ii") K — K (adjonction) est un isomorphisme.
(ii") L’homomorphisme fonctoriel en X

Home (X, K) — Homes (p X, oK)

est un isomorphisme.

DimonsTrATION. On a d’abord comme quasi-tautologies (ii')= (ii)= (ii")= (ii'), i.e.
I’équivalence des trois dernieres conditions. En effet, (ii')= (ii) tautologique, (ii)=
(ii") car si K = ¢(K') on a

[page 38]
par adjonction
Home(X, K) = Home(X, ¢(K")) = Home: (9 X, K7),

or p(K) = @ (K') = K’ (adjonction, et 9 pleinement fidele).

HOHIC(X, [() = HOHIC((,DX, [X”) qui se compléte en

XK ~/ adj

Homei (X, ©K )
~~

=p(K')
ce qui prouve que @y i est un isomorphisme.

(ii") = (ii’). Car la fleche

®N.B. Tl suffit méme que 1’élément idx de Fi(K) provienne de Fi(ypK) [on Fx = K(=) =
Hom(—, K], i.e.

(") Tl existe une rétraction de ¥PeX sur X [plutdt K sur K] (NB Celle-ci sera méme un
isomorphisme).
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Homg (X, K) —=—~ Hom (¢ X, pK)

N
N

\\ 1| adj

N
Home (X, ¢ K)

est déduite de la fleche d’adjonction
K—9¢pK

en prenant Home (X, —), donc ax est un isomorphisme pour tout X si et seulement si
cette fleche d’adjonction est un isomorphisme. Donc

(il) = (il') <= (ii").
D’autre part,
(i) = (i) = (') = (i)

sont tautologiques, en tenant compte pour (i) = (i) [probablement (i) = (i")] que
les fleches d’adjonction

X X dans C

sont bien dans W, car on a un triangle commutatif

p(X) —2e (X)) = (p9)(pX)

idy(x)

1 adj pyp — 1, qui est un
isomorphisme car v est pleinement fidéle

(X)),

donc ¢(u) est bien un isomorphisme.

Reste a prouver (i”) = (ii’), i.e. on suppose

[page 39]
que le foncteur X — Hom(X, K') transforme le morphisme d’adjonction particulier
KoK

en

U — uo1
Hom(yp(K),K) — Hom(K, K),

qui est une bijection. Donc idg est dans I'image, soit p un élément du premier membre
qui lui donne naissance
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K i ’l/) so(]() donc poi=idg
P 2
K’
Considérons
ip=q:¢(K')— (K’ (NB ¢* = q),

comme ) est pleinement fidele, il existe un unique
go: K'— K’ (K" € o(K))

tel que l'on ait
q= ¢(QO)-
La relation pi = idg donne, en appliquant ¢,

p(p)p(i) = id,

donc comme (i) est un isomorphisme (c’est

P(K) —"— o(vp)(K) = (¢¥)(pK)

X _id ll adj

P(K),

rendant commutatif le triangle ci-contre), ¢(p) l'est. Donc ¢(q) = ¢(1)¢(p) Vest, puisque
(1) et @(i) [plutdt ¢(p)] le sont. Mais

ela) =v(@) ==

adj iy —id

donc g est un isomorphisme, donc aussi ¢ = 1 qg. Comme ¢? = q, cela implique ¢ = id.
Donc ¢ et p sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre, ce qui établit (ii”) [plutét
(ii")] et acheve la démonstration.

Corollaire : Considérons des foncteurs C° —H>Ens, et C"° iEns, tels que H ~ H' o .

Pour que H soil représentable, il faul et il suffit que H' le soit, et dans ce cas, l'objet K
de C

[page 40]

qui représente H salisfail aux conditions €quivalentes de la proposition. Si K, K' les
représentent, on a des isomorphismes canoniques K' >~ oK, K ~ ¢y K'.

Si H' est représentable par K’ € Ob C’, on aura donc

H' 0 o(X) ~ Homer (0 X, K') = Home (X, ¥(K"))
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donc H est représentable par K = ¢(K’), satisfaisant la condition (ii) de la proposition.
Inversement, si H est représentable par un objet K, alors K satisfait a la condition (i),
donc par (ii”) on a

Home (X, K') =~ Home: (¢ X, oK),

donc le foncteur H' : €' — Ens qui factorise H s’explicite comme X’ +— Home (X', p K),
donc est représentable par ¢ K.

Passons aux ind-objets. Les foncteurs ¢, 1 passent aux ind-objets, d’ou des foncteurs

W = Ind4

IndC Ind C".

® =TIndyp

On aura encore la formule d’adjonction pour X = (X;);e; dans IndC, X' = (X/)uer
dans Ind C’, car

Hom(X,¥X’) = lim lim Hom(X;,v(X}))

= lim lim Hom(pX;, X))

7 7

= Hom(®X, X').

[page 41]

On prouve de méme que U est pleinement fidele, car si X' = (X[)ier, V' = (Y/);es sont
des objets de Ind C'; on aura

Hom(X",Y") ~ lim lim Home (X, Y)

@ J
‘I’Xl7yl

Hom(WX", WY’) ~ lim lim Homo (4(X}),%(Y7)),

Jam
{ J

Q/)X(,Y’
L)

12

donc Uy ys est un isomorphisme si les UxLy; le sont.

Donc la proposition 1 peut s’appliquer a la situation ®, U entre ind-objets. Je vais
I’expliciter sous la forme la plus commode :

Proposition 2. Soit K = (K;);e; un ind-objet de C, et soit H le foncleur

H:X +> Homg(X,K)%E lim Home (X, K;)
K(X)

C° — Ens
qu’tl ind-représente. Conditions €quivalentes

(i) Le foncteur H se factorise (a isomorphisme prés) par C' via @, i.e. transforme les
u € W, en isomorphismes.
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(i) Méme condiltion pour les fleches d’adjonction X — (X)) (lesquelles sont dans

) Méme condition pour la fléche d’adjonction K —s (K.

) K appartient a Uimage essentielle de Ind C' par 0.

(i) K — W®(K) est un isomorphisme dans Ind C'.)

) L’homomorphisme fonctoriel

K(X) = Homg (X, K) — Home (o(X), o(K))

[plutét HOInInd(C)(X, K)—>H0m1nd(c;)(q)(X),‘I)(K)), en identifiant 1l’objet
X de C a son image dans Ind(C)] est un isomorphisme.

DitmonsTrATION. L’équivalence de (ii), (ii’), (ii”) est la proposition 1 appliquée a ¢ et U,
a cela pres qu’il faut noter que (ii”) reste évidemment valable si on y remplace X par un
ind-objet (X;);es quelconque. On a

[page 42]
(i) = (i) = (i)

tautologiquement, il reste & prouver que (i’) implique (i”) et (i”) (ii’). On ne peut pas
appliquer directement la proposition 1, car 'hypothese (i’) ici ne porte que sur les objets
de Ind C' qui proviennent de (', et il n’est pas évident a priori qu’elle passe aux objets
quelconques. Mais cela I'est dans le cas d’un homomorphisme de ind-objets (X;), (Y;) sur
le méme ensemble d’indices, donné par un homomorphisme ordinaire (terme a terme) de
systemes inductifs sur 7, X; — Vj: si les X; — Y] sont dans W, I’hypothese (i) implique
que H(Y) — H(X) est un isomorphisme, et de méme pour (I') pour X — UP(X),
<~ _—
=(Xa)i =(Pe(X))i
ou I'homomorphisme d’adjonction est donné terme a terme par les homomorphismes
d’adjonction X; —p(X;). Donc I'hypothese (i') ici implique I'hypothese (i') de la
proposition 1 pour ® et U, donc aussi (ii’) (par la proposition 1), et on gagne.

Revenons a la situation ou €' = Cathot, C' = Hot, ¢ le foncteur [de] localisation. Si
K € Ob Cathot, alors ¢ p(K) s’appelle l'enveloppe de Thomason-Kan de K - si K est
une catégorie, son enveloppe K et la fleche K — K ne sont définis que dans la catégorie
Cat hot, i.e. K n’est défini qu’a ‘homotopisme pres’.

[page 43]

Mais on peut toujours choisir un objet K de Cat, et une fleche

1 K —K dans Cat,
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pas seulement dans Cat hot, de telle facon de plus que ¢ soit une ‘cofibration de Thomason’
(et en particulier une immersion ouverte?). Il en résulte que si on a un systeme inductif

K = (K,)nen
indexé par N, et si on choisit pour chaque n une enveloppe de Thomason-Kan
K, K,

de cette facon, on peut trouver des foncteurs de transition

= in i
K, — K,

tels que les carrés

e An41 P
Kop1 &= Ko

solient commutatifs, de telle sorte que I'on ait donc un homomorphisme de systémes in-

ductifs de Cat
K—K
et a fortiori un homomorphisme de ind-objets de Cat. Ceci posé, les conditions (i), (ii’)

de la proposition 2 montrent que le foncteur ind-représenté par K dans C' = Cat hot
transforme quasi-isomorphismes

[page 44]

ordinaires (équivalences faibles) en bijections, si et seulement si ’homomorphisme précé-
dent est un isomorphisme de ind-objets de Ind Cat hot.

Ce sera donc cela la condition naturelle a imposer aux ind-catégories de chemins
Ch(M;a,b) (a,b € ob M)

provenant d’une ‘catégorie de modeles’ M, 3.

Bien sur, disposant d’un systeme inductif explicite de catégories (pas seulement d’objets
de Cat hot)
[(n = @E,n(/\/{; a, b),

il est tentant de passer a la limite inductive
K. = lim Chy ,(M;a,b) & Chy(M; a,b),

et ceci d’autant plus que les foncteurs de transition sont des monomorphismes et pleine-
ment fideles, de sorte que les K, s’identifient a une suite de sous-catégories pleines de
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K, dont la réunion est K.,. Mais d’autre part je ne sais donner aucune interprétation
convaincante de K, comme de celle du ind-objet de Cathot defini par K = (K,).en,
qui ind-représente le foncteur remarquable

H = Hpmppy @ Cathot” — Ens
factorisant le foncteur
[page 45]

déf

Xl—’HM;x,y(X) = HOHIM(X)E)—(l(xXayX)7

par la formule donc
H(X) = lim moHom(X, K,,).

Homga¢ hot (X, Kn)

Je ne sais donner d’interprétation de ce type ni de la catégorie K, elle-méme, ni de son
image dans Cat hot, ni de son image dans Hot. Il est vrai que si je restreins le foncteur H
a la sous-catégorie pleine de (Cat) formée des catégories finies (Ob X et F1X finis), alors
on aura

Hom'(X, K..) = Hom(X, K..),
et I'isomorphisme précédant s’interprete comme

déf

Hom (x5t (ax, by) = H(X) ~ moHom(X, Ko) = Homoaenot(X, Keo).

[plutdt (ax,bx)] Cela prouve du moins que la connaissance de K, est utile. Mais
cette formule, pour X restreint aux catégories finies, ne définira pas K, comme objet de
Cat hot, a isomorphisme unique pres dans cette catégorie - sauf dans le cas ou K, est
elle-meéme homotope a une catégorie

[page 46]

finie. (Je ne me rends pas bien compte si ¢a arrive tres souvent ... Mais on ne peut
fonder une théorie générale des dérivateurs et des catégories de modeles ‘dérivables’ sur
une hypothese de ce genre.)

Mais supposons que le foncteur H envisagé se factorise meéme par Hot, i.e. qu’il transforme
quasi-isomorphismes en bijections. On a vu que cela équivaut a la condition qu’il puisse
se représenter par un systeme inductif sur N formé de catégories de Thomason-Kan. 11
doit étre facile de plus, si on y tient, de s’arranger pour que les foncteurs de transition
soient des monomorphismes et pleinement fideles, pour avoir une lim sympathique. Ce
sera bien siir une catégorie de Thomason-Kan. Cette catégorie est-elle déterminée par
le foncteur H : Cat hot” — Ens a isomorphisme unique pres dans Cat hot? Bien siir,
il n’est pas question qu’elle représente le foncteur H, sauf [si] celui-ci est bel et bien
représentable, i.e. si le ind-objet K de Cat hot est essentiellement constant (ce qui ne doit
pratiquement jamais étre le cas). Notons déja
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[page 47]

que si u est un homomorphimse de ind-objets dans Cat, ou, ce qui revient maintenant au
meéme, un homomorphisme dans Cat
K. =K,

tel que Vn, us (K,) C K, pour n' = 7(n) convenable, et si on suppose que I'homomorphisme
de ind-objets induit un isomorphisme pour les foncteurs ind-représentables sur Cat hot
(par exemple, si K et K’ ind-représentent le méme foncteur H, et 'homomorphisme
de ind-objets est celui qui correspond a idg), alors ue est forcément un isomorphisme
dans Hot, donc aussi (sauf erreur) dans Cat hot puisque K, K. sont des catégories de
Thomason-Kan. Mais ce qui n’est pas évident, c’est ’existence d'un homomorphisme .,
comme [ci-]dessus, et s’il existe, qu’il soit unique (ou du moins canonique?) comme

fleche de Cat hot.

Pour 'existence d’un u.,, on est ramené a prouver que si on a un diagramme a fleches
pleines
in

K —2 s Kopa
" cofib.

K! - K|
7(n) transition N>

et si une fleche u, i est donnée ‘en pointillés’ dans Cat hot, de facon a rendre le carré
commutatif,

[page 48]

alors on peut la réaliser par une fleche dans Cat qui rende le diagramme commutatif pour
de bon (dans Cat). On est ramené au méme probleme dans une situation

ou X est une catégorie de Thomason, ¢ une cofibration de Thomason, p une rétraction de
Y dans X dans Cat hot, on veut la réaliser par une vraie rétraction (7).

En admettant que ca soit le cas, donc que tout homomorphisme des ind-objets K, K’ dans
Cat hot se représente par un homomorphisme entre les ind-objets dans Cat, donc aussi par
un foncteur K, — K/_, reste la question si I’lhomomorphisme correspondant dans Cat hot
est unique. Donc si on a deux foncteurs f, g qui induisent le méme homomorphisme sur
les foncteurs ind-représentés sur Cat hot, si f et g sont homotopes. Donc

Question. Deux foncteurs f,g: Ko — K. tels que pour tout n € N, f,, ¢, qui s’en
déduisent par restriction a K, sont homotopes (et méme homotopes en tant que foncteurs
de K, dans un K convenable), sont-ils homotopes? (®)

"[un ? dans la marge]

8K, K’ catégories de Thomason, les K,,, K! aussi.
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[page 49]

Je présume que non - qu’il peut arriver que la longueur minimum requise /(n) pour un
chemin dans Hom(K,, [\";(n)) reliant f, et g,, tende vers I'infini si n — oo. L’hypothese
que les K/ sont des catégories de Thomason y change-t-il quelque chose (deux objets
homotopes dans Hom(X, K”), si K’ est de Thomason, sont-ils reliés par une fleche?)

Bien siir, on peut prétendre que les catégories Chy, , (M;a,b) ont été définies ‘canonique-
ment’, et leur limite inductive Chy.(M;a, b) aussi. Mais la définition était assez arbitraire
et abracadabrante - je suis convaincu que dix mathématiciens, se proposant de développer
cette méme idée des catégories de chemins, dans le méme but que moi, arriveraient a dix
définitions différentes! Pourtant, il n’est pas exclu que 'on finisse par trouver un systeme
transitif d’isomorphismes dans Cat hot, entre les catégories de chemins ‘infinis’ (i.e. de
longueur non précisée) Ko, = Koo(M;a,b) que nous aurons construites, dans le but

[page 50]

principal (disons) de représenter le foncteur H sur les calégories finies. Et que les iso-
morphismes obtenus seront, bien entendu, des homomorphismes dans Ind(Cat hot). J’ai
I'impression de ne pas avoir encore axiomatisé a fond la notion méme de chemins, qui
apres tout a un sens géométrique assez évident et important par lui-méme. Donc par ce
qu’il faut entendre par ‘une théorie des chemins dans une catégorie’. Une telle théorie T
associerait donc a M, X, a, b un systeme inductif de catégories Chlz(ﬂ/l; a,b). Et les
contraintes géométriques naturelles a imposer a de telles théories, en vue aussi de leur
utilisation pour expliciter

HomM(X)E)—(l (ax,bx)-=>moHom(X, @T(A/l; a,b))

donnerait un systeme transitif d’isomorphismes non seulement entre les ind-objets de

Cat hot, mais peut-étre aussi entre les ChoTo w(M;a,b), pour des théories differentes. Si
k)

on dispose d’un tel énoncé, la catégorie Chy, x(M;a,b), ou plus exactement ses images

dans Cat hot et Hot,

[page 51]
prendraient un sens convaincant.

Il'y a d’autre part un autre point de vue, qui peut-étre pourrait ‘canonifier’ les catégories
Ch_, en tant qu’'objet de Cat hot et surtout de Hot (on passerait a Cat hot en appliquant
le foncteur ¢, enveloppe de Thomason-Kan ...). En effet, on est intéressé a construire,
en termes de M, ¥, un ‘dérivateur’ (ou un prédérivateur) D5 surtout sur le ‘domaine’
des catégories finies. I.’étendre a un domaine plus large est peut-étre important dans un
‘deuxieme souffle’, mais peut étre considéré comme du luxe dans le premier mouvement
de fondation d’une théorie des dérivateurs. Ceci dit, on peut se poser des questions du
type suivant.

Soit
Hoty C Hot
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la sous-catégorie pleine de Hot, définie par les catégories finies (°) - appelons les types
d’homotopie ‘de type fini’ (ou de présentation finie?). On a un foncteur évident

[page 52]

Hot — Hot(/)\ = Hom(Hotg, (Ens)),
X +— X = (£ Hompg (€, X)).

Ce foncteur est conservatif [cela semble faux], puisque un homomorphisme X — X'
dans Hot est un isomorphisme s’il induit des isomorphismes pour les foncteurs X — )x' et
méme seulement pour leurs valeurs pour les spheres S™ (n > 0). (Sauf erreur. Y a-t-il des
canulars, parce que le critere d’équivalence faible par les m; ne s’applique pas directement,
en l'absence de points bases. Ca ne doit pas étre tres sérieux ... [cela semble en
fait sérieux]). Mais est-il peut-étre méme pleinement fidéle ('°)? De sorte que Hot se
réaliserait comme sous-catégorie pleine de Hot, contenant les foncteurs représentables?

9 NB Hotg est équivalente & une petite catégorie.
Wlun ? dans la marge]
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[page 1]
Le dérivateur HOT

14.11.90

(Les premicres feuilles, d’il
y a deux semaines,

ont été larguées,
dépassées par VII)

Je définis Hot a partir de la catégorie de modeles
M = Cat, W C FI(Cat),

W étant en principe les Hot-équivalences. Mais je vais dans la mesure du possible axi-
omatiser plus, en supposant donné un ensemble W plus général, appelé ‘localisateur fon-
damental’ (basic localiser), p. ex. W = Wp, ou D est un dérivateur déja donné (mais en
supposant que son domaine soit (Cat) tout entier). Nous allons noter au fur et a mesure
de quelles propriétés de W nous aurons besoin. Aux fins de référence ultérieure, je vais
rappeler ici celles que j’ai dégagées dans Pursuing Stacks.

L1 Saturation de W

a) Les identités [sont] dans W.

b) Si deux parmi gf, f, g [sont] dans W, le troisiéme aussi, xLy .z
f

c) Sigf et fg sont dans W, alors [ el g aussi, X -5 Y .

L2 A' est universellement W-asphérique, i.e. A' x X — X est dans W pour tout X
dans Cat. Cela implique

L2 bis A' est W-asphérique. (C'était L3 dans Pursuing Stacks.)
L3 Si X a un objet final, X est W-asphérique. (*)
Je note ici [des] variantes renforcées.

L3 bis Si X est Hot-asphérique, il est W-asphérique.

L3 ter Si X est Hot-asphérique, il est universellement W-asphérique, i.e. X x VY 2% Y
est dans W pour toul Y dans Cat. (?)

My aun L3 dual de L3.
2Suffit pour entrainer 1.2, L.3.
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L3 quater Toute Hot-équivalence est dans W'.

L3 quater = L3 ter = L3 bis = L3.
L3 ter = L2 = L2 bis.

[page 2]

L4 Si f: X —Y est W-asphérique (i.e. les X/y —Y/y dans W, i.e. (si on a L3) si
les Xy sont W -asphériques), alors f aussi. (Axiome de localisation.) (°) [‘aussi’

= dans W]
L5 (Axiome de fibration). Si

x S v

N
S

avec X et 'Y fibrées sur S et [ cartésien, si pour tout s € S fs: Xg —Y; est dans

W, [ aussi.

Dans Pursuing Stacks j’ai supposé toujours |L1, L3, L4 | (impliquant L2) - c¢’étaient ces
conditions qui définissaient la notion de ‘localisateur’ (fondamental) dans Cat. (*) D’autre
L1, L2 bis, L5 ‘ impliquent 1.1,2,3,4,5.

part,

On va supposer ici aussi qu’on ail au moins L1, L3, L4 (i.e. W un localisateur). En
appliquant la construction de 1, p. 72-75, on voit que f : X — Y est dans W si et
seulement si f° : X°—»Y? I'est. Donc L1, L3, L4 impliquent L3', 1.4’ (axiomes duaux
de L3, 14).

Il y avait des axiomes complémentaires
La f e W = mo(f) byectif.
Lb Le foncteur canonique de localisation
Cat — (Cat)W ™! ¥ Hoty

commute aur sommes finies.

Le Ttou pour produils finis.

3il y a un L4’ dual de L4.
4Si W [est] un localisateur, alors les catégories contractiles sont W-asphériques, les homotopismes

. . , déf
sont dans W, les applications homotopes sont égales dans (Cat)W ~! = Hotyy .
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Il faudrait quand méme dégager des conditions concretes sur W pour la validité de Lb,
Lc. Les conditions 1.3 quater et La s’écrivent respectivement

WoogWa WQWO

[page 3]

Leur conjonction est ’axiome des plus raisonnables
W CW C W,

Bien str, axiome L5 a maintenant I’air un peu étriqué, i.e. faiblard. On va voir tres vite
de quoi on aura besoin!

On veut donc définir un dérivateur

HOTw

a partir de la catégorie de modeles
(Cat, W C FI(Cat)).

Donc pour définir

HOTw(S) (S € ObCat),

la récette générale est de prendre la catégorie
M(S) = Cat(S) = Hom(S?, (Cat)),
d’y introduire I’ensemble de fleches
Ws € FICM(S))
ueWsg<—=u,eW Vse ObS.

On doit poser
déf

HOTw(S) < Hom(S°, Cat)W3'.
Mais la catégorie Hom(S?, Cat) s’interprete, a isomorphisme canonique pres, comme celle

Fibsc S

des catégories X Cat-fibrées sur S, munies d’un ‘scindage’, i.e. d’un choix de foncteurs

changement de base u* : X; — X, (pour t %+ s dans S) [plutdt u* : Xy — X1, avec
de plus transitivité stricte

. u v
(vu)* = u™v” si t—=s—>1r dans S

[page 4]

Version 9 novembre 2001 3



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VI, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

et non seulement transitivité a isomorphisme canonique pres. Ainsi on peut écrire aussi
() HOTyp () == (Fibse S)175",
ou cette fois Wy est interprété comme
Ws C Fl(Fibsc S),
savoir
Ws = {u € Fl(Fibsc S) | us € W pour tout s € Ob S}

(foncteurs strictement cartésiens, i.e. commutant aux scindages, qui induisent des W-
équivalences entre les catégories fibres).

La fleche dans (*) est bel et bien un isomorphisme de catégories, pas seulement une
équivalence. Mais on va définir d’autres catégories, plus commodes a certains égards,
qui seront €quivalentes (on I'espere), mais sirement pas isomorphes, a HOTy (S). (On
s’occupera plus tard de la variance de HOTy (S) en S.)

Les catégories Hom(S5°, Cat), Fibsc S, ainsi que les variantes que nous allons introduire
maintenant, sont en fait des 2-catégories. Mais pour décrire HOTyw (.9), seule les structures
de 1-catégories sont utilisées. On a I'impression que c’est bien

[page 5]

grossier, qu’on perd quelque chose ce faisant. Mais ce qui est perdu va se retrouver, et
surabondamment, dans la structure des Hom internes dans les HOT(S), si on se ‘rappelle’
que ces Hom internes, donnant lieu a des ‘types d’homotopie relatifs’ Homyor,, (5;&,7)
(si €, n en sont), peuvent s’interpréter en termes de oo-champs en groupoides sur S, avec
toute la richesse de structure qui leur appartient. Mais ceci est une autre histoire. ..

En fait, je vois un diagramme de 13 catégories de ‘categories sur S ’, a examiner a présent

Fibsc,S CofibscyS
fid
Fibsc S Fib,S Cofib, S Cofibsc S
fid fid
Fib S Parf S Cofib S
Liss S Fibhot S Prop S
Cat/S
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ou Fib, Cofib désignent les catégories Cat-fibrées, Cat-cofibrées sur S, Liss et Prop les

catégories

[page 6]

lisses resp. propres sur S, Parf celles qui sont a la fois lisses et propres (fibrations par-
faites), enfin Fibhot les catégories Hot-fibrées sur S. Toutes les fleches sont des foncteurs
strictement pleinement fideles, a 'exception des deux (plutot quatre) fleches verticales
supérieures, qui sont fideles sans plus. Je viens d’en rajouter encore 4, de catégories :

Fibscy, Fibg, Cofibsc,, Cofib, sont les sous-catégories pleines des catégories correspon-
dantes sans indice, formées des catégories fibrées resp. cofibrées X sur S, pour lesquelles
les foncteurs changement de base resp. cochangement de base

u s Xy — X, resp. Uy : Xg — Xy,
u .
pour s — ¢ dans 5, sont des Hot-équivalences. En termes de foncteurs

F F
S? — Cat resp. S — Cat,

cela signifie que ce foncteur transforme fleches quelconques dans S en éléments de W dans
Cat, i.e. qu’on a un diagramme commutatif

Go_ I Cat

I(S5°) ~ (ILS)° = S°(F15°)~" Hotw = (Cat)W~"

F
(et de méme pour F’), i.e. qu'on a un ‘systeme

[page 71

local’ F sur S, a valeurs dans Hotw, défini & 'aide de F. Je rappelle qu’on trouve
également un tel systeme local dans le cas d’une catégorie Hot-fibrée sur S (et méme un
systeme local a valeurs dans Hot lui-méme, au lieu de Hotw - on utilise ici tacitement que

We CW, ie. (*)). Et il en est de méme a fortiori pour les objets de Parf S.

Pour Liss S resp. Prop S, on trouve simplement un foncteur

F F
S? — Hot resp. S — Hot,
d’ou, en composant avec Hot — Hoty, des foncteurs a valeurs dans Hotyy.

Dans chacune de ces 14 [137] catégories, on introduit un ensemble de fleches, qui servi-
ront a localiser, et on le désignera toujours par la méme notation Ws. Dans toutes ces
catégories sauf seulement Cat/S, Ws désigne la W-équivalence ‘fibre par fibre’. Dans
Cat/S d’autre part, ce sera la W-équivalence sans plus. Toutes les fleches du diagramme
sont compatibles avec les ensembles localisants de fleches.

50n va le supposer vrai dans toute la suite.
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[page 8]

FibscyS Cofibsc, S

» 4

al . . /3/

FibscS FibyS © CofibyS  Cofibsc S
. P - N . N
. z _.-' g

FibS Parf § Cofib S

> .

* Fibhot S

M

Liss S Prop S

Y

Cat/S

[Dans ce diagramme, il y a aussi Liss; et Prop mais sans connexion aux autres
objets.]

Je suis quasiment sar du

Theoréme. (°) Tous les foncleurs précédents induisent des équivalences entre les calé-
gories localisées.

Comme il y a 16 foncteurs, ¢a a I'air d’un exercise de patience. Le principe général, c’est
qu’on arrive a définir des foncteurs en sens inverse, compatibles avec les Wy, de telle
facon que les composés soient reliées aux foncteurs identiques par des fleches qui sont
con g p ques p q
dans W, de sorte que par passage aux localisés ces foncteurs induisent des (équivalences)
quasi-inverses des foncteurs déduits de ceux du diagramme. Tous ces foncteurs en sens
opposé résultent essentiellement par composition, de trois foncteurs bien familiers. Deux
de ceux-ci sont indiqués en pointillés sur le diagramme, comme &, U.

[page 9]

Le troisieme est un foncteur canonique
C : Cat/S — Parf S,

qu’on va expliciter également.

6C’est totalement canulé, cf. commentaires page 32 ff., solution des perplexités pages 41 ff. Voir
surtout le Théoréme-Scholie récapitulatif p. 70-81.
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Le foncteur @ (resp. ¥) appliqué a FibyS (resp. CofibyS), induit un foncteur
(%) Fib,S — Fibsc,S resp. Cofib, S — Cofibsc, S

(ce qu’il faudra vérifier). Cela fournit toutes les fleches ‘inverses’ dont on a besoin, a
I’exception seulement de a, 3, o, #'. Mais si on a prouvé, par la méthode indiquée, que
toutes les fleches du diagramme induisent des équivalences sur les catégories localisées,
pour prouver qu’il en est encore de méme pour «, 3, o', (#', il suffit de le prouver pour les
deux foncteurs

FibscyS — Fib 5, CofibscyS —= Cofib 5,
donc il reste a définir les foncteurs en sens inverse
Fib 5 — Fibsc, S, Cofib 5 — Cofibscy 5,
et comme les sources sont des sous-catégories pleines de Cat/S, il suffira de définir
®, : Cat/S — Fibsc, S, Uy : Cat /S — Cofibsc, S.
Pour ceci, on posera

(**) ‘DO = @T’C, \IIO = \IITC,

[page 10]

ou C' : Cat/S —ParfS, ® et U sont les 3 foncteurs ‘rétrogrades’ inversés plus haut, et
r : Parf(S) € Cat/S est I'inclusion. Il faut donc vérifier que @y, ¥y définis par (%),
qui a priori ont comme catégories but Fibsc .S et Cofibsc S, prennent leur valeur dans les

sous-catégories avec indice 0.

Je vais donner un énoncé d’équivalence unique, qui couvrira (presque) tous les 16 cas a

la fois :

Corollaire. Considérons le diagramme

Parf S
Fibsc,S r Cofibsc,S
P q
\ Cat/S /

el soit F une sous-catéqgorie pleine de Cat/S, telle que l'un des foncteurs p, q, r se
factorise par F. Soit Wx induit sur F par Ws dans Cat/S. Alors F . Cat/S induit

une équivalence sur les catégories localisées.

[page 11]

DEMONSTRATION. Je dis qu’il suffit de prouver, pour les trois foncteurs p, q, r, et pour
les foncteurs en sens inverse
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Parf§
FibscyS ¢ CofibscyS
[0} Wy
\ Cat/S /

que les six composés

p®o, Pop, q¥o, Yoq,rC,Cr

sont reliés aux foncteurs identiques (dans la catégorie pertinente) par une fleche qui est
dans le localisateur correspondant. Pour chacun de ces trois couples de foncteurs (p, @),
(g, Vy), (r,C), cela prouvera déja qu’en passant aux localisés, ils induisent des équivalences
quasi-inverses 'une de 'autre. Mais on a mieux a 1’aide du lemme formel suivant.

Lemme. Soient (C,W), (C'",W') deux catégories avec localisateurs W C FI1C', W' C
F1C'. Soit
p:C—(C"'

un foncteur compatible avec les localisateurs, el supposons qu’il exviste un foncteur ¢ :
C"— C également compalible, et tel que lon ait des fleches (a direction non précisée)

Yp—— idCa pPY — Z'dC’a
qui sotent dans W resp. W' ‘argument par argument’.

[page 12]

Alors p el ¢ induisent des équivalences quasi-inverses ['une de Uautre en passant auz
catégories localisées (elles n'ont pas de merite). De plus, pour loule sous-calégorie pleine
C) de C', telle que p se factorise (en py : C—= Cf) par C}, si on désigne par W} le
localisateur induil dans C{ par C', alors py : C — C{ et @y = ¢|C : C'— C [plutdt
Cl— C7 induisent également des équivalences quasi-inverses ['une de autre sur les
localisés.

U

En effet, wopo = (vi)po = @(ipo) = pp ide (ici 1 : C) & €’ désigne l'inclusion), et
ol Popo = poyt satisfait a
il = ipo i = (pyp)i.
——
p

Pour définir F 2 idgs, qui soit dans W argument par argument,

[page 13]
il suffit de définir

= (pp)i

qui soit dans W’ argument par argument, puisque Wy induit par W' et que F+— 1 F

Hom(C, C) — Hom(C, C)
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est pleinement fidele (2 I’étant). Or il suffit de prendre
vo=wv*1i:(pp)ot—Iide 0.

Pour résumer, il faut montrer que le composé des couples de foncteurs quasi-inverses
marche dans les cinq cas suivants

Fibsc <« Fibsc, Parf Cofibsc, & Cofibsc
@ CH Ty
® v
Cat/S

D’ailleurs par dualité, on est ramené aux trois cas de Fibsc, Fibsc,, Parf. (Peut-étre le
cas Fibsc,, avec @y défini en termes de ® et de (', se ramenera-t-il aux deux cas qui
I’entourent, de Fibsc et Parf.)

Je vois que je dois rectifier le tir, tout d’abord parce que j’ai oublié que les foncteurs

[page 14]

®, U que j’avais en vue ne sont pas compatibles avec les localiseurs [= localisateurs]
- une fleche f : X — Y de Cat/S telle que la fleche correspondante dans Cat soit dans W,
ne va pas induire une fleche dans Fibsc S ou Cofibsc S qui soit dans W sur chaque fibre.
Ce n’est pas grave, car on peut remplacer les foncteurs par ' = o'®q, V' = 3'Uy, qui
sauf erreur doivent marcher. Mais en vue du Lemme précédent, il y a une perplexité, car
j’ai I'air d’avoir prouvé que si F est une sous-catégorie pleine de Cat/S dont je suppose
seulement qu’elle contient 1'image essentielle d'une des trois catégories Fib,S, Cofib,S,
ou Parf S, alors 'inclusion dans Cat/S induit une équivalence des catégories localisées,

f: X —Y

N
en prenant dans F comme localisateur celui induit par Cat/S, i.e. S est
dans W7 si et seulement si en tant que fleche de Cat, f est dans W. Or ceci coincide bien
(via un théoreme non trivial sur lequel je devrai revenir dans le cadre d’un localisateur

fondamental général W) avec I'ensemble de fleches de localisation ‘fibre par fibre’, dans

le cas de F = Parf S, Fibhot 5, Fib,S, Cofib,S.

[page 15]
Par contre, ce n’est nullement le cas en prenant F = Fib S, Liss S ou Cofib S. Ayant

choisi dans ces catégories comme localisateurs la notion de W-équivalences ‘fibre par
fibre’; j’ai donc l'air de dire que je trouve pour ces quatre catégories les memes localisées
(a équivalence pres) que si je prenais le localisateur beaucoup plus grossier hérité par
Cat/S. Cela semble difficile a croire, et il faudra que je fasse tres attention en démontrant
les énoncés-clef.

Pour voir que les fleches en traits pleins du grand diagramme p. 6 sont toutes compatibles
avec les localis(at)eurs [sic], donc aussi les fleches composées au moyen de celles-ci, j’ai
a utiliser déja ceci (pour le cas des fleches Liss — Cat /.S, Prop — Cat/S5):
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@ Si X, Y lisses ou propres sur S, et f : X —Y un S-foncteur, si f, : X;— Y est
dans W pour tout s € S, alors f € W. (7).

Cela renforce considérablement la condition L5 sur W, ou on supposait que f est un
foncteur cartésien entre catégories fibrées sur S. (A dégager, pour les différentes propriétés
dont on a besoin pour W, a quelles propriétés standard on peut les ramener. Tout sera

OK si W = W,,.)

[page 16]

I) Définition de &, V.

On va calquer la construction canonique de Ch(X)— X x X (ou Ch_(X)— X x X)
factorisant X 228 X « X, et la factorisation canonique correspondante d'un f: X' — X

en X' - X Loy [plutst X' N X1. On remplacera simplement Ch(X) par la sous-
catégorie Ch (X)), laquelle n’est autre que la catégorie des fleches de X

FI(X) = Hom(A,, X),

muni des foncteurs

X FI(x) EE) y o x

ou 1y est la fleche z —1id,, et ox, Bx sont les foncteurs source et but. La fibre de px en
(a,b) € Ob(X x X) est la catégorie discrete définie par I'ensemble Hom(a, b), ca dépend
grandement de (a,b) et pas seulement de sa composante connexe dans X x X - donc px
n’a rien d’une Hot-fibration. Il n’est en géneral ni propre ni lisse ni rien, par contre les
deux fleches composées avec pr; et pr,

FI(Y)
%,/ N\Px
X X
sont sympathiques, on a en effet
[page 17]
Lemme. On a
oy ({z}) ~ 2\ X, X ({z}) > X/a.

Le foncteur ox est Cat-fibrant a fibres contractiles (donc asphériques, donc W -asphériques),
le foncteur Bx cofibrant a fibres contractiles (donc asphériques, donc W -asphériques). Ce
sonl donc aussi des Hot-équivalences, a fortiori des W-équivalences (®).

Corollaire 1. Le foncteur ix : X — F1(X) est une Hot-équivalence (puisque son com-
posé avec la Hot-équivalence ox est I'identité).

"OK si on suppose L3 quater et L4,
8En fait, ce sont méme des homotopismes, cf. remarque marginale plus bas (plus générale - on retrouve
le cas de ox en faisant X' = X )
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Voici la construction générale de la factorisation de f: X’ — X, correspondant au choix
précédent d’une ‘catégorie de chemins’ C(X) = F1(X)

2] \\\‘
my

f
. Cart. F_l(X) — X
XI

Bx
ox
N

X

ol i est déduit de la section ¢ [plutdt ix] de F1(X) sur X (°). Ainsi, X’ est la catégorie
des couples
{(z',u) | 2" € Ob X', QL f(a")y—y},
€F1(X)

le foncteur f est défini par

f(z' u) =but(u) =y
et 15 par ’
if(a') = (o, iy f(a") = f(a"),

donc on a bien

[page 18]
Corollaire 2. Le foncteur
f:X'—X
a comme fibres les catégories X'/, il est cofibrant, les foncteurs de changement de base
sont les foncteurs X'[x — X'y associés aux fleches v —y dans X.

En fait, on voit que cette catégorie est non seulement cofibrée, mais canoniquement
scindée.

(10).

Appliquant ceci a des f: X — 5, on trouve une construction

Cat/S . Cofibsc S,
c’est bel et bien fonctoriel en X variant dans Cat/S. Si
P X —Y
°NB m;i; = id, et igmy —id, donc i;, m; sont des homotopismes inverses I'un de ’autre dans

Cat hot. Cela précise [1e] cor. 3, page 18.

"UCorollaire 3. La fleche iy : X' —> X' est un X-morphisme (si X' sur X par f, X' par f), ie
f=7fo i, et c’est une Hot-équivalence (car mp : X' — X' est Cat-fibrant, a fibres contractiles, donc
une Hot-équivalence).
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dans Cat /S, alors ¢ induit des
V/s: X/s—Y/s,
pour s € 5, et ceci de fagon compatible avec les

[page 19]

foncteurs ‘cochangement de base’ associés aux u : s —t dans S

uX
X/s * X/t
Ws D/t
Y
Y/s —£—Y/t

Cela définit donc un morphisme de catégories scindées sur S
V(X) —u(Y),
c’est lui!
On a un morphisme fonctoriel en X

X 2 0(X)

dans Cat/ X, et c’est une Hot-équivalence, donc € W. Sur les fibres, le morphisme 7x

induit _
X, 2% X/ s,

I’inclusion canonique.

[page 20]

Corollaire 1. Si X LV dans Cat/S est dans W, alors U(X) ) (Y) aussi. Mais on

se gardera de croire que c’est dans Wy au sens de Cofib S ou Cofibsc S.
Car sur les fibres de U(X), ¥(Y') on trouve les fleches

f/s:X/s—Y/s

induits par f, qui n’ont aucune raison d’eétre dans W. Qu’elles le soient signifie que
[ : X —Y est dans W ‘localement au dessus de S’ ('!), ce qui (pour les W qui nous
intéressent) est beaucoup plus fort que d’étre dans W. (Si Y = 5, cela signifie en fait que
p: X — S est W-asphérique, beaucoup plus fort que p € W)

Donc pour prouver que

Cofib S — Cat/S ou Cofibsc S — Cat /S

Hef, @ page 15.
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induisent des équivalences pour les catégories localisées, le foncteur ¥ directement ne sera
pas utilisable. Cependant :

Corollaire 2. Supposons X, Y dans Prop S ou dans Fibhot S, et considérons
U(f): W(X) —¥(Y),
pour que ce soit une W-équivalence dans Cofibsc 5,

[page 21]

i.e. une W-€équivalence fibre par fibre, il faut et i suffit que f soit une W-équivalence fibre
par fibre (et cela doit impliquer (*?) que f est une W-équivalence).

En effet, dans le diagramme commutatif

X, ——,

X/s —1IL L y/s

les fleches verticales sont dans W, car X, Y [sont] propres sur S (ou X, Y dans Fibhot 5),
donc fs est dans W si et seulement si f/s est.

[Le foncteur] ® se définit de facon duale a U, ce qui revient a échanger les roles de o,
fBx dans le diagramme page 17.

(*?)

IT) Définition de C : Cat/S — Parf S

Cette fois, c’est la factorisation des fleches p : X — S dans Cat, en
X2 x g,

ou ix [plutdt jx;s] est une Hot-équivalence (donc dans W), et p parfait. Cela se con-
struit formellement comme tanto6t, en utilisant Ch (.5) au lieu de F1(.5), et la factorisation

S Ch (8) PPl g g

de diagg : S — 5 x S. La situation est plus jolie, car ps est déja ‘parfait’, ce qui implique
formellement que le p qui s’en déduit, pour factoriser p : X — 5 est lui-méme parfait.

12cf, @ page 15.
13Corollaire 3. Si X € ObFibhot S, alors ¥(X) est dans Fibsc,S.

Cela signifie en effet que les X/s — X/t sont dans W, or I'hypotheése sur X implique que c’est dans
Ws. OK.
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[page 22]

Ici encore, la construction est fonctorielle, on trouve le foncteur
C:Cat/S — Parf S
qu’il faut composer au foncteur en sens inverse

r: Cat/S «— Parf S.

Tout d’abord, vérifions que C, tout comme r, est compatible avec les localiseurs. Soit
f: X —Y dans Cat/S, supposons f est dans W, prouvons C(f) est dans Ws. On a

commutativité dans

X / Y

cxX —9Y L oy

Jy

et jx, gy sont dans W, donc f est dans W si et seulement si C'f 'est. Mais dans le cas
W = W, on sait que cela équivaut a ce que C'f soit dans W, fibre par fibre. Admettant

@ p. 15 pour W il reste a s’assurer d’une réciproque dans Parf, i.e.

x L v

NS
@ Soit S dans Parf S (ou seulement dans Fibhot S). Si f est dans W,

alors les f, : X, — Y, aussi.

[page 23]
Essayons de le prouver, en calquant la démonstration dans le cas C' = Cy (XI, th. 2). On

peut supposer S connexe ('*), en utilisant La (i.e. W C W) et en admettant le

Lemme. Soit f: X —Y dans Cat. Alors f € W si et seulement si wo( f) est bijectif, el
pour toule composante connexe X; de X, si Y; est la composante connexe correspondante

de Y, f;: X; — Y, induil par [ est dans W.
Utilisons alors 'existence de
S'— S

Hot-fibration avec S’ Hot-asphérique (**). On peut supposer méme que S’ — S est
parfait. Supposons qu’on sache qu’un changement de base par de telles fibrations parfaites
transforme W-équivalences en itou. (Ca doit étre vrai pour les W;, mais on a vu que

¢’était faux pour 'équivalence k-homologique, cf. T p. 87 f.) Alors X’ Loy sur S’ est

e sert a rien

ISNB 1l suffit d’avoir une Hot-fibration S’ —» S C» S, ot Sy est la composante connexe de S
contenant ’élément s € Ob .S envisagé.
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une W-équivalence. Or pour s’ € S’, comme {s'} — 5’ est une Hot-équivalence (S” Hot-
asphérique), et X', Y’ étant Hot-fibrés sur S, il s’ensuit que X!, — X', Y, — Y” sont

. . I ) , .
des Hot-équivalences, donc aussi X!, =Y} comme on voit sur le carré commutatif

£l
7! s YI/

s! s

x Iy

[page 24]
Comme S’ — S est surjectif, cela montre que les f, : X; — Y} sont dans W, qged.
Ainsi, (2) sera conséquence de @ Soit p : Y'—Y une Hot-fibration (ou méme un

foncteur parfait, si ¢a peut aider ...). Soit f: X — Y une S-fleche (dans Cat/S), alors
f": X' — Y par changement de base. Si f e W, f' e W’

x—* ., x
f! cart. | f feW et pparfait = ffe W
V— Y

En tous cas, il nous faut absolument @ pour pouvoir conclure que C' est compatible avec

les localiseurs.

Considérons rC' : Cat/S — Cat /S, on a une fleche
. J
ldCat/S —_— T'O
Jx : X — CX la fleche canonique ix/g [plutdt jx/s] (p. 21),

et jx est toujours dans W.

Considérons C'r : Parf S — Parf 5, i.e. appliquons la construction ¢' a un X parfait sur
S. Alors on a encore

idmcg L CT‘

i = jry s X =r(X) 2 OX.
Ce morphisme est dans W, donc aussi une W-équivalence fibre par fibre, puisque source
et but sont parfaits, donc des Hot-fibrés sur S.
[page 25]

Cela prouve déja que les foncteurs r et (' induisent des équivalences quasi-inverses I'une de
I"autre sur les catégories localisées. Par le lemme p. 11, cela montre que pour toute sous-
catégorie pleine F de Cat/S contenant ParfS, I'inclusion de F dans Cat/S induit une
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équivalence sur les localisés, en prenant comme localiseur dans F le localiseur ‘grossier’
induit par Cat/S. Cela s’applique notamment aux sous-catégories pleines

Liss S, Fibhot S, Prop 9,

mais en prenant dans Liss S et Prop S non pas le localiseur fin ‘fibre par fibre’, comme
je Pavais annoncé a tort, mais le localiseur grossier induit par Cat/S. (Pour Fibhot S,
il n’y a pas de risque d’ambiguité). Il faudrait que je me convainque que si je prends la
W-équivalence fine (dans le cas W = W, disons), je ne trouve pas les ‘bons’ localisés,

i.e. le foncteur des localisés, vers le localisé de Cat/S, n’est pas une équivalence. Ceci en
fait suppose que dans Fib S et Cofib S également, c’est I'équivalence grossiere

[page 26]

qu’il convient de prendre. (Dans FibyS et CofibyS, ou FibscyS et CofibscyS, les deux
équivalences sont identiques, puisque ces quatre catégories sont contenues dans Fibhot S.)
La suite nous montrera s’il en est bien ainsi. Par contre, dans Fibsc S et Cofibsc S, il n’y
a pas de doute, suivant les principes généraux de construction d’un dérivateur a partir
d’un (M, W), qu’il faut prendre 1’équivalence fine, fibre par fibre. A ce sujet, il faut faire

attention que les foncteurs verticaux du diagramme p. 8
Fibsc S — Fib S, Cofibsc S — Cofib S,

quoique essentiellement surjectifs et fideles, ne sont pas pleinement fideles. Ils le seraient,
et meémes des équivalences de catégories, si dans Fib S resp. Cofib S je me bornais aux
S-foncteurs cartésiens resp. cocartésiens. Donc on peut interpréter, a équivalence pres,
Fibsc S et Cofibsc S comme Fib S et Cofib S, ou on aurait restreint les morphismes aux

seuls S-foncteurs cartésiens resp. cocartésiens. Il semblerait donc qu’en restreignant ainsi
les fleches, mais en restreignant de facon plus draconienne encore le localiseur, on trouve
des catégories localisées équivalentes.

[page 27]

, , PN bi .
C’est assez etrange - on va voir s1 c’est bien vrai!

FibscyS
ITI) Construction de @y, U, : Cat/S
N Cofibse, S
On doit avoir
Bo(X) = &rC(X) Wo(X) = UrO(X),

ou

r: Parf S — Cat/S

est l'inclusion canonique. En tant que foncteurs a valeurs dans Fibsc resp. Cofibsc, cela
définit déja ®q, Uy par
@0 = @T‘C \DO = \DTC,
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mais il faut voir que ®q, ¥y prennent leurs valeurs dans les sous-catégories pleines a indice
0. Cela équivaut donc au Lemme suivant, appliqué a Y = rC'(X):

Lemme. Soit Y parfait sur S (ou seulement un Hot-fibré sur S). Alors ®(Y) est dans
FibscyS, ¥(Y) dans Cofibsc,S.

Il faut prouver (pour ¥(Y')) que si s — ¢ est une fleche dans S, alors
YY) —W(Y),
est une W-équivalence. Or cette fleche s'identifie a
Y/s—Y/t
et on sait bien que c¢’est une Hot-équi-
[page 28]
valence, par définition des Hot-fibrés, donc c¢’est une W-équivalence.
On a donc les foncteurs

p

Fibsc,S Cat/ S,

0

il faut voir qu’ils satisfont aux conditions générales du lemme p. 11 (et ce sera pareil pour
q, Vo). On sait déja que p est compatible avec les localiseurs. Prouvons le pour Wy. Soit

f:X—Y

dans Cat/S une W-équivalence, alors rC(f) l'est aussi. 1l suffit de prouver ceci :

Soit
qg: X'—Y'

un morphisme dans Fibhot S (par exemple un morphisme de Parf S), qui soit W-équiva-
lence, donc [qui induit] des W-équivalences sur les fibres. Alors U(q) : U(X') — U(Y)
est une W-équivalence fibre par fibre, i.e.

X'/s—Y'/s
une W-équivalence pour tout s € S (a été vu dans le corollaire 2, page 20).

[page 29]

Considérons

p®o : Cat/S — Cat/S,

¢a transforme donc X en ®C(X), regardé comme objet de Cat/S sans plus. On a un
morphisme fonctoriel

X . 0(x) j ¢ idoays — C,
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d’ott un morphisme fonctoriel
®(jx) .
(X)) —='0C(X) Oxj:0—
et également un morphisme fonctoriel

X 5 9(X)

Y

d’oti en composant

X 2L (X)L a0 (),

\/

ax

ie.
(&3 idcat/s — p®o.

Pour X fixé dans Cat /S, on sait que jx est dans W, donc aussi ®(jx ) (quoique non fibre
par fibre), cf. cor. 1 page 20. On sait aussi que ix est dans W, donc aussi le composé ay.

Considérons
®yp : Fibsc, S — Fibsc, S .

On part de X dans Fibsc, .S, on oublie le scindage et le fait méme qu’il soit Cat-fibrant

[page 30]

(on a appliqué p), on lui applique ®g, i.e. on regarde ®C'X comme objet de Fibsc S (et
meme de Fibscy S). On veut définir encore

X X yp(X) = ®C(X)  dans Fibsc,
fonctoriel en X. Or on a comme tantot
X 2 0(x),

d’ou en appliquant ® _
o(X) "X o0(X),

mais regardé cette fois comme fleche dans Fibscy S (N.B. on a bien ®(X) dans Fibsc, S,
car X, provenant de Fibsc, 5, est dans Fibhot S, et on applique la remarque ‘Cor. 3’ page
21.) D’autre part, on a une fleche dans Cat/S

ix
X = 0(X),
est-elle une fleche dans Fibscy(5), i.e. est-elle cartésienne? On voit tout de suite que
bl \ .
non, que l'on a seulement, pour une fleche v : s —¢ dans S, un homomorphisme de

commutation (pas un isomorphisme) dans
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X
U

Xs Xt

/»
X /s D0y

— )

[page 31]

Donc il me faut remballer! On peut considérer ix au mieux comme une fleche de Fib, S,
et en prenant les composés on trouve une fleche dans Fib, S :

X 2 (X)L e (),

\_/

Bx(=ax)

i.e. (regardant maintenant ®; comme foncteur a valeurs dans Fib, S) un homomorphisme
de foncteurs

B H ld@OS—> q)opo,
ou po : FibyS C» Cat/S est l'inclusion canonique. Ce (3 est dans W argument par
argument, et de méme pour « page 29, interprété cette fois comme

idCat/S — poPo.
Ce qu’on a prouvé finalement est ceci:

Théoréme-remballage. Soit F une sous-catégorie pleine de Cat/S qui contient une
des trois sous-catégories pleines Fib,S, Parf S, Cofib,S, et munissant F du localiseur W
‘grossier’ (induit par celut de Cat/S). Alors Uinclusion

F —Cat/S

induit une €quivalence sur les localiseurs.

[page 32]
Par contre, les catégories localisées des quatre catégories de fibrés scindés

Fibsc S, Cofibsc S, Fibsc,S5, Cofibsc,S

échappent a nos arguments. FEt pour cause! 1l est totalement ouvert, sur S connexe
disons (p. ex. S = A'), que pour un type d’homotopie relatif ¢ sur S, les types induits
& (s € 5) forment un systeme local sur S, a valeurs dans Hoty, comme ce serait le
cas si le théoreme annoncé au début était vrai. Au contraire, toute fleche de Hoty, doit
provenir d'un objet de Hoty (A'). Les localisés des 9 autres catégories du diagramme
p- 8, et de toutes celles dont il est question dans le théoreme qu’on vient de prouver,
doivent correspondre ‘visiblement’ aux sous-catégories pleines de HOTw (S) formées des
HOT-coefficients localement constants sur S.

Aussi, je me rends compte que ¢’était absurde de m’attendre a ce que Fibsc S et Cofibsc S

donnent des catégories localisées canoniquement équivalentes. Car les éléments ¢ de la
premiere
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[page 33]

des deux catégories donnent naissance chacun a un foncteur contravariant sur S

£ :5° — Hotw,

ceux 7 de la seconde (qui n’est autre que (Fibsc(5°))°) donnent naissance chacun a un
foncteur covariant

n: S — Hotyw,
ce qui n’est pas pareill Ce n’est ‘pareil’ que si ce sont des coefficients locaux, ce qui signifie
exactement que € est dans FibscyS resp. n dans CofibscyS. On s’attend donc bien

que les fleches

FibscyS — Fib,S, Cofibsc,S — Cofib,S

induisent des équivalences sur les localisés (chose que j’ai été incapable de prouver tantot)
('®). Par contre, il est pire que déraisonnable de s’attendre a ce qu’il en soit de méme
pour les foncteurs

FibscyS — Fibsc 5, CofibscyS — Cofibsc .5,

¢a devrait donner par localisation les foncteurs pleinement fideles d’inclusion, des caté-
gories d’objets localement constants dans HOTy (S) resp. dans (HOTw (5°))°. Et de

meéme pour

[page 34]

les foncteurs induits sur les localisés par
() Fibsc S — Fib S, Cofibsc S — Cofib S.

Comme les localisés des catégories but de ces deux foncteurs ont tout 1'air de s’identifier
aux sous-catégories précédentes d’objets localement constants, il semblerait donc que :

@ Les foncteurs précédents définissent des rétractions de la catégorie HOTw (.S) resp.
HOTw(S5°)° sur la sous-catégorie des objets localement constants sur S, les foncteurs
localisés des foncteurs d’inclusion

FibscyS — Fibsc S, Cofibsc,S — Cofibsc S

étant pleinement fideles et ayant comme images essentielles les sous-catégories en question.

Cette rétraction m’apparait comme une chose tout a fait mystérieuse. C’est lié au fait
que pour le dérivateur tres spécial D = HOT, quand on a un ¢ € D(S), on en déduit (a
HOT/S-équivalence pres) un type de diagramme X au dessus de S,

[page 35]

qu’on peut regarder alors (via la construction ') comme définissant un type d’homotopie
relatif localement constant sur S.

16Les quasi-inverses étant bel et bien donnés par ®q, ¥y - car [?] par quoi d’autre donc 7?7
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Donc pour élucider la situation, i.e. les relations entre les 13 catégories localisées provenant
du diagramme de la page 8, il reste a regarder si les assertions hypothétiques que je viens
de faire sont bien valables, savoir

Le foncteur déduit de
FibscyS — Fib,S

par passage aux localisés est une équivalence de catégories (et on peut dans cette
question remplacer Fib,S par n'importe quelle autre sous-catégorie pleine de Cat/S
la contenant - cela revient au meme), et

Le foncteur déduit de
FibscyS — Fibsc S

par localisation est pleinement fidele. (Que son image soit exactement formée des
objets localement constants du premier localisé, interprété comme HOTw (.5), est
tautologique. )

Il n’y a plus lieu de se soucier du coté

[page 36]

cofibrés, puisque tout ce qu’on pourra en dire revient a ce que je viens d’expliciter, pour
X°? au lieu de X.

Dans la direction de @, nos arguments précédents a coups de @y, p nous donnent déja
un renseignement utile. Mais il sera plus commode a présent de laisser tomber Fib,S ou

plutot, de le remplacer par Fib S (ce qui est licite, on I'a dit dans ), de sorte qu’on a
maintenant un diagramme commutatif (traits pleins)

Fibsc S <«—— Fibsc,S

4
L\ / D=1
)

Fib §

ol 1 est une inclusion (strictement) pleinement fidele, j (donc aussi k) fidele. Enfin, on a
un foncteur canonique ¢ (= @) (en pointillés). Les localiseurs sur la ligne du haut sont
les localiseur fins (pour Fibsc,S c’est pareil que la W-équivalence grossiere), sur Fib S
par contre on prend la W-équivalence grossiere. (On sait que le localisé est le méme, a
équivalence pres, que si on se restreint a la sous-catégorie pleine FibyS, ce qui est assez
remarquable.

[page 37]

Tous les quatre foncteurs 1, 7, k, ®y sont compatibles aux localiseurs, donc passent aux
localisés
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HOT,

\/j

HOTY (S

HOTw (S

ou 'exposant 7 dans la notation signifie que je ne sais interpréter cette catégorie, sauf si
je prouve que k est une équivalence, et ’exposant lc dans la catégorie du bas dois suggerer
Iintuition qu’il s’agit en tous cas d’une sorte de ‘types d’homotopie relatifs’ (dans un sens
modifié) localement constants sur S. Le probleme est de comprendre ce diagramme. La
conjecture naturelle est

19) k est une équivalence. (Ce qui implique que ¢ est I’ equlva]ence quasi-inverse, que
k, v permettent essentiellement d’identifier HOT, et HOTS,, de sorte que i et j
dev1ennent des foncteurs entre HOTyy, et HOT1C )

2°) i est pleinement fidele (NB 'image essentielle est bien comprise de toutes fagons.)

[page 38]

En direction de 1°), je sais pour l'instant que 'on a
ki ~ ldHOT1§V(5)7

donc k est essentiellement surjectif (sur les objets), et induit des surjections sur les
Hom(—, —), tandis que ¢ est injectif sur les classes d’isomorphismes d’objets, et sur les

Hom(—, —) (i.e. fidéle).

Si les relations entre HOT}, et HOTY, s’averent imbitables (p. ex. ¢ pas méme pleinement
fidele, i.e. k pas méme fidele), alors la catégorie HOT], mérite d’étre larguée dans la
corbeille, et on ne gardera que

HOTy ()

!

HOTY, (9),

ou on définit ¥’ comme

' =i = .

Et la question (plus modeste) devient a présent :

3%) Y est-il pleinement fidele? (I'image essentielle est la meéme que celle de Fib, (&
Fib), elle est formée sauf erreur des objets localement constants - a vérifier au
besoin ...)
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[page 39]

Il est difficile d’imaginer que k, ou ce qui revient au méme 1, puisse étre une équivalence,
sans qu’il existe au moins une ‘Wg-homotopie’

idpibse,s ~— ~— ~ = Uk

dans la catégorie des endofoncteurs de Fibsc,S. A vrai dire, je me rends compte main-
tenant que la description de 1 & partir de 1) : X — ®; X = ®CX est inutilement com-
pliquée, car on avait fait le détour par C'(X) uniquement pour étre stir de tomber dans
Fibsc, S, pas seulement dans FibscS. Mais si on laisse tomber Fibsc,S, on s’en fout, et
le foncteur @ : X > ®(X) est beaucoup plus naturel. Et si on ne laisse pas tomber, il
n’y a pas d’inconvénient de remplacer la source Fib S par FibyS (qui a meéme localisé, a
équivalence pres), et sur FibyS a nouveau il n’y a pas lieu de s’encombrer de C'X, pour
le plaisir de lui appliquer ®, car ®(X) lui-méme est déja dans Fibsc,S.

Donc, la question est celle-ci: Si X varie

[page 40]

dans Fibsc)S, y-a-t’il une homotopie dans Fibsc,S, ‘naturelle’; i.e. fonctorielle en X,

N N
X ®(X) = Catégorie fibrée scindée de fibres les s\ X

Mais un chemin qui soit formé de fleches
X = /’O—Xl—XQ"'— n:(I)(X)

qui soient toutes cartésiennes (et de plus, bien str, dans W!). Cela signifie donc qu’on
aurait des catégories fibrées scindées sur S, X, ..., X,_1, dépendant fonctoriellement de

X, qui relient
X = X a d(X)=X,

X

QJ/
N
_—
>
~D
~D
~D

Je ne vois rien a ’horizon.
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[page 41]

15.11.90

Je crois qu j’ai enfin compris, cette nuit, la situation exacte. Il y a lieu, dans Cat/S et
dans les autres catégories du diagramme p. 8 (s’envoyant toutes dans Cat/S) d’envisager
quatre sortes de ‘W-équivalences’.

f: X ——Y
a) La W-équivalence ‘grossiére’: S dans Cat/S est une W-équivalence
grossiere si en tant que fleche de Cat, c’est une W-équivalence. (7).

b) La W-équivalence ‘par fibres’ (sur S) : V s € S, f; :+ X;—Y; est une W-

équivalence. ('®).

¢) La W-équivalence ‘locale sur S’: ¥s € S, f/s: X/s —Y/s est une W-équivalence.
Signifie que c’est une W-équivalence, et le reste par tout changement de base S — §
qui est un isomorphisme local. (1?).

') La W-équivalence ‘colocale sur S’ : V s € S, s\f : s\X —s\Y est une W-
équivalence. Signifie que c¢’est une W-équivalence, et le reste par tout changement
de base S’ — S qui est un co-isomorphisme local. (*°).

Je vais résumer dans un énoncé récapitulatif les relations entre ces quatre notions de W-
équivalence, en pensant au cas W = W,,. Une fois la chose faite, je me préoccuperai de
dégager les conditions minimales sur un W général qui assurent que c’est vrai pour W.

f: X ——Y
N/

Proposition 1. Soil S dans Cat/S.

1) La W-équivalence locale sur S, et la W-équivalence colocale sur S, impliquent la

C\a/,

7stable par changement de base & la fois lisse et propre, plus généralement si S’ —» S est une Hot-
fibration.

8stable par tout chagement de base S — S

9devrait étre stable par changement de base lisse ' — S

W -€quivalence grossiere :

20devrait étre stable par changement de base propre sur S

Version 9 novembre 2001 24



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VI, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

2) Si X, Y sont propres sur S, ou X, Y lisses sur S, ou X, Y des Hot-fibrés sur S,
alors la W -équivalence par fibres implique que ¢’est une W-équivalence universelle
sur S (W-équivalence, et le reste par tout changement de base S'— S), donc dans
ces lrois cas, on a

(21).
Mais on peut préciser chacun de ces trois cas :
(2 fib) St X, Y sont Hot-fibrés sur S, alors la W-équivalence grossicre de [ implique que

c’est une W-€quivalence par fibres, donc les quatre notions de W-équivalence sont
equivalentes pour f.

(**)
[page 42]

(2 lisse) Si X, Y sont lisse sur S, alors la W-équivalence par fibres sur S équivaut a la
W -€quivalence colocale sur S et impliqgue la W-équivalence universelle sur S, donc
dans ce cas

b & ¢

a

21 suffit X, Y W-propres sur S, ou W-lisses sur S, ou W-fibrés sur S.
223 = b seulement moyennant L5, voir ci-dessous p. 43.
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(23).

(2 prop) St X, Y sont propres sur S, alors la W-équivalence par fibres sur S équivaul a la
W -équivalence locale sur S :

b & ¢

(24).

DEMONSTRATION 1) n’est autre que 1.4 (**) et son dual .4’ pour un localiseur fondamental
W, et on a vu que si on suppose L1, L3, alors 1.4 équivaut a 14", et dans la notion de
localiseur fondamental on supposera toujours que c’est vérifié. Egalement, nous supposons
que L3 est vrai méme sous la forme plus forte L3 quater (p. 1) : W, C W, i.e. toute
Hot-équivalence est une W-équivalence.

(2 lisse) Si X, Y [sont] lisses sur S, alors les X; — s\ X, Y, —s\Y sont des We-
équivalences, donc des W-équivalences (il suffirait méme que X, Y soient W-lisses/S),
donc le diagramme commutatif

s\ X AL s\Y

nous montre que fy est une W-équivalence si et seulement si s\ f 'est, d’'ou b <= .
Pour voir que la W-équivalence par fibres est méme une W-équivalence universelle sur .S,
on est ramené a montrer que c’est une W-équivalence grossiere (puisque la lissité [est]
stable par changement de base sur ), et on gagne puisque ¢/ = a par 1).

Le cas (2 propre) est dual.
(2 fib) Si X, Y sont des Hot-fibrés sur S, alors

23{] suffit méme X, Y W-lisses sur S.
2411 suffit méme X, Y W-propres sur S.
25Non, il y a confusion, L4 est plus faible, cf. p. 44 ’axiome L4 bis.
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[page 43]

les inclusions

X; — s\ X, Xs— X/s,

et de méme pour Y, sont des W,-équivalences, donc des W-équivalences (il suffirait méme
que X, Y soient des W-fibrations sur S (*®), i.e. par définition que les foncteurs précédents
soient des W-équivalences, et que la méme condition soit satisfaite apres tout changement
de base sur 5), 'argument dans le cas lisse resp. propre montre déja que

&

et que la W-équivalence par fibres (ou la W-équivalence locale sur S, resp. colocale sur
S) implique déja la W-équivalence universelle sur S. (*7)

La question a = b est par contre nettement plus délicate, et on a vu que ce n’est
nullement le cas pour tout localisateur fondamental - sans doute pas pour celui associé
au dérivateur Der(Z-Mod), en tous cas pas a celui associé a Der(k-Mod), quand 2 est
inversible dans k. (Il suffirait méme que 3 n € N, n > 2, tel que n inversible dans k -

le contrexemple typique est X = S! S S, le revetement étale d’ordre n du
cercle.)

[implication a = b est donc une condition tres forte sur W, je vais la noter L5
(Pancienne L5, cf. page 2, ne méritant pas de survivre, car c’est une cote mal taillée).

x £ . v

N
L5 Soit S dans Cat, avec X, Y des Hot-fibrés sur S. St f est une W-

€quivalence (‘grossiére’ par rapport a S), alors ¢’est une W-équivalence par fibres (*%).
On a vu qu’a un ¢ pres (‘lemme’ p. 23), L5 est une conséquence de

L6 Soit f : X —Y une W-équivalence, Y' —Y un morphisme parfait (i.e. lisse el
propre), alors f': X' = X xy Y/ —Y" est une W-équivalence.

[page 44]

Notons la variante bien naturelle

L6 bis Comme L6, mais en supposant seulement Y' —Y une Hot-fibration.

Z8comparer déf. 3, p. 117, dans (I).
?Tyalable en supposant seulement X, Y des W-fibrés sur S.
ZDans XII (p. 12) on voit que si W satisfait & L1, L3 quater, L4 bis (cf. page suivante), L5, alors

. Donc c’est parfaitement illusoire, si on suppose L5 de continuer & trainer un W.
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Il y a des chances que pratiquement, quand L6 (ou seulement L5) est verifié, L6 bis Iest
aussi.

On va introduire un axiome

L7 a) Soit (fi : Xi —Y,)ier une famille de fleches dans Cat, soit f: ][ X, — [1Yi la
fleche correspondante sur les catégories somme. Pour que f € W, il faut et il suffil que
fi € W pour tout 1 € 1.

b) Soit f: X —Y dans W. St Y est 0-connexe, X aussi.

Cet axiome équivaut a la conjonction de La (f € W = 7o f bijectif) et de la validité du
‘Lemme’ page 23, que je remets ici pour mémoire :

Lemme. [L’axiome L7 précédent sur le localiseur fondamental W équivaut a la condition
sutvante : f : X —Y est dans W si el seulement st mo(f) est bijectif, et f induit des
W -équivalences f; : X; — Y; sur les composanles connezes.

Il me faut revenir encore sur le 1) de la proposition, il n’est pas vrai que ‘c’est’ la condition
L4 sur W (que j’admets, ai-je dit), c’est L4 dans le cas particulier o Y = S. Réflexion
faite, je le vois comme une variante renforcée de 1.4, qui ne semble pas devoir découler de

1.4 :
X L v

N

L4 bis Soit S dans Cat, supposons que [ soit une W-équivalence locale
sur S (i.e. f/s: X/s—=Y/s une W-équivalence V s € S), alors [ est une W-équivalence

).
[page 45]

Par la suite, par un ‘localiseur fondamental’, nous entendrons un ensemble
W C FlCat
satisfaisant (tout au moins) les axioms
L1, L.3 quater, 1.4 bis, 1.7,
1.e.
a) Saturation de W (conditions a) b) ¢) p. 1)
b) Wee €W [C W] () (7).

¢) Si f: X —Y sur S est localement sur S une W-équivalence, alors f € W (1.4 bis)

29¢quivaut a ’axiome dual, en termes des s\ f

30Je ne suis plus sir §’il est vraiment utile d’imposer W, C W. Prendre au lieu de ¢a I’axiome de
I’objet final, soit b’). Si on veut a) b’) ¢) 4+ L5, alors on aura W C We,. NB a) b) ¢) + L5 implique
W = Weo, cf. annotation page 43.

Aef. d)
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d) Pour que f: X — Y soit dans W, il faut et il suffit que mo(f) soit bijectif, et que
les f; : X; —Y; induits sur les composantes connexes soient dans W.

Ces axiomes sont vérifiés par tous les W qui je connais, et qu’ on aurait envie de regarder
comme localiseurs. Par contre, L5, L6, L6 bis (p. 43, 44) sont des axiomes de nature
beaucoup plus spéciale. J’ai envie de dire qu’ils distinguent les localiseurs de nature
proprement ‘homotopique’ de ceux qui sont de nature ‘homologique’ (ou ‘cohomologique’).
Il faudrait que je m’assure qu’ils sont satisfaits pour les W; (i-équivalence d’homotopie)
(32),

Le fait que L4 bis, i.e. ¢) ci-dessus, implique I'axiome dual, résulte du fait que L4 bis
implique ceci

Proposition 2. Soit f: X — Y dans Cat, alors f € W si et seulement si f©: X°—Y?°
est dans W.

Se voit par 'argument de I, page 75 (cor. 2) - n’utilise que 1.4, pas méme L1, L3.

[page 46]

Je vais essayer de résumer ce que je crois avoir compris :

1) La W-équivalence ‘par fibres’ n’a d’intérét (pour construire des catégories localisées)
que dans le cas ou on sait qu’elle implique déja, soit la W-équivalence locale, soit
la W-équivalence colocale (soit méme la W-équivalence universelle) sur S, donc
quand on suppose X, Y pour le moins tous deux soit W-lisses, soit W-propres, soit

W -fibrés sur S.

2) On pourrait appeler la W-équivalence locale sur S la ‘W -équivalence fine a gauche’
sur S, et la W-équivalence colocale sur S la W -équivalence fine a droite’ sur S.
Elles coincident dans Fibhot 5, a fortiori dans Parf S et dans les quatre catégories
(cf. diagramme p. 8) FibyS, FibscyS, CofibyS, CofibscyS (*°). Par contre, elles ne
coincident pas sur les catégories bordantes du diagramme, notamment sur Liss S,
Prop S, Fib S, Cofib S, Fibsc S, CofibscS. A cet égard, c’est la W-équivalence
fine droite (en termes des s\ X) qui est intéressante sur le coté (hélas) gauche du
diagramme, i.e. pour Liss S, Fib S, Fibsc S, alors que c’est la W-équivalence fine

gauche (en termes des X/s) qui est pertinente du coté droit, pour Prop S, Cofib S,
Cofibsc S. On n’aura jamais a regarder simultanément les deux équivalences fines
sur une meéme catégorie du diagramme, a la seule exception de Cat/S tout entier.

[page 47]

3) La W-équivalence grossiere, elle, est ‘bonne partout’ - mais ¢a dépend pour qui.
Pour les 6 catégories qui sont au dessus de Fibhot 5, i.e.

Fibhot S, ParfS, Fib,S, Fibsc,S, Cofib,S, Cofibsc,sS,

32(Vest fauz, cf. annotation ci-dessus.
330n pourrait les appeler les six catégories internes du diagramme.
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elle coincide avec toutes les autres équivalences (moyennnant I’axiome L5), pour les
trois catégories bordantes supérieures gauches

Liss S, Fib S, Fibsc S

du diagramme, elle coincide avec la W-équivalence fine droite, et dualement sur

Prop S, Cofib S, Cofibsc S

elle coincide avec la W-équivalence fine gauche. Quant a Cat/S tout entier, c’est la
seule des catégories du diagramme ou il y ait trois notions intéressantes différentes
de W-équivalence, a savoir : la grossiere, et les deux fines (a gauche, a droite). Sur
les autres six catégories bordantes du diagramme, il y en a en principe deux : la
grossiere, et une spécifiée des deux fines (défendu de regarder I'autre - a ses risques
et périls ...) : la droite du c6té gauche, la gauche du c6té droit. (NB Je devrais
refaire le diagramme, décidément, en mettant les fibrations a droite, pas a gauche.)
Quant aux six catégories internes au diagramme, dans elles il n’y a plus qu’une seule
notion de W-équivalence (puisque sur elles les quatre notions coincident).

[page 48 (vide)]

[page 49] (NB il n’y a pas de page 48)

Je résume maintentant ce que je crois avoir compris sur les catégories localisées corre-

spondantes. Il y en a, a équivalence pres, trois différentes seulement en tout et pour tout,

quand on prend les localiseurs ‘admissibles’ dans les catégories, comme je viens de le dire
(c’étant ¢a en somme l'intérét objectif des prescriptions!) De facon précise :

1°)

27)

La W-équivalence grossiere donne ‘la méme’ catégorie localisée pour les 13 catégories
du diagramme, i.e. toutes les fleches de transition du diagramme induisent des équiv-

alences pour cette W-équivalence grossiere. Le localisé sera noté HOT{?V(S) , ou

I'exposant lc signifie: (W-types d’homotopie relatif sur S) “Tocalement constants.’

(Tl ne me reste qu’un petit doute pour Fibsc S et Cofibsc(S) (**), si équivalence
grossiere y est bel et bien raisonnable. On verra en faisant la démonstration.)

La W-équivalence fine a droite donne le méme résultat pour toutes les catégories
du diagramme ou elle est considérée comme admise, et ou elle ne coincide pas avec
la W -équivalence grossiere déja considérée, donc sur les quatre catégories bordantes
gauches

Cat/S, LissS, FibS, FibscS
(%). Le localisé est noté |HOTw (S) |.

[page 50]

34Ce doute n’est pas fondé, tout marche parfaitement!

35NB Sur les trois derniéres cette équivalence est la W-équivalence par fibres.
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2) Dualement, la W-équivalence fine gauche donne le méme résultat sur toutes les caté-
gories du diagramme ou elle est admise, et ou elle ne coincide pas avec la grossiere,
i.e. sur les 4 catégories

Cat/S, PropS, CofibS, Cofibsc S.
Il y a lieu de noter la catégorie des fractions commune par le sigle
HOTw(5?)° (ou aussi HOTy,(.9)),

puisqu’elle est isomorphe a celle notée par ce sigle.

Si on veut des notations sans ambiguité, désignant des catégories bien définies, et non pas
seulement ‘a équivalence pres’, je choisirai

HOTyw (S) & Fibse(S)(Wd)~!

HOTw (S°) = Cofibsc(S)(WE)™",

isomorphisme de catégories

oun W, WE désignent les ensembles de fleches correspondants a la W-équivalence fine
droite resp. gauche. Pour HOTII)TV(S), je préfere une définition aussi symétrique que pos-
sible en S, 59, et de plus une catégorie aussi petite que possible, ce qui me conduit a

choisir

HOT} (S) < (Parf ) W5,

ou on a noté par Ws les W-équivalences dans ParfS. (Inutile cette fois de préciser
lesquelles - toutes les quatre [notions] coincident dans Parf S !)

[page 51]

Notons I’isomorphisme

Parf(5?) ~ Parf S

(provenant du fait que f: X — Y dans Cat est une fibration parfaite si et seulement si
J? Vest). Cet isomorphisme X - X? est compatible avec les localiseurs (car f € W <
feew), dou

HOTY; (5°) ~ HOT} (S)

(isomorphisme de catégories). On aura deux foncteurs canoniques entre les trois catégories
de W-types d’homotopie relatifs sur S

(Flchos HOTS(S) (CofibscyS)W5!

HOTY (S) € HOTw (5°).
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[plutdt o HOTw(5°)°] Ces fleches ¢, j sont suggerées par les fleches en pointillés ¢, 5/,
provenant des inclusions

FibscyS C Fibsc S, CofibscyS ¢ Cofibsc S,

qui définiraient 7, 7 a I’aide du choix de foncteurs quasi-inverses pour les fleches horizon-
tales. Mais 4, j ne seraient définis qu’a isomorphisme (unique) pres. Il sera plus joli de
choisir les quasi-inverses de facon canonique, a 'aide des fleches

Fibsc, S 2 parf g 2o Cofibscy S

(ou &g = ®|Parf S, ¥y = U|ParfS) du diagramme p. 8. La question principale

[page 52]

qui reste non élucidée, c’est si ces foncteurs ¢, 7 sont bien pleinement fideles, comme je
m’y attends certes.

Je veux maintenant prouver les affirmations précédentes sur les localisés.

@ Le localisé pour la W-équivalence grossiere. Il suffira, a un ¢ pres, d’établir les

conditions du lemme p. 11, dans les trois cas suivants. Parf§ : Cat/S (¢a

donnera le cas de Fibhot S, Liss S et Prop S sur Cat/S) et Fibsc,S L Cat/S,

Cofibsc,S B Cat/S, qui donneront respectivement les cas de

Fib,S, Fib S, Liss S et Cofib,S, Cofib S, Prop S sur 9.

Mais 'ennui pour p et g, c’est que les foncteurs en sens inverse que javais construit (et
noté encore @y, ¥y (mais c’étaient essentiellement @ oroC et Woroc, a ne pas confondre
avec les foncteurs @y, Uy en bas de la page précédente, et marqués aussi dans le diagramme
p. 8), notons les plutot @, U/, marchent bien du coté Cat/S, i.e. p®', qU¥' recoivent le
foncteur idcae/s par une W-fleche, mais pas du coté des catégories but - on n’arrive pas
a trouver une fleche naturelle entre ®'p resp. W'q, et les foncteurs identiques de Fibsc,S
resp. CofibscyS. Je ne vois

[page 53]

pas, en effet, qu’il y en ait - la difficulté, par cette voie, parait irrémédiable. Par contre,
si on regarde @', U’ comme foncteurs a valeurs dans FibyS, CofibyS respectivement (donc
dans les catégories ol on n’exige pas que les fleches soient catésiennes resp. cocartésiennes),
on trouve encore des W-morphismes

id — @'p, id —1'q,

ce qui liquide au moins déja le cas de toutes les catégories des diagrammes p. 8 qui sont des
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sous-catégories pleines de Cat/S (*¢). Il ne reste a traiter que le cas des quatre catégories
de structures ‘scindées’

Fibsc S, FibscyS et Cofibsc 5, Cofibsc,S.

Bien siir il suffit de le faire d’un c6té, disons du c6té des fibrés, par dualité (S+—— S°)
cela établira le résultat symétrique. On va donc regarder d’un peu plus pres le carré de

foncteurs
Fibsc S +—"— Fibsc,$
‘ ,
Fib§ 0 Fib,S
(*7, #). Le foncteur

® : Cat/S — Fibsc S

induit des foncteurs en sens inverse de p, py sur les sous-catégories pleines Fib S, FibyS
de Cat/S, foncteurs marqués en pointillés comme ¢, @q.

[page 54]

Il faut seulement vérifier que si X/S est dans FibyS, alors ¢(X) = ®(X) est dans la sous-
catégorie pleine FibscyS de Fibsc S. Mais on a vu que c’est le cas, pour peu seulement que
X/S soit dans Fibhot S, car les morphismes de changement de base dans ®(X), associés
aux fleches v : s —t dans S

ug, : t\X —s\X

sont des W -équivalences si X est Hot-fibré sur S. D’autre part, pour X quelconque dans
Cat/S, on a une fleche, fonctorielle en X,

X — (X)),

i.e. idgag/s — 7® olt 7 : Fibsc S — Cat/S est le foncteur canonique, qui est une We-
équivalence (méme un homotopisme), donc une W-équivalence. A fortiori les foncteurs
P, powo donnent lieu (Fib S et FibyS étant des sous-catégories pleines de Cat/S) a des
fleches

id — pyp, id — poto.

36Mais c’est idiot de prendre des foncteurs si compliqués, parce qu’on veut tout ramener & Cat/S. Tl
est de plus simple de comparer Fibhot S directement & Fibsc,S et & Cofibsc;S. ®q et ¥y (qui sont en fait

définis sur Fibhot, pas seulement sur Parf), et on trouve comme ci-dessous id —W> mo®g et ®gmg —W> 1d
(itou pour ¥y et Cofibsc,S), out 7 : Fibsc,S — Fibhot S.

3TNB 1l s’agit de prouver seulement que p, po induisent des équivalences pour les localisés (pour la
W-équivalence grossiére). On sait déja qu’il en est ainsi pour a, et ¢a en résultera pour o’.

3Binutile de regarder ce carré, cf. annotations marginales ci-dessus (haut de la page)
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Il reste a trouver une fleche (et W-équivalence grossiere)

pp —id,

[page 55]
laquelle induira automatiquement
¥YopPo — id
puisque FibscS est [une] sous-catégorie pleine de Fibsc S. En fait, on va définir op —id,
donc

yx  P(X)—X

quand X est fibrée scindée sur X - une fleche cartésienne, donc (si on veut) compatible
avec les scindages de ®(X), et de X. En fait, on aura une telle fleche, fonctorielle en
X, pour X variable dans Fib S (donc sans se borner a des S-morphismes cartésiens entre
catégories fibrées sur ), mais la fleche — étant bien siir cartésienne. (Ca a un sens,
sans choisir de scindage sur X, et sans qu’il en existe forcément.) La définition de cette
fleche ~ fait appel de facon essentielle a I’hypothese que X soit Cat-fibrant sur S. Bien
sur, composé a la fleche d’inclusion évidente

X 2 o(X)
on va avoir

vxix = 1dy

(%?). On définit + fibre par fibre,
TX,s * ‘I)(X)S d:éf S\X_’Xsa

donc par une rétraction de s\ X sur la sous-catégorie pleine X;. Un objet de s\ X est un
couple (z,u), z € Ob X, u : s —px(z) (px : X — 5 le morphisme structural de X).
On pose

Y(z,u) =uyx(z) € Ob Xy,
[page 56]

ce qui suppose donc qu’on a choisi des foncteurs image inverse uy : Xy — X, pour la
catégorie Cat-fibrée X/S. (Mais a isomorphisme unique pres, v ne dépend pas de ces
choix.) Je me dispense de la vérification fastidieuse que cette loi est bien ‘fonctorielle en
s’, 1.e. définit bien une fleche cartésienne

vx 1 ®(X) — X,

et de vérifier que celle-ci est fonctorielle en X.

39NB Comme on sait que ix € W, il en résultera bien yx € W comme on le veut.
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Peut-étre est-il plus élégant de montrer que 7 : Fibsc S — Cat/S et ® : Cat/S — Fibsc S
sont adjoints I'un de 'autre :

Homcarts(®( \)/(_/ ) \/Y_/) ~ Homg(X,7Y),
€Cat/S €Fibsc

d’ou résulteront des fleches d’adjonction
q)ﬂ' — idF‘ibsca TI"I) -~ ld@,

[plutét 7® «—idcae/s] et on aura gagné. Mais pour prouver cette formule d’adjonction,
j’al 'impression qu’il faut utiliser pp—id ... 1l y a des vérifications fastidieuses ...

Finalement, je vois maintenant qu’on a cinq cas a traiter, et trois si on joue sur les
symétries :

[page 57]
Parf S
>
- :C’ rC -~ id
cr +— id
Cat/S
F‘ibSCS Coﬁb‘scS b <— g
\ ) : e — id
Cat/S-----"' Ty —> id
FleC Coﬁbsc0 N~ id
Py Ao — id
{#0‘1’0 ~— id
- Fibhot S Topo  —> id

(*7)

NB Les quatre derniers homomorphismes de foncteurs, relatifs au troisieme diagramme
(avec les indices 0) sont simplement induits par ceux relatifs au diagramme qui le précede.
Donc les vérifications-clef sont relatives aux deux premiers diagrammes, et par symétrie,
on n’a finalement qu’a regarder les deux couples de foncteurs (r, C'), (A, ®), et pour chacun

de ces couples, exhiber les deux homomorphismes fonctoriels, des deux composés avec les
foncteurs identiques.

4ONB Tous les foncteurs marqués sont compatibles avec la W-équivalence grossiére, et des dix homo-
morphismes fonctoriels sont des W-équivalences grossieres.
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[page 58]

@ Les localisés pour la W-équivalence fine droite. 1l n’y a plus lieu, on I'a dit, de
regarder les catégories internes du diagramme p. 8, ou ladite équivalence coincide avec la
W-équivalence grossiere, pour laquelle on connait déja les localisés. Il reste a regarder les
catégories

Cat/S, LissS, Fib S, FibscS.

Le lemme de la page 11 nous dit qu’il suffit de montrer que dans la situation
Fibsc S —» Cat/S,

il y a un foncteur en sens inverse, avec les propriétés specifiées. Il en résultera que toute
sous-catégorie pleine F de Cat/S qui contient Fib S, quand on la munit du localiseur
de la W-équivalence fine droite, donne un localisé équivalent, par le foncteur induit par
I'inclusion, au localisé correspondant de Cat/S, i.e. essentiellement a HOTy (.5).

Comme foncteur en sens inverse, il s’impose de prendre encore ®. 1l y a a vérifier trois
choses :

X L vy

N
S sur S est une W-

équivalence fine droite, i.e. les s\ X —= s\Y sont des W-équivalences, alors ®(f) aussi.

a) ® [est] compatible avec les localiseurs, i.e. si

Mais ladite équivalence coincide

[page 59]

dans Fibsc S (comme aussi dans FibS et Liss S) avec la W-équivalence par fibres, et

d’autre part ®(f); n’est autre que la fleche précédente s\ X — s\Y. Donc il est évident

que
d f
S~ —~—

W-équivalence droite W-équivalence par fibres

b) Que Xl)\q)(X) est dans W$, pour tout X dans Cat/S. Cela signifie donc que iy
induit

s\ X —s\®(X)

qui est une W-équivalence. Ce serait O.K. s’il était clair que X — ®(X) commute a tout
changement de base propre sur S (donc en particulier a s\S— 5), puisqu’on sait que
X — ®(X) est une W-équivalence. C’est sans doute trop demander, mais du moins que
¢a commute au changement de base qui est un co-isomorphisme local (telles les s\ S — 5.

Pour un tel changement de base S’ . S, vérifier que la fibre de ®(X') en s est isomorphe
a celle de ®(X) en s = p(s'), je m’en contenterai. Or cette fibre est s\ X', déduit de X’
sur S’ par le changement de base s'\S"— 5’, donc déduit de X par s’\S’— S. Or
s"\§" —= s\ S est un isomorphisme par hypothese
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[page 60]

sur p (co-isomorphisme local), donc le changement de base s\ 5" — S s’identifie a s\ S — 5,
et 'image inverse est bien isomorphe a s\ X, OK.

¢) Que de méme

d)\ —id

est non seulement dans Wy (grossier), mais que ¢’est une W-équivalence par fibres. Donc
on part de X fibrée sur S. On regarde

o(X)—X,

pour voir que c’est une W-équivalence par fibres, il suffit de voir qu’il en est ainsi de
X —d(X),
X; —s\X

est une W-équivalence pour tout s € 5. Mais ceci est déja vrai des que X est lisse sur S.

Comme le cas de la W-équivalence fine gauche se ramene au cas actuel par S+ S°,
on a donc prouvé tout ce qu’était attendu, a la seule exception de la pleine fidelité des
foncteurs 7, j de la page 51.

Mais dans le résumé prospectif de la situation pour les localiseurs, p. 49-51, j’ai oublié
d’autres foncteurs que 7, j, de nature si possible encore plus triviale. Ce sont

[page 61]

ceux qu’ on peut décrire a partir du foncteur identique, sur une des catégories du dia-
gramme ou alent cours deux, voire trois, notions de W-équivalence différentes. Ce sont,
je le rappelle

1°) Les quatre catégories
(%) Fibsc § — Fib S — Liss S — Cat /S, WsCw
avec la W-équivalence fine droite d’une part, grossiere de I'autre, et dualement
(+)  Cofibsc S — Cofib S — Prop S — Cat /S, WECW
pour la W-équivalence fine gauche d’une part, la grossiere de 'autre, et de plus

2°) Cat/S, qui était inclue dans les deux suites précédentes, et qui est la seule catégorie
du diagramme donnant lieu a trois notions de W-équivalence différentes
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Dans chacun des quatre cas (C, munie de deux localiseurs ¥ C ¥’) de la suite (%), le
foncteur

cyt — oyt

est essentiellement ‘le méme’; a cause des théoremes de comparaison. Il suffit de regarder
ce foncteur dans un seul das, p. ex. un des deux extremes FibscS ou Cat/S. Méme
remarque pour la suite (*’). Donc finalement il reste deux foncteurs remarquables

[page 62]

a examiner, qui n’ont pas I'air du tout de provenir des foncteurs du diagramme p. 8 ou
de quelque composé (¢a ne donne que des équivalences canoniques ou bien les foncteurs
i, j de page 51, quand on va des catégories internes au diagramme vers les catégories
bordantes). Le plus joli est sans doute de les regarder a partir de Cat/S, puisque c’est la
seulement qu’on les a tous les deux a la fois

(Cat/S) (W)~ ~ HOTW(S{f
(Cat/S)W5' ~ HOTS ().

(Cat/S)(WE)~" ~ HOTZ(S)

Par contre, les foncteurs (qu’on a envie d’appeler ‘foncteurs d’inclusion’) 7, j de la page 51,
en sens inverse de p, o, sont ceux qui proviennent, par localisation W3 ou W§ selon le cas,
d’un des foncteurs du diagramme page 8 (ou d’un composé de tels foncteurs), allant d'une
des six catégories internes (ou toutes les W-équivalences envisagées coincident) vers ['une
des sept catégories bordantes, sauf quand cette derniere est Cat/S, est déterminé déja
avec quelle W-équivalence, W ou W§, on va travailler [structure de cette phrase?].
La détermi-

[page 63]

nation peut-étre la plus jolie est par
(%) Parf S — Cat /S

qui donne le foncteur i quand on travaille avec W3, le foncteur 5 quand on travaille avec
WE. On voit alors tout de suite que si on compose avec le foncteur pertinent, soit p soit
o, défini par I'inclusion W3 C Wy resp. W& C Ws (comme parties de Fl(Cat/S)), on
trouve le foncteur

() (Parf S)W5' Z- (Cat/S)W5!

qui est 1’équivalence canonique entre ces deux catégories. Ainsi le foncteur correspondant
a1, j page 51, exprimé en termes de Cat/S comme foncteur en sens inverse de p, o (p. 62),
est-il le composé de ’équivalence quasi-inverse de (), laquelle s’explicite par le foncteur
', et du foncteur sur le localisé W ou W§ déduit de (¥), i.e.
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HOTw (S) ~ (Cat/S) (W)™

/ car Wg = Wg sur Parf

HOT}, (S) ~ (Cat/S)W5' —S— (Parf S)W3'

\ car Wg = W§ sur Parf

HOTS, (S) ~ (Cat/S)(WE).

[page 64]
On voit par la qu’on a des isomorphismes canoniques
Pt~ id, oj ~id

dans la catégorie des endofoncteurs de (Cat/S)W3' (= HOT}(S)), isomorphisme qui
s’explicite ici par le fait que pi, o7 sont déduits du meme foncteur C' par passage aux
localisés W5 (donc en fait pi = 0j !), et qu’on a une fleche fonctorielle en X

X2 0(X),

qui est dans W pour tout X. Ainsi, p et o sont a isomorphisme pres des rétractions
des catégories HOTyy (S), HOTS,(S) sur la catégorie HOT}; (S). De plus, ces rétractions

sont ce qu’on appelle des foncteurs de localisation (comme on voit sur le diagramme de la

page 62). (On dit que C'— C" est un foncteur de localisation si, désignant par ¥ C FIC
I’ensemble des fleches de (' transformées en des isomorphismes par F, le foncteur

4 F
cxTt — '
qui factorise F' est une équivalence de catégories.)

[page 65]

On sait d’ailleurs que si un foncteur f a un adjoint ¢ (a gauche ou a droite), alors f est un
foncteur [de] localisation si et seulement si 'adjoint g est pleinement fidele. Pour prouver
que 7, j sont pleinement fideles, il serait donc tentant de prouver qu’ils sont adjoints des
foncteurs p, o.

Pour nous y reconnaitre, je vais poser

A=Cat/S, So=Wg, ¥=Ws (C FI(A))
C: A— A le foncteur familier, qui a la vertu

C(¥) C X
On a donc la situation
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po =id g
_—

(*) (A, Xo) (A, %),
induisant par passage aux localisés
b

on veut vérifier que p et C' [plutdét C] sont adjoints I'un de lautre, C' [plutét (]
surement a droite, ce qui signifie que 1’on doit avoir des homomorphismes fonctoriels

idaz-1 —— pC (= poC)

_

idAzo—l —— Cp (= C—PO>

(') [les fléches en bas vont en direction corrigée, mais les fléches en haut
ne sont pas effacées] satisfaisant deux relations de compatibilité sur lesquelles on re-
viendra. On peut espérer trouver ces homomorphismes fonctoriels a partir de

idy = pC = C
idy = Cpo = C

[page 66]
et dans notre cas on dispose bel et bien de
1:idy —C le.de 1x : X —C(X)

fonctoriel en X € Ob A (et de plus ix est dans ¥). Il n’y a pas cependant de fleche
naturelle en sens inverse px
O(X) = X.

Javais songé a la projection mx : C'(X)— X, déduite de la construction C(X) ~ X xg
(Ch. (S5),0), mais ce n’est malheureusement pas un S-morphisme. Comme on cherche
une fleche dans AX', on pourrait se contenter d’avoir une fleche fonctorielle en sens
inverse, du moment qu’elle soit dans Yo, donc puisse s’inverser quand on travaille dans
AX5'. Le candidat evident est ix : X — C'(X) dont on vient de parler. L’ennui, ¢’est
que ix est seulement dans X, pas dans Yo (**). Pourtant, quand X est lui-méme de la
forme C(Y) (plus généralement, s’il est un Hot-fibré sur 5), alors le fait que X — C(X)
soit dans ¥ implique déja qu’il soit dans ¥g. Notons donc ceci

itidg— C tel que 1°) iy : X —C(X) dans &
pour tout X € Ob A
29) ix dans S si X de la
forme C(Y)

mais si C est & droite, les fleches ici doivent aller en sens inverse et c’est bien & quoi je dois me

résoudre p. 67.
428%i] n’en était pas ainsi, le type d’homotopie relatif sur S défini par X/S serait localement constant
(puisqu’il en est ainsi pour celui défini par C'(X)), ce qui n’est pas toujours le cas.
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[page 67]

L’idée me vient, apres des essais merdouillants [sic], que C pourrait étre I’adjoint a
droite, et non a gauche [c’est la version corrigée (droite et gauche échangées)
cf. p. 65], i.e. que les fleches cherchées pourraient aller en sens inverse

(j’'inverse du coup les notations pour p et i), donc on est amené si possible a chercher des

fleches

p

idg ~— pC = C
iy > Cpy = C,
donc des fleches fonctorielles en X
X2 o(x) 2 X,

On tient bel et bien une 1 x fonctorielle - toujours la méme! Pour px, on n’en a pas plus
qu’avant, mais se rappelant qu’il suffit de le trouver dans AX™" (et non plus AXg'), il
suffit d’inverser la fleche ix, qui est en effet un isomorphisme dans AX™" (mais non dans

AXgh). On posera donc
px =13 :C(X)—X dans AY 7!,

Il faut prouver deux compatibilités seulement, pour les foncteurs C et p entre AXF' et
AY ! (et j’écrirai C au lieu de ') : les deux composés

id
. *Z ..................... * N
1% P 1% Cp eali 1% (relation pour foncteurs a valeurs dans .AE_l)
% C' C'x
C - Cp C P C (relation pour foncteurs & valeurs dans .,420_1)
................. '
id

doivent étre I'identité id, resp. id¢.

[page 68]

La premiere relation se vérifie tautologiquement, elle revient a dire que dans AX~", on a
un composé identité des

. -1
X 5C0(X) 22X !
La seconde signifie que pour tout X, on a un composé identité dans A"

C(X) <X o(c(x) 2o x).

Or px : C(X) — X avait été défini dans AX™! comme inverse i3' de iy, d’autre part
le foncteur C' sur A définit par hypothese AN~ — AXS", plus précisément C'(X) C %
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ainsi C'(i1x) est inversible dans AX5", et C(px) = C(ix)~". Donc la compatibilité revient
a la relation

C('iX)_lic(X) =id dans AEgl,

i.e.

En d’autre termes, il faut prouver le :
Lemme. Soit X dans Cat/S, considérons les deux fléches
d

Ces fleches sont €gales, sinon au sens absolu, du moins dans (Cat/S)(W§)™t.

Iei fx : X — S est la projection standard et

C(X) = {(z,¢) | 2€0bX, c: fx(z) — 1}
chemin dans S

CHX) = {(z.e,d) | x€ObX, fx(r) ot "wt,

¢, ¢! chemins dans S

les projections dans S sont données par

(z,¢) — t = butec
(z,¢,) +—= t' = butd
[page 69]
On trouve
x

iox)(z,c) = (z,¢,1) l
fx(z) ——s t —1 st

chemin vide

Clix)(z,¢) = (2, 1 px(a), €) : l Lix ()
fX($> X, X(.x)—c> t

chemin vide
Mais on a le choix entre deux théories de chemins, pour construire C'(X) : soit avec les
Ch(5), soit avec les Ch(S). ‘Ca donne les mémes résultats’, mais suivant les situations
I'un est plus commode que Iautre. Je vais travailler avec les Ch(S), auquel cas les 15 sont
des unités a gauche et a droite, et on a une loi de composition pour les chemins. Cette
loi nous permet de définir

C*(X) - C(X)
(z,¢,d) +— (z,d00¢),

et les composés de ig(x) et de Cyxy avec cette fleche sont idg(xy dans les deux cas
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C(X) CHX)—— C(X).

\_/
id

Donc pour montrer que ic(x) = C(ix) dans (Cat/S)(WJ)™", il suffit de prouver que ~
est dans W¢. Mais on sait que le foncteur C transforme Ws en W¢, donc C(ix) est dans
W4, et comme v o C(ix) =id, v est dans W¢, OK!

[page 70]
J’ai envie de grouper ce qui a été prouvé dans un énoncé récapitulatif.

Théoréme-Scholie. On considére le diagramme de catégories de la page 8 (*?).

@ Quand on munit toutes les 13 catégories du diagramme du localiseur Wg (W-
équivalence grossiere, i.e. W-équivalence dans Cat, sans plus), tous les foncteurs du dia-
gramme induisent des équivalences sur les catégories localisées (**). Désignons par

HOT}(9)
‘la’ catégorie localisée commune.

@ Munissons les quatre catégories bordantes gauches

(*) Cat/S «— Liss S «— FibS <—— Fibsc S
X <L-.v
N
du localiseur W¢ de la W-équivalence fine droite sur S ( S est dans W§

si et seulement si les s\ X — s\Y le sont [plutét, sss ils sont dans W], pour tout
s € Ob S). Les foncteurs du diagramme, i.e. ceux de (), entre ces catégories, donc aussi
leurs composés, induisent des équivalences entre les localisées (*°). Désignons par

HOTw(S)
‘la’ catégorie localisée commune.
Enoncé dual pour
(") Cat/S «<— PropS <~— CofibS <«— Cofibsc S,

430n suppose sur W les conditions a) b) c) de p. 45, de plus L5 (p. 43). Cf. commentaires p. 81.

*De plus, si F est une sous-catégorie pleine de Cat/S qui contient une des deux sous-catégories FibS,
CofibyS (ce qui inclut le cas des 8 catégories des diagrammes, autres que Cat/S elle-méme), I'inclusion
(F,Ws|F) dans (Cat/S, Wg) induit une équivalence pour les localisés.

Plus généralement, ga marche pour toute sous-catégorie pleine de Cat/S qui contient Fib S (et duale-
ment, avec W§ au lieu de Wg, si F contient Cofib 5).
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et les localiseurs W§ dans ces catégories (f € WE si et seulement si les f/s: X/s —Y/s
sont dans W). On trouve une ‘méme catégorie localisée’, notée

HOT(S),
et on a tautologiquement

[page 71]

HOTy (S) ~ HOTw (S°).
[plutdét (HOTw(S5°))° cf. p. 50]

Sur les six catégories internes du diagramme, les trois notions de W-équivalence,
en termes de Ws, WS, WE coincident, et coincident avec la W-équivalence par fibres WE.
Sur les trois catégories de (x) autres que Cat/S, les localiseurs WE, W¢ coincident; sur
les trois catégories de (') autres que Cat/S, les localiseurs Wi, WE coincident. Mais
en général (*9), sur ces six catégories, ces localiseurs Wi ne sont pas égaux a W, plus
précisément donnent des localisées non équivalentes, elles sont donc munies chacune de
deuz localiseurs essentiellement distincts, Wi et Ws. La catégorie Cat/S est la seule
catégorie du diagramme sur laquelle les localiseurs Ws, W3 et W§ sont tous les trois
essentiellment distincts. C’est la seule qui permette d’obtenir simultanément les trois
catégories localisées, comme

HOTY (S) ~ (Cat/S)W5"

HOTw (S) ~ (Cat/S) (W)~ HOT},(S) ~ (Cat/S)(WE)™!

Ici, p et o sont des foncteurs de localisation (comme il est évident sur la définition).

Tout foncteur ou foncteur composé du diagramme page 8, allant d’une catégorie interne
au diagramme vers une catégorie bordante, induit un foncteur pour les localisées pour
W¢ (quand la catégorie but fait partie des quatre gauches,

[page 72]

rappelées dans (), p. 70), soit pour W§ (quand ces catégories font partie des quatre du
coté droit, rappelées dans (x')), lesquels localiseurs coincident aussi avec Wi sauf dans le
seul cas de la catégorie Cat/S. Tous les foncteurs ainsi obtenus se réduisent, a équivalence
pres, a deux, suivant que la catégorie localisée but est HOTw(S) (cas de la localisation
W), ou quelle est HOTY,(S) (cas de la localisation W¢). On trouve ainsi des foncteurs

(en sens inverse de p et de o)

465ans doute dans tous les cas oti S n’est pas équivalente a une catégorie dicréte.
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HOT}; (9)

HOTyw (5) HOT;, (S).

Les foncteurs p, o s’interchangent par dualité S+— 5°, et de méme pour 1, j.

Les foncteurs p, ¢ sont adjoints I'un de "autre dans cet ordre, i.e. on a pour deux
objets ¢ € ObHOTw(S), n € Ob HOT}(S)

Hom(p(€),n) ~ Hom(&,i(n))

(isomorphisme de bifoncteurs). Et dualement les foncteurs o, j sont adjoint I'un de I'autre

dans cet ordre : pour £ € ObHOTS,(S), n € ObHOTS;(S)

Hom(¢, j(n)) ~ Hom(c(£),n).

[page 73]

Il s’ensuit notamment que les foncteurs i, j sont pleinement fideles.
@ On a des foncteurs évidents

() HOTw(S) — Hom(S" Hotw)
() HOTH(S) — Hom(S, Hotw).

Le premier s’interprete sur les quatre catégories () (bordantes gauches) de page 70, qui
servent indifférement a décrire HOTy/ (5), par

s hotw (X5)
dans le cas des trois catégories distinctes de Cat /S, et par
s+ hotw(s\X)

dans le cas de Cat/S. La dépendence fonctorielle par rapport a s est évidente dans le cas
de Cat/S (donnée par s+ hoty (s\ X)), et dans le cas de Fibsc S, Fib S, ou on dispose,
pour u : s —t dans 5, du changement de base

v Xy — X,.

Dans le cas de Liss S, la dépendence fonctorielle se déduit de celle de hotw (s\X), grace
au fait que I'inclusion

X, —s\X
est alors une W-équivalence.

On a une interprétation duale de 'application
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[page 74]
(%)', [mot illisible]

s+ hotw (X5) ou s = hotw (s\X),

avec la loi fonctorielle en s déduite du foncteur 1\ X — s\ X [plutdt X/s — X/{] (pour
u : s —1) dans le cas du Cat /5, du foncteur cochangement de base dans les cas de Cofib S
et Cofibsc S, et de la variante pour Cat/S et de la W-équivalence

X, — X/s

dans le cas de Prop S.

On trouve alors ceci : pour qu'un objet ¢ de HOTw (S) (resp. HOTY,(S)) soit dans
I'image essentielle de HOTII)TV(S), il faut et il suffit que le foncteur associé S? — Hotw
(resp. S — Hoty ) soit un systeme local (*7)
isomorphisme, i.e. se factorise par (I15)? — Hoty resp. I1S — Hoty (**). Donc pour
un X dans Cat/S, cela signifie soit que les foncteurs

, 1.e. transforme toute fleche de S en un

NX — s\ X

associés a des u : s — 1 dans S soient tous des W-équivalences (cas de HOTy (59)), soit
que les foncteurs

X/s— X/t
le soient (cas de HOTy(5)). (NB. ces conditions ne sont nullement équivalentes. Mais si
X [est] lisse [sur] 5,
[page 75]

la premiere implique la seconde, et I'inverse est vrai si X est propre sur S, et dans ce cas,
la condition équivaut a ce que X soit dans Fibhot. Enfin, si X est déja dans Fibhot .5,
alors les deux conditions sont automatiquement satisfaites ().

FibscyS <. ... » CofibscyS
N L Ty e
( Fib,S . ParfS Cofiby5 (
Fibsc S ( Liss,S - Prop,5 ( Cofibsc S
TN SO o
- FibS ( Fibhot S ( Cofib S .
N - o
E . Liss S PropS o

47i1 faudra encore écrire la vérification
48ou TIS est le groupoide fondamental de S
490n aurait di dans le diagramme introduire aussi Liss,S, PropOS !
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(°%). De plus, si deux éléments £ € ObHOTw(S), & € ObHOTy,(S) proviennent d’un
meéme 1 € Ob HOTII,CV(S), alors les deux foncteurs correspondants

(I1S)° 2+ Hotyy < TS

sont associ€s, i.e. chacun est isomorphe a ‘I'inverse’ de 'autre.

NB Dans la nouvelle version du diagramme, ou j’ai rajouté des catégories LissyS et
Prop S pour rendre le tracé plus transparent, les catégories appelés ‘bordantes’ devien-
nent le ‘rez-de-chausseée’, et les catégories ‘internes’, le ‘premier étage’ ou ‘étage’. Tous
les 7 carrés du diagramme sont catésiens. Toutes les fleches sont des inclusions pleine-
ment fideles, sauf les quatre fleches horizontales extérieures des catégories de Cat-fibrés
ou de Cat-cofibrés scindés, avec morphismes exclusivement cartésiens ou cocartésiens et
meme compatibles avec les scindages, vers les catégories correspondantes de structures
non scindées.

[page 76]

1 : ' Cbﬁbscos
L 7 v Parf§S ¢ L
- Fib S Cofib S
Fibsc S Yoy Y Cofibsc S

Parf S

J’ai tracé en pointillés verts [couleur dans 1’original seulement] les cinq foncteurs
¢, U, &y, Uy, C' qui par passage aux localisés donnent des quasi-inverses pour toutes les

équivalences de catégories énoncées dans @ @ du présent Scholie. De facon précise,
le foncteur

® : Cat/S — Fibsc S

associe a toute X dans Cat/S la catégorie scindée sur

sl—»s\X

50LLe diagramme de quinze catégories remarquables.
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sur 5. Ce foncteur, et ses restrictions a Liss S, Fib S et, plus généralement, a toute sous-
catégorie pleine F de Cat/S contenant Fib S, est compatible avec les localiseurs Ws d’une
part (sur F et Fibsc S), W¢ d’autre part, et passe donc aux localisés correspondants, pour
fournir le quasi-inverse cherché de

(Fibsc S)E_l — Fy! (¥ = Ws ou Wg)
On peut aussi, pour toute sous-catégorie pleine F' intermédiaire
Fib S C F' C F C Cat/S,

regarder ® comme un foncteur F — F’ (plus précisément, prendre le composé

F 2 Fibsc § —FibS o F'),

soit @z 7, et de ce qui vient d’étre dit résulte que les deux foncteurs

Fle— F

Dyt 5

[page 77]
établissent des équivalences quasi-inverses 'une de 'autre
Fy-t E o Fy-t (X = Ws ou W)
S
®ri r

Fnoncé dual pour le foncteur
¥ : Cat/S — Cofibsc S,
associant & X dans Cat/S la catégorie cofibrée scindée sur §
s X/s.

Il donne des couples de foncteurs quasi-inverses

(Cofibsc §)¥~! Fy-1 (¥ = Ws ou W§)

v r

pour tout sous-catégorie pleine F de Cat/S telle que
Cofib S C F C Cat/S,

et des couples de foncteurs quasi-inverses
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~

.7:'2_1\5/ Fy-! (¥ = Ws ou W§)

Ve 7

pour deux sous-catégories pleines F', F
Cofib § C F' C F C Cat/5.

Les foncteurs ®, ¥ envoient la sous-catégorie pleine Fibhot S de ‘I’étage’, dans les sous-
catégories FibscyS, CofibscyS, respectivement, donc induisent a 1’étage des foncteurs @,

o

. ® . Y
Fibsc,S «<— Fibhot S —> Cofibsc, S,
jouant a I’étage exactement le meéme role que ®, ¥ au rez-de-chaussée. La seule différence,
c’est que & I'étage on a Ws = WJ = W§ (= W),
[page 78]
donc il n’y a qu'une suite de catégories localisées a examiner. On trouve ainsi
(Fibsc,S)W5' —2— FWZ!
Qg F
Fwsl —2 -~ FWs!
R

~
QO,}'/,}"

pour F (ou F, F') sous-catégorie(s) pleine(s) de Fibhot S telle(s) que
Fib,S C F C Fibhot S resp. Fib,S C F' C F C Fibhot S,

et de méme du coté droit pour les sous-catégories pleines F ou F, F' de Fibhot S satis-
faisant

CofibyS C F C Fibhot § resp. CofibyS € F' C F C Fibhot S,

NB. La catégorie Parf S’ contient a la fois FibyS et CofibyS, et fait donc partie des caté-
gories admissibles tout comme F, ou [?] F.

Ainsi, les quatre foncteurs ®, ¥, ®,, ¥, donnent tous les quasi-inverses qu’on peut
souhaiter au rez-de-chaussée d’une part (® et W), a I’étage de I'autre (@, ¥y). Ils rame-
nent donc toutes les localisées pertinentes aux quatre suivantes

(Cat/S)YW5', (Cat/S)(W)™', (Cat/S)(WE)™ (au rez-de-chaussée)
(Fibhot SYW35'! (a Iétage).
Il reste a comparer la localisée a ’étage avec les localisées au rez-de-chaussée. Les
fleches verticales descendantes de Iétage au rez-de-chaussée, sont compatibles avec W¢

du coté gauche du diagramme, avec W§ du ¢oté droit, donc elles induisent essentiellement
deuzx foncteurs différents
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[page 79]
i, j sur (Fibhot S)W35', dans (Cat/S)(Wd)~! et (Cat/S)(W§)~! :

(Fibhot S)W3*

HOTw (S) & (Cat/S)(Wg)™" “ (Cat/S) (W)™ ®HOTS,(5)
(Eat/'S)VI;S_I
déf

~ HOT}; (9) ,

de fagon a faire commuter le carré complété par les pointillés, représentant les foncteurs
de localisation p, 0. On a bien sur

(*) pi = oj : (Fibhot S)W3' — (Cat/S)Wg'
induit par I'inclusion

4 : Fibhot S C . Cat/S

Nous avons énoncé dans @ que cette fleche est une équivalence, de sorte que p et o
peuvent étre interprétées, a isomorphisme de foncteurs pres, comme des rétractions de
HOTw(S) et de HOTY},(S) sur une sous-catégorie commune, s’interprétant soit comme
(Fibhot S)W3', soit comme (Cat/S)W3'. Tl reste a décrire le foncteur quasi-inverse de
(%), ce qui donnera en méme temps les quasi-inverses de tous les foncteurs verticaux
(de I'étage vers le rez-de-chaussée) dans le diagramme p. 76, plus exactement pour leurs
localisés, pour Ws.

[page 80]

(est ce qui est obtenu a 'aide du foncteur ‘montant’ (du rez-de-chaussée vers ’étage) C,
qu’on peut regarder comme un foncteur Cat/S — Fibhot S, mais qui en fait prend ses
valeurs dans Parf S. (C’est la un détail sans grande importance, me semble-t-il.)

Cat/S . ParfS . Fibhot S.

Ce foncteur est compatible avec les localiseurs Wy des deux cotés, et établit des équiva-
lences (quasi-inverses des équivalences

(Parf S)W3' = (Cat/S)W3'! et (Fibhot S)Wg' = (Cat/S)W3'),

(Cat/S)W5' =~ (Parf S)W5' (=~ (Fibhot §)W5").
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Donc, quand les trois catégories HOT pour S sont interprétées en termes de localisées de

Cat /S, c’est le foncteur C (plus exactement le composé Cat /S s Parf S Cat/S) qui
fournit a la fois le foncteur d’inclusion (!) ¢, et le foncteur d’inclusion j dans HOTw (5)
et HOTY,(S) respectivement. Le foncteur en question

C': Cat/S — Cat/S

satisfait bien

C'(Ws) C W nWE

et définit les deux foncteurs

(Cat/S) (W)™ ~ HOTw(S)

(Cat/SYW3! /
~ HOTS () \

Cela nous permet d’expliciter les formules d’adjonction de , quand on y interprete
&

(Cat/S)(WE)~! = HOT}, (5)

[page 81]
comme provenant de X, Y dans Cat/S :

Homwg(X, CY) ~ Homwg(X, CY) ~ Homy(X,Y),

ou Homyya, Homyyg et Homyy désignent respectivement les Hom dans les catégories local-
isées pour W, W et W, i.e. dans HOTy (S), HOT,(S) et HOTY;(S) respectivement
(oY),

Commentaire. Toutes les constructions et les énoncés de @ a , a 'exception du

fait que les foncteurs descendants induisent des équivalences pour les localisés grossiers,

et des formules d’adjonction de , sont de nature quasiment soritale, et n’exigent
d’autres conditions sur le localiseur fondamental W C Fl Cat que L1, .3 quater, 1.4 bis,
récapitulées comme a) b) ¢) de la page 45. (On n’a méme pas a utiliser d).) Il est vrai
qu’en 'absence de la condition L5 (page 43), on ignore si a 1’étage les deux localiseurs
pertinents, Ws et W (égal & W du c6té gauche, & W§ du cété droit) sont égaux. Donc a
priori on trouve a I’étage deuz catégories localisées essentiellement distinctes, et non pas

une seule, savoir (Fibhot S)¥~! avec ¥ = Ws ou ¥ = W (= WJ = W§).

31Cette formule suggére que si X € ObCat/S, Y € Ob Fibhot S, alors

Homwg (X,)Y) ~ Homyy ¢ (X,Y) ~ Homw, (X,Y),

mais ¢a résulte de la formule d’adjoinction et de Y — C(Y') dans Wg N WE pour Y dans Fibhot S.
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Par contre, le fait que les foncteurs de descente induisent des équivalences entre les localisés
grossiers est plus profond, il exige (me semble-t-il) qu’on connaisse un foncteur ‘montant’
C, disons de Cat/S vers Fibhot S, compatible avec Ws, et muni de

XX 0(x),

qui soit dans Wgs pour X quelconque. Quand on sait que Cat est une catégorie de Quillen,
méme sans avoir les propriétés des foncteurs Ch., ou Ch (°?), on doit sans doute

[page 82]

pouvoir se débrouiller. Mais la formule d’adjonction me semble rester inattendue et
profonde, méme en admettant les résultats de QUILLEN et THOMASON (°?). Elle parait
liée ici a une propriété assez particuliere du foncteur C, savoir le lemme p. 68

10(X) T Clix): C(X) —C(C(X)),

dans (Cat/S)(W3)~! et dans (Cat/S)(WE)™!
————— ————

HOT w (S) HOTS, (5)

ce qui n’a pas l'air purement formel. Il serait intéressant d’examiner dans quelle mesure
cette formule garde un sens dans une ‘catégorie de modeles’ (M, W) plus ou moins quel-
conque, ou provenant dun triple de Quillen (W, Cof, Fib) dans M. 1l est clair que la

factorisation X —» S en X % (X) SRS (ix € W, f € Parf), jouant le r6le des ‘fi-
brations’ dans le contexte Quillen, a un sens intrinseque indépendant du choix d’une
construction particuliere, chose qu’on peut préciser de facon parfaite. C’est la descrip-
tion des localiseurs Wg, W§ dans M/S (pour S € Ob.M) qui n’est pas comprise de
facon générale, en dehors du cas M = Cat. En d’autre termes, je ne comprends pas
comment construire des catégories HOT pmw (S), HOTY 1y (5), méme si (M, W) provient

Ic

d'un triple de Quillen, je vois seulement la description d’une catégorie HOTM’W(S) =

(M/S)(WES)=1 et un foncteur de localisation M /S — HOTIXA7W(S). Il faut arriver

a décrire dans M /S des W-équivalences ( ‘relatives a S”) plus fines que la grossiere don-

née par W sur la source X sans plus. Dans Cat j’y arrive en utilisant soit la famille

des isomorphismes locaux (pour décrire W3), soit celle des isomorphismes colocaux (pour

décrire W§E) - en tous les cas, il y a une notion de ‘localisation’ (soit sur S, soit sur S°
.), avec

[page 83]

toute la richesse des intuitions liées a une telle notion. Peut-étre, sans le savoir ai-je tou-
jours traité Cat non comme une catégorie ‘nue’, mais comme un site, ou plutot (puisqu’il

. . . . .. . f J f
52ni méme étre siir de Dexistence d’une factorisation fonctorielle de X —= S en X BLR C(X)—S

avec ix € W et f parfait.
33 Voir cependant le théoréme scholie 2, p. 108-113. Ce n’est finalement pas si profond qu’il me semblait,
mais quasiment sorital!

Version 9 novembre 2001 H2



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VI, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

y a linvolution X - X° qui ne peut étre éludée), comme un ‘bi-site’ - on y a deux
manieres de localiser, soit par les X/z (topologie de Zariski!) soit par les 2\ X (topologie
co-Zariskienne). Il y a aussi la topologie lisse (toute proche sans doute de I'intuition de la
cohomologie étale), et la topologie propre - et on s’attend que la lisse donne essentielle-
ment les mémes résultats que la Zariskienne (vue que la topologie étale lui est égale - il
n’y a pas lieu d’en faire un plat ...); et la topologie propre les mémes résultats (p. ex. la
meéme cohomologie?) que la topologie co-Zariskienne.

Il semble bien que dans toutes les catégories de modeles utilisées jusqu’a présent pour
décrire Hot comme une localisée, on dispose de notions de localisation : (Top), A" (ou
AM, avec A catégorie-test quelconque), (Cat); et dans Cat on dispose méme de deux
telles notions. Je pense par contre aux co-groupoides, c’est peut-étre la seule catégorie
de modeles a tel point proche déja de Hot elle-méme, qu’on n’y discerne pas de notion
de localisation, et que I'idée méme de vouloir s’y localiser (si ce n’est en ‘localisant’ Hot
lui-méme) paralt quasiment

[page 84]
saugrenue.

Cette rapide digression ne convainc a présent que la compatibilité dite pour la construction
de C(X) et ix : X — C(X), ne peut en aucun cas étre purement formelle, une pure
histoire de catégories de Quillen disons. (a donnera au mieux la compatibilité dans
(M/SYWS', ce qui est ridicule! Mais si on prend comme localiseur ¥ dans M /S les
isomorphismes sans plus, la relation de compatibilité va devenir fausse a tous les coups!
Comme ensemble de fleches ¥ un peu plus raisonnable, qui soit encore tres petit, on peut
songer p. ex. a la W-équivalence universelle sur S (nettement plus fine encore que W¢,
W& dans le cas particulier de Cat). Aurait-on encore compatibilité pour cet ensemble
de fleches? Je suis aussi un peu perplexe par le fait (pas bien compris) que les formules
d’adjonction pour les topologies Zariskienne et co-Zariskienne soient en sens opposé. (Ou
me serai-je trompé en dualisant a la va-vite?) Mais a vrai dire, cette compatibilité a
elle seule, méme quand on utilise une structure de site sur M, ne suffit pas a écrire une
formule d’adjonction. On a deux catégories localisées,

HOTY, = (M/S)W3!, HOTw(S) = (M/S)(WH=,

o W désigne une W-équivalence “fine’, correspondant a la notion de localisation, plus
exactement aux changements de base ‘admissibles” qu’on a choisis, et on a un foncteur de
localisation

[page 85]

Hotw (S) — Hoty; (5),

mais pas de foncteur en sens inverse. Mais si, mais si, en travaillant avec la catégorie
similaire Fibhot S, ¢a doit garder un sens tout au moins quand on a une bonne notion de
‘fibration’. Je vois un petit travail de dégrossissage conceptuel a faire, avec peut-étre une
formule d’adjonction a la clef, mais je ne vais pas m’y lancer a présent.
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16.11.90

Je vais quand meéme essayer de faire un travail ‘de dégrossissage’, car le diagramme des
15 catégories a ’air un peut touffu, finalement! Je me donne

(M, W) W C FIM,
un S € Ob M, d’ou M/S, avec Wg C FI(M/S) induit par W. On va poser
Ho'(S) = (M/S)W5',

¢a jouera le role des types d’homotopie relativement constants. Je suppose d’autre part
que l'on a distingué une classe F' C FI(M) de fleches, jouant le role de ‘fibrations’ (ce
seront les morphismes Hot-fibrants dans Cat, donnant lieu a la sous-catégorie Fibhot S
de Cat/S). Je prévois qu’il faudra

[page 86]

supposer, outre que M est stable par Jim finie, que ' est stable par changement de base
quelconque, et stable par composition, qu’il contient les isomorphismes. Et surtout qu’on
a un théoreme de factorisation

x—L .53 .
i~ ST ix EW, feF
X

pout toute fleche f dans M. Chez QUILLEN on exige méme que tx ait la propriété de
relevement a droite relativement a I, mais ¢a ne devrait pas étre essentiel, puisque je n’ai
pas eu a utiliser ce fait dans Cat. Quand je travaille dans la catégorie M/S, ou [ est
sous-entendu pour un objet X de ladite, je noterai (par abus de langage) C'(X) pour X,
bien qu’il n’est pas dit qu’on ait un choix canonique de C'(X), encore moins que C(X)
dépende fonctoriellement de X.

Désignons par
() Fib§ C M/S

la sous-catégorie de M /S formée des X dont le morphisme structural fx : X — S est
dans F. Désignons (par abus de notation) par Wy le localiseur induit sur Fib S par Wi,
alors I'inclusion () définit

(Fib $)W3* S (M/SYWS! e Holi (9).

[page 87]

Une premiere question, c¢’est de voir que c’est une équivalence. On voit que c’est essen-
tiellement surjectif grace a I'existence des C'(X), ix. C’est peu! On va essayer de définir
une fleche en sens inverse

C: (M/S)Ws' — (Fib W3,
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i.e. un foncteur

1 MJS — (Fib 5)W5"
qui transforme Wy C FI(M/S) en isomorphismes. On choisira, pour X dans M/S, un
C(X) dans Fib S et une
7XX—>C(X), 1x € W,
et on posera
7(X) = C(X).

La difficulté, c’est de montrer que ¢a ne dépend pas des choix faits, a isomorphisme
canonique pres, et que c’est fonctoriel en X - et le deuxieme implique le premier.

Pour voir que ¢a marche, visiblement il faut supposer quelque chose de plus. Je vois deux
hypotheses qui, 'une et 'autre, pourraient faire marcher : 'une, c¢’est qu’on se donne
déja C' comme foncteur et 1x fonctoriel en X (c’est ce qui était le cas dans Cat tantot).
[’autre, c¢’est que

[page 88]

les 1x ont, par rapport a I, la propriété de relevement a la Quillen.

Je commence par ’hypothese que C est déja un foncteur. Le diagramme

XX, 0ox
n l C(u)
XX ox,

ou i1x, 1x, € W, montre que C transforme Ws en Ws, donc en des isomorphismes de
HOIVCV(S). Donc on tient le foncteur cherché 4. On a en fait des foncteurs

incl.
Fibs P2 . M/S
‘\_/

c

compatibles avec les localiseurs Ws, induisant d et v, et on a
idpyg s — DC, dans Ws argument par argument,

car on a

XX DO(X) = C(X)

avec 1y € Ws. De méme, on a

idpins — CD dans Wg argument par argument,
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avec le méme ,
XX ox (cette fois X dans Fib 5).
[page 89]

Donc on a sans larmes les deux foncteurs d, v comme quasi-inverses I'un de "autre. Et le
lemme page 11 montre méme que pour toute sous-catégorie pleine F de M /S, telle que

Fib S C F C M/S,
les inclusions induisent des équivalences sur les localisés Wy
(Fib S)W5' == FWg' = (M/S)W5!
—_—
d_efH lc (S)

Je vais traiter maintenant le cas de type Quillen, pour me convaincre que l'existence du
foncteur C, et le choix particulier qu’on peut en faire, est irrelevant. (Ce dernier point
est d’ailleurs évident a posteriori, quand on sait que § est une équivalence, car le quasi-
inverse 7y sera alors unique a isomorphisme unique pres, et le choix d'un foncteur C', et
d’un homomorphisme fonctoriel ¢ : id — ', n’est qu'une facon parmi d’autres d’expliciter
le quasi-inverse.)

[page 90]

On se place donc dans 'hypothese quillénienne sur les ix. On choisit C'(X), ix pour
chaque X dans M/S, et on pose comme tantot

y(X) =C(X) comme objet de (M/S)W3.
Montrons que c’est fonctoriel en X. Soit
w: X — X'

dans M/S, considérons le diagramme anodin (commutatif)

XI

X

A

_____?? ______ . C X’

\/

complétons le par la fleche en gros pointillés, v = ix/u (rendant le triangle supérieur
commutatif). (°*). L’hypothese sur ix implique que la fleche u en pointillés fins existe,
de facon a avoir encore deux triangles commutatifs. Mais ¢a signifie exactement qu’il y a
un S-morphisme u, i.e. une fleche dans M /S, rendant commutatif le carré

54Lemme : soit
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X —* X
C(X) C(X"),

[page 91]

et il s’impose de prendre
v(u) = image de @ dans FI((Fib S)WZ").

Il faut prouver que cette fleche ne dépend pas du choix de . On doit dégager un Lemme,
ou on désigne par Cofy 'ensemble des fleches de M qu’ont la propriété de relevement par
rapport aux éléments de Fib = F. (Cofy joue le role des cofibrations triviales.)

Lemme. Soit un diagramme en traits pleins dans M /S

X —— X

Ve O

avec 1 € Cofy, et C' € ObFibS i.e. (C'—S) € Fib. Alors v existe, de fagcon a rendre
le carré commutalif. De plus, st € W el C € ObFib S, la classe de v comme fléche de
(Fib S)W3' en est indépendante du choiz fail.

Il reste a prouver cette indépendance,

[page 92]
ce qui résultera aussitot du corollaire :

Corollaire. Soit un diagramme dans M /S

v1

X C C,

v2

avec C et C" dans Fib S (i.e. C —=S et C'— S dans Fib), et 1« € Cofy et 1 € W. Si

vit = vat, alors vy el vy définissent la méme fleche de (@S)WS_I.

X —% » X/

C e - O

dans M/S avec i € Cofy, (C! — S) € F = Fib, alors la fleche en pointillés existe dans M /S, de fagon
a rendre le carré commutatif. [cf. Lemme p. 91]

Version 9 novembre 2001 57



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VI, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

DEMONSTRATION. Soit
v=(v1,0,) : C —C" x (',

[plutdt €’ xs C’] qui rend commutatif par hypothese le diagramme

X —

diag/

C — Y (" x5 (",

ou w = vy1 = vyt. Factorisons diag.. en
o=, &
C'—C"'— " xs (', avec ¢’ € Fib,
et i/ € W. On trouve un carré commutatif

X w!'='w CW

«

8!

pPry

OV e ' (" c

pry

avec i1 € Cofy, &' € Fib, d’ou I'existence de la fleche en pointillés, rendant les deux triangles
commutatifs. On veut prouver pr, ov = pryov dans (Fib S)W3', comme v = §'v il suffit
de prouver que I'on a pr,§’ = pr,d’ dans (Fib S)W3'.

[page 93]

11 faut seulement vérifier d’abord (pour justifier 'argument) que cette assertion a un sens,
i.e. que C' est lui aussi dans FibS. Mais les hypotheses de stabilité de F' = Fib par
changement de base et composition assurent que 1°) C' xg C' est dans Fib S (qui est
stable par produit), et par suite, 2°) que C’ I'est aussi, puisque §’ € Fib. Comme C"’ est

aussi dans Fib S et ¢/ — ' est dans W, pour vérifier pr,8’ = pr,d’ dans le localisé de
Fib S, il suffit de voir que (pr;d')i’ = (pryd’)i’, or comme §'i' = diag.., on a l’égalité méme
dans Fib S (sans localiser).

On a donc défini v(X), y(u) pour objets et fleches de M/S. La transitivité pour y(u) est
claire, et aussi y(id) = id. Donc on tient le foncteur

v: M/S— (Fib )W'.
Soit maintenant F une sous-catégorie pleine de M/S, avec
Fib S C F C M5,

considérons v comme foncteur & valeurs dans FW3'. (Jai oublié de vérifier que v trans-
forme Ws dans Wg, mais c’est tautologique.) Ainsi on a des foncteurs
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8
FWs' —= (M/SWs",

~

il faut voir qu’ils sont quasi-inverse I’'une de
[page 94]
I"autre.
Du coté de M /S : on doit comparer X et éy(X) = C(X), c’est fait par
ix : X —C(X)
qui est dans Ws, d’ou l'isomorphisme dans le localisé
X ~ §v(X) dans (M /S)W3.

Il faut vérifier que c’est fonctoriel en X.

Du coté de F, comparer X et v6(X), i.e. X et C(X). Méme tabac, on choisit ix : X ~
C(X) =~0(X). A vérifier la fonctorialité.

Il s’agit maintenant d’introduire un localisé plus fin de M /S. Pour ceci, on suppose donné
une autre classe de morphismes, je 'appelle £ (comme ‘localisation’)

£ CFI(M),

p. ex. dans le cas de M = Cat, £ sera formée des isomorphismes locaux (°°) (s’il s’agit
de définir W§), ou des isomorphismes colocaux (°¢) (s’il s’agit de définir Wg). On sup-
posera que L contient les isomorphismes, et £ stable par composition (°), mais non par
changement de base. On définit alors

W& C FI(M/S)

par
feWEED (FxsS)eW, V(S'—8) e L.
[page 95]

Comme £ contient idg, on aura

W& C W,

d’ot un foncteur canonique

(M/S)(WS)™! = (M/S)(Ws)™!

e HOﬁ;(S) e HOII,CV/:(S)

%Qu aussi, des morphismes lisses. Ca doit donner le méme résultat.
%60u aussi des morphismes propres.
5711 n’en est peut-étre pas besoin.
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qui est un foncteur de localisation. Je voudrais définir un foncteur en sens inverse. Pour
ceci, il est naturel de supposer (en analogie avec la situation de Cat)

Hypothése 1. Sur Fib S, Ws = W&, i.e. si f: X — Y est dans W et X, Y dans Fib S,
alors pour tout changement de base S'— S qui est dans L, f' 1 Xg1 —» Ysi est encore

dans W.

Dans le contexte de Quillen, cette hypothese a une nette tendance a étre vérifiée quelque
soit L, i.e. pout tout changement de base 5" — S sans restriction. Il suffit en fait que
la structure de Quillen soit ‘propre’, plus précisément (et moins restrictivement), qu'un
[morphisme] € W reste tel apres changement de base par un morphisme € Fib. Déga-
geons ceci comme un Lemme.

Lemme. I ’hypothese est vérifiée si on suppose

[page 96]

que F'= Fib et W sont reliés par la condition supplémentaire (en plus de la factorisation
ix) : pour loul carré cartésien

X—r x
f f
S 2 g

si [ est dans Fib et p dans W, alors g € W.
DEMONSTRATION. Soit

XY _f v

N
S

avec p, ¢ € Fib, f € W, montrons que pour lout changement de base g : S'— 5,
fsr: Xgs —> Ysi est encore dans W. On factorise g en

S5 =5, i€ W, g € Fib,
g

[plutdt g € Fib] et on est ramené a prouver que l'assertion est vraie dans les deux cas
particuliers ou g € Fib, ou g € W. Le cas g € Fib résulte aussitot de ’hypothese du
Lemme (appliquée au carré cartésien

x—L Ly
q p
X Y
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oit p € Fib.)

Dans le cas ou S"— S est dans W, il s’ensuit par '’hypothese du Lemme appliquée a

y 2y

€Fib

S S’

que
[page 97]

p:Y —Y est € W, et de méme pour ¢q: X' — X, et f € W implique encore f' € W.
Revenons a I'’hypothese p. 95. On aura donc un foncteur

(F—lbsa Ws = ng) - (M/Sa WSE)’

d’oti pour les localisés un foncteur horizontal

(Eib S)W5' ——~ (M/S)(W§)™ = Hoiy (5)

~
~

Hojj () < (M/S)W5!

qui factorise le foncteur vertical induit par Uinclusion (Fib S, Ws) — (M /S, Ws) - fonc-
teur dont on a vu (dans les deux cas envisagés) que c’est une équivalence. En inversant
ce dernier et le composant avec g, on trouve donc un foncteur

Hol(S)  —~  HoG(S)
S—_—— S——

S MswEt E M)W

tel que

pi ~id,
donc une rétraction de Hogy, (S) sur Hol,(S). On s'attend que i soit pleinement fidéle, et
plus précisément encore,

[page 98]

que p et 1 soient adjoints, ¢ étant 'adjoint a droite de p :

Hoy (5) Hofy (),
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i.e. on cherche
. { . C . . C
1 «— id dans Ho localisation par W.
2N , w ( P s)
pas iso

pi 2. id  dans HOII,CV (localisation par W),

iso

[trop de i’s] donc pour X dans M/S, on cherche

ix: X — (C(X) tout au moins dans (M/S)(W§)™*
px: X <— C(X) tout au moins dans (M/S)(Ws)™ .

On choisira pour ix la fleche ‘canonique’ de X dans C'(X), définie dans M/S lui-méme,
sans avoir a localiser. Mais dans le ‘cas Quillen’ (quand C n’est pas donné comme foncteur
M/S —Fib 5), il faut voir que cet ix est fonctoriel en X, quand on le regarde dans le
localisé (M /S)W3'. Mais c’est contenu dans la construction de C' comme foncteur

M/S — (Fib S)W3".
On notera que ix est dans Wy sans plus, pas dans W&, donc ne définit pas en général un

isomorphisme de Hof,.

On définit px a I'aide de ix, comme l'inverse de ix dans (M/S)WZ', qui existe car

[page 99]
ix est dans Ws, donc [est un] isomorphisme dans (M/S)W5' = Hollfv, et p est donc

[un] isomorphisme. On retrouve donc pi 2~ id, donc que p est une rétraction de Hoﬁ, sur
Holﬁ,.

Pour prouver 'adjonction, en procédant comme dans le cas de Cat, on est ramené a
prouver que pour tout X,

Clix) = ioex) : O(X) C(C(X))

dans Hoyy (localisation par W¥).

J’y étais arrivé dans Cat, en utilisant un morphisme
C(C(X)) =~ C(X)

(essentiellement, un morphisme de composition des chemins) tel que ¢ € W&, et que
coC(ix) = coig(x). Ca avait I'air tres délicat, car ¢’était a grand peine que j’étais arrivé
a construire un foncteur Ch (‘chemins’) raisonnable, ou on puisse bel et bien composer
les chemins! Je renonce pour le moment a axiomatiser les propriétés du foncteur Ch dont
j’ai besoin pour faire marcher la machine (je devrais y revenir tantot). Je vais commencer
plutot par le ‘cas Quillen’, avec des 1x € Cofy.
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[page 100]

On reprend la description du “foncteur’ C' (& valeurs dans (Fib S)WZ', et alors sans
guillemets), on trouve que C(ix), ou

XXX = 0(X)

est défini simplement (dans (Fib S)W3') par ‘la’ fleche C'(u) rendant commutatif le dia-
gramme (dans Fib 5)

X M= L X (= O(X))

tx! (=ic(x))

de sorte qu’on a dans M/S le diagramme

GCOfOOWEOb@S €ObFib S
X C(X) ==+ CleX)),

commutatif, i.e. ig(x)ix = C(ix)ix. Le corollaire page 92 nous dit que les fleches io(x) et
C(ix) sont égales dans (Fib S)W3'. Mais par hypothese (p. 95), dans FibS on a Ws =
W§, donc les fleches sont égales dans (FibS)(W£)™!, et a fortiori dans (M/S)(W§)™1,

et on gagne.

Voyons ce qu’on peut faire dans le cas ou on dispose d’'un foncteur C'. On suppose bien
stir que ce foncteur dans M /S

[page 101]

n’est pas lié au S particulier dans M qu’on a choisi comme base, que sa construction
provient a la CARTAN-SERRE d’un foncteur

X+—Ch(X): M—M,

(‘objet des chemins’) et de morphismes fonctoriels

X X Ch(X) Z X x X, pxax = diagy

(°®). Je présume qu’il faudra supposer surtout ceci
Hypotheése 2. ax € W, px € Fib.

Pour un X sur S, on construira Cs(X) ou C'(X) ainsi

8NB On pose pr; o px = 0x, pry o px = fBx (flecches ‘source’ et ‘but’ pour I'objet X).
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fx=fc(x)

o)

".
ﬁs ps cart. ' .
5 s :
pry 1
S «——5x 8 — X x § i'x
: m=fxXidg :
o5’ pr;y cart. pry
'
S Ix  x(=9).

Il est I'image inverse de (Ch(S), prips = os) par X Ix, S, mais on a explicité la factori-
sation de os sur le diagramme pour réinterpréter la fleche structurale fx = fo(x), définie
comme
5
= fBsm(= pr T
Jowx) = Bsm(= pry psm)
=mp

par la formule
/

fC(X) = (PT§7T1) p.

projection pr, de X x S dans S

[page 102]
Or
p' € Fib, car déduit de ps € Fib par changement de base 7y,
(pry: X x §—5) € Fib pourvu que X — £ soit dans Fib (méme raison),

objet final de M

donc si X € Fibe, on a fox) € Fib. Comme c’est une propriété essentielle qu’on veut
avoir pour tout X dans M/S, on va faire I’hypothese supplémentaire

Hypothese 3. V X € Ob M, X — ¢ est dans Fib.

Quant a
ix : X —C(X),
il est déduit de la section ag de (Ch(S),og) sur S par changement de base X — S.
Notons maintenant que
]

Bs

Ch(S) S sont dans W,

car leurs composés avec S —» Ch(S) sont 'identité, et as € W. D’autre part, o5 = priop
est dans Fib, comme composé de deux éléments dans Fib (NB S —» ¢ dans Fib par
Hypothese 3). Ainsi og, 35 sont dans Fib N W. On aura besoin de

Hypothese 4. L’ensemble de fleches Fib N W est stable par toult changement de base.
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[page 103]
Cela implique donc que ’
C(X)25x
[plutdt pryp'] est € W (étant déduit de og : Ch(S)— S par changement de base),

donc toute section ix : X — C(X) de C(X) sur X est dans ix [plutdét dans W1J. On
a donc bien une factorisation, fonctorielle en X

avec

1x € W, fO(X) € Fib.
C’est tout ce qu’on avait utilisé pour établir
(Fib S)Wg' == (M/S)W5 .

Mais il s’agit maintenant, sous I'hypothese ou on introduit un £, de prouver que pour

tout X dans M/S, les deux fleches

Clix)

C(X) C(C(X))

TC(X)

sont égales dans (M /S)(W%)™t. Comme par hypothése on a W& = Ws dans Fib S
(Hypothese 1), et que C'(X), C(C(X)) € ObFib S,

[page 104]

1

il suffit de prouver que les deux fleches sont égales dans (Fib S)W3'. Cet énoncé est

indépendant de la donnée de L, et on a envie de le prouver.

Peut-étre y a-t-il moyen d’expliciter un langage géométrique, pour s’y reconnaitre. Iden-
tifions les objets X de M aux foncteurs M° — (Ens) qu’ils définissent,

X — (T+—= X(T) = Homp(T, X)).

Ainsi, pout tout T
Ch(X)(T)

est un ensemble, appelé l'ensemble des chemins dans X(T'). 1l s’envoie (par px) foncto-
riellement (en 7) dans (X x X)(T) = X(T') x X(T), i.e. chaque chemin ¢ dans X(7') a
une origine o(c¢), et un but B(c). De plus, par ax, X(7') s’envoie (fonctoriellement en T')
dans I’ensemble des chemins de X(T') : pour chaque élément = dans X (7T'), il y a donc un
chemin (noté 1, ou a;) bien défini de source et but z, qu’on appelle le chemin trivial, ou
vide. Ceci dit,
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[page 105]

pour X dans M/S, C(X) représente le contra-foncteur suivant dans M : pour tout T
dans M,

C(X)(T) = {(x,c) ‘ e X(T), c¢: fx(x) —“+ s un chemin dans S(T), de source fX(x)},

ou fx : X — 5 est le morphisme structural.
Les ‘calculs’ faits, il y a deux (?) jours montrent qu’on a de méme une interprétation

c !

CCXO)NT) = {(2,¢,¢) | 2 € X(T), fx(z) -5~
¢ un chemin de source fx(z),

¢’ un chemin de source égale a ﬁ(c)}

et les applications ig(x) et C'(ix) s’identifient respectivement a

(r,¢) = (x,lf(x),c) f(T)if(.I);S
(2,0) — (2,0,150)) flz)—=s5—>s

[plutdt f(z) ) f(z) —°+ s]. Pour les comparer, on a une envie irrésistible d’écrire
col, =150¢c=c,

mais a-t-on le droit? Tl faudrait pouvoir composer les chemins, et c’est tres, tres difficile!

Mais on peut toujours axiomatiser. On suppose donc que pour X dans M, Ch(X)

[page 106]

n’est pas seulement une structure de (soi-disants) ‘chemins’ dans X amorphe, seulement
la donnée de la source et du but des chemins et des chemins triviaux (ces structures sur
Ch(X) dépendant fonctoriellement de X), mais qu'on a une composition des chemins
quand ceux-ci sont ‘composables’, i.e. une fleche d’un produit fibré

(¢, )¢ 0c: (Ch(X),Bx) xx (Ch(X),ox) == Ch(X),

i.e. on peut composer des chemins dans X(7")

C C,

T—y—z

si et seulement si but ¢ = source ¢/, et de plus on exige bien siir que source(c’oc) = sourcec,
but(¢’ o ¢) = but ¢/, ce qui s’exprime par un diagramme commutatif

(Ch(X), Bx) xx (Ch(X), o) Ch(X)

pPx

X x X.
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La pensée naturelle, c’est qu’avec cette composition et ces identités, les X (7'), Ch(T) devi-
ennent les objets et les fleches d'une catégorie - i.e. que (X, Ch(X), ax,px,7x) définissent
une structure de ‘catégorie dans M’. Mais pour ce qu’on veut faire maintenant, on n’a
sans doute pas besoin de tout, i.e.

[page 107]

de I"axiome pertinent d’associativité de la composition et celui sur les unités, mais seule-
ment que les 1, soient des unités bilateres pour la composition.

En supossant donné ce supplément de structure sur le foncteur Ch, et revenant a la
considération du foncteurs associé

C: M/S—Fib S,
on trouve un morphisme canonique
C(O(X)) == C(X)

par
(z,c, c') —(z, d o c),

et I'axiome des unités bilateres nous assure aussitot que
(*) Yx © iC(X) =79Yx O C(ZX) = ldC(X)

Comme ig(x) € W, cela prouve déja que yx € W, donc yx € Ws. Donc yx devient un
isomorphisme dans (Fib S)W3', et la relation () implique bien ioxy = C(ix) dans le
localisé, g.e.d.

Je vais a nouveau résumer ce que j’ai dégagé.
[page 108]
Théoréme-Scholie 2. Soit M une catégorie, munie de deux ensembles de fleches

W, Fib C FI(M).

On fait les hypotheses suivantes.

1° W contient les isomorphismes, si f, g sont composables, si deux parmi f, g, gf sont
dans W, le troisieme aussi.

2° M est stable par Jim finies, Fib contient les isomorphismes, est stable par compo-
sition et par changement de base (°?).

Pour S dans M, désigne la sous-catégorie pleine de M/S formée des X — S qui

sont dans Fib. On distingue deux versions différentes d'un axiome de factorisation d'une

f: X — 5 quelconque dans M en X—i>X—f>S, avec i € W, [ € Fib.

39Ces hypothéses de stabilité sur Fib ne serviront que dans 11, et encore seulement dans le cas A),

repris in toto sous la forme A’ plus bas (p. 112).
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A) On se donne, pour tout S dans M, un foncteur
M/S—M[S  X+—C(X) (= X)
et un morphisme de foncteurs en X
X X 0(x)

avecl

ix €W,  C(X)eObFibS.

B) Désignant par
CO'FO g Fl ./M

I’ensemble des fleches de M qui possedent la propriété de relevement a droite
[plutdt a gauche] par rapport a Fib, on suppose ‘a la QUILLEN’, que toute fleche
[+ X —§ se factorise en )

X X o)L,

avec

i € Cofibg N W, f € Fib.
Lot Cofy = Cofibe].

[page 109]

Donnons nous S dans M, considérons
Ws C FI(M/S)

f: X ——Y
N/
I’ensemble de fleches induit par W ( S est dans Wy si et seulement si il
I’est en oubliant 5), et désignons par Ws (par abus de notation) I’ensemble de fleches
induit par Wy sur Fib S, ou plus généralement sur toute sous-catégorie pleine F de M/S,
avec

FibS C F C M/S.

@ Le foncteur
() (Fib S)W5' = (M/S)W5!

induit par 'inclusion est une équivalence de catégories, plus généralement pour toute F
comme dessus

(Fib SYW3' — FW3! — (M/S) W5t

sont des équivalences de catégories. Un foncteur quasi-inverse est obtenu (dans les deux
cas A) et B)) a 'aide du foncteur

v: M/S —(Fib S)W3"
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qui est donné sur les objets par

v(X) = C(X),

et qui sur les fleches se définit de fagon évidente dans le cas A) (fonctorialité de C'(X) en
X), et dans le cas de B) se construit ad hoc, comme la seule loi fonctorielle pour laquelle
les homomorphismes

ix : X —C(X)
[page 110]
(interprétés comme fleches dans (M /S)W3?) soient eux-mémes fonctoriels en X.
On désigne par
Hol (9) (lc comme ‘localement constant’)
la catégorie des fractions (M/S)W3', équivalente & (Fib S)Wg'.
@ Donnons nous un localiseur W¢ dans M/S
W C W C FI(M/S),

avec I’hypothese formelle similaire a celle de W (cf. 1°). On suppose que
3%) WINFI(Fib S) = Ws|Fib S.

(Cf. pages 94-96 pour une facon générale d’obtenir des tels localiseurs. Il faut bien voir
que pour définir des ‘types d’homotopie’ relatifs sur S le localiseur Ws est beaucoup
trop grossier, moralement il ne donne qu’une catégorie des types d’homotopie relatifs

localement constants, et c’est justement ¢a qui est montré par ’equivalence de @ , ol
Fib S est visualisé comme formé des ‘fibrations localement triviales’ sur S.) On a alors
un deuxieme localisé

Howo (5) = (M/S)(WE)™,
et deux foncteurs

0

(*) Howy(5) Hoy (9),

olt p est le foncteur de localisation (strict) évident, di a l'inclusion W2 C W, et ot ¢ est
[page 111]
essentiellement le foncteur déduit de I'inclusion
(Fib S, Ws|Fib §) — (M/S, W2)
—————’
=WO|Fib S

par localisation au moyen de W2, donc le foncteur

(++)  (EibS)(Wg)™" — (M/S)(W3)™",
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compte tenu de I’équivalence (%) de @ , i.e. 1 est le composé du quasi-inverse de (%), avec
le foncteur (##) précédent. Explicitement, il est défini par

i(X) = classe de C(X) dans (M/S)(W2)™!,

en tenant compte du fait que X — C'(X) transforme Ws en W2, grace a la condition 3°)
sur W3.

Ceci posé, sous U'hypothése B (‘Quillen’), on a : dans le couple de foncteurs (p,1) de (%),
page 110, ¢ est adjoint a droite de p, i.e. on a pour £ € Ob Howg(S), n € Ob Hogy(9)

Homyyg (€, 4(n)) = Homw(p(€),n),

ce qui s’explicite, pour X, Y dans M/S, par

Homyyo (X,C(Y)) ~ Homw (X,Y)

(°9). Tl s’ensuit que le foncteur i est pleinement fidéle.
La méme formule d’adjonction, et la
[page 112]

pleine fidélité de ¢, sont valables dans le cas A, quand on renforce ’hypothese A (relative
a un S particulier) en une hypothese plus restrictive et plus compréhensive, que voici.

A") Le foncteur C' : M/S — M/S et le morphisme fonctoriel ix : X — C(X) sont
construits ‘a la CARTAN-SERRE’ a partir d’un foncteur défini sur M entier

MM,
du type ‘chemins’, i.e. muni en plus des données suivantes
a)
X X Ch(x) XET) ¢ x

(structure de source et but des chemins, et de chemins triviaux), et

b) Une composition des chemins, sans exiger ici 'associativité de la composition
mais seulement que les chemins triviaux soient unités bilateres pour la compo-
sition. De plus, on suppose que pout tout X

ax € W, px € Fib
(X —¢) € Fih.

SONB Le premier membre est indépendant du choix de WZ! (Pourvu seulement que I’hypothése
WINFIFibS = Ws NFIFib S, en plus de W& C Wg, soit satisfaite.)
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[page 113]
Corollaire. Soient X dans M /S, Y dans Fib S, alors
Hong(X, Y) = Homp(X,Y).

DEMONSTRATION.  Par la formule d’adjonction (p. 111), le deuxieme membre est
Homwg(X, CY). Mais comme Y et C(Y) sont dans Fib S, ou Wy et W¢ coincident,

y C(Y) est non seulement dans W, mais dans W3, donc Homwg(Xa V)=~ Homyyg (X, CY),
d’ou le résultat.

Revenons a Cat, Cat/S. La digression précédente sur (M, W, Fib) a permis de mieux
situer ce qui concerne le foncteur C et les relations entre les catégories localisées de

Cat/S (pour Ws, W¢, W§) et Parf S (pour Wi = Ws = W3 = W§)
ainsi que pour les catégories intermédiaires
Parf S C F C Cat/S

pleines de Cat/S (sur le diagramme p. 76, il y en a cinq autres, savoir Fibhot S, Liss S,
Lissy5, Prop .5, Prop, S). Pour ce qui concerne les relations entre les localisés de ces sept
catégories, qui se trouvent au centre du diagramme, les énoncés du théoreme-scholie 1 (p.
70-81) ne donnent rien de plus que le contenu du théoreme-scholie 2 (p. 108-113). Pour
les établir, on a donc le choix entre les deux hypotheses A) ou B) dudit théoreme. Soit
utiliser un foncteur C's explicite, a 1’aide d’un

[page 114]

foncteur X = Ch(X) (‘chemins dans X’) sur Cat, donc les structures de source, but et
composition pour les chemins, et les chemins triviaux (agissant comme unités bilateres
pour la composition). La construction d’un tel foncteur C' n’a par I'air trivial et semble ne
pas étre connue - j’al peiné pour y arriver! (Avec, en plus, 'associativité de la composition

.). Ou bien utiliser, a la QUILLEN, I'existence d’une classe de morphismes dits Q-
fibrants, avec des bonnes propriétés de factorisation. Ce n’est pas non plus évident dans
Cat, et c’est établi par THOMASON, par une voie un peu compliquée. Peut-étre serai-je
amené a revenir dessus - mais seulement en cas de besoin!

Par contre, les assertions concernant les catégories Fib .S, Fibsc .S, ou Cofib S, Cofibsc 5, et
leurs variantes a indices 0 (donc les huit catégories-ailes du diagramme), et leurs relations
a Cat/S d’une part, a Fibhot S de l'autre (pour les catégories a indice 0), ne peuvent
étre contenues dans un tapis général sur des catégories de modeles (M, W), me semble-

t-1l, vu la nature tres spéciale des quatre catégories désignées ci-dessus, de leur role tres
particulier dans le formalisme catégorique. Or tout au moins les catégories ‘scindées’

Fibsc S, Cofibsc S, et par suite aussi leurs variantes a indice 0, jouent un role essentiel
pour la théorie des HOT(.S), vu que c’est elles qui

[page 115]
interviennent dualement quand on applique la recette générale de construction d’un déri-

vateur a partir d’'une catégorie de modeles (M, W). Donc je ne vois pas de simplification
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substantielle a apporter au théoreme-scholie 1. Tout au plus pourrait-on élaguer le dia-
gramme de catégories envisagées, en laissant tomber Liss S, LissoS, Prop S, Prop S, qui
n’y jouent pas un role vraiment utile. Pour ce qui concerne les résultats énoncés, ce qui
les concerne est couvert par ce qui est dit pour les sous-catégories pleines F de Cat/S qui
contiennent (disons) Parf.S' (ou au choix celles qui contiennent Fib S ou Cofib ).

La description des catégories du type HOT(S), pour S fixé, me parait a présent par-
faitement bien comprise. Il est temps de faire varier S, et de comprendre le caractere
contravariant en 5. On se donne donc

g Ls

et on se propose de décrire les foncteurs image inverse pour les trois types de catégories
HOT(S). Mais nous allons nous borner & présent aux HOTyw () et HOT}; (), puisque
tout ce qui concerne HOTy,(S) = HOTw (5°) [plutét HOTw (S5°)°, cf. p. 50] s’en
déduira par dualité S +——S5°. Donc il s’agit de décrire

[page 116]

(%) [ HOTw (S) — HOTw(S5")
et le foncteur induit
[ HOT(S) — HOTS, (57).
Quand on décrit les catégories HOT(S), conformément a la recette générale, a 'aide de
foncteurs

F:S5°— Cat

(préfaisceaux en catégories sur ), ou, ce qui revient au méme, de catégories scindées, la
description de la fleche (%) est évidente : elle revient a la loi

F +—— Fof°
Hom(S5°, Cat) — Hom(S", Cat),
. ;.
en passant aux localisés pour la W-équivalence argument par argument. Dans le langage
des catégories fibrées, il est bien connu que cette opération triviale sur les préfaisceaux en

’ . \ [ ) . . . ’ . , .
catégories correspond a l'opération image inverse de catégories sur S - laquelle opération
passe aux scindages. Cela nous donne donc

f*(hOtWﬁ(X)) = hOtW75/(X Xg S,',

X!

pour toute X fibrée scindée sur S. Or on sait que le scindage de X ne joue aucun role,
finalement, dans la description de la classe

hOtW’S(X) € HOTw(S)
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[page 117]

associée a X. On peut oublier le scindage, et méme (pour étudier les Hompog, (5)(X,Y))
travailler avec des S-foncteurs quelconque entre catégories fibrées sur S - pas la peine
meéeme de les supposer cartésiens, voir méme compatibles avec des scindages. Cela me
paralt une chose trés importante pour le formalisme des HOTw (5), et tres spéciale au
cas de la catégorie de modeles Cat. C’est un peu tacite dans le théoreme-scholie - mais
mes doutes initiaux concernant la catégorie Fibsc ellee-méme montrent bien que je sentais
qu’il y avait la quelque chose de pas évident, ni meéme (presque) [?] de vraisemblable.
Et pourtant I'existence du foncteur ® montre qu’il en est bien ainsi.

On peut donc interpréter f* en termes de Fib S, Fib S’ par le foncteur changement de
base

f*:Fib S —Fib ', XX x589,
lequel foncteur préserve évidemment la W-équivalence par fibres WE, Wi, qu'est celle
pertinente ici
de sorte que f* induit bien
(Eib §)(Ws)™" — (Fib 5") (W)~
[plutst (Fib S)(WE )11,
[page 118]

i.e. le foncteur (%)
J* i HOTw(S) —HOTw (S").
D’autre part, HOTw (S) peut étre décrit aussi comme localisé de Cat /S tout entier, par

rapport au localiseur W¢, lequel sur Fib S, et méme sur Liss S, coincide avec WE. Mais
on se bute ici a la difficulté que le foncteur image inverse

f*iCat/S —Cat/S, X+ X x55'/5,

n’est pas compatible en général (si S n’est isomorphe a la catégorie ponctuelle, pour S’
quelconque) avec les localiseurs Wg, W4, On le voit p.ex. en prenant S’ = {s}, et en se
rappelant que W n’implique pas, sur Cat/S tout entier, la W-équivalence par fibres.

CGS GHHUiS H’OH‘E as lieu SIAH' LiSS S Ol\l [/L d et [/Lfv COIHCidth. OH eut dOHC déCI‘iI’G *
p 200 Ay S S P
sur IGS HOT aussi él l’aide de

f* i Liss § — Liss 5, XX xg5'/5",
en passant aux localisés
£ (Liss $)(WE)™ — (Liss 8')(W5)~".
En d’autres termes :

Proposition 1. Si X dans Cat/S est lisse sur S, alors on a un isomorphisme canonique

f*(hOtWS(X)) ﬁhOtW’S/(XI), onw X'=X Xs S//SI.
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[page 119]

Une remarque similaire s’applique a Fibhot S, ot W3 = WL également. Te foncteur
changement de base induit

Fibhot S — Fibhot 5’, XX x589,

compatible avec les localiseurs relatifs pertinents (tous ceux envisagés jusqu’a présent
coincident sur ces catégories, avec les hypotheses faites sur W), d’ou

£* ¢ (Fibhot S)W3"' — (Fibhot §")W3".

Les localisés cette fois ne sont pas les HOTy, mais les HOTIVCV, donc on trouve une
description sympathique de

f*HOTY (S) — HOTS (57,

plus avantageuse encore qu’en termes de Liss,S, LissyS’, car s’appliquant a des catégories
un peu plus vastes (NB Liss; C Fibhot). Notons donc le

Corollaire 1. La formule de la proposition 1 (p. 118) reste valable si X est supposé
Hot-fibrant sur S (au lieu de lisse sur S ). (On trouve alors des types d’homotopie relatifs
localement constants sur S, S'.)

On a donc une description de f* qui s’applique a toutes les catégories du coté gauche
[page 120]

du diagramme [page] 76, a la seule exception de Cat/S elle-méme. Si X est dans Cat/S,
sans éetre ni lisse ni Hot-fibrée sur S, comment trouver I'image inverse dans HOTy,(5")?
On a le choix entre ® et C' pour améliorer la situation! On sait que X définit la méme

classe dans HOTw (S) que ®(X), C(X), qui sont 'une lisse (et méme fibrée scindée),
I"autre Hot-fibrée (et méme parfaite) sur S. Donc

Corollaire 2. Si X dans Cat/S est quelconque, alors

f*(hOtW’S(X)) ~ hOtW’SI(‘I)(X) Xs SI) ~ hOtW’S/(O(X) Xs SI)

On peut s’attendre, d’autre part, que pour certains changements de base particuliers, la
formule de la proposition 1 soit valable sans restriction sur X dans Cat/S. Il doit revenir
+ au méme que le foncteur image inverse

X—X ><5'S,

soit compatible avec les localiseurs W3, Wd. La condition de W-équivalence ‘colocale sur
S 7 doit étre vue comme une condition de nature ‘homologique’, pour le dérivateur HOT.
Elle s’associe, pour un dérivateur quelconque D, a la condition (pour f : X — Y dans
Cat/S) que les s\ X — s\Y sont des D-équivalences,

Version 9 novembre 2001 74



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VI, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[page 121]

ce qui s’écrit ici élégamment en termes d’homologie relative, par la condition que V a €

A = D(e), la fleche induit par f
HP(X/S,ax) — HP(Y/S, ay)

o )(ax) oy )(ay)

soit [un] isomorphisme. (Utiliser le ‘calcul’ des faisceaux d’homologie relative (px )i(ax),
(py )i(ay), par la caractérisation des fibres dans Der 4 bis). Or, les changements de base
D-propres S" — S commutent aux pi, de sorte qu’on trouve le

Lemme. La notion d’équivalence D-colocale sur S dans Cat /S est stable par tout change-
ment de base S'—» S D-propre. (Quel que soit le dérivateur D.)

On se rappelera que les s\ S —» S sont justement des changements des base propres! On
peut dire que I'équivalence D-colocale peut se décrire en exigeant que f : X — Y soit
transformé en W-équivalences par certains types de changement de base 5" — S, en
prenant au choix I'un des trois types

a) Les changements de base s\S — S (ce qui redonne la définition que nous avions
prise).

b) Les changements de base qui sont des co-isomorphismes locaux.

c¢) Les changements de base propres.

d) Les changements de base D-propres.

On ne peut appliquer ces résultats qu’au dérivateur
[page 122]

HOT, faute de I'avoir encore construit, et verifié, les axiomes pertinents. On peut poser
simplement la

Conjecture (sirel) : Soit p: S'"— S une fleche propre (sous-entendu : HOT-propre)
dans Cat. Alors le foncteur changement de base

Cat/S — Cat/S, X=X x55/5

est compalible avee les localiseurs W3, W3, (Pour un foncteur S'— S lisse, le change-
ment de base serait compatible avec W&, W§,.) (°1).

Mais pout tout changement de base S’ — S (propre ou non) qui a la propriété précédente,
donc qui induit un foncteur

(Cat/S)(W5)™! — (Cat/S)(W5) ™,

~ HOTw (5) ~ HOTw (S

SINB Cette ‘conjecture’ est prouvé sans lemme a la page 168-169, sans avoir besoin de rien qui ne soit
déja connu ici. Cf. théoreme 4, cas b) p. 162.
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il est immédiat, a I'aide du théoréeme de comparaison (p.ex. avec Liss S, Liss ') sur S et
sur S’, que ce foncteur n’est autre (& isomorphisme canonique pres) que le foncteur f*
image inverse des types d’homotopie relatifs. Donc énoncons le

Corollaire 3. La formule de la proposiltion 1 reste valable sans hypothése aucune sur
X dans Cat/S, pourvu que la fleche de changement de base f : S'— S soit telle que le
Joncteur X — X x5 5" de Cat/S dans Cat/S’

[page 123]

transforme W-équivalences colocales sur S en W-équivalences colocales sur S’. (Ce qui
devrait étre le cas si (et seulement si?) f est W-propre, donc aussi si f est (‘absolument’)
propre (%%).)

On n’a travaillé jusqu’ici qu’avec les localiseurs W4, Wg,, a I'exclusion de Ws, Wg. (Sauf
sur les catégories contenues dans Fibhot S, ot les deux coincident.) Quand on ne fait pas
d’hypothese draconienne sur p : S’ — S, du type Hot-fibration, on n’a aucune chance
pour que X — X xg 5" transforme W-équivalences grossieres dans itou, donc aucune
chance d’attraper I'image inverse du type d’homotopie relatif ‘grossier’ de X, en prenant
celui de X' = X x5 5'. Cela est lié au fait que pour un S’ — S général, les foncteurs de
localisation

HOTw (5) 2~ HOTYE (S), HOTw (S") £ HOTI, (57)

n’ont aucune envie de commuter au foncteur image inverse f* sur les HOTw. On peut
hasarder la

Proposition 2. Conditions équivalentes sur le foncteur S"— S :

a) Le diagramme de foncteurs

HOTw (5) —2£—~ HOT}(S)

:

HOTw(S") —25—~ HOT}(S")

*
flc

commute (a isomorphisme de foncteurs composés pres).
[page 124]
b) Le foncteur changment de base

Liss S — Liss 9, XX x55'/5

transforme Ws en Wy

62¢f. 1, pages 55-59.
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) FEnoncé analogue pour Fib S — Fib 5.

V') Enoncé analogue pour Fibsc S — Fibsc 5.

(63’ 64)_

DEMONSTRATION. Si F est une des trois catégories Liss S, Fib S ou Fibsc S, le foncteur
ps peut se décrire comme le foncteur de localisation canonique

FW)™ —FW5!

(¢a marcherait pour n’importe quelle sous-catégorie pleine F de Cat/S qui contient Fib 5).
Or si b), b’) ou b”) est satisfait, on trouve un diagramme commutatif de foncteurs induits
par le changement de base

F(W§)™ —=— F(Ws)™!

* f*
d w
WS‘ S

F’(Wg;>_] Ps! F,(WS/>_1’

sous réserve, il est vrai, dans le cas F = Cat/S, que le foncteur image inverse soit aussi
compatible avec Wd, W3 (ce qui est automatique si F = Fib S ou FibscS). On sait que
fﬁvg décrit le foncteur f* sur les types d’homotopie relatifs, et pour prouver a) comme
conséquence

[page 125]

de b) (renforcé), b’ ou b”, il reste a s’assurer que le foncteur fy,_ décrit de méme le foncteur
induit par le précédent sur les types d’homotopie relatifs localement constants. Or on a
les inclusions canoniques Fy C F, Fi C F', et sur Fy, F, [on a] Ws = W3 = WL
et les catégories sont OK pour décrire HOT};(S) et HOTY;(S7), et le foncteur f* induit
entre eux par images inverses (°°) (NB Le foncteur changement de base X —» X xg 5’
est compatible avec les localiseurs sur ces catégories, car c’est trivial sous la forme W{.)
On a alors, par images inverses X — X X S’, un diagramme commutatif

Fo(Ws)'—2— F(Ws)™!
(f(;vs)o f;Vs

Fo(Ws) ' —Es F(Ws)7,

63Pas prouvée, seulement que b, b/, b impliquent a). Pour 'implication inverse, il faudrait savoir que

toute flecche de F’ qui devient [un] isomorphisme dans ]:’Ws_,l, est dans Wy (saturation forte de W
dans F'), chose que je ne sais pas. Mais je crois que ce doit étre vrai.

64NB Si on suppose p propre, on doit pouvoir prendre aussi F = Cat/S.

85NB (Cat/S)o = Fibhot S, pour les autres cas, c’est clair.
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ou les fleches horizontales sont des équivalences de catégories, par le théoreme-scholie 1

@ . Cela prouve que fy,_ lui aussi est bon pour calculer les images inverses de types
d’homotopie relatifs.

On a prouvé que b, b’, b” impliquent chacun a), prouvons que a) les implique. Or a) dit
exactement que les images inverses f* des éléments de HOTIV?,(S)

[page 126]

sont, a isomorphisme pres, obtenus par le foncteur image inverse sur F tout entier, en
interprétant HOTIVCV(S) comme FW3'. Mais cela implique bien que F —» F' doit étre
compatible avec les localiseurs. Mais je charrie - on trouve seulement que si v : X — Y

dans F est dans Wy, alors la fleche v’ : X' — Y’ donne un isomorphisme dans F'(Ws )™t
Je ne sais pas, d’autre part, si cela implique que u’ est dans W.

Corollaire 1. Supposons que p : S"— S soit une Hot-fibration. Alors le foncteur image
inverse X —= X xg 5" de Cat/S dans Cat/S" applique Ws dans Wi, donc le foncteur
p* : HOTw(S) —HOTw(S’) commute aux foncteurs de localisation ps, ps dans ces
catégories. (NB Il faut faire 'hypothese adéquate sur W, savoir L6 bis page 44. C’est
OK pour W)

Le fait que X — X xg 5" soit compatible avec Wg, Wy est une tautologie, compte tenu
de 'hypothese L6 bis. Tl ne semble pas qu’il soit aussi compatible a W¢, Wg, (je devrais
faire un contrexemple, avec bien siir S’ non propre sur 5). Donc on est sous les conditions
de b), qui implique a).

[page 127]

Je ne me sens pas capable d’exhiber un foncteur autre qu'une Hot-fibration (ou tout au
moins une W-fibration), pour lequel le foncteur image inverse sur HOTy soit compatible
aux foncteurs de localisation pg, psi. Bien siir, si X est quelconque dans Cat/S, rien
n’empéche de regarder son localisé pour W, i.e. ps(hotw s(.X)), et de demander comment
trouver son image inverse. Si p : S’ — S est une Hot-fibration, alors il suffit de prendre
hotw,s/(X'), X' = S x5, Dans tout autre cas (j’entends, sans hypothese sur X/S, plus
précisément sans supposer que X est lui-méme Hot-fibré sur S), cette formule est canulée
sans espoir. On doit, pour calculer f*ps(hotw s(X)), ‘calculer’ ps(hotw,s(X)) en ‘montant
a I’étage’, comme hotw,s(C'(X)). On trouve alors I'image inverse hotw,s (C(X) xs5") (par
[1e] corollaire 1, p. 119).

Maintenant que la loi contravariante de HOTy/ (S) en S € Ob Cat semble bien comprise, il
s’agit de voir qu’on a bien un dérivateur HOT. Je ne m’attends pas a ce que les HOTIVCV(S)

[page 128]

définissent eux aussi un dérivateur, mais il faudrait m’en assurer expressément. (C’est
9
pour lexistence de fi, f. que je doit chercher.)

A dire vrai, il faudrait, pour bien faire, regarder aussi la structure de 2-foncteur de

S+=HOTw(S) Cat® — Cat,
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donc pour S, 5" données dans Cat, définir
Hom(S5’, S)? — Hom(HOTw (S), HOTw(S")).

Cela revient surtout, pour

[958 S

deux fleches de S’ dans S, et un homomorphisme de foncteurs
u:f—g,
a décrire un homomorphisme de foncteurs

entre HOTw (S) et HOTw (S’). C’est d’ailleurs chose faite, dans le cadre général des
(M, W), quand on décrit HOTw (S) et HOTw(S’) par localisation de Hom(S?, Cat) et
Hom(S", Cat). Ces catégories s’interpretent respectivement comme Fibsc S et Fibsc S,
donc comme des catégories de catégories sur S resp. S’, on voudrait donc interpréter u* en
termes de telles catégories, et tant qu’a faire, pour des catégories X sur S aussi générales

que possible. Nous nous
[page 129]

attendrons alors a devoir faire des hypotheses, soit sur X, soit sur f et sur g, qui assurent
que les images de hotw,s(X) par f* et g* ne sont autres que hotws(f*X), hotw s(g*X)
respectivement, ou on pose

(X)) =X xs(5, /), g(X) =X xs(5,9).

Donc on devra sans doute se placer dans I'une des hypotheses suivantes:

a) X est lisse sur S.

b) X est Hot-fibrée sur S.

c¢) f et g sont propres (et sous réserve de la validité de la conjecture page 122).

On s’attend alors a ce que u™ soit associé a un homomorphisme
u gt (X)) — (X)) dans Cat /5’

défini en termes de u. Y a-t-il moyen de le définir bel et bien, sans supposer X au moins
fibrée sur S?7 Prenons S’ = e, donc f, g correspondant a des objets s,¢ € Ob S, et u a
une fléche

u:s—1,

les images inverses de X/S par f, g sont les fibres X, X, et on cherche
w* i Xy — X,
On n’a aucune chance d’en trouver canoniquement, si on ne suppose X fibrée sur S! Donc

ce ne sont pas a), b) ni ¢) qui peuvent nous servir, mais unique-
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ment ’hypothese X € ObFib S. Donc on ne peut espérer trouver une description de u*
entre HOTw (S) et HOTw (S7) en termes d’opérations sur les catégories sur S, S’, comme
suggéré a 'instant, qu’en se bornant a des ‘modeles’ X qui sont dans Fib S, tout au moins.
Et je ne doute pas en effet que ¢a marche sur Fib S pas moins bien que directement sur
Fibsc S, en termes de Hom(S°, Cat).

Pour les axiomes essentiels sur les dérivateurs, je renvoie a I p. 67-68 et p. 111-112. On
a vu que Der 1, (°®) sont satisfaits pour tout prédérivateur défini par un couple
(M, W C FIM), donc c’est OK ici pour HOTw. 1l s’ensuit que c’est OK aussi pour
HOTS,, vu la caractérisation des HOTS,(S) en tant que sous-catégories de HOTyw (S).
Pour Der 1, ¢a marche-t-il méme pour des sommes quelconque de catégories, i.e. a-t-on

HOTy ([T i) =~ [[HOTw(S;) ?

On a en tous cas
S

Fib([] )=~ [T Fib(s))

et le localiseur Wi dans Fib(S) s’identifie
[page 131]

bel et bien au produit des localiseurs Wgz dans les Fib S;. Mais dans le cas d'une famille
peut-étre infinie de catégories F;, munies de localiseurs W;, si on pose

F=TIF. ~ W=TIW.CF(F)

le foncteur canonique

FW— T[FEW)

est-il toujours une équivalence? Méme dans [‘Méme dans’ barré] le cas [ fini il faut (il
me semble) un argument assez soigneux, soit par la propriété universelle par récurrence
sur card [ (on est ramené au cas de deux foncteurs), soit a coups de catégories de chemins,
en notant que

et en passant aux mg, qui donne

Homw((si), (tz)) = H HomWi(si, ti).

Mais la formule (), visiblement, ne marche que pour [ fini. Dans le cas général, on trouve
. 1 . .
la sous-catégorie [[: de [[, formée des systemes (¢;);er de chemins qui sont de longueur
i 7 y 1 )i€l q
bornée.

Donc la question de la validité de Der 1 sans hypothese de finitude sur I’ensemble d’indices

I

66Canulé pour Der 2, je ne sais si ¢’est vrai méme en supposant W fortement saturé, i.e. tel que hotw (f)
isomorphisme = f € W.
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reste en suspens pour l'instant. (Je soupgonne que c’est vrai, mais il faudrait, pour le
prouver, tenir une description des fleches dans HOTy (S) par des chemins de longueur
bornée, disons de longueur deux ou trois. C’est une question intéressante, mais que je
réserve pour plus tard, si le besoin m’y contraint .. .)

Plus importante est la question de la validité de Der 3 et de ses variantes (I, p. 111-112).
Le minimum qu’on demande d’un dérivateur D, c¢’est que si S’ — S dans Diag est une
Hot-équivalence, ce soit une D-équivalence, i.e. (dans le cas actuel) que le foncteur

f* HOTw(S) — HOTw (")

soit pleinement fidele sur la sous-catégorie des objets constants dans HOTw (.5). Cette
condition devient plus tangible quand on dispose déja soit des foncteurs cohomologie

Hy(S,—), Hy(S',—), soit de I'homologie HP(S,—), HP(S’,—). En termes de cette

derniere, elle signifie que

1k

pp*(a) = pip™(a) [est un] isomorphisme,

[page 133]
pour tout a dans A =D(e). (Oup:S—e, p' : 5" — e sont les morphismes structuraux

sur la catégorie ponctuelle.) On a vu la formule heuristique générale

prp*(a) = hot(S) x a,
————
as

ot hot S est la classe de S € Ob Cat dans Hot = (Cat)WZ!, et ot le produit x est une
opération externe de Hot sur 4 = D(e)

Hot x A— A .
Dans le cas actuel, A = Hot, et 'opération

Hot x Hot — Hot

ne doit étre autre que le foncteur produit cartésien, lequel est déduit du foncteur similaire
dans Cat. Quand on dispose de ce formalisme, le résultat cherché pour un f: 5" — S se
réduit simplement a dire que si f est dans W, alors il en est de méme de f x idx pour
tout X dans Cat (en prenant X tel que hot(X) ~ a). Or la ¢’est un fait bien connu,
résultant des axiomes mis sur W.

J’ai donc I'impression que je n’ai aucune chance de prouver Der 3a’ (p. 111), ni méme Der
3a) (cas ou S = e), sans avoir une maitrise du formalisme des p;. Et j’ai
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bon espoir que cetter maitrise va s’obtenir a bon compte, alors que la question des p.
semble beaucoup plus délicate.

Je vais donc me tourner d’abord vers 'axiome Der 4’ d’existence de
fi: HOTW(S') — HOTw(5),

comme adjoint a gauche de f*. Je vais essayer de construire ad-hoc un foncteur fi, puis
les deux fleches d’adjonction

id — )
id «— S,
et enfin, de vérifier les deux compatibilités pertinentes.

L’idée géométrique ‘évidente’, c’est pour X’ € Cat/S’, représentant ¢’ € Ob HOTw (.57),
de définir fi(¢') par
fi(hotsrw (X)) = hotsw (X'),

ou dans le second membre, X' est regardé comme objet de Cat/S, grace a f: S'— S et
au foncteur

fi: Cat/S"—Cat/S
qu’il induit. Le seul probleme, c’est de voir si ce foncteur est compatible avec les
[page 135]

localiseurs Wg,, W¢, et sinon, s’il I'est tout au moins sur la sous-catégorie Fib S’ ou
Fibsc S/, qui suffit pour calculer HOTw (S’) par localisation. Il faut donc voir si un
X! — X! dans Cat/S’, qui est dans W, i.e. qui est dans W et le reste par tout change-
ment de base de la forme s'\S" — ', plus généralement pour tout co-isomorphisme local,
est aussi dans W, i.e. si les changements de base de la forme s\ S — S le transforment
en W-équivalences (grossieres). Or les co-isomorphismes locaux sont stables par tout
changement de base (cf. I, p. 55 dans le cas dual des isomorphismes locaux), donc on
gagne!

ST = s\ S’

S =s\9 S

Je vais quand méme le vérifier encore. Si

el

Sl

<o
)
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est un carré cartésien dans Cat, on a dit dans loc. cit., essentiellement, que pour s’ dans
S’ ayant des images s, 3, s dans 57, S, S respectivement, le carré des colocalisés

I\ S\
3\S s\S
est encore
[page 136]

cartésien. Je viens encore le de revérifier a 'instant, pour les objets tout au moins. Dire
que S — S est un isomorphisme local, signifie que les 3\S — s\ S sont [des] isomor-
phismes. Mais le carré cartésien précédent montre qu’alors les s’\ S’ — s’\S’ sont aussi
[des] isomorphismes, on gagne!

Théoreme 1. Pour toute fleche f: S'— S dans Cat, le foncteur induit
fr:Cat/S"—Cat/S

est compalible avec les localiseurs (W3, W¢), donc dualement avec les localiseurs (W&, W§),
et trivialement avec les localiseurs (Wg, Ws). Il induit donc un diagramme commulatif
de foncteurs sur les localisés

HOTy (5") —££~ HOTS (5") ~25— HOTY(5)

fi lec f!O

HOTw (S) —2— HOTH (S) ~Z— HOTY(S).

Définition 1. On a défini ainsi les foncteurs verticauz fi, fi°, 0 = (f°), appelés fonc-
teurs image directe homologique, ou foncteurs d’intégration pour f (et les types d’homotopie

relatifs).
[page 137]

On a obtenu en méme temps, gratuitement, la compatibilité de ces foncteurs aux fonc-
teurs [de] localisation pg/, og pour HOT(S'), et pg, os pour HOT(S). Par contre, on
ne s’attendra pas qu’ils commutent avec les foncteurs pleinement fideles d’inclusion des
HOT}, dans HOTy. En effet, si on ne suppose pas f dans Fibhot (57), il est tout & fait
immoral de s’attendre a ce que fy dans HOTw (S’) transforme types localement constants
en itou. La situation est donc exactement inverse de celle pour le foncteur f*, qui était
compatible avec les foncteurs d’inclusion g, 15 et jg, js» - ¢’était a tel point trivial qu’il
n’a pas été question méme de le dire, voire en faire une proposition! La situation est

67Ce cas doit étre regardé avec soin ultérieurement.
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méme encore meilleure pour le foncteur fy entre les HOT, puisque la description de ce
foncteur peut se faire directement sur Cat/S’ tout entier, sans avoir a se borner a des
sous-catégories plus ou moins

[page 138]

astucieuses, ou le foncteur induit serait compatible avec les localiseurs (Liss S et Fibhot S

dans le cas de f*).

On a de facon immédiate la transitivité de fi, fic, f°, i.e.

(gf)r =g, (9 = g fi°, (gf) =g’ f’-

Mais on ne va pas faire bouger S, S’, f pour le moment, car il faut maintenant, avant
toute autre chose, essayer d’établir I'adjonction de fi et de f* (dans cet ordre).

Pour le moment, occupons-nous de HOTy seulement - le cas de HOTY,, s’en déduira en
appliquant ce qu’on saura a f°. Et on s’occupera de HOTY, plus tard.

1) L’homomorphisme

« idHOTW(S’) — f*fv

Si X’ est dans Cat/S’, fi(hots w(X')) est hotgw(X’), mais on ne peut trouver son image
inverse f* sur S’ en prenant I'image inverse catégorique. Car méme si on fait des hy-
potheses draconiennes sur X’ en tant qu’objet de Cat /S’ (p.ex. X' fibrée sur '), celles-ci
seront réduites a néant quand on aura composé avec f, sur lequel nous ne voulons ici faire
aucune hypothese. Tl

[page 139]

faut donc d’abord appliquer le foncteur &5 a X' sur S, puis prendre son image inverse
sur S :

f*f!(hOtS/’W(X/» = hotsl’w(q-)s(Xl/S> Xg SI>
1l faut donc trouver une fleche
axr X,—>(I)q<X,/S) Xg SI

dans le localisé (Cat/S")(W$)™", voire méme une fleche dans Cat/S’ lui-méme. Mais par
les propriétés d’adjonction des foncteurs fi et f* au niveau catégorique, une telle fleche
revient a une fleche

HXT) — ®s(X'/5)

dans Cat/S, i.e. a une fleche qui rend commutatif le carré

XI

ds(X'/5)

S S.
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Or on a une telle fleche canonique, savoir ix//5. Elle est fonctorielle en X’ sur S (sans
avoir méme a se soucier si X' sur S provient d’'un X' sur 5’, i.e. si la fleche structurale
X' — S se factorise par 5" — 5.

[page 140]

2) L’homomorphisme

B idHOTW(S) ~— A"

On peut décrire HOTw (S) par (Fib S)(WJ)~" ou (Liss S)(Wg)~! par exemple, de sorte

que f* a une description simple par

J[*(hotsw (X)) = hots w(X xs5)
(pour X lisse sur ). On a ensuite

fif*(hotsw(X)) = hotsw (X xs5.5),

mais attention, X xg S’ n’est pas a priori dans Liss S, seulement dans Cat/S sans plus.
Mais cela n’empéche qu’il donne ce qu’il faut, par localisation (Wg)~! dans Cat/S. Pour
définir By, il suffit donc de trouver une fleche

Bx: X ~—X x5 8
dans Cat/S, et on voit bien pr* (°®). On a donc
azid —  f*f
Bid ~— fif
3) La compatibilité
h 2= B

id

On doit donc prendre X’ sur S, et expliciter les fleches a partir de 'objet

¢ = hotsw(X").

88quand ¢ € HOTyy (S) est défini par X dans Cat/S non nécessairement lisse, on doit trouver ®5(X) x g
S" — X dans (Cat/S)(Wd)~!, on prend (ix)_lpr?S(X) (cf. page 143).
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[page 141]

On a
Hi(E) =hotsw(X'/S),

et pour calculer f*fi(¢'), il faut comme tantot prendre ®s(X’) et on trouve
JTI(E) = hots w(®s(X') x5 5).

Enfin,
" F(€) = hotsw(®s(X7) x5 5).

Il faut expliciter les fleches

filagr) % By et
(*) f!(f’)‘f* if f!(f') A, f!(fl)-
v Ayt S— Bx1 S———"
X'/S X, Dg(X')xgS - X', X'/8

déduit de ix1  wn s
ax: est déduit de ixs : X' —» ®5(X’) comme "unique S’-morphisme rendant commutatif

le diagramme

ixt
//_\
X'—X s Pg(X')x55" 1 D5(X')

(%)

»

S’ S.

Pour décrire By, ot fi(¢') = hotsw(X’), il faut donner une description générale de 3,
qui soit valable pour tout représentant X de £, pas seulement dans le cas X lisse sur 5.
Pour calculer f*(¢), il faut donc prendre le hotg: w de ®(X) x5 .5, puis pour fif*(£), il

[page 142]

faut prendre le hotsw du méme ®5(X) x5 5. 1l faut définir, si on peut, une fleche
Os(X) x5 5" —X dans Cat/S,
ou du moins dans (Cat/S)(Wg)~'. Mais on a
ix : X — Og(X)
qui est dans W3, et qui par produit cartésien définit
ix Xgidg: 1 X xg 8" — Pg(X) xg 5’

(en d’autres termes on a pris I'image inverse de ix par S’ —=5). Cette fleche est-elle
encore dans W37 (%9). Si oui, on a le diagramme

89Non, elle ne I'est pas, car si S’ = {s}, cela signifierait que X! — s\ X est dans W, ce qui est faux

Iy
en général.
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Ds5(X) x5 S LT

Ix Xg idS/ =Tx pI‘lX

XXSSI

et on définit la fleche cherchée Bx dans (Cat/S)(WJ)~™! par la commutativité de ce trian-
gle, donc comme
Bx =pry o mx'
~

inverse dans (Cat/S)(WJ)~!
[page 143]
Mais ca ne marche pas - cf. annotation! On va faire alors I'inverse

3 o(X)
Bs(X) x5 5" —Pas Bg(X)

Bx? ix dans W

A

X

("), on définit Bx comme (iX)_lpr?S(X), ot (ix)~" est défini dans (Cat/S)(W3)~!.

Pour prouver la commutativité de (x) (p. 141), comme ix: : X' — ®5(X’) est dans W§,
il suffit de prouver, au lieu de Bx:ax: = idxs, la relation déduite en composant avec
iX’ . XI —>‘1)5(XI)

Z.X’ﬁX’ ax:r = iX’,

S —’

I
pr‘fs(x)

i.e.
ds(X')

pry oCax = iX/,
ce qui n'est autre que la relation de définition de axs (cf. (*%) p. 141), on gagne!

4) Compatibilité

I _okfr f*f!f*&, I
\—/

id

"ODescription de Be pour ¢ = hotg w (X), avec X quelconque dans Cat/S, a expliciter dans définition
en forme.
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[page 144]
Partons donc d'un ¢ € ObHOTw (5), qu’on peut supposer défini par X € ObFib S. Alors

f*(f) = hOtS/’W<X Xg S,),
Nif*(§) = hotsw(X xs55),
A (€) = hotew(®s(X x5.57) xs5).

Il faut expliciter maintenant

* A px * * f*(ﬁ) *
9 O A e
S — ——— S —

hot g1 i (X') hotgr y (B5(X')x55") hot g1 g (X7)

et vérifier que le composé est I'identité. On a posé
X' =X %55,

et le diagramme est donc aussi

e ———
o —.

dans (Cat/S")(W$)~". Pour vérifier la commutativité, on peut composer avec
X g8 =X 20 g o(X) x5S (onix: X —Bg(X))

qui est dans W¢, ("), or on vérifie, sur la construction générale de 3¢ = Bx (page précé-
dente), que I'on a commutativité dans

(I)S(X/> X S/ f*(ﬁf) X/

@S(prf()XS S'\\

On est ramené a la commutativité de

ix Xg S’

@q(X) Xg S,.

[page 145]

X xs8 =X —X 0+ §5(X') x5
?

(*) ixXg S ds(pr)xs S’

Bs(X) x5 5"

INB Comme X est lisse/S, et ®g(X) aussi, X — ®g(X) reste une W-équivalence colocale par tout
changement de base.
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dans (Cat/S")(W$,)". Essayons de prouver que c’est commutatif dans Cat/S’, pas seule-
ment dans le localisé par W3. On peut le regarder comme diagramme dans Cat/S et
prouver la commutativité a ce titre. Cette relation de commutativité vu = w se décom-
pose alors en deux, suivant les deux facteurs ®g(X) et S’ de I'objet but ®5(X) xg 5"
Suivant le facteur S’, la relation signifie simplement que ax, est un S’-morphisme, c’est
OK. Pour le facteur ®5(.X), on prolonge le diagramme (*) a droite par le carré

(x7)

P
XX L Gg(XY) xg 8P B (X)

\és(PﬁX)Xs s/ Ps(pr)

R & 5(X)

O5(X) x5 5" s D5(X),

[page 146]

et compte tenu que le composé de la premiere ligne horizontale est 1x/, par construction
de ax/, on est ramené a la commutativité de

X xS =X —2 L §g(X)

(*) ixxg S s (pr¥)

®5(X)

Ds(X) x5 8 P Bg(X).

Or le morphisme iy : X — ®4(X) dans Cat/S donne lieu au carré commutatif (comme

toute fleche 1 : X —Y)

pr
X xg8 —— X
Z'Xxssll iX
$5(X)

Bs(X) x5 8 P Bg(X),

de sorte que le composé inférieur de (*) n’est autre que celui de (%), donc égal au composé
supérieur de ce dernier, et la commutativité de (%) revient a celle de

X xg S =X —X . g(X")

X
pry

l‘I’S(PHX)

X X py(X),

qui est évidente par fonctorialité de 7 -2~ ®5(7), appliquée a la fleche pri¥ : X' — X de

Cat/S.
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[page 147]
On a ainsi prouvé que les foncteurs

fi

(%) HOTy (") HO Ty (5)

f*

sont adjoints I'un de "autre, avec des morphismes d’adjonction

id — [/
id -2 g
précisés plus haut. Je présume que la méme démonstration, en travaillant avec les lo-

caliseurs grossiers Ws, Wg, au lieu de W3, W, donnerait que les foncteurs correspon-
dants

lc
!

() HOTS (S7) HOTS (S)

*
lc

sont adjoints I'un de l'autre, avec essentiellement ‘les mémes’ morphismes d’adjonction
«, 3. Je n’ai pas envie de reprendre les raisonnements précédents et préfere le déduire de
I’adjonction dans la situation (*). Cela me donnera 'occasion de mieux comprendre les
traits formels essentiels de la situation. Je poserai pour simplifier

[page 148]

HOTw(S) = A, HOTw(S") = A,
HOTYE (S) = Ao, HOT} (S)) = A,

et jutilise les couples de foncteurs adjoints

P o'
A—— A, A A,
1 K]

ou p, p’ sont des foncteurs de localisation, i.e. 7, i" des foncteurs pleinement fideles. Je
dispose d'un couple de foncteurs adjoints

fi
A—— A,

f

et je suppose de plus

a) fi est compatible avec les localiseurs de A’, A définis par p’, p respectivement, donc
définit un foncteur (bien déterminé a isomorphisme unique pres)

f!o t Ay — Ao,

donnant donc lieu a un diagramme commutatif (a isomorphisme fonctoriel pres)
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Y N Al

(I) A £
A — A,.

[plutst A L, Ao]

b) ‘Dualement’, f* : 4 — A’ est compatible avec les sous-catégories pleines images

essentielles des foncteurs pleinement fideles 7, ¢/, et induit
[page 149]
alors un foncteur, défini a isomorphisme unique pres :
fo Ag— Aj,

donnant lieu a un carré de foncteurs, commutatif a isomorphisme fonctoriel cano-

nique pres
Ag——— A
(1T) 3 &

A

Sous ces conditions, le couple de foncteurs

£ '
./40 4* Aé, [plutét ./46 47 .Ao, :l
0 0

est un couple de foncteurs adjoints. (NB quand je parle de couples de foncteurs adjoints,
celui écrit au-dessus de 'autre est 'adjoint a gauche.)

DEMONSTRATION. Soient
no € Ob Ao, & € Ob AL,
il faut définir une bijection bifonctorielle
Hom s, (f7(£5), m0) =~ Homy (&, f5(n0))
Pour cela, on va écrire &) sous la forme
& =r(£), {eObA,
il suffira d’établir la bijection bifonctorielle en remplagant £ par p'(¢'), i.e.

Homy, (£ (¢'(£)), m0) =~ Homu (p'(£), f5 (10))
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[page 150]
(En effet, la formule d’adjonction s’interprete comme un isomorphisme de bifoncteurs, ou,

1)
ce qui revient au méme, de foncteurs A, —— A/, or
¥
Hom(Aj, A)) — Hom(A', A))
p > oy

est pleinement fidele, puisque p’ est un foncteur de localisation, donc il revient au méme
de se donner un isomorphisme ¢ =~ ¥, ou g o p’ =~ 1 0 p'.) On doit donc transformer
I’expression

Homa(/€)m) 2 Homa(h(€)m)
pfi(€) commutativité de (I)
= Hom(f1(€'), (o)) = Hom.u (€', f™i(no))
adjonction p, ¢ adjonction f, f* P(£2(n0))
~ T i) s Homa (€ film))
commutativité de (II) adjonction p’, 4’/ ¢

ce qui est la bijection annoncée.
Je résume Dessentiel des résultats obtenus sur fi, fi¢

Théoréeme 2. Soit f:S"—= S une fleche dans Cat, considérons les foncleurs

HOTw(S5) HOTw(S)
f.lc
HOT;; (S HOTS(S),
lc
[page 151]
ot les foncteurs fi, fi° sont décrils dans le théoréme 1 (p. 136). Les morphismes d’adjonction

id —  f°h
id ~— ff
sont décrils p. 138 i 140.
On voudrait expliciter la formule sympathique, obtenue en passant
Jif*(§) = hotsw(5'/5) xs ¢

pour ceci il faut expliciter le deuxieme membre. Notons la

Proposition 4. Il existe un unique foncteur

(&,n) € xsn: HOTw(S) x HOTy (S) — HOTyw (5)
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avec la proprieté que pour X, Y variables dans Liss S, on ait un isomorphisme bifonctoriel

en X, Y

(%) hotsw (X) xs hotsw (YY) =~ hotgw (X xsY)

(™).

C’est formel, en utilisant seulement que sur Liss S, le bifoncteur
(X,)Y)— X x5V

est compatible avec les localiseurs Wd x W¢ et W2. Pour le voir, on est ramené & voir que

X’XSY,

uX g idy

si X —= X’ dans Liss S est dans W, alors il en est de méme de X x5V
pour tout

[page 152]

Y dans Liss S. En fait, on n’utilise que la lissité de X, X', pas celle de Y, et c’est
immédiat, car si X — X’ est dans W, X xsg Y — X' x5 Y est dans W, donc aussi
dans W¢ (cf. théoreme 1 appliqué & Y — S). Cette remarque suggere en méme temps :

Corollaire 1. (Faux) La formule bifonctorielle (%) reste valable pour X dans Liss S, Y
quelconque dans Cat/S, el aussi dans le cas inverse. (™)

Dans le premier cas, considérons
iy
Y —o(Y)

dans W¢, donc un isomorphisme dans (Cat/S)(W$)™", on aura donc

hOtgiw(X> Xg hOtgiw(Y) > hOtgiw(X> Xg hthiw(‘I)<Y>>

s hOtgiw(X Xg @(Y)),
car X et ®(Y) lisses sur S
or je dis que
X xgV 255 X w g B(Y)
est encore dans W¢. Tl suffit de voir que c’est dans W§ (cf. théoréme 1), et pour ceci,

que le changement de base lisse X —» S induit Cat/S —» Cat/X compatible avec les
localiseurs W¢, W¢. Mais c’est fauz (prendre X = {s}).

[page 153]

Montrons que les corollaire est faux. Je vais prendre Y = {s}, catégorie ponctuelle en s,
alors ®(Y) est la catégorie fibrée a fibres discretes définie par le foncteur représentable F
défini par s, donc c’est S/F et, en 'occurence S/s:

O({s}) ~ 9/s comme catégorie sur 5.

?NB La multiplication x5 dans HOTyw (S) est associative, commutative, unitaire etc., etc., puisque
c’est le cas dans Liss S.
"Cet énoncé est sirement faur! Contrexemple p. 153, cf. corollaire 1 rectifié page 154-156.
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Si p.ex. s est élément final e de S, on trouve

P(e) ~ S,

S

donc

h0t57w(X) X8 h0t57w(6) = h0t57w(X),
d’autre part
hOtgiw(X Xg 6) = hOtgiw(X,,J.
[page 154]

Si les deux étaient isomorphes dans HOTy/ (S) par la fleche canonique
X, — X,

en appliquant le foncteur py (ou p : S — €), il s’ensuiverait que X, — X est dans W. Si
par exemple S = A', cela impliquerait que pour tout X lisse sur S, X; — X est dans W,
alors que normalement la lissité implique que Xy — X est dans W. Donc ¢a reviendrait
a dire que Liss A = LissyA', d’on aussitot Liss S = Liss, S, pour tout S dans Cat, ca se

saurait! Le contrexemple le plus trivial est de prendre X = {0} C+ S = A', Iinclusion
de l'ouvert ‘générique’, immersion ouverte, donc lisse, la fibre X est vide!

______________ Corollaire 1 rectifié. Si X est dans Cat/S, pas nécessairement lisse sur S, alors le
7 foncteur
< multX/S:Y|—>Y xgs X : Cat/S — Cat/S

induit un foncteur

Liss S — Cat/S

compatible avec les localiseurs W3, W3, donc induit un foncteur

(Liss $)(W§)™" —= (Cat/S)(W§)™,

[page 155]

ou encore (comple tenu de ['équivalence induite par Uinclusion
(Liss S)(W§)™" == (Cat/S)(W5)™" ),
un foncteur, encore noté multhotys,

multhoty/s : HOTw (S) — HOTw (S5).

Ce foncteur satisfait donc a la relation

multhotX/S(hotS,W(Y)) \E/_/ hOtS’W(X Xg Y)

isomorphisme canonique
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pour Y lisse sur S, et pour Y quelconque dans Cat/ S,

multhOtX/g(hOtgiw(Y» \’1’/ hOtgiw(X Xg @q(Y))

isomorphisme canonique

Quand X est lui-méme lisse sur S, ce foncteur n’est autre que la multiplication par
hotsw(X) :

multhoty,s = multhot&w(x) si X lisse sur S.

Mais sa valeur pour hotsw (Y), quand Y n’est pas lisse sur S, ne doit pas étre confondue
avec hotsw(X xsY).

Ainsi, si X et Y sont dans Cat /S, considérons

X ><5Yv et ChOtSW(X Xs Y))

a) Sini X ni Y ne sont supposés lisses sur S, cet élément ‘n’a aucune interprétation
naturelle en termes d’opérations sur les catégories HOTw (S)” (™).

[page 156]

b) Si X et YV sont lisses sur S, cet élément s’interprete comme

h0t57w(X) Xg h0t57w(Y)
(75>.

¢) Si 'un des deux X, Y est lisse sur S, sans rien supposer sur l'autre, on a une
interprétation en termes de multy (si Y lisse), ou multy (si X lisse), notamment

hotgw (X xsY) ~ multhoty(hotgw(Y)) siY lisse sur S
~ multhoty (hotsw (X)) si X lisse sur S.

Corollaire 2. Soit f : S'"— S une fleche dans Cat, d’ou fi, f* entre HOTw (S') et
HOTw(S). On a la relation

fif*(€) = multhots:(€).

donc si S est lisse sur S,

N7 (€) ~hotsw(S') xs €.

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier les axiomes Der 4'b, Der 5 relatifs aux
images directes (I, p. 67, 68), et de plus Der 3b (I, p. 111). L’axiome Der 4’ n’est autre
que l'existence des adjoints a gauche fi des f*. L’axiome Der 5" permet le ‘calcul’ des
fibres d’un objet fi(¢). 11 dit qu'une certaine

"Sauf dans le cas ont 1’'un des deux soit dans Fibhot S, cf. annotation page suivante.
"SMais aussi si 1’un des deux éléments est dans Fibhot S (et moyennant I’axiome L6 bis sur W).
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[page 157]

fleche du changement de base, relatif au diagramme commutatif dans Cat

SI q S\SI

-

S L ex~{s} (s€O0bS),

savoir
P (1i(€) — fi(q"())
est un isomorphisme (pour ¢ € D(S’)). Soit donc
5, S Ob HOTw(S,>, EI = hotsliw(X,)
avec X' dans Cat/S’. Comme
Hi(€') = hotsw(X'),

et que X' n’a aucune raison d’étre lisse sur S (si on ne suppose pas S’ lui-méme lisse
sur S, auquel cas il pourrait étre utile de prendre X' lisse sur S/, donc aussi sur 5),
pour calculer p*(fi(§)) il n’est pas question de prendre la fibre X!, mais il faut prendre
S\X' = dg(X'),

PAED) = hotu(s\X).

Xl s\ X

S 5\9

S

s\S

Considérons le diagramme de changement de base par s\S—S ci-contre [i.e.
ci-dessus], a carrés cartésiens. On voit d’abord que ¢*(¢') n’est autre que la classe
dans HOTy (s\S') de I'image inverse de X' par le changement de base s\ S’ — S’. Pour
’assurer, il suffirait de prendre X' lisse sur S’ (ce qui

[page 158]

est licite) - alors la description de I'image inverse est OK pour tout changement de base.
Mais on a vu que dans le cas d'un co-isomorphisme local comme s\ S’ — S’ il n’y a pas
meme besoin de cet artifice - la formule est OK sans restriction de lissité. Ainsi

q"(¢') = hotsw (s\X'),
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d’ou
J(q7(§)) = hotsw (s\X") = hoty (s\X").
Donc on a bien trouvé
P fig.
On peut maintenant prouver aussi Der 3b. On a vu qu’une fois qu’on dispose des adjoints
a gauche fy des f*, cet axiome s’énonce sous forme homologique ainsi : Si

f:8 —S
est dans W, il faut prouver que pour tout

déf

¢ € HOTw(e) = Hotw,

la fleche correspondante
() (&) —pp"(€)

est [un] isomorphisme dans Hoty, ou p : S — ¢, p’ : 5" — e sont les fleches structurales.
Or comme tout objet de Cat est lisse sur e, le corollaire 2 précédent permet d’identifier
cette fleche (%) a

N xs§—nxgé

[page 159]

déduite de

hotwl(f): 2 — &
A ot (57) A ot (5)

Comme celle-ci est [un] isomorphisme par hypothese, on gagne.
Donc on a prouvé

Théoréeme 3. Le prédérivateur HOT satisfail auxr axviomes Der 1, Der 2 (") (pour
mémoire), et Der 3b ("), Der 4', Der 5'.

On a envie de prouver aussi les variantes renforcées de Der 3, la forme la plus forte étant
celle-ci (Der 3b}) : si f € W, alors f* induit une équivalence de catégories

f3  HOTH(S) — HOTH(S").

La pleine fidélité du foncteur fi doit résulter de la variante naturelle Der 3b’, de Der 3b,
une fois qu’on aura développé le formalisme des Hom internes dans les HOTy (5). Mais
pour donner un sens a Der 3b” . on a besoin des foncteurs cohomologie, i.e. de p, et pl
(au lieu de pi, py) pour HOT, donc c’est encore prématuré pour I'instant. La construction

des f, et celle des Hom internes se fera d’ailleurs siirement £ conjointement.

"6 pas prouvé, le ‘résultat’ anquel je pensais est canulé, cf. complément proposition 5, page 164.

"TEt méme la variante la plus forte Der 3b} de Der 3, cf. démonstration page suivante. NB Pour Der
3b%, on a utilisé axiome L6 sur W - et c’est essentiel. On voit que la validité de Der 3bf, implique L6,
et méme la forme plus forte L6 bis, et méme si on suppose seulement Der 3b), i.e. f§ pleinement fidéle.
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[page 160]

Mais je m’apercois a 'instant qu’on trouve quasiment ‘a l'ceil’ le fait que f§ soit bien
une équivalence de catégories, et que f{ soit ’équivalence quasi-inverse, en utilisant
ladjonction des foncteurs fP, f, et se rappelant que pour prouver que ce sont des équiv-
alences quasi-inverses 'une de 'autre, il revient au meéme de montrer que les morphismes
d’adjonction

id 2% frgo
id Lo

sont [des] isomorphismes. Je vais essayer de décrire ces fleches d’adjonction dans le cas
général (sans supposer f € W), puis de montrer qu’elles sont dans W si f lest.

[1) Soit] £ = hotISC’W(X) dans HOTw (S). On peut supposer X € ObParf 5. Comme
[‘Comme’ barré] X lisse sur S, on a
f5(€) = hotg w(X x5 5), FOI5(6) = hot Gy (X x5 8.
Donc
Bog: [P [ (&) —¢

est une fleche

X xgS —X dans (Cat/S)(Ws)™!
et je présume que c’est pr, (™). Est-ce dans W si f: §"—= S 'est? Oui (car X est
parfait
[page 161]

sur 5), sous réserve que W satisfait I'axiome L6 (cf. page 43).
2) Soit
¢ = hotls, y (X') dans HOTw (5"),
on a
f!o(fl) = hOtg:,W(X/)a
mais pour expliciter f; de cet élément, comme X’ n’a aucune raison d’étre un Hot-

fibré sur S (auquel cas il suffirait de prendre f*(X’) L X xg S, il faut d’abord
prendre Cs(X'), puis appliquer f* :

JoF2(X") = hot§ 1 (Cs(X') x5 5).
11 faut donc définir
XX Og(X) xS dans (Cat/S)W5.

Or on trouve une fleche canonique dans Cat/S’, déduite du S-morphisme ix/ :
X'— Cs(X’), i.e. du carré commutatif en traits pleins

"NB On voit que I'axiome L6 est + nécessaire pour que le résultat sur f3, f0 soit valable.
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X —— e C5(X)

«
Box - PT1
Cs(X’) Xsg S’

Pxt _

_ " commutatif

’

S/ ! S,

comme 'unique fleche pointillée Gy x qui soit un S’-morphisme (triangle gauche
commutatif) et qui rende commutatif le triangle supérieur.

Si f € W, alors pr;, déduit de f par changement de base C's(X') — S, qui est parfait,
est dans W par L6, on sait qu’il en est de méme de 1x/, donc aussi de 3y x/, on gagne.

[page 162]

Pour terminer les propriétés générales des foncteurs fi pour HOTw, je voudrais donner
les énoncés raisonnables de changement de base. Ce serait un

Théoréme 4. Soul

X—r X
f i
S —2 g

un diagramme cartésien dans Cat, considérons la fleche de changement de base (dans
Hom(HOTw (X),HOTw(5"))) :
pfi—fla

C’est un isomorphisme dans chacun des deur cas suivants.

a) [ est lisse.

b) p est propre.

DEMONSTRATION. Cas a). On teste avec £ dans HOTy (X)), on peut supposer £ de la
forme

¢ =hotxw(7) avec 7/ € Ob Liss X.

Notons que 7 est alors aussi lisse sur S, puisque [ est lisse.

Ni(€) = hotsw(7), P fi(§) = hotsw( ZxsS5 )
7', cf. diagramme
q*(f) = hOtXlJ/V(ZI), |Iq*(f) = hOtS/’W(Z’),

OK!
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7 A
X—X
q
f £
S S

Cas b). 1l faut admettre que
[page 163]

le foncteur changement de base par p :
Zr+—7 x5 5": Cat/S — Cat/ 5’

est compatible avec les localiseurs W3, W3 (cf. plus bas) - c’est ¢a, formellemet, la
propriété pertinente pour p (). Il en résultera que

p" : HOTw(S) — HOTw (S

se calcule, pour un élément dans HOTw (S) donné par un Z quelconque dans Cat/S (pas
nécessairement lisse sur ), par

p*(hots’w(Z)) = hOtS/’W(Z Xs S,)

Partons alors, comme dans a), d’un élément { de HOTy (X) donné par un Z de Cat/X
(inutile cette fois de supposer Z lisse), le calcul immédiat précédent établit encore la
formule de commutation.

Mais il ne semble pas que la propriété de compatibilité de X — X x 55", avec I’équivalence
colocale sur S et sur S, résulte de facon & évidente de la condition que p : S’ — S soit
propre (*). J’ai envie de le déduire de fourbis généraux sur le formalisme des dérivateurs,
a savoir du théoreme de changement de base des fP pour un morphisme D-propre.

[page 164]

Sous forme duale d’un théoréeme de changement de base pour fP, par changement de base
D-lisse, c’est fait dans I, p. 56 a 58, et on doit pouvoir "appliquer ici. Notons que dans la
démonstration du théoreme loc. cit., on n’utilise que 1.4 [plutdt Der 4], i.e. I'existence
des fP, & Iexclusion des fP (L4' [plutst Der 41), plus L5 [plutét Der 5] bien siir,

donc la forme duale ne fait appel a lexistence des P, seulement des fP. On a donc une

*
bonne chance de pouvoir 'appliquer a HOTy, (o je n’ai pas encore établi I'existence des

o),

Ca doit étre équivalent a p propre. Comparer avec le corollaire 1, page 166.
80Mais si, cf. démonstration page 168. Les développements des quatre pages qui suivent sont inutiles

par cette démonstration.
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Notons d’abord

Proposition 5. Soit f : S"— S une fleche dans Cat. Alors f est une HOTy -équivalence
si et seulement si hotw (f) est [unl isomorphisme. St W est fortement saturé, cela signifie
donc que f € W (et en tous cas [ € W => [ [est] une HOTw-équivalence) (3').

C’est contenu dans la démonstration de Der 3b tantot. Je rappelle que f est une HOT-
équivalence, par définition, si et seulement si pour a,b € Hotyw (= HOTw (¢€)),

(*) HOIIIHOTW(S)((Ls, bs) —_— HomHOTW(SI)(aS/, bSI)

est [un] isomorphisme, ou ag etc. désigne p%(a) ete. (ps : S —= €). Les formules d’adjonction
de psy, p% et de pgry, ph permettent d’interpréter la fleche (*) comme

Hompory, (s)(psi(as), b) — Homgor,, (s1(ps(as:), b),

[page 165]
déduit par ‘transposition’ Hom(—,b) de la fleche

psn(as) —psi(as)

induite par f - donc il faut prouver que celle-ci est un isomorphisme (c’est la forme que
nous avions utilisé tantot). Or cette fleche s’identifie a

n'xa—nxa

induite par
hotw(f): o' —  m_ |
—~— —~—
= hotw(sl) = hotw(s)
et dire que c’est [un] isomorphisme quel que soit a dans Hoty revient a dire que ' — 7
'est (puisque la multiplication dans Hoty a une élément unité .. .).

Maintenant je me rappelle que pour avoir I'axiome Der 2 des dérivateurs, je devrais
également supposer W fortement saturé (i.e. égal au localiseur défini par le foncteur
canonique Cat — (Cat)W ! &« Hotw). (C’est ce que je supposais d’emblée, en partant
d’un (M, W) général pour définir un prédérivateur, pour avoir I’axiome Der 2.)

En appliquant le dual du théoreme de I, p. 56, on trouve donc le théoreme de changement
de base pour fi, pour changement de base f:S"— S W-propre.

[page 166]

Mais la démonstration utilise stirement Der 2 (critere d’isomorphisme par fibres, dans
HOTw(S5)), que je n’ai pas prouvé encore. Elle est incomplete pour le moment. Mais je
peux noter des maintenant le

8ldevrait remonter vers le théoréme 3, p. 159.
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Corollaire 1 (du théoreme 4, p. 162). Si la fléche S Ls S dans Cat donne lieu (pour
tout f: X — S dans Cat/S) a la formule de changement de base pour

alors le foncteur p* : X+ X x5 5" de Cat/S dans Cat/S’ est compalible avec les lo-
caliseurs W¢, W&, (L’implication inverse a été vue déja, cf. pages 161-163.)
Cela résultera du

Lemme. Soit u : X' — X une fléche dans Cat/S. Pour que u € W3, il faut et il suffit
(si W [est] fortement saturé) que pour tout £ € Hotw, la fléeche correspondante

e py(Exr) — pi(€x)

soil [un] isomorphisme dans HOTy ().
C’est suffisant, sous réserve de saturation forte de W, car si u, est [un] isomorphisme,
passant aux fibres, on trouve par Der &’

HE_IOTW(S\XI7 f) - HE_IOTW(S\X7 5)7
si ¢’est [un] isomorphisme, alors s\ X' — s\ X est par définition une HOT-équivalence,
ce qui implique que c’est dans W (proposition 5).
[page 167]

(est nécessaire, car si & = hotw (7'), donc {5 = hotgw(Ts) (ou Ts =T x S/5), et on a
donc

pi(€xr) =hotsw (X' x T), p(€x) =hotgw (X xT),

et il faut prouver que si u: X' — X est dans Wg, alors X’ x T — X x T aussi, ce qui
———’ ——r’

X'xgTg XxgTg
signifie simplement que

(%) S\(X' x T)—s\(X xT)

est dans W pour tout s € S. Mais le changement de base s\, — S commute aux produits
fibrés, donc transforme X x T'= X x5 Ts en (s\X) x5 T(5\5) = s\ X x T, et de méme
pour X’. Donc la fleche s’identifie a

(S\X") x T —= (s\X) x T,

déduite de
s\ X' — s\ X

par le foncteur 7 x 7'. Comme ce foncteur transforme W en W, on gagne.
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[page 168]

Finalement, je m’apercois que j’ai eu un blocage stupide, pour la question que le change-
ment de base propre soit compatible a la W-équivalence colocale. Soit

x4 .y
NS
S 7L g

avec f € Wd et g propre, il faut voir que f’ : X’ — Y’ déduit de f par changement de
base S’ —= S est encore dans W,. Cela signifie que tout changement de base de la forme
s'\S" — 5" le transforme en € W. Mais soit s = ¢g(s’), on a le carré commutatif

S S’
s\S s\S",
—~——— ——
-7 =7

et il suffit de voir que pour toute fleche p : X — Y dans Cat/Z qui est dans W, son
image inverse par changement de base Z'—» 7 est itou. (En appliquant ceci au cas

X =X x5(s\9), Y=Y x5 (s\9), ¢ = s\f.) Or ceci résulte du fait que, par
[page 169]

hypothese de propreté, Z' —= 7 est propre et a fibres Hot-asphériques, donc c’est une
Hot-équivalence universelle. 1l suffirait méme que ¢ soit W-propre, pour impliquer que
7' — 7 est une W-équivalence universelle, i.e. qui reste telle apres tout changement de
base. Or on a le

Lemme. Si g: 7' — 7 est une W-équivalence universelle, alors le foncteur
g X+—Xxz7":Cat)Z — Cat /7'

est compatible avec les localiseurs Wy, Wy, i.e. si f : X — Y dans Cat/Z est dans W,
de méme [’ : X' — Y’ dans Cat/Z".

\f/ B

7/

Cela est évident sur le carré supérieur du diagramme ci-dessus, ou gx, gy sont dans W
par 'hypthese sur g, donc f est dans W si et seulement si f' I'est, cqfd.

[page 170 manque]
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[page 171]

Nouvelle version de la théorie de HOTyy .

Je me suis apercu que 'hypothese W O W, (L3 quater, p. 1), que j’avais fini par mettre
sur W, est artificielle, et que 'hypothese L5 (p. 43), voire L6, 1.6 bis (p. 43-44), est inutile
pour une grande partie de la théorie de HOTy . J’ai été ainsi amené a revoir la théorie
(i.e. ce que j’en ai fait jusqu’a présent) sous les hypotheses suivantes sur W (cf. XII) :

W(1) (Saturation de W) : comme avant (L1 page 1)
W(2) (localisation) : c’est I'ancien L4 bis (*%).

W(3) (objet final) : Si X a un objet final, X est W-asphérique (ancien L3).

Ces trois axiomes sont suffisants pout tout ce que j’avais fait dans Pursuing Stacks, et
dans une grande partie de ce qui a été fait ici sur HOT. Parfois cependant il faut 'ancien
L 5, que je réénonce ici (comparer XII, théoreme [numéro du théoréme manquel) :

W(4b) Soient X, Y W-fibrés sur S, f : X — Y un S-morphisme. Si f € W, alors
Vs € Ob S, fs: Xy — Y, est dans W.

Pour la notion de W-fibré (faible), j’ai été long a trouver enfin la bonne notion, bonne
pour un W ne satisfaisant que W(1,2,3) (et méme seulement W(1,2 bis, 3), ou W(2 bis)
est I'ancien [.4). Je renvoie pour cela a (XII, théoreme 3, p. 51), ou la notion est bien
cernée a coups de conditions équivalentes. En fait, pour les applications principales a

HOTyw, vues jusqu’a présent, il suffit (¥?) d’une variante affaiblie de W(4b) :
W(4b') Comme W(4b), mais en exigeant de plus que X, Y soient dans Parf, S.

[page 172]

Pour la notion de morphismes W-propres, W-lisses, W-parfaits dans Cat, je renvoie a
XII, partie IIT (p. 22-52), et les notations Lissy S, Prop,, S, Parfy, S (sous-catégories de
Cat/S), et Parfyy C FI(Cat). Dans I’énoncé de W(4b’) on a posé

Parf, S = Parfy, S, ou W, C FI(Cat) est la plus petite partie de FI(Cat)
satisfaisant W(1,2bis, 3).

Je note de méme

W/ C Fl(Cat), plus petite partie de F1(Cat) satifaisant W(1, 2, 3,4b).

82j.e. le L5 de la page 2. L’axiome est repris (sous une forme voisine et équivalente) au bas de la

page 43.
83(’est finalement une erreur, semble-t-il & présent. Je crois que I’axiome W(4b') ne sert finalement &
strictement rien (si ce n’est en fait & entretenir des idées fausses.)
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L’hypothese W O W, que nous avions fini par imposer sur W, et qui est apparu artificielle
au cours de la réflexion du XII, a avantage a étre remplacée par

W 2o W, (ou par W 2 W/, ott W/ est le saturé fort de W)

(®%).  Mais nous ne I'imposons pas comme condition impérative, au méme titre que
W(1,2,3), pas plus que W(4b). Le role que j’ai fait jouer a W, dans les semaines passées,
semble revenir plus naturellement & W/ ou W/. Il en est ainsi notamment aussi, il me
semble, dans I’énoncé des conditions du type Der 3 sur un dérivateur (I, p. 111-112), qu’il
faudrait revoir dans cette lumiere. Mais tout dépend, si (comme j’en ai I'impression) on
peut faire vraiment de 1’algebre homotopique substantielle, avec notamment les suites ex-
actes longues de fibration et de suspension, pour HOTyy, avec des W qui sont strictement
contenus dans W,. Avant de méme étre assuré, il est trop tot encore pour me prononcer
sur la ‘bonne’ formulation de Der 3,

[page 173]

qui est 'axiome mettant en relation le dérivateur D avec W, ou avec quelque autre
localiseur fondamental.

Je vais faire a présent un résumé de la théorie de HOTyy,, revue dans 'optique que je viens
de dire : on suppose pour W les conditions W(1,2,3) sans plus, sauf mention explicite.

@ Localiseurs principaux sur Cat/S et sur les principales catégories de S-catégories
(cf. diagramme p. 76).

Ils seront tous induits par les trois localiseurs familiers

sur Cat/S. Il y a lieu aussi de regarder WE, mais jamais sur Cat/S tout entier, mais
sur d’autres catégories du diagramme, et toujours dans des cas ot W coincide soit avec
W4, soit avec W§. Mais le point de vue WE est souvent plus directement commode, et a
I’avantage de plus d’étre symétrique.

@ Dans Lissy S, on a

84/ est le plus petit sous-ensemble fortement saturé de F1(Cat), satisfaisant W(4b), et il satisfait
méme la condition W'(4a), variante la plus forte des axiomes du type W(4).
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Wi = Wi = Wy

V

w§

W

Dualement,

@ dans Prop,,S, on a

f _ g _ univ
WL = WE = W

[page 174]

enfin,

@ dans Fiby S, on a

Wh— Wi = Wi e— W

Ws.

Cette implication W& = W est stricte si on ne fait pas sur W Paxiome W(4b), dont
I'utilité ici est exactement d’assurer

Wi <= Ws dans Fiby, S si W(4b) [est] satisfait
et alors les cinq localiseurs envisagés ci-dessus

dans Fiby S sont tous égaux.

Les relations entre [?] localiseurs dans Lissy, S, Prop,,. S, Fiby S se transportent automa-
tiquement aux sous-catégories de celles-ci, plus généralement a toutes celles qui s’envoient
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par un foncteur d’inclusion dans une de celles-ci. Dans le diagramme p. 76, toutes les
catégories, a la seule exception de Cat/S tout entier, sont dans ce cas.

Pour les résultats principaux développés jusqu’a présent sur HOTy, quand 'axiome
W(4b) est utilisé, la forme faible W(4b') suffit. On a

Wé <= Wy dans Parf S si W(4b') [est] satisfait

et alors les cinq localiseurs W&, W3, W&, Wnlv W

sont égaux dans Parf,S.

@ Principales catégories de catégories sur S.

Ce sont, a des modifications d’éclairage pres, celles du diagramme p. 76. Les catégories
Fibsc S, Fib S, Cofibsc S, Cofib S et leurs variantes a indice 0, sont inchangées - leur role
est d’étre aussi petites

[page 175]
que possible pour remplir leur fonction (de description de HOTy (S), HOT,(S), HOTS (S),

ou HOT}/(S) ci-dessous). La catégorie Parf S du diagramme remplissait une fonction du
meme type, ¢’est pourquoi nous la remplagons a présent (en surenchérissant) par Parf,S.
Les autres catégories du diagramme sont, en plus de Cat/S, Liss .S et Prop S et leurs

variantes a indice 0, ainsi que Fibhot S. (Toutes ces catégories, ainsi que Parf S, étaient
donc construites par référence a W, non pas a W.) Leur role est d’étre aussi grandes
que possible pour donner lieu a certaines propiétés et relations. Or il se trouve qu’ici
la référence a W, était artificielle, et il y a lieu de mettre plutot les catégories Lissy .S,
Prop,,,5, Fiby S, et en plus les variantes Lissq 5, Prﬂmws. Ainsi le diagramme devient

 FibwS

Prop, .S
'y
Fibscy S Prop,, S . Colibscy w5
. Cofib S
y .«
Fibsc S Cofibsc S

(®°) (tous les carrés [sont] cartésiens, les foncteurs notés C . sont pleinement fideles),

85NB la nouvelle notation serait plutot Fibfy, S, car il s’agit de W-fibrations qu’a présent j’appelle
‘faibles’ (et définies seulement dans Cat, a 'opposé des W-fibrations, définissables dans toute catégorie
de modéles).
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[page 176]

ou j’ai encore marqué en vert [dans 1’original seulement] les cing ‘foncteurs d’inversion’
q)7 \I;7 q)07 \1}07 07

qui fournissent des quasi-inverses des foncteurs sur les catégories localisées déduits par les
foncteurs d’inclusion.

@ Les quatre types de catégories HOTy .

Sur chacune des catégories de 'etage, il y a deux localiseurs a regarder,

WE=W§=Wd = W

H

Ws,

donnant lieu a deux localisés distincts, notés
HOTS(S) et HOT/(S),

il se trouve que (grace a ®g et Vy) ces localisés ‘sont les mémes’ pour les 8 catégories de
I’étage, a l'exception de Parf S; plus exactement, les foncteurs d’inclusion (a I'exception
peut-étre de ceux ayant pour source Parf, S) induisent des équivalences sur les deux types
de localisés, les équivalences quasi-inverses étant obtenues par @ (aile gauche) ou Wy
(aile droite). Quand on localise pour Ws (a I'exclusion de W), on trouve aussi des
quasi-inverses par C'|Liss, 55 resp. C|Prﬂ07WS, pour les deux inclusions

Lissg S - Parf,§ ¢ Prop, .S
(86). Par raison de symétrie, le plus joli semble de définir
HOT(S) = (FibyS)(WE)™
HOT}/ (S) = (FibyS)(Ws)™,
et on a un foncteur de localisation
HOTYS () 2+ HOTS!(S)

induit par 'inclusion

Wi C ws.

86¢f. plus bas, ce qu’on peut dire pour les localisés pour Wg
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[page 177]
Pour toute sous-catégorie pleine
F C Fiby S
qui contient I'une des trois sous-catégories
Fiby g, Part, S, Prop, ,,S.
I'inclusion de F dans Fiby, S définit des équivalences
F(Ws)™' ~ HOT}/(9),

et si F contient I'une des deux sous-catégories Fibgy, S, Prop 7WS (a Pexclusion de
Parf,S), on trouve aussi

FWH™" =~ HOT(9).
Le rez-de-chaussée contribue deux autres variantes de HOT, en localisant soit par Wg (aile
gauche), soit par WE (aile droite). Les foncteurs d’inclusion définissent des équivalences

pour les localisées soit pour W§ (aile gauche), soit pour W§ (aile droite). Le plus joli
(symétrie) semble de définir ces deux localisés par Cat/S

HOTw(S) = (Cat/S) (W)™, HOTY(S) = (Cat/S)(WE)~".

Les quasi-inverses pour les équivalences de catégories localisées, induites par les foncteurs
d’inclusion, sont donnés soit par ® (aile gauche), soit par U (aile droite).

Mais @ et U fournissent des quasi-inverses également quand on localise pour Wy, la
W-équivalence grossiere au lieu de la fine - pareil qu’a I’étage. On trouve donc au rez-de-
chaussée un (unique) troisieme localisé, qu’on peut décrire plus joliment par

(Cat/S)(Ws)™",
mais il est équivalent & (Fiby, S)WZ' par le
[page 178]

foncteur induit par I'inclusion. (Un quasi-inverse étant fourni par C.) C’est donc HOT};/ (.5).
On trouve ainsi, par le diagramme commutatif de catégories avec localiseurs

(Cat/S, W) (Cat/S, WE)
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(ou la fleche verticale courte induit une équivalence sur les localisés), le diagramme com-
mutatif entre les catégories HOTyw liées a S :

HOTY(S)

TN

(+) HOTw(S) HOTS, (S)(~ HOTw (5°))

N A

HOT(S),

ou p, o, A sont des foncteurs de localisation, et ou 7, j sont ressentis comme des foncteurs
d’inclusion. Ce diagramme (%) semble épuiser les foncteurs naturels qui relient entre elles
les quatre catégories envisagées.

[page 179]

Les propriétés des foncteurs @, U, ' qui ont été utilisées, pour fournir tous les quasi-
inverses voulus de foncteurs (entre catégories localisées) induits par les foncteurs d’inclusion
du diagramme, sont les suivantes.

@ On a un homomorphisme fonctoriel dans Cat/S

X X o),  iyewd
Quand X est dans Fiby S, ®(X) est dans FibscyS [plutét Fibsc, S, cf. diag. p.
1751, donc ix € W& (= W¢ sur Fiby S). Ainsi ® induit le foncteur &, du diagramme.

Dualement, on a .
X X U(X), ix € WE,
et quand X est dans Fiby S, U(X) est dans CofibscyS [plutét Cofibscy ST, d’ou le

foncteur Uy.

@ On a un homomorphisme fonctoriel

X % 0(x), ix € Ws
et C(X) € ObParf,S.
Mais on fera attention qu’en ’absence de 1’axiome W(4b) sur W, on ne peut pas affirmer

ix € Wi méme si X est dans Fiby, S (voire, dans Parf, S), seul cas (de toutes facons)
ou on est en droit de s’y attendre. Je note a ce propos le diagramme cartésien, pour

f: X —Y dans Cat/S

Version 9 novembre 2001 110



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VI, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

Ty % fleches verticales dans Parf  C Fiby,

qui montre par exemple que
[page 180]

'on ne peut pas s’attendre que f € Ws = C(f) € WL sans disposer de 'axiome
W(4a') [qu’est-ce que c’est?] (ou d'un axiome de force comparable, tel W(4b)).

e sont ces faits négatifs (en ’absence de qui sont cause que je ne peux rien dire
C t fait tif I’ab de W(4b t d
de particulier sur les foncteurs induits par localisation fine (WE)=! des deux foncteurs
d’inclusion

LissgS «<— Parf, S — Prop S,

ou, ce qui revient au méme, de celui induit par le composé commun de ceux-la avec les
inclusions dans Fiby S

Parf S
" N

Liss S Prop S

N <
ﬂwsa

en d’autres termes, je ne peux rien dire sur les propriétés de fidélité du foncteur
(Parf, S)(Ws) ™" — (EibyS)(Ws) ™",

et encore moins que ce soit une équivalence de catégories. Donc, en 1’absence de W(4b),
pour les sous-catégories pleines F de Fiby S qui contiennent Parf S, sans contenir ni
LissyS ni Prop 5, il se pourrait a priori que les localisées

FWY)™

soient toutes différentes. Je pense notamment a Parfy, S, aussi intéressante en elle-meéme,
apres tout, que Parf S. Donc en plus des quatre localisées du diagramme (%), p. 178, il
y a toute une série infinie ‘tératologique’ de localisées

[page 181]

qui refusent de se laisser ‘boucler’ [7] par ®¢ ou Wy, et pour lesquelles méme C' n’est
d’aucun secours, faute de 1'axime W(4b).

@ Cas ou ’axiome W(4b) est satisfait.
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Alors les perplexités que je viens de dire disparaissent. On a aussit6t, en vertu de W(4b) :

Il Si X € ObFiby S, alors ix : X — C(X) est dans W§
(en supposant l'aziome W(4h))

et C fournit des quasi-inverses pour les foncteurs ‘d’inclusion’ entre localisés fins (pour W)
envisagés a la page précédente. Il en fournit [‘I1 en fournit’ barré] un également
pour le foncteur A envisagé plus haut ((*) page 178)

(Fiby S)(Ws) ™! — (Cat/S)(Ws)~,

~~

déf

~ Ic!
= HOTI,(S) ~ HOTy ()

lequel est donc une équivalence. Une autre fagon, plus évidente, de dire la méme chose,
c’est que sur chacune des catégories de I’étage les deux localiseurs WE et Ws sont désormais
identiques (puisqu’elles sont toutes contenues dans Fiby, S, ou elles [plutdt ils] le sont
justement par 'axiome W(4b)), donc le foncteur X entre ces deux localisés (définition
originale de A, dans le cas F = Fiby S, cf. page 176) est méme le foncteur identique, les
deux catégories localisées étant €gales :

HOT}(S) = HOT(S) !

Ainsi le diagramme () p. 178 prend la forme

HOT}(9)
<*> // \\
HOTyw (S) HOTS,(9).

[page 182]

Quand on interprete non seulement les deux catégories latérales HOTw (S), HOTY, (5),
mais aussi celle du milieu, comme des localisées de Cat/S, pour les localiseurs W¢, W
et Ws respectivement, les foncteurs p, o sont ceux déduits des deux inclusions

d g
W§ Wg
\ / comme parties de Fl(Cat/S),
Wy

tandis que les foncteurs 7, 7 sont déduits, par passage aux localisés, d'un seul et méme
foncteur

C
Cat/S — Cat/S,
ce foncteur ayant la vertu d’appliquer Ws dans W N W§,

moyennant W

feWs (o C(f) e Wsnws (et méme € WEY),
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(Et pour cause, puisque C' se factorise par Fiby S (et méme par Parf,5), ou Ws est
identique & W4, W& Wi, Que f € Ws implique C(f) € W est indépendant de
I’axiome W(4b), et se voit sur le diagramme

ou les fleches ix, iy sont dans Wg.)
Ceci dit, il est vrai que les couples
(p,1), (o,7)

sont des couples de foncteurs adjoints, donc (p et o étant des foncteurs de localisation)
que 1 et j sont pleinement fideles. La formule d’adjonction peut se lire comme

(%) Homyys (X,CY) ~ Homwg (X,CY) ~ Homw,(X,Y)

[page 183]
pour X, Y dans Cat/S sans plus. Un Homy indique le Hom dans (Cat/S)X%
Corollaire. Si X dans Cat/S, Y dans Fiby S, alors

Homyys (X,Y) Homya (X, Y)

s

\ /
Homy (X, Y)

sont bijectifs.
En effet, Y dans Fiby (S) implique que Y o, C(Y) est dans Wemv C Wd N WE, donc

Homwg(X,Y)LHong(X, CY) —=» Homw,(X,Y),

adjonction
et itou pour Hong (X,Y).

@ Perplexités sur les variantes affaiblies de ’axiome W(4b).

Que reste-t-il de toutes ces belles choses (plus que trois catégories HOT, au lieu de 4+ oo!)
quand on ne suppose plus que W(4b') au lieu de W(4b), i.e. 'égalité de Ws et WL dans
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Parf,S? Finalement, il me semble (contrairement a ce que j’avais cru voir) qu’il ne reste
presque rien (¥7). On ne sait alors toujours pas, pour X dans Fiby S, si

ix: X —C(X)

n’est dans Wi, et non seulement dans Ws; on ne le sait que pour X € Parf S, mais dans ce
cas on n’en a pas besoin, car I'utilité du foncteur C'(X) et de I'inclusion ix : X — C(X),
c’est ‘d’améliorer’ X et de le rendre parfait, voire méme W-parfait. Mais s’il 'est déja,
c’est plus la peine. Il y aura, comme

[page 184]

avant, 4 localisées essentiellement distinctes HOTw, HOTY,, HOTIV‘;,, HOTIV‘;,!, plus une
infinité d’autres F(WEL)~" pour F entre Parf S et Fiby S (cf. page 180), avec le seul
bénéfice qu’on peut maintenant exclure le cas F = Parf, S, car dans ce cas F(WE)™" =
F(Ws)™t = HOTIV?,!(S) fait partie des quatre canoniques. La chose décisive, c’est qu’on
n’a toujours aucun moyen de prouver que

A HOT} (S) — HOTY/ (S)

est une équivalence, et je doute que ce soit le cas. Il faudrait regarder avec W = Wp la
D-équivalence, ou D est un dérivateur Der(k-Mod), k& un anneau donné (p.ex. k = Z, ou
k un corps Z/pZ ou Q ...). Je ne vais pas le faire maintenant cependant. (Il est vrai que
I"axiome W(4b’) n’est pas non plus satisfait dans ce cas ...)

Si dans I'énoncé de I'axiome, on remplagait Parf S par Parfy, S, rien d’essentiel ne serait
changé - tout au plus je remplacerais Parf, S par Parfy, S dans le brillant diagramme p.
175. Finalement, je suis a présent convaincu qu’il faut tout ou rien : ou bien quatre
catégories HOT(S) pour W, en se contentant de W(1,2,3), ou bien rien que trois, i.e. pas
de HOT]I,CI‘,!(S) - et pour ca, il ne semble pas qu’on puisse se contenter de moins de W(4b).

[page 185]

Tl suffirait, il est vrai, de supposer que Ws = W sur I'une quelconque des sept catégories
de I'étage autres que Parf S. Cela impliquerait alors que dans les six autres, on aura
Ws = WL (mémes saturés forts dans FI(F)). Un des deux les plus faibles des axiomes en
question serait :

Sif: X —Y est un foncteur cartésien de catégories Cat-fibrées et W-fibrées
(%) sur une autre S, si f € W, alors f; € W pour tout s € S,

(et 'autre est la version duale, pour les foncteurs cocartésiens de catégories cofibrées).
Sauf erreur, cet axiome doit déja impliquer que W satisfait la version W(4a) la plus forte

8TNB Si W satisfait ’axiome des limites, alors W(4b') implique W(4b), cf. théoréme récapitulatif dans
XVI 4.4.13 (p. 58-62), notamment 2°). La condition W(4b) est la condition B de cet énoncé, et W(4b')
la condition D. (Elle est impliquée par W(4a) = C, ce que je soupgonnais nullement en écrivant XIT ...)

881y -fibrées’ signifiant ici que pour u € F1S, les foncteurs u* de changement de base X, — X,
Y,y — Y, sont dans W.
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de toutes (a fortiori W(4b)) des axiomes W(4). Cet axiome me parait donc a présent
beaucoup plus raisonnable que W(4b'), et ceci d’autant plus qu’il se réfere directemment
a la description de HOTII,CV(S) en termes de foncteurs (ou de ‘pseudofoncteurs’, si on ne veut
supposer les catégories scindées et les foncteurs compatibles aux scindages) S° — Cat.
D’ailleurs, bien qu’il n’en ait pas ’air, cet axiome est autodual, puisque la version duale,
pour S fixée, est la version directe pour S°! Cela rend cet axiome encore plus appétissant.
Donc pour formuler W(4a'), j’ai envie a présent de laisser tomber Parf,, et de faire pareil.
Si on garde deux versions W(4a') (I'ancienne) et W(4a”) (la nouvelle), I'une et "autre ont
la vertu d’impliquer W(4b). Et W(4b') (nouvelle version) doit impliquer W(4a) (version
ultraforte), sinon pour W, du moins pour W.

Mes idées étaient tenacement [?] embrouillées
[page 186]

jusqu’a aujourd’hui méme, car j'avais I'idée que, grace au mirifique foncteur C, la catégorie
Parf, S, comme les sept autres catégories de 1’étage, pourrait servir a définir HOT}, (.9).
Or il n’en est rien, semble-t-il, & moins de supposeer ’axiome W(4b), ou la variante W(4b’)
(nouvelle version). L’ancienne version de W(4b') s’avere parfaitement inutilisable.

A ce propos, je n’ail toujours pas répondu clairement pourtant, pas un ‘oui’ ou un ‘non’,
a la question :

Question : les inclusions
Lissg .S
Parfy, S

Prop,

induisent-elles, méme en absence de W(4b) (ou de ses variantes affaiblies)
des équivalences pour les localisées fines (par WL)¢ Méme question pour
Parf, S au lieu de Parfy S (*7). Méme question pour

Bifib S C Parf S,

la catégorie des calégories sur S qui sont a la fois Cat-fibrées el Cat-cofibrées.

Je ne me rends pas compte, méme en admettant (cette fois) I’axiome W(4a), si Bifib S est
assez grosse pour pouvoir décrire tous le types d’homotopie relatifs localement constants
sur 9, 1.e. si

(Bifib §)(W3)™" — (Eiby §)(Ws) ™

est au moins essentiellement surjectif, sinon une équivalence de catégories. Il manque un
foncteur
Cat/S — Bifib § ou du moins Fiby S — Bifib S,

——
ou Fib _S7?

890K en présence de ’axiome W (6bis) sur les lim_, cf. p. 192 ff.
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qui puisse jouer le role de ® et de U simultane-
[page 187]

ment. Je n’ai pas méme vérifié que ® ne transforme pas objets de Prop S ou de
Prop, W(S) en objets W-propres (donc W-parfaits, étant de toutes facons W-lisse et

méme W, -lisse) sur S (??). Si ¢’était pourtant vrai sur Prop,,, S, ¢a montrerait que 'image
essentielle de Prop S dans HOTw(S) (= (Cat/S)(Wg)™") est contenu dans HOTS ().
Prenant S = A', cela signifierait que si dans X on a une sous-catégorie fermée X, telle que
X, & X soit W_-asphérique, alors 1\ X — 0\ X est dans W - or 0\X ~ X, 1\ X ~ X,
la fleche est X7 — X, qui est bien dans W étant W-asphérique! C’est étrange et quasi-

ment immoral (°'). Mais & force de gribouillis je viens de me convaincre que méme si X
est cofibrée sur S (donc aussi W-propre), ®(X) n’est pas W-propre (ce qui impliquerait
W-parfait), ni

[page 188]

meme un W-fibré, ce qui signifierait que
sS\X — s\ X associé a s —= s’ dans S

serait toujours dans W. Posant 7' = s'\S, Z = s\9, cela signifierait que si on a un
co-tsomorphisme local
i \Z"/ — 7,
~z2\Z

ou 7', 7 ont des éléments initiaux, et si X est cofibrée sur 7, X’ son image inverse sur
Z', alors X' — X est dans W. En fait, si Z a aussi un élément final e (comme c’était le
cas tantot pour A'), alors Z' ~ z)\Z en a aussi en €/, qui s’envoie sur e, et on aura le
diagramme commutatif

J -

X’ X
w w
X, —~ X,,

d’ou 5 € W. Donc pour faire un contrexemple,
[page 189]
il faut prendre Z sans élément final.

Mais prenons Z [un] ensemble ordonné, avec un objet initial 0, mais sans objet final, et
prenons pour zo un élément mazimal de 7, de sorte que Z' = 25\ 7 soit isomorphe a {z¢}.
Il faut donner dans Cat un exemple ou l'inclusion de X, dans X n’est pas dans W. On
va prendre

90Voir réponse a cette intéressante question page 192.
910n observe plus bas que c’est ainsi chaque fois que S a un objet final.
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a
Z= 0 —
\b—z
= 2,

donc la donnée de X cofibrée coscindée sur Z équivaut a un diagramme dans Cat

Je pense que sous des conditions assez fortes (p.ex. si a, 3 sont des immersions ouvertes,
ou des immersions fermées - a vérifier!), la catégorie X est isomorphe dans Hot a la somme
amalgamée dans Cat

XQHXOXb’

et iln’y [a] aucune raison (sauf si on suppose @ € W, et encore ... ) que X — X, [[x, X»
soit dans W. Prenons Xy = X, = e, # = id,, donc a est donné par la donnée d’un élément
t de Ob(X, = T). La somme amalgamée est 7', qui n’est pas isomorphe a e dans Hoty,

[page 190]

si T' n’a pas été prise W-asphérique. Mais je vais essayer de montrer directement que
I'inclusion

T=X,—X

est € W. Pour ceci je regarde la sous-catégorie ouverte 7" de 7, complémentaire de la
sous-catégorie pleine fermée 7', et je note que X” = X|Z" étant propre sur 7" et a étant
objet final de Z”, on a

X, — X" dans W,

il reste a voir qu’il en est de méme de X" — X. Or X" est déduite de X en ajoutant
un unique élément ¢ (celui de Xj), lequel ne s’envoie dans aucun élément de X", et qui
ne recoit aucun élément de X, - par contre pour 'unique élément & de X il y a une
unique fleche de celui-ci dans £. On a donc une rétraction de X sur X", envoyant £ sur
o et la fleche précédente sur idg,. Est-ce un homotopisme? Il suffit de [montrer] qu’en
tant qu’endomorphisme ¢ de X, c’est ~idx. Or on a bien idx <— ¢, dont la valeur sur
X" est I'identité, et la valeur sur £ est 'unique ¢(&) = §o — €. C’est un peu bref, mais
¢a doit étre vrai. (De toutes fagons, X est la réunion de deux ouverts X", et de I'ouvert
X[{0,6} = X" avec X" ~ A', et X" N X" ~ ¢, donc au moins pour la cohomologie
a coefficients localement constants de X je suis a 1’aise par Mayer-Vietoris, et sais bien
que c’est celle du morceau X", donc celle de Xy [ou X,, indice illisible] nullement

celle de e !)
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[page 191]

On a donc vu au moins ceci : Si X est cofibrée donc W-propre sur S, il ne s’ensuit
nullement que ®(X) soit encore W-propre sur S (%), ni que ce soit un W-fibré. Mais que
se passe-t-1l si X € Prﬂo’wS, par exemple s’il provient de CofibscyS? Alors X est dans
Fiby S, donc on sait déja que ®(X) est dans Fibscy S, donc ce n’est pas par la qu’on

fera un contrexemple. Mais considérons encore X cofibrée sur

a
S= 0 —
\ b
donnée par le diagramme
" Xa
/
Xo
\ R
b

dans Cat, en supposant cette fois u,v € W (X € CofibscyyS). Alors ®(X) est la
catégorie fibrée scindée sur S définie par le diagramme contravariant sur S

ou 7, j sont les inclusions (qui sont des immersions fermées). Dire que X' = ®(X) est
propre sur S signifie aussi que ses restrictions au dessus des sous-catégories ouvertes {0, a}
et {0,b} de S le sont (car toute fleche A' — S se factorise par 1'une ou l'autre). Cela

[page 192]

signifie donc aussi que I'inclusion des fibres fermées
X, — X, Xy —X

sont coasphériques. Mais X, — X ne peut étre coasphérique que si X = (J, car pour
z € X, C X, z\X, (ainsi que X,/z) est vide, donc pas W-asphérique (si on ne suppose
W = FI(Cat), cas que nous excluons). Donc ®(X) n’est propre sur S que si X, et X; = ()
(résultat valable pour toute X sur S, qu’elle soit cofibrée sur S ou W-propre, ou non). Si
on veut u,v € W, cela implique donc que Xy = (), donc on a prouvé :

92yoir résultat plus précis page suivante!
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Mais chemin faisant est apparue une idée bizarre. Considérons le diagramme infini, pour

X dans Cat/S :

Soit X € Cat/S, S =0 < Z. Si ®(X) est propre sur S, alors X = (si on
suppose W # F1(Cat)).

X (X) —» (X)) —» TD(X) — ---

Si X est quelconque, ces fleches sont alternativement dans W3 et W§, donc leurs com-
posées sont dans Wy sans plus. Mais si X est dans Fiby S, comme cette catégorie est
stable par ®, W, et que sur Fiby S W3 = W& = WL = W¥W, on voit que dans ce cas les
fleches sont toutes dans Wi. On a envie maintenant de poser

P (X) = lim de tout ca

[page 193]

et on définirait symétriquement
Voo (X) = lim (X — (X)) — OU(X) — ).

Pour que ce soit utilisable, il faut poser I’axiome W(6 bis) (comparer XII, pages 14, 15).

La limite inductive d’'une suite de morphismes f; : X; — Y;, pour un morphisme de
systemes inductifs dans Cat indexés par N, est dans W si les f; le sont.

Cet axiome est voisin de W(6) de loc. cit., mais n’est impliqué par lui que moyennant
W(4b). Il est plus fort dans le cas de systemes inductifs indexés par N (donc aussi, plus
généralement, de systemes inductifs sur des ensembles ordonnés filtrants ayant un ensem-
ble cofinal dénombrable), mais ne dit rien sur les systemes inductifs sur des ensembles
ordonnés d’indices plus généraux.

Cet axiome implique aussi qu'une limite inductive filtrante de morphismes f; est W-
lisse, resp. W-propre, si les f; le sont. On trouve alors que @, (X) est a la fois W-lisse
(comme limite inductive des ®(X), dUP(X), ..., (V)" (X), lesquelles sont W-lisses
sur S) et W-propre (comme limite inductive des U®(X), ..., (V®)*(X) ...). D’autre
part, que X —= @, (X) est dans W - car WE est stable par limites inductives filtrantes
dénombrables dans Cat/S. On a donc trouvé un foncteur

[page 194]

@, : Fiby S — Parfy, S C Fiby S

et un morphisme fonctoriel

ix i X —®(X), si X € Fiby S.

Ce foncteur permet alors, en 1’absence de W(4b), de faire ce que le foncteur C' refusait
absolument. Il est vrai que (' a 'avantage d’étre défini sur Cat/S tout entier, et d’y étre
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raisonnable et méme fort utile, quand on a W(4b). Mais @, est, lui aussi, défini sur
Cat/S tout entier, ainsi que iy

d,, : Cat/S — Parfy, S
1x : X —&_ (X
Pid——d,  de ¥ (X)
ix € Ws,

avec le seul handicap (inévitable) que si X n’est pas dans Fiby S, on ne peut dire mieux
que ix € Ws, a exclusion de ix € WE. Mais pour C'(X) c¢’était forcément pareil. Donc
on a I'impression que @, au choix, ¥, bonnet blanc, blanc bonnet, joue en présence de
W(6 bis) le méme role que C en présence de W(4b). Tout au plus (en présence des deux
axiomes a la fois) le foncteur C' a-t-il Pavantage esthétique de prendre ses valeurs dans
Parf, S, au lieu de Parfy, S seulement (?). Mais il s’impose de

[page 195]

se rendre compte a présent que @, a un avantage exactement du méme ordre sur C', en
introduisant

W/ = plus petite partie ¥ de FI(Cat) satisfaisant W(1,2 bis, 3,6 bis)
et noter que
‘I)(X)(X) € Ob ParfWu,)/S, Zz- € W:L,

- mais la je m’apercois qu’on a

Ww g W:;,a
donc (' est quand méme un peu meilleur a cet égard . ..

Quand on dispose de ®., avec les propriétés qu’on vient d’expliciter, on trouve que
I'inclusion

Parfy, S — Fiby (5)

induit une équivalence non seulement pour les localisés pour Ws, mais aussi pour les
localisés fins

(Parfyy §)(W§) ™" — (Fiby () (W§)™" = HOTy ()

("). Mais on ne peut pour autant réduire le nombre des localisés utiles a trois, en I’absence
de W(4b). Tout au plus, ayant un foncteur @, qui est plus simple que C, en I’absence
de W(4b), du fait qu’on sait de toutes fagons que

ix : X — 0 (X)

est dans WL si X est dans Fiby, S, peut on

93 En fait ®,, = C, si C est défini via des chemins infinis d’un seul c6té simplement. Si on définit C
via les chemins finis de tous types ¢, alors il prend en effet ses valeurs dans Parf,,S.
940n peut y remplacer méme Parfy, S par Parfy,, S, ou par toute autre sous-catégorie pleine de Fiby, S

contenant Parfy; ., S.
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[page 196]

espérer s'en tirer avec la variante affaiblie de W(4bh) obtenue en se bornant dans 1’énoncé
de W(4b) (p. 171) au cas ou X, Y sont dans Parfy,S. Cette fois, ¢a suffit en effet a
impliquer que le foncteur

X : (Fiby S)(WE)™" — (Fibyy §)(Ws) ™!

est une équivalence de catégories, puisque on peut le ‘calculer’ aussi bien en utilisant
Parfy,,S au lieu de Fiby S, or I'hypothese W(4b(WY))) implique que sur Parfy, .S les
deux localiseurs WL, Wy sont égau.

Il faut une conclusion pratique utilisable de toutes ces perplexités et observations. FEs-
sayons

Proposition. Supposons que l'on soil sous l'une des conditions suivantes.

1°) L’axiome W(4b) est satisfait dans le cas de catégories X, Y qui sont dans Fibscy y S
(%) (cette condition sur W est en fait autoduale).

2°) L’aziome W(4b) est salisfail dans le cas de catégories X, Y qui sont dans Parfy,,S,
ou W/ est le plus petit ensemble ¥ C  Fl(Cat) satisfaisant les condilions
W(1,2 bis, 3,6 bis). (On peut aussi se contenter de la condilion, plus forte mais
plus compréhensible, que W(4b) est OK st X, Y sont dans Parfy, S (°°).) De plus,
on suppose que W satisfait W(6 bis).

Sous ces conditions, le foncteur correspondant [¢] A
HOTY(S) — HOTH/(S)

est une €quivalence de calégories (cf. diagramme p. 178), donc (p,i), (0,7) peuvent élre
regardés comme des couples de foncteurs entre deuz calégories (cf. (x) p. 181). Ce sont
des couples de foncteurs adjoints, donc 1, 7 sont pleinement fidéles, et on a la formule
d’adjonction (%), page 182.

[page 197]

Pour prouver I'adjonction de (p,7) (ou dualement de (o, 7)), on exprime encore les deux
catégories en présence HOTyw (S), HOTI, (S) comme (Cat/S)(Wd)~, (Cat/S)(Ws)™!, le
foncteur p étant la localisation canonique allant du premier vers le second, et le foncteur
2 étant donné par un foncteur d’inversion

~: (Cat/S, Wg) — (Cat /S, W9)
qui est C' dans le cas 1°, &, dans le cas 2°. Les morphismes d’adjonction
pi —id, 1p~—id

doivent se décrire alors comme dans le cas ol on suppose tout bonnement W(4b), et les
compatibilités se voient de méme : on est ramené a prouver que deux fleches

mais c’est équivalent & W(4b)! Cf. XVI 4.9. loc. cit.
96Mais cela implique aussi W(4b), cf. loc. cit.
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sont égales dans (Cat/S)(WJ)~!. La vérification dans le cas 1°), ou v = C, ne doit pas
étre changée. Dans le cas 2°) ou v = @, je ne I'ai pas fait. Je ne le ferai que sous la
pression des besoins.

@ Loi contravariante de HOTy (5), HOTS, (S).

Il y a pour
f:58—S
un homomorphisme du diagramme
HOTI;V(S')\ [Plutdt HOTS(S)
HOTw(5) HOTYy, (5 HOTw(S) HOTy,(5) ]

[page 198]

dans le diagramme similaire pour S [plutdt S5], par des foncteurs f* qui sont définis
respectivement sur

Lissyy S pour HOTw (S) — HOTw(S)
Prop,.S pour HOT{(S) — HOTH(S)
Fiby S pour HOTY(S) — HOT} (S,
par I'intermédiare des foncteurs
Lissy S — Lissy S’
J* i X=X xs8":4 Prop,,§ — Prop, S’
Fiby S — Fiby S,

lequel foncteur est compatible avec les localiseurs pretinents, qui sont W£ dans tous les
cas. Par contre, en ’absence d’hypotheses draconiennes sur W ou sur S, on ne peut dire
que f* soit compatible avec Ws, Wg sur une quelconque des catégories du diagramme
p. 175, permettant de définir HOTII,CV!(S ), de facon a nous donner un foncteur

HOTY (S) — HOTy(5").

En I"absence d’axiomes sur W, le seul cas qui me soit connu est celui ou f est une W-
€quivalence universelle, i.e. une W-fibration a fibres W-asphériques, auquel cas il est
évident que pour toute fleche u : X — Y dans Cat/S, u € Ws si et seulement si (u' :
X'—Y") € Wg. On trouve alors un homomorphisme du diagramme complet (*) p. 176
[plutdt p. 178] pour S, dans le diagramme correspondant pour S’.

Si on suppose W(4b), alors W5 = W sur Fiby, S, donc sur cette catégorie-la le foncteur
[* est compatible (sans mérite!) avec les localiseurs Ws, W/, mais ce n’est pas nouveau
vraiment
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[page 199]
par rapport & ce qui a été dit plus haut, pour Fiby S, Fiby, S’, et pour les HOTS; .

Mais si on suppose W(4a), et f € Fiby, alors f* sur Cat/S tout entier est compatible
avec les localiseurs Ws, W, et on trouve un calcul de f* sur HOT}5/(S) ~ HOT} (S) par

fr(hot's (X)) = hot'§ (X x5 5").

Donc c’est la un cas, exceptionellement, ou les foncteurs f* pour les HOTy sont com-
patibles non seulement aux foncteurs d’inclusion ¢, j (de la page 176 [plutét p. 178]),
mais aussi aux foncteurs de localisation p, o.

Oubli : Sip: S"— S est W-propre, alors p* : Cat/S — Cat/S’ est compatible avec
Wd, WS, et p* : HOTw (S) — HOTw (S’) peut se ‘calculer’ par la formule

p*(hot&w(X)) = h0t517w(X Xs S,)
pour tout X dans Cat/S.

@ Produit dans HOTw (95).

Le foncteur
(X,Y)— X x5V : Lissy S x Lissy S — Lissy, S

est compatible avec les localiseurs Wi x WE et WE, donc passe aux localisés en
(&n) — &xsm

(°7). Ce produit est associatif, unitaire, commute avec toutes les compatibilités habituelles,
comme il résulte du fait que c’est comme ¢a dans Lissg. L’élément unité est la classe de

s 9 La sous-catégorie HOT};(S) est stable par le produit, qui induit
[page 200]

HOTY(S) x HOT,(S) — HOTY(S),
lui-méme induit par le foncteur produit (X,Y)— X xg VY dans Fiby S.
Si X est quelconque dans Cat/S, le foncteur

multy/s : VX X5V : Lissy S — Cat /S

est compatible avec les localiseurs W3, car ce foncteur peut s’écrire comme le composé du
foncteur correspondent a valeurs dans Lissy X, lequel est compatible avec les localiseurs

TNB Si X, Y sont quelconques dans Cat/S, on a hots w (X) xg hotsw(Y) = hotgw (Ps(X) xg
®5(Y)). Si X ouY est lisse sur S, on peut y remplacer ®(X) resp. ®(Y) par X resp. Y.
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W4, W¢, et le foncteur ‘oubli de X de Lissyy X (méme de Cat/X) dans Cat/S, lequel est
compatible avec W§ et WJ. On trouve ainsi un foncteur
multx g : HOTw (5) — HOTw (S5)
multx/s(hotsw(Y)) a hotgw (X xsY) si Y lisse sur S
(%%), puisque HOTyw (S) peut s’obtenir comme localisé tant de Lissy, S que de Cat/S, pour
W4, Quand X est lui-méme W-lisse sur S, ce foncteur n’est autre que
multg 1 p—§ xXgn,
ou f = hOtS’W(X).

Mais il n’en est pas de méme si X n’est pas lisse, 1.e. il faut distinguer dans ce cas, méme
pour Y W-lisse sur S,

hOtS’W(X Xs Y) et hOts’W(X> Xs hOtS’W(Y>.

Le deuxieme terme peut s’expliciter comme hots w (®(X) xsY') qui recoit hotsw (X xsY),
l.e.
[page 201]
on a un homomorphisme canonique
h0t57w(X Xg Y) — hOtS,W(X> Xg h0t57w(Y>,

= multX/S(Y) = h0t57w(¢(X)XSY)

induit par

X ><5Y—>‘I)(X) XSY,

mais cette derniere fleche n’a aucune raison d’étre dans Wg, et n’induit donc pas nécessaire-
ment un isomorphisme dans HOTw (5). (Contrexemple page 154.)

Il faut regarder a part le cas ou X est dans Fiby, S, j’ai envie de dire que dans ce cas on a

(*) h0t57w(X X g Y) = h0t57w(X) Xg h0t57w(Y)

= hot s w(®(X)xs ®(Y))
(*?) pour tout Y dans Cat/S (pas nécessairement W-lisse), a fortiori que dans ce cas

multy /s = mult, dans HOTw (9)

(+)
ou ¢ = hotg/w(X/S) (si X dans Fiby5).

9 (ette formule est également valable si Y est dans Fiby, S, cf. (%), p. 202.
99(ette formule n’est établie qu’en supposant ou bien Y W-lisse (en plus de X W-fibré sur S), ou bien
X W-propre, p.ex. X W-parfait.
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Dans le cas ot Y est lisse sur S (ce qui suffit pour établir (*:x)), il suffit de se rappeler que
X — &(X) est dans WL (résulte du fait que X est W-fibré sur S ('), donc X, — s\ X

est dans W,V s € S), donc X x5V — ®(X) x5V est aussi dans W}, donc (comme
X (X)
Y 0] Y

Xy, ®(X)y sont W-fibrés sur Y) dans Wy, donc aussi dans W¢. En fait, méme sans
supposer Y lisse, ceci montre que 'on a

[page 202]
(%) hotsw (X x5 V) > multy,s(hotsw (X)) si X est dans Fiby S.

Pour avoir (*) pour Y quelconque, on peut par ce qui précede supposer X lisse (quitte a
le remplacer par ®(X)), donc X dans Lissg yS. Il faut voir que

X ><5Y—>X XS(I)(Y)

est encore dans W3. Or si X est W-propre sur S, le changement de base X — S est
compatible avec W§, W§ (sur Cat/S tout entier), et on gagne. (Ca doit étre faux sans
hypothese de W-propreté sur X, ou de W-lissité sur Y ...)

Quand on a

83,

alors

[ HOTw(S) —HOTw(S5")
est compatible avec les structures de produit.

Les foncteurs fi : théoréme d’adjonction, propriétés du dérivateur HOTy .

Soit
f:8—28

dans Cat, alors le foncteur induit
fi: Cat/S"—Cat/S

est compatible avec les localiseurs (W, W¢), ou (WE,, W§), ou (Ws,Ws). On trouve
donc un foncteur induit pour les localisées, et [un] diagramme commutatif

[page 203]
HOTw(5) | | HOT(S)
\p‘ | /
1 HOTY/ (5") 5
HOTW(S) £ HOT?,V(S).
\p‘ /

HOT}/ (9)

1003] suffit méme W-prélisse sur S
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On n’a pas de foncteur f° au niveau des HOT},, sauf si on fait une hypothese, telle

W(4b), qui assure que HOTYS! ~ HOTY;.

Le théoreme principal, que le foncteur fi est adjoint a gauche de f*, est valable sous la
seule hypothése W(1,2,3) (*°'). Donc dualement pour f°, fr. Mais comme on n’a pas de
foncteur fi%,, la question d’adjonction ne se pose pas pour f général, et sans hypothese
W(4b) sur W. Elle ne se pose, apparemment, que pour f un W-fibré trivial (cf. fin de

@, p. 198), et dans ce cas 'adjonction ne doit pas faire de difficultés. Mais tant que je

n’ai pas de sentiment bien net au sujet de la signification des HOT};,, ce n’est pas la un
résultat bien bandant [sic].

L’adjonction de fi, f* pour HOTw permet déja de montrer que le prédérivateur HOTw
[page 204]

satisfait les conditions Der 1, Der 4’, Der 5" des dérivateurs. De plus, on a ce qu’on peut
appeler la propriété Der 3b pour HOTw en tant que W-dérivateur, i.e.

Si f € W, alors [ est une HOTw -équivalence ('°?) (moyennant les seuls
axiomes W(1,2,3) sur W). Plus précisément, f est une HOTw-équivalence si
et seulement si hotw (f) est [un] isomorphisme, i.e. f € W, le saturé fort de

Ww.

Si W satisfait W(4bh), alors on a également un couple de foncteurs adjoints

flc
!

HOTS; (S) HOTS(S)

e
pout toute fleche S" —= S dans Cat. On voit aussi dans ce cas que

si f: 5" —= S est dans W, alors fi et fl¢ entre HOT}; (S) et HOT}(S’) sont

des équivalences quasi-inverses I'une de 'autre (moyennant W(4b)),

ce qui est 'axiome Der 3b, ‘version W-dérivateurs’. On ne peut s’attendre a mieux, du
coté Der 3!

Oubli : Soit f: 5 — S, on a alors : HOTw (S) — HOTw () est égal & mults s
(cf. p. 200). Il est donc égal a multe, ou & = hotsw(S’), si on suppose ou bien S" W-lisse
sur S, ou bien S’ W-fibré sur S (cf. (%), p. 201).

@ Théoréme de changement de base pour fi dans HOTw.

Sion a

10%j . avec ces nouvelles notations Loc(1,2,3 bis) (cf. XVI).

1020 le prouve en interprétant la notion de HOTy -équivalence par la HOTyy -homologie. Cela revient
finalement & ceci : Si f:S"—> S est dans W, alors VT, S’ x T — S x T aussi!
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X4 x
f f!
S 72 g

avec f W-lisse ou g W-propre [la suite manquel
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[page 1]

Comme le formalisme ‘simplifié’ des chemins que j’ai voulu dégager a la va-vite s’est
révélé d'une lourdeur insupportable, de nature a le rendre quasiment inutilisable, je vais
essayer de dégager un formalisme souple, collant a l'intuition, au prix seulement d’un
effort conceptuel supplémentaire.

1 Intervalles et leur variantes

On appelle catégorie intervalle standard une catégorie définie par un ensemble ordonné,
dont I'ensemble des élements est un intervalle d’entiers [0,n] (n € N, on n’exclut pas le
cas n = 0, i.e. de la catégorie ponctuelle {0}) :

ObI =10,n] C N,
et satisfaisant I’hypothese suivante :

a) pour toute paire de deux sommets consécutifs 1 — 1, 1 de [ (1 < i < n),ilya
une fleche qui les relie, donc soit 1 —1 + 1, soit 1«<—1 4+ 1 [plutdt + — 1 —»1,
7 — 1 +—1] (cette fleche est notée u;,

(i—1)=~i ou (i—1)~=1i).

b) La catégorie I est engendrée par l’ensemble de ses fleches u; (appelées fléches de
transition).

La fleche de transition est dite directe si elle va de 1 — 1 a 1, rétrograde dans le sens inverse.
Si on affecte I'intervalle [¢ — 1,7] du signe + ou — suivant que u; est directe ou rétrograde,
on voit donc que les

[page 2]

intervalles standard de longueur donnée n correspondent biunivoquement aux systemes
de signes + ou — sur les n intervalles de transition [z — 1,i] (1 < ¢ < n), il y en a donc
2", Le sommet 0 est 'origine ou la source de 'intervalle, le sommet n 1’extrémité ou le
but de I'intervalle.

Un intervalle standard est orienté, du fait qu’on a la relation d’ordre total naturelle sur
I’ensemble de ses sommets, savoir celle des entiers dans [0,n]. Quand on parlera de la
relation d’ordre sur [, qu'un sommet ¢ en ‘précéde’ ou ‘suit’un autre j (i < joui > j
respectivement), c’est de cette relation d’ordre qu’on voudra parler. Celle associée a
la structure de catégorie ne sera jamais regardée comme une relation d’ordre. Il y a
également une relation d’ordre total naturelle sur I’ensemble des fleches de transition wu,
(1 <i < n), donnée par la relation d’ordre des entiers 7, 1 <i < n, qui les indexent. On
dira qu’une fleche 7 [plutét w;] de transition précede ou suit une autre [u;], ou qu’elle
est successeur immédial ou prédécesseur immédial d'une autre (sii=j+1oui=j—1).
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Si on a un ensemble d’entiers

ECZ,

on considérera dans F la relation d’équivalence engendrée par la relation entre deux
éléments (1,7) de E : j est successeur immédiat de 1 dans Z (i.e. j = 1 + 1). Deux
éléments distinct ¢, 7 de F sont congrus pour cette relation si et seulement si I'intervalle
d’entiers qu’ils déterminent est C F, donc

sit < j,tetjsont ‘connectés’ dans F si et seulement si [¢, 7] C F.

[page 3]

Quand on parlera des ‘composantes connexes’ de F, il s’agira toujours des classes suivant
cette relation d’équivalence.

Nous identifierons I’ensemble des fleches de transition Fltr(/) de I a 'intervalle d’entiers
[1,n], donc a une partie de Z. Si on a une partie £ C Fltr(/), on y a donc la notion
de fleches de transition ‘connectées’ dans F, et la notion de connexité pour E. Si: < j,
u; et u; sont connectées si et seulement si toutes les fleches de transition intermédiaires
entre u; et u; sont dans F. Et F est connexe si et seulement s’il est soit vide, soit formée
d’une suite de fleches de transition dont chacune est successeur immédiat de celle qui la

précede,

Eo={us Uiy - Ui b
ou [ est le cardinal de E. Une telle E est appelée une chaine de fleches de transition, et [
est sa longueur. Une chaine est dite composable si le composé w; ;_y 0---0wu;  ou; [ou
U; O Uy O...0u; ;1] aun sens, i.e. si elles sont toutes de meéme sens, soit directe, soit
rétrograde.

On désigne par Fltr(7), Fltr=(I) I'ensemble des fleches de transition directes, ou rétro-
grades, respectivement. Leurs composantes connexes ne sont autres que les chaines com-
posables maximales. Ainsi, les chaines composables maximales forment une partition de
I’ensemble des fleches de transition, en intervalles d’entiers mutuellement disjoints. Les
chaines forment elles-mémes un ensemble totalement ordonné

Ci, Cy, ... C, (1 <r<n).

[’entier r s’appelle la longueur utile’ de I'intervalle

[page 4]

I, c’est donc le cardinal de I'ensemble de ses chalnes composables maximales.

Deux chaines composables maximales [consécutives] sont toujours de signe opposé, si
I'une est directe 'autre est rétrograde, et inversement. La premiere chaine composable
maximale C (disons simplement ‘chaine structurale’) a le meéme signe que u;; [on] dit
que la direction initiale de I est directe, resp. rétrograde, s’il en est ainsi de uy, ou ce

qui revient au méme, de Cy. De méme on définit la direction finale de I comme celle de
u,, ou encore celle de C,.. Direction initiale et finale sont égales si la longueur utile r est
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impaire, inégales si elle est paire. (NB Ce n’est que pour n = 0, i.e. quand [ = {0} est la
catégorie ponctuelle, que direction initiale et direction finale ne sont pas définies.)

Les chaines composables correspondent aux sous-catégories pleines de [ qui sont isomor-
phes a une catégorie A; (ou ¢ est la longueur de la chaine). Notons que A; n’a pas
d’autre automorphisme que 'identité, donc les chaines maximales de longueur donnée
t > 1 correspondent exactement aux foncteurs

qui sont injectifs sur les sommets. Un tel foncteur est pleinement fidele, et un monomor-
phisme. Ce foncteur définit une application strictement croissante ou strictement décrois-
sante sur

[page 5]
les sommets, suivant que la chaine est directe ou rétrograde.

Notons que tout simplexe type A;, ¢ > 0, peut étre vu comme un intervalle, de longueur
i, de longueur utile 1 (si ¢ > 1, 0 si + = 0). Son origine est 0, son extrémité est i.
Mais appelons une catégorie quelconque une catégorie intervalle si elle est isomorphe a
un intervalle standard. Notons ici

Proposition 1. Soit I un intervalle standard de longueur n > 1.

a) Soit v € I. Pour que i € {0,n}, i.e. pour que i soil un des deux ‘bouts’ (ou
‘extrémités’) (source ou but) de I, il faul et il suffit que l'une des deux calégories
1/i ou i\T soit la calégorie ponctuelle el que Uautre soil isomorphe a un A; (1).
(Caractérisation intrinséque des bouts d’un intervalle.) Pour que i soil la source, il
faut et il suffit que i\ [phrase incompléte]

b) Toul foncteur I — I qui fize les deux extrémités de I est Uidentilé.

Corollaire. Le groupe des automorphismes de I a au plus deux éléments. S’il en a deux,
Pautomorphisme non trivial échange les deuz extrémités. (On dit alors que [intervalle
est symétrique. )

[page 6]
NB Si i n’est pas un bout, et si néanmoins 'une des deux catégories i\ 1, I /i est ponctuelle,

disons 1/1, alors au voisinage immédiat de ¢, [ a la forme

U, U,
=3 Z241
* - ° . o

1 —1 ? 1+ 1

(u; rétrograde, w;,, directe - si ¢’était i\/ la ponctuelle, alors u; serait directe, w;
rétrograde - en tous les cas ces deux fleches sont de sens opposé, i.e. non composables).
On trouve donc que 7\ est une catégorie de la forme

'oul j est la longueur de 'unique chaine structurale qui ‘touche’ i (i.e. telle que i soit dans la sous-
catégorie pleine définie par ladite chaine).
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" .

P 1+,

ou r est la longueur de la chaine structurale contenant wu;, s celle de la chaine structurale
contenant u; ;. Cette catégorie est une somme amalgamée A, 11A; (recollées suivant leur
origine), mais n’est pas isomorphe a une A;, p. ex. faute d’avoir un objet final.

Cette observation prouve a). Pour prouver b), il suffit de prouver que l'ordre total sur
I est déterminé de facon intrinseque, par le choix de lorigine so de I (parmi ces deux
extrémités). Supposons que l'on ait déja déterminé intrinsequement les sommets sg, s1,
...y 8; (1 > 0). Comment déterminer 5,417 (Quand ¢ < n.) Soit I’ la sous-catégorie pleine

de 1
[page 71

formée des j € I qui ne sont pas parmi les s; [plutdt szl déja construits, sauf le dernier
s; (donc s; € I’y card I' > 2). Alors I’ est isomorphe a un intervalle standard, avec s;
correspondant a 'origine. Une des catégories 7\ 1, I /i est ponctuelle, 'autre isomorphe a
une catégorie A;, et de plus, ¢ est objet initial ou final de A;. Si c¢’est 'objet initial 0,
on prend pour s;41 le successeur immediat de ¢+ dans Aj;. Si c’est 'objet final 7, on prend
pour ;41 le prédécesseur immédiat 7 — 1.

Si on était parti du but n de I, au lieu de partir de la source, on aurait trouvé la
relation d’ordre total opposée. Affectant 1’élément but du numéro d’ordre 0, on trouve
une renumération de I, ¢+ devenant n — 7, et les fleches de transition qui étaient directes
pour la relation d’ordre initiale, deviennent rétrogrades dans la relation d’ordre opposée,
et inversement. On voit ainsi :

Proposition 2. Si [ est un intervalle standard, il existe un unique couple (I',0), ou I'
est un intervalle standard, et 0 un isomorphisme [ = 1" qui transforme le but de I dans
la source de I' (et la source de I en le but de I').

Cet intervalle I’ est appelé I'intervalle opposé de I. 1l faut le voir, intrinsequement, comme
la ‘méme’ categorie I, mais avec une ‘orientation’ opposée.

[page 8]

Une facon plus claire de voir ceci est la suivante. Soit J une catégorie intervalle, i.e.
isomorphe a un intervalle standard. Alors il y a exactement (si [ % ¢) deuz couples (I,0)
d’un intervalle standard [ et d’un isomorphisme 6 : I =».J. Ces deux isomorphismes
induisent sur J deux ordres totaux, opposés I'un de "autre. Chaque couple est déterminé
de fagon unique par ledit ordre total, qu'on appelera une orientation de 'intervalle .J.
Ainsi J a deux orientations, et chacune détermine un isomorphisme orienté (i.e. respectant
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les orientations) de .J avec un intervalle standard (?). Ces deux intervalles sont les mémes
si et seulement s’il existe un automorphisme de .J (nécessairement unique) qui échange ses
deux orientations, ou ce qui revient au méme, qui échange entre elles les deux extrémités.
(Ainsi les catégories opposées I'une de 1'autre

PN SN

sont chacunes des intervalles symétriques.) Choisir une orientation revient aussi ‘a choisir
I’origine parmi les deux extrémités.

Notons que la catégorie opposée a un intervalle est un intervalle, et la catégorie opposée
a un intervalle standard est I'intervalle standard qui s’en déduit en changeant tous les
signes sur les intervalles de transition [i — 1,¢] (1 < ¢ < n). On se gardera de confondre
la propriété I o~ I°, avec la propriété de symétrie.

[page 9]

Ainsi les deux catégories (U et @) ci-dessus sont symétriques, mais opposées I'une de
I'autre sans étre isomorphes. D’autre part, les A; ne sont pas symétriques, mais chacune
isomorphe a la catégorie opposée.

Si I est isomorphe a la catégorie opposée I°, et si 6 est un tel isomorphisme (nécessairement
unique), alors il est immédiat que 6 renverse l'orientation (sinon ce serait 'identité sur les
sommets, et les fleches de transition seraient a la fois directes et indirectes), donc 6(0) = n,
6(1) = n — 1, et on veut que u; et u, sont de méme signe. Mais si [ est symétrique, u;
et u, sont de signe opposé. Donc I ne peut étre a la fois symétrique et isomorphe a
Iintervalle opposé [plutét & la catégorie opposée; exception : [ = {0}].

Pour toute catégorie A;, celle-ci étant un intervalle, il y a (si ¢+ > 0) deuz orientations.
En tant qu’intervalles orientés, il y a A} (avec I'orientation ordinaire, donné par I'ordre
ordinaire sur Ob A; = [0,1]), et A; avec I'orientation opposée.

2NB On parlera de Vintervalle orienté opposé I°PP d’un intervalle orienté I, qu’il faut se garder de
confondre avec la catégorie opposée I°. Ici I°PP a méme catégorie sous-jacente que /, mais avec une
orientation opposée.
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[page 10]

2 Sous-catégories pleines d’un intervalle

Soit [ une catégorie intervalle orientée, de longueur n > 1. Nous identifierons Ob [ a
I'ensemble des entiers [0, n]. Pour une chaine u;, u,,, ..., u;;_; de fleches de transition
dans I, on appelle domaine de la chaine, ’ensemble des sources et de buts de ces éléments.
(C’est donc un intervalle d’entiers [¢ — 1,7 + [ — 1], de longueur [ égale a celle de la chaine,
dont l'origine est déterminé par la premiere fleche u; de la chaine (c’est sa source, si u;
est directe, et son but si u; est rétrograde), et dont l'extrémité est déterminée par la
derniere u;,;_,. Les intervalles d’entiers (vus comme des sommets de I) correspondant
aux chaines structurales sont appelés les intervalles structuraux ou intervalles critiques de
I. Contrairement aux chaines structurales, ces intervalles ne forment pas une partition
de I, puisque deux intervalles structuraux peuvent avoir une extrémité commune. Si les
chaines structurales sont

Ci, Cyy ..., C, (r = longueur utile de [)

de longueurs

lla l27 R lra

alors les intervalles structuraux sont

[0711]7 [117l1+l2]a L [ll+"'+lr—17l1+"'+lr—1+lr]a
1 I 1,

une suite d’intervalles d’entiers dont deux consécutifs ont une extrémité commune, et tels
que si ¢ < j, chaque élément de [ soit < chaque élément de I;. On appelle sommet critique
de I les extrémités des intervalles structuraux.

Proposition 3. Soit s € I, soit I' = [/s (sous-catégorie pleine de I des s’ tels qu’il
eviste ' —s), 1" = I/s [plutét 1" = s\I1, I\, = (I/s)\{s}, I = (s\I)\{s} (*). Pour

que s soit critique, il faut et il suffit que I\ {s} soit catégorie somme de I} et .
[page 11]
Proposition 4. Soient 1,7 dans I, avec 1 < 7. Conditions équivalentes :

a) 1l existe une fleche entre i el j (soil i —» j, soil j—1).

b) i et j appartiennent a un méme intervalle structural (nécessairement unique).

¢) La sous-catégorie pleine de I définie par l'ensemble d’objets [i, j] est isomorphe a
une A, (on aura oo =j —1).

3i.e. qu’on ait : il n’y a pas de fléches entre un élément de I} et un élément de Tf.
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On dira alors que 7 et j sont directement connectés dans I. (Et on utilisera la méme
terminologie dans une catégorie quelconque : 7 et j sont directement connectés si et
seulement si Homy(7, j) ou Hom;(j,¢) est non vide.)

Proposition 5. Soit J C [ une partie de I, considérons la sous-catégorie pleine de I
qu’elle definit. Alors :

a) Les composantes connexes J, de J sont des intervalles et Uordre induil sur un J,
par celui de [ est une orientation (dite orientation induite) de .J,.

b) Supposons card J > 1. Soit i le plus petit élément de J, j le plus grand élément,
donc 1 < 3. Pour que J lut-méme soit un inlervalle, il faul et il suffit que toul
sommet critique dans [1, ] soil élément de J.

(*)-
NB Si s € [1, 7] est un sommet critique de I qui n’est pas dans .J, alors par la proposition 3

il disconnecterait J, i.e. J serait somme directe de deux sous-catégories J' et J” non vides
(1€ J', 5 €J"), donc J ne serait pas un intervalle.

[page 12]

Corollaire. L’ensemble des sommets critiques de I est aussi 'ensemble des sommets du
plus pelil sous-intervalle de I contenant les extrémités. Plus généralement, si 1 < 7 sonl
deux sommets de I, le plus petit sous-intervalle de I contenant i, 7 est formé de 1, j el
des sommets critiques s lels que 1 < s < J.

Définition. Un intervalle est dit réduil (ou irrédondant) si tous ses sommets sont cri-
tiques, ou ce qui revient au meme, si ses chaines structurales sont de longueur 1.

Un intervalle orienté réduil est connu, a isomorphisme pres, quand on connait

a) sa longueur n,

b) sa direction initiale 4+ (directe) ou — (rétrograde).

NB Cette direction est la méme que la direction finale si n est impair, elle est opposée si
n est pair.

Ainsi, suivant les deux cas de direction initiale, on trouve

0—1<+—2— - ceen (Avec n — 1 —>n sin impair,
n—1<—n sin pair.)
0—1—2<«— - ceen (Avec n — 1 «<—n sin impair,

n—1—=n sin pair.)

40n appelle sous-intervalle de I une sous-categorie pleine connexe, i.e. qui est elle-méme un intervalle.
Notons d’ailleurs que toute sous-catégorie I’ de I qui est un intervalle, est nécessairement pleine, cf. plus
bas [paragraphe] des foncteurs entre intervalles.
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Proposition 6. Un sous-intervalle J, ayant i et j (1 < j) comme plus petil et plus grand
sommet, est réduit si et seulement st toult s € J distinet de 1 et de j est critique.

Corollaire. La sous-catégorie pleine de I formée des sommels criliques est un sous-
intervalle. On Uappelle Uintervalle réduil associ€ a I, noté Iq.
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[page 13]

3 Chemins. Catégorie de chemins d’un type donné 7.

Soient [ un intervalle orienté, et X une catégorie. On appelle chemin de type I dans X
tout foncteur [ — X, et catégorie de chemins de type [ dans X la catégorie

Ch;(X) = Hom(7, X).

Comme [ est canoniquement isomorphe a une catégorie intervalle standard Iy, on peut
identifier les chemins de type I, au de type [y. Le type 7 d’un chemin le longueur n
(= card I) dans X peut donc étre décrit par une suite de n signes + ou —

T1y, T2y «ov 5 Tp (Ti € {_1,+1} pour 1 S l S n)

A cause du fait que I est engendré pas ses fleches de transition, un foncteur ¢: I — X
est déterminé quand on connait

a) Les ¢(i) (« € I), i.e. une suite de n + 1 objets de X :

ag, 1y v, Ap (5>7

b) Les ¢(u;) (ou les u; sont les fleches de transition dans [), i.e. pour tout ¢ € [1,n] une
fleche u; dans X entre a;_; et a;, allant de @,y dans q; si y; est directe (1; = +1),
et de a; dans a;_1 si u; est rétrograde (7, = —1),

et a toute telle donnée a), b) correspond un foncteur. Ainsi on pourra identifier les chemins
de type [
[page 14]
dans X aux diagrammes du type précisé dans X. FEt les morphismes entre chemins

corres dent d 2 hi tre di t a' flech !
pondent de méme aux morphismes entre diagrammes a et a’, une fleche a —a
étant donc une suite de n 4+ 1 fleches

, .
a; a; —a,, i €10,n],
satisfaisant la condition de commutativité pour les n carrés

u;
Ai—1 — ;

ai—ll lai (cas u; directe)

Sag est dit la source du chemin, a, son but.
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ou

aioi ai (cas u; rétrograde)

a g
2—1 2"

S1 on a une fleche entre deux sommets quelconque 7, 3 dans I, avec 1 < j et j non
successeur immeédiat de ¢, alors ¢, 5 appartiennent a un méme intervalle critique, et dans
I on aura

iﬁﬁli—{—l&a---j—lﬁ»j une chaine de longueur 3 — ¢ > 2

ou
DU SR (PR S [

et la fleche correspondante entre a; et a; s’obtient en composant les fleches u; correspon-
dantes.

[page 15]

Exemples.

1. I =Ag=¢, Chy(X) ~ X. Les chemins de longueur 0 s’identifient aux objets a de
X. L’unique élément id. de FI(7) donne id, dans X.

2. I = A}, Chy(X) ~ FI(X). Les chemins de type Af sont ceux de longueur 1 et
directs, i.e. donnés par une fleche

ag —>

dont la source est aussi la source ag du chemin. Par contre, les chemins de type AT
sont donnés par des diagrammes

ag = an,

i.e. par des fleches dont le but est considéré comme source du chemin. Bien str,
les catégories ChA;r (X) et ChAl-()&) sont canoniquement isomorphes, mais par un
isomorphisme qui €change source et but du chemin. Nous nous garderons donc bien
de confondre les deux chemins précédents.

[page 16]
3. A}, A7, correspondant aux diagrammes
ag —> a1 —*> 4y

resp.
g +—— a1 +—— a2,

on peut faire une remarque similaire que pour A}, A7.
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4. ®,, Uy, ce sont respectivement les intervalles

0
D 021 ou 1< ;
2
et
0
U, 02129 ou 1/
\2

Ils correspondent respectivement aux diagrammes

Ug Uy
g +— a1 —> dy

et
adg —> a1 <—— 4y.

Les catégories @, ¥; sont opposées I'une de l'autre, et ne sont pas isomorphes.
Aussi n’y a-t-il en général aucun isomorphisme entre Chg (X) et Chy, (X).

Soit I un intervalle orienté, et considérons 'intervalle oppose T°PP, ayant meéme catégorie
sous-jacente mais l'orientation opposé. Comme la définition de la catégorie des chemins
du type I ne fait pas intervenir l'orientation de I, on a donc un isomorphisme canonique

Chy(X) =2+ Chpors(X).

[page 17]

Néanmoins on se gardera de confondre un chemin de type I avec le chemin opposé de
type I°PP, la source de I'un étant le but de I'autre et inversement. C’est dire qu'un chemin
doit étre vu comme plus qu’'un simple foncteur

I— X,

il faut de plus se donner "orientation de I comme faisant partie de la structure de chemin.
Donc la définition formelle raisonnable, qui colle a I'intuition du chemin comme allant
d’une source bien définie vers un but également bien défini, c’est qu'un chemin (défini
en termes d'une catégorie intervalle ) est la donné d’un couple (w,c), ou w est une
orientation de I, et ¢ un foncteur ¢ : I — X. Quand on regarde la catégorie des chemins
d’un ‘type’ déterminé, ce type est (I,w), et non I. C’est quand w est fixé une bonne fois
que cette catégorie s’identifie impunément a Hom(7, X) sans plus.

Il faut voir cette catégorie de chemins comme munie de la structure essentielle

it e (o) 5(e)
(0,8) ou o(c) est la source,
)

B(c) le but de c.
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[page 18]

Ce foncteur s’identifie au foncteur de composition

CH—>coa
ou « est le foncteur d’inclusion
e—]
e ={0,1}, catégorie discrete a deux éléments,
a donné par «(0) = source de [
a(1) = but de 1.

Si W’ est 'orientation opposée de I, on a un diagramme commutatif

Chyy (X )——=— Chyrn(X)

~

l(avﬁ) l(alvﬁl)

X xX 2 X x X,

ou s est le foncteur de symétrie
s(z,y) = (y,7)
(°). Donc Iisomorphisme ¢ ne respecte pas les fleches structurales ‘source-but’ (o, 3).

Il y a cependant un embarras quand il existe un isomorphisme d’intervalles orientés
0:(Iw)—=(I,u"),

i.e. quand [ est symétrique. Ce n’est pas le cas pour les A; (i > 1) (ces catégories n’ont
pas d’autres automorphismes que l'identité), mais c’est le cas pour les catégories @, U,
de I'exemple 4°, plus généralement

[page 19]

pour les catégories réduites de longueur paire. Comme chaque fois qu’on a un isomor-
phisme @ d’intervalles orientés, on trouve un isomorphisme entre les catégories de chemins
de type (I,w) et (1,w)PP = (I,u'), compatible cette fois avec les foncteurs (o, §) :

X x X.

bLLe foncteur @ est celui qui associe a tout chemin ¢, de type 7, le chemin opposé ¢°PP ou ¢!, de type
T°PP. Si 7 = 7°PP  c’est donc un chemin de méme type, et ¢ est un automorphisme de Ch_(X). Cet
automorphisme (fonctoriel en X) est déduit d’un automorphisme # de I, cf. ci-dessous.
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[page 20]

Il est bon de regarder un type de chemins comme une donné non catégorique, mais combi-
natoire, une simple suite 7 de n signes 7; (1 <7 <n) + ou — (n = longueur des chemins
envisagés). Cette donné combinatoire définit un intervalle orienté standard, ;. Quand on
a un intervalle orienté quelconque (/,w), il définit un type 7, et on 'identifie canonique-
ment au type Ir. Il vaut mieux écrire Ch (X), plutét que Chy; (X)), pour bien indiquer
que pour X donné, c’est la une catégorie totalement ‘épinglée’, sans automorphismes liés
a la nature particuliere de 7 (a des automorphismes de 7!).

On peut préciser ce point ainsi. Soit 7/ un autre type d’intervalles, et proposons-nous de
déterminer des ‘lois’” qui permettent a tout chemin de type 7 dans une catégorie arbitraire
X, d’associer un chemin de type 7’ de cette méme catégorie, et ceci de facon ‘fonctorielle’,
i.e. compatible avec les applications horizontales

Chy(X) —29 L Ch, (X7

Lx Lxs

Chy (X))~ L Ch (X

associées a un foncteur f: X — X",
[page 21]
Par exemple, prenant le type AF (i.e. +1,+1), correspondant aux chemins

Ul u
g —> a1 —*> G,

on peut associer a un tel chemin le chemin de type [A]]

U U
o > a2,

ou aussi le chemin de type A}

U U1 id
g —>dag —> a3,

etc. Comme le foncteur

X +— Ch,(X) (= ObCh, (X))
Cat — (Ens)

est représenté par 'objet I de X [plutdt de Cat], le sorite des foncteurs représentables
nous dit que de telles lois de formation de chemins de type 7 a partir des chemins de
type 7’ [plutdt 7’ & partir des chemins de type 7] correspondent biunivoquement
aux fleches dans Cat

2
[T’_’[Ta
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en prenant simplement la ‘loi’ correspondante a ¢
c—>cop pour ¢: [, — X.
De facon plus précise, ’application naturelle

Homgai (151, I;) — Hom(Ch,, Ch,),

= ObHom(I,/, I;)

[page 22]

ot le deuxieme Hom est considéré comme un Hom d’objets dans Cat” = Hom(Cat, Ens).
Ainsi, dans les deux exemples plus haut, ot 7 = Al et 7/ = A ou A, les foncteurs en
sens inverse sont

Ay { o 1 2

af { o 1
et

Ay { o -1 .2

af { o 1 2

C’est la un principe général pour ramener toutes les ‘opérations’ £ canoniques sur des
chemins dans des catégories arbitraires, et des énoncés les concernant, a des questions
ou X disparait et ou on travaille dans les catégories intervalles elles-mémes. Un des
avantages techniques, c’est que ce sont des catégories fort petites, donnant lieu de plus
a une intuition topologique stre (qui risque de se volatiliser par moments en travaillant
dans des catégories de chemins), et aussi que dans de telles catégories, donc aussi dans
les catégories de foncteurs entre elles, il y a toujours au plus

[page 23]

une seule fleche allant d’un objet donné vers un autre. En d’autres termes, dans de telles
catégories tous les diagrammes sont commutatifs.

Bien stir, on voit aussi que si on a une loi de formation I de chemins de type 7’ a partir
de chemins de type 7 (avec la condition de fonctorialité par rapport a la catégorie X ou
on prend les chemins), cette loi est nécessairement fonctorielle par rapport aux chemins :
si on a un homomorphisme

v /

c—»c dans Ch, (X)),
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alors la loi L ‘se prolonge’ a de tels v pour donner

L(e) “ L (<),
avec les relations habituelles
L(id¢) = idr(c), L(v'v) = L(v")L(v).
Cela résulte de la description de L comme une opération L, en termes d’un foncteur bien
déterminé
[T’ _Lp’ [7'7

lequel a son tour donne pour toute X un foncteur

@T<X> - @T’<X>
cC > CcOop

plus précis que simplement un application Ch;(X) — Ch,(X) entre les ensembles d’objets
correspondants.

[page 24]
On a le choix maintenant entre
a) Une étude plus ou moins systématique des foncteurs entre intervalles. Je préfere

attendre pour cela d’avoir besoin de ceci et de cela, et de ne faire que le strict
minimum pour les constructions que j’ai en vue.

b) Une description de la compositions des chemins.

¢) Un formalisme des catégories de chemins de type non précise.

Comme mon objectif est surtout de décrire de telles catégories Ch(X) (sans indice 7!),
avec des bonnes propriétés, je commencerai par c), regarderai ensuite b) comme un test
crucial pour I'utilisabilité des notions obtenues, et enfin m’occuperai de a) quand je saurai
de quoi j’aurai en besoin.
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4 Catégorie de chemins Ch(X)

Je veux ‘inclure’ toutes les catégories Ch_(X) de chemins de tous les types qu’on veut,
dans une méme catégorie Ch(X). Rappelons

Ch,(X) = Hom(7,, X),

ou I, est I'intervalle (orienté) standard de type .
[.’ensemble de tous les types d’intervalles
[page 25]

peut étre identifié au monoide libre Ty a deux générateurs At et A~ dont les éléments
sont les suites finies quelconques (eventuellement vides) d’objets alternativement égales
a At et a A™. Si le premier élément est AT, on a un type de chemin a direction ini-
tiale directe, rétrograde dans le cas contraire. La décomposition de I, ou de FI(1;), en
intervalles critiques correspond a ’écriture réduite d’un mot comme

(AT)H(AT)2 o (A (A" = A* si r impair, A” = A~ si r pair),
ou comme
(A_)II(A+)Z2 (A?)“ (A? = A~ sir impair, A" = At sir pair).

Les [; sont les longueurs des intervalles critiques successifs (ou des chaines structurales
successives), leur nombre est la longueur réduite de I'intervalle.

On va considérer Ty comme l'ensemble des objets d'une catégorie Ty :

Ob Ty = Ty = monoide libre a deux générateurs AT, A~ précédents.
Si 7, 7" € Ty, Hom(r, ") = Homca (15, I1).

(7). On notera qu’on a non seulement un ensemble Homgae(7;, I+/), mais méme une
catégorie Hom(I,, I,/), ce qui revient ici a dire que Hom(I,, I/) (i.e. Hom(7, 7)) peut étre
vu comme un ensemble ordonné. Mais pour l'instant nous allons ignorer cette relation
d’ordre.

[page 26]

La composition des morphismes est la composition des foncteurs entre catégories .. Ainsi
on a un foncteur pleinement fidéle (*) canonique

e &L(Cat) ("),

"Définition un peu canulée, il faut se borner aux homomorphismes de I, dans I» compatibles avec
source et but - cf. p. 29.

8faux, cf. annotation marginale page précédente - on ne prend pas tous les foncteurs dans Cat entre
[,- et [7-/.
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par quoi la catégorie I, [plutét Tyl pourrait s’identifier a une sous-catégorie pleine de
(Cat) (celle des I,). Mais je préfere ne pas identifier 7 € Ty (donnée combinatoire) avec
I (donnée catégorique).

Soit X une (petite?) catégorie. On a un contrafoncteur

S+ Hom(S,X)
(Cat)® — (Cat)

défini par X, d’ou en composant avec p un contrafoncteur

CH
Ty® = Cat.

C’est le contrafoncteur
déf

7+ Hom(/,, X) = Ch,(X),
i.e. CHx(7) = Ch (X).

Mais un contrafoncteur sur une petite catégorie Ty donne lieu a une catégorie fibrée (et
méme scindée) sur celle-ci.

[page 27]
Je vais désigner cette catégorie fibrée par Ch(X). (Provisoirement - si elle s’avere trop
grosse, je la restreindrai ...) Ainsion a
Ch(X)
X
Ty

La fibre de Ch(X) en 7 € Ob Ty est la catégorie Ch (X) des chemins de type 7 dans X.
Cela nous dit donc quelles sont les fleches dans Ch(X) au dessus des fleches identiques
dans Ty. Mais que sont les fleches plus générales? On se donne une fleche dans Ty

. @
o7 —T, e, I — 1.,

quelles sont les fleches de Ch(X) au dessus de ¢? Par le sorite général des catégories
fibrées, si

ceCh(X), = Ch(X) ¥ Hom(I,,X)
¢ eCh(X), = Ch.(X) ¥ Hom(I.,X)

on a

Homy (¢, ¢) >~ Hom(¢', *(c)).
———
= cop

Donc : les homomorphismes du

*foncteur réalisation d’un type (combinatoire) d’intervalles.
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[page 28]

chemin ¢ de type 7/ dans X, dans le chemin ¢ de type 7, ‘au dessus’ du morphisme ¢ de

7' dans 7, 1.e. du foncteur
w: Ly — 1,

est un homomorphisme v de ¢’ dans co p, i.e.

©

[T’ - [7'
! @, c

X.

La composition des fleches est évidente :

[T// > [7_
—|C
X,
on a
v: ¢ — coyp, d’oﬁc’ogo'i»(cocp)ogo'
—_——
= co(p¢’)
i — oy
et .
" = (v* ) o, donc " —Y oy T co(py).
\—/
Mais a-t-on des foncteurs source et but @
o ¢+ source(c)
Ch(X)—= X ?
s ¢ +— but(c)

Il faudrait donc qu’un homomorphisme v comme dessus
q p
/
vicd—>coyp

définisse
o(c): source(¢’) — source(c)

Bc) - but(¢’) — but(c).
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[page 29]

Mais comme

o(c) = ¢(0-), f(e) = ¢(1-)

ou 0,, 1, sont les objets source et but de 'intervalle orienté standard I ,

et de méme pour 7/, v n’induira bien

o(c) —c(p(0)) = o(c),
—— ——
=c'(0,1) c(07)

p(l) = 1,

i.e. que le foncteur envisagé @ soit compatible avec la source et le but. C’est ce visiblement
qu’il fallait imposer dans la définition de

HomT_y(T', T) = Hom@([T/, I;) -

il faut prendre les foncteurs @ respectant les structures d’intervalle, i.e. rendant commu-
tatif le diagramme

A ——

SN2

e={0,1}

définissant Porientation de I/ et de I (19). Cette rectification faite, j’ai bon espoir que
la catégorie Ch(X) qu’on vient de construire est ‘la bonne’. On pourrait désigner par
CH(X) la catégorie plus grande, sur la catégorie Typ ayant mémes objets que Ty, mais
plus de morphismes : a savoir - -

[page 30]
Homryy(7,7") = Homcat(Ir, I+1)
Homqy(7,7') = Homi(?;t([ﬂ 1)
(homomorphismes respectant la structure d’intervalle).
On aura

Ch(X) ~ CH(X) x1yp Ty,

10En fait, il faut sans doute restreindre encore plus les morphismes en exigeant qu’il soient croissants
sur les objets - cf. page 31.
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i.e. Ch(X) est la restriction de la catégorie fibrée CH(X) sur Typ, a la sous-catégorie
(non-pleine) Ty de Typ.

NB Les catégories fibrées CH(X'), Ch(X) sur Typ, Ty dépendent fonctoriellement de X,
variant dans (Cat), comme il se doit. Comme de juste, on s’y intéresse surtout quand X
n'est pas dans (Cat), i.e. quand X est une ‘grosse’ catégorie (telle que (Cat) elle-meéme).
Je me dispense d’expliciter ici les questions pertinentes d’Univers.

Deux tests essentiels, pour s’assurer si la notion est bonne

a) La théorie des 7

b) La composition des chemins doit bien marcher.

[page 31]

On a le diagramme de foncteurs canoniques

Ty ©—~ c\Cat

Typ &——— Cat,

ou les fleches horizontales sont pleinement fideles.
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5 Propriétés des morphismes d’intervalles

Je me suis plus ou moins convaincu que pour se préter a des calculs et a des raisonnements
simples, il faut encore plus restreindre les morphismes dans la définition de la catégorie
Ty. Je vais exiger que les morphismes 7 — 7/ soient des foncteurs

w: l — 1.

qui sont compatibles avec la structure d’intervalles orientés de I, .., i.e. qu’ils transfor-
ment source en source, but en but, mais de plus qu’ils soient croissants sur les objets (pour
la relation d’ordre de progression des chemins). C’est une restriction qui géométriquement
me parait assez naturelle. (Elle est similaire a la restriction analogue, dans la définition
pré-catégorique des morphismes entre A; ...) C’est cette hypothese qui permet de faire
une théorie de structure assez simple des morphismes d’intervalles. Mais pour I'instant je
vais distinguer ‘morphismes’ et ‘morphismes croissants’.

[page 32]

Soit
f:lL— 1.

un morphisme d’intervalles orientés. Considérons les sous-catégories pleines, isomorphes
a des AT ou A comme intervalles orientés, définis par les intervalles critiques de I... Tls
forment une suite ¥, de sous-catégories de I,

£, = (A7 (1), AR (7)., A7 ()

dont I, est la somme amalgamée (on reviendra sur ce point plus [bas]), r étant la longueur
utile de 7. On les appelle les sous-intervalles critiques de I.. Ainsi f se décompose en
une suite de morphismes

fi:AZi_>[T’a ’iE[l,T‘],

tels que

a) pour i € [1,7 — 1], le but de f; soit égal a la source de fi41.
De plus,

b) fi transforme source en source, et f, transforme but en but.

Inversement, quand on se donne des f; satisfaisant ces deux conditions, ils définissent un
morphisme d’intervalles f unique. (Et si la condition b) n’est pas exigée, on trouve une
description des morphismes de catégories I, — I,1.)

[page 33]

On va d’abord regarder un foncteur quelconque

JiAi—L  (ce{z1})
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Supposons pour fixer les idées que ¢ = +1, i.e. que le premier membre soit un intervalle
critique direct ... On trouve que f se factorise par un sous-intervalle critique de I, soit
A;I. Il est donc défini par une application croissante de A% dans Aj’ (sie, ¢ [sont] de
méme signe), une application décroissante dans le sens inverse (''). Mais si on exige que
f soit croissant, alors il faut que ou bien f soit constant (auquel cas, si sa valeur n’est
pas une extrémité de I/, il y a exactement deuz intervalles critiques de I/ par lesquels
se factorise f) ou bien f non constant et ¢ = ¢’ (et en tous cas, si f non constant, alors
I'intervalle critique par lequel se factorise f est unique). Pour résumer :

Proposition 7. Soient I., I.. deux intervalles orientés,
f : ]7- — [7-/

un foncteur. Alors pour tout intervalle critique J C I, tel que f|J soil non constant, il
existe un unique intervalle critique J' C I tel que f|J se factorise par J', i.e. tel que
f(J) CJ'. Si f est croissant, alors J et J' sont de méme signe,

[page 34]
i.e. tous deux directs, ou tous deux rétrogrades.

Ainsi, si on regarde la suite sg, sy, ..., s, des sommets critiques de 7, alors

to= f(s0), t1 = f(s1), - s tn = [(5n)

forment une suite de sommets de I, telle que deux consécutifs soient reliés par une fleche
de ... Donc la sous-catégorie pleine de [, définie par ces t; est connexe, c’est donc un
bl
sous-intervalle. Si f est croissant, ce sous-intervalle est [tg,¢,]. Si f est un morphisme
d’intervalles, il contient tous les sommets critiques de ... Dans tous les cas, prenant ¢;
bl q T bl p (3]
t; (1 < j) et appliquant ce qui précede a f|.J, ou J est le sous-intervalle de I d’origine s;,
d’extrémité s;, on voit que tout sommet critique de I/ compris entre ¢; et t; est parmi
les ¢, (2 < k < 7). Pour résumer :
E\LSRES]

Corollaire. Soient s; < s; deux sommets critiques de I... Alors tout sommet critique de
I compris entre f(s;) = t; el f(s;) = t;, est 'image d’un sommet critique sy compris
entre s; el s; (i.e. 1 < k < j). En particulier, si [ est un morphisme d’intervalles,

f([TI‘éd> 2 [T’réd

(0t I;eq désigne Uensemble des sommels critiques de I, ou aussi le sous-intervalle réduil
qu’il définit).
[page 35]

On fera attention que mémesi f est croissant, on n’a pasen général f(I;veq) C Lrrrea, ie. f
ne transforme pas forcément sommets critiques en sommets critiques, Exemple minimal :

UlLemme. Si I est un intervalle, toute partie J de I, telle que pour deur éléments de J, il eriste
toujours une fleche de l'un dans lautre, est contenue dans un intervalle critique (unique si card J > 2).
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ot - S0 - 5 = S9 - S3
O est réduite, les deux
sommets critiques transformés
en le sommet non critique 1.
AT
2

Désignons par Cr(7) I'ensembles des intervalles critiques de I, en correspondance biuni-
voque (respectant 'ordre total) avec I'ensemble des fleches de transition de I 44,
Cr(7) =~ Fltr (I;veq)-
Soit, pour un foncteur
f : [T - [7"7

Cr(7, f) 'ensemble des intervalles critiques de I sur lesquels f ne soit pas constant. On
a alors une application

(%) Cr(r, f) — Cr(7)
induite par f via la proposition 7, associant a tout J € Cr(7, f) I'unique J' € Cr(7') tel
que f(J) C J'. On a de plus

Corollaire 2.

a) L’image de (%) est un segment de lensemble totalement ordonné Cr(r'), i.e. si deux
intervalles critiques J', J" dans I., sont dans l'image, il en est de méme de lous

[page 36]

ceur qui sont compris entre eux.

b) Celte image contient aussi Uintervalle critique de I (il y en a au plus un) qui
contient f(0;) (resp. f(1;)) et dont Uintersection avec le segment [f(0;), f(1,)] est
de cardinal > 2, ainsi que tous les intervalles critiques contenus dans ledit segment.

¢) Si f est un morphisme d’intervalles orientés, alors lapplication induite
Cr(f) : Cr(r, f) — Cr(r)

est surjective. De fagon plus précise, soit J' C Cr(r'), el soit J = f~'(J'). Alors
Cr(f)~'({J'}) est formé des intervalles critiques dans Cr(r, f) contenus dans J. On
a de plus, si f est croissant,

long(.J') = > (K, f),
KeCr(f)~'({J'})

ou (K, f) est la ‘partie’ (numérique) de f|K, i.e. la longueur de ['intervalle
[f(0r), f(1x)]. (NB Si K est un intervalle critique de I tel que K ¢ Cr(r, f),

i.e. fIK est constant, on posera (K, f) = 0. Donc la formule précédente se lit

long(J') = Z (K, f). )

KeCr(I;), KCJ
—————

ausst

(i.e. K € Cr(f=1(.J")))
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Corollaire 3. Si f est un morphisme croissant d’intervalles orientés, alors pour tout
J' e Cr(7'), on a

(0 <) card Cr(f)~"({J}) —= long(J'),
[page 37]

l’égalité n’étant obtenue que si les parties de [ sur les intervalles critiques de I. qui sont au
dessus de J' sont toutes €gales a 0 ou 1 (donc si et seulement si surles J € Cr(f)~'({J'}),
elles sont €gales a 1).

Corollaire 4. Supposons de plus I' [= I.] réduit. Alors
Cr(f): Cr(r, f) — Cr(7") (= Fltx(r))
est bijective.

Donc dans ce cas, 7/ réduit, on obtient une application en sens inverse

Tr(r") ~ Cr(7') o) Cr(7)
Cr(f)_x k/;nclusion
Cr(r, f),

application qui transforme lintervalle critique J' (= {i — 1,7}) en l'unique intervalle

critique J de I, tel que
F) =7
[page 38]
Mais J ~ A?, et on a donc un morphisme surjectif
fo: A —J ~ A5

On voit tout de suite qu’il existe alors une unique fleche de transition u de A7, telle que
f(u) # id. Donc on trouve le corollaire suivant, plus précis que le corollaire 4 :

Corollaire 5. Soit f: I, — I/ un morphisme croissant d’intervalles orientés, avec 1.
réduit, et soil Tr(r, f) 'ensemble des fleches de transition u; de I. telle que f(u;) # id,
i.e. telles que m(u;, f) = 1. Alors f induil une application

Tr(r, f) — Tr(7')
qui est bijective, et (bien siur) croissante, donc un isomorphisme d’ensembles ordonnés.
Ainsi application Tr(7') — Cr(7, f) de tantot se précise par une application bijective
Te(f)* : Te(r") — Tr(r, f),
reliée a Cr(f)* plus haut par le triangle commutatif
W Tr(r, f)
Tr(r") Lo
s Cr(r, f).
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[page 39]

Iapplication « associant a toute u; € Tr(7, f) I'unique intervalle critique qui ‘contienne’
u; (i.e. tel que u; soit une fleche dudit intervalle, ou encore, fasse partie de la ‘chaine
critique’ associée ... ).

OII a mieux encore :

Proposition 8. Soient 7,7 € Ty, 7' réduit. Pour tout morphisme croissant d’intervalles
orientés

[l — I
(on va dire simplement que f est une fleche dans Ty, et écrire f € Homry(I;, 1)),

Ty Lr
associons lui la partie Tr(7, f) des fleches de transition de I, non dégénérées pour f. Ces

fléches forment un ensemble totalement ordonné affecté de signes + ou — (caractére direct
ou rétrograde des fléches), et f induit une bijection d’ensembles totalement ordonnés

Ey =Tre(r, f) ~ Te(7"),
N~
cT(r)

et méme un isomorphisme d’ensembles totalement ordonnés ‘affectés de signes’. Ainsi, a
toute f on associe une partie Ey de Tr(7), et telle que son ‘type’ soil égal a 7. Désignons
par

B (Tr(7)) € P(Tr(7))
Pensemble des parties E de Tr(7) dont le type soit 7'
[page 40]
Alors Uapplication

fr—Tr(r, f): HomT_y(T, ') — B (Tr(1))

est bijective : se donner un morphisme [ : 7 — 7' dans Ty, revient au méme que de se
donner une suite strictement croissante de fleches de transition

/ '
Wiy Uiy oov 5 UG, (n' = long ')
dans I, (iy <iy < --- <), telle que la suile des signatures correspondante
!
(67;1,67;2, ce ,&;n,) =T

soit €gale a 7'.

Corollaire 1. Pour tout 7, on a des bijecltions canoniques

Trt(r) ~ HomT_y(T,A"')
Tr=(r) ~ Hommy(r, A7),

fonctorielles en 7 (variant dans &)

Version 22 décembre 2001 25



A. Grothendieck : Dérwateurs, Ch. VII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

Pour donner un sens au corollaire, il faut définir
7 TrF (1), T+ Tr7(7)
comme foncleurs contravariant en 7, donc pour un morphisme
f : [7'2 - [7'1

dans Ty, définir des applications
[page 41]

en d’autres termes, une application
Te(f) : Te(m) — Tr(m)

‘compatible avec les signatures’. Dans le corollaire 5 plus haut, on a défini une telle
application seulement pour 7 réduit [ry = 7/, = = 7] (*?). Pour une fleche u de I,
appelons partie ensembliste de f sur u, ou de v pour f, la partie ensembliste de la fleche
f(u) dans I, i.e. le segment [f(z — 1), f(i)] C I (ici u = u;). Soit

gy vov Uiy ou (v1,vz,...,vp)

la suite croissante des éléments de Tr(7, f), on voit alors par récurrence sur i que pour

1€[I,N —1],0n a

f(but(vi)) = f(source(vit1)) (= t),
f(source(vr)) = 0.,
f(but(vy)) = 1,

Considérons la suite

=1y =in
~ ~
{07l3t1?t27"'7t]\7—17 L }7

elle est définie par le sous-ensemble correspondant de [/, qu’on appelera ’ensemble des
sommets critiques de I pour f. C’est une suite contenant 0./, 1,/, et telle que deux
éléments consécutifs sont reliés dans [+ par une fleche, ce qui équivaut a dire qu’elle
contient les sommets critiques (intrinseques) de I,,. D’autre part, pour tout intervalle de
transition [i — 1,¢] de I, (i € [1,n/]),

12Ce qui suit ne fait pas intervenir les signatures - ¢’est un sorite sur les applications croissantes entre
ensembles finis totalement ordonnés.
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[page 42]

il existe un et un seul intervalle de transition [t;_,¢;] pour cette suite (5 € [1, N]), telle
qu’on ait [i —1,¢] = [tj_1,1;]. Cest dire qu’il existe une et une seule v; € Tr(7, f) telle que
la partie de f sur v; (savoir justement [j — 1, j]) contienne (celle de) u;. Pour résumer :
Corollaire 2. Soit f : 17— 7' dans Ty. Alors pour toute v € Tr(r") = Tr(l,), il
existe une et une seule v € Tr(7) telle que la partie de f sur v conlienne u. De plus, les
signatures de u el de v sont €gales.

(C’est ainsi qu’on obtient donc une application

Te(f)*: Te(r) — Tr(r) (se factorisant par Tr(r, f))

induisant
Tt (f) : et (7)) — Trt(r)
Te=(f): e (7)) — Tr~ (7).
La transitivité pour un composé

f r 9 "

T—T —>T

ou
f g

[7' e [7" —> Ign

est immédiate. Si u, u’, u” sont des fleches de transition dans I, I/, I,# respectivement,
telles que

m(g,u’) 2 w(u"), Le. u = Tr(g)*(u")
n(f,u) 2 w(u'), Le.u="Tre(f)*(«),
alors on a
m(gf,u) 2 w(u"), Le.u="Tr(gf)*(u").
[page 43]

Si les fleches en question ont comme partie intrinseque [ — 1,1], [/ — 1,7'], [ — 1,4"]
respectivement, ’hypothese est

v

g(i' —1) " =1, g(i)
fli—1) < i'=1, f@t) >

IN

et comme g est croissant, on a déduit

gf(i—1)
9f(i)

AN
i)
~—~

-~

~
|

[u—
~—
~~
IN

-~

N
|

[u—
~—

(V4
Q
—~
~.
<
~—
—~
(V4
~
N
~—

c.q.f.d.
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Ainsi, le corollaire 1 plus haut obtient un sens précis et il est démontré du méme coup,
vu que les correspondances du corollaire 1 sont données par

S =T (@),
= HomT_y(T,AE)

ou u est I'unique fleche de transition de A®.

On va utiliser ces sorites pour donner, pour tout 7 € Ty, une description combinatoire
simple des catégories Ty /7 et 7\Ty, ou du moins de leurs ensembles d’objets.

1° Description de Ob (7\Ty).
A f € Ob(r\Ty), i.e.

fir—1 e, [l — 1.
dans Ty, est associé F = Fy; = Tr(r, f) C Tr(7), Pensemble des fleches de transition
critiques (i.e. non dégénérées) pour f. A chaque u € F, associons I'entier long(7(f,u)),
[page 44]

la partie de f sur u. Alors (7', f) est déterminé de facon unique par le couple

(B, m), E € PB(Tr(r)), N E — &
pondération = ensemble des

entiers > 1

Ou si on préfere, par I'application m = my

Te(r) =N, ur—n(u) = 7(u, f) = long(mo(f(u)))
(qui redonne E comme
E = a7 (N%) ).
Cette application n’est soumise a aucune restriction,

bij.

Ob(T\E) —+ Homg,s(Tr(7),N).

On récupere 7' a partir de 7 ainsi. On prend F = 7~'(N*) (fleches de transition non
dégénérées pour m), E est totalement ordonné par l'ordre induit par celui de Tr(7), il est
de plus signaturé [sic] par la signaturation [sic] de Tr(7), soit

(er1,m1), ..., (&r,ny)

la suite des signatures et pondérations, de la suite des éléments de F (¢; € {+1}, n; € N~
pour ¢ € [1,r]). Alors,

= AIAT AT r = card F,
1 €2 Er

dans le monoide libre Ty, ot on a désigné par Ay, A_ (au lieu de At A7) les deux
générateurs. L’application

I, — I.
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[page 45]

est décrite de facon unique en disant qu’elle est constante sur chacune des ‘composantes
connexes’ (au sens de la numérotation des sommets de I,) de 'ensemble E' = E'(f) C
I, = [0,n] des sommets qui sont sources ou buts de fleches de transition dégénérées pour
f,i.e.dans Tr(7)\E. Et sur le a-éme élément de £ (a € [1,r = card E]), d’indice ¢, dans
Tr(7), f induit le foncteur

A, ~ ] —

Ta 7!

intervalle
de transition
d’indice 74
dans I,
donné par l"unique Ty-fleche dans I, de J;, dans le a-eme facteur, de type AZ>, de 7/,
donné par ()
Nea e
AZ* ~ type de Al ...

2° Détermination de Ob (Ty/7’).

Si (7, f) € Ob(Ty/7"), donc
[l — 1.,

on lui associe tout d’abord la partie
Cr(r', ) = By = B C I,

formée des sommets (dits ‘critiques pour f’) cf. page 41) de I,/ qui sont source ou but
d’une fleche f(u), ot u € Tr(7, f), i.e. f(u) n’est pas dégénérée (**). E' contient f(I; ed)
(i.e. les images par f des sommets critiques de [I,),

[page 46]

mais peut étre plus grand. (P.ex. siT =7/, f =id, E' = [1, qui est donc strictement
plus grand que I,/4q si 7/ n’est pas réduit.) Pour tout 7 € F’, considérons f~1({i}) C I,.
Comme f [est] croissant, c’est un intervalle de I'ensemble totalement ordonné I, donc
c’est un sous-intervalle de la catégorie intervalle I.. Comme tel, il a une signature 7, € Ty.
On a donc une application

nsoun: k' —Ty.
Je dis que (7, f) € Ob (Ty/7’) est déterminé de fagon unique par ce couple

E" e B(1) = B([0,n1)
n:k —Ty.

(E'\m)

De plus, celui-ci est soumis a la seule restriction que

E' D Cr(r') = ensemble des sommets critiques de I/

13dégager un lemme f croissante inutile.
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(ou ce qui revient au méme, que E’ contient 0./, 1,/ et que deux éléments consécutifs de
E’ sont reliés par une fleche de 1,/) :

Ob (Ty/r") =~ ensemble des couples (F’,n), avec
E'C0, n ], E'DCr(r),
~——

= long 7’
n: kK —Ty.
Soit
0:t0<t1 < e <t,=n'
la suite des éléments de F’, soit pour (2 € [1, N]
li=ti—ti
e; signature de [t;_y,¢;] dans I/,
[page 47]
et pour (¢ € [0, N]), soit
| = n(t).
Alors le type 7 est donné par
(%) T =100, AL, - AL TN,
[de] longueur N 4+ Zﬁolong(n).
——
A >0
3° Description de FI(Ty).
Si
fir—s1' [est] dans B ,

on lui associe comme tantot un entier N > 0 (N = card Cr(7, f)—1, N = 0 si et seulement

si 7' =1, type de l'intervalle ponctuel), des applications

[1,N] — [+1,—1] x N7, A (c”Z,ZZ)
0,N] — Ty T T

('*). La fleche f dans Ty est determinée par ces données. Le type 7 est donné par la
formule (%) ci-dessus, le type 7' par

! ' Al lh .. Aln [ .
(+) = A}AZ A longueur n' = 3" 1;,

en’

MNB Si N =0, [1,N] =0, et il n’y a pas de ¢;, l;; 'application [0, N] — Ty se réduit & la donnée
S
de 7y € Ty. = {0}
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et I'application croissante de I, = [0, N 4+ 3 long(7;)] dans I, = [0, ;] est donnée ainsi :

constante sur [0,0 + Ag] — 0
constante sur [Ag + 1, g + 1 + Ay] —
constante sur [Ag + Ay + 2, A0 + A1 + 2 + Ay —

constante sur [Ag + Ay + -+ XN+ + 1), Ao+ -+ XN+ X+ 0+ 1] — L.
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[page 48]

6 Composition dans Ty

On a une loi de composition (partout définie) dans Ob (Ty) = Ty, c’est celle du monoide
libre a deux générateurs Ay, A_. Cette loi de composition s’interprete, au niveau caté-

gorique (et non plus seulement combinatoire) comme une somme amalgamée
[7-7-/ = [7-]_[(6717_797_/)[7-1,

ou e est la catégorie unité, et ou 1, 0, représentent maintenant les morphismes e — I,
e — [+, ayant comme image I’élément but et 1’élément source respectivement de I'intervalle
orienté envisagé. On a donc un carré cocartésien dans (Cat)

(&
]_:/T \QT’
]7_ cocart. [7./

Z-r,'r’ JT,T’

[TT/)

ou toutes les fleches sont des foncteurs mono et pleinement fideles. Que ce diagramme
(évidemment commutatif) soit bien cocartésien dans (Cat) revient, par définition, a dire
que pour toute X dans Cat, le diagramme transposé

Br ot
/ (source)
(X)) Cha(X)
\ /

)
Ch.(X),

[est cartésien]
[page 49]

ce qui revient a la tautologie suivante qu'un chemin €' dans X de type 77" ‘n’est autre
chose” qu’un couple (¢, ¢’) d’un chemin ¢ de type 7 et d'un chemin ¢ de type 7 ‘mis bout
a bout’ (dans cet ordre), i.e. tels que

but(c) = source(c')

(et on a alors

SOIlT‘Ce(C) = SOllTCe(C)

but(C) = but() ).
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1l se pose ici le sempiternel probleme si on va noter ce chemin ¢-¢, ce qui semble a premiere
vue s’imposer, ou plutét ¢’ o ¢, regardant le chemin ¢ de x = source(c) vers y = but(c)
comme une sorte de morphisme de = dans y (cf. plus bas le formalisme des catégories de
fractions), ¢’ comme un morphisme de y = source(c’) vers z = but(c), et en interprétant
le composé C' comme le composé de ces deux morphismes ¢, ¢’ (dans cet ordre du point
de vue des opérations a effectuer), qu’on note traditionellement ¢ o ¢ ou ¢ - ¢, et non co ¢
ou ¢- ¢, hélas! C’est cette notation que nous allons suivre plus bas.

Mais pour l'instant on ne va pas se soucier des chemins dans des catégories quelconques
X, mais revenir au formalisme des 7 et des [, eux-memes. L’interprétation catégorique
de 77’ comme une somme amalgamée nous assure que cette opération de composition est
fonctorielle :

[page 50]

f / ! / / f*fl ’
T ——>Ty, T —>T, donne 77 = 17}

(on n’écrira pas f - f’ pour la fleche notée f * f’, a cause de la confusion possible avec la

. . e e e . . g
composition des fleches dans Ty). On a transitivité de fagon évidente : si de plus 7, —» 73,

g/
75— 74, [on a]

(gf)*(g'f') = (g*g") o (f*f).

Donc on a un bifoncteur de composition
Ty x Ty —Ty (c,d)b—>c-c oucxc.
(En fait, on a aussi un bifoncteur

Typ x Typ — Typ,

mais on préfere oublier maintenant la catégorie Typ, qui donne un formalisme nettement
moins simple.)

Cette composition est striclement associative et strictement unitaire (I'unité étant bien
sur 1’élément unité 1 du monoide libre Ty, correspondant a la catégorie ponctuelle {0}), et
pas seulement ‘a isomorphisme pres’. Et pour cause, puisque dans Ty les isomorphismes
sont des identités. Donc Ty est un monoide dans la catégorie (Cat) des petites catégories!

[page 49" (il y a un décalage dans la numérotation)]

Cela implique que non seulement Ob Ty = Ty, mais aussi FI(Ty), et plus généralement
tous les ensembles de la forme Homgat (X, Ty) sont des monoides, et ceci fonctoriellement

en X, par exemple les composantes Homgai(A;, Ty) de ensemble semi-simplicial ‘nerf’
de Ty,

Nerfi(&) = Homcat(Ai,&),
sont des monoides, et les applications semi-simpliciales entre elles sont des homomor-
phismes de monoides : le nerf de Ty est un monoide semi-simplicial.
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On va décrire ces monoides Nerf;(Ty), et constater que ce sont tous des monoides [i-
bres, tout comme Nerfy(Ty) = Ob Ty = Ty. Les applications semi-simpliciales entre ces
monoides sont donc connus quand on les connait sur les générateurs de ces monoides libres
(lesquels générateurs sont aussi les éléments indécomposables, donc définis intrinseque-
ment en termes de la structure multiplicative).

Pour Nerfo(Ty) = Ty, c’est une chose vue, les générateurs sont
A+7 A—v
correspondant respectivement aux intervalles orientés

A+ZO —>1
A_: 0 — 1.

[page 50']

Pour Nerfi(Ty) = FI(Ty), i.e. pour les fleches, le résultat 3°) du paragraphe précédent
(détermination de FI(Ty)) s’interprete aussi en disant que FI(Ty) est le monoide libre
engendré par un systeme de générateurs infini

fem (e,n) € {+1,-1} x N,
indexé par 'ensemble produit {+1, -1} x N. Ici f., désigne I'unique fleche dans Ty
feat Ap— Ai
(ot bien str I'exposant [ désigne une exponentation pour la loi de composition dans Ty

Al /
Al =A.0A.0 -+ 0 A,

{ copies

et non la puissance cartésienne dans Cat, ou dans Ty (ou elle n’existe que si [ € {0,1})).
Dans la description de FI(Ty) dans le paragraphe précédent, on a écrit le ‘terme général’
du monoide libre en groupant ensemble les groupes de foncteurs successifs de la forme
J+.05 =0, i.e. corréspondant aux deux fleches de dégénérescence indécomposables (pour #)

Jro: Ay — e

f-o: AL — €

(**). Le sous-monoide libre de FI(Ty) engendré par ces deux éléments est le monoide des
fleches de dégénérescence (pure) quelconques

I5NB Le ‘mot’ vide de F1(Ty) correspond a la fleche idy, ot 1 est I’élément unité de Ty, réalisant
I’“intervalle’ ponctuel.
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[page 51]

dans &:
fril,—e (r € Ty),

et on a
fT * fT’ — fTT’;

i.e. I'application

T f.:  Ob(Ty) — FI(Ty)

—_—— NI
=Ty = Nerfg(Ty) Nerf, (Ty)

est un homomorphisme de monoides, transformant A, (¢ € {+1,—1}) dans f.o. Ce
n’est pas 'application de dégénérenscence de Nerfy dans Nerfy, i.e. "application 7+ id..
Celle-ci est donnée par

As g,1 s
Ob(Ty) —- FI(Ty) — (e € {+1,-1})

T ) - | le. A_|_ — f.|_]
T — id,

Quant aux homomorphismes source et but

o (source)

Fl(ﬁ) B (but) -

ils sont évidents sur les générateurs

Je vais décrire maintenant Nerfy(Ty), i.e. les systemes

L
[page 52]

Se donner f € FI(Ty) revient a se donner une suite ordonnée de générateurs f.;, donc
une suite

fshlla fs;,lza 7f5n,ln

(i l)hgicn € [{£1} x NJ™.

On a alors

r = A LA, AL, longz =n
y = ALAZ--An longy = i1 li-
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Se donner ¢ : y—z, i.e. un objet de y\Ty, revient a se donner une application de
I’ensemble des m = 3 [; fleches de transition de y dans N. En fait, on a

Tr(y) = Tr(Alsll) 11 Tr(AlEi) --- Tr(Ai’;)
(‘ensemble somme’, i.e. réunion disjointe), donc

Hompns(Tr(y)) =~ H HOIIlEns(TI'(Al;_),N),
—_——

1€[1,n] 7]

donc la donnée de g équivaut a la donnée d’un systeme de n applications
mi: [, ;] — N (pondération de AL)
pour i € [1,n].

Mais pour ¢ € [1,n], considérons 1’élément de Nerf,

(1) A, b AL 2o ATAT) AT,
Aezini(;)dﬁflong(m)
[page 53]
ou g, r, est la fleche définie en termes de m; au paragraphe précédent. Mais ce n’est autre
aussi que
(2) Geiri = Fermi(1) * Fermi(2) * 000 % Fepma(ts)-

L’élément de Nerf; envisagé ne dépend que de
(Q,li,ﬂ'i), ol (5i,lz’) - {:i:l} X N, mi [1,&] — N.
(NB Si [; =0, [1,/;] = [1,0] = 0 par convention, et m; est 'unique application ) — N,
donc la donnée (¢;,1;, m;) revient alors a (¢;,1;).)
Si
(e,1,m) comme dessus, (e,l) e {£1} x N, m:[1,]]—N,
désignons par
fs,l,Tr

I’élément de Nerf; donné par

AagAi fem(n) * 0 % fer) A’;(I)AQ(Q) ) _.A;r(l).

On peut formuler la construction précédente en disant que tout élément de Nerfy peut se
décomposer de facon unique en un produit

(fvg) = fsl,lhﬂ'l * f€27l27ﬂ’2 *oeeex fanylnﬂ'n7

ce qui prouve que Nerf,(Ty) est le monoide libre sur les générateurs précédents f.; .. (NB
a la suite vide correspond
id; . idy

1251 5 )
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[page 54]

Si l'objet de Nerf; est
f g

r—>Yy—>7z,

la construction précédente nous dit, en termes de la donnée combinatoire, i.e. de la suite
de données

(Sl,ll,ﬁl), ey (Sn,ln,ﬂn>,

quels sont x, y, z : chacun d’eux est le produit dans Nerfy = Ty des n facteurs z;, y; ou
z; respectivement, pour ¢ € [1,n], donnés dans la définition des f., ; r,, i.e. de

A, Al et A;i(l)A;i@) . A;i(li) = Als(:ng(ﬂi)

(ou long(m;) = X jep i, mi(4))- Donce

T = H;Fey[l,n] Asi
y = Hgéy[l,n] AIEZZ

e = gy A2

(*®), et on trouve de méme f, g comme des produits (au sens *) de n facteurs f; resp. g;
(v € [1,n]) explicités dans les formules (1), (2) (p. 52, 53) :

_ . l;
fi = Ferit De —= A;i
L AL . Along(m)
gi = Geil; - & € )

g; lui-meéme étant représenté comme un *-produit de [; facteurs indécomposables, de sorte
que f et g apparaissent sous forme

[page 55]

de #-produits de n, resp. de 3=;cpy oy li Tacteurs de la forme . ,. Pour terminer de tenir en
mains I’objet semi-simplicial tronqué (Nerf;(Ty))o<i<2, il reste a décrire les deux applica-
tions de dégénérescence Nerf; — Nerf, (cas ou f ou g est une fleche identique) et surtout
I’application de composition des fleches

Nerfy(Ty) —= Nerf, (Ty) = FI(Ty).

I suffit de donner v sur les générateurs, et on a tautologiquement, par définition des f. ;-

V(fs,l,ﬂ) = fa,long(rr) .

(NB Il n’existe au plus qu'un seul morphisme de A, (de A} ou de A_) dans un intervalle
I,. Tl existe si et seulement si 7 est de la forme AL, [ € N.)

16attention, les produits doivent étre pris en respectant Pordre des facteurs donné par la notation
indicielle en 3.
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Le cas g = id correspond au cas ou
mi(j) =1 Vi € [1, 1],

les f.,4,m sont alors détérminés en fonction des f.,;,, et 'application de dégénérescence
est
Fe g —Fei1, (ou 1; est la fonction constante de valeur 1 sur [1,1]).

Le f = id est celui ou les [; sont égaux a 1. Alors chaque 7; : [1,1] — N peut étre vu
comme un élément de N, la donnée de (¢&;,1;, ;) revient a celle des (¢;,n;) € {£1} x N,
i.e. la donnée

[page 56]

d’une suite de n générateurs parmi les j. ;. L’application de dégénérescence Nerf; — Nerf,
est ici donnée sur les générateurs par

fs,l > fs,l,l-
Heureusement, on n’a plus a prouver I’associativité de la composition.

NB La simplicité de ces descriptions renforce mon sentiment que la catégorie Ty définie a
présent, avec les morphismes d’intervalles orientés croissants I, —» I, comme fleches de
Ty, est bien ‘la bonne’. On va déja voir si elle donne une description sympa des catégories
de fractions XX 7', sans tortillements comme précédemment.

Mais on a promis de déterminer Nerf,(Ty), pour tout » € N. Le générateur général de

Nerf, est de la forme (pour ¢ € {1} fixé)

A TUAD AL L AL
N
= Also avec lg = 1
ot les f; : Ai-t —~ Ali i € [1,r], sont donnés par des applications
micy [, i) — N telles que long(m,_y) =1,
) v
«f ien 1)
(NB mg : [1,1] = {1} — N est identifié a long(mg) = mo(1) = [;.)
[page 57]

Pour ne pas faire dépendre la définition du domaine des m; (1 € [0,r — 1]) des entiers ;,
on peut aussi considérer les m; comme des applications

N* N (N"={ieN|i>1})
a supports finis (i.e. tels que m(z) = 0 pour ¢ grand), et exiger de facon précise
suppmo S {1}

suppm C [1,long(mo)]

() suppm; C [1,long(m;—1)]|, pour |i € [0,7 — 1]
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Dantre part, posant I; = long(mi_y) (pour i € [1,7]),
fi : Alai_l — Ait (=long(mi—1))

est défini comme
Ji = Femii) * Femii(2) * - % Fermesy (1ish)s

de sorte que I"élément (*) de Nerf,(Ty) est déterminé de fagon unique par la donnée des
e € {£l1} et de
Ty = (71'1-)2-6[07,“_1] € (Homp,s(IN*,N))"

satisfaisant les conditions (**). Soit F} , cet élément de Nerf,(Ty), et soit N, I'ensemble
des m, qu’on vient d’expliciter. Alors

(Fs,rro )(wr.)e{il}xNT

est un systeme de générateurs libre du monoide Nerf, (Ty).

Sil; =0 (ie. ), on doit avoir supp(m41) = 0, i.e. miyy = 0, d’ou [;4; = 0, et de

meme pour les [; et m; suivants. Géométriquement I’hypothese s’exprime par la condition
que le but

[page 58]

de f; est I’élément 1 de Ty (correspondant a l'intervalle ponctuel), et comme Hom(1,7) = ()

pour 7 # 1, cela signifie que les fleches qui suivent f; doivent étre toutes égales a la fleche
idl 11— 1.

Remarque. Dans la description combinatoire de Ty et de Nerf,(Ty), I'ensemble des
‘signatures’ {1} joue un role assez bidon. Il peut étre remplacé par n’importe quel
ensemble ¥ (dit ‘ensemble des signatures’), et on construit alors une catégorie monoidale
(ou un monoide catégorique) ayant comme ensemble d’objets le monoide libre engendré
par X, interprétés comme des intervalles d’entiers [0, n], munis de ‘signatures’ dans X
pour chaque intervalle de transition, ou ce qui revient au meéme, des ‘graphes’ orientés
Y-pondérés de type combinatoire un intervalle A;, ce qui revient a la donnée d’une suite
(ordonnée) de n éléments ¢1, €9, ... , £, € ¥, i.e. d'un ‘mot’ 165...¢,, qu'on préfere
écrire A, A, -+ A.,,. On peut définir de facon évidente les homomorphismes croissants
de tels graphes pondérés orientés (sous-entendu : avec I’élément source et I'élément but
dans la structure, a respecter par les morphismes), sans avoir besoin d’une interprétation
catégorique. La fonctorialité de 'opération de composition des intervalles pondérés, pour
cette notion de morphisme, est évidente. Le

[page 59]

choix ¥ = {£1} est a ma connaissance le seul utile, & cause de son lien avec la notion de
chemins et le calcul de my d’un objet de X [plutdt d’un objet X de Cat], etc.
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7 Explicitation des catégories de fractions XX~ ! en
termes des Ch(X;a,b)

Si X est une catégorie, on désigne par Ch(X) la catégorie des chemins dans X (cf. §4),
et pour a,b € Ob X, par

Ch(X;a,b) ou simplement Ch(a,b)

celle des chemins de a vers b, i.e. de source a, but b. L’intuition géométrique (qu’on
explicitera), c’est qu'un tel chemin ¢ définit un chemin ‘direct’ de a vers b (i.e. un chemin
de type 7' ‘direct’, i.e. toutes les fleches de transition sont directes, i.e. 7" de la forme
A%), de méme longueur que le chemin initial ¢, obtenu en inversant toutes les fleches
rétrogrades dans le chemin ¢. Cette opération est effectivement possible dans X lui-méme
si et seulement si lesdites fleches sont inversibles. On obtient alors une suite composable
de fleches, dont le composé total (qu’on peut appeler ‘Ieffet utile’ du chemin)

[page 60]

est une fleche de a vers b. Dans le cas général, les chemins de a vers b peuvent étre vus
comme une sorte de ‘fleches généralisées’ allant de a vers b, dont la composition serait la
composition évidente, et les identités les ‘chemins vides’ relatifs aux a € Ob X. On trouve
d’ailleurs bien ainsi une catégorie, ayant memes objets que X, mais ou les

Homgy(a, b) = Ch(a,b) = Ob Ch(a,b)

sont prohibitivement gros. Cela s’exprime notamment par le fait que les seules fleches
inversibles dans X, sont les identités ! On n’a pas de foncteur naturel entre X¢y, et
X qui soit Iidentité sur les objets. Car & un chemin a —»b on ne peut associer de X-
morphismes a —» b (sauf si ¢ [est] de type Ay), et a un X-morphisme a —+b on peut

associer un chemin ¢(u) de type Ay, mais si ai»b—v>c, c(vu) est encore de type Ay
alors que c(v)c(u) est de type A%, ils ne sont pas égaux. Par contre, il y a une fleche
naturelle entre ces deux éléments de Ch(a, ¢), fleche au dessus de 'unique homomorphisme

A_I_iiAi.

[page 61]

On a alors
fiala—b—>c)=(a—>c),

c(v)e(u) c(vu)
d’oti une fleche canonique

c(vu) — ¢(v)e(u) dans Ch(a,c).

Cela montre que c(vu) et c(v)c(u) sont tout au moins dans une méme composante connexe
de Ch(a, ¢), ou (comme on dit encore) qu’ils sont ‘homotopes’. Cela suggere ici de modifier
la définition de Homgn(a,b) en

m(a,b) = mo(Ch(a,b)).
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Le foncteur de composition des chemins

Ch(a,b) x Ch(b,¢) — Ch(a,c)
(¢ , ) — doc
[il y a trop de ] ('") induit une application sur les my, ce qui donne une loi de com-

position
m(a,b) X w(b,¢) —m(a,c)

sur les fleches. Il est immédiat qu’elle est associative (la composition des chemins I’étant),

et unitaire. Elle admet comme fleche identique en z soit le ‘lacet vide en z’, lequel est
. . L id

(directement) homotope dans Ch(z,z) au chemin ‘dégénéré’ = oz

[page 62]

de type AL, ou aussi au chemin dégénéré de n’importe quel type 7, disons

id id id id id

T+—T —> T —> T +~— T +—21,

N

un tel chemin n’étant autre que p(z), ou
pr T —1

est le morphisme de dégénérescence (I'unique morphisme dans Ty vers 1, qui est objet
final), d’ou
pr— : QI(CU’:U) = {.I} _>@T<:‘C7:‘C> g @(557;5)

La catégorie IT(X) ainsi obtenu doit s’appeler le groupoide fondamental de X. En effet,

a) toutes les fleches de TI(X') sont inversibles, i.e. II(X') est bien un groupoide, et

b) le foncteur canonique

X —TI(X)

qui est I'identité sur les objets, et qui est défini sur les fleches par u — ¢(u) comme
ci-dessus, est universel (dans Cat) pour les foncteurs (i.e. les Cat-morphismes) de
X vers des groupoides. (Plus généralement encore, il est universel pour les foncteurs

F Ay \ . .
X — Y tels que F transforme toute fleche de X en [une] fleche mverSlble.)

17Ce foncteur est déduit des foncteurs
@T ((1, b) X @T’ (ba C) e QTT’ (Cl, C)

évidents, cf. page 77.
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[page 63]

Pour prouver que toute fleche dans II(X) est inversible, comme tout chemin non vide est
composé de chemins ‘élémentaires’ de type A, ou A_, il suffit de prouver que ces chemins
sont inversibles. En fait, ils se correspondent biunivoquement,

@A+ (aa b) a @A_ (ba (1,),
en associant au chemin de a vers b
c(u):a b de type Ay

le chemin )
c(u)’:b+—a de type A_
de b vers a. Je dis que
c(u)’c(u) ~ 1,
c(u)e(u)® ~ 1,

b
id ‘u id
L W on a un homomorphisme dans Ch, a_ (a,a)

de 1, dans ¢(u)’c(u).

b b
‘u id ‘u

id id itou dans Cha_a, (b,0),
a a

de 1, — c(u)c(u)o

[plutdt 1y «—c(u)e(u)’, viz.

u u

Version 22 décembre 2001 42



A. Grothendieck : Dérwateurs, Ch. VII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[page 64]

Notons que, plus généralement, pour tout chemin
c:a—b, de type T,
on définit un chemin opposé

¢ b—a de type 7°,

TH71: Ty —Ty
est 'antiinvolution du monoide libre Ty qui échange les deux générateurs A_, A, et qui

est donc donné sur I’élément général par

(AsAs, - AL = A A

—€n —ep—1 "’

A,

Par récurrence sur la longueur de ¢ (**), en utilisant le résultat précédent, que c(u), ¢(u)°

sont inverses I'un de 'autre dans TI(X), on trouve

c = 1id,
dans TI(X).

c® = idy

Exemple. Si
T = ALA_AIAC
T = A+A2_A+A_,

et s1 on a un chemin
U1 %) us U4q Ur
C.dg—> U1 —— Uy —> U3 —*> U4 +—— U5

de type 7, on en déduit le chemin

o us Uq usz U Uy
C a5 —>0g+—d3+— U9 —> A1 =— Qg

de type 7°. L’opération ¢+ ¢° satisfait en

[page 65]
effet [pour]
y v
a — — c
c — — a
la relation
(*) (v7)” =7"7",

8inutile, résulte directement de la formule (¥) [de 1la] page suivante, en décomposant ¢ en composés

de chemins ‘élémentaires’ de type A4 ou A_.
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ce qui est en accord avec 'intuition que 'opération 4 ~° joue le réle d’un passage a
I'inverse (‘a homotopie pres’), et on a la formule

1

(V)T =T
pour deux fleches inversibles v, 7' composables (dans I'ordre 7/, 7).

Pour la propriété universelle de

X —TI(X)

(qui permettra d’écrire
M(X)~ X2 avec ¥ = FI(X) ),
autant I’établir tout de suite dans le cadre général ou on se donne une partie
¥ C FI(X),

et on définit, pour 7 € Ty,
@E,T(X) g Ch (X)

~r

comme la sous-catégorie pleine de Ch (X)) formée des chemins dans X dont foutes les
fleches rétrogrades

[page 66]

sont dans X [plutdt dans ¥]. On notera que pour qu'un chemin ¢ et son opposé ¢’
soient tous les deux des ¥-chemins, il faut et il suffit que toutes les fleches du chemin ¢
soient dans ¥ (on dira alors que ¢ est un X-chemin stricte), puisque les fleches rétrogrades
de ¢ sont les fleches directes de c.

Pour que les sous-catégories pleines Ch,_ y(X) soient stables par les foncteurs images in-
verses

J*: Chy(X) —= Cho(X)
associés aux fleches
fir—1
dans Ty, ou simplement pour qu’y ait stabilité pour les deux foncteurs f* associés a

un [ : AL —1 et AL — A2 il faut et il suffit que ¥ soit stable par composition et
contienne toutes les fleches identiques

r€0bX = id, € X

u,v € ¥, wu, v composables = uv € .

En effet, les fleches dans un chemin f*(¢’) € Ch_(X) sont soit des fleches identiques (qui
correspondent aux fleches de transition de I, dégénérées pour f), soit des fleches parmi
celles de 7, ou des composés d'une suite de fleches consécutives composables de 7' (qui
correspondent aux fleches de transition dans I, incluses dans la partie d’une fleche de
transition de I;), avec conservation des signatures.
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[page 67]

On suppose ces conditions satisfaites, de sorte que les Ch, y,(X) forment les fibres d'une
sous-catégorie fibrée pleine de Ch(X) sur Ty, qu’on dénotera par

Chy(X) v Ch(X).

Il est évident que cette sous-catégorie est stable par 'opération de composition des chemins
(mais non pas, en général, on I'a dit, par passage de ¢ a ¢° (il faudrait pour cela que ¥
contienne toutes les fleches de X, puisque pour toute u : a —b, qui est donc dans

Chy, 5(X), u® donné par b~—a dans Ch,_(X) devrait étre un X-chemin, d’ou u € ¥)).
On va définir une catégorie canonique
(X)),
ayant méme objets que X, et un foncteur canonique
X —TIIs(X)

qui est I'identité sur les objets, et qui transforme les u € ¥ en fleches inversibles. Pour cela
on calque la description du groupoide fondamental (mais II5(X) ne sera pas en général
un groupoide), en posant

Homgy(z,y) = mo(Chg(z,y)),

[page 68]

et en définissant la composition des ‘¥-fleches’” en termes de la composition des chemins.
L’argument qui prouvait, dans le cas de II(X), que toute fleche de X, vue comme chemin
¢ de type A4, était inversible dans II(X), ayant comme inverse ¢ de type A_, est encore
valable, pourvu que ¢’ soit encore bien un Y-chemin, ce qui exige que u € X.

On va l'interpréter en termes d’un foncteur canonique
(*) p: X —TIg(X) (7))

qui se décrit encore comme dans le cas du groupoide fondamental, en associant a toute
fleche u de X la classe d’homotopie du chemin ¢(u) qu’elle définit. On voit donc que ce
foncteur canonique transforme les u € ¥ en fleches inversibles.

Quand les fleches de ¥ sont déja inversibles dans X, je dis que le foncteur (%) est un
isomorphisme, i.e. que pour tout a,b € Ob X,

a : Homx (a,b) — moChy (a, b), ut— chy(u)
S —r’
= ch(u)
est bijectif. Pour le voir, on va définir

B : mo(Chy(a, b)) — Homx (a, b),

qui sera inverse de 3. On définit

19Sur les fleches, & est défini, pour u : @ — b, par x(u) = classe d’homotopie de ch(u) dans Chy,(a, b),
ou ch(u) est le chemin de type Ay de a vers b défini par u.
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[page 69]

B(c), pour une X-fleche de type 7, le longueur n, en inversant toutes les fleches rétrogrades
(ce qui est possibles, puisqu’elles sont dans ¥), de facon a obtenir un chemin ¢! de type

et en prenant le composé (dans es fleches de ce chemin ¢*. 1l est évident alors
A%, et en p t1 posé (dans X) des fleches d hemin ¢ 11 est évident al
que fa = id, il faut prouver que l'on a aussi a8 = id, i.e. que dans Hy(X), les fleches
u = [ et ¢ sont égales, i.e. u et ¢ sont homotopes dans Chy(a,b). Considérons le chemin

[ et t égales, i t t homotopes dans Chy,(a,b). Considé le chemi
c, de type A%

U1 U Umn,
G =dadg—> a1 —>dg —> - -~ —>an_1—>an:b,

et soit u; (1 € [1,n]) une fleche de ce chemin, correspondant a une fleche de transition u;
rétrograde de 7, donc par construction

u; = vt dans X, avec v; € ¥
la fleche d’indice 7 dans le chemin initial ¢ de type 7. Si u; par contre est directe, on aura
u; = v;.
(NB On désigne par v; la i-fleche dans le chemin ¢.) Or on a

(%) C=Cp*Cpoy*-+ %y dans IIx(X)

et le facteur ¢; est soit la classe d’homotopie de ch(v;) = ch(u;) (cas ou la fleche de
transition u; de 7 est directe), soit celle du chemin opposé au chemin ch(v;) : a; — a;—4

de type Ay, donc le chemin ch(v;)? : a;_4 < a; de type A_. Je dis que

(1) ch(v;)? = ch(u;) dans TI(X),

ce qui prouve que dans II5(X), c est égal au composé des ch(u;) (i € [1,n]), donc a . Tl
faut prouver de plus que

(2) = ch(u) (U= UnUp_1 - uy) dans II(X).

[page 70]

Donc il y a deux vérifications a faire (ou je suppose a nouveau ¥ quelconque) :

1°) Soit u € ¥, u : a —» b, supposons ¥ inversible dans X. Alors
ch(u)® = ch(u™") dans My (X),
i.e. les deux chemins de b vers
b «~— a detype A_

b — a detype Ay
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sont homotopes dans Chy(b,a). Or on sait déja, comme & : X — II5(X) est un
foncteur, que

hot ch(u™") = (hot ch(u))™" dans IIy(X)

ou hot(e) désigne la classe d’homotopie d’une chaine (ici classe dans Chy(b,a) et
dans Chg(a,b) respectivement). Donc I’énoncé a prouver c’est que hot(ch(u)?) est
égal a l'inverse de hot(ch(u)) dans 5 (X). C’est donc ce qu'on a prouvé pour tout
u € FI(X), dans le cas de II(X). L’argument doit marcher, du moment qu’il a un
sens, i.e. que ch(u)” est bel et bien un ¥-chemin, i.e. u € X.

2°) La formule (2) signifie que pour tout chemin ¢ de type A’} (donc tautologiquement
un

[page 71]

Y-chemin), allant de a vers b, sa classe dans Homy(a,b) n’est autre que celle de
ch(u), ou u est le composé u,u,_1 - - u;. Mais on a

C = Cy % Cqg%k+-+%Cp,

d’ou dans Iy (X)
hot(c¢) = hot (¢, )hot(¢,—1) - - - hot(¢q),

or hot(¢;) = hot ch(u;) = &(u;), donc

hot(¢) = &(up)s(up1)---r&(u)

- R(unun—l T ul)a
—_———

u

puisque k est un foncteur, donc
hot(c¢) = hot ch(u),

c.q.f.d.

Notons maintenant que si (X', YX’) est un deuxieme couple d’une catégorie X’ et d’un
ensemble ‘admissible’ de fleches de X', et si

fiX—X

est un foncteur tel que

f(E) cy,

alors il existe un unique foncteur
f = Hz(f) : HE(X) —>HE/(X/)

qui ‘prolonge’ f, i.e. tel que le carré
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[page 72]

X X g(X)

f lf=nz(f)

X' Ty (X)

soit commutatif. L’unicité résulte du fait que sur les objets f doit étre donné par f, et
que sur les fleche la commutativité du carré implique que f est connu sur les fleches de
la forme kx(u), ainsi donc que sur les inverses de telles fleches, quand ces inverses sont
inversibles, donc en particulier sur les kx(u)™" pour v € X. Or toute fleche de IIx(X),
provenant d’un chemin, est composé d’une suite de fleches de cette forme. Pour I'existence
de f, on note que f induit des foncteurs

Ch.(X;a,b) — Ch,(X"; f(a), f(b))
qui commutent aux opérations p* sur les chemins associées aux foncteurs
p:T—T7
d’ou un homomorphisme de catégories fibrées sur Ty

fap + Ch(X5a,b) — Ch(X"; f(a), f(b)).

[page 73]

D’ou une application sur les m, 1.e.

Jap : Homg(a,b) — Homy(f(a), f(b)),

donnée par

fap(hot(c)) = hot(fap(c)).

On a évidemment, pour deux chemins v :a —=bet v : b—¢,

JaerY') = Jo.c(7) Ja (),

ce qui prouve que f est compatible avec la composition. Il est trivial qu’il est compatible
avec les identités (car f, , transforme le chemin vide en a en le chemin vide en f(a)), donc
on a un foncteur f, et il rend bel et bien le carré commutatif.

On peut maintenant prouver la propriété universelle de IIs(X) et de
X S Tg(X),

savoir que tout foncteur f : X — X’ tel que u € ¥ = f(u) inversible, se factorise de
fagon unique par Ig(X). L’unicité se voit comme tantot (?°). Pour Pexistence, on note
que f applique ¥ dans ’ensemble ¥

20Cest inutile, cf. ci-dessous.
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[page 74]

des fleches inversibles de X' (lequel ensemble satisfait bien aux deux conditions d’admissibilité).
Donc par ce qui précede on a un diagramme commutatif

X —% o Ty (X)

f f f=Tx(f)
»"'.

X! K HE’(X/)a

~

ou f est uniquement déterminé. Comme £’ est un isomorphisme (comme on a vu tantot,

puisque X' [est] formé des fleches inversibles), I'existence et 'unicité de f équivaut a la
conclusion annoncée,

c.q.f.d.

Encore un sorite sur les classes d’homotopie d’éléments d’une catégorie X. De fagon
générale, on voit que X et IIx(X) = X! ont mémes composantes connexes, car si

[page 75]

a et b dans X sont reliés par une fleche de XX~ i.e. par un X-chemin, alors ils sont dans
une meme composante connexe de X. Mais I'inverse est également vrai, comme on voit
p. ex. en prenant ¥ = FI(X), et en disant que dans le groupoide II(X), ou deux sommets
sont dans une méme composante [connexe] si et seulement si 3 x —y (relation qui
est non seulement transitive et reflexive, mais aussi symétrique dans un groupoide). Un
chemin

a ‘ b

sera appelé aussi une homotopie de a vers b. On dit que a et b sont homotopes s’il existe
une homotopie ¢ de a vers b, auquel cas 1l existe aussi une homotopie ‘inverse’ ¢® de b
vers a. Cela signifie aussi que a et b sont dans la méme composante connexe de X, i.e.
définissent le meéme élément de mo(X).

[’homotopie sera dite simple si ¢ est de type Ay ou A_, i.e. si elle est donnée par une
fleche u : @ —b ou v : b—a. Si on cherche une homotopie entre a et b, on essaiera de
la trouver la plus ‘courte’ possible. Si on a une homotopie ¢ de longueur [ de a vers b,
alors en remplacant 7 par T.¢q, donc I par [, .4, le sous-intervalle réduit

[page 76]

correspondant, on trouve une homotopie de a a b de type 7, dont la longueur est égale
a la ‘longueur utile’ du type 7 de ¢ (ce qui justifie la terminologie). Notons que si

_ Al Al Al Alr
r= AUAE Al A

(1)

alors

Tréd = AEA—EAE e A(—l)raa
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[plutdt deux fois (—1)""'] ol r est la longueur utile de 7 (la longueur pas utile étant

1€[1,r]

Quand on part d’une homotopie entre foncteurs
X —Y,

il est entendu qu’il s’agit d’homotopies dans la catégorie Hom(X,Y). (Ou, suivant le
contexte, dans une sous-catégorie précisée de Hom(X,Y').)

[page 77]

Ala page 61, j’ai invoqué 'existence d’un foncteur de ‘composition des chemins’
Chy(X;a,b) x Chg(X;b,¢) — Chy(X;a,0),

qui sur la fibre du premier membre au dessus de (7,7') € Ob (Ty x Ty), serait donné par

(*) Chy . (X3a,b) x Chy (X;b,¢) — Chy (X4, 0),

la composition des chemins de types précisés 7, 7/. Qu’on ait la un foncteur, pas seule-

ment une application sur les ensembles d’objets, est assez évident, et peut s’exprimer par
exemple a 'aide du diagramme d’amalga [ma] tion

e=40,1}

I, I,
~

[TT’

en le transformant par Hom(-, X') (au lieu de le transformer par Homga (-, X) seulement),
du moins dans le cas particulier ou ¥ = FI(X) (qui était celui de la page 61). Mais le
passage aux fleches est assez évident - pour deux composés ¢} o ¢; et ¢, 0 ¢y, de

C [+

a L b ! ~ ¢
C C

a 2 b 2 c

Lon] voit que les homomorphismes w” du premier dans le second, dans Chy,(X;a,c), qui
sont I'identité sur le sommet d’indice n + 1 des deux chemins (ou n = long 7), correspon-
dant a 1, et a 0,/, ‘sont’” exactement les couples
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[page 78]

formés d’un homomorphisme w : ¢; — ¢; et w' : ¢§ — ¢}, dans Chy; ,(a,b) et Chy. ./(b,c)
respectivement, et si w”, w, w’ se correspondent ainsi, on posera

w"” = w*w'
Il y a une transitivité évidente a vérifier pour voir que ¢a définit un foncteur (*). On peut
exprimer la situation a ’aide du diagramme

Ty % Ty 7 (composition)
p17 V2
Ty Ty,

Ty

ot py, pz sont les deux projections. On considere sur Ty x Ty les trois catégories fibrés
pi(CHs., (a.5). p3(CHs o (b.c)). 7*(Chs,o(a,)
[plutdt 7*(CHy .. (a,c)], dont les fibres en (7,7) sont respectivement
@2,7(%5), @2,71(570), @2,771(%0)-

(On écrit CH au lieu de Ch, pour indiquer que 1'on considere les catégories envisagées
comme des catégories (fibrées) au dessus de (Ty) (*').) Au dessus de Ty x Ty, on a un
homomorphisme (cartésien) de catégories fibrées

(+) pi(CH,(a,b)) X1yx1y P3(CH,(b,¢)) —> 7*(CH,(a,c))
[p1utst pi(CH, (4,5)) xryuty p3(CH, (b e)) —= 7*(CH,.(a, )],
[page 79]
car c’est OK sur les fibres ((%) page 77), et si

(p,¢") : (m,7) — (7, 7") (p:m—7, ¢ 17 —7')

est une fleche dans Ty x Ty, on en déduit un diagramme commutatif

@E,T(aa b) X @E,T’(b’ C) e @E,T(a’c)

*

en X (e )" (ex¢")i e

Chy ,, (a,b) X @Eﬂ'{(b’ ) = @2,7—17—{(@, c)

21 Mais il s’agit pour p}, p} et 7* de produits cartésiens ordinaires dans Cat, il n’y a pas a avoir peur
et a écrire des CH ...
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[plutdt Chy ,./(a,c)], i.e. la composition des chemins d’extrémités fixés est compatible
avec les images inverses de chemins par fleches entre les types de chemins.

Mais I’homomorphisme cartésien (+*) de catégories fibrées sur Ty x Ty n’est pas tout a
fait la méme chose qu’un anodin foncteur

(*) Chy(a,b) x Chy(b,c¢) — Chy(a,c).

La formule (%) définit en tout cas une application sur les ensembles d’objets, puisque les
ensembles d’objets de chacune des trois catégories envisagées se décompose en somme
d’ensembles Chy, (e, ), ou 7 parcourt Ty = ObTy. Mais cela se prolonge-t-il de facon
naturelle aux morphismes? o

[page 80]

Mais voila que je me rappelle que ce fameux produit cartésien pj(fourbi) x p}(machin)
n’est autre que le produit cartésien tout béte

@E(aa b) X @E(ba C)a

envoyé sur Ty x Ty par le produit cartésien des deux foncteurs de projection

pap : Chy(a,b) — Ty
Po,e - @E(ba C) - Ty7

d’on
Chy,(a,b) x Chy (b, c)
Pa,bXPb,c
Ty x Ty
[page 81]

qui est bel et bien fibrant (comme produit cartésien de deux foncteurs fibrants) et a les
fibres qu’il faut! On trouve donc bien, par le sorite général sur les foncteurs fibrants (ici
sur Ty x Ty) un foncteur de catégories fibrées sur Ty x Ty

@E(aa b) X @E(ba C) - W*(C_Hz(aa C))
—_——
= (TyxTy)x1y Chy(a,c) (*?)
Comme on a d’autre part un foncteur du dernier membre (produit fibré) vers le facteur

Chy(a,c), on gagne. (On l'aurait retrouvé par le raisonnement direct que je m’apprétais
de faire, et que j’ai biffé - mais je suis plus heureux comme c¢al)

22produit fibré par 7 : Ty x Ty — Ty.
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Pour bien faire, il faudrait prouver 1’associativité des foncteurs de composition, pas seule-
ment au niveau des objets, par des arguments comme ceci, mais ¢a revient simplement a
une relation du type

(W % w') *w=w"* (W *w)

pour un systeme de trois fleches dans
Chy(a,b), Chy(b,c) et Chy(c,d)

respectivement. Ca ne peut étre que trivialement
[page 82]

vrai, mais fastidieux a expliciter.

Les sueurs froides sont terminées!

En résumé, le formalisme des Chy,(X) et des Chy( X a,b) développé jusqu’a présent donne
satisfaction complete sur les points suivants :

a) Bon formalisme de composition des chemins (qui était dégueulasse avant).

b) Traitement élégant de la construction des catégories de fractions MY™'. Mais je
m’attends que ce sera moins joli qu’avant, quand il s’agira de remplacer un (M, X)

par des ( M(X) ,¥x) (X une catégorie d’indices) [plutét Hom(X?, M)]. Clest
S —r’
= Hom(X, M)
pour y pallier qu’il me faudra développer des énoncés de comparaison, entre la
catégorie Chy, construite ici, et d’autres dont le type dans Hot se préte aux calculs
de facon plus directe, comme dans 1’état premier de la question. De plus, on sera
sirement obligé d’en venir a des Ind-catégories, pour pouvoir suivre la variance de

M(X)E} pour X variable.

¢) Bon formalisme des ‘homotopies’ et des compositions des homotopies (ce qui est
une autre fagon de parler des chemins et de leur composition).
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[page 83]

8 Lelemme d’homotopie pour les morphismes d’inter-
valles

(C’est le suivant :

Lemme 1. Soient 7,7" € Ty, et f,g : 7= 7" deux morphismes dans Ty. Alors f, g
sont homotopes dans la catégorie Homint(I-, I;/) des morphismes croissants d’intervalles
orientés de I, dans I,.

Cette catégorie pourrait licitement se désigner par Homy, (7,7'), ou Hom(r,7"). Clest
une sous-catégorie de la catégorie Hom(I;, I/) de tous les foncteurs de I, dans I/, et une

sous-catégorie pleine de la catégorie Hom®(/,, I/) des foncteurs f qui sont compatibles
avec la donnée des sources et des buts, i.e. qui rendent commutatif le diagramme

e=40,1}
(UTvﬁTV \(Urlvﬁr’)
f

L —L 1.

Si f, g sont dans cette catégorie (pas forcément morphismes croissants d’ailleurs), une

fleche de f dans g est donc la donnée, pour tout 7 € I, d’une fleche f(7) ﬁ»g(z) dans
1,1, avec les deux conditions :
a) Sit € {0,,1,}, w; =1id, et
b) le carré commutatif habituel pour une fleche t — 5 dans I;. (Il suffit d’avoir cette
compatibilité pour les fleches de transition w; : ¢ — 1 — i dans I, (i € [1,long7]).)
Une autre facon de décrire cette catégorie Hom®, c’est de dire que c’est la catégorie

[page 84]

@T([T’;OTI)17'> (2 Hom_E(IT)[T’>>7

mais Homry (7, 7') est la sous-catégorie pleine de cette catégorie formée des chemins crois-

sants dans ... Le lemme d’homotopie signifie aussi que cette catégorie Homqy (7,7') est
toujours conneze. Elle n’est d’ailleurs pas forcément O-connexe, car elle peut étre vide.
Notons ici, pour plus tard, la

Proposition 1 : Soient 7,7 € Ty, soient r, r' leurs longueurs utiles. Pour que
Homry(7,7") soit non vide, il faut et il suffit que 'une ou lautre des deux conditions
suivantes soil satisfaile :

(1,)7“27“'—{—1
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b) r=r', et (sir #0) 1 et 7" onl méme direction initiale (de sorte que Tyea = Tieq)-

(Démonstration + immédiate.)

Notons que si 7, 7/ n’ont pas méme direction initiale, alors tout morphisme 7 — 7’ est
forcément dégénéré sur le premier intervalle critique de I,. On aura donc 7 = Al . 7, (on
lp est la longueur du premier intervalle critique, et ou 79 a [1a] direction initiale opposée
de celle de 1), et un isomorphisme

Hom(’r, 7'/> ~ M(Tm TI)a

ou cette fois 79, 7/ ont méme direction initiale. On supposera donc désormais que la
direction initiale de 7, 7' est la méme. La condition Hom(7, 7") # () équivaut maintenant
a r > r', ce que nous pouvons supposer. Je vais alors décrire un élément canonique

[page 85]

Fy de Hom(7, 7'), ainsi. Soient

LIy, .. 1,
les intervalles critiques de I, et
! ! ! !
n,L,..., I (r' <r)
ceux de I/. Le foncteur Fy proviendra de morphismes d’intervalles orientés (comme

n 2o

[2 — [é

.fr/ ! )

L, o,

et sera donc forcément trivial sur les intervalles critiques [, pour 1’ < a < r (il y en a si
et seulement si r > /). Comme I, I, ont méme direction initiale, il s’ensuit que pour
a € [1,r], I, et I/, ont méme signature (a savoir ¢, = (—1)a+1€1, ou ¢ est la signature
commune de [} et I7). Donc

I, = Ak I = Al

Ea’? (o Ea?
et on définit f, comme

fa= fe i1, * tT1vg,

1
fsayl; : Asa AZE(Z
et ou
. lo_
triv, : A= — 1.

En d’autres termes, pour ¢ = +1 (p. ex.) on doit définir un morphisme des intervalles

type Af; — A?i; , et on pose (avec les numérotations internes a Ay, Ay )
S~
=[0,l4] =[0,14]

fﬂ(()) =0, fa(l> = l; pour i € [1,[(1].
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[page 86]

L’idée donc, c’est d’étre dans les dispositions d’un voyageur qui, tenu a un plan de voyage
par étapes décrit par 7, voudrait arriver aussi vite que possible a 1./, en partant de
0. Il va des la premiere étape A, C I, se porter jusqu’au bout de [, regrettant ne
pas pouvoir aller plus loin (& cause du plan de voyage). Il doit rester inactif jusqu’a ce
qu’il soit arrivé au moment marqué par extrémité finale de [ (si celle-ci est au dela de
celle de sa premiere fleche de transition, i.e. si [y > 1), puis il fait son deuxieme grand
pas jusqu’a lextrémité terminale de 1) etc. Il peut espérer, a chaque moment de son
voyage, étre en avance (ou du moins pas en retard) sur les autres voyageurs, qui auraient
suivi de tactiques de progression différentes. Si cet espoir était justifié, cela signifierait
que Fy serait un plus grand élément de Hom(7, 7') (NB toutes ces catégories Hom entre
intervalles sont ‘ordonnées’; i.e. il y a au plus une fleche entre deux objets), i.e. un objet
final. Cela impliquerait que Hom(7,7’) serait méme contractile - chose peut-étre vraie,
mais surement pas de facon si simpliste je crains. Je me suis d’ailleurs canulé : Fj est
sans doute bien un ‘plus grand’ élément, mais pour 'ordre défini par la numérotation des
sommets de I (donc F' < G si et seulement si F (i) < G(1) Vi € I), et nullement pour
lordre défini par la structure de catégorie de Hom(r, 7').

[page 87]

L’idée pour prouver la connexité de Hom(r,7’), c’est de ramener tout F' € Hom(r,7'),
par une suite d’homotopies simples, a la forme normale. Rappelons que F' est donné par
une suite croissante de fleches de transition

Hi”ﬂ'@v"'ar{_ﬁsv 7/1<12<"'<137

et une suite d’entiers > 1

ALy Aoy ooy A
avec la condition que
/ Al / )\2 AS _ !
(%) A%A% AL =T

Les u; sont les fleches de transition de I, criliques pour F, i.e. non dégénérées pour F,
et A, est la partie de u; pour F. Le foncteur normalisé (‘pressé’) Fy est distingué par les
conditions suivantes a) et b) [et <)]. Tout d’abord :

a) La suite des signes ¢;,, &,, ..., &;, est ‘alternée’, i.e. g5, # &;,,, (@ € [1,5—1]). (Cela
traduit le fait que le voyageur pressé ne fait pas en plusieurs pas ce qu’il pourrait
faire en un seul.)

Comme le premier de ces signes est forcément ¢} = ¢y, cela signifie que la suite des
signes est la méme que celle des ¢1, 3, ..., & (ala longueur pres). Mais mieux, que
I'expression (*) de 7/ est son unique expression réduite, donc que s = r’ (longueur
utile de 7'), et que les A; sont les longueurs [/ des intervalles critiques de /.
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Soit donc a € [1,s = r'], et considérons la fleche de transition F-critique u;_, soit
Ja I'indice marquant l'intervalle critique de I, contenant la partie de u; dans I,

u;, € FI(1;,),
alors I’ induit des morphismes (croissants) d’intervalles orientés
Fa = F|]ju : ]j(x —>];

et est trivial sur les autres intervalles critiques (ceux pas de la forme [; ). La

donnée des F, détermine donc F' sur les [;_, donc sur tous les I, donc partout (par
l'opération * de composition par recollement). De plus la condition a) assure que
chaque F, est de nature assez particuliere : une seule fleche de transition critique

u; .. De plus, pour qu'on ait [’ = [y, 1l faudra :

b) Va € [1,r'], u; est la premiére fleche de transition de I'intervalle critique [;, qui la
contient.

Et enfin :
c) La suite des intervalles critiques de I,

I:

J19

I:

J29

I:

i (de signes alternés ¢y, —eq, €1, ... )

associés aux fleches F-critiques, n’est autre que celle
Iy, Iy ..., I
des r’ premiers intervalles critiques de I, i.e.
(J1s g2y s dr) = (1,2, .0, 1").

[page 89]

Ceci vu, I'idée naturelle pour ‘déformer’ F' en Fy, c’est de trouver une suite d’homotopies
qui transforment /' de facon a lui faire acquérir successivement les caractéristiques a), b),
c¢) du voyageur pressé. Au besoin, pour aller plus vite au but, on utilisera I’hypothese
de récurrence sur n = long 7, que le théoreme de connexité est déja prouvé quand I est
de longueur < n — 1. (NB Ce théoreme est trivial pour n < 1, car alors les catégories
Hom(7, 7') sont toutes ou bien vides, ou bien ponctuelles.)

[page 90]

1) On veut assurer a). Pour ceci, on utilise I'hypothese de récurrence, pour remplacer un
groupe de [mot illisible] fleches critiques consécutives de méme signe, par une seule
fleche critique. Cette méthode ne foire que si les fleches critiques sont toutes de méme
signe ¢ et incluent u, et u,. Mais ’hypothese de récurrence appliquéea [ = [I,n—1] C I,
nous ramene au cas ou il n’y a que deux fleches critiques u; et u,. Si le premier intervalle
critique n’est pas réduit a A, i.e. soit de longueur 2, alors I'hypothese de récurrence
appliquée a I = [1,n] C I, nous ramene au cas ou les deux fleches critiques sont uy et u,,
et on est
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alors ramené au cas ot | [ = A2, 7/ = A2.| Sinon, au cas ot |7 = A, A2 A, 7/ = A2 |et

ot les deux fleches critiques sont encore la premiere et la derniere, et 7/ = AZ. Ce sont la
les deux cas irréductibles, qu’il faudra traiter a part.

Ces cas admis, on a donc moyen pour définir F' de fagon a satisfaire a). Ensuite on veut :

2) Assurer que la suite des intervalles critiques [;,, [;,, .
critiques u; , ..., u; ,, soit la suite Iy, ..., I». C'est encore immédiat par 'hypothese de
récurrence, le seul cas irréductible étant celui ou r’ = 1 (une seule fleche critique), et ou il
s’agit de faire descendre cette fleche critique jusqu’a u;. Si [y est de longueur > 1, alors

on fait descendre en wu, par hypothese de récurrence, et le cas irréductible est celui ou

.., I;, qui contient les fleches

=A% 7' = A, |une fleche critique u,, la faire descendre en u,. Si par contre I; [est]

de longueur 1, le cas irréductible est |7 = A, AZ. A, 7/ = A, | une fleche critique Uy, 1o, la

faire descendre en wu;.

Sous réserve de traiter les deux nouveaux cas irréductibles, on peut déformer F' en un
foncteur qui satisfait a a) et a ¢). Reste a normaliser chacun des F, : I, — I, (o € [1,77]).
Donc on est ramené a A? — A, : une seule fleche critique u,, a € [1,n], a faire descendre

en u,. Si n > 2, par hypothese de récurrence elle descend en wu,, cas supposé traité en
2°). Donc

[page 92]
on gagne, sous réserve de traiter les 4 cas irréductibles.
A) Cas 7 = A2, 7/ = A? ou A..

La catégorie Hom(AZ2, A,) a deux éléments, les morphismes AZ — A, correspondent aux
fleches de transition de Af (= A;’ ou AQ_) Dans le cas ¢ = +1, ce sont les deux
applications de {0,1,2} dans {0, 1}, qui appliquent 0 en 0, 2 en 1, et 1 soit en 1 (Fy), soit
en 1 [plutdt en 0] (F).

On a évidemment une fleche F; —» F; (le voyageur pressé arrive plus vite ...). Similaire
pour ¢ = —1,
Hom(AZ A,) ~ A, catégorie (-connexe.

La catégorie Hom(AZ?, AZ?) a trois éléments, s’identifiant a 'ensemble des parties non vide
de 'ensemble Tr(7) a deux éléments des fleches de transition uy, uy de 7 : ily a F,, = Fy,
Fy,, Fu - Sie=+1, il s’agit des applications croissantes (sans plus) de {0,1,2} dans

{0, 1,2}, appliquant 0 en 0, 2 en 2, et 1 en ce qu’elle voudra.
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Donc 1+—=2 correspond a Fj
I1—1 correspond a F}
I—>0 correspond a F,

et on a bien sur Fy — F| — Fy,

Hom(AZ A?) ~ A? catégorie 0-connexe.

Dans ces deux cas, deux éléments de Hom(7, 7') sont reliés par une homotopie simple.
[page 93]
B) Cas 7 = AAL AL T = A? ou A..
Notons que I'on a, pour 7,7" € Ty quelconque, un isomorphisme de catégories
Hom(r, 7') — Hom(7", 7°),
exprimant simplement que
T 7°

est un [2]-foncteur de B dans &, et méme un automorphisme de cette [2]-catégorie.
Donc dire que Hom(7, 7') est connexe revient a dire que Hom(7°, 7°) I’est. Donc on peut
supposer ci-dessus que ¢ = +1 (et pareil dans Al).

T — — ou —.

Mais tous les morphismes 7 — 7/ sont triviaux sur I'intervalle critique I, (rétrograde), ce
qui implique que
Hom(r, 7') <~ Hom(AZ, '),

via le foncteur de contraction canonique
I — Ir: = A%

Or dans A on a vu que Hom(A?, 7') est connexe (pour 7’ de la forme A, ou A?).

On a gagné!
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[page 94]

9 Théoreme d’homotopie pour les catégories de che-

mins

Soient X une catégorie, ¥ C FI(X) [un] ensemble admissible de fleches dans X, a,b €
Ob X. Considérons pour 7 € Ty variable, les catégories

@E,T<X>7 @E,T(X;CL?b)?

qui forment les fibres des catégories Cat-fibrées

Chy(X) 20 Chy(X;a,b)

NS

Ty

sur la catégorie Ty. Ainsi, pour 7,7" € Ty, et pour toute
o:T—>7

on a un carré commutatif d’homomorphismes

@E,TI(X> — @E,T’(X5 a, b)

%’%l l%’;,b

Chs ,(X) <% Chs (X;a,b),

avec transitivité pour ¢ variable (composition 9 o ¢ de fleches dans Ty).

En fait, pour ¢ variable dans Hom(r,7'), les foncteurs images inverses %, ¢} , dépendent
fonctoriellement de ¢; 1.e. on a des foncteurs

_

(*) Hom(r, )

.

—Hom(@E,T’(X)a @E,T(X))

_HOTT](@EJ;(X; a, b)v ChE,T(‘)(; a, b))

Version 22 décembre 2001 60



A. Grothendieck : Dérwateurs, Ch. VII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[page 95]

Cela provient de l'inclusion
Hom(r, ") s Hom®(7,, I/)

et de la description des catégories Ch., Ch_, comme catégories de foncteurs, telle
@z,r()ﬁ = HO_TTH:T,E(I.T, X)a

ou X, désigne ’ensemble des fleches dans I qui sont soit inversibles, soit rétrogrades. (Cet
ensemble de fleches est admissible, car stable par composition.) On désigne par Homy,
la sous-catégorie pleine de Hom formée des foncteurs qui appliquent ¥, dans 3. Or de
fagon générale, si

(1,%), (I''Xp), (X,X)

sont trois catégories, munies d’ensembles admissibles de fleches, considérant les foncteurs
@ : I —=1"avec ¢(X;) C Xy, alors le foncteur familier

Hom(7, I') — Hom(Hom(7’, X), Hom(7, X))
(transposé du foncteur de composition

Hom(7,I') x Hom(I',X) — Hom(/,X)
(0, F') — Floyp ),

se généralise en un foncteur
() HO—mE,,E,/(I’ ') —’HO_TH(PI()_THE,,,E(]/aX)aPI()_mm,E(LX))a
transposé du foncteur de composition

HO_THE,,E,,(]’ I') x HO_mz,,,E(]/aX> _’HO_THEI,E(LX)

induit par ().
[page 96]

Comme toute
o:T—>7
induit
w: L — 1,

transformant fleches rétrogrades en fleches identiques ou rétrogrades, i.e.

99(27) C 27’7
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on trouve le premier des deux foncteurs (*) annoncés page 94, qui est associé par trans-
position au foncteur ~

Hom(7,7") x  Chy (X) i Chy. . (X)
—_——
(*) can.

Homy s, (17, I+1) x Hosz“E([T/,X) LA Homg_x(7;, X)

!

= HO_mET,,z(Ir/vX)

déduit du foncteur composition vy dans ce diagramme : 5 = vy o can. D’autre part,
ce foncteur de composition v induit visiblement un foncteur sur les sous-catégories de
chemins a source et but fixés

Hom(7,7") x Chy, /(X;a,b) — Chy, (X;a,b),
d’ot la deuxieme des deux fleches annoncées dans () p. 94.

Cela montre donc que si

e —
9017992 T, T

sont deux morphismes de 7 dans 7" homotopes dans Hom(7, 7’), alors les foncteurs induits
entre catégories de ¥-chemins ou entre catégories de ¥-chemins a extrémités précisés :

[page 97]

PIx>Pox Chy (X) — Chy (X)),
(P1)ip (p2)ip o Chso(X5a0,0) == Chy (X;a,0)
sont également homotopes.

Or le lemme d’homotopie nous assure que I’hypothese @1 ~ 3 est loujours satisfaite.
Donc :

Théoreme d’homotopie sur les opérations universelles sur les chemins. Soient
X, X, a, b comme dessus, el 7,7 € Ty telles que Hom(r,7") # 0. Alors les foncteurs ¢%,
©%ap induits par un ¢ € Hom(r,7')

S‘o;{ : @E,T’(X) - @E,T(X>
L199;\’;11,6 : @E,TI<X; a, b) - @E,T(X; a, b)
ne dépendent pas de @, a homotopie pres.

On peut préciser cet énoncé, de telle fagon que I'énoncé pour les ¢, , apparaisse, comme
il devrait, comme corollaire pour celui sur ¢%. Pour ceci, on va regarder les catégories de
chemins dans X comme catégories au dessus de X, par les foncteurs ‘source et but’ :

@E,T(X) @E,T'(X)

(o7467) (041,81)

X x X
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Alors le foncteur () (p. 94) se factorise par la sous-catégorie Home,e/x « x (-, +) de Home, (-, +)
formeée des foncteurs qui commutent aux foncteurs de projection dans X x X, et les homo-
morphismes entre tels foncteurs qui s’effectuent par des fleches ‘verticales” de la catégorie
but (i.e. par des fleches au dessus de fleches identiques de la catégorie base X x X)) :

—HOTTI(T, Tl) - —HomCat/XxX (@E,T’(X>7 @E,T(X)>'

Donc dans I’'énoncé du théoreme d’homotopie, on peut préciser que I’homotopie se fait

dans cette sous-catégorie, i.e. s’eflectue par une suite d’homotopies simples qui sont des

morphismes de foncteurs entre catégories au dessus de X x X. Cela implique alors I’énoncé
? ] 11T 3 *

d’homotopie sur les %, ;.
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[page 99]

10 Question de comparaison pour les catégories
Cat-fibrées satisfaisant au ‘théoréeme d’homotopie’
(base filtrante)

Nous allons généraliser maintenant au cas d’une catégorie (Cat)-fibrée sur une autre

C

T

?

en pensant surtout au cas 7" = Ty, ¢ = Chy(X;a,b). L’hypothese essentielle est la

suivante :

(Hypothese Si t,t’ € ObT sont tels que Hom(¢,t') # (), alors les
d’homotopie) foncteurs ¢* : Cy —» Cy associés aux ¢ € Hom(¢,1') sont
homotopes.

Ils définissent donc une seule et méme fleche dans Cat hot. Je désigne par Toq ou T,
I’ensemble Ob (T'), avec comme relation d’ordre celle déduite de la structure de catégorie :

<t e Homy(t,t") # 0,

de sorte qu’on a un foncteur

T—T,

qui est universel pour les foncteurs de 7' dans des catégories ‘ordonnées’ (i.e. ot toute
fleche est monomorphique [non, cf. e —e; plutdt, ou toujours #Hom(a,b) <1
(admettant des isomorphismes non identiques)]) ou pour les foncteurs F sur T tels
que F soit constant sur tout Hom(t,'). L’hypothese d’homotopie peut s’exprimer en
disant que le foncteur composé

7° — (Cat — Cathot

t Ct

[page 100]

se factorise (évidemment de facon unique) en un foncteur
He @ T) — Cat hot,

i.e. qu'on a un diagramme commutatif
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7o L% Cat
T? e . (Cat hot.
Nous allons supposer de plus :
(Hypothese de filtration) [’ensenble ordonné T, associé a T est fillrant

décroissant (filtrant a gauche), i.e. si t,¢' € ObT,
il existe t” € ObT et des fleches " —t, 1" —1'.

Cette hypothese est bien satisfaite dans Ty, car pour 7,7/ € ObTy = Ty, il suffit de

prendre 77/, qui s’envoie dans 7 par id; * p,/, dans 7/ par p; *id, ou p, : T—>1 est le
morphisme de 7 dans ’objet final.

Ainsi, Ho définit un ind-objet de Cat hot, que nous allons désigner par €. Si on suppose

de plus :
(Hypothese de dénom- T, admet un sous-ensemble dénombrable cofinal
brabilité, toujours satis- a gauche.

faite si card T, < Ng)
alors cet ind-objet de Cat hot peut étre défini, de beaucoup de fagons, en termes
[page 101]
d’un systeme inductif dans Cat (pas seulement dans Cat hot)
(Cr)nen,

d’ou on récupere I'ind-objet €' dans Cat hot en passant au systeme inductif correspondant
dans Cat hot, puis a I'ind-objet associé.

Pour construire le systeme inductif C,, il suffit de prendre une chaine infinie
lp~—li~—lg+— " —dpe—lypg =~— -+~

de morphismes dans T, telle que 'ensemble des 1; soit cofinal a gauche dans T,. On
va supposer de plus C' strictement fibrée sur T (i.e. provenant d’un véritable foncteur
T° — Cat, i.e. on peut choisir les foncteurs images inverses

90* . Ctl —>Ct

de fagon transitive stricte, pas seulement transitive a isomorphisme pres) - cas auquel on
peut toujours se ramener d’ailleurs par ’astuce de GIRAUD. Cette hypothese est d’ailleurs
vérifiée dans le cas Chy(X;a,b) sur Ty. Ainsi, les

(Cti)iEN
forment un systeme inductif de catégories indexées par N, le morphisme de transition

Cp—Cp  ie. Cp—Ch,
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étant le foncteur image inverse ¢ ., ou
k)

Pnn! - tn’ > tn

est le composé des t,; — g — -+ —=1,. (Si on n’avait pas transitivité stricte, on
définirait o}, ,, comme le composé des foncteurs image inverse par des fleches de transi-
. : o e .
tion successives tpr —= 1y —> -+ —= 1,491 — 1, ce ne serait Ppp qua isomorphisme
canonique pres. )

Soit

Coo = lim C, = lim C},

la catégorie lim . (Elle sera surtout sympathique si on a pu choisir le systeme (¢, ),en de
telle fagon que les foncteurs de transition

Ctn - Ctn—l

solent pleinement fideles, et peut-étre méme [des] monomorphismes, de telle facon que
les C,, s’identifient a des sous-catégories pleines de leur limite inductive Cy.) Je voudrais
comprendre les relations précises entre les trois genres d’objets suivants :

@ C elle-méme (comme objet dans Cat, pas de Cat/T'), et surtout les objets de Cat hot
et de Hot qui lui correspondent.

[page 103]

@ (s, et les objets de Cat hot et de Hot qui lui correspondent. Dans quelle mesure ces
deniers sont-ils indépendant du choix du systeme projectif cofinal a gauche (4,),en
dans T?7 Quel est le role de C.,7 Est-elle canoniquement isomorphe a C' dans
Cat hot, ou dans Hot? (Auquel cas la question de son ‘réle’ me semblerait résolue!)

@ Le ind-objet Hg dans Cat hot, et I'ind-objet de Hot qu’il définit.

Je note que I'ind-objet He, et aussi les catégories (', construites comme dessus, ne
changent pas quand on remplace T' par une sous-catégorie T" cofinale a gauche, ou
aussi par une catégorie de la forme T'/ty (o € ObT), qui donne lieu a I’ensemble
ordonnée associé

(T/)o =Tojt ={t €T, |t <o}

[plutdt (T/to)o = To/to = {t € T, | t < 1p}]. Si la relation entre les objets dans
a), et ceux dans b) et dans c), est tres étroite, on en concluerait que le ‘type’ de '
dans Cat hot, ou dans Hot suivant le cas, ne change pas en remplacant C' par
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C xpT"ou par C/tyg ~ C x1pT/ty. Bien mieux, elle ne changerait pas en remplagant
T par (N)°, la catégorie (ordonnée) opposée a N (ayant donc un unique objet
final), et la catégorie fibrée C' sur T par la catégorie Cy induite par C' sur (IN)°, via
le foncteur
t:(N)?—T

défini par le systeme projectif t = (1, ),en dans T. Cela signifierait donc que pour
comprendre le type homotopique (au sens strict, i.e. dans Cat hot, ou large, i.e. dans
Hot) de C, on peut le ‘nettoyer’ de facon draconienne, la base T étant vue comme
une sorte de gangue un peu vaseuse, ou du moins pléthorique.

@ De toutes facons, si 7' est une autre catégorie filtrante a gauche, et
a:T'—T

un foncteur cofinal a gauche, de sorte que C sur T', et C" = C' x¢T" sur T", définissent
essentiellement le ‘méme’ objet de Ind Cat hot, et que la catégorie C pour C’ sur
T’ fait partie des catégories C,, pour C' sur T' - on peut se demander

[page 105]

si le foncteur canonique

C'—C
est également toujours un isomorphisme dans Cat hot, ou sinon, du moins dans Hot.

Un intérét particulier s’attache a mo(C'), et de plus a sa variance pour C sur T variable
de la facon suivante. 51 S est dans Cat, on regarde les catégories

Homg, (S5, Ct) (teT),
on trouve un foncteur
t+— Hom,, (5, Ct), T° — (Cat),
d’ou une catégorie fibrée sur T', que je vais désigner par
Hom (S, C)

(Sauf erreur, elle s’interprete comme la catégorie fibrée sur T' correspondante au champ
sur Top(T) = T" du morphisme de T-champs de St dans C', ou St = 5 x T' (considérée
comme catégorie fibrée sur T a fibre essentiellement constante S) dans C. Ici j'identifie
catégorie fibrée sur T, et champs sur le topos T".) 1l est immédiat que la propriété
d’homotopie (p. 99) est stable par passage de C a Homy(Sr,C). On s’intéresse a la
variation de

mo(Homy (S, C'))
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[page 106]

comme contrafoncteur en S,
H : S+ moHomy(St,C) (Cat)® — (Ens),

et a une éventuelle expression de ce contrafoncteur H en termes de I'ind-objet Hg de
Cat hot, par la formule hypothétique

H(S) ~ Hommg(cathot) (7(5), He ),

~ : Cat — Cat hot

est le foncteur canonique. Sion avait un tel isomorphisme canonique fonctoriel en S, cela
donnerait une description (a isomorphisme unique pres) de 'ind-objet He en termes du
foncteur précédent H sur Cat.

Il me vient un doute ici, en vue de P'exemple T'= Ty, ' = Chy(X;a,b). Les trois types
d’objets a) b) ¢) ont le méme my, et il est sur que ‘c’est le bon’. D’autre part, pour une
catégorie parametre variable S, il est str aussi que le bon foncteur en S est

S+ mo(Homy(S7, C')) = Hommd cathot (.5, He),
isomorphe aussi, si S est finie, a
HomCat hot(Sa COO)7

ce qui montre que, du moins pour des arguments S € (Cat) qui sont des catégories finies,
les objets

[page 107]

Cs et He sont ‘bons’; il nous permettent de décrire un foncteur important qui domine
la situation envisagée. Moyennant une hypothese tres forte, mais satisfaite dans les cas
importants, on peut dans ces deux formules remplacer Cat hot par Hot.

Par contre, sauf pour le cas ou S est réduit a un point et ot Homgathot ou Homppee de S
dans C n’est autre que mo(C') (=~ mo(Cos) =~ mo(H¢)), donc effectivement ‘bon’, je ne sais
pas si

Homcaghot (5, C') ou Hompo (5, C)

= mpHom(S,C)

est 1ié de facon raisonnable aux ensembles précédents (déterminés par He, resp. par Co ),
p. ex. s’ils lui sont isomorphes de fagon naturelle, et s’ils ont une signification géométrico-
topologique raisonnable. Je commence a suspecter que non - donc qu’on aurait ici un cas
ou une relation de type tres général concernant un g, ici donc

mo(C') ~ mo(Cos) ~ mo(He),

ne se prolonge pas en un isomorphisme sur les 7; supérieurs, et en une propriété de Hot-
équivalence.
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[page 108]

Je ne trouve d’ailleurs aucune fleche directe entre C' et 'un des objets C.,, H¢; tout ce
que je vois dans ce sens, c¢’est

foncteur de

localisati
CN“ ocalisation Coo

C,

ou la fleche verticale est la fleche de projection de Cne = C xp N° (avec N —2>T)
Ceci n’établit une relation topologique étroite entre C' (en tant qu’objet de Cathot ou
de Hot simplement) et Cs, que si les deux fleches précédentes sont tout au moins des
Hot-équivalences. Et le cas-type (problématique) ot la question de la relation entre C'
et Uy se pose, est donc celui ou 7' = N’ i.e. celui d’un systeme inductif quelconque de
(petites) catégories, indexé par N, et interprété comme défini par une catégorie fibrée
(' = Cne sur N°. Dans ce cas particulier, on a du moins une fleche canonique

O —Cs

sur laquelle on peut se poser la question si c’est
[page 109]

une Hot-équivalence. Sinon, cela prouvera que dans le cas général, le Hot-type de C (et a
fortiori sa classe d’isomorphie dans Cat hot) n’a pas de sens géométrique intéressant. C’est
a dire que C' est intéressante uniquement en tant que catégorie fibrée sur T', permettant
notamment de construire 1'ind-objet Hr de Cathot ou de Hot, mais pas en tant que
‘catégorie nue’.

Mais je viens de me convaincre que Cne — (', est bien une Hot-équivalence. Donc la

fleche Cne — C définit une fleche dans Hot
Coo —C

(en composant avec I'inverse dans Hot de la précédente). Est-ce un isomorphisme? Donc
pour cette question, on est ramené a la question pour Cne — . Mais si on prend C' =T,
cela pose déja la méme question pour N° — T', donc la question si 7" est asphérique, sous
la seule hypothese que T, soit filtrante a gauche et dénombrable a I'infini (a gauche). Mais
bien sir c’est faux (p. ex. si 7' n’a qu’un seul objet, il n’est pas pour autant asphérique

.

Cela me convainc donc qu’a défaut
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[page 110]

d’hypothese supplémentaire draconienne sur 7', la catégorie C' ‘nue’ n’offre pas d’intéret
particulier, & part son 7 (qui est donné aussi par Cs, et par He). Il n’est pas dit, certes,
que Ty ne satisfasse pas a ces ‘conditions draconiennes’. Mais comme C' ‘nue’ ne s’insere
pas dans un formalisme sympathique (p.ex. on n’a pas d’interprétation géométrique de
Homcathot(S, C'), ou de Homypet (.S, C')), je crois que par la suite je peux en faire abstraction.
Exit a) !

5.11.90

J’al quand méme passé la journée entiere hier a essayer de comprendre la relation de C
et de son type dans Hot, a celui de Cy. En effet, comme on a finalement une fleche dans
Hot

Coo — C,

déduite du diagramme dans (Hot)

ONo —— Coo

C,

de prouver que C,, — (' est un isomorphisme dans Hot

[page 111]

semble la facon la plus simple, et peut-étre unique, de prouver que 'image de C, dans
Hot ne dépend pas, a isomorphisme unique pres, des choix faits pour construire Cy.
Sans compter que dans le cas motivant, C' = Chy(X) ou Chy(X;a,b), T = Ty, cest la
catégorie des chemins C' qui donne lieu a une loi de composition des chemins impeccable,
fonctorielle, associative et tout, alors qu’il n’en est rien pour C,,. On ne trouve pas une
loi de composition

Coo X Coo — Cg

dans Cat, ni méme dans Cat hot ou dans Hot - ou plutét, si on arrive pourtant a construire
une fleche C, x C,, — C, dans Cat, c’est encore laborieusement a coups de choix +
arbitraires, cran par cran, et sans savoir si ce qu’on obtient a une propriété d’unicité, ne
serait ce que dans Hot; on ne trouve une interprétation géométrique tangible de cette
composition que dans Hoty (ot on a une véritable loi de groupoide), ou dans Hr en tant
qu’objet de Ind Cat hot
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[page 112]

ou de Ind Hot. (Donc la limite inductive dans Hot, n’est autre que I’élément de Hoty

défini par Cy,.)

Mes efforts pour prouver que

Co —C

était un isomorphisme dans Hot, ou ne serait-ce qu’un l-isomorphisme (i.e. un isomor-
phisme non seulement pour les my, ce qui est toujours vrai, mais aussi pour les m; de
toutes les composantes), ont échoués. J’ai trouvé qu’il suffisait que le foncteur

T—T,

soit ou bien lisse et coasphérique, ou bien propre et asphérique - donc tout est OK si
T =T, ie.si T est ordonnée. Mais dans le cas T' = Ty, le foncteur T'— T, n’est ni
propre, ni lisse (pas méme 0-propre ou 0-lisse).

Finalement j’en suis arrivé a la conviction que dans le cas qui nous occupe (T' = Ty,
C = Chy(X;a,b)), la fleche Cyp, — C n’est en général pas un isomorphisme dans Hot.
En effet, dans le cas a = b, si cela [était vrail,

[page 113]

on aurait une description du Hot-groupe Q(X,a) = Ch(X,a) (**) en termes d'une caté-
gorie C' munie d’une loi de composition associative (et unitaire) dans Cat, redonnant la
loi de groupe de € en passant de (Cat) a Hot. Prenant le nerf de C', on trouverait un
monoide semi-simplicial qui, dans Hot, donnerait la loi de groupe de Q(X,a). Or je me
rappelle (**) qu’on m’a expliqué qu’en général, la loi de groupe de (X, a) ne pourrait
pas éetre obtenue par une loi associative sur un ensemble semi-simplicial. Ainsi, I'insucces
de mes efforts semble tenir, non a ma maladresse, mais a la nature des choses.

Je vais résumer les faits positifs auxquels je suis arrivé dans le diagramme suivant, qui a
lieu dans la situation générale C'—» T envisagée au début du présent paragraphe :

[page 114]

Z0n fait ici © = FI(X).

24(’est un erreur - ca doit étre pour d’autres objets groupe de Hot que les groupes de lacets. J’ai
vu dans Quillen que Q(X, 2) doit se décrire par un groupe semi-simplicial (quand X est un ensemble
semi-simplicial, z un sommet). Donc le probléeme si C, ~ C dans Hot reste entier.
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Ctl

u* (pouru:t—>1t'

dans T)

C :
fleche dans Cat
(donc dans

flache définie dans

TrEd C:t_hO:T Cat hot,
(i3 2o
n /f) ’ Hoté\)
Ind (Hot{')) -
4 diagramme ‘
. commutatif
lim Ct = dans Ind Hot C

A
dans Ind Cat hot ou Ind (Hotg')

(ou dans Ind Hot dﬂ?ic}}e
éfinie
ou dans Ind (Hoté\)) dans Hot,

fleche

définie dans

Ind Cat hot isomorphisme, méme
ou dans Ind Hot p ) \
ou dans Ind Hoté\ @ dans Hot

= lim Hr dans Hoty

donc dans Hoté\7

en général pas un

[Les annotations dans ce diagramme concernent les fléches en traits pleins.]

Les objets importants sont Hy et C., alors que C' (sur T) et les C} prennent un role
technique intermédiaire, pour construire Hy et (.. On peut considérer C, comme une
catégorie (objet de (Cat)), mais dont la construction dépend de nombreux arbitraires,
a linverse de Hp dans Ind Cat hot. C’est I'objet de Hot) déduit de C,, qui a un sens
canonique, et peut étre décrit comme la limite inductive de Hy comme objet de Ind Hot),
i.e. comme représentant le méme foncteur sur Hoty que Hryp.

[page 115]

Dans le cas géométrique T' = Ty, et C' de la forme Chy(X;a,b), donnant lieu a Ceo(a, b),
on n’a pas de définition naturelle d’un bifoncteur de composition des chemins

Coo(a,b) x Cos(b,c) — Cusola,c).
On peut définir, certes, des accouplements
Chy ,(a,b) x Chy (b, ¢c) — Chy .(a,c),
ou, avec les notations relatives a la donnée de
LiN°— Ty,
Ch, (a,b) % Chyy(b,¢) —= Ch, (0, 0)
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mais ces accouplements ne sont pas compatibles avec les morphismes de transition des
trois systemes inductifs de catégories (Ch,, ),en, ils ne le sont qu’a homotopie prés. Cela
suffit cependant pour avoir des accouplements parfaits

Hr(a,b) x Hyp(b,¢) — Hr(a,c),

avec associativité, et (si ¥ = FI(X) tout entier) existence de vrais inverses, i.e. de fleches
(dans Ind Cat hot) de ‘passage au chemin opposé’

[page 116]

(%) Hr(a,b) — Hp(b,a), cr—c°,

donnant lieu au diagramme commutatif exprimant que c¢’est bien un inverse pour la com-
position. Une autre fagon de le dire, c’est que pour tout objet Y de Cathot (ou de
Ind Cat hot), les ensembles

Homcat hot (Y, Hr(a, b)) o H%/(a, b)

forment, pour a,b € X variables, les fleches d’un groupoide (**) Chy(X) ayant pour
ensemble de sommets Ob X, et HY (a,b) étant formé des fleches de a vers b. L’application

HY (a,b) — HY (b, a), c—°,

déduite du foncteur (*) plus haut n’est autre que I'application de passage a I'inverse.
Cette catégorie n’est d’ailleurs autre que celle déduit de

X(Y) = Home, (Y, X)
X(Y)Zy', o § Ny CFIX(Y)),
défini en termes de ¥ ‘argument par argument’,

a aide du foncteur

X — X(Y), at—ay,

[page 117]

associant a tout a € X le foncteur constant sur Y de valeur a, en prenant

HT(CL, b) >~ HomX(Y)E;1 (ay, by) .

Dans le méme cas géométrique, je me suis convaincu d’ailleurs que C., était, en tant
Y 7

qu'objet de Hot (pas seulement de Hot)) unique a Hot-isomorphisme prés, mais (chose

étrange) peut-étre pas a Hot-isomorphisme unique pres. De fagon générale, revenant aux

%581 ¥ = FI(X). Si ¥ est plus petit, au lieu d’un groupoide, on trouve une catégorie sans plus.
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conditions du début du paragraphe, C,, doit s’écrire C (1), elle dépend du choix du
foncteur cofinal

t:N°—T.

Quand { varie dans la catégorie

Hom cof(N°, T'),

les C(t) varient de facon contravariante en ¢ (donc définissent une catégorie fibrée sur

Hom cof(IN°, T')). De plus, le foncteur

associé a un morphisme de systemes projectifs

t—
est un somorphisme dans Hot. Donc le
[page 118]
foncteur
L—Cu(), Hom cof(N°, T') — (Hot)

se factorise par le groupoide fondamental
II(Hom cof(N°,T')) — (Hot).

Quand ce groupoide, i.e. quand la catégorie Hom cof elle-méme est connexe, on peut
donc conclure que tous les C(2) sont isomorphes entre eux dans Hot. Pour conclure
meme a un systeme transitif d’isomorphismes entre les C (1), i.e. que C (1) est ‘unique
a isomorphisme unique pres’, il faudrait savoir de plus que le groupoide fondamental est
équivalent a la catégorie ponctuelle (groupe fondamental trivial), ou, comme on dit, que
Hom cof soit simplement connexe, ou 1-connexe.

La connexité de Hom cof est assurée quand la catégorie T' a (comme c’est le cas pour Ty)
une loi de composition (¢,1) 1 1’, avec des morphismes fonctoriels en ¢, '

/
\

txt!

t/

(cette derniere condition étant automatique
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[page 119]
si la loi de composition admet l'objet final de T', supposé existant, comme unité bilatere).

Dans ce cas, t = ({,), et t’ = (1), sont reliés entre eux par L ' = (¢, *t!),, puisqu’on a
un morphisme de systemes projectifs

txt

VAR
l [

Je ne sais d’ailleurs pas si la fleche dans Hot

associée a t' —=t dans Hom cof ne dépend que de £, ¥, et pas du choix de t' —{. Ce
qui est clair, c’est que son image dans Hot) est unique, c’est I'identité quand on identifie
Coo(l) et Cso(t') au seul et méme élément de Hot{y défini par lim Hy.

Et pourtant, je m’apercois a I'instant que, sous I’hypothese de I'existence de la loi de
composition et de son unité bilatere, et admettant de plus que la loi en question est
associative a isomorphisme pres, on a transitivité dans les isomorphismes (canoniques!)
entre les C'», (1) qu’on vient d’indiquer !

[page 120]

(Sans avoir pour autant a calculer le groupe fondamental de Hom cof(N?, T)!) Si on a
trois éléments ¢, ¢, t” de Hom cof, il suffit de regarder le diagramme déduit du diagramme
commutatif suivant

1"

L+t
A
SN

en lui appliquant le contrafoncteur s — C,(s) de Hom cof dans Hot.

Donc dans le cas des C'(a,b) = Chy(X;a,b), je n’ai plus aucun scrupule a considérer
la catégorie C(a,b) comme un objet canonique de Hot, relié a I'ind-objet canonique
Hy(a,b) dans Hot par un homomorphisme canonique

(*) Coo(a,b) i HT(a7b)7
qui dans Hot{} donne un isomorphisme
() Coo(a,b) ~ lim Hr(a,b),

i.e. la fleche (%) induit, pour £ € Ob Hot, une application ensembliste
HomHot(fa Coo(a'a b)) R HomlndHot(é.v HT((J,, b))a

E"E Hompt (f,Cn(a,b))

n

qui est bijective si £ est dans Hot.
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[page 121]

Bien entendu, les fleches
(+) Coo(t!) — O (1)

dans Hot, associés aux fleches { — 1’ dans Hom cof(IN?, T'), sont en fait des fleches dans
(Cat) elle-méme - et méme des foncteurs pleinement fideles, dans le cas ‘géométrique’ et
pour les deux fleches canoniques

Elles sont isomorphiques dans Hot, parce qu’elles définissent un homomorphisme sur les
ind-objets associés de Cat hot, donc aussi pour les ind-objets associés dans Hot et dans
Hot,y, d’ott résulte que

Hompot(Y, Coo(t))) — Hompuot (Y, Coo())
associé a () est une bijection si Y est finie (*°), cette fleche s’identifie alors a

lim Hompoe (Y, Ct'n) — lim Hompo(Y, Cy,,).

n

(Car Z — Hompot (Y, Z) commute aux limites inductives filtrantes, si Y est une catégorie
finie. Cela provient du fait qu’une lim filtrante de catégories de Thomason-Kan est itou
...) Mais j’ignore par contre si (%) est [un] isomorphisme dans Cat hot. Seulement que
pour une catégorie finie Y, elle induit

HomCat hot ()/7 Ooo (t_,)> — HomCat hot (Y7 Coo (i) ) 3

les deux membres s’identifiant alors a

[page 122]

HT(Y>Cat hot — HomIndCathot(Ya HT)

Pour résumer ces lumieres et perplexités sur les C (1) :

a) A tout ¢ = (tn)nene € Hom cof(N°, T') est associé un systeme inductif, indexé par
N, de catégories Cy(t) (= C4,), et leur limite inductive

Coo(l).

26Ce qui suffit & assurer que (*) est [un] isomorphisme dans Hot : Hot — Hot} est conservatif!
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b) Ce systeme inductif, et aussi sa limite est [un] foncteur contravariant en f. Si
t,1’ € Ob Hom cof, alors on peut comparer C.(1), Coo(t’) et les systemes inductifs
correspondants, grace a

txt

c¢) L’objet
(Cr(t))nen € ObInd Cat hot

défini par le systeme inductif (C,(¢))nen de Cat est (a isomorphisme unique pres)
indépendant du choix de ¢, soit Hz ou H. Les homomorphismes

(%) Coo(l)) L Coo(l) associé a u:t—1{'

sont compatibles avec cette donnée, i.e. on a commutativité dans

lim C() lim C. (1)

Ind Cat hot \ Ind Cat hot

[page 123]

d) Tl s’ensuit que les homomorphismes (%) sont des isomorphismes dans Hot, donc tous
les Coo(t) sont isomorphes dans Hot. L’astuce des ¢ * ' (dans le cas ou on a une
loi ¢ ¢’ associative et admettant 1'objet final comme objet unité) donne méme des
isomorphismes canoniques

Coo(t') — Coo(2) dans Hot,

et c’est la un systeme transitif d’isomorphismes. Donc on a dans Hot un objet
canonique

Cs € Ob Hot,
dont la relation a H € ObInd Hot est déduite de ¢), ¢’est une fleche canonique

H—C, dans Ind Hot (27).

Cette fleche induit un isomorphisme pour les objets correspondants de Hot/; mais
en regardant H non comme ind-objet de Hot;, mais prenant le foncteur Hy in-
duit sur Hoty par le foncteur ind-représentable H sur Hot. Ce foncteur induit est
‘représentable’ par 'objet (', de la catégorie plus grande

Hy ~ Cy dans Hot,).

(Si le foncteur canonique Hot —= Hot) est pleinement fidele, alors cette formule
décrit C, comme objet de Hot, a isomorphisme unique pres, en termes de Hy, donc

aussi en termes de H € Ob Ind Cat hot.)

2TNB H n’est pratiquement jamais essentiellement constant, donc la fleche ci-contre [n’est] pas un
isomorphisme dans Ind Hot.
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[page 124]
e) J’ignore par contre si les fleches
Coo(tl) — Coo(l)

sont des isomorphismes dans Cat hot, bien qu’elles soient définies en termes d’homo-
morphismes de systemes inductifs de catégories, qui sont des isomorphismes dans
Ind Cat hot. Il en est ainsi, méme pour les fleches Co (1), Coo (1)) =2 Coo (L * 1') util-
isées pour comparer Cy. (1) et Cs (1) canoniquement. Ainsi, je ne vois pas comment
définir des fleches en sens inverse dans Cat, qui seraient candidats a étre des iso-
morphismes inverses dans Cat hot.

f) Dans le cas géométrique (7" = Ty, situation décrite en termes de X, ¥, et a,b €
Ob X, d’ou des Cws(t;a,b), Coo(a,_b), H(a,b) etc.), on n’a pas d’opération de compo-
sition de chemins au niveau des catégories Cos(1; a,b) et Cso(2; b, ¢), mais seulement
au niveau des objets H(a,b), H(b, ¢) de Ind Cat hot ou de Ind Hot. Suis-je seulement
sur de savoir définir dans Hot

Coola,b) x Co(b,c) — Cxla,c) ?

Stirement, il n’y a pas de problémes pour les images dans Hot,, puisque la ce
sont les mémes que celles de H(a,b), H(b,c), H(a,c) respectivement, et on a des
accouplements parfaits, associatifs, avec unité, et avec inverses la ou il doit y

[page 125]

en avoir. Mais pas pour les C(a,b) eux-mémes?

C’est un peu vexant qu’avec tout ce travail il semblerait qu’on n’ait pas méme été foutu de
définir I'analogue dans Cat du classique espace des lacets Q(X, z) comme un groupe dans
Hot. (Que fait THOMASON?) Mais voila une idée pensable [?]. Pour définir quand-méme

Coo(a,b) x Cos(b,¢) — Cusola,c)

dans Hot, on va décrire les deux foncteurs Cs.(a, b) et Coo(b, ¢) par des systemes projectifs
différents ¢, t'. On peut 'expliciter en partant d’un 7y de longueur utile > 2, et en prenant
dans les deux cas

o n
t, =1, =1,

mais des morphismes de transition différents

(tn+p — tn> = ﬁp*idTgl
(tppy — ) = idgpxm,

ou 7, : 75 — 1 est la dégénérescence totale. On définira C'(a, ¢) en termes de ¢ = ¢ x {,

donc

tll — 7_2‘)1
n 0
" A .
(tn+p — 1) = myk 1dT§n s T
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Cette fois, les foncteurs de composition
Cn(ia a, b) X Cn(t_la b7 C) - Cn(t_”a a, C),
sont compatibles avec les foncteurs transition pour n variable, et on trouve

[page 126]

Coo(t; a,b) x Coo(tlsb,¢) — Coo(t’5a,¢),
donc une fleche dans Hot
comp, : Uy X Coe — Ci.

11 faut voir qu’elle ne dépend pas du choix de 7y, mais si on a 7y et 7, on les compare par

— T0 . . . .
To X T il suffit donc de voir que s’il existe une fleche 79 — 7, alors comp_ =
0 0 K 0 07 To

0
comp_,. Mais une telle fleche induit des fleches ¢, — Ly, v —»t_’Té, {2 —»t_"Té, d’ou

un diagramme dans Cat

comp./

. Coo (t_"’Té; a, C)

Coo (L—é; a, b) X C{oo (t_,’Té; ba C)

Cloo (L3 @, 5) X Co(ry1by¢) ——w Clog(L",10,),

dont on vérifie tout de suite qu’il est commutatif. Or ce diagramme peut se réécrire dans

Hot comme

Coola,b) X Coo(b,¢) —2% o O (a, c)
id id
Coo(a,b) x Cso(b,c) comPro Coola,c),

[page 127]
d’ou comp,, = comp,,.

Je recule devant la vraie difficulté - celle de prouver 'associativité de cette loi de compo-
sition. Elle devient associative dans Hot) - mais pour que deux fleches dans Hot soient

égales (ici donc

Coo(a,b) x Con(b,¢) X Cos(c,d) —% Cola,d) ),

suffit-il qu’il en soit ainsi de leurs images dans Hot) - en d’autres termes, le foncteur
Hot — Hoty,

est-il (en plus d’étre conservatif) au moins fidele (sinon pleinement fidele)?
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Il'y a aussi que cette loi de composition est compatible avec celle des H(a, b) dans Ind Hot,
pour les fleches canoniques

H(a,b) — Cy(a,b) dans Ind Hot,

si on saurait que ce sont des épimorphismes, et le restent par produits cartésiens, on aurait
gagné.

Bien sur, on saura que c’est associatif, une fois qu’on saura que la composititon définie
ici est compatible avec la composition des chemins dans le cadre semi-simplicial. Mais
comment fait-on dans ce cadre, pour composer les chemins de longueur non bornée? N’y
a-t-1l pas la exactement la méme difficulté? A moins de s’en
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tirer en se ramenant tout de suite, pour la théorie des opérations (), aux complexes de
Kan, et aux chemins de type Ay. Mais pour les composer fonctoriellement, il me semble
y avoir toujours le méme probleme - on trouvera des chemins de type A A, = AT, et
non pas Ay, mais on peut alors composer les homotopies directes (revient a s’induire sur
Ay ~{0,2} C Af). Orjai fait le formalisme des catégories de chemins sans me soucier
de conditions du type Kan. Je présume que dans le cadre semi-simplicial, les Hom(A, X)
ne donnent pas le bon objet des chemins, pour X pas de Kan. (Car sinon, il semblerait
que pour X = X, a composantes finies, le calcul des m; devrait étre fini, ce qui n’est
pourtant pas le cas, m’a-t-on toujours assuré ...)

Je présume pourtant, quand on prend ¥ = FI(X), que les objets Ch.(X;a,b) et
Ch(X;a,b) sont isomorphes dans Hot, quand on immerge X dans une enveloppe de

Thomason-Kan X.
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11 Rapide retour sur les (M,Y), dans l'optique des
dérivateurs

Quand on s’intéresse au formalisme des Chy(X;a,b) en vue d'un dérivateur Dx 5, qu’on
voudrait définir en termes de X, ¥, il semblerait que le prédérivateur qu’on obtient bel
et bien ne mérite le nom de dérivateur que lorsqu’on suppose que pour toute fleche

Y —Y'
dans Cat qui est une Hot-équivalence, les fleches correspondantes
HomIndCat hot(Y,a H(CL, b)) - HomIndCat hot(l/a H(CL, b))a
ou encore

h_Hi Homgye hot(YI; @n,z(a, b)) - h_m> Homgye hot(y, @n,z (Cl, b))

sont des bijections. J'ai regardé dans V ce que ca signifie pour l'objet H(a,b) =
(Ch, s(a,b)), de Ind Cathot. C’est cette condition seulement qui assure, du point de
vue des dérivateurs, une interprétation convaincante de Ch, (a,b),

Ch, x(a,b) = lim Ch, »(a,b)
en tant qu’objet de Hot, ou plus exactement denHot(/)\7 car on a alors pour Y une catégorie

finie
HomCat hot(Y7 H(aa b)) ~ HomHot(Y7 @oo,z(aa b))7

~ Homx(y)y;l (ax,bx)
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car je veux quand-méme que le type dans Hot soit le bon, qu’il correspond bien a
I’homotopie des espaces de chemins. Donc on voudrait qu’un morphisme

f

X X'

dans (Cat), qui est une Hot-équivalence, définisse
Choo(X3a,0) — Ch (X" f(a), f(b)),

qui soient eux aussi des Hot-équivalences. D’autre part, c’est évidemment compatible
avec la brillante composition des chemins, que j’ai réussi a définir entre ces objets de Hot.
Donc (sous réserve d’avoir vérifié ce que je viens de dire) la vérification de I'associativité
se ramenerait au cas ou X est de Thomason-Kan. Mais dans ce cas, il y a des chances
que, tout comme dans le cas semi-simplicial, les Ch_ (X a,b) peuvent se définir (comme
objets de (Hot)) comme étant simplement les chemins de type Ay de a a b, qu’on compose
alors de la facon triviale. Mais non, ces catégories sont discretes!

Je renonce pour linstant a poursuivre plus la question d’associativité. Demander a
THOMASON pour les propriétés du foncteur Hot —= Hot) .
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Cela signifie, a tres peu de choses pres, qu’on a une interprétation de Ch., x,(a,b), en tant
qu’objet de Hot, comme un ‘Hom externe’ Homext(a, b) a valeurs dans Hot, défini sur la
catégorie M = X a l'aide du seul ensemble admissible de fleches ¥ C FI(M), opération
satisfaisant la condition

(%) Hompot (Y, Hom ext(a, b)) =~ HomM(Y)E (ax,bx)

-1
v

(qui peut s’interpréter aussi, soit comme

Homm(pi(ay),b)

si pr: M(Y)Ey' — M existe, soit comme
———

D(Y)
Homa(a, p.(by))

sipe: M(Y)EF! — M existe); avec le seul petit ennui que cette formule n’est valable
SN—_— ——’ S~~~
D(Y) =D(x)
que pour Y finie. Sion veut exprimer le second membre pour Y variable quelconque dans
Cat, il ne suffit pas d’'un objet de Hot (Homext(a,b)) dans le premier membre, mais il
faut 'ind-objet H(a,b) = (Ch,(a,b)),en dans Hot. Si donc on tient a travailler dans un
‘domaine’ Diag du dérivateur D = Dy » aussi grand que possible, en se bornant a des
catégories finies,
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et qu’on veut qu’une formule (%) reste valable pour toute Y dans le domaine, il faut ‘en
toute rigueur’ définir le Homext(a,b) non comme objet de Hot, mais de Ind Hot. 1l se
décrirait donc alors comme

Homext(a,b) = (Ch,, x(a,b)), (ind-objet dans Hot) ,
et 'objet Ch, 5, dans Hot en est une sorte de limite inductive.

Je me suis demandé si la condition préalable, savoir que les foncteurs H(a,b) sur Cat
transforment Hot-équivalences Y/ — Y en bijections, était bel et bien une (forte) restric-
tion. Je me suis convaincu que c’est bien le cas, déja dans le cas particulier ou ¥ = FI(X).
Il me semble que lorsque les composantes connexes de (X, a) ne sont pas contractiles,
ladite condition n’est pratiquement jamais satisfaite. J’ail pensé p. ex. au cas ou X a le
type d’homotopie (dans Hot) d’'une 2-sphere, de sorte que son Q(X,a) = Ch. (X, a,a)
doit avoir un m ~ Z. Prenons Y ayant le type dans Hot d’un cercle, disons

PN
0 0’
N

Y :

Y
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